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Introducción

En esta tesis suponemos que S es una superficie de género g, n
ponchaduras, con frontera vacía y complejidad κ(S) = 3g − 3 + n. El
objeto principal de estudio de esta tesis es el grupo modular (de Teich-
müller) extendido Mod∗(S), el cual es el grupo de homeomorfismos de
S módulo isotopía.

En 1979 Harvey [7] definió el complejo de curvas C(S) de una su-
perficie S, cuyos vértices son las clases de isotopía de curvas simples
cerradas esenciales, y los k-simplejos están dados conjuntos finitos de
curvas ajenas por pares en S (ver Capítulo 1). El grafo de curvas es el
1-esqueleto del complejo de curvas, denotado también como C(S), esto
es debido a que el complejo de curvas es un complejo bandera, entonces
toda la información simplicial se encuentra en su 1-esqueleto. Este gra-
fo fue definido para estudiar a Mod∗(S) a través de su acción en C(S).
Ivanov [14] en 1997 probó que para el caso de superficies de género
g ≥ 2 el grupo de automorfismos de C(S) es el grupo modular exten-
dido Mod∗(S) (excepto el caso de género 2 y 0 ponchaduras, donde
la representación no es inyectiva), en otras palabras, cualquier auto-
morfismo de C(S) está inducido por un homeomorfismo de S. Después
Korkmaz [15] y Luo [17] extendieron el resultado para los demás casos
de superficies de tipo finito, salvo el caso de género 1 y 2 ponchaduras,
donde la representación no es suprayectiva.

Irmak (ver [10], [12], [11]), Behrstock y Margalit [2], y Shackleton
[20], probaron que morfismos de grafos de C(S) más generales están
inducidos por homeomorfismos de S. Posteriormente Hernández Her-
nández [8] probó un resultado de rigidez topológica en C(S), el cual
afirma que si S es una superficie de género al menos 3, y su compleji-
dad es mayor o igual a la complejidad de otra superficie S ′, y φ es un
morfismo de grafos entre C(S) y C(S ′), entonces S es homeomorfa a S ′.

En el año 2000 Schmutz [19] definió un grafo análogo al grafo de
curvas, actualmente llamado el grafo de Schmutz G(S) de una super-
ficie S, cuyos vértices son clases de isotopía de curvas no separadoras
de S, y dos vértices están unidos por una arista si sus respectivas cla-
ses de isotopía tienen intersección geométrica uno (ver el Capítulo 1).
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El grafo de Schmutz de S, entre otras cosas, ha sido usado para pro-
bar que Mod∗(S) es finitamente generado, esto usando la acción de
Mod∗(S) en G(S), y algunos resultados de teoría geométrica de grupos
y la sucesión exacta de Birman (ver [4]). Schmutz [19] probó que los
automorfismos de G(S) están inducidos por homeomorfismos de S.

En esta tesis probamos un resultado análogo al de Hernández, men-
cionado anteriormente, que trata de rigidez topológica de G(S). Lo pro-
bamos usando el grafo de curvas no separadoras N (S), y las técnicas
utilizadas por Irmak [13], generalizando así, el resultado de Schmutz,
para morfismos de grafos localmente inyectivos que preservan intersec-
ción cero.

Teorema. Sean S y S ′ dos superficies conexas, orientables de
género g, g′ ≥ 2, n, n′ ≥ 0 ponchaduras respectivamente tales que
κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4, y ϕ : G(S) → G(S ′) un morfismo de grafos lo-
calmente inyectivo que preserva intersección cero, entonces S y S ′ son
homeomorfas, más aún, ϕ está inducido por un homeomorfismo.

Este trabajo está dividido en cuatro capítulos. En el primero abor-
damos definiciones y teoremas básicos de la teoría de grupos modulares
y definimos el complejo de curvas de una superficie S, así como la ac-
ción del grupo modular Mod∗(S) en el complejo de curvas C(S). En el
segundo capítulo estudiamos las técnicas utilizadas por Schmutz[19],
para probar que Mod∗(S) es isomorfo a G(S), excepto en los casos
en que (g.n) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 0)} En el tercer capítulo probamos
nuestros resultados basándonos en las técnicas usadas por Hernández
Hernández [8] e Irmak [13]. En el último capítulo presentamos nuestras
conclusiones.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentamos las definiciones y resultados necesarios
para los siguientes capítulos. Las demostraciones que no se hallan en
este apartado, se pueden encontrar en [4].

1. Superficies

Denotamos por Skg,n a una superficie topológica, conexa y orientable
de tipo finito (es decir, π1(Skg,n) finitamente generado) con género g ≥ 0,
n ≥ 0 ponchaduras y k componentes de frontera. Cuando k = 0, usamos
simplemente la notación Sg,n. En el resto del capítulo S = Skg,n. En
ciertas ocasiones es conveniente pensar a las ponchaduras de S como
puntos marcados de S. Abusando del lenguaje en este capítulo hacemos
uso indistinto de ambas expresiones, según convenga.

Definición 1.1. Si R es el conjunto de puntos marcados de S, un
arco propio simple en S es un mapeo a : [0, 1] → S, tal que a−1(R ∪
∂S) = {0, 1} y α es un encaje topológico en (0, 1). Un arco se dice
esencial si no es homotópico (con homotopía que fija los puntos finales)
a un punto marcado ni a una componente de frontera.

Definición 1.2. Una curva simple cerrada a en S es un encaje to-
pológico a : S1 → S, Decimos que una curva simple cerrada es esencial
si no es homotópica a un punto, a un punto marcado ni a una com-
ponente de frontera. Una multicurva en S es la unión finita de curvas
simples, cerradas, esenciales y ajenas dos a dos en S.

En este trabajo abusamos de la notación al referirnos a una curva
a; en ocasiones nos referimos a la clase de homotopía de a, y en otras,
nos referimos a un representante adecuado de la clase de isotopía de a,
según convenga, adicionalmente a este abuso de notación, a una curva
simple, cerrada y esencial la llamamos típicamente una curva. El lector
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Figura 1. Curvas a y b formando un bígono.

podrá deducir fácilmente cuando nos referimos a la clase de homotopía
de la curva a o a un representante particular.

Definición 1.3. El número de intersección geométrica entre dos
curvas a y b es el mínimo número de puntos de intersección entre un
representante en la clase de a y un representante en la clase de b, es
decir:

i(a, b) := min{|α ∩ β| : α ∈ a, β ∈ b}.

En esta tesis usamos la convención de que a y b son ajenas si
i(a, b) = 0 y a 6= b.

En la práctica uno calcula el número de intersección geométrica
de dos curvas a y b, encontrando representantes α y β de a y b res-
pectivos, que alcancen el mínimo número de intersección, esto es que
i(a, b) = |α ∩ β|. En este caso decimos que α y β están en posición
mínima. También en la prática puede resultar difícil saber si dos cur-
vas están en posición mínima, así como encontrar representantes α y β
representantes en posición mínima. Para lidiar con estas dificultades,
está el criterio del bígono.

Definición 1.4. Decimos que dos curvas simples cerradas trans-
versales, a y b en S forman un bígono si existe un disco encajado en S
cuya frontera es la unión de un arco de a y un arco de b, ver Figura 1.



Proposición 1.5 (Criterio del bígono). Dos curvas simples cerra-
das transversales en una superficie S están en posición mínima si y
sólo si ellas no forman un bígono.

A continuación presentamos una técnica básica en la teoría de su-
perficies, conocida como el principio de cambio de coordenadas, que es
una especie de cambio de base para curvas en una superficie S. Un
ejemplo del empleo de este principio es cuando se quiere probar una
propiedad topológica acerca de cualquier curva, podemos probar dicha
propiedad eligiendo una curva específica. Por ejemplo, decimos que una
curva a es separadora si S \ a es una superficie no conexa; decimos que
a no es separadora, en caso contrario. Con esta definición, tenemos la
afirmación siguiente:

Si a y b son curvas simples no separadoras en una superficie S,
entonces existe un homeomorfismo h : S → S con h(a) = b.

Esta afirmación se demuestra fácilmente usando teorema de clasifica-
ción de superficies : Si consideramos las superficies S\a y S\b, entonces
S \ a y S \ b son conexas ya que a y b no son separadoras, luego por
el teorema de clasificación de superficies que existe un homeomorfismo
h : S \ a→ S \ b, este homeomorfismo h puede extenderse a todo S, de
manera que h(a) = b.

En otras palabras, salvo homeomorfismo, existe una única curva
simple cerrada no separadora. En términos generales el principio de
cambio de coordenadas establece que cualquier par de multicurvas en
S con los mismos datos de intersección y modelo, pueden ser inter-
cambiados vía un homeomorfismo que preserve la orientación de S, sin
embargo, cada caso debe analizarse de manera independiente. En este
sentido cualquier configuración de curvas puede ser transformada a una
configuración de curvas más sencilla de visualizar.

Definición 1.6. Un pantalón es una superficie compacta de género
cero y tres componentes de frontera. Una descomposición en pantalo-
nes de una superficie S es una colección maximal de curvas (esenciales)
ajenas dos a dos. El número de curvas que conforman a una descom-
posición en pantalones no depende de la descomposición en pantalones
que consideremos, de manera que este número es llamado la compleji-
dad de S, y es denotado por κ(S). Más aún si S = Sbg,n, entonces

κ(S) = 3g − 3 + b+ n.

El nombre “descomposición en pantalones” es debido a que si cor-
tamos S a lo largo de una descomposición en pantalones, obtenemos



varias componentes conexas, todas homeomorfas al interior de un pan-
talón, ver Figura 2. Cada una de las componentes conexas resultantes
de retirar las curvas contenidas en P de S es llamada un pantalón
inducido por P .

Figura 2. Descomposición en pantalones de S.

Definición 1.7. Dos curvas a, b ∈ P son adyacentes con respecto
a P si están contenidas en la frontera de un pantalón inducido por P .

Observación. Es posible caracterizar dos curvas adyacentes con
respecto a P por medio de curvas auxiliares. Tal caracterización se
encuentra en el Capítulo 3 de este trabajo.

Definición 1.8. Un par periférico de S es una multicurva {a, b}
tal que a 6= b, a y b son no separadoras y S tiene una subsuperficie Σ
con frontera a ∪ b cuyo interior es homeomorfo a S0,3. Las curvas d1 y
d2 de la Figura 2 son un ejemplo de un par periférico.

2. Grupo modular de Teichmüller

Consideremos Homeo+(S; ∂S) el grupo de todos los homeomorfis-
mos de S que preservan la orientación, y que restringidos a la frontera
de S son la identidad, con la topología compacto-abierta. El grupo mo-
dular (de Teichmüller) de S, denotado por Mod(S) es el grupo:

Mod(S) = π0(Homeo+(S; ∂S)).

Es decir, Mod(S) es el grupo de clases de homotopía de elementos de
Homeo+(S) que restringidos a la frontera son la identidad. Ligado a este



grupo, tenemos el grupo modular extendido, denotado por Mod∗(S), y
definido como:

Mod∗(S) = π0(Homeo(S)).

A continuación presentamos los grupos modulares de algunas superfi-
cies particulares.

EJEMPLOS.
1. Mod(D2) = {0},

2. Mod(D2 \ {∗}) = {0},

3. Mod(A) ∼= Z,

4. Mod(S1,0) ∼= SL(2,Z).
Donde Σn denota el grupo de permutaciones en n elementos, y SL(2,Z)
es el grupo de matrices de dos por dos con entradas enteras y determi-
nante 1.

El ejemplo 1 es un resultado básico pero muy importante en el cálcu-
lo de grupos modulares de superficies, llamado el lema de Alexander.
Este Lema implica un método para determinar si un homeomorfismo
h de S es isotópico a la identidad, llamado el método de Alexander,
que presentamos a continuación. Para ello, es preciso definir cuándo un
colección finita de curvas llena a una superficie.

Llamamos disco n-punteado a un disco al que se le han retirado n
puntos de su interior. Decimos que una colección finita de curvas A de
una superficie S llena a una subsuperficie Σ ⊂ S si Σ \A es una unión
de discos cerrados uno punteados (si S tiene frontera no vacía), discos
abiertos, y discos abiertos uno-punteados.

Definimos un sistema de Alexander como una colección de curvas
y arcos propios c1, c2, . . . , cm en S con las siguientes propiedades:

1. Las curvas ci están en posición mínima dos a dos.
2. Las curvas ci son distintas dos a dos.
3. Para distintos i, j, l al menos una de las intersecciones ci ∩ cj,
ci ∩ cl, o cj ∩ cl es vacía.

Lema 1.9 (Método de Alexander, Proposición 2.8 de [4].). Sean
S = Skg,n una superficie, h ∈ Homeo+(S; ∂S) y un sistema de Alexander
c1, c2, . . . , cm en S, entonces se cumplen los siguientes enunciados:

a. Si existe una permutación σ de {1, 2, . . . , n} tal que h(ci) es
isotópico a cσ(i) relativo a ∂S para cada i = 1, 2, . . . n, entonces
φ(∪ci) es isotópico a ∪ci relativo a ∂S.



Si vemos a ∪ci como un grafo Γ (posiblemente disconexo)
en S, con vértices en los puntos de intersección y en los puntos
finales de arcos, entonces la composición de hi con esta isotopía
induce un automorfismo h∗ de Γ.

b. Supongamos ahora que {ci} llena a S. Si h∗ fija a cada uno de
los vértices y cada una de las aristas de Γ con sus orientacio-
nes, entonces h es isotópico a la identidad, o bien, h tiene una
potenica no trivial que es isotópica a la identidad.

Cuando la colección de curvas y arcos {c1, c2, . . . , cm} cumple 1.9b.
decimos que es un sistema de Alexander estable.

2.1. Propiedades del grupo modular. Dada la definición de
grupo modular de una superficie S, surgen muchas preguntas acerca de
este grupo; ¿qué propiedades tiene? ¿es finitamente generado? ¿finita-
mente presentado? ¿cómo son sus elementos?

Las definiciones y proposiciones siguientes dan respuesta a estas
preguntas.

Considere el anillo A = S1× [0, 1]. Para orientar A lo encajamos en
el plano con coordenadas polares (θ, t) vía el mapeo (θ, t) 7→ (θ, t+1) y
tomamos la orientación inducida por la orientación estándar del plano.
Sea T : A 7→ A el mapeo dado por la fórmula:

T (θ, t) = (θ + 2πt, t).

El mapeo T es un homeomorfismo que preserva la orientación y fija
los puntos de ∂A. Notemos que pudimos usar también θ − 2πt. Por
convención decimos que nuestra elección de transformación T es el giro
izquierdo y la otra elección es el giro derecho. La clase de isotopía de
este mapeo es un generador del grupo modular de A.

Definición 1.10. Sean a una curva en S y N una vecindad regular
de a y un homeomorfismo que preserve la orientación h : A → N .
Obtenemos un homeomorfismo Ta : S → S, llamado giro de Dehn a lo
largo de a, como sigue:

Ta(x) =

{
h ◦ T ◦ h−1(x) si x ∈ N
x si x ∈ S \N

En otras palabras, las instrucciones que da un giro de Dehn, son
“corta un anillo de S aplica el giro en el anillo y vuelve a pegar”.

El complejo simplicial que presentamos a continuación es llamado
el complejo de curvas, fue definido por Harvey [6], y fue usado para
estudiar al grupo modular Mod(S).



Definición 1.11. El complejo de curvas C(S), es un complejo sim-
plicial abstracto asociado a una superficie S. Su uno esqueleto está
dado por la siguiente información:

Vértices. Existe un vértice de C(S) para cada curva en S.
Aristas. Existe una arista entre dos vértices de C(S) si estos corres-

ponden a dos curvas a y b con i(a, b) = 0.
De manera más general, C(S) tiene un k-simplejo para cada (k+ 1)

vértices donde cada par de vértices corresponden a curvas con intersec-
ción cero.

El 1-esqueleto de C(S) es llamado el grafo de curvas de S. Debido a
que el complejo de curvas es un complejo bandera, toda su información
simplicial está en su 1-esqueleto, de manera que el grafo de curvas es
también denotado por C(S).

Teorema 1.12 (Teorema 4.3 de [4]). Si κ(S) ≥ 2, entonces C(S)
es conexo.

El resultado anterior fue esencialmente probado por Harvey, y des-
pués por Lickorish [16]. Lickorish usó el Teorema 1.12 para probar que
Mod∗(S) es finitamente generado.

Figura 3. Generadores de Lickorish

En 1938 Dehn [3] probó que si g ≥ 1, entonces Mod(Sg,0) es genera-
do por 2g(g− 1) giros de Dehn. En 1964 Lichorish [16], aparentemente
desconociendo el trabajo de Dehn, dio una prueba independiente de
que Mod(Sg,0) es generado por 3g − 1 giros de Dehn a lo largo de cur-
vas no separadoras mostradas en la Figura 3. En 1979 Humphries [9]
mejoró el número de giros de Dehn, probando que si g ≥ 2, entonces



Mod(Sg,0) puede generarse con 2g+1 giros de Dehn a lo largo de curvas
no separadoras mostradas en la Figura 4.

Teorema 1.13 (Dehn-Lickorish). Para g ≥ 1, el grupo modular
Mod(Sg,0) es generado por un número finito de giros de Dehn a lo largo
de curvas no separadoras.

El anterior teorema puede probarse usando una acción Mod∗(S)
(definida más adelante) en un grafo simplicial análogo al grafo de curvas
llamado el grafo de Schmutz, denotado por G(S), definido por Schmutz
[19] como sigue:

Si S es una superficie de género g ≥ 1, n ≥ 0 ponchaduras y frontera
vacía, decimos que el grafo de Schmutz es el grafo simplicial dado por
los siguientes datos:

Vértices. Existe un vértice de G(S) para cada curvas no separadora
de S.

Aristas. Existe una arista entre dos vértices a y b de G(S) si i(a, b) =
1.

Y la acción por automorfismos de Mod∗(S) en G(S) está dado por
lo siguiente:

Ψ : Mod∗(S)→ Aut(G(S))

[h] 7→ h∗ : G(S)→ G(S),

h∗[a] = [h(a)].
En palabras, el morfismo Ψ manda una clase de equivalencia de un

homeomorfismo h de S en un isomorfismo de grafos h∗ de G(S) dado de
la siguiente manera: a un vértice a ∈ G0(S) que a su vez representa a
una clase de isotopía de curvas, la mandamos al vértice que representa
a la clase de isotopía de la imagen bajo h (un elemento en la clase de
[h]) de un elemento a en la clase de [a].

Esta acción es importante en el desarrollo de esta tesis. Particular-
mente, estudiamos esta acción en el siguiente capítulo. Cabe destacar
que esta acción es definida de manera análoga para otros grafos como
el grafo de curvas C(S), o el grafo de curvas no separadoras N (S), que
es subgrafo de C(S) cuyos vértices son las curvas no separadoras de S.
Cabe destacar que esta aplicación Ψ está bien definida.

En los capítulos siguientes abusamos de la notación y omitimos el
uso de los corchetes en la acción definida anteriormente.

Definición 1.14. Un morfismo simplicial ϕ : G(S)→ G(S) se dice
que está inducido por un homeomorfismo si existe un homeomorfismo
h : S → S tal que Ψ[h] = ϕ.



Notemos que la definición anterior tiene sentido también cuando
cambiamos G(S) por C(S) o N (S). De acuerdo con la definición 1.14,
si Ψ fuera suprayectiva, implicaría que todo automorfismo de G(S)
está inducido por un homeomorfismo. En efecto, la afirmación anterior
es probada por Schmutz [19], con ciertas hipótesis adicionales, y es
estudiada en el Capítulo 2 de esta tesis.

Figura 4. Generadores de Humphries

Finalmente, para responder las preguntas planteadas al inicio de
esta subsección, enunciamos el siguiente teorema que puede ser demos-
trado usando el grafo de Schmutz.

Teorema 1.15 (Teorema 5.7 de [4].). Sea S una superficie de géne-
ro g y n ponchaduras. Entonces el grupo Mod(S) tiene una presentación
finita.





Capítulo 2

Automorfismos del grafo de Schmutz

El resultado de Schmutz dice que todo automorfismo del grafo de
Schmutz de una superficie S está inducido por un homeomorfismo de
S. Este capítulo está dedicado a revisar este teorema, y probar las par-
tes más fundamentales de la prueba de Schmutz, siguiendo el esquema
dado en [19]. Para los propósitos de esta tesis nos restringimos a su-
perficies orientables de género g ≥ 2, n ≥ 0 ponchaduras y complejidad
κ(S) ≥ 4; sin embargo, el teorema es más general, y puede revisarse en
[19]. Para demostrar el teorema de Schmutz tenemos resultados cla-
ve, el primero es probar que cualquier automorfismo φ de G(S) manda
curvas no separadoras ajenas en curvas no separadoras ajenas (Teore-
ma 2.8). En seguida probamos que descomposiciones en pantalones por
curvas no separadoras son mapeadas bajo φ ∈ Aut(G(S) en descom-
posiciones en pantalones por curvas no separadoras (Proposición 2.9).
Después probamos que el número de intersección de dos curvas no se-
paradoras se preserva bajo cualquier automorfismo de G(S) (Teorema
2.11). Concluimos el capítulo demostrando el teorema de Schmutz.

Recordemos que el Grafo de Schmutz de S es el grafo simplicial
cuyos vértices son las curvas no separadoras de S; dos vértices a y b
de este grafo forman una arista si i(a, b) = 1. Denotamos al grafo de
Schmutz de S como:

G(S).

Al conjunto de vértices de G(S) lo denotamos por G0(S).
Sea F = {a1, . . . , ak} ⊂ G0(S), definimos N(F ) := {x ∈ G0(S) :

i(x, aj) = 1,∀j = 1, . . . k}. Denotamos por Aut(G(S)) el grupo de
automorfismos simpliciales de G(S). En esta definición, abusamos nue-
vamente de la notación, como sigue, N(F ) = N(a1, a2, . . . ak).

En lo que sigue S es una superficie de género g ≥ 2, n ≥ 0 pon-
chaduras y complejidad κ(S) ≥ 4. Denotamos por S \ a a la superficie
resultante de sustraer la curva a de la superficie S y agregar dos curvas
frontera copias de a en los discos abiertos resultantes de haber retirado
a (ver Figura 5).

Definición 2.1. Sean a, b ∈ G0(S), tales que i(a, b) ≥ 2, y b1 una
componente conexa de b en S \ a. Si S \ (a∪ b1) no es conexo, entonces
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Figura 5. Ejemplo de S \ a.

b1 es llamado una componente separadora de b con respecto a la curva
a (ver Figura 6(i)); en otro caso b1 es llamado una componente no
separadora de b con respecto a la curva a (ver Figura 6(ii)).

Sean a1 y a2 dos copias de a en S \ a y b1 una componente no
separadora de b con respecto a a. Si b1 interseca a a1 y a2, entonces se
dice que b1 es de dos lados ; en otro caso, b1 se dice que es de un lado.
(ver la Figura 7).

(i) (ii)

Figura 6. (i) Ejemplo de componente b1 separadora.
(ii) Ejemplo de componente b1 no separadora.

Lema 2.2. Sean a, b ∈ G0(S) tales que i(a, b) ≥ 2. Supongamos
que b tiene una componente separadora b1 con respecto a la curva a,
entonces existe c ∈ G0(S) \ {a, b} tal que N(a, b) ⊂ N(c); más aún, c
es ajeno de a.

Demostración. Consideremos Σ = S \ a y a1 y a2 dos copias
de a en Σ (ver la Figura 8) entonces b1 inicia y termina en la misma



Figura 7. En la figura a la izquierda b1 es una com-
ponente de dos lados con respecto a a. En la figura a la
derecha b1 es una componente de un lado con respecto a
a.

curva frontera de Σ, digamos en a1. Denotamos por V1 y V2 las dos
componentes conexas de Σ\b1, donde la notación es escogida de manera
que a2 está contenida en V2. En V2 existe una única curva c tal que V2\c
tiene una componente conexa W de género cero la cual no contiene
ponchaduras y tiene a b1 y a c en su frontera (ver la Figura 8). Notemos
que c 6= a2; en caso contrario tendríamos que b se autointersecaría, pero
esto no es posible ya que b es simple, así c ∈ G0(S)\{a, b}. Consideremos
X = W ∪ V1 y s ∈ N(a, b), ya que s ∈ N(a), tenemos que s ∩X tiene
una componente conexa s1 que interseca a a1 y c. Supongamos que
s ∩X tiene una segunda componente conexa s2. Entonces s2 empieza
y termina en c, consecuentemente interseca a b1 al menos dos veces (ya
que b1 separa a X). Pero s ∈ N(b), así s2 no puede existir y por lo
tanto s ∈ N(c). �

Definición 2.3. Un subconjunto {a, b, c} ⊂ G0(S) es llamado una
tripleta si i(a, b) = i(a, c) = i(b, c) = 1 y si S tiene una subsuperficie
homeomorfa a S1,1 la cual contiene a a ∪ b ∪ c.

Lema 2.4. Sean a, b ∈ G0(S) con i(a, b) = 1, entonces G0(S) tiene
exactamente dos diferentes elementos c tales que {a, b, c} es una triple-
ta. Más aún, S \ (a∪ b∪ c) tiene tres componentes conexas, dos de las
cuales son triángulos topológicos.



Figura 8. Componente separadora de b.

El lema anterior puede demostrarse usando el complejo de Farey,
ver sección 4.1.1 de [4] para más detalles.

Figura 9. Tripleta {a, c, c′}.

Lema 2.5. Sean a, b ∈ G0(S) tales que i(a, b) ≥ 2. Supongamos que
b tiene una componente no separadora b1 con respecto a a, entonces
existen c, c′ ∈ G0(S) \ {a, b} tales que N(a, b) ⊂ (N(c) ∪ N(c′)). Más
aún, si b1 es de un lado, entonces a, c, c′ pueden escogerse mutuamente
ajenos; si b1 es de dos lados, entonces {a, b, c′} puede escogerse como
una tripleta con



(1) i(a, b) = i(b, c) + i(b, c′) y mı́n{i(b, c), i(b, c′)} > 0.

Demostración. Sean Σ = S \ a y a1, a2 dos copias de a en Σ.
Hacemos dos casos, el primero en el que b1 tiene dos lados y el segundo,
en el que b1 tiene un lado.

Caso 1:
Supongamos que b1 tiene dos lados. Consideremos Σ \ b1; entonces

la frontera de la superficie resultante es una curva homotópica a una
curva z que es la frontera de un pantalón Y en Σ que contiene a b1 (las
otras dos fronteras de Y son a1 y a2). En S, la curva z separa a una
subsuperficie Q ≈ S1,1 del resto (Q contiene a a).

Sean s ∈ N(a, b), y s1 la componente conexa de s∩Q que interseca
a a. Supongamos que s ∩Q tiene una segunda componente conexa s2.
Como s ∈ N(a) entonces, s2 no interseca a a. Por construcción, s2
interseca a b1. Ya que s ∈ N(b), tenemos que s ∩Q tiene a lo más dos
componentes conexas.

Dadas c y c′ curvas en Q tales que {a, c, c′} es una tripleta y tales
que c∩Y y c′∩Y son homotópicas a b1 (vea la Figura 10(i)) tenemos que
b1 interseca a cada curva c y c′ a lo más una vez. Consecuentemente por
el Lema 2.4, se satisfacen uno de los dos enunciados siguientes: la curva
s1 es ajena a c e interseca una vez a c′; o bien, la curva s1 interseca una
vez a c y es ajena a c′. Si s2 no existe, tenemos que s ∈ N(c) ∪N(c′).
Si s2 existe, entonces interseca una vez a cada una de las curvas c
y c′, y concluimos que s ∈ N(c) ∪ N(c′). Ahora supongamos que s1
interseca a b1 (por lo tanto s2 no existe). Por el Lema 2.4 concluimos
que s1 interseca una vez a una de las curvas c, c′; así hemos probado
que s ∈ N(c) ∪N(c′).

Debido al Lema 2.4 y el hecho de que b no puede intersecar transver-
salmente a b1, tenemos que para cada intersección de una componente
conexa de b en Σ, tenemos una intersección de b con c ∪ c′ (ver Figura
9), por lo que i(a, b) = i(b, c)+ i(b, c′). Sea b′ ⊂ b la componente conexa
de b en Q tal que b1 ⊆ b′, entonces b′ interseca a la curva a al menos
dos veces, por lo que b′ no puede ser conexo en Q \ c ni en Q \ c′ (ver
Figura 9); esto prueba que b interseca tanto a c como a c′, y obtenemos
(1).

Caso 2:
Supongamos ahora que b1 termina y empieza en a1, entonces b1

separa a a1 en dos partes a1t y a1s. Sean c una curva en Σ homotópica
a a1t ∪ v1, y c′ la curva libremente homotópica a a1s ∪ b1, entonces a1, c
y c′ son curvas frontera de un par de pantalones Y encajado en Σ.
Notemos que b1 ⊂ Y . Ya que b1 es una componente no separadora, c y



c′ están en G0(S) \ {a, b}. Dado s ∈ N(a, b), obtenemos que s∩Y tiene
una componente conexa s1 que empieza en a1 y termina en c o en c′.
Sea s2 otra componenete conexa de s∩ Y . Entonces s2 debe intersecar
a c y c′, y por tanto debe intersecar a b1. Concluimos que s ∩ Y tiene
a lo más componentes dos conexas y consecuentemente s ∈ N(c, c′).

�

(i) (ii)

Figura 10. (i) Componente separadora b1.

Lema 2.6. Sea F un subconjunto de G0(S) tal que existe b ∈ G0(S)
con i(a, b) = 0 para todo a ∈ F . Si N(F ) tiene un elemento c que
interseca a b, entonces N(F ) es un conjunto infinito.

Demostración. Sea c ∈ N(F ) tal que c interseca a b. Hagamos un
giro de Dehn a lo largo de b, denotado por Tb. Las curvas en F no han
cambiado bajo este giro de Dehn, pero c1 = Tb(c) 6= c y c1 ∈ G0(S),
es claro que c1 ∈ N(F ). De manera análoga tenemos que para toda
k ∈ Z, ck = T kb (c) ∈ N(F ); entonces {ck}k∈Z es un subconjunto infinito
de N(F ). �

Lema 2.7. Sean a, b ∈ G0(S) dos elementos ajenos, entonces no
existen elementos c, c′ ∈ G0(S) \ {a, b} tales que N(a, b) ⊂ (N(c) ∪
N(c′)).

Demostración. Supongamos que existen c y c′ en G0(S) \ {a, b}
tales que N(a, b) ⊂ (N(c) ∪N(c′)). Sea z ∈ G0(S) tal que i(c, z) > 0 y
i(a, z) = i(b, z) = 0. Dados z′ ∈ G0(S) tal que i(c′, z′) > 0 y i(a, z′) =
i(b, z′) = 0, y T ⊂ N(a, b) tal que los elementos intersecan tanto a z y
z′. Notemos que T 6= ∅. Consideremos t ∈ T ; por el Lema 2.6 podemos
considerar la imagen de t bajo el giro de Dehn a lo largo de z, Tz(t)
y tenemos que Tz(t) ∈ T . Al aplicar k veces este giro de Dehn a lo
largo de z a t, T kz (t), tenemos que la intersección de T kz (t) y c se vuelve
arbitrariamente grande cuando k se vuelve grande, además T kz (t) ∈ T .
Análogamente, aplicamos T kz′ a t y se vuelve arbitrariamente grande



cuando k tiende a infinito y además T kz′(t) ∈ T . Entonces, no es posible
que T ⊂ (N(c) ∪N(c′)).

�

Teorema 2.8. Sean a, b,∈ G0(S), a 6= b, entonces a y b son ajenos
sí y sólo sí φ(a) y φ(b) son ajenos para toda φ ∈ Aut(G(S)).

Demostración. Demostramos solamente una implicación del teo-
rema, ya que la otra se prueba de manera análoga. Supongamos que
i(a, b) > 0, a continuación probamos que i(φ(a), φ(b)) > 0.

Notemos que si i(a, b) = 1, entonces por ser φ un morfismo de
grafos i(φ(a), φ(b)) = 1. Es decir, en este caso, si a y b se intersecan,
implica que φ(a) y φ(b) se intersecan. Supongamos así que i(a, b) ≥
2, nos queda demostrar que i(φ(a), φ(b)) > 0. Observemos que no es
posible que i(φ(a), φ(b)) = 1; de ser cierto, implicaría que {φ(a), φ(b)}
es una arista en G(S), pero por ser φ un automorfismo de G(S), se
tiene que {a, b} forma una arista de G(S), y por lo tanto i(a, b) = 1, lo
cual es una contradicción. Supongamos que i(φ(a), φ(b)) = 0. El Lema
2.7 implica que no existen elementos s, s′ ∈ G0(S) ajenos tales que
N(a, b) ⊂ (N(s) ∪N(s′)).

Por otro lado i(a, b) ≥ 2, y según los Lemas 2.2 y 2.5, tenemos dos
casos:

Caso 1:
Supongamos que b tiene una componente separadora v1, entonces

existe c ∈ G0(S)\{a, b} tal que N(a, b) ⊂ N(c). Más aún, c es ajeno a a.
Observemos que N(a, b) ⊂ (N(c)∪N(a)); como φ es un automorfismo
N(φ(a), φ(b)) ⊂ (N(φ(c)) ∪N(φ(a))), esto contradice al Lema 2.7.

Caso 2:
Supongamos que b tiene una componente no separadora b1, en-

tonces debido al Lema 2.5 existen c, c′ ∈ G0(S) \ {a, b} tales que
N(a, b) ⊂ (N(c)∪N(c′)). Por lo que N(φ(a), φ(b)) ⊂ N(φ(c), φ(c′)), lo
cual contradice el Lema 2.7.

Por lo tanto, no es posible que i(φ(a), φ(b)) = 0. Consecuentemente
i(φ(a), φ(b)) > 0 siempre que i(a, b) > 0.

�

Recordemos las siguientes definiciones dadas en el capítulo 1: una
descomposición en pantalones de curvas no separadoras es un subcon-
junto P ⊂ G0(S) con 3g − 3 + n elementos mutuamente ajenos. En la
Figura 11 observamos una descomposición en pantalones P . Una co-
lección P es llamada así, ya que al cortar S a lo largo de las curvas
de P , obtenemos componentes conexas cuyo interior es homeomorfo a
S0,3, que es el interior de un pantalón. En virtud de esta observación, a



Figura 11. Ejemplo de descomposición en pantalones.

cada una de las componentes conexas, resultante de retirar las curvas
de P , la llamamos un pantalón inducido por P .

Figura 12. Ejemplo de curva a′ de la Proposición 2.9.

Proposición 2.9. Si P ⊂ G0(S) es una descomposición en pan-
talones de S y φ ∈ Aut(G(S)), entonces φ(P) es una descomposicion
en pantalones de S. Más aún, existe h ∈ Mod∗(S) tal que h(a) = φ(a)
para toda a ∈ P.

Demostración. Del teorema anterior es claro que φ(P) es una
descomposición en pantalones. Entonces es suficiente probar que las



componentes de frontera de un pantalón (inducido por P) son mapea-
das por φ a una componente de frontera de pantalones (inducidos por
φ(P)); esto implicaría la existencia de h como es deseada.

Esta prueba está dividida en dos casos. El caso 1 cuando a, b, c son
curvas frontera de un pantalón inducido por P , y el caso 2 cuando
{a, b} forman un par periférico.

Para probar este resultado, primero probamos que si a, b ∈ G0(S)
son ajenas, entonces existe a′ ∈ N(a) ajena de b sí y sólo sí S \ (a ∪ b)
es conexo.

Supongamos que existe una curva a′ como en el enunciado anterior,
entonces existe una vecindad regular V de a ∪ a′ en S homeomorfa a
S1,1 tal que b ⊂ S \ (a ∪ a′). Dadas estas observaciones, es claro que
S \ (a ∪ b) es conexa. Para el converso supongamos que S \ (a ∪ b) es
conexa. La superficie S \ (a ∪ b) es homeomorfa a Sg−2,n+4, entonces
existe una curva a′ ∈ N(a) ajena de b, ver la Figura 12.

Caso 1:
Ya que a, b, c ∈ P ⊂ G0(S), entonces N(a, b, c) es vacío, luego

N(φ(a), φ(b), φ(c)) también es vacío, ya que φ es un automorfismo sim-
plicial, preservando así intersección 1. Esto implica que S\(φ(a)∪φ(b)∪
φ(c)) no es conexo. Por otro lado, como a, b, c no son curvas separado-
ras y bordean un pantalón de S, entonces la unión de cada pareja a, b,
a, c y b, c no separan a S, así por la afirmación anterior existe a′ ∈ N(a)
ajena a b, por el Teorema 2.8 tenemos que φ(a′) ∈ N(φ(a)) es ajeno a
φ(b). Esto implica por la afirmación anterior que S \ (φ(a) ∪ φ(b)) es
conexo. Un argumento análogo al anterior muestra que S \(φ(a)∪φ(c))
y S \ (φ(b)∪φ(c)) son conexos. Consecuentemente φ(a), φ(b) y φ(c) son
curvas frontera de un pantalón.

Caso 2:
Como {a, b} es un par periférico, entonces S \ (a∪ b) no es conexo,

por la afirmación anterior no existe a′ ∈ N(a) ajeno de b. Debido al
Teorema 2.8 y a que φ es un automorfismo simplical de G(S), tenemos
que φ(a) y φ(b) son ajenas, y no existe a′ ∈ N(φ(a)) ajena a φ(b), por
la afirmación anterior S \ (φ(a) ∪ φ(b)) no es conexo.

Más aún, existe z ∈ G0(S) ajena a a∪b tal que z interseca a todos los
elementos de P \{a, b}. Por el Teorema 2.8 esta propiedad es respetada
bajo φ. Consecuentemente φ(a) y φ(b) son componentes de frontera de
un pantalón inducido por φ(P).

�

Teorema 2.10. Dada una tripleta {a, b, c} ⊂ G0(S), entonces {φ(a),
φ(b), φ(c)} es una tripleta para cualquier φ ∈ Aut(G(S)).



Demostración. Por definición de una tripleta, existe una subsu-
perficie Q ≈ S1,1 de S con componente de frontera z tal que a, b y
c están en Q. Por hipótesis es una superficie de género g ≥ 2. En lo
siguiente suponemos que z es una curva esencial, en caso contrario z
sería esencial y homotópico a un punto marcado de S, pero ese caso
queda excluido ya que S es una superficie de género g ≥ 2.

Dado que g ≥ 2, entonces existe una subsuperficie R ≈ S1,2 de S
con componentes de frontera x, y ∈ G0(S), tal que R contiene a Q.
Más aún, existe t ∈ N(x, y), t ajena a z. Si consideramos z′ como la
curva dibujada en la Figura 13 entonces {a, z′, x} y {a, z′, y} son fron-
teras de dos pantalones, y por la Proposición 2.9 {φ(a), φ(z′), φ(x)}
y {φ(a), φ(z′), φ(y)} son frontera de dos pantalones en S. Por lo que
φ(a), φ(b), φ(c) están en una subsuperficie R′ ≈ S1,2 de S con com-
ponentes de frontera φ(x) y φ(y). Ya que φ(t) es ajeno a φ(a), φ(b) y
φ(c) e interseca una vez a cada componente de frontera de R′, tenemos
que φ(a), φ(b) y φ(c) están en una subsuperficie homeomorfa a S1,1 de
S. �

Figura 13. Curva z esencial.

Teorema 2.11. Dados a, b ∈ G0(S), entonces i(a, b) = i(φ(a), φ(b))
para toda ϕ ∈ Aut(G(S)).

Demostración. Demostramos este teorema por inducción sobre
el número de intersección. Si i(a, b) = 0, entonces el resultado se sigue
de la Proposición 2.8. Supongamos que el teorema es válido para todos
a, b ∈ G0(S) con i(a, b) ≤ k − 1 y k ≥ 2.



Dados a, b ∈ G0(S) tales que i(a, b) = k, queremos probar que
i(φ(a), φ(b)) = k. En lo siguiente una componente de b es siempre una
componente con respecto a a. Tenemos dos casos:

Caso 1:
Supongamos que existe una componente b1 de b de dos lados. Consi-

deremos c y c′ como en la demostración del Lema 2.5. Entonces {a, c, c′}
es una tripleta, además se satisface que i(a, b) = i(b, c) + i(b, c′) y
mı́n {i(b, c), i(b, c′)} > 0. Por hipótesis de inducción sobre k, tene-
mos que i(b, c) = i(φ(b), φ(c)) y i(b, c′) = i(φ(b), φ(c′)). Por el Teo-
rema 2.10 {φ(a), φ(c), φ(c′)} es una tripleta, por el Lema 2.4 y un
argumento similar a la prueba del Caso 1 de la Proposición 2.9 te-
nemos que i(φ(b), φ(c)) + i(φ(b), φ(c′)) ≥ i(φ(a), φ(b)), lo cual implica
i(a, b) ≥ i(φ(a), φ(b)). Aplicando el mismo razonamiento a φ−1 obtene-
mos la otra desigualdad y concluimos que i(a, b) = i(φ(a), φ(b)).

Caso 2:
Supongamos que b no tiene componentes de dos lados.Sean a1 y a2

dos copias de a en Σ = Sg,n\a, por el caso 1 se puede suponer que todas
las componentes de b son separadoras o de un lado. Consideremos Σi la
subsuperficie más pequeña encajada en Σ (las componenetes de frontera
de Σi son curvas esenciales o ponchaduras) tal que Σi contiene todas
las componentes de b con puntos finales en ai, i = 1, 2. Entonces Σ1 y
Σ2 tienen interior ajeno. Ya que a no es separadora, Σ1 y Σ2 tienen una
componente de frontera común x = x1 = x2 ∈ G0(S) ó Σ\(Σ1∪Σ2) tiene
una componente conexa Σ3 la cual tiene una componente de frontera
común xi ∈ G0(S) con Σi, i = 1, 2. Esto implica que existe un arco ti ⊂
Σi la cual interseca a ai y xi y es ajena a b, para i = 1, 2. Sea t ⊂ Σ una
curva que interseca a a1, a2 tal que t ∩ Σi = ti, i = 1, 2. Consideremos
t como una componente de una curva con respecto a a. Si definimos c
y c′ como en el Lema 2.5, tenemos que i(a, b) = i(b, c) + i(b, c′). Si b
interseca a c y c′, entonces con el mismo argumento que en el Caso 1,
i(a, b) = i(φ(a), φ(b)).

Dado que g ≥ 2, notemos que podemos intercambiar los papeles
de a y b, y por el mismo argumento de antes, construimos una tripleta
{b, c, c′} tal que i(a, b) = i(a, c)+i(a, c′) (donde i(c, x1) = 1 = i(c′, x1)).
Podemos suponer que b no interseca a c y que a no interseca a c. Con-
secuentemente M = Σ \ x1 es homeomorfa a una superficie Sg−1.n+2.
Claramente φ induce un elemento en Aut(G(M)). Entonces por induc-
ción con respecto a g obtenemos i(a, b) = i(φ(a), φ(b)). �

El grafo de Schmutz, no sólo se define para superficies S de género
positivo, también puede definirse para superficies de género cero, en



cuyo caso G(S) tiene como sus vértices a las curvas de S y dos vértices
a, b forman una arista si sus respectivas curvas cumplen que i(a, b) = 2

Lema 2.12 (Lema 10 en [19]). Los grafos G(S1,1) y G(S0,4) son
isomorfos.

La prueba del anterior lema no la incluimos ya que escapa a los
objetivos de esta tesis, puede encontrarse una demostración en [19].

Lema 2.13. Considérense la superficie S0,4, a y b dos curvas en S0,4

con i(a, b) = 2.
1. Sea c una curva en S0,4 tal que i(a, c) = 2. Entonces existe
h ∈Mod∗(S0,4) tal que h(a) = a y h(b) = c.

2. Existen exactamente dos curvas ci de S0,4 tales que i(a, ci) =
i(b, ci) = 2, i = 1, 2. Más aún, existe h ∈ Mod(S0,4) tal que
h(a) = a, h(b) = b y h(c1) = c2.

Demostración. 1. Consideremos h como la clase de isotopía del
giro de Dehn Ta a lo largo de a, obtenemos el resultado. Esto es posible
ya que hasta giros de Dehn, existe un único arco esencial que une a una
componente de frontera consigo misma, revise [5] para más detalles.

2. El lema 2.12 dice que existe una biyección entre G(S1,1) y G(S0,4)
y el Lema 2.4 nos dice que estas dos curvas existen. Consideremos la
involución dada por la reflexión a través de un plano que corte a la
superficie S1,1 y aplicando la biyección tenemos el resultado. �

Teorema 2.14. Sea S una superficie conexa, orientable de género
g ≥ 2, n ≥ 0 ponchaduras y complejidad κ(S) ≥ 4, entonces

Ψ : Mod∗(S)→ Aut(G(S)),

es un isomorfismo.

Demostración. Es claro que Ψ es un homomorfismo de grupos.
A continuación, probamos que es inyectivo. Sea ϕ ∈ Aut(G(S)) tal que
su imagen bajo Ψ es la identidad. En lo siguiente demostramos que
ϕ es el homeomorfismo identidad. Consideremos el conjunto de cur-
vas F = {a1, a2, . . . , a2g+1, b4, b5, . . . , b2g−1, c} si S es cerrada y F =
{a1, a2, . . . , a2g+1, b1, b2, . . . b2g, c, d1, d2, . . . , dn−1} si S tiene ponchadu-
ras, como se muestra en la Figura 14(i)-(ii). Estas curvas no separa-
doras llenan a la superficie S, de hecho son un sistema de Alexander
estable, en particular ϕ(x) = x para todo x ∈ F , por lo que ϕ es el
homeomorfismo identidad.

Resta probar la suprayectividad de Ψ. Tomemos φ ∈ Aut(G(S)),
m = 3g − 3 + n, P = {x1, . . . , xm} ⊂ G0(S) una descomposición en



pantalones y G = G(S). Esta parte de la demostración la dividimos en
dos pasos:

Paso 1
Sea θ ∈ Aut(G(S)) tal que θ(xi) = xi para toda i = 1, 2, . . . ,m. Para
cada i = 1, 2, . . . ,m, existen xi, yi ∈ G0(S) tales que:

i(xi, yi) = 2,
i(xj, yi) = 0, j 6= i,
i(xi, zi) = 2,
i(yi, zi) = 2.

Por el Lema 2.13(1), podemos suponer que θ(yi) = yi para i = 1, 2, . . . ,m.
Además, de acuerdo al Lema 2.13 parte 2 podemos asumir que θ(zi) =
zi para i = 1, 2, . . . ,m. Consideremos P ′ = {xi, yi, zi : i = 1, 2, . . . ,m};
esto implica que x ∈ G0(S) está únicamente determinado por los 3m
números de intersección i(s, t), t ∈ P ′. Esto fue probado primero por
Dehn [3] y redescubierto por Thurston, ver [18] para una prueba. Con-
secuentemente, por el Teorema 2.11, θ(w) = w para todo w ∈ G0(S),
por lo que θ es el morfismo identidad en G(S).

Paso 2
Por la Proposición 2.9 existe h ∈ Mod∗(S) tal que Ψ(h)(ai) = φ(ai)
para toda i = 1, 2, . . . ,m, entonces ai = φ−1 ◦ Ψ(h)(ai); esto implica
por el Paso 1 que φ−1 ◦ Ψ(h) = idG, así φ = Ψ(h) y por lo tanto Ψ es
suprayectiva. �



(i)

(ii)

Figura 14. Sistemas de Alexander para probar inyecti-
vidad en el Teorema 2.14



Capítulo 3

Morfismos de G(S) y N (S).

En el capítulo anterior, a grandes rasgos, probamos que cualquier
automorfismo del grafo de Schmutz de una superficie S, orientable de
género g, n ponchaduras, y frontera vacía, es inducido por un homeo-
morfismo de S. En esta misma dirección, las preguntas que se responden
(de manera parcial) en este capítulo son: ¿cuándo un endomorfismo de
grafos de G(S) está inducido por un homeomorfismo de S? Más aún,
si existe ϕ : G(S) → G(S ′) un morfismo de grafos, donde a priori des-
conocemos si S y S ′ son homeomorfas o no, ¿bajo qué condiciones S
es homeomorfa a S ′? Y en tal caso, ¿cuándo ϕ está inducido por un
homeomorfismo?. Para responder esta última pregunta, utilizamos téc-
nicas propuestas por Irmak [13] y Aramayona y Leininger [1].

La primera sección de este capítulo damos condiciones suficientes a
ϕ, S y S ′, para que S y S ′ sean homeomorfas. Para demostrar que S y
S ′ son homeomorfas bajo las condiciones que nosotros damos, usamos
el teorema de clasificación de superficies que nos dice que basta probar
que el género y el número de ponchaduras de S y S ′ coinciden. Para
ello el primer resultado importante que probamos es que bajo nuestras
hipótesis el género de S es menor o igual que el género de S ′ (Teorema
3.3). Después probamos que la complejidad de S es igual a la comple-
jidad de S ′ (Lema 3.5), y finalmente definimos los pares periféricos, y
probamos que pares periféricos de S son mapeados bajo ϕ en pares
periféricos de S ′ (Proposición 3.14), esto para probar que el número de
ponchaduras de S es menor o igual al número de ponchaduras de S ′ y
concluir la sección demostrando el Teorema 4.

Ya probado esto, en la sección 2 de este capítulo procedemos a pro-
bar que ϕ : G(S)→ G(S ′) está inducido por un homeomorfismo (Coro-
lario 4), esta demostración está fuertemente basada en [13]. La prueba
consiste en determinar únicamente hasta homeomorfismo ciertas co-
lecciones de curvas en S y así probar que existe un homeomorfismo
de S que preserva a las curvas de estas colecciones (Lemas 3.22, 3.23,
3.24). Posteriormente replicamos la prueba que da Irmak en [13] para
probar que existe un homeomorfismo h de S que induce a ϕ (Teorema
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3.27). Concluimos el capítulo demostrando el resultado central de este
trabajo (Corolario 4) como un Corolario de los Teoremas 4 y 3.27.

1. Rigidez de G(S)

En esta sección S y S ′ son superficies conexas, orientables, con
frontera vacía, de género g, g′ ≥ 2, n, n′ ≥ 0 ponchaduras y complejidad
κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4. Sea a ∈ G0(S), definimos el conjunto star(a) := {b ∈
G0(S) : i(a, b) = 1} ∪ {a},

Definición 3.1. Decimos que un morfismo de grafos ϕ : G(S) →
G(S ′) es localmente inyectivo si para cada a ∈ G0(S), se tiene que ϕ es
inyectivo en star(a); además, decimos que ϕ preserva intersección cero
si para cada par de vértices a, b ∈ G0(S) tales que i(a, b) = 0 entonces
i(ϕ(a), ϕ(b)) = 0.

En lo que sigue ϕ denota un morfismo de grafos entre G(S) y G(S ′)
localmente inyectivo que preserva intersección cero.

Lema 3.2. Si a y b son dos curvas no separadoras ajenas en S,
entonces ϕ(a) 6= ϕ(b).

Demostración. Consideramos dos casos.
Caso 1:
Supongamos que a ∪ b no separa a la superficie. Entonces, por el

principio de cambio de coordenadas, hasta homeomorfismo se ven co-
mo en la Figura 15(i). En este caso, existe una curva no separadora c
tal que i(a, c) = 1 y i(b, c) = 0. Como ϕ es morfismo de grafos, en-
tonces i(ϕ(a), ϕ(c)) = 1; además i(ϕ(b), ϕ(c)) = 0, ya que ϕ preserva
intersección cero. Por lo tanto ϕ(a) 6= ϕ(b).

Caso 2:
Supongamos que a ∪ b separa a la superficie. Consideremos S − a

la superficie resultante de cortar S a lo largo de la curva a. Como a no
es una curva separadora, entonces el género de S es reducido por 1 y
su número de ponchaduras aumenta en 2, es decir, S − a ≈ Sg1−1,n1+2.
Por el principio de cambio de coordenadas, podemos pensar a a∪b ⊆ S
como en la Figura 15(ii). Sabemos que al cortar S − a a lo largo de b,
desconectamos la superficie S − a ya que a ∪ b separa a la superficie
S; denotemos por Σ y Σ′ a las componentes conexas de S \ (a ∪ b).
Supongamos que Σ tiene las dos ponchaduras resultantes de retirar a
de S, entonces b resulta ser una curva que separa a la superficie S, lo
cual es una contradicción: lo mismo sucede si suponemos que Σ′ tiene
las dos ponchaduras resultantes de quitar a de S. Consecuentemente Σ
y Σ′ tienen ambas, una ponchadura resultante de retirar a de S. Por



(i) (ii)

(iii)

Figura 15. En (i) a ∪ b no desconecta a S. En (ii) y
(iii) a ∪ b separa a S.

lo que, existe una curva c en S tal que i(a, c) = 1 = i(b, c) (ver Figura
15(iii)), como ϕ es localmente inyectiva, tenemos que ϕ(a) 6= ϕ(b).

�

Figura 16. Una cadena en S ≈ S4,0

Recordemos que una cadena en S es una colección de curvas C =
{c1, c2, . . . , cm} tales que i(ci, ci+1) = 1 para i = 1, 2, . . .m − 1, y



i(ci, cj) = 0 para |i− j| > 1. Decimos que una cadena C es maximal si
m = 2g + 1. Ver la Figura 16 para un ejemplo.

Teorema 3.3. Si ϕ : G(S) → G(S ′) es un morfismo de grafos
localmente inyectivo, que preserva intersección cero, entonces g1 ≤ g2.

Demostración. Consideremos una cadena maximal C = {ci}; no-
temos que la cadena C tiene 2g1 + 1 elementos distintos. Tomemos la
imagen de la cadena C bajo ϕ, {ϕ(ci)}. A continuación probamos que
ϕ(C) es una cadena en S ′. Sean ci y cj elementos distintos de C; entonces
i(ci, cj) = 1 o i(ci, cj) = 0. Si i(ci, cj) = 1 entonces i(ϕ(ci), ϕ(cj)) = 1,
debido a que ϕ es un morfismo de grafos y en particular ϕ(ci) 6= ϕ(cj).
Si i(ci, cj) = 0, el Lema 3.2 implica que ϕ(ci) 6= ϕ(cj), y por hipótesis
i(ϕ(ci), ϕ(cj)) = 0. Consecuentemente ϕ(C) es una cadena en S ′, así
2g1 + 1 ≤ 2g2 + 1, concluimos que g1 ≤ g2. �

Corolario 3.4. Sean S y S ′ dos superficies cerradas de género
g, g′ ≥ 2, respectivamente, tales que κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4 y ϕ : G(S) →
G(S ′) un morfismo de grafos localmente inyectivo, que preserva inter-
sección cero, entonces S es homeomorfa a S ′.

Demostración. Por el teorema de clasificación de superficies, bas-
ta probar que g = g′. Como κ(S) ≥ κ(S ′) y S y S ′ son cerradas tenemos
que 3g − 3 ≥ 3g′ − 3, por lo que g ≥ g′; el Teorema 3.3 nos da la otra
desigualdad, por lo que g = g′. �

Lema 3.5. Si P es una descomposición en pantalones de S formada
de curvas no separadoras, entonces ϕ(P) es una descomposición en
pantalones de S ′, y κ(S) = κ(S ′).

Demostración. Consideremos P una descomposición en panta-
lones de S1, y la colección de curvas ϕ(P) en S ′. Como ϕ preserva
intersección cero, entonces los elementos de ϕ(P) son ajenos dos a dos.
Por el Lema 3.2, tenemos que la cardinalidad de ϕ(P) es 3g + n1 + 1,
por lo que κ(S) ≤ κ(S ′). Finalmente, por hipótesis obtenemos que
κ(S) ≥ κ(S ′), entonces κ(S) = κ(S ′); así ϕ(P) es una descomposición
en pantalones de S ′. �

Definición 3.6. Decimos que dos curvas a y b en S son vecinos de
Farey (esféricos) si ellas llenan a una subsuperficie Σ ⊂ S homeomorfa
a S0,4 y además i(a, b) = 2 (ver Figura 17).

Definición 3.7. Dadas una descomposición en pantalones P de
una superficie S, una curva b no separadora de S, y a ∈ P , decimos
que a es sustituible con b respecto a P si se satisfacen las siguientes dos
condiciones:



Figura 17. Vecinos de Farey (esféricos)

1. La colección de curvas (P \ {a}) ∪ {b} es una descomposición
en pantalones de S.

2. Las curvas a y b son vecinos de Farey.

Lema 3.8. Si P es una descomposición en pantalones de curvas
no separadoras y a ∈ P, entonces existe una curva a′ tal que a es
sustituible con a′.

Demostración. Una curva a no separadora que es elemento de P ,
está contenida en una subsuperficie de S inducida por P , cuyo interior
es homeomorfo a S0,4, con curvas frontera ci para i = 1, 2, 3, 4, las
cuales pueden ser esenciales o no esenciales, o incluso ser iguales entre
sí. Consideramos tres casos para probar que existe a′, ver Figura 18(i)
para un ejemplo.

Caso 1:
Supongamos primero que todas las curvas ci son distintas y esen-

ciales. Entonces tenemos dos subcasos, el primero, en el que las curvas,
c1 y c2 son curvas frontera de una subsuperficie conexa Σ′ ⊂ S, en
este caso, la Figura 18(i) muestra la curva no separadora de S, a′ que
prueba el lema. El segundo subcaso sucede cuando las curvas c1 y c3
son curvas frontera de una subsuperficie conexa Σ′ de S distinta de Σ,
en este caso, 18(ii) muestra la curva no separadora de S, a′ que prueba
el lema.

Caso 2:
Si c1 = c2, entonces la curva a′ dibujada la Figura 18(i) prueba

el lema; tomando Σ′ homeomorfo a un anillo. O bien, si c1 = c3, la



(i) (ii)

Figura 18. En (i) Σ′ ⊂ S contiene un arco que conecta
a un punto de c1 con un punto de c2. En (ii) Σ′ ⊂ S
contiene unarco que conecta a un punto de c1 con un
punto de c3.

curva a′ del lado derecho de la Figura 18(ii); tomando Σ′ homeomorfo
a un anillo, verifica las condiciones del lema, los demás subcasos son
análogos.

Caso 3:
Alguna de las curvas ci no son esenciales. Como a no es una curva

separadora de S, entonces al menos dos curvas ci y cj son esenciales
para i, j ∈ {1, 2, 3, 4} y se encuentran en un mismo pantalón de S .
Por lo que en la Figura 18 las curvas ci y cj corresponden a las parejas
{c1, c2} o {c1, c3}.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ci = c1. Si cj =
c2, entonces la curva a′ dibujada en la Figura 18(i) es una curva no
separadora de S y sustituible por a. En otro caso, si cj = c3, la Figura
18(ii) muestra una curva a′ sustituible y no separadora de S. Notemos
que en todos los casos, a y a′ son vecinos de Farey.

Finalmente, podemos notar que a′ no es separadora, ya que existe
una curva b en S tal que i(a′, b) = 1, vea la Figura 18, y recordemos
que cualquier curva separadora tiene número de intersección par para
cualquier curva; lo cual, completa la prueba. �

Lema 3.9. Si P es una descomposición en pantalones de S y a, b ∈
G0(S), con a ∈ P sustituible con b respecto a P, entonces (ϕ(P) \
{ϕ(a)}) ∪ {ϕ(b)} es una descomposición en pantalones de S ′ y ϕ(a) y
ϕ(b) se intersecan.

Demostración. Por ser a sustituible con b respecto a P tenemos
que P ′ = (P \ {a}) ∪ {b}, es una descomposición en pantalones de S.
Por ser vecinos de Farey, las curvas a y b se ven hasta homeomorfismo
como en la Figura 17. En virtud del Lema 3.5, tenemos que ϕ(P) y



ϕ(P ′) son descomposiciones en pantalones de S ′, por lo que ϕ(a)∪ϕ(b)
está contenida en una subsuperficie de S ′ inducida por P , homeomorfa
a S0,4. Como cualquier par de curvas distintas en S0,4 se intersecan,
entonces basta demostrar que ϕ(a) 6= ϕ(b).
Afirmación.

En S sucede una de las opciones siguientes:

Existe una curva c en S1 tal que i(a, c) = 1 y i(b, c) = 0; o bien
Existe una curva c en S1 tal que i(a, c) = 1 y i(b, c) = 1.

En la Figura 19 se encuentran la subsuperficie Σ de S, cuyo interior es
homeomorfo a S0,4, que contiene a a∪ b. En dicha figura, se encuentran
numeradas las curvas frontera de Σ, ci con i = 1, ..., 4. Como a y b no
son curvas separadoras de S, entonces tenemos dos casos: las curvas c1
y c2 son curvas frontera de la subsuperficie conexa Σ′ ⊂ S1 \ Σ, (ver
Figura 19(i)); o bien, c1 y c3 son curvas frontera de una subsuperficie
conexa Σ′ ⊂ S \ Σ, (ver Figura 19(ii)). De no ser ciertos alguno de los
dos casos anteriores, implicaría que a o b es una curva separadora de
S, lo cual es una contradicción. Si c1 y c2 son curvas frontera de una
subsuperficie conexa Σ′ ⊂ S \ Σ, entonces trazamos un arco d en Σ de
un punto x en c1 a punto x′ de c2 que interseque a una vez a b y no
interseque a a; o bien c1 y c3 son curvas frontera de una subsuperficie
conexa Σ′ ⊂ S \ Σ, entonces trazamos un arco d en Σ de un punto
x en c1 a un punto x′ en c3 que intersecte exactamente una vez a
ambas curvas a y b. En ambos casos, existe una subsuperficie Σ′ donde
podemos continuar el arco d uniendo el punto x y x′, por un arco d′ en
Σ′. Si tomamos c = d ∪ d′, entonces se cumple la afirmación.

Por la afirmación anterior y dado que ϕ es morfismo de grafos que
preserva intersección cero, se satisface una de las opciones siguientes:

Existe una curva c′ en S ′ tal que i(ϕ(a), c′) = 0 y i(ϕ(b), c′) = 1;
o bien,
Existe una curva c′ en S ′ tal que i(ϕ(a), c′) = 1 y i(ϕ(b), c′) = 1.

Finalmente, como ϕ es localmente inyectivo ϕ(a) 6= ϕ(b). �

Recordemos que dada una descomposición en pantalones P de S de
curvas no separadoras, decimos que dos curvas a y b elementos de P
son adyacentes con respecto a P si existe un pantalón P de S, cuyas
curvas frontera estén en P y tal que a y b son parte de la frontera de
P , ver Figura 20.

El lema siguiente da una caracterización de curvas adyacentes con
respecto a una descomposición en pantalones P , utilizando curvas au-
xiliares.



Figura 19. A la izquierda Σ′ ⊂ Σ con c1 ∪ c2 ⊂ ∂Σ′. A
la derecha Σ′ ⊂ Σ con c1 ∪ c3 ⊂ ∂Σ′.

Figura 20. Ejemplo de curvas adyacentes con respecto
a una descomposición P en S.

Lema 3.10. Considere P una descomposición en pantalones de S1

formada de curvas no separadoras. Entonces dos elementos a y b en P
son adyacentes sí y sólo sí, existen a′ y b′ curvas no separadoras tales
que:

1. La curva a es sustituible con a′ respecto a P;
2. La curva b es sustituible con b′ respecto a P;
3. Las curvas a′ y b′ se intersecan.



Demostración. Supongamos que a y b son dos curvas adyacentes
con respecto a P . Notemos que por ser adyacentes a y b con respecto
a P , están contenidas en una subsuperficie Σ de S cuyo interior es ho-
meomorfo a S0,5 ó S1,2 . El Lema 3.8 implica que existen a′ y b′ tales
que a y b son sustitutibles con a′ y b′ respectivamente. Para probar el
punto 2 de este lema supongamos que no es cierto que a′ y b′ se inter-
sequen; por lo que (b∪ b′) ⊂ Σ\ (a∪a′). Por otro lado, como las curvas
a y a′ son vecinos de Farey, en particular llenan a una subsuperficie
Σ′ ⊂ Σ cuyo interior es homeomorfo a S0,4; esto implica que el interior
de la componente conexa de Σ \ (a∪ a′) que contiene a b∪ b′ es homeo-
morfa a S0,3 si Σ ≈ S0,5, o bien es homeomorfa a un anillo si Σ ≈ S2,1.
Esto es una contradicción, ya que las únicas curvas (esenciales) de S
contenidas en S0,3 y en un anillo, son las curvas frontera de estas dos
superficies. Por lo que no puede suceder que b y b′ sean distintas y se
intersequen.Por lo tanto a′ y b′ se intersecan.

Para el converso, utilizamos demostración por contrapuesta. Supon-
gamos que a y b no son adyacentes con respecto a P , entonces, podemos
visualizar que a y b están en subsuperficies Σa y Σb (cuyo interior es
homeomorfo a S0,4) de S ajenas.

Entonces cualquier sustituible a′ de a está contenida en Σa, y cual-
quier sustituible b′ de b está contenida en Σb, por lo que a′ y b′ no se
intersecan. �

Observación. La prueba del Lema 3.10 nos dice aún más, a y b
son adyacentes con respecto a P sí y sólo sí cualquier par de curvas a′
y b′ que sustituyen a a y b con respecto a P , se intersecan.

Dada la definición de curvas adyacentes con respecto a P , resulta
natural probar que si dos curvas no separadoras a y b son adyacen-
tes con respecto a P entonces, las curvas ϕ(a) y ϕ(b) son adyacentes
con respecto a P . Sin embargo, aún no contamos con las herramien-
tas necesarias para probarlo; lo deducimos más adelante, pero primero
probamos su converso, y para ello utilizamos la siguiente definición.

Definición 3.11. Definimos el grafo de adyacencias A(P) de una
descomposición en pantalones P como el grafo cuyos vértices son las
curvas que conforman a la descomposición P y dos vértices de A(P)
están unidos por una arista si son adyacentes con respecto a P . Si a es
un vértice de A(P), el grado de a es definido como:

deg(a) = |{x ∈ A(P) : x es adyacente a a}|

Lema 3.12. Sean P ⊂ G0(S) una descomposición en pantalones y
a, b ∈ P no adyacentes con respecto a P, entonces ϕ(a) y ϕ(b) están
en ϕ(P) y no son adyacentes con respecto a ϕ(P).



Figura 21. Curvas ϕ(a) y ϕ(a′) contenidas en Σ.

Demostración. Demostramos este lema por contradicción. Sean
a y b dos vértices no adyacentes en A(P), tales que ϕ(a) y ϕ(b) son
adyacentes en ϕ(A(P)) (ver Figura 21). Por los Lemas 3.8 y 3.9 existen
curvas a′ y b′ tales que las curvas a y b son sustituibles con a′ y b′

con respecto a P , y i(ϕ(a), ϕ(a′)) 6= 0, i(ϕ(b), ϕ(b′)) 6= 0. Además,
por el Lema 3.10 y dado que ϕ preserva intersección cero tenemos que
i(ϕ(a′), ϕ(b′)) = 0. Como ϕ(P)\{ϕ(a)}∪{ϕ(a′)} es una descomposición
en pantalones, entonces ϕ(a)∪ϕ(a′) está contenida en una subsuperficie
Σ ⊂ S cuyo interior es homeomorfo a S0,4, inducida por ϕ(P), más
aún ϕ(a) y ϕ(a′) llenan a Σ (ver Figura 21). Consideremos Σ′ = Σ \
ϕ(a), tenemos que la componente conexa Σ′′ de Σ′ que contiene a ϕ(b),
es homeomorfa a S0,3. Sea c una componente conexa de ϕ(b′) ∩ Σ′′,
entonces c es ajena a ϕ(a′) ya que i(ϕ(a′), ϕ(b′)) = 0. Lo cual es una
contradicción, ya que ϕ(a) y ϕ(a′) llenan a Σ, por lo que no existe un
arco en Σ′′ que sea ajeno a ϕ(a′), que interseque a ϕ(b), y no forme un
bígono con ϕ(b). Por lo tanto ϕ(a) y ϕ(b) no son adyacentes. �

Corolario 3.13. Considere P una descomposición en pantalones
de S. Si a ∈ A(P), entonces deg(ϕ(a)) ≤ deg(a).

Demostración. Se sigue inmediatamente del Lema 3.12. �

Uno de nuestros objetivos en este capítulo es probar que si existe
ϕ : G(S)→ G(S ′) un morfismo localmente inyectivo que preserva inter-
sección cero, entonces S es homeomorfa a S ′. Hasta ahora, el Corolario
3.4 prueba este resultado para el caso en que S y S ′ son superficies
cerradas. Buscamos probar también el caso con ponchaduras, para ello



necesitamos contar pares periféricos de una descomposición en panta-
lones P de la superficie S.

Recordemos que un par periférico de S es una multicurva {a, b} tal
que a 6= b, a y b son curvas no separadoras, y S tiene una subsuperficie
con frontera a ∪ b cuyo interior es homeomorfo a S0,3.

La proposición siguiente proporciona una manera de hallar pares
periféricos, mediante la detección de curvas de grado dos en A(P).

Proposición 3.14. Considere P una descomposición en pantalones
de curvas no separadoras en S. Sea a una curva de grado dos en A(P).
Si b y c son las curvas adyacentes a la curva a con respecto a A(P),
entonces {a, b} y {a, c} son pares periféricos.

Demostración. La curva a está contenida en una subsuperficie
Σ de S cuyo interior es homeomorfo a S0,4, ver la Figura 22. Como b
y c son las únicas curvas adyacentes a a con respecto a P , entonces
las curvas frontera de Σ contienen a b y c. Supongamos que todas las
curvas frontera de Σ son esenciales, como b y c son las únicas curvas
adyacentes a la curva a con respecto a P , entonces las curvas frontera de
Σ se identifican y resulta S ≈ S2,0, que contradice κ(S) ≥ 4. Entonces
no todas las curvas frontera de Σ son esenciales, por lo que existe al
menos una curva d componente de frontera de Σ que no es esencial.
Resta demostrar que e no es una curva esencial.

Si suponemos que b y c están en un mismo pantalón de Σ, entonces
suceden uno de los dos casos siguientes: el otro pantalón de Σ tiene
una curva frontera esencial e, y una curva frontera d que sabemos, es
no esencial; o bien, las dos curvas frontera d y e no son esenciales.
En el primer caso, como a tiene exactamente grado 2, así e = c ó b.
Supongamos que e = b, entonces c es una curva separadora, lo cual
es una contradicción. De manera análoga si e = c, tenemos que a
es una curva separadora, que es también una contradicción. Por lo
que las curvas frontera del otro pantalón de Σ no son esenciales, y
da como resultado que a es una curva separadora de S, lo cual es
una contradicción. Consecuentemente b y c se encuentran en distintos
pantalones de Σ, ver Figura 22. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que d está en el mismo pantalón que b. Si asumimos que la
curva e es esencial, entonces e = b ó c ya que a tiene grado dos; si
suponemos que e = b, tenemos que c es una curva separadora de S, lo
cual es una contradicción. Si e = c, entonces a es una curva separadora
de S. Por lo que e no es una curva esencial. Por lo tanto, {a, b} y {a, c}
son pares periféricos.

�



Figura 22. Curva a de grado dos en P .

Corolario 3.15. Si a es una curva no separadora en S de grado
dos en A(P), entonces ϕ(a) tiene grado dos en A(ϕ(P)).

Demostración. La Proposición 3.13, dice que deg(ϕ(a)) ≤ 2. Si
ϕ(a) tiene grado uno, entonces sería una curva separadora, o S ′ sería
una superficie de complejidad 2; ahora si ϕ(a) tiene grado cero entonces
tendríamos que κ(S ′) = 1. Pero no es posible ya que κ(S ′) ≥ 4. Por lo
tanto deg(ϕ(a)) = 2. �

Proposición 3.16. Sean P una descomposición en pantalones de
S, y una curva a ∈ P de grado dos en A(P). Si b y c son las curvas
adyacentes a la curva a con respecto a P, entonces ϕ(b) y ϕ(c) son
adyacentes a ϕ(a) con respecto a ϕ(P).

Demostración. Los elementos del conjunto P \ {a, b, c} no son
adyacentes a la curva a con respecto a P . El Lema 3.12 dice que ele-
mentos no adyacentes a una curva a con respecto a P , se mapean
bajo ϕ en elementos no adyacentes a ϕ(a). Por lo que los elementos de
ϕ(P)\{ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c)} no son adyacentes a ϕ(a) con respecto a ϕ(P).
Consecuentemente los únicos elementos que posiblemente son adyacen-
tes a ϕ(a) con respecto a P son ϕ(b) y ϕ(c); ya que el Corolario 3.15
implica que ϕ(a) tiene grado dos y ϕ(a) no es adyacente a sí mismo,
obtenemos el resultado. �

Proposición 3.17. Sean S y S ′ dos superficies conexas, orienta-
bles, con frontera vacía, de género g, g′ ≥ 2, n, n′ ≥ 0 ponchaduras tales
que κ(S) ≥ κ(S ′) y n ≤ 1, y ϕ : G(S)→ G(S ′) un morfismo de grafos
localmente inyectivo, que preserva intersección cero, entonces S ≈ S ′.

Demostración. Por el teorema de clasificación de superficies, de-
bemos mostrar que g = g′ y n = n′. El Teorema 3.3 dice que bajo
las hipótesis que tenemos, g ≤ g′, y por el Lema 3.5, tenemos que
κ(S) = κ(S ′). Supongamos que n < n′, por otro lado tenemos que



3g − 3 + n = 3g′ − 3 + n′, por lo que 3g = 3g′ + (n′ − n) > 3g′, que es
una contradicción con g ≤ g′, así n′ ≤ n. A partir de aquí, dividimos
la prueba en dos casos:

Caso 1, n = 0.
Supongamos que n = 0, entonces n′ ≤ 0, pero tenemos que n′ ≥ 0
siempre. Concluimos que n′ = 0 y g = g′.

Caso 2, n = 1.
Supongamos que n = 1, entonces n′ ≤ 1, así n′ = 0 o bien n′ = 1.
Si n′ = 0, obtenemos que 3g + 1 = 3g′, ya que κ(S) = κ(S ′), pero no
existe un número entero que sea congruente con cero módulo 3 y que
también sea congruente con uno módulo 3. Consecuentemente n′ = 1
y g = g′. �

Figura 23. Descomposiciones en pantalones de S2,3 y S4,2.

La proposición anterior nos dice que para los casos n = 0, 1 el
resultado que queremos probar es válido, por lo que en lo siguiente
suponemos que n > 1.

Sean S y S ′ tales que κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4. Si consideramos la descom-
posición en pantalones P de S como en la Figura 23, entonces ϕ(P)
es una descomposición en pantalones en S ′. Notemos que la descom-
posición en pantalones P en S tiene n curvas {di}n−1i=1 de grado dos
en A(P), ver Figura 23. Debido al Corolario 3.15 {ϕ(di)}n−1i=1 es una
colección de curvas de grado dos de A(ϕ(P)) (posiblemente A(ϕ(P)))
contiene más curvas de grado dos), entonces por la Proposición 3.14
existen al menos n − 1 pares periféricos contenidos en la descomposi-
ción ϕ(P), la Proposición 3.16 implica que las adyacencias entre las



curvas en el conjunto {di}n−1i=0 son preservadas bajo ϕ, lo que implica
que hasta homeomorfismo, se ven como en la Figura 24. Por lo que hay
al menos n ponchaduras en S ′, es decir n ≤ n′.

Figura 24. Imágenes de pares periféricos bajo ϕ en S ′.

Con esta última afirmación, fácilmente podemos deducir el siguiente
teorema:

Teorema 3.18 (Jesús Hernández Hernández - Anayeli Tomás Al-
varez). Sean S y S ′ dos superficies conexas, orientables, con frontera
vacía, de género g, g′ ≥ 2, n, n′ ≥ 0 ponchaduras, tales que κ(S) ≥
κ(S ′) ≥ 4, y ϕ : G(S) → G(S ′) un morfismo de grafos localmente
inyectivo, que preserva intersección cero, entonces S ≈ S ′.

Demostración. La Proposición 3.17 prueba los casos n = 0, 1,
supongamos que n ≥ 2. Del Lema 3.5, tenemos que 3g + n − 3 =
3g′+n′− 3, la afirmación hecha anteriormente muestra que n′−n ≥ 0,
entonces 3g = 3g′+ (n′−n) ≥ 3g′, además por el Teorema 3.3 tenemos
que g ≤ g′, lo cual implica que g = g′ y consecuentemente n = n′. Por
lo tanto S ≈ S ′. �

2. Endomorfismos de N (S).

Hasta ahora tenemos que si dos superficies Si con gi ≥ 2, ni ≥ 0 y
κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4 son tales que existe un morfismo localmente inyectivo
que preserva intersección cero ϕ : G(S) → G(S ′), entonces S y S ′

son homeomorfas, de manera que podemos identificar S ′ con S. La
pregunta siguiente a contestar es, ¿este morfismo ϕ está inducido por
un homeomorfismo h : S → S? Esta sección está dedicada a responder



esta pregunta, observando que ϕ induce un endomorfismo de grafos, en
el grafo de curvas no separadoras (definido más adelante), además de
usar técnicas expuestas por Irmak [13] y Aramayona y Leininger [1].

En esta sección, S denota una superficie de género g ≥ 2, n ≥ 0
ponchaduras y complejidad κ(S) ≥ 4. Definimos el grafo de curvas no
separadoras N (S) como el grafo cuyos vértices son curvas en S, y dos
vértices a y b en N (S) forman una arista si i(a, b) = 0. Denotamos
al conjunto de vértices por N 0(S). Aunque no lo usamos en esta tesis,
cabe señalar que el grafoN (S), es un subgrafo del grafo de curvas C(S).

Dada la definición anterior y el Lema 3.2 un morfismo de grafos
ϕ : G(S) → G(S) que preserva intersección cero, induce un morfismo
de grafos (que por abuso de notación denotamos con la misma letra)
ϕ : N (S)→ N (S) que preserva intersección uno.

Observación. Un resultado en el texto de Irmak [13], dice que un
endomorfismo de grafos ϕ de N (S) está inducido por un homeomor-
fismo h de S siempre que S tenga género g ≥ 2 y n ≥ 0 ponchaduras,
sin embargo, hallamos errores en la pureba para el caso de la superficie
cerrada de género g = 2, en la cual (en el lenguaje de grafos) afirma
la no existencia de un subgrafo finito de N (S), con una configuración
específica y concluye la inyectividad de ϕ la cual es clave en la demos-
tración de la existencia de h, ver Lema 2.3 Caso (ii) de [13] para más
detalles.

Decidimos restringir el uso de sus técnicas a nuestro caso (ϕ :
N (S)→ N (S) morfismo de grafos que preserva intersección uno).

En lo siguiente ϕ denota un morfismo de grafos de N (S) que pre-
serva intersección uno.

Los siguientes dos lemas prueban que si tres curvas son adyacentes
con respecto a P a pares, entonces sus imágenes bajo ϕ también lo son.

Lema 3.19. Considere una descomposición en pantalones P = {a1,
a3, . . . , a2g+1, b3, b4 . . . , b2g−2}, si S es cerrada y P = {a1, a3, . . . , a2g−1,
b3, b4, . . . , b2g, d1, d2, . . . , dn−1} si S tiene ponchaduras, como en la Fi-
gura 25(i)- (ii). Entonces ϕ(a1), ϕ(a3), ϕ(b4) son adyacentes por pares
con respecto a ϕ(P).

Demostración. Presentamos un esbozo de la prueba. Para de-
mostrar la adyacencia de cada par de curvas a, b ∈ {a1, a3, b4} con
respecto a P , se procede con los dos esquemas similares de prueba, que
mostramos a continuación:



(i) (ii)

(iii) (iv)

(v) (vi)

(vii)

(viii)

Figura 25. Caso g ≥ 3. Figuras (iii)-(v) configuración
para (a3, b4). Figuras (vi)-(viii) configuración para
(a1, b4).



(i) (ii)

(iii) (iv)

(v) (vi)

(vii)

Figura 26. Caso g = 2, n ≥ 1. Figuras (ii)-(iv) configu-
ración para (a3, b4). Figuras (v)-(vii) configuración para
(a1, b4).



Si (a, b) = (a1, a3), suponemos que ϕ(a1), ϕ(a3) no son adyacentes
con respecto a P . En este caso, consideramos la curva x (como en la
Figura 25(i)) que interseca una vez a cada curva a1 y a3, entonces
i(ϕ(x), ϕ(a1)) = 1, i(ϕ(x), ϕ(a3)) = 1, y i(ϕ(x), ϕ(c)) = 0 para toda
curva c ∈ P \ {a1, a3}, ya que ϕ preserva intersección uno y es un
morfismo de grafos. Pero estas afirmaciones no son posibles si ϕ(a1) y
ϕ(a3) no son adyacentes con respecto a P .

Si (a, b) ∈ {(a3, b4), (a1, b4)}, entonces procedemos de la siguiente
forma: Elegimos una multicurva {y, u, v, w} en S tal que:

La curva y interseque a a, y b sea ajena de todas las curvas en
P \ {a, b};
la curva u sea sustituible con a respecto a P y sea ajena a y;
la curva v sea sustituible con b respecto a P y sea ajena a y;
la curva w cumpla i(a, w) = 1, i(b, w) = 1 y i(y, w) = 0.

Vea las Figuras 26 y 25 para ejemplificar una tal multicurva {y, u, v, w}.
El siguiente paso es demostrar que ϕ(y) interseca tanto a ϕ(a) como

a ϕ(b); con lo cual concluiríamos que ϕ(a) y ϕ(b) son adyacentes con
respecto a P . Para probar lo anterior hacemos las siguientes observa-
ciones:

Por construcción y el Lema 3.5 tenemos que si Q1 = (P \{a})∪{u}
y Q2 = (P \ {b})∪ {v}, entonces ϕ(Q1) y ϕ(Q2) son descomposiciones
en pantalones.

Por construcción y dado que ϕ es morfismo de grafos, tenemos que
i(ϕ(y), ϕ(c)) = 0 para toda c ∈ Q1 \ {b} y i(ϕ(y), ϕ(c)) = 0 para toda
c ∈ Q2\{a}. Por el enunciado anterior obtenemos que ϕ(y) 6= ϕ(e) para
toda curva c ∈ Q1 \ {b}, y ϕ(y) 6= ϕ(c) para toda curva c ∈ Q2 \ {a}.

Lo anteriormente escrito implica que ϕ(Q1) \ {ϕ(b)} ∪ {ϕ(y)} e
ϕ(Q2) \ {ϕ(a)} ∪ {ϕ(y)} son descomposiciones en pantalones. Por lo
que ϕ(a) ∪ ϕ(y) y ϕ(b) ∪ ϕ(y) están contenidas en subsuperficies (no
necesariamente la misma) de S, homeomorfas a S0,4. Por construc-
ción y debido a que ϕ preserva intersección uno i(ϕ(a), ϕ(w)) = 1,
i(ϕ(b), ϕ(w)) = 1 y i(ϕ(y), ϕ(w)) = 0. Por esta última observación, ob-
tenemos que ϕ(a) 6= ϕ(y) y ϕ(b) 6= ϕ(y). Finalmente ya que ϕ(a)∪ϕ(y)
y ϕ(b) ∪ ϕ(y) están contenidas en subsuperficies de S homeomorfas a
S0,4, tenemos que i(ϕ(a), ϕ(y)) 6= 0 y i(ϕ(b), ϕ(y)) 6= 0, como se quería
probar. �

Lema 3.20. Si a, b, c son vértices distintos en N (S) que bordean a
un pantalón en S. Entonces ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c) son vértices distintos en
N (S) que bordean a un pantalón en S.

Demostración. Completemos la multicurva {a, b, c} a una des-
composición en pantalones P , de manera que en la Figura 27 a =



a1, b = a3 y c = b4. Debido al Lema 3.19 tenemos que ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c)
son curvas adyacentes a pares con respecto a ϕ(P). Entonces existe un
pantalón Q1 en S inducido por ϕ(P) que contiene a ϕ(a1), ϕ(a3) en
su frontera. Denotemos por x a la otra componente de frontera de Q1.
Si x = ϕ(b4), terminamos. Supongamos que x 6= ϕ(b4). Como ϕ(a1) y
ϕ(b4) son adyacentes con respecto a ϕ(P), existe Q2 otro pantalón de
S inducido por ϕ(P), con ϕ(a1) y ϕ(b4) como dos de sus componen-
tes de frontera. Si y es la componente de frontera restante de Q2, y si
y = ϕ(a3), terminamos, si no es el caso, tenemos que existe Q3 pantalón
en S inducido por ϕ(P) que contiene en su frontera a ϕ(b4) ∪ ϕ(a3).

Por otro lado, consideremos la curva a2 como en la Figura 27, en-
tonces i(a2, a1) = 1 y i(a2, a3) = 1 y a2 es ajena de todas las curvas en
P \ {a2, a3}, sabemos que i(ϕ(a2), ϕ(a1)) = 1 y i(ϕ(a2), ϕ(a3)) = 1, y
ϕ(a2) es ajena a las curvas en ϕ(P \ {a1, a3}). Pero esto es una con-
tradicción ya que en particular i(ϕ(a1), ϕ(a2)) = 1, consecuentemente
existe un arco esencial de ϕ(a2) en Q2 que comienza en ϕ(a1) y no
puede intersecar una vez más a ϕ(a1), y este arco no tiene manera de
salir de Q2, ya que es ajena a ϕ(b4) ∪ y.

Por lo tanto existe un pantalón cuya frontera es ϕ(a1) ∪ ϕ(a3) ∪
ϕ(b4). �

Figura 27. Las curvas en negro forman una descompo-
sición en pantalones

Lema 3.21. Si {x, y} es un par periférico en S, entonces {ϕ(x), ϕ(y)}
es un par periférico en S.

Demostración. Dividimos la prueba en dos casos:



Caso 1, g ≥ 2, n = 1.
Completemos la multicurva {x, y} a una descomposición en panta-

lones de S, P = {a1, a3, . . . , a2g−1, b3, b4, . . . , b2g+1} como en la Figura
28(i), donde x = b2g, y = b2g−1, entonces el Lema 3.20 dice que mul-
ticurvas {x1, x2, x3} contenidas en P que bordean a un pantalón son
mapeadas bajo ϕ a multicurvas que bordean a un pantalón en S, como
S = Sg,1 tenemos que {ϕ(x), ϕ(y)} es un par periférico.

Caso 2, g ≥ 2, n ≥ 2.
Completemos la multicurva {x, y} a una descomposición en pan-

talones de S, P = {a1, a3, . . . , a2g−1, b3, b4, . . . , b2g−1, d1, d2, . . . , dn−1}
como en la Figura 28(ii), con x = b2g, y = dn−1. Notemos que las mul-
ticurvas {b2g, dn−1} y {dn−1, dn−2} (cuando n = 2, dn−2 = b2g−1) son
pares periféricos; por el Corolario 3.15 y la Proposición 3.16 ϕ(dn−1)
tiene grado dos en A(ϕ(P)), y ϕ(b2g) y ϕ(dn−2) son adyacentes a
ϕ(dn−1) con respecto a ϕ(P); por la Proposición 3.14 {ϕ(b2g), ϕ(dn−1)}
y {ϕ(dn−2), ϕ(dn−1)} son pares periféricos, en particular {ϕ(x), ϕ(y)}
es un par periférico.

�

(i) (ii)

Figura 28. (i) Descomposición en pantalones n = 1.
(ii) Descomposición en pantalones n ≥ 2.

Considere las curvas de C1 mostradas en la Figura 29(i) para el caso
de que S es cerrada y en la Figura 29(ii) para el caso de que S tiene
ponchaduras.

Lema 3.22. Sea S una superficie conexa, orientable de género g ≥
2, n ≥ 0 ponchaduras y κ(S) ≥ 4, entonces existe un homeomorfismo
h : S → S tal que h(x) = ϕ(x) para toda curva x ∈ C1.

Demostración. Supongamos que n ≥ 1, la prueba para el caso
de superficies cerradas es similar. Consideremos las curvas en C1 como
en la Figura 29 (ii). Como ϕ preserva intersección 1, tenemos que una
vecindad abierta y regular de la unión de los elementos en ϕ(C1) es una
superficie de género g y varias ponchaduras. Debido a los Lemas 3.20



(i) (ii)

Figura 29. Curvas en C1.

y 3.21 tenemos que las curvas de ϕ(C1) se ven como en la Figura 29
(ii). Entonces existe un homeomorfismo tal que h(x) = ϕ(x) para toda
curva x en la multicurva C1.

�

Cuando n ≥ 1, sea el conjunto de curvas C2 = {r1, r2, . . . , rn, s1, s2,
. . . , sn, u1, u2, . . . , un−1, v1, v2, . . . , vn, w} donde las curvas son las mos-
tradas en la Figura 30. Si n = 0 C2 = ∅.

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figura 30. Curvas en C2.

Lema 3.23. Considere S una superficie de género g ≥ 2, n ≥ 0
ponchaduras y κ(S) ≥ 4, entonces existe un homeomorfismo h : S → S
tal que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1 ∪ C2.



Demostración. Consideremos las curvas en la Figura 30. Cuando
n = 0, C1 ∪ C2 = C1 y el lema se sigue del Lema 3.22, supongamos en
lo siguiente que n ≥ 1.Por el Lema 3.22 existe un homeomorfismo h :
S → S tal que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1, resta probar h(x) = ϕ(x)
para toda x ∈ C2.

Esta prueba está esencialmente basada en determinar únicamente
toda curva x ∈ C2, usando intersección 0 y 1 de dos curvas, en algunos
casos por formar parte de tres curvas que bordean un pantalón de S o
por ser parte de un par periférico de S; propiedades que son preserva-
das por homeomorfismos y por ϕ debido a que es morfismo de grafos
que preserva intersección uno y gracias a los Lemas 3.20 y 3.16. De
esta manera probamos que existe un homeomorfismo h de S tal que
h(x) = ϕ(x). Por lo que exhibiremos las curvas auxiliares con las cuales
determinamos únicamente a cada curva x ∈ C2.

Para exhibir las curvas auxiliares que mencionamos párrafos arri-
ba, lo haremos solamente para representantes de diferentes familias de
curvas en C2, ver Figura 30(i)-(iv).

La curva s1 está determinada únicamente por ser ajena de todas
las curvas en C1 \ {a2g−2, b2g−1} e intersecar una vez a la curva a2g−2 y
es distinta de b2g−3. La curva s2 está únicamente determinada por ser
ajena de las curvas en (C1∪s1)\{a2g−2, b2g−1, d1} e intersecar una vez a
a2g−2. De manera análoga determinamos únicamente las curvas si para
i ∈ {3, 4, . . . n}. Por lo que h(si) = ϕ(si) para i ∈ {1, 2, . . . , n}.

La curva v1 está determinada únicamente por ser ajena de las
curvas en C1 \ {a2g−2, b2g} e intersecar una vez a la curva a2g−2. La
curva v2 está únicamente determinada por ser ajena de las curvas
(C1 ∪ {v1}) \ {a2g−2, b2g, dn−1} e intersecar una vez a la curva a2g−2.
De manera análoga determinamos las curvas vi para i ∈ {3, 4, . . . , n}.
Entonces h(vi) = ϕ(vi) para i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Sea w como en la Figura 30 (v). Existe un homeomorfismo φ : S →
S de orden dos tal que el mapeo φ∗ inducido por φ en N (S) que manda
las curvas de C1 ∪ {si, vi : i = 1, 2, . . . , n} en sí mismos e intercambia
w con r1 (por ejemplo si tomamos φ como la reflexión a través del
plano de la hoja en la Figura 30(v)). Por otro lado, podemos probar
que ϕ(r1) 6= ϕ(w) como sigue:

Tenemos que h(v1) = ϕ(v1), h(b2g) = ϕ(b2g), entonces i(ϕ(v1),
ϕ(b2g)) = 2. Considere la curva pg−1 dada en la Figura 31 (viii). No-
temos que pg−1 y r1 son vecinos de Farey, más aún, podemos com-
pletar pg−1 a una descomposición en pantalones de S, denotada por
P ′, entonces pg−1 es sustituible por r1 con respecto a P ′; por el Lema
3.9 tenemos que i(ϕ(pg−1), ϕ(r1)) 6= 0. Pero i(pg−1, w) = 0 entonces
i(ϕ(pg−1), ϕ(w)) = 0, por lo tanto ϕ(r1) 6= ϕ(w).



Reemplazando h por h ◦ φ, si es necesario, podemos suponer que
h(r1) = ϕ(r1) y h(w) = ϕ(w). Notemos que la prueba se transforma en
demostrar el resultado para esta ϕ.

La curva r2 está únicamente determinada por ser ajena de cada
curva en {a2g−2, b2g−2, s1, a2g, vn−2, w}; intersecar una vez a cada curva
en {a2g−1.b2g−1, b2g, d1, d2, . . . , dn−1} y por formar un pantalón con a2g.
Análogamente determinamos de manera única a las curvas ri para i =
3, 4, . . . n. Por lo anterior h(ri) = ϕ(ri) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.

La curva u1 está únicamente determinada por ser ajena a cada cur-
va en (C1 ∪ {r1}) \ {a2g−2, b2g−1, d1}, por intersecar una vez a la curva
a2g−2 y ser distinta de b2g−3. La curva u2 está únicamente determinada
por ser ajena a cada curva en (C1 ∪ {r1, r2}) \ {a2g−2, b2g−1, d1, d2}, e
intersecar una vez a la curva a2g−2 y es distinta de b2g−3. Análogamente
determinamos únicamente las curvas ui para i ∈ {3, 4, . . . , n− 1}. En-
tonces h(ui) = ϕ(ui) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n−1}. Por lo tanto existe
h : S → S homeomorfismo tal que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1 ∪ C2.

�

Si n ≥ 1, definimos el conjunto de curvas C3 = {p1, p2, . . . , pg, t1,
t2, . . . , tn, y0, yn, . . . , yn, w1, w2, . . . , wg−1} que se muestran en la Figura
31; y para n = 0 consideremos C3 = {p1, p2, . . . , pg−1, w1, w2, . . . , wg−1}
el conjunto de curvas mostradas en la Figura 31.

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figura 31. Curvas en C3.



Lema 3.24. Si S es una superficie conexa, orientable de género
g ≥ 2, n ≥ 0 ponchaduras y κ(S) ≥ 4. Existe un homeomorfismo
h : S → S tal que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1 ∪ C2 ∪ C3.

Demostración. La prueba de este lema, como en la demostra-
ción anterior, está esencialmente basada en determinar únicamente to-
da curva x ∈ C3, usando intersección 0 y 1 de dos curvas, en algunos
casos por formar parte de las componentes de frontera de un pantalón
de S o por ser parte de un par periférico de S; propiedades que son
preservadas por homeomorfismos y por ϕ debido a que es morfismo
de grafos que preserva intersección uno y a los Lemas 3.20 y 3.16. De
esta manera probamos que existe un homeomorfismo h de S tal que
h(x) = ϕ(x). Por lo que exhibiremos las curvas auxiliares con las cuales
determinamos únicamente a cada curva x ∈ C3, ver Figura 31.

Caso 1,n ≥ 1.
Por el Lema 3.23 existe un homeomorfismo h : S → S tal que

h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1 ∪ C2.
La curva t1 está determinada únicamente por ser ajena de cada

curva en C1\{a2, b2, b4, . . . , b2g}, e intersecar una vez a la curva a2g y ser
distinta de a1. La curva t2 está únicamente determinada por ser ajena
de cada curva en (C1 ∪ {t1}) \ {a2, b4, b6, . . . , b2g, dn−1} y por intersecar
una vez a la curva a2g. Análogamente determinamos las curvas ti para
i ∈ {3, 4, . . . , n}. Por lo que h(ti) = ϕ(ti) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.

La curva yn está únicamente determinada por ser ajena a cada cur-
va en {a2, a3, . . . a2g, r1, r2, . . . , rn}, e intersecar una vez a cada curva en
{a1, b3, b4, . . . , b2g, d1, d2, . . . , dn−1}. La curva yn−1 está únicamente de-
terminada por ser ajena de cada curva en {a2, a3, . . . a2g, r2, . . . , rn, yn}
y por intersecar una vea a cada curva en {a1, b3, b4, . . . , b2g, d1, d2, . . . ,
dn−1}. Análogamente determinamos únicamente yi para i ∈ {0, 1, . . . ,
n− 2}. Por lo cual h(yi) = ϕ(yi) para toda i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

La curva pg es la única curva ajena de cada curva en {a2g−2, b2g−3,
b2g−2, yn, a2g, r1, r2, . . . , rn}, y que interseca una vez a cada curva del
conjunto {a2g−1, b2g−1, b2g, d1, d2, . . . dn−1}; entonces h(pg−1) = ϕ(pg−1).

Cuando g = 2 tenemos que pg−1 = p1 = y0 y así h(pg−1) = ϕ(pg−1).
Si g ≥ 2, la curva pg−1 está únicamente determinada por ser ajena de
{a2g−4, b2g−5, b2g−4, y0, tn, a2g−2, a2g−1, a2g, w} e intersecar una vez a ca-
da una de las curvas en {a2g−3, b2g−3, b2g−2, b2g−1, b2g, d1, d2, . . . , dn−1}.
Entonces h(pg−1) = ϕ(pg−1). De manera análoga, la curva wg−1 está
únicamente determinada por ser ajena de cada curva en {a2g−4, b2g−5,
b2g−4, y0, tn, a2g−2, a2g−1, a2g, pg−1} e intersecar una vez a cada una de
las curvas en {a2g−3, b2g−3, b2g−2, b2g−1, b2g, d1, d2, . . . , dn−1} por lo que
h(wg−1) = ϕ(wg−1). Si g = 3, la curva pg−2 = p1 queda determinada



únicamente por ser ajena a las curvas en {a2, a3, a4, a6, b5, b6, wg−1, d1, d2,
. . . , dn−1} e intersecar una vez a las curvas en {a1, a5, b3, b4} así h(pg−2) =
ϕ(pg−2). Si g ≥ 3, la curva pg−2 es la única ajena de las curvas en
{a2g−6, b2g−7, b2g−6, a2g, b2g−1, b2g, a2g−4, a2g−3, a2g−2, wg−1}, que interse-
ca una vez a cada curva en {a2g−5, b2g−5, b2g−4, b2g−3, b2g−2, a2g−1}. Análo-
gamente determinamos únicamente a las curvas pi y wi para toda
i ∈ {1, 2, . . . , n − 2}. Por lo que h(pi) = ϕ(pi) y h(wi) = ϕ(wi) para
i ∈ {1, 2, . . . , g − 1}. Por lo tanto existe un homeomorfismo h : S → S
tal que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1 ∪ C2 ∪ C3.

Caso 2, n = 0.
En este caso tenemos C2 = ∅ y C3 = {p1, p2, . . . , pg−1, w1, w2, . . . , wg−1}.

Por el Lema 3.22 sabemos que existe un homeomorfismo h : S → S tal
que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1. Existe un homeomorfismo φ : S → S
de orden 2 tal que el mapeo inducido φ∗ de φ en N (S) que manda a
cada curva de C1 en sí misma e intercambia pg−1 con wg−1. Por otro
lado existen únicamente dos curvas llamadas pg−1 y wg−1 que son aje-
nas de las curvas en {b2g−5, b2g−4a2g−4, a2g−2, a2g−1, a2g}, que intersecan
una vez a cada curva en {a2g−3, b2g−3, b2g−2, b2g−1} y son tales que los
conjuntos {a2g, a2g−2, pg−1} y {a2g, a2g−2, wg−1} son curvas frontera de
pantalones en S. Por reemplazar h por h ◦ φ si es necesario, podemos
suponer que h(pg−1) = ϕ(pg−1) y h(wg−1) = ϕ(pg−1). Si g = 3 la curva
pg−2 = p1, es la única curva determinada por ser ajena a las curvas
en {a2, a3, a4, a6, b5, b6, wg−1} e intersecar a las curvas en {a1, a5, b3, b4}
así h(pg−2) = ϕ(pg−2). Si g ≥ 3, la curva pg−2 es la única curva ajena
de las curvas en {b2g−7, b2g−6, a2g−6, a2g, a2g−4, a2g−3, a2g−2, wg−1} e in-
terseca una vez a cada curva en {a2g−5, b2g−5, b2g−4, b2g−3, b2g−2, a2g−1}
y el conjunto {pg−2, a2g−2, a2g−4} bordea a un pantalón en S, de manera
análoga podemos determinar de manera única la curva wg−2 y también
las curvas pi y wi para i ∈ {1, 2, . . . , g − 3}; por lo tanto h(x) = ϕ(x)
para toda x ∈ C1 ∪ C3. �

Recordemos que Mod∗(S) actúa por automorfismos en C(S), en par-
ticular actúa en N (S). Respecto a esta acción decimos que un subcon-
junto A ⊆ N 0(S) tiene estabilizador trivial si para cada h ∈ Mod∗(S),
h(x) = x para toda x ∈ A implica que h es la identidad.

Lema 3.25. Sea S = Sg,n con g ≥ 2, n ≥ 0 y κ(S) ≥ 4. El conjunto
C1 ∪ {p1} tiene estabilizador trivial.

Demostración. Notemos que C1 es una multicurva que llena a la
superficie S, más aún, es un sistema de Alexander estable 1. Entonces
el método de Alexander implica que los únicos homeomorfismos que

1Revise la sección de preliminares para la definición.



fijan las curvas de C1 son la identidad y la reflexión en el plano de la
hoja. Pero de estos dos homeomorfismos de S, solamente la identidad
fija a p1; por lo tanto C1 ∪ {p1} tiene estabilizador trivial. �

Figura 32. Generadores de Dehn-Lickorish.

Consideremos las curvas dadas en la Figura 32. Sean Tx el giro de
Dehn a lo largo de x, y σi el medio giro de Dehn a lo largo de mi.

Como vimos en el capítulo de preliminares, si g ≥ 2, entonces
Mod(Sg,n) puede generarse por el conjunto
G = {Tx : x ∈ {a1, a2, . . . , a2g, b2g−1, b2g, d1, d2, . . . , dn−1}}∪{σ1, σ2, . . . , σn−1}
.

Proposición 3.26. Sea S = Sg,n una superficie de género g ≥ 2,
n ≥ 0 ponchaduras y κ(S) ≥ 4. Para toda f ∈ G existe un conjunto
Lf ⊂ N 0(S) tal que ϕ(x) = h(x) para toda x ∈ Lf ∪ f(Lf ), más aún,
Lf puede ser elegido para que tenga estabilizador trivial.

Demostración. Dividimos la prueba en dos casos; cuando g ≥ 3 y
n ≥ 0, y cuando g = 2 y n ≥ 1. Como en las pruebas de los Lemas 3.23
y 3.24, la estrategia para demostrar el enunciado de esta proposición
es determinando de manera única a curvas auxiliares mostradas en las
Figuras 33, 35 y 37.

Caso 1, g ≥ 3, n ≥ 0.
Realizamos la pueba suponiendo que g ≥ 3 y n ≥ 1, el caso de

superficies cerradas, se prueba de manera análoga a la demostración
expuesta a continuación. Por el Lema 3.24 tenemos que h(x) = ϕ(x)
para toda x ∈ C1 ∪ C2 ∪ C3. Si f = Tb2g ∈ G, elegimos Lf = C1 ∪ {p1}.



(i) (ii)

(iii) (iv)

(v) (vi)

Figura 33. Configuración para giros de Dehn.

El conjunto Lf tiene estabilizador trivial debido a la Proposición 3.25.
Entonces ϕ(x) = h(x) para toda x ∈ C1. Dado que Tb2g fija a todas
las curvas en (C1 \ {a2g}) ∪ {p1}, resta verificar la igualdad anterior
para Tb2g(a2g). Considere las curvas dadas en la Figura 33(i)-(vi). La
curva q1 está únicamente determinada por ser ajena de las curvas en
{b2g−5, a2g−4, b2g−4, tn, b2g−3, a2g−2, a2g−1, b2g−1}, e intersecar una vez a
a2g, por lo que h(q1) = ϕ(q1). La curva q2 es la única curva en S ajena
de todas las curvas en {b2g−5, a2g−4, b2g−4, tn, q1, b2g−3, a2g−1, pg−1}, que
interseca una vez a la curva a2g y es distinta de a2g−1. Así tenemos que
h(q2) = ϕ(q2). La curva q3 está únicamente determinada por se ajena a
las curvas en {a2g−4.a2g−2, a2g−1, b2g−5, b2g−4, tn, q2} y por intersecar una
vez a cada una de las curvas en {a2g−3, a2g, b2g−3, b2g−2, b2g−1, b2g, d1, d2,
. . . , dn−1, q1, pg−1}, así concluimos que h(q3) = ϕ(q3). La curva Tb2g(a2g)



es la única curva ajena de las curvas en {b2g−2, a2g−2, sn, q3} e inter-
seca una vez a cada curva en {a2g, b2g}. Por lo tanto h(Tb2g(a2g)) =
ϕ(Tb2g(a2g)). Consecuentemente ϕ(x) = h(x) para toda x ∈ Lf ∪ f(Lf )
cuando f = Tb2g .

La curva q4 está únicamente determinada por ser ajena de todas
las curvas en {c2g−4, a2g−4, b2g−4, tn, q1, b2g−3, a2g−1, wg−1}, e intersecar
una vez a a2g y ser distinta de a2g−1. Así h(q4) = ϕ(q4). De mane-
ra análoga determinamos únicamente a la curva q5 y concluimos que
h(q5) = ϕ(q5). La curva Ta2g(b2g) es la única curva ajena de las curvas
en {b2g−2, a2g−2, sn, q5}, que interseca una vez a cada curva de {a2g, b2g}.
Por lo que h(Ta2g(b2g)) = ϕ(Ta2g(b2g)). Ahora podemos controlar otros
giros de Dehn como sigue:

La curva Tdn−1(a2g) está únicamente determinada por ser ajena de
todas las curvas en {a2g−2, v1, sn−1, Tb2g(a2g)}, e intersecar una vez a
ambas curvas a2g y dn−1. Por lo que h(Tdn−1(a2g)) = ϕ(Tdn−1(a2g)). De
manera análoga determinamos únicamente a las curvas Tdi(a2g) para
i ∈ {1, 2, . . . , n− 3}, por lo que h(Tdi(a2g) = ϕ(Tdi(a2g)).

La curva Ta2g(dn−1) es la única curva ajena de las curvas en {a2g−2, v1,
sn−1, Ta2g(b2g)}, que interseca una vez a ambas curvas a2g y dn−1. Por lo
que h(Ta2g(dn−1)) = ϕ(Ta2g(dn−1)). La curva Ta2g(dn−2) está únicamen-
te determinada por ser ajena de las curvas en {a2g−2, v2, sn−2, Ta2g(dn−1)},
y por intersecar una vez a cada una de las curvas en {a2g, dn−2}. Por
lo que h(Ta2g(dn−2)) = ϕ(Ta2g(dn−2)). De manera análoga podemos de-
terminar únicamente las curvas Ta2g(di) para i ∈ {1, 2, . . . , n − 3} Por
lo tanto h(Ta2g(di)) = ϕ(Ta2g(di)) para i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

La curva Ta2g−1(a2g) es la única curva ajena de las curvas en {vn, sn,
Tb2g(a2g)}, y que interseca una vez a cada una de las curvas en {a2g−1, a2g}.
Por lo que h(Ta2g−1(a2g)) = ϕ(Ta2g−1(a2g)). De manera similar de-
terminamos la curva Ta2g(a2g−1) y concluimos que h(Ta2g(a2g−1)) =
ϕ(Ta2g(a2g−1)). Consecuentemente h(Tx(y)) = ϕ(Tx(y)) para toda x, y ∈
{a2g−1, a2g, b2g, d1, d2, . . . , dn−1}.

Antes de controlar otros giros de Dehn, vamos a considerar las cur-
vas ei, fi para i ∈ {4, 6, . . . , 2g − 2} mostradas en la Figura 34 (i)-(ii).
La curva ei está únicamente determinada por ser ajena de todas las
curvas en C1 \{ai−2, bi, ai+2} y por intersecar una vez a cada una de las
curvas en {ai−2, ai+2}. La curva fi está únicamente determinada por
ser ajena de C1 \ {ai−2, bi−1, ai+2}, y por intersecar una vez a cada una
de las curvas en {ai−2, ai+2}.

Consideremos las curvas dadas en la Figura 35(i)-(ii). La curva
Ta2g−1(a2g−2) es la única curva ajena de cada curva en {e2g−2, f2g−2, a2g−4,



(i) (ii)

Figura 34. Configuración para giros de Dehn.

Taag−1(a2g)}, que además interseca una vez a cada una de las cur-
vas en {a2g−1, a2g−2}. La curva Ta2g−3(a2g−2) esta determinada única-
mente por ser ajena a las curvas en {e2g−2, f2g−2, a2g, Ta2g−1(a2g−2)},
y por intersecar una vez a cada una de las curvas en {a2g−3, a2g−2}.
Análogamente h(Tx(y)) = ϕ(Tx(y)) para x, y ∈ {a1, a2, . . . , a2g, b3, b4,
. . . , b2g, d1, d2, . . . , dn−1}, ver Figura 35(iii)-(iv).

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figura 35. Curvas auxiliares para el caso g ≥ 3 y n ≥ 0.

Consideremos las curvas en la Figura 36(i)-(ii). La curva j está
completamente determinada por ser ajena a las curvas en {b3, a2, a4, a5,
b6, w1}, por intersecar una vez a cada una de las curvas en la multicurva
{a1, a3, a6} y por bordear un pantalón de S junto con las curvas a2, b6.



Por lo que h(j) = ϕ(j). La curva Tb4(p1) es la única curva ajena de las
curvas en {a6, b6, c6, j,a2, a3, Tb4(a4)}, y que interseca una vez a cada
curva en {a1, a5, b4, p1}. Entonces h(Tb4(p1)) = ϕ(Tb4(p1)). Análoga-
mente a lo anteriormente descrito obtenemos que h(Tx(y)) = ϕ(Tx(y))
para x, y ∈ {a1, a5, c4, p1}. Consecuentemente tenemos que h(Tx(y)) =
ϕ(Tx(y)) para toda pareja x, y ∈ {a1, a2, . . . , a2g, b3, b4, . . . , b2g, d1, d2,
. . . , dn−1, p1}.

Por lo anterior f = Tx donde x ∈ {a1, a2, . . . , a2g, b5, b2g−1, d1, d2,
. . . , dn−1} y Lf = C1 ∪ {p1} tenemos que ϕ(x) = h(x) para toda x ∈
Lf ∪ f(Lf ).

Para f = σi, donde i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, definimos Lf = C1 ∪ {p1}.
Sabemos que ϕ(x) = h(x) para toda x ∈ Lf , y tenemos que σi(x) = x
para x ∈ C1\{d1, d2, . . . , dn−1}. Entonces resta verificar que h(σi(di)) =
ϕ(σi(di)) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

Para i = 1 usamos la curva u1 mostrada en la Figura 36 (iii). La
curva u1 ∈ C2, la cual sabemos que h(u1) = ϕ(u1). La curva σ1(d1) es
la mostrada como j1 en la Figura 36 (iii), está únicamente determinada
por ser ajena a las curvas en {a2g−1, b2g−1, b2g, d2, d3, . . . , dn−1, u1}, y por
intersecar una vez a la curva a2g. De manera similar la curva σ2(d2) que
es la curva j2 mostrada en la Figura 36(iv), está únicamente determina-
da por ser ajena a las curvas en {a2g−1, b2g−1, b2g, d1, d3, d4, . . . , dn−1, u2}
e intersecar una vez a la curva a2g, por lo que h(σ2(d2)) = ϕ(σ2(d2)).
Análogamente a lo anteriormente descrito usamos las curvas ui con
i ∈ {3, 4 . . . , n − 1} para determinamos únicamente las curvas σi(di)
para toda i ∈ {3, 4 . . . , n1}. Por lo que h(σi(di)) = ϕ(σi(di)) para toda
i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}; esto concluye la prueba para este caso.

Caso 2, g = 2, n ≥ 1.
Por el Lema 3.24 tenemos que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ C1∪C2∪C3.

Sea f ∈ G, para f = Tx, donde x ∈ {a1, a2, a3, a4, b3, b4, d1, d2, . . . , dn−1},
definimos Lf = C1∪{p1}; por el Lema 3.25 Lf tiene estabilizador trivial.
Primero realizamos la prueba para f = Ta2 . Sabemos que ϕ(x) = h(x)
para x ∈ C1 ∪ {p1}. Demostramos la igualdad anterior para la curva
Ta2(a1).

Consideremos las curvas q1, q2, q3, q4 mostradas en la Figura 37(i)-
(iv). La curva q1 está únicamente determinada por ser ajena a las
curvas en {a1, a3, d1, d2, . . . , dn−1, b4, p1}, e intersecar una vez a ambas
curvas a2, a4, por lo que h(q1) = ϕ(q1). La curva q2 está unicamen-
te determinada por ser ajena a las curvas en {a2, a3, a4, p1}, e inter-
secar una vez a cada curva en {a1, b3, b4, d1, d2, . . . , dn−1}, por lo que
h(q2) = ϕ(q2). La curva q3 es la única curva ajena de las curvas en
{s1, s2, . . . , sn, a2, a4, q2}, que interseca una vez a cada curva di con
i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. La curva q4 es la única curva ajena de las curvas



(i) (ii)

(iii) (iv)

Figura 36. Curvas auxiliares para el caso g ≥ 3 y n ≥ 0.

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figura 37. Curvas auxiliares para el caso g = 2 y n ≥ 1.

en {a3, a4, r1, s2, . . . , rn, q1, q3}, y que interseca una vez a ambas cur-
vas a1 y a2. La curva Ta2(a1) es la única curva ajena de las curvas en



{a4, b3, b4, q4} e interseca una vez a ambas curvas a1 y a2, por lo que
h(Ta2(a1)) = ϕ(Ta2(a1)).

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figura 38. Curvas auxiliares para el caso g = 2 y n ≥ 1.

Consideremos las curvas q5, q6, q7, q8 como en la Figura 38(i)-(iv).
Por considerar el modelo como en la Figura 29(i) y tomar las imágenes
de las curvas q1, q2, q3, q4 bajo la reflexión a través del plano de la ho-
ja, obtenemos las curvas q5, q6, q7, q8. Haciendo los mismos argumentos
usados en la prueba del Lema 3.23 donde se intercambian w1 por p1,
obtenemos que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ {q5, q6, q7, q8} y consecuen-
temente h(Ta1(a2)) = ϕ(Ta1(a2)) como en el caso anterior. Usando las
igualdades h(Ta2(a1)) = ϕ(Ta2(a1)) y h(Ta1(a2)) = ϕ(Ta1(a2)), y confi-
guraciones similares a las usadas en el caso 1, obtenemos que h(Tx(y)) =
ϕ(Tx(y)) para toda x, y ∈ {a1, a2, a3, a4, b3, b4, d1, d2, . . . , dn−1, p1}, ver
Figura 39(i)-(ii). Por lo que ϕ(x) = h(x) para toda x ∈ Lf∪f(Lf ), para
cualquier giro de Dehn f ∈ G. Para f = σi, donde i ∈ {1, 2, . . . , n−1},
definimos Lf = C1 ∪ {p1}; la prueba es análoga al caso 1. �

Teorema 3.27. Sea S una superficie conexa, orientable, de género
g ≥ 2, n ≥ 0 ponchaduras y complejidad κ(S) ≥ 4, y ϕ : N (S) →
N (S) un morfismo de grafos que preserva intersección uno. Existe un
homeomorfismo h : S → S único salvo isotopía, tal que h(a) = ϕ(a)
para todo vértice a ∈ N 0(S).



Demostración. Esta demostración está basada en técnicas de
Aramayona y Leininger [1]. Dado f ∈ G, existe Lf ⊂ N 0(S) que satis-
face el enunciado del Lema 3.26. Sea X = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ (

⋃
f∈G(Lf ∪

f(Lf ))). Para cada vértice x ∈ N 0(S) existe r ∈ Mod(S) y un vér-
tice y ∈ X tales que r(y) = x. Definimos X1 = X y Xk = Xk−1 ∪
(
⋃
f∈G(f(Xk−1) ∪ f−1(Xk−1))) cuando k ≥ 2. Observemos que

⋃∞
k=1Xk

es el conjunto de todos los vértices en N 0(S). Ahora, probemos por in-
ducción sobre k la existencia del homeomorfismo h. Por los Lemas 3.24
y 3.26, tenemos que existe h : S → S tal que h(x) = ϕ(x) para toda
x ∈ X1. Supongamos que h(x) = ϕ(x) para toda x ∈ Xk−1 para k ≥ 2.
Dado f ∈ G, existe un homeomorfismo hf de S tal que hf (x) = ϕ(x)
para toda x ∈ f(Xk−1). Tenemos que f(Lf ) ⊆ Xk−1 ∩ f(Xk−1); conse-
cuentemente hf = h ya que f(Lf ) tiene estabilizador trivial. Análoga-
mente existe un homeomorfismo h′f de S tal que h′f (x) = ϕ(x) para toda
x ∈ f−1(Xk−1), pero tenemos que Lf ⊆ Xk−1 ∩ f−1(Xk−1); por lo que
que h′f = h ya que Lf tiene estabilizador trivial, entonces h(x) = ϕ(x)
para toda x ∈ Xk. Esto implica por inducción que h(x) = ϕ(x) para
toda x ∈ Xk y toda k ≥ 1. Ya que

⋃∞
k=1Xk = N 0(S), concluimos que

h(x) = ϕ(x) para todo vértice x ∈ N 0(S). �

(i) (ii)

Figura 39. Configuración de curvas para giros de Dehn.

Corolario 3.28 (Jesús Hernández Hernández - Anayeli Tomás
Alvarea). Sean S y S ′ dos superficies conexas, orientables de géne-
ro g, g′ ≥ 2, n, n′ ≥ 0 ponchaduras tales que κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4, y
ϕ : G(S) → G(S ′) un morfismo localmente inyectivo que preserva in-
tersección cero, entonces S y S ′ son homeomorfas, más aún, ϕ está
inducido por un homeomorfismo.

Demostración. El Teorema 4 implica que S ≈ S ′, entonces ϕ es
un endomorfismo de G(S) localmente inyectivo que preserva intersec-
ción cero, este morfismo induce un morfismo de grafos ϕ̂ : N (S) →



N (S) que preserva intersección uno. Por el Teorema 3.27, ϕ̂ está indu-
cido por un homeomorfismo h : S → S, pero ϕ(x) = ϕ̂(x) para toda
x ∈ G0(S), con lo que concluimos que ϕ : G(S) → G(S) está inducido
por un homeomorfismo h : S → S. �



Capítulo 4

Conclusiones

En el capítulo anterior probamos un resultado nuevo acerca de ri-
gidez combinatoria para el grafo de Schmutz G(S):

Corolario (Jesús Hernández Hernández-Anayeli Tomás Alvarez).
Sean S y S ′ dos superficies conexas, orientables de género g, g′ ≥ 2,
n, n′ ≥ 0 ponchaduras tales que κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4, y ϕ : G(S) →
G(S ′) un morfismo localmente inyectivo que preserva intersección cero,
entonces S y S ′ son homeomorfas, más aún, ϕ está inducido por un
homeomorfismo.

Esto a partir del uso de hipótesis adicionales sobre los morfismos
de grafos de G(S), como inyectividad local y preservación de intersec-
ción cero. Logrando así, obtener un resultado análogo al de Hernández
Hernández [8], y que por otro lado, busca generalizar el teorema de Sch-
mutz 2.14, considerando en lugar de automorfismos de G(S), morfismos
de grafos localmente inyectivos y que preservan intersección cero.

La demostración del Corolario 4 se realizó en dos partes importan-
tes. En la primera parte probamos un resultado nuevo:

Teorema (Jesús Hernández Hernández - Anayeli Tomás Alvarez).
Sean S y S ′ dos superficies conexas, orientables, con frontera vacía, de
género g, g′ ≥ 2, n, n′ ≥ 0 ponchaduras, tales que κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4,
y ϕ : G(S) → G(S ′) un morfismo de grafos localmente inyectivo, que
preserva intersección cero, entonces S ≈ S ′.

Este Teorema es parte importante de la demostración del Corolario
4. La segunda parte de la demostración está basada en el trabajo de
Irmak [13] y Aramayona y Leininger [1].

En relación a este resultado y al trabajo realizado para esta tesis,
creemos que la siguiente conjetura podría probarse posteriormente:

Conjetura 4.1. Sean S y S ′ dos superficies de género g, g′ ≥ 2,
n, n′ ≥ 0 ponchaduras y κ(S) ≥ κ(S ′) ≥ 4 y ϕ : G(S) → G(S ′),
entonces S y S ′ son homeomorfas, más aún, ϕ está inducido por un
homeomorfismo.

Además, siguiendo nuestro estudio del grafo de Schmutz, nos pre-
guntamos si existen subgrafos inducidos, “rígidos” y finitos de G(S); un
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subgrafo inducido Y de G(S) es rígido si cualquier mapeo localmente
inyectivo Y → G(S) es la restricción de un automorfismo de G(S). Si no
existen subgrafos finitos como los anteriormente mencionados, ¿habrá
de diámetro finito? Más aún, nos interesa saber si hay una saturación
por subgrafos inducidos, rígidos, finitos de G(S). Lo anterior con el
propósito de hallar una prueba de la conjetura 4.1, inspirada en las
técnicas usadas en [8], y que tal prueba nos evite el uso del grafo de
curvas no separadoras, como lo hicimos en la prueba del Corolario 4.
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