
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
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Introducción

La teoŕıa moderna de los espacios de Bergman es una mezcla del Análisis Complejo con el

Análisis Funcional y la Teoŕıa de Operadores (ver libros [2], [8], [13], [45]). El estudio de

álgebras de operadores generadas por proyecciones del tipo de Bergman y poli-Bergman

con diferentes clases de operadores presenta una dirección importante de la Teoŕıa de

Operadores.

Las investigaciones de las álgebras C∗ de operadores del tipo de Bergman y poli-

Bergman con coeficientes continuos a trozos en diferentes dominios forman un área impor-

tante de la teoŕıa de operadores del tipo de convolución y operadores pseudodiferenciales

bidimensionales con śımbolos discontinuos y no-regulares (por ejemplo, ver [15], [18]–[21],

[22]–[24], [39]–[44]).

La teoŕıa de operadores pseudodiferenciales fue creada en su forma moderna en los

años 60’s y actualmente tiene una importancia fundamental en la F́ısica Matemática y el

Análisis (ver, por ejemplo [14], [27], [32], [34], [35], [36] or [38]).

El corazón de la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales es el álgebra de śımbolos, que

da la posibilidad de construir soluciones a ecuaciones diferenciales y a problemas asociados

con valores en la frontera (salvo términos suaves) por medio de herramientas algebraicas.

Las investigaciones de las álgebras de operadores del tipo de Bergman con datos con-

tinuos a trozos (ver [15], [22], [30], [39]–[44]) fueron extendidas a las álgebras C∗ generadas

por proyecciones de poli-Bergman y anti-poli-Bergman con datos continuos a trozos en do-

minios con fronteras suaves en [18]-[21]. Fueron construidos cálculos simbólicos y fueron

establecidos criterios de Fredholm para operadores en tales álgebras. Las proyecciones
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de poli-Bergman y anti-poli-Bergman están estrechamente relacionadas con operadores

integrales singulares bidimensionales.

La propiedad de Fredholm para el álgebra C∗ generada por la proyección de Bergman

con dominio, U , acotado y múltiplemente conexo, con frontera suave, ∂U , y por coeficientes

continuos a trozos que tienen a lo más dos ĺımites laterales en los puntos de ∂U , fue

investigada en [39]. Una generalización de este trabajo a coeficientes continuos a trozos que

admiten más de dos ĺımites laterales en los puntos de ∂U fue elaborada en [22] (ver también

[23] y [24]). Las álgebras C∗ generadas por las proyecciones de Bergman y de anti-Bergman

(aśı como por n proyecciones poli-Bergman y por m proyecciones anti-pol-Bergman) con

coeficientes continuos a trozos, que admiten un número finito de ĺımites laterales en los

puntos de la frontera, fueron estudiados en los art́ıculos [18]–[21]. La teoŕıa profunda

de operadores de Toeplitz con diferentes clases de śımbolos homogéneos y discontinuos en

espacios de Bergman, con y sin pesos, y las álgebras C∗ de tales operadores fue desarrollada

en [40] (ver también las referencias mencionadas ah́ı). En todos esos art́ıculos y en el libro

mencionado se asumió que la frontera del dominio es suficientemente suave.

Por otro lado, la teoŕıa de operadores del tipo de Bergman con datos discontinuos en

dominios que tienen frontera no suave, no estaba desarrollada.

Las investigaciones de las álgebras C∗ de operadores del tipo de Bergman sobre do-

minios con frontera no suave, que admiten ángulos distintos de π, comenzó en [12] y [17].

Comenzamos considerando sectores abiertos de la forma

Kα = {z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, πα)}

con α ∈ (0, 2]. En [12], se estudió la invertibilidad del álgebra C∗ generada por los

operadores de multiplicación por funciones constantes a trozos y por las proyecciones de

Bergman y anti-Bergman en el espacio L2(K1/m), para m ∈ N. En [17], se estudiaron las

álgebras C∗ generadas por el operador identidad I, por la proyección de Bergman BKα y

por la proyección de anti-Bergman B̃Kα sobre el espacio L2(Kα) para cualquier α ∈ (0, 2],

y las álgebras C∗ generadas por los operadores aI de multiplicación, que actúan sobre las

funciones complejas a ∈ C(U), por la proyección de Bergman BU y por la proyección de
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anti-Bergman B̃U sobre el espacio L2(U), donde U es la cerradura de un dominio poligonal

acotado U simplemente conexo, cuyos ángulos admiten valores πα con α ∈ (0, 2].

La tesis presentada se dedica al estudio de la invertibilidad y de la propiedad de Fred-

holm para álgebras C∗ generadas por las proyecciones de Bergman y anti-Bergman y por

operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos y lentamente oscilatorias a

trozos en dominios, acotados y no acotados, del plano con fronteras no regulares que ad-

miten ángulos distintos de π y cortes. Entonces, la teoŕıa de álgebras C∗ de operadores del

tipo de Bergman está desarrollada en dos direcciones: para clases nuevas y más amplias de

coeficientes discontinuos, y para geometŕıa más complicada de los dominios considerados,

con fronteras no suaves.

Este trabajo de tesis está organizado como sigue.

En el caṕıtulo 1, se enuncia el principio local de Allan-Douglas, se presentan los re-

sultados de Plamenevsky acerca de la transformada de Fourier multidimensional y sus

aplicaciones y extensiones obtenidas en el caso bidimensional en [15], se da un isomor-

fismo entre un álgebra C∗ A y un álgebra C∗ de sumas ortogonales de matrices finitas, la

cual está basada en un cálculo simbólico abstracto desarrollado en [12] para las álgebras

C∗ generadas por n proyecciones ortogonales cuya suma es igual a la identidad y por m

proyecciones unidimensionales, y se dan las propiedades necesarias acerca de los módulos

de continuidad.

En el caṕıtulo 2, dada α ∈ (0, 2], se estudia el álgebra C∗ AKα , generada por los

operadores de mutiplicación por funciones constantes a trozos con discontinuidades en

una unión finita de rayos que emanan del origen, y por las proyecciones de Bergman y

anti-Bergman que actúan sobre el espacio L2(Kα), en donde

Kα := {z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, πα)}.

Se construye un cálculo simbólico para AKα y se da un criterio de invertibilidad para los

operadores A ∈ AKα . Después, para cualquier dominio poligonal acotado y simplemente

conexo U , se investiga el álgebra C∗ BU , generada por los operadores de multiplicación

por funciones continuas a trozos con discontinuidades en una unión finita de segmentos de
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recta, y por las proyecciones de Bergman y anti-Bergman definidas sobre el espacio L2(U).

Haciendo uso del principio local de Allan-Douglas, de los resultados para las álgebras C∗

AKα , y de las técnicas de operadores ĺımite, se contruye un cálculo simbólico para BU y

se da un criterio de Fredholm para los operadores B ∈ BU .

En el caṕıtulo 3, dado un dominio simplemente conexo U , acotado o no acotado, con

frontera Dini-suave a trozos que tiene esquinas Dini-suaves, se estudian las álgebras C∗

BU generadas por las proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actúan en el espacio

L2(U), y por los operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos con discon-

tinuidades en una unión finita de curvas Dini-suaves a trozos, las cuales tienen tangentes

laterales en todo punto, no forman cúspides y no son tangentes a la frontera. Haciendo

uso de los resultados del caṕıtulo 2, del principio local de Allan-Douglas, de las técnicas

de operadores ĺımite, y construyendo, y aplicando, un adecuado mapeo cuasiconforme, se

establece un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra BU y un criterio de Fredholm

para los operadores A ∈ BU en términos de sus śımbolos. Entonces, aplicando en este

caṕıtulo las herramientas nuevas- los mapeos cuasiconformes- las álgebras C∗ BU fueron

investigadas para dominios esencialmente más generales con fronteras no suaves y para

más complicadas ĺıneas de discontinuidad de los coeficientes de los operadores.

En el caṕıtulo 4, nuevamente se trabaja con un dominio simplemente conexo U , cuya

frontera es Dini-suave a trozos y tiene una cantidad finita de esquinas Dini-suaves. Con-

sideramos el álgebra X(L) generada por las funciones que son continuas a trozos en la

cerradura de U y cuyas discontinuidades están sobre una unión finita de curvas Dini-

suaves a trozos que tienen tangentes laterales en cada punto, que no forman cúspides y

que no son tangentes a la frontera de U , y por las funciones continuas y acotadas en U que

oscilan lentamente en puntos de la frontera de U . Aśı, se estudia el álgebra BU generada

por los operadores de multiplicación por funciones en X(L), y por las proyecciones de

Bergman y anti-Bergman actuando en el espacio L2(U). Finalmente, usando el principio

local de Allan-Douglas, las técnicas de operadores ĺımite y los resultados de Kehe Zhu a-

cerca de la clase Q, también se construye un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra

BU y se obtiene un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ BU .
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2.1 El álgebra C∗ AKα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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x ÍNDICE
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3 Álgebras con datos continuos a trozos sobre dominios con esquinas Dini-

suaves 43
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4.1 Las álgebras C∗ Q y SO∂(D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.1.1 El álgebra C∗Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se dan los conceptos y resultados que serán usados a lo largo de este

trabajo de tesis.

Si H es un espacio de Hilbert, entonces con B(H) denotaremos al álgebra C∗ de todos

los operadores lineales acotados que actúan en H, y con K(H) denotamos al ideal de

operadores compactos en H. Un operador A ∈ B(H) es llamado Fredholm si la clase

lateral Aπ := A + K(H) es invertible en el álgebra C∗ cociente Bπ(H) := B(H)/K(H)

(ver, por ejemplo, [5]).

Sea U un dominio en C equipado con la medida de área de Lebesgue dA(z) = dxdy,

entonces A2(U) y Ã2(U) son los subespacios de Hilbert de L2(U) = L2(U, dA) (ver, por

ejemplo, [6], [19]) que consisten de las funciones diferenciables tales que ∂zf = 0 y ∂zf = 0,

respectivamente, donde

∂z :=
∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
, ∂z :=

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
.

Además, los subespacios están relacionados mediante el operador anti-lineal

C : L2(U)→ L2(U), Cf = f. (1.1)

Es claro que C(A2(U)) = Ã2(U), pues ∂zf = ∂zf .

La proyección de Bergman BU y la proyección de anti-Bergman B̃U son las proye-

cciones ortogonales del espacio de Lebesgue L2(U) sobre sus subespacios A2(U) y Ã2(U),

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

respectivamente. También, es claro que B̃U = CBUC. Para el semiplano superior com-

plejo, Π = {z ∈ C : Im z > 0}, esas proyecciones están dadas por (ver, por ejemplo, [40,

Chapter 3], [45, Chapter 4])

(BΠf)(z) = − 1

π

∫
Π

f(w)

(z − w)2
dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π,

(B̃Πf)(z) = − 1

π

∫
Π

f(w)

(z − w)2
dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π.

De acuerdo con [6, Chapter 2], para un dominio acotado múltiplemente conexo, U ⊂ C,

con frontera suficientemente suave, las proyecciones de Bergman y anti-Bergman están

representadas por

BU = I − SUS∗U +K, B̃U = I − S∗USU + K̃, (1.2)

donde SU y S∗U son operadores integrales singulares bidimensionales acotados en el espacio

L2(U) (ver [25], [26]) y definidos, para f ∈ L2(U) y z ∈ U , por

(SUf)(z) = − 1

π

∫
U

f(w)

(w − z)2
dA(w),

(S∗Uf)(z) = − 1

π

∫
U

f(w)

(w − z)2
dA(w),

(1.3)

y los operadores K y K̃ son compactos en el espacio L2(U). Claramente, S∗U = CSUC es

el operador adjunto para SU .

Si U = Π, entonces K = K̃ = 0 y, por lo tanto, (1.2) toma la forma (ver, por ejemplo,

[40, Theorem 3.5.7]):

BΠ = I − SΠS
∗
Π, B̃Π = I − S∗ΠSΠ. (1.4)

Por otro lado, si la frontera de un dominio U admite ángulos diferentes de π, entonces las

fórmulas (1.2) y (1.4), en general, no son ciertas. Por ejemplo (ver [20, Theorem 5.3]),

esto pasa para los sectores abiertos

Kα =
{
z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, πα)

}
(α ∈ (0, 2]) (1.5)

si α ∈ {1/m : m = 2, 3, . . .}.
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Además, las proyecciones de Bergman y anti-Bergman de dominios arbitrarios en C se

encuentran relacionados. Si U, V ⊂ C son dominios arbitrarios, para los cuales existe una

biyección anaĺıtica ϕ : U → V , entonces definimos el operador de desplazamiento unitario

Wϕ : L2(V )→ L2(U), (Wϕf)(z) = f(ϕ(z))ϕ′(z), z ∈ U.

Notemos que W ∗
ϕ = Wϕ−1 = W−1

ϕ y que el operador Wϕ preserva espacios de Bergman.

Definiendo W̃ϕ := cϕWϕ, con cϕ := ϕ′/ϕ, el operador W̃ϕ es unitario y, también, preserva

espacios de Bergman. Aśı, se tiene la siguiente proposición (ver [18], [43], [45]).

Proposición 1.0.1. Si se tienen las condiciones arriba mencionadas, entonces las si-

guientes relaciones se cumplen:

i) WϕBV W
∗
ϕ = BU ;

ii) W̃ϕ B̃V W̃
∗
ϕ = B̃U ;

iii) Wϕ aI W
∗
ϕ = (a ◦ ϕ) I, para toda a ∈ L∞(V );

iv) KU(z, w) = ϕ′(w)KV (ϕ(z), ϕ(w))ϕ′(z), donde K es el núcleo de Bergman.

1.1 El principio local de Allan-Douglas

Sean A un álgebra C∗ con unidad y Z una subálgebra C∗ central de A que contiene a

la identidad de A. Denotamos por M(Z) al espacio de ideales maximales de Z. Si a

cada x ∈ M(Z) le asociamos el ideal bilátero cerrado Ix de A generado por el ideal x

de Z, entonces Ix = xA (ver [3, Proposition 8.6]). Consideremos el álgebra cociente C∗

Ax := A/Ix y el homomorfismo canónico πx : A→ Ax.

Tenemos el principio local de Allan-Douglas. (ver [5, Theorem 1.34], [7, Thorem 7.47]).

Teorema 1.1.1. Sea A un álgebra C∗ con unidad que satisface las condiciones men-

cionadas arriba.

(i) Si a ∈ A, entonces a es invertible en A, si y solo si, para toda x ∈ M(Z) la clase

lateral ax := πx(a) es invertible en Ax.
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(ii) Para cada a ∈ A, la función

M(Z)→ R+, x 7→ ‖ax‖

es semicontinua superiormente. Si a ∈ A y la clase lateral ax0 ∈ Ax0 es invertible

en Ax0 para algún x0 ∈M(Z), entonces las clases laterales ax son invertibles en Ax

para toda x en alguna vecindad de x0.

(iii) Para cada a ∈ A, se tiene ‖a‖ = máx x∈M(Z)‖ax‖.

Definición 1.1.1. Decimos que dos elementos a, b ∈ A son localmente equivalentes en un

punto x ∈M(Z) si a− b ∈ Ix, y en ese caso escribimos a
x∼ b.

1.2 Álgebra C∗ de operadores de tipo convolución con

datos homogéneos

Los resultados de esta sección se deben esencialmente a la descomposición de Plamenevsky

de la transformada de Fourier multidimensional [27]. Tal técnica también se aplicó en [15],

donde los resultados de Plamenevsky fueron extendidos al caso bidimensional.

Siguiendo [27] y [15], para λ ∈ C tal que Imλ > 0 y λ 6= ik, k = 1, 2, . . ., definimos los

operadores E(λ) ∈ L2(T), sobre funciones u ∈ C∞(T), por

(E(λ)u)(τ) = γ(λ)

∫
T
(−τ · ω + i0)−iλ−1u(ω) dω, τ ∈ T, (1.6)

donde dω es la medida de longitud en T,

γ(λ) =
1

2π
Γ(1 + iλ) eπ(i−λ)/2 (1.7)

y la expresión (t± i0)µ, para t ∈ R y µ ∈ C, se entiende en el sentido de distribuciones:

(t± i0)µ =


tµ+ + e±iπµ tµ− si µ 6= −1,−2, . . . ,

tµ ± (−1)µ
iπ

(−µ− 1)!
δ(−µ−1)(t) si µ = −1,−2, . . . ,



1.2. ÁLGEBRAS CON DATOS HOMOGÉNEOS 5

tµ+ = 0 para t ≤ 0, tµ+ = eµ log t para t > 0, y tµ− = (−t)µ+.

Para Imλ ≤ 0, la integral (1.6) es definida en el sentido de continuación anaĺıtica,

porque para toda u ∈ C∞(T), la función λ 7→ E(λ)u(t) admite una continuación anaĺıtica

en el plano complejo menos los polos λ = ik (k = 1, 2, . . .) de la función Γ en (1.7) (ver

[27]). El operador inverso E(λ)−1 está dado por

(E(λ)−1v)(ω) = γ(−λ)

∫
T
(ω · τ + i0)iλ−1v(τ)dτ, λ 6= −ik, k = 1, 2, . . . .

Por [27, Proposition 4.4], los operadores E(λ) son unitarios para toda λ ∈ R. Aunque las

funciones λ 7→ E(λ)±1 no son continuas (en sentido de la norma), tenemos el siguiente

resultado.

Lema 1.2.1. [12, Lemma 2.2] Para toda b ∈ C(T), la función

R→ B(L2(T)), λ 7→ E(λ)−1bE(λ)

es acotada y continua (en sentido de la norma).

Pasando a coordenadas polares en el plano, obtenemos la descomposición

L2(R2) = L2(R+, rdr)⊗ L2(T).

Aśı, los productos tensoriales M ⊗ I y M−1 ⊗ I considerarán esta descomposición, donde

M es la transformada de Mellin y M−1 es su inversa, las cuales están dadas por

M : L2(R+, rdr)→ L2(R), (Mv)(λ) =
1√
2π

∫
R+

v(r)r−iλdr,

M−1 : L2(R)→ L2(R+, rdr), (M−1u)(r) =
1√
2π

∫
R
u(λ)riλ−1dλ.

Para una función, cuya imagen es un operador,

R→ B(L2(T)), λ 7→ L(λ),

denotaremos por I ⊗λ L(λ) al operador en B
(
L2(R)⊗ L2(T)

)
dado por la fórmula

[(I ⊗λ L(λ))f ](λ, t) = [L(λ)f(λ, ·)](t), (λ, t) ∈ R× T. (1.8)
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Si F : L2(R2)→ L2(R2) es la transformada de Fourier, definida por

(Fu)(x) =
1

2π

∫
R2

u(t)e−ix·t dt, x ∈ R2, (1.9)

donde x ·t es el producto escalar de vectores x, t ∈ R2, y F−1 es la transformada de Fourier

inversa, entonces, de acuerdo a [15, Proposition 2.4] (ver también [27, Proposition 2.1]),

tenemos la descomposición F = (M−1 ⊗ I)(V ⊗ I)(I ⊗λ E(λ))(M ⊗ I), donde V es el

operador de reflexión V : L2(R)→ L2(R), definido por (V f)(λ) = f(−λ) para λ ∈ R, y el

operador I ⊗λ E(λ) está dado de acuerdo a (1.8).

Además, si PC(T) es el álgebra C∗ de las funciones continuas a trozos, con valores

complejos, definidas sobre el ćırculo unitario T, H(PC(T)) es el álgebra C∗ de las funciones

homogéneas de orden cero en L∞(C) cuyas restricciones a T pertenecen a PC(T) y, para

toda τ ∈ T y toda t > 0,

ĺım
θ→+0

a(teiθτ) = ĺım
θ→+0

a(eiθτ), ĺım
θ→−0

a(teiθτ) = ĺım
θ→−0

a(eiθτ),

y H(C(T)) es el álgebra C∗ que consiste de las funciones a ∈ H(PC(T)) tales que a|T ∈

C(T), entonces definimos a R como la subálgebra C∗ de B(L2(R2)) generada por los

operadores de multiplicación A = aI, con a ∈ H(PC(T)), y por los operadores integrales

singulares bidimensionales F−1bF , con b ∈ H(C(T)).

Tomando a ∈ H(PC(T)) y b ∈ H(C(T)), obtenemos las igualdades (ver [15]):

(M ⊗ I)(aI)(M−1 ⊗ I) = I ⊗ (a|T)I,

(M ⊗ I)(F−1bF )(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ (E(λ)−1(b|T)E(λ)),
(1.10)

donde la función λ 7→ E(λ)−1(b|T)E(λ) es acotada y continua (en sentido de la norma)

por el Lema 1.2.1.

Dada λ ∈ R, introducimos el álgebra C∗ Ωλ ⊂ B(L2(T)) generada por los operadores

aI y E(λ)−1bE(λ) (a ∈ PC(T), b ∈ C(T)).

Si Ω es el álgebra C∗ de funciones acotadas, continuas (en sentido de la norma) y cuya

imagen es un operador

U : R→ B(L2(T)), λ 7→ U(λ) ∈ Ωλ, (1.11)
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dotada con la norma ‖U‖ = sup
λ∈R
‖U(λ)‖, entonces, usando la notación (U(λ))λ∈R para la

función (1.11), obtenemos lo siguiente.

Proposición 1.2.1. [15, Proposition 2.5] El álgebra C∗ R es isomorfa a una subálgebra

C∗ de Ω. El isomorfismo está dado sobre los generadores, aI (a ∈ H(PC(T))) y F−1bF

(b ∈ H(C(T))), de R por

aI 7→ ((a|T)I)λ∈R, F−1bF 7→ (E(λ)−1(b|T)E(λ))λ∈R.

De la fórmula para la transformada de Fourier de los núcleos de operadores integrales

singulares bidimensionales (ver, por ejemplo, [26, Chapter X, p. 249]) se sigue que

SC = F−1h̃−1F, S∗C = F−1h̃F,

donde la transformada de Fourier F actúa sobre L2(R2) por (1.9), y la función h̃ ∈

H(C(T)) está dada por h̃(z) = z/z, para toda z ∈ C. Por lo tanto, SC, S
∗
C ∈ R y,

por (1.10),

(M ⊗ I)SC(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ S(λ),

(M ⊗ I)S∗C(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ S∗(λ),

donde los operadores S(λ), S∗(λ) ∈ Ωλ ⊂ B(L2(T)) están dados, para λ ∈ R, por

S(λ) := E(λ)−1h−2E(λ), S∗(λ) := E(λ)−1h2E(λ), h(t) = t (t ∈ T). (1.12)

1.3 Un álgebra C∗ generada por proyecciones

En [12], establecimos un isomorfismo de álgebras C∗, entre el álgebra C∗ A y un álgebra C∗

de sumas ortogonales de matrices finitas. En el caso r = 1, tal isomorfismo fue construido

en [44], para arbitrarios n, r ∈ N y proyecciones ortogonales dos a dos Pk, tal isomorfismo

fue establecido en [18], y en el caso n = 1 fue obtenido en [17].

Consideramos a Cn como el álgebra C∗ de vectores con entradas complejas x =

(x1, . . . , xn), dotada con las operaciones usuales de suma y multiplicación por escalares

complejos, la multiplicación entrada a entrada, el adjunto x∗ = (x̄1, . . . , x̄n), y la norma
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‖x‖ = máx
{
|x1|, . . . , |xn|

}
. Además, sean 〈x, y〉 el producto interno en un espacio de

Hilbert H, δk,j el śımbolo de Kronecker, e Ik la matriz identidad de k × k. Denotaremos

por H1

.
+ H2

.
+ . . .

.
+ Hn la suma directa de espacios de Hilbert H1, H2, . . . , Hn que

consiste de elementos x1 + x2 + . . . + xn, con xi ∈ Hi, tales que si
∑n

i=1 xi = 0, entonces

xi = 0, para toda i = 1, 2, . . . , n.

La demostración del siguiente teorema fue obtenida de [12, Theorem 6.1]

Teorema 1.3.1. Sea H un espacio de Hilbert y sean Qi, Pk (i = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, ..., r)

proyecciones autoadjuntas en B(H) que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) QiQj = 0 (i, j = 1, 2, ..., n; i 6= j);

(ii)
∑n

i=1Qi = I;

(iii) Pk (k = 1, 2, ..., r) son proyecciones unidimensionales;

(iv)
⋂r
k=1(Im Pk)

⊥ ∩ Im Qi 6= {0}, i = 1, 2, ..., n;

(v) si v1, ..., vr son los generadores, con norma uno, de los espacios Im P1, ..., Im Pr,

respectivamente, entonces los vectores Qiv1, ..., Qivr son linealmente independientes,

para toda i = 1, 2, ..., n.

Sean A la subálgebra C∗ de B(H) generada por las proyecciones Qi (i = 1, 2, ..., n)

y Pk (k = 1, 2, ..., r), S = diag{Si}ni=1 donde las Si son matrices invertibles en Cm×m

que transforman los sistemas νi = {Qiv1, Qiv2, ..., Qivr}, de vectores linealmente indepen-

dientes en H, en sistemas ortonormales, y S la subálgebra C∗ de Crn×rn generada por

las matrices, Q̃i = diag{δi,jIr}nj=1 y SP̃kS
−1, con i = 1, 2, ..., n y k = 1, 2, ..., r, donde

P̃k =
(
diag{δk,j}rj=1Es,i

)n
s,i=1

y

Es,i =


〈Qiv1, Qiv1〉 〈Qiv2, Qiv1〉 · · · 〈Qivr, Qiv1〉

〈Qiv1, Qiv2〉 〈Qiv2, Qiv2〉 · · · 〈Qivr, Qiv2〉
...

...
. . .

...

〈Qiv1, Qivr〉 〈Qiv2, Qivr〉 · · · 〈Qivr, Qivr〉

 ∈ Cr×r.
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Entonces, el mapeo σ definido, sobre los generadores de A, por

Qi 7→ (δi,1 ⊕ δi,2 ⊕ · · · ⊕ δi,n)⊕ Q̃i (i = 1, 2, ..., n),

Pk 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ SP̃kS−1 (k = 1, 2, ..., r),
(1.13)

se extiende a un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ A sobre el álgebra C∗ Cn ⊕S.

Demostración. Sean Mi := Im Qi (i = 1, 2, ..., n) y Lk := Im Pk (k = 1, 2, ..., r). Para

toda k, fijamos a vk, un generador de norma uno de Lk. Dividimos la prueba en varios

pasos.

1) Como las proyecciones Q1, ..., Qn y P1, ..., Pr son autoadjuntas, los subespacios cer-

rados H0 := (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥r ∩M1) ⊕ · · · ⊕ (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥r ∩Mn) y M := H⊥0 de H son

invariantes con respecto a esas proyecciones:

QiH0 = L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥r ∩Mi, PkH0 = {0}, QiM ⊂M, PkM ⊂M.

2) Consideremos las restricciones

Q′i := Qi|M (i = 1, 2, ..., n) y P ′k := Pk|M (k = 1, 2, ..., r).

Por (i), Q′iQ
′
j = δi,jQ

′
i, y por (ii), Q′iQ

′
j y I ′ = Q′1 + · · · + Q′n, donde I ′ es el operador

identidad sobre M, lo cual implica que M = Im Q′1 ⊕ · · · ⊕ Im Q′n.

3) Por 1), Qi(M) ⊂ M ′
i := Mi ∩M. Por otro lado, M ′

i ⊂ Qi(M) porque y = Qi(y)

para toda y ∈M ′
i . Aśı, M ′

i = Qi(M) = Im Q′i y por lo tanto

M = M ′
1 ⊕ · · · ⊕M ′

n.

4) Además, tenemos que Lk ⊂ M para toda k = 1, ..., r. En efecto, representando a

cada elemento lk ∈ Lk en la forma lk = (
∑n

i=1 xi) + y donde y ∈ M y xi ∈ (L⊥1 ∩ · · · ∩

L⊥r ∩Mi), obtenemos

0 = 〈lk, xi〉 = ||xi||2 + 〈y, xi〉 = ||xi||2.

Aśı, toda xi = 0 y por lo tanto, lk ∈M.

5) Consideremos los operadores

Πi = (P1 + · · ·+ Pr)|M ′i (i = 1, 2, ..., n).
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Si g ∈M ′
i(= Mi∩M) y Πi(g) = 0, entonces P1(g)+ · · ·+Pr(g) = 0. Por (iii), Pk(g) = ckvk

para toda k = 1, 2, ..., r, donde vk es un generador, con norma uno, del espacio Im Pk y

ck ∈ C. Entonces, c1v1 + ...+ crvr = 0, lo cual implica que

c1Qiv1 + · · ·+ crQivr = 0 (i = 1, 2, ..., n).

Como los vectores Qiv1, ..., Qivr son linealmente independientes para cada i = 1, 2, ..., n

en vista de (v), deducimos que ck = 0, y por lo tanto Pk(g) = ckvk = 0 para toda

k = 1, 2, ..., r. Por consiguiente,

Πi : M ′
i → L1 u · · ·u Lr (i = 1, 2, ..., n).

Por otro lado, como Pk(g) = 0 para toda k = 1, 2, ..., r, concluimos que g ∈ L⊥1 ∩ · · · ∩L⊥r .

Aśı,

g ∈ (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥r ∩Mi) ∩M = {0},

y por lo tanto, cada operador Πi es inyectivo.

6) Aseguramos que dim M ′
i = m para toda i = 1, 2, ..., n. En efecto, como vk ∈ Lk ⊂

M para k = 1, 2, ...r, Qi(M) = M ′
i y los vectores Qiv1, ..., Qivr ∈ M ′

i son linealmente

independientes en vista de (v), concluimos que dim M ′
i ≥ r. Por otro lado, como Πi :

M ′
i → L1u · · ·uLr es un operador inyectivo y dim (L1u · · ·uLr) = r (ver (iii)), se sigue

que dim M ′
i ≤ r, lo cual prueba nuestra afirmación.

7) Como dim M ′
i = r, inferimos de (i) y (v) que el sistema

ν = {Q1v1, ..., Q1vr, Q2v1, ..., Q2vr, ..., Qnv1, ..., Qnvr}.

es una base ordenada de M. Obviamente, las representaciones matriciales de las proyec-

ciones Q′i ∈ B(M), con respecto a la base ν, tienen la forma

Q̃i = diag{δi,jIr}nj=1, i = 1, 2, ...n.

Además, para toda k, j = 1, 2, ..., r y toda i = 1, 2, ...n, obtenemos

Pk(Qivj) = 〈Qivj, vk〉vk = 〈Qivj, Qivk〉vk = 〈Qivj, Qivk〉(Q1vk + · · ·+Qnvk).
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De esto se sigue que las representaciones matriciales de las proyecciones P ′k ∈ B(M),

relativas a la base ν, son de la forma

P̃k =
(
diag{δk,j}rj=1Es,i

)n
s,i=1

, k = 1, 2, ..., r,

donde las matrices Es,i fueron descritas al enunciar el teorema.

8) Aplicando el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt podemos obtener una

base ortonormal ν0 de M a partir de la base ν. Aśı, existe una matriz invertible S =

diag{Si}ni=1 ∈ Crn×rn tal que las representaciones matriciales de P ′k, relativas a la base ν0,

son de la forma SP̃kS
−1, respectivamente. Obviamente, las representaciones matriciales

de Q′i en la base ν0 preservan la forma de Q̃i.

9) De acuerdo a la descomposición

H = (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥r ∩M1)⊕ · · · ⊕ (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥r ∩Mn)⊕M

donde, por (iv),
⋂r
k=1(Im Pk)

⊥∩ Im Qi 6= {0} para toda i = 1, 2, ..., n, y M es tomada con

la base ν0, obtenemos las representaciones (1.13) de los generadores Qi y Pk del álgebra

C∗ A en el álgebra C∗ Cn⊕G. Aśı, existe un isomorfismo-∗ entre álgebras C∗, del álgebra

C∗ A sobre el álgebra C∗ D de Cn ⊕S, generada por los elementos

Qi 7→ (δi,1 ⊕ δi,2 ⊕ · · · ⊕ δi,n)⊕ Q̃i (i = 1, 2, ..., n),

Pk 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ SP̃kS−1 (k = 1, 2, ..., r).
(1.14)

�

Las matrices σ(A) ∈ Cn ⊕S son llamadas los śımbolos de los operadores A ∈ A.

Corolario 1.3.1. Un operador A ∈ A es invertible en el espacio de Hilbert H, si y solo

si, su śımbolo σ(A) ∈ Cn ⊕S es invertible en Cn ⊕ Crn×rn.

Sean Mi := Im Qi (i = 1, 2, ..., n) y Lk := Im Pk (k = 1, 2, ..., r), definimos H0 :=

(L⊥1 ∩· · ·L⊥r ∩M1)⊕· · ·⊕(L⊥1 ∩· · ·L⊥r ∩Mr) y M := H⊥0 . Consideremos la base ortonormal

ν0 :=
{
e

(1)
1 , . . . , e(1)

r , e
(2)
1 , . . . , e(2)

r , . . . , e
(n)
1 , . . . , e(n)

r

}
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de M obtenida de la base ordenada

ν = {Q1v1, . . . , Q1vr, Q2v1, . . . , Q2vr, . . . , Qnv1, . . . , Qnvr}

por el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt. Como las proyecciones Q1, . . . , Qn

son ortogonales dos a dos, podemos aplicar ortogonalización de forma separada a cada

sistema νi := {Qiv1, . . . , Qivr}. Aśı, para i = 1, 2, . . . , n y k, j = 1, 2, . . . , r, obtenemos las

siguientes fórmulas de recurrencia:

e
(i)
j = f

(i)
j /‖f (i)

j ‖, f
(i)
j = Qivj −

j−1∑
s=1

〈Qivj, e
(i)
s 〉e(i)

s ,

‖f (i)
j ‖2 = 〈Qivj, Qivj〉 −

j−1∑
s=1

|〈e(i)
s , vj〉|2 6= 0,

〈e(i)
j , vk〉 =


‖f (i)

j ‖−1
(
〈Qivj, Qivk〉 −

∑j−1
s=1 〈e

(i)
s , vj〉〈e(i)

s , vk〉
)

if j < k,

‖f (i)
k ‖ if j = k,

0 if j > k.

(1.15)

Además, por la prueba de [18, Lemma 8.5], concluimos que las entradas
[
B

(i,τ)
k

]
s,j

(s, j =

1, 2, . . . , r) de los bloques

B
(i,τ)
k = Si

(
diag

{
δk,l
}r
l=1
Ei,τ

)
S−1
τ ∈ Cr×r

de la matriz SP̃kS
−1 =

[
B

(i,τ)
k

]n
i,τ=1

están dadas por las fórmulas

[
B

(i,τ)
k

]
s,j

=

〈e
(i)
s , vk〉〈e(τ)

j , vk〉, si s, j = 1, 2, . . . , k;

0, en otro caso.

(1.16)

Aśı, todo bloque B
(i,τ)
k tiene la forma

B
(i,τ)
k =

C(i,τ)
k 0r−k

0r−k 0r−k

 , (1.17)

donde C
(i,τ)
k ∈ Ck×k y su (k, k)-entrada β

(i,τ)
k = ‖f (i)

k ‖‖f
(τ)
k ‖ es distinta de cero.

En el caso r = 2, el Teorema 1.3.1 es reforzado debido a [18, Lemma 8.6]:
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Lema 1.3.1. [12, Lemma 6.3] Si r = 2, todas las condiciones del Teorema 1.3.1 se satis-

facen y

ζ i012 := 〈Qi0v1, Qi0v2〉 6= 0 para algún i0 ∈ {1, 2, . . . , n},

entonces el álgebra C∗ Cn ⊕S coincide con Cn ⊕ C2n×2n.

1.4 Módulo de continuidad y esquinas Dini-suaves

1.4.1 Módulo de continuidad y sus propiedades

Definición 1.4.1. Si una función f es continua en un segmento [a, b] ⊂ R, entonces su

módulo de continuidad está definido por

ωf (t) := sup
x1,x2∈[a,b], |x1−x2|≤t

|f(x1)− f(x2)|, para todo t ∈ [0, b− a].

Para cualquier función continua f dada en [a, b], su módulo de continuidad ωf (t) =:

ω(t), definido para t ∈ [0, b− a], tiene las siguientes propiedades (ver [37, Section 3.2]):

(i) ω(0) = 0,

(ii) ω es una función creciente,

(iii) ω es una función continua,

(iv) ω es una función semi-aditiva, es decir, ω(t1 +t2) ≤ ω(t1)+ω(t2) para toda t1, t2 ≥ 0

con t1 + t2 ≤ b− a.

Además, esas son propiedades caracteŕısticas, es decir, cualquier función ω que tenga esas

propiedades es un módulo de continuidad de una función continua en [a, b]. Esto nos

permite dar la siguiente definición.

Definición 1.4.2. Cualquier función ω que satisfaga (i)-(iv) se llamará módulo de con-

tinuidad.

Por otro lado, si una función ω tiene las propiedades (i)-(iii) y la propiedad
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(v) la función t 7→ ω(t)/t es creciente en [0, b− a],

entonces ω es un módulo de continuidad. Más aún, si ω tiene las propiedades (i)-(iii),

entonces la función

ω∗(t) := t inf
0<x≤t

ω(x)

x
definida para t ∈ [0, b− a] (1.18)

es un módulo de continuidad porque tiene las propiedades (i)-(iii) y (v). Si las funciones

ω y ω∗ son módulos de continuidad, entonces

1

2
ω(t) ≤ ω∗(t) ≤ ω(t), para toda t ∈ [0, b− a], (1.19)

donde la desigualdad de la izquierda en (1.19) se deduce de la propiedad (iv) para ω. Aśı,

para cualquier módulo de continuidad ω, existe el módulo de continuidad ω∗ dado por

(1.18) que tiene la propiedad (v) y satisface (1.19).

Por lo tanto, debido a (1.18)–(1.19), es suficiente pedir para ω solo las propiedades

(i)-(iii). Más aún, podemos considerar un módulo de continuidad como una función ω :

[0,∞]→ [0,∞] tal que

ĺım
t→0

ω(t) = ω(0) = 0. (1.20)

De hecho, si (1.20) es cierta, entonces, para toda t ∈ (0,∞), la función

t 7→ ω1(t) := sup
0<x≤t

ω(x) es creciente, y ω1(t) ≥ ω(t);

y la función

t 7→ ω2(t) :=
1

t

∫ 2t

t

ω1(x)dx también es continua, y ω2(t) ≥ ω1(t).

Aśı, la función ω2 tiene todas las propiedades (i)-(iii).

En este trabajo, vamos a asumir que un módulo de continuidad es una función ω :

[0,∞]→ [0,∞] que posee las propiedades (i)-(iii) y (v) para toda t ∈ [0,∞].

Si {ων}ν∈N es un conjunto finito de módulos de continuidad con esas propiedades, en-

tonces las funciones ωΣ :=
∑

ν∈N ων y ωM := máx ν∈Nων también tienen esas propiedades,

y ων ≤ ωM ≤ ωΣ.

Bajo estas condiciones damos la siguiente definición.
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Definición 1.4.3. Decimos que un módulo de continuidad ω es de la clase de Dini si∫ δ

0

ω(t)

t
dt <∞, para cualquier δ > 0.

Si una función f es uniformemente continua en un conjunto conexo A ⊂ C, su módulo

de continuidad está definido como

ωf (t) := sup
{
|f(z1)− f(z2)| : z1, z2 ∈ A, |z1 − z2| ≤ t

}
, para t ≥ 0.

Definición 1.4.4. Una función f : A → C se dice Dini-continua en A si existe una

constante Af ≥ 0 tal que

ωf (t) ≤ Af ω(t), para toda t ∈ diámA,

donde ω es un módulo de continuidad de la clase de Dini.

1.4.2 Dominios con frontera Dini-suave y esquinas Dini-suaves

Para ζ ∈ C y ρ > 0, tomamos los conjuntos D(ζ, ρ) := {z ∈ C : |z − ζ| < ρ} y

D := D ∪ T, donde este último es la cerradura del disco unitario abierto D := D(0, 1) y

T := {z ∈ C : |z| = 1}. De [28, Section 2.2], tenemos la siguiente definición.

Definición 1.4.5. Un conjunto cerrado A ⊂ C se dice que es localmente conexo si para

toda ε > 0 existe una δ > 0 tal que, para cualesquiera dos puntos a, b ∈ A con |a− b| < δ

existe un continuo B (un conjunto compacto y conexo con más de un punto) tal que

a, b ∈ B ⊂ A y diámB < ε, donde diámB es el diámetro euclidiano de B.

Sea f un mapeo conforme del disco unitario abierto D sobre un dominio U ⊂ C, el

cual tiene una extensión continua a D. Si U es un dominio acotado, entonces, por [28,

Theorem 2.1], las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) el mapeo conforme f : D→ U tiene una extensión continua a D;

(ii) la frontera ∂U de U es una curva, es decir, ∂U = {ϕ(z) : z ∈ T} con una función

continua ϕ;
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(iii) el conjunto ∂U es localmente conexo.

Esto resulta cierto para dominios no acotados U ⊂ C si la métrica esférica

d](z, w) =



|z − w|
(1 + |z|2)1/2(1 + |w|2)1/2

si z, w ∈ C,

1/(1 + |z|2)1/2 si z ∈ C, w =∞,

0 si z = w =∞

es usada en lugar de la métrica euclidiana |z−w|. En general, la extensión de f a D no es

biyectiva, y distinguiremos los puntos f(z1), f(z2) ∈ ∂U para puntos diferentes z1, z2 ∈ T

si f(z1) = f(z2).

Las siguientes definiciones se encuentran en [28, Section 3.3] y [28, Section 3.4], respec-

tivamente.

Definición 1.4.6. Decimos que una curva C ⊂ C es Dini-suave si tiene una parametriza-

ción C : w = w(τ), τ ∈ [0, 2π] tal que la función τ 7→ w′(τ) es Dini-continua y w′(τ) 6= 0

para toda τ ∈ [0, 2π].

Definición 1.4.7. Decimos que la frontera ∂U de un dominio U ⊂ C tiene una esquina

Dini-suave de apertura πα (0 < α ≤ 2) en f(ζ) si existen arcos cerrados A± ⊂ T, que

terminan en ζ ∈ T y permanecen en lados opuestos de ζ, que son mapeados sobre los arcos

de Jordan Dini-suaves C+ y C− formando el ángulo πα en f(ζ).

Teorema 1.4.1. [28, Theorem 3.9] Si ∂U tiene una esquina Dini-suave de apertura πα

(0 < α ≤ 2) en f(ζ) 6=∞, entonces las funciones

f(z)− f(ζ)

(z − ζ)α
y

f ′(z)

(z − ζ)α−1

son continuas y están separadas de 0 e ∞ en D ∩D(ζ, ρ), para algún ρ > 0.

Si ∞ ∈ ∂U , entonces decimos que ∂U tiene una esquina de apertura πα (0 < α ≤ 2)

en ∞ si w → 1/w lo lleva a una esquina de apertura πα en 0, y decimos que la esquina

en ∞ es Dini-suave si la correspondiente esquina en 0 es Dini-suave.



Caṕıtulo 2

Álgebras con datos continuos a

trozos sobre dominios poligonales

acotados

En este caṕıtulo, para cualquier α ∈ (0, 2], construimos un cálculo simbólico y estudiamos

la invertibilidad del álgebra C∗

AKα = álg
{
aI,BKα , B̃Kα : a ∈ C(Lω)

}
,

generada por los operadores de multiplicación aI (a ∈ C(Lω)) y por las proyecciones

de Bergman y anti-Bergman, BKα , B̃Kα , que actúan en el espacio de Lebesgue L2(Kα)

definido sobre el sector abierto Kα dado por (1.5), donde C(Lω) es el conjunto de funciones

constantes a trozos sobre Kα, con discontinuidades en la unión finita Lω =
⋃N−1
j=1 Lj de

rayos Lj = {reiθj : r ≥ 0} (j = 1, 2, . . . , N − 1) asociados con la tupla

ω := (θ0, θ1, . . . , θN−1, θN), 0 = θ0 < θ1 < . . . < θN−1 < θN = πα.

Después, para cualquier dominio poligonal acotado y simplemente conexo U , cuya

frontera es una curva de Jordan con posibles cortes y los lados de los cortes son distinguidos,

construimos un cálculo simbólico de Fredholm y estudiamos la propiedad de Fredholm para

17



18 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS CON DATOS EN DOMINIOS POLIGONALES

el álgebra C∗

BU = álg
{
aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)

}
⊂ B(L2(U)),

generada por la proyección de Bergman BU , la proyección de anti-Bergman B̃U , y por los

operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos con discontinuidades en una

unión finita L de segmentos de ĺıneas rectas en U . Aśı, generalizamos los resultados de los

art́ıculos [12] y [17].

2.1 El álgebra C∗ AKα

Dada α ∈ (0, 2], obtenemos las representaciones de las proyecciones de Bergman, BKα ,

y anti-Bergman, B̃Kα , del espacio L2(Kα), definido en el sector abierto Kα dado por

(1.5), sobre los espacios A2(Kα) y Ã2(Kα), respectivamente, v́ıa los operadores integrales

singulares bidimensionales SΠ y S∗Π, definidos por (1.3) con U = Π. Obviamente, K1

coincide con el semiplano superior complejo Π y entonces tales representaciones están

dadas por (1.4).

Definimos el operador isométrico de desplazamiento

Wα : L2(Kα)→ L2(Π), (Wαf)(z) = αzα−1f(zα) para z ∈ Π, (2.1)

e identificando a BKα y B̃Kα con los operadores χKαBKαχKαI y χKαB̃KαχKαI, que actúan

en el espacio L2(C), obtenemos la siguiente modificación de [20, Theorem 5.3].

Lema 2.1.1. [17, Lemma 3.1] Para toda α ∈ (0, 2], las proyecciones de Bergman y anti-

Bergman, sobre el espacio L2(Kα), son proyecciones autoadjuntas que tienen, respectiva-

mente, la forma

BKα = W−1
α BΠWα = I −W−1

α SΠS
∗
ΠWα,

B̃Kα = CW−1
α BΠWαC = I − CW−1

α SΠS
∗
ΠWαC,

donde el operador de desplazamiento Wα está dado por (2.1) y el operador C está dado

por (1.1), para U = Kα.

Consideremos el arco γα := {eiτ : τ ∈ [0, απ]} del ćırculo unitario T, el semićırculo

superior T+ := γ1, χB la función caracteŕıstica de un conjunto B ⊂ C y χ+ := χT+ .
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Lema 2.1.2. Si α ∈ (0, 2], entonces

(M ⊗ I)(χΠWαχKαI)(M−1 ⊗ I) = U1/α ⊗ (χ+ŨαχγαI), (2.2)

donde U1/α ∈ B(L2(R)) y Ũα : L2(γα) → L2(T+) son operadores unitarios dados, respec-

tivamente, por

[U1/αψ](λ) = (1/α)1/2ψ(λ/α), para toda λ ∈ R,

[Ũαφ](t) = α1/2tα−1φ(tα), para toda t ∈ T+.

Demostración. Las igualdades

χΠWαχKαI = WαχKαI = χΠWα, χ+ŨαχγαI = ŨαχγαI = χ+Ũα

son ciertas en L2(C) y L2(T), respectivamente, y

(M ⊗ I)χKα(M−1 ⊗ I) = I ⊗ χγα .

Dada una función f ∈ L2(R)⊗ L2(T), para (λ, t) ∈ R× T, tenemos

[(M ⊗ I)(χΠWαχKαI)(M−1 ⊗ I)f ](λ, t) =
χΠ(t)√

2π

∫
R+

[Wαχγα(M−1 ⊗ I)f ](r, t)r−iλdr

=
χ+(t)√

2π

∫
R+

αrα−1tα−1[(M−1 ⊗ I)f ](rα, tα)r−iλdr

=
χ+(t)tα−1

√
2π

∫
R+

[(M−1 ⊗ I)f ](ρ, tα)ρ−iλ/αdρ

=
χ+(t)tα−1

√
2π

∫
R+

(
1√
2π

∫
R
f(µ, tα)ρiµ−1dµ

)
ρ−iλ/αdρ = χ+(t)tα−1f(λ/α, tα)

= [U1/α ⊗ (χ+ŨαχγαI)f ](λ, t),

de donde se obtiene (2.2). �

Lema 2.1.3. Si C : L2(C)→ L2(C) es el operador antilineal (1.1), entonces

(M ⊗ I)C(M−1 ⊗ I) = ĈV ⊗ C̃ (2.3)

donde V ∈ B(L2(R)) es el operador de reflexión y los operadores antilineales Ĉ : L2(R)→

L2(R) y C̃ : L2(T)→ L2(T) actúan por Ĉf = f y C̃f = f , respectivamente.
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Demostración. Para f ∈ L2(R)⊗ L2(T) y (λ, t) ∈ R× T, tenemos

[(M ⊗ I)C(M−1 ⊗ I)f ](λ, t) =
1√
2π

∫
R+

[C(M−1 ⊗ I)f ](r, t)r−iλdr

=
1√
2π

∫
R+

[(M−1 ⊗ I)f ](r, t)riλdr = f(−λ, t) = [(ĈV ⊗ C̃)f ](λ, t),

de lo cual se deduce (2.3). �

Comenzamos a estudiar el álgebra C∗

AKα = álg {aI,BKα , B̃Kα : a ∈ C(Lω)} ⊂ B(L2(Kα))

con coeficientes constantes a trozos, que admiten discontinuidades en la unión Lω de N−1

rayos Lj asociados con la tupla ω = (θ0, . . . , θN). Los rayos Lj (j = 1, 2, . . . , N−1) dividen

al sector Kα en N sectores abiertos

Rl = {z ∈ Kα : θl−1 < arg z < θl} (l = 1, 2, . . . , N), (2.4)

donde θ0 = 0 < θ1 < . . . < θN = πα. Considerando

γα = T ∩Kα, ηl = T ∩Rl (l = 1, 2, . . . , N), (2.5)

vemos que γα \
{
eiθ1 , . . . , eiθN−1

}
=
⋃N
l=1 ηl.

Con Ω̃ denotamos al álgebra C∗ de las funciones acotadas, continuas (en sentido de la

norma) y cuya imagen es un operador

Y : R→ B(L2(T)), λ 7→ Y (λ), con ‖Y ‖ = sup
{
‖Y (λ)‖B(L2(T)) : λ ∈ R

}
.

Obviamente, el álgebra C∗ Ω̃ contiene propiamente al álgebra C∗ Ω.

Aplicando el Lema 2.1.1, los lemas [17, Lemmas 3.3, 3.4] y (1.10), inmediatamente

obtenemos la siguiente modificación de [17, Theorem 3.5].

Teorema 2.1.1. Para toda α ∈ (0, 2], el álgebra C∗ AKα es isomorfa-∗ a la subálgebra

C∗ Ω̃α,ω de Ω̃ generada por las funciones acotadas y continuas (en sentido de la norma),

R→ B(L2(T)), de la forma

λ 7→ Bα(λ), λ 7→ B̃α(λ), λ 7→ χηlI (l = 1, 2, . . . , N), (2.6)
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donde χηl es la función caracteŕıstica del arco ηl := {eiθ : θ ∈ (θl−1, θl)} y, para toda

λ ∈ R,

Bα(λ) = Ũ−1
α B1(λα)Ũα,

B̃α(λ) = (C̃Ũ−1
α C̃)B̃1(λα)(C̃ŨαC̃),

B1(λ) = χ+I − χ+S(λ)χ+S
∗(λ)χ+I,

B̃1(λ) = χ+I − χ+S
∗(λ)χ+S(λ)χ+I,

(2.7)

χ+ es la función caracteŕıstica de T+ = T∩Π, el operador de desplazamiento Ũα : L2(γα)→

L2(T+) está dado por [Ũαφ](t) = α1/2tα−1φ(tα) para toda t ∈ T+, C̃f = f sobre los

subespacios de L2(T), y los operadores S(λ), S∗(λ) ∈ B(L2(T)), para λ ∈ R, están dados

por (1.12).

La prueba está basada en las relaciones (comparar [17, Section 3]):

(M ⊗ I)BKα(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ Bα(λ),

(M ⊗ I)B̃Kα(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ B̃α(λ),

(M ⊗ I)(χRlI)(M−1 ⊗ I) = I ⊗ (χηlI) (l = 1, 2, . . . , N),

(2.8)

donde χRl es la función caracteŕıstica del sector abierto Rl dado por (2.4), y Bα(λ), B̃α(λ)

están definidos por (2.7). Claramente, el álgebra C∗ Ω̃α,ω puede ser identificada con una

subálgebra de B(L2(γα)), donde γα está dada por (2.5).

El siguiente lema generaliza a [22, Proposition 3.10], [18, Lemma 9.3] y [12, Lemma 5.2],

al caso de sectores arbitrarios Kα.

Lema 2.1.4. [17, Lemma 4.2] Para toda α ∈ (0, 2] y λ ∈ R, los operadores Bα(λ) y B̃α(λ)

son proyecciones unidimensionales en el espacio L2(γα), y los generadores, de norma uno,

de los espacios ImBα(λ), Im B̃α(λ) están dados, para t ∈ γα, por

gα,λ(t) = Gα(λ)tiλ−1, g̃α,λ(t) = gα,−λ = Gα(−λ)t1−iλ, (2.9)

respectivamente, donde

Gα(λ) :=


(

2λ

1− e−2λπα

)1/2

si λ ∈ R \ {0},

ĺım
λ→0

Gα(λ) = (πα)−1/2 si λ = 0.
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Lema 2.1.5. [17, Lemma 4.4] Para toda α ∈ (0, 2] y λ ∈ R, el producto interno 〈gα,λ, g̃α,λ〉

en el espacio L2(γα) está dado por

〈gα,λ, g̃α,λ〉 = ζα,λ := e−παiβα(λ) sen(πα), (2.10)

donde

βα(λ) := Gα(λ)Gα(−λ) =


λ

sinh(λπα)
si λ ∈ R \ {0},

(πα)−1 si λ = 0,

y por lo tanto βα(λ) 6= 0, para toda λ ∈ R, y ĺım
λ→±∞

βα(λ) = 0.

Aśı, se puede ver, del Lema 2.1.5, que para toda λ ∈ R los subespacios unidimensionales

ImBα(λ) e Im B̃α(λ) de L2(γα) no son ortogonales si α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2), mientras que

Bα(λ)B̃α(λ) = 0 para toda λ ∈ R cuando α = 1, 2.

Dadas α ∈ (0, 2], λ ∈ R y ω = (θ0, . . . , θN), definimos la subálgebra C∗

Aα,ω,λ := álg {Bα(λ), B̃α(λ), χηlI : l = 1, 2, . . . , N},

donde χηl son las funciones caracteŕısticas de los arcos ηl que surgen de la partición del

arco γα := T ∩ Kα hecha por los rayos Lj (j = 1, 2, . . . , N − 1) de B(L2(γα)), generada

por los operadores Bα(λ), B̃α(λ) y χηlI (l = 1, 2, . . . , N). Por (2.8), para toda A ∈ AKα y

λ ∈ R existe un operador Aα,ω(λ) ∈ Aα,ω,λ tal que (M⊗I)A(M−1⊗I) = I⊗λAα,ω(λ), y la

función λ 7→ Aα,ω(λ) es acotada y continua (en sentido de la norma). Como el álgebra C∗

Ω̃α,ω, generada por las funciones (2.6), puede ser considerada como Ω̃α,ω ⊂
⊕

λ∈R Aα,ω,λ,

del Teorema 2.1.1, se implica inmediatamente el siguiente criterio de invertibilidad.

Teorema 2.1.2. Dadas α ∈ (0, 2] y ω = (θ0, . . . , θN), un operador A ∈ AKα es invertible

en el espacio L2(Kα), si y solo si, los operadores Aα,ω(λ) ∈ Aα,ω,λ son invertibles en el

espacio L2(γα) para toda λ ∈ R y

sup
λ∈R

∥∥(Aα,ω(λ))−1
∥∥
B(L2(γα))

<∞.
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2.2 Cálculo simbólico e invertibilidad para el álgebra

C∗ AKα

2.2.1 Condiciones del Teorema 1.3.1

Fijamos λ ∈ R para dadas α ∈ (0, 2] y ω = (θ0, . . . , θN). Definimos las siguientes proye-

cciones en el álgebra C∗ B(L2(γα)):

P1 := Bα(λ), P2 := B̃α(λ), Ql := χηlI (l = 1, 2, . . . , N). (2.11)

Las proyecciones unidimensionales Bα(λ) y B̃α(λ) están dadas sobre L2(γα) por

Bα(λ)f = 〈f, gα,λ〉gα,λ, B̃α(λ)f = 〈f, g̃α,λ〉g̃α,λ,

donde las funciones gα,λ, g̃α,λ ∈ L2(γα) están definidas por (2.9).

Claramente, Ql son proyecciones ortogonales que satisfacen las condiciones:

QlQj = δl,jQj,
N∑
l=1

Ql = I. (2.12)

En vista de (2.11), (2.12) y Lema 2.1.4, para aplicar el Teorema 1.3.1 con n = N y r = 2

al álgebra C∗

Aα,ω,λ = álg
{
Bα(λ), B̃α(λ), Ql : l = 1, 2, . . . , N

}
⊂ B(L2(γα)), (2.13)

solo resta verificar las condiciones (iv) y (v) del teorema referido. Como cada espacio

Im(χηlI) tiene dimensión infinita, existe g ∈ Im(χηlI) tal que 0 6= g ∈ {χηlgα,λ, χηl g̃α,λ}
⊥.

Entonces, para toda l = 1, 2, . . . , N ,

0 6= g ∈ (ImP1)⊥ ∩ (ImP2)⊥ ∩ ImQl,

y aśı la condición (iv) del Teorema 1.3.1 se satisface.

Dada λ ∈ R y cualquier l ∈ {1, 2, . . . , N}, consideramos la combinación lineal agα,λ +

bg̃α,λ con constantes a, b ∈ C, y supongamos que χηl(agα,λ + bg̃α,λ) = 0. Luego, la función

ϕ(t) := agα,λ(t) + bg̃α,λ(t)
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es igual a cero, para toda t ∈ ηl. Pero la función ϕ, en vista de (2.9), admite una extensión

anaĺıtica al conjunto C \ R+, donde R+ = [0,+∞]. Como esta función es igual a cero en

el arco ηl, inferimos que ϕ(t) = 0 para toda t ∈ C \ R+ y, por lo tanto, para toda t ∈ T+.

La última igualdad implica que a = b = 0 porque, por [17, Lemma 6.1], las funciones (2.9)

son ortogonales en el espacio L2(T+), mientras que sus normas en L2(T+) son diferentes

de 0. Podemos inferir ortogonalidad de (2.10), porque

〈gα,λ, g̃α,λ〉L2(T+) =
Gα(λ)Gα(−λ)

G1(λ)G1(−λ)
〈g1,λ, g̃1,λ〉L2(T+) = 0.

Por lo tanto, las funciones gα,λ y g̃α,λ son linealmente independientes en todo arco ηl

(l = 1, 2, . . . , N), y aśı la condición (v) del Teorema 1.3.1 también se satisface.

2.2.2 Aplicación del Teorema 1.3.1

Para α ∈ (0, 2], λ ∈ R y l = 1, 2, . . . , N , consideramos los siguientes productos internos en

el espacio L2(γα):

ζ lα,11(λ) := 〈χηlgα,λ, χηlgα,λ〉, ζ lα,12(λ) := 〈χηlgα,λ, χηl g̃α,λ〉,

ζ lα,21(λ) := 〈χηl g̃α,λ, χηlgα,λ〉, ζ lα,22(λ) := 〈χηl g̃α,λ, χηl g̃α,λ〉.

Tomando en cuenta las igualdades ζ lα,21(λ) = ζ lα,12(λ) y ζ lα,22(λ) = ζ lα,11(−λ), para λ ∈ R,

podemos calcular fácilmente de (2.9) que, para λ ∈ R \ {0},

ζ lα,11(λ) =
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2λπα − 1
,

ζ lα,12(λ) =
λ

sinh(λπα)

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
,

ζ lα,21(λ) = ζ lα,12(λ) =
λ

sinh(λπα)

e2iθl − e2iθl−1

2i
,

ζ lα,22(λ) = ζ lα,11(−λ) =
e2λθl − e2λθl−1

e2λπα − 1
,

(2.14)

Por otro lado, aplicando las igualdades

ζ lα,kn(0) = ĺım
λ→0

ζ lα,kn(λ), k, n = 1, 2,
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deducimos, de (2.14), que para λ = 0,

ζ lα,11(0) =
θl − θl−1

πα
, ζ lα,12(0) =

e−2iθl − e−2iθl−1

−2παi
,

ζ lα,21(0) =
e2iθl − e2iθl−1

2παi
, ζ lα,22(0) =

θl − θl−1

πα
.

(2.15)

Como las proyeccionesQ1, Q2, . . . , QN son ortogonales por pares, tomando vα,λ,1 := gα,λ

y vα,λ,2 := g̃α,λ, inferimos, de (1.15), que para l = 1, 2, . . . , N ,

e
(l)
α,λ,1 =

Qlvα,λ,1(
ζ lα,11(λ)

)1/2
,

e
(l)
α,λ,2 =

Qlvα,λ,2 −
(
ζ lα,21(λ)/ζ lα,11(λ)

)
Qlvα,λ,1(

ζ lα,22(λ)− |ζ lα,21(λ)|2/ζ lα,11(λ)
)1/2

,

(2.16)

donde el denominador no nulo,
∥∥f (l)

α,λ,2

∥∥, de e
(l)
α,λ,2 es obtenido por la regla

∥∥f (l)
α,λ,2

∥∥ =

[
sinh2(λ(θl − θl−1)) + λ2 sinh2(i(θl − θl−1))

]1/2∣∣ sinh(λπα)
∣∣(ζ lα,11(λ)

)1/2
, (2.17)

para toda λ ∈ R \ {0}, mientras que para λ = 0 concluimos, de (2.17) y (2.15), que∥∥f (l)
α,0,2

∥∥ =

[
(θl − θl−1)2 + sinh2(i(θl − θl−1))

πα(θl − θl−1)

]1/2

. (2.18)

Además, de (2.16) y (1.15), se sigue que

〈e(l)
α,λ,1, vα,λ,1〉 = 〈Qlvα,λ,1, vα,λ,1〉

(
ζ lα,11(λ)

)−1/2
=
(
ζ lα,11(λ)

)1/2
,

〈e(l)
α,λ,1, vα,λ,2〉 = 〈Qlvα,λ,1, vα,λ,2〉

(
ζ lα,11(λ)

)−1/2
= ζ lα,12(λ)

(
ζ lα,11(λ)

)−1/2
,

〈e(l)
α,λ,2, vα,λ,1〉 = 0,

〈e(l)
α,λ,2, vα,λ,2〉 =

(
ζ lα,22(λ)− |ζ lα,21(λ)|2/ζ lα,11(λ)

)1/2
=
∥∥f (l)

α,λ,2

∥∥. (2.19)

Tomando P1 = Bα(λ), P2 = B̃α(λ) y siguiendo el Teorema 1.3.1 y (1.16)–(1.17),

definimos las matrices Mα,ω(λ), M̃α,ω(λ) ∈ C2N×2N , para λ ∈ R, por

Mα,ω(λ) := SP̃1S
−1 =

[
B

(l,τ)
α,λ,1

]N
l,τ=1

, M̃α,ω(λ) := SP̃2S
−1 =

[
B̃

(l,τ)
α,λ,2

]N
l,τ=1

,

B
(l,τ)
α,λ,1 :=

〈e(l)
α,λ,1, vα,λ,1〉〈e

(τ)
α,λ,1, vα,λ,1〉 0

0 0

 ,
B

(l,τ)
α,λ,2 :=

〈e(l)
α,λ,1, vα,λ,2〉〈e

(τ)
α,λ,1, vα,λ,2〉 〈e

(l)
α,λ,1, vα,λ,2〉〈e

(τ)
α,λ,2, vα,λ,2〉

〈e(l)
α,λ,2, vα,λ,2〉〈e

(τ)
α,λ,1, vα,λ,2〉 〈e

(l)
α,λ,2, vα,λ,2〉〈e

(τ)
α,λ,2, vα,λ,2〉

 .
(2.20)
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Sean eα,λ,2(l−1)+k = e
(l)
α,λ,k para toda l = 1, 2, . . . , N y k = 1, 2. Entonces, de (2.19) y

de (2.20), se sigue que las entradas de las matrices Mα,ω(λ) y M̃α,ω(λ), para λ ∈ R y

s, j = 1, 2, . . . , 2N están dadas por[
Mα,ω(λ)

]
s,j

= 〈Bα(λ)eα,λ,j, eα,λ,s〉

=


[
ζ lα,11(λ)ζτα,11(λ)

]1/2
si j = 2l − 1, s = 2τ − 1,

0 de otro modo,[
M̃α,ω(λ)

]
s,j

= 〈B̃α(λ)eα,λ,j, eα,λ,s〉

=



ζ lα,12(λ)ζτα,12(λ)
[
ζ lα,11(λ)ζτα,11(λ)

]−1/2
si j = 2l − 1, s = 2τ − 1,

ζ lα,12(λ)
(
ζ lα,11(λ)

)−1/2∥∥f (τ)
α,λ,2

∥∥ si j = 2l − 1, s = 2τ,

ζτα,12(λ)
(
ζτα,11(λ)

)−1/2∥∥f (l)
α,λ,2

∥∥ si j = 2l, s = 2τ − 1,∥∥f (l)
α,λ,2

∥∥∥∥f (τ)
α,λ,2

∥∥ si j = 2l, s = 2τ,

(2.21)

donde ζ lα,kn(λ), para k, n = 1, 2 y
∥∥f (l)

α,λ,2

∥∥, están dados por (2.14)–(2.15) y (2.17)–(2.18),

respectivamente.

Haciendo uso de (2.14), (2.17), y modificando, para α ∈ (0, 2], cálculos hechos en [12]

para α = 1/m con m ∈ N, obtenemos

ĺım
λ→+∞

ζ1
α,11(λ) = 1, ĺım

λ→−∞
ζ1
α,11(λ) = 0,

ĺım
λ→+∞

ζNα,11(λ) = 0, ĺım
λ→−∞

ζNα,11(λ) = 1,

ĺım
λ→±∞

ζ lα,11(λ) = 0 (1 < l < N),

ĺım
λ→±∞

[
ζ lα,12(λ)(ζ lα,11(λ))−1/2

]
= 0 (1 ≤ l ≤ N);

ĺım
λ→+∞

∥∥f (1)
α,λ,2

∥∥ = 0, ĺım
λ→−∞

∥∥f (1)
α,λ,2

∥∥ = 1,

ĺım
λ→+∞

∥∥f (N)
α,λ,2

∥∥ = 1, ĺım
λ→−∞

∥∥f (N)
α,λ,2

∥∥ = 0,

ĺım
λ→±∞

∥∥f (l)
α,λ,2

∥∥ = 0 (1 < l < N).

Esto y (2.21) implican, immediatamente, el siguiente resultado, en analoǵıa con [18, Propo-

sition 9.4] y [12, Proposition 7.1].
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Proposición 2.2.1. Si N ≥ 2, entonces las siguientes igualdades son ciertas:

ĺım
λ→+∞

[
Mα,ω(λ)

]
1,1

= 1, ĺım
λ→−∞

[
Mα,ω(λ)

]
1,1

= 0,

ĺım
λ→+∞

[
Mα,ω(λ)

]
2N−1,2N−1

= 0, ĺım
λ→−∞

[
Mα,ω(λ)

]
2N−1,2N−1

= 1,

ĺım
λ→±∞

[
Mα,ω(λ)

]
s,j

= 0 para todos las demás s, j = 1, 2, . . . , 2N ;

(2.22)

ĺım
λ→+∞

[
M̃α,ω(λ)

]
2,2

= 0, ĺım
λ→−∞

[
M̃α,ω(λ)

]
2,2

= 1,

ĺım
λ→+∞

[
M̃α,ω(λ)

]
2N,2N

= 1, ĺım
λ→−∞

[
M̃α,ω(λ)

]
2N,2N

= 0,

ĺım
λ→±∞

[
M̃α,ω(λ)

]
s,j

= 0 para todos las demás s, j = 1, 2, . . . , 2N.

(2.23)

De acuerdo a la Proposición 2.2.1, escribimos

Mα,ω(±∞) := ĺım
λ→±∞

Mα,ω(λ), M̃α,ω(±∞) := ĺım
λ→±∞

M̃α,ω(λ). (2.24)

Sea R = [−∞,+∞]. Entonces (2.21)–(2.24) y la Proposición 2.2.1 nos dan lo siguiente.

Corolario 2.2.1. Si α ∈ (0, 2] y N ≥ 2, entonces Mα,ω(·), M̃α,ω(·) ∈ C(R,C2N×2N).

Por analoǵıa con [12, Theorem 7.3], el Teorema 1.3.1 implica el siguiente resultado

para las álgebras C∗ Aα,ω,λ.

Teorema 2.2.1. Para toda α ∈ (0, 2], ω = (θ0, . . . , θN) y λ ∈ R, el álgebra C∗ Aα,ω,λ,

dada por (2.13), es isomorfo-∗ al álgebra C∗ CN ⊕ C2N×2N , y este isomorfismo está dado

sobre los generadores de Aα,ω,λ por

χηlI 7→ (δl,1 ⊕ δl,2 ⊕ · · · ⊕ δl,N)⊕ diag
{
δl,jI2

}N
j=1
,

Bα(λ) 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕Mα,ω(λ),

B̃α(λ) 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ M̃α,ω(λ),

(2.25)

donde las matrices Mα,ω(λ), M̃α,ω(λ) ∈ C2N×2N están definidas por (2.21).

Demostración. Como mostramos antes, podemos aplicar el Teorema 1.3.1 al álgebra

C∗ Aα,ω,λ. Por (2.14)–(2.15), ζ lα,kj(λ) 6= 0 para toda α ∈ (0, 2], toda k, j = 1, 2, toda
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l = 1, 2, . . . , N y toda λ ∈ R. En vista del Lema 1.3.1, el álgebra C∗ Aα,ω,λ es isomorfa al

álgebra C∗ CN ⊕C2N×2N . En el caso de dos proyecciones unidimensionales P1 = Bα(λ) y

P2 = B̃α(λ), de las primeras igualdades en (2.20) se sigue que

SP̃1S
−1 = Mα,ω(λ), SP̃2S

−1 = M̃α,ω(λ).

Finalmente, (1.13) implica (2.25). �

Toda función a ∈ C(Lω) es representada en la forma

a(z) =
N∑
l=1

alχRl(z) (z ∈ Kα), (2.26)

donde al son constantes complejas.

De forma similar a la prueba de [12, Theorem 7.4], usando los Teoremas 2.1.1, 2.1.2,

2.2.1 y el Corolario 2.2.1, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2. Para toda α ∈ (0, 2] y ω = (θ0, . . . , θN), el álgebra C∗ AKα, donde

AKα = álg {aI,BKα , B̃Kα : a ∈ C(Lω)},

es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ CN ⊕ Sα,ω de CN ⊕ C(R,C2N×2N), y este isomorfismo

Φα,ω = Φ0
α,ω ⊕

(⊕
λ∈R Φα,ω,λ

)
, de AKα sobre CN ⊕Sα,ω, está dado por

Φ0
α,ω(aI) =

[
aj
]N
j=1
, Φα,ω,λ(aI) = diag

{
ajI2

}N
j=1
,

Φ0
α,ω(BKα) =

[
0
]N
j=1
, Φα,ω,λ(BKα) = Mα,ω(λ),

Φ0
α,ω(B̃Kα) =

[
0
]N
j=1
, Φα,ω,λ(B̃Kα) = M̃α,ω(λ),

(2.27)

donde a ∈ C(Lω) está dada por (2.26), y las funciones Mα,ω(·), M̃α,ω(·) ∈ C(R,C2N×2N)

están definidas por (2.21)–(2.24), para toda λ ∈ R. Un operador A ∈ AKα es invertible

en el espacio L2(Kα), si y solo si, su śımbolo Φα,ω(A) es invertible en el álgebra C∗ CN ⊕

C(R,C2N×2N), es decir, si

[Φ0
α,ω(A)]j 6= 0, para toda j = 1, 2, . . . , N ;

det
[
Φα,ω,λ(A)

]
6= 0, para toda λ ∈ R,

donde [Φ0
α,ω(A)]j son las j-ésimas entradas del vector Φ0

α,ω(A) ∈ CN y Φα,ω,λ(A) son los

valores de la función Φα,ω,(·)(A) ∈ C(R,C2N×2N).



2.3. ÁLGEBRAS C∗ BU SOBRE DOMINIOS POLIGONALES ACOTADOS U 29

Si todos los coeficientes a en el álgebra C∗ AKα son constantes y, por lo tanto, N = 1,

del Teorema 2.2.2 se obtiene la siguiente forma más simple.

Teorema 2.2.3. [17, Theorem 7.2] Para toda α ∈ (0, 2], el álgebra C∗

AKα := álg
{
I, BKα , B̃Kα

}
⊂ B(L2(Kα))

es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ C⊕Sα del álgebra C∗ C⊕C(R,C2×2), y este isomorfismo

Φα = Φ0
α ⊕ (

⊕
λ∈R Φα,λ), de AKα sobre C⊕Sα, está dado por

Φ0
α(I) = 1, Φα,λ(I) = I2,

Φ0
α(BKα) = 0, Φα,λ(BKα) = Mα(λ),

Φ0
α(B̃Kα) = 0, Φα,λ(B̃Kα) = M̃α(λ),

(2.28)

donde las funciones Mα(·), M̃α(·) ∈ C(R,C2×2) están definidas por

Mα(λ) =

1 0

0 0

 , M̃α(λ) =

 |ζα,λ|2 ζα,λ ∆
1/2
α,λ

ζα,λ ∆
1/2
α,λ ∆α,λ

 , para toda λ ∈ R, (2.29)

∆α,λ := 1 − |ζα,λ|2 y ζα,λ está dada por (2.10). Un operador A ∈ AKα es invertible en el

espacio L2(Kα), si y solo si, su śımbolo Φα(A) es invertible en el álgebra C∗ C ⊕Sα, es

decir, si

Φ0
α(A) 6= 0 y det[Φα,λ(A)] 6= 0, para toda λ ∈ R.

2.3 Álgebras C∗ BU sobre dominios poligonales aco-

tados U

2.3.1 El álgebra C∗ BU

Sea U un dominio poligonal acotado y simplemente conexo, cuya frontera es una curva

de Jordan con posibles cortes, donde distinguimos ambos lados de los cortes. De aqúı en

adelante, denotaremos por ∂U a la frontera extendida de U , obtenida de la frontera usual

pero reemplazando todos los cortes por sus dos lados distinguidos, donde no duplicaremos
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los puntos finales de los cortes, para los cuales los ángulos internos de U son igual a 2π.

Sea U := U ∪ ∂U la cerradura extendida del dominio poligonal U .

El dominio poligonal acotado y simplemente conexo, U , tiene ángulos internos παk ∈

(0, π) ∪ (π, 2π] (k = 1, 2, ...,m) en las esquinas zk ∈ ∂U , y sea C = {zk : k = 1, 2, ...,m}

el conjunto de todas las esquinas, donde duplicaremos las esquinas z que sean las inter-

secciones de cortes y la frontera usual de U , y distinguiremos esos dos puntos de ∂U .

Como es sabido, para un dominio poligonal acotado y simplemente conexo U , se tiene que∑m
k=1 παk = π(m − 2). Si D es un subconjunto finito de ∂U y asumimos que para cada

punto z ∈ D existe una unión finita Lz de segmentos de ĺınea recta en U ∪{z} que emanan

de z, entonces L =
⋃
z∈D Lz y D = ∂U ∩ L.

Vamos a estudiar la subálgebra C∗

BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)}, (2.30)

de B(L2(U)) generada por la proyección de Bergman BU , la proyección de anti-Bergman

B̃U y por los operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos con discon-

tinuidades en L.

De aqúı en adelante, asumiremos que el conjunto L satisface las condiciones:

(L1) para cada punto z ∈ U ∩ L, existen números rz > 0 y nz ∈ N tales que todo disco

abierto abierto D(z, r), de radio r ∈ (0, rz) y centrado en z, es dividido por L en nz

dominios con z como un punto ĺımite común;

(L2) para cada punto z ∈ ∂U ∩ L, existe una vecindad Vz de z tal que Vz ∩ L es una

unión de nz − 1 segmentos de ĺınea recta que tienen solo al punto z en común y que

forman en este punto ángulos, no cero y distintos dos a dos θ1 < . . . < θnz−1, con la

semivecindad de z ∈ ∂U .

Aśı, para una vecindad suficientemente pequeña Vz de cualquier punto z ∈ U , el conjunto

Vz ∩ (U \ L) consiste de nz ∈ N componentes conexas cuyas cerraduras contienen a z.

Con todo punto z ∈ D = ∂U ∩ L, asociamos la tupla ωz = (θ0, . . . , θnz), donde θ0 = 0.

Claramente, si z ∈ C \ L, entonces nz = 1.
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2.3.2 Operadores compactos

Por analoǵıa con [17, Lemma 8.1], obtenemos el siguiente resultado de compacidad.

Lema 2.3.1. Para un dominio poligonal acotado U y cualquier función a ∈ C(U), los

conmutadores aBU −BUaI y aB̃U − B̃UaI son compactos en el espacio L2(U).

De acuerdo a [33], un operador A ∈ B(L2(U)) es llamado un operador de tipo lo-

cal si los conmutadores cA − AcI son compactos para todo c ∈ C(U). Aśı, por el

Lema 2.3.1, los operadores BU , B̃U , y entonces todos los operadores en el álgebra C∗

BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)} son de tipo local.

Denotaremos por ΛU al conjunto de todos los operadores de tipo local en B :=

B(L2(U)). Es fácil ver que ΛU es una subálgebra C∗ de B, y BU ⊂ ΛU .

Repitiendo literalmente la prueba de [18, Lemma 2.6], obtenemos lo siguiente.

Lema 2.3.2. Para un dominio poligonal acotado U ⊂ C, el álgebra C∗ BU , dada por

(2.30), contiene a todos los operadores que son compactos en el espacio L2(U).

2.3.3 Primera aplicación del principio local de Allan-Douglas

Por el Lema 2.3.2, el álgebra C∗ BU contiene al ideal K = K(L2(U)) de todos los op-

eradores compactos en el álgebra C∗ B = B(L2(U)). Entonces, el álgebra C∗ cociente

Bπ
U := BU/K está bien definida. Para obtener un criterio de Fredholm para los oper-

adores A ∈ BU , necesitamos estudiar la invertibilidad de las clases laterales Aπ := A+ K

en el álgebra C∗ cociente Bπ
U . Para terminar esto, aplicaremos el principio local de Allan-

Douglas al álgebra C∗ Bπ
U .

Del Lema 2.3.1 se sigue que Zπ := {cI + K : c ∈ C(U)} es una subálgebra central

del álgebra C∗ Bπ
U . Aśı, el álgebra C∗ conmutativa Zπ es (isométricamente) isomorfa-∗

al álgebra C∗ C(U), y entonces el espacio de ideales maximales de Zπ puede identificarse

con U . Para todo punto z ∈ U , con Jπz denotaremos el ideal bilátero cerrado del álgebra

C∗ cociente Λπ
U := ΛU/K generada por el ideal maximal

Iπz := {cI + K : c ∈ C(U), c(z) = 0} ⊂ Zπ.
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Por [3, Proposition 8.6] y [31, Proposition 2.2.5], el ideal Jπz tiene la forma

Jπz = {(cA)π : c ∈ C(U), c(z) = 0, A ∈ ΛU}. (2.31)

Luego, con toda z ∈ U asociamos el álgebra C∗ cociente (ΛU)πz := Λπ
U/J

π
z .

El principio local de Allan-Douglas, dado por el Teorema 1.1.1, implica el siguiente

criterio de Fredholm.

Teorema 2.3.1. Un operador A ∈ BU es Fredholm en el espacio L2(U), si y solo si, para

toda z ∈ U la clase lateral Aπz := Aπ + Jπz es invertible en el álgebra C∗ cociente (ΛU)πz .

El conjunto (BU)πz := {Aπz : A ∈ BU} es una subálgebra C∗ de (ΛU)πz (ver, por ejemplo,

[5, 1.26(g)]), y entonces una clase lateral Aπz , asociada con A ∈ BU , es invertible en las

álgebras C∗ (ΛU)πz y (BU)πz , solo simultáneamente.

Decimos que las clases laterales Aπ, Bπ ∈ Bπ
U son localmente equivalentes en un punto

z ∈ U , si Aπ −Bπ ∈ Jπz , y en ese caso escribiremos Aπ
z∼ Bπ.

Similarmente a [18, Lemma 3.3], obtenemos lo siguiente.

Lema 2.3.3. Las clases laterales Bπ
U y B̃π

U son localmente equivalentes a cero en todo

punto z ∈ U .

2.4 Estudio de Fredholm del álgebra C∗ BU

2.4.1 Caracterización de las álgebras locales (BU)πz

Vamos a caracterizar a las álgebras locales (BU)πz (z ∈ U), donde U = U ∪ ∂U es la

cerradura extendida de U y ∂U es la frontera extendida de U .

Para algunos puntos z ∈ U , necesitamos el siguiente lema simple.

Lema 2.4.1. Si A es un álgebra C∗, con unidad, generada por idempotentes no nulos Pi

(i = 1, 2, ..., n), tales que PiPj = δi,jPi para i, j = 1, 2, ..., n y P1 + · · ·Pn = I, entonces el

álgebra C∗ A tiene la forma

álg {P1, ..., Pn} = {λ1P1 + · · ·+ λnPn : λ1, ..., λn ∈ C}
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y el mapeo

λ1P1 + · · ·+ λnPn 7→
[
λj
]n
j=1

es un isomorfismo de álgebras C∗, del álgebra C∗ álg {P1, ..., Pn} sobre el álgebra C∗ Cn.

Si dos álgebras C∗ A1 y A2 son (isométricamente) isomorfas-∗, escribiremos A1
∼= A2.

Teorema 2.4.1. Para el álgebra C∗ BU , dada por (2.30), y cualquier punto z ∈ U , se

cumple lo siguiente:

(i) si z ∈ U \ L, entonces (BU)πz
∼= C;

(ii) si z ∈ U ∩L, entonces (BU)πz
∼= Cnz , donde nz ∈ N está dada por la condición (L1);

(iii) si z ∈ ∂U \ (L ∪ C), entonces (BU)πz
∼= C3;

(iv) si z ∈ C \ L, entonces (BU)πz
∼= álg {I, BKαz , B̃Kαz};

(v) si z ∈ ∂U ∩L, entonces (BU)πz
∼= AKαz := álg

{
aI,BKαz , B̃Kαz : a ∈ C(Lωz)

}
, donde

Lωz ⊂ Kαz es la unión finita de rayos asociados con la tupla ωz := (θ0, . . . , θnz) en

vista de (L2), y αz = 1 si z ∈ ∂U \ C.

Demostración. (i) Sea z ∈ U \ L. Si a ∈ PC(L), entonces (aI)π
z∼ a(z)Iπ porque la

función a es continua en z. Del Lema 2.3.3, se sigue que Bπ
U

z∼ 0, B̃π
U

z∼ 0. Entonces,

los generadores del álgebra C∗ (BU)πz tienen la forma (aI)πz , y aśı el mapeo, dado por

(aI)πz 7→ a(z) para a ∈ PC(L), se extiende a un isomorfismo de álgebras C∗ de (BU)πz

sobre C.

(ii) Sea z ∈ U ∩ L. De nuevo tenemos Bπ
U

z∼ 0 y B̃π
U

z∼ 0. Sean rz > 0 y nz ∈ N

los números dados por la condición (L1). Fijamos un disco D(z, r) de radio r ∈ (0, rz)

centrado en z. Por (L1), L divide a D(z, r) en nz dominios Dl (l = 1, 2, ..., nz) que tienen

a z como punto ĺımite común. Fijamos a ∈ PC(L) y ponemos

al(z) := ĺım
ζ→z, ζ∈Dl

a(ζ) (l = 1, 2, ..., nz).



34 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS CON DATOS EN DOMINIOS POLIGONALES

Sea χDl la función caracteŕıstica del dominio Dl. Claramente, la función g = a −∑nz
l=1 al(z)χDl es continua en el punto z si ponemos g(z) = 0 (note que los ĺımites unilat-

erales de a dan sus valores en ambos lados de L). Entonces,

(aI)π
z∼

nz∑
l=1

al(z)(χDlI)π.

Aśı, el álgebra C∗ (BU)πz es generada por nz idempotentes no cero (χDlI)πz tales que

nz∑
l=1

(χDlI)πz = Iπz , (χDlI)πz (χDjI)πz = δl,j(χDlI)πz (l, j = 1, 2, ..., nz). (2.32)

Como todos los idempotentes (χDl)
π
z son no cero y satisfacen (2.32), el Lema 2.4.1 implica

que las álgebras C∗ (BU)πz y Cnz son isomorfas-∗, y el isomorfismo de álgebras C∗ está dado

sobre los generadores (aI)πz (a ∈ PC(L)) del álgebra C∗ (BU)πz por (aI)πz 7→
[
al(z)

]nz
l=1

.

(iii) Sea z ∈ ∂U \ (L ∪ C). Tomamos el mapeo conforme de Schwarz-Christoffel βz :

Π→ U tal que βz(0) = z. Entonces β′z(0) 6= 0. Haciendo uso del operador isométrico

Wβz : L2(U)→ L2(Π), f 7→ β′z(f ◦ βz),

deducimos de la Proposición 1.0.1, que

Wβz(aI)W−1
βz

= (a ◦ βz)I, WβzBUW
−1
βz

= BΠ, WβzB̃UW
−1
βz

= czB̃Πc
−1
z I, (2.33)

donde cz := β′z/β
′
z.

Fijamos A ∈ BU . Si la clase lateral Aπz ∈ (BU)πz es invertible, entonces, en vista

de (2.31), existe un operador B ∈ BU , operadores D1, D2 ∈ ΛU , operadores K1, K2 ∈

K(L2(U)) y funciones c1, c2 ∈ C(U) tales que c1(z) = c2(z) = 0 y

BA = I + c1D1 +K1, AB = I + c2D2 +K2.

Luego, obtenemos

(WβzBW
−1
βz

)(WβzAW
−1
βz

) = I + (c1 ◦ βz)D̃1 + K̃1,

(WβzAW
−1
βz

)(WβzBW
−1
βz

) = I + (c2 ◦ βz)D̃2 + K̃2,
(2.34)
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donde K̃1, K̃2 ∈ K(L2(Π)) y D̃1, D̃2 ∈ WβzΛUW
−1
βz

. Para constantes k > 0, introducimos

los operadores unitarios de dilatación

Uk : L2(Π)→ L2(Π), (Ukf)(w) = kf(kw) para toda w ∈ Π. (2.35)

Entonces, en vista de (1.4) y la igualdad s-ĺımk→0(Uk(czI)U−1
k ) = (β′z(0)/β′z(0))I, inferimos

para los generadores (2.33) del álgebra C∗ WβzBUW
−1
βz
⊂ B(L2(Π)) que

s-ĺım
k→0

(Uk((a◦βz)I)U−1
k ) = a(z)I,

s-ĺım
k→0

(UkBΠU
−1
k ) = BΠ, s-ĺım

k→0
(Uk(czB̃ΠczI)U−1

k ) = B̃Π.

Luego, para toda A ∈ BU y toda z ∈ ∂U \ (L ∪ C) existe el ĺımite fuerte

Az := s-ĺım
k→0

(Uk(WβzAW
−1
βz

)U−1
k ) ∈ álg {I, BΠ, B̃Π}. (2.36)

Aplicando ahora [18, Proposition 7.5], deducimos, de (2.34), que BzAz = I y AzBz = I.

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπz ∈ (BU)πz implica la invertibilidad del operador

Az ∈ álg {I, BΠ, B̃Π}.

Por otro lado, la invertibilidad del operador Az ∈ álg {I, BΠ, B̃Π}, asociado con un

operador A ∈ BU , implica la invertibilidad del operador

W−1
βz
AzWβz ∈ B̂U := álg {I, BU , dzB̃Ud

−1
z I},

donde dz := (β−1
z )′/(β−1

z )′. Como (dzI)π
z∼ (β′z(0)/β′z(0))Iπ, entonces (dzB̃Ud

−1
z I)π

z∼ B̃π
U ,

y como (aI)π
z∼ a(z)Iπ para toda a ∈ PC(L), concluimos que las álgebras C∗ cociente

(B̂U)πz y (BU)πz coinciden. Consecuentemente, la invertibilidad del operador W−1
βz
AzWβz ∈

B̂U implica la invertibilidad de la clase lateral (W−1
βz
AzWβz)

π
z = Aπz ∈ (BU)πz .

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπz ∈ (BU)πz , para A ∈ BU , es equivalente a

la invertibilidad del operador Az ∈ álg {I, BΠ, B̃Π} dado por (2.36). Esto implica que el

mapeo (BU)πz → álg {I, BΠ, B̃Π}, dado sobre los generadores del álgebra C∗ (BU)πz por

(aI)πz 7→ a(z)I, (BU)πz 7→ BΠ, (B̃U)πz 7→ B̃Π,

es un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πz sobre el álgebra C∗ álg {I, BΠ, B̃Π}. Finalmente,

el álgebra C∗ álg {I, BΠ, B̃Π} es generada por las tres proyecciones, no cero y ortogonales
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dos a dos, BΠ, B̃Π e I −BΠ− B̃Π (ver, por ejemplo, [40, Theorem 3.3.5]), el cual, en vista

de Lema 2.4.1, implica el isomorfismo de álgebras C∗ (BU)πz
∼= C3.

(iv) Sea ahora z ∈ C\L una esquina de apertura παz. Consideremos el mapeo conforme

γz : Kαz → U tal que γz(0) = z, donde Kαz =
{
z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, παz)

}
.

Claramente, γz = βz ◦φ−1
αz , donde el mapeo conforme φα : Π→ Kα está dado por φα(w) =

wα para α ∈ (0, 2] y w ∈ Π, βz : Π→ U es el mapeo conforme de Schwarz-Christoffel tal

que βz(0) = z y γ′z(0) 6= 0. Tomando el operador isométrico

Wγz : L2(U)→ L2(Kαz), f 7→ γ′z(f ◦ γz), (2.37)

se deduce, de la Proposición 1.0.1, que

Wγz(aI)W−1
γz = (a ◦ γz)I, WγzBUW

−1
γz = BKαz , WγzB̃UW

−1
γz = czB̃Kαz c

−1
z I, (2.38)

donde ahora cz := γ′z/γ
′
z. Aplicando los operadores unitarios de dilatación Uk, dados por

(2.35) y considerados ahora en el espacio L2(Kαz), y usando la Proposición 1.0.1 de nuevo,

inferimos de (2.38), en vista de la continuidad de los coeficientes a en el punto z, que

s-ĺım
k→0

(
Uk(czI)U−1

k

)
= (γ′z(0)/γ′z(0))I, s-ĺım

k→0

(
Uk((a ◦ γz)I)U−1

k ) = a(z)I,

s-ĺım
k→0

(
UkBKαzU

−1
k

)
= BKαz , s-ĺım

k→0

(
Uk(czB̃Kαz czI)U−1

k

)
= B̃Kαz .

Entonces, por analoǵıa con parte (iii), inferimos que el mapeo

(BU)πz → álg {I, BKαz , B̃Kαz},

dado sobre los generadores del álgebra C∗ (BU)πz por

(aI)πz 7→ a(z)I, (BU)πz 7→ BKαz , (B̃U)πz 7→ B̃Kαz ,

es un isomorfismo de álgebras C∗ de (BU)πz sobre el álgebra C∗ álg {I, BKαz , B̃Kαz}, lo cual

completa la prueba de la parte (iv).

(v) Finalmente, sea z ∈ D = ∂U∩L. Consideraremos a z como una esquina de apertura

παz, donde αz puede tomar el valor de 1. Por (L2), asociamos la tupla ωz = (θ0, . . . , θnz)

con la unión finita Lz ⊂ U de segmentos de ĺınea recta que comienzan en z. Siguiendo la
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parte (iv), consideramos el mapeo conforme γz = βz ◦ φ−1
αz : Kαz → U tal que γz(0) = z y

γ′z(0) 6= 0, y calculamos los ĺımites fuertes s-ĺımk→0(UkWγzAW
−1
γz U

−1
k ) para los generadores

A del álgebra C∗ BU , donde el operador isométrico de desplazamiento Wγz : L2(U) →

L2(Kαz) y los operadores unitarios de dilatación Uk ∈ B(L2(Kαz)) están dados por (2.37)

y (2.35), respectivamente. Entonces, por analoǵıa con parte (iv), obtenemos

s-ĺım
k→0

(
UkWγz(aI)W−1

γz U
−1
k

)
= azI,

s-ĺım
k→0

(
UkWγzBUW

−1
γz U

−1
k

)
= BKαz , s-ĺım

k→0

(
UkWγzB̃UW

−1
γz U

−1
k

)
= B̃Kαz ,

donde az es una función constante a trozos en Kαz , la cual está definida como sigue.

Elegimos una vecindad Vz de z que satisfaga la condición (L2) impuesta sobre L.

Entonces Vz ∩ (U \ Lz) =
⋃nz
l=1 Dl, donde nz − 1 es el número de segmentos de ĺınea

recta en Lz con punto final z y Dl son las componentes conexas de Vz ∩ (U \ Lz). Luego,

L̃z := γ−1
z (Lz) es la unión de nz − 1 arcos suaves en Kαz ∪ {0} que emanan del origen y

tienen en este punto tangentes que contienen a los rayos Lj (j = 1, 2, . . . , nz−1), asociados

con la tupla ωz. Sea Lωz la unión de estos rayos Lj en Kαz ∪ {0}. Consecuentemente,

γ−1
z (Vz ∩ U) \ L̃z =

nz⋃
l=1

R̃l, Kαz \ Lωz =
nz⋃
l=1

Rl,

donde R̃l := γ−1
z (Dl) ⊂ Kαz , y Rl son sectores abiertos de Kαz con vértice en el origen, el

cual corresponde a los dominios R̃l (los conjuntos Dl, R̃l y Rl son numerados en sentido

contrario a las manecillas del reloj). Claramente, los sectores Rl tienen ángulos internos

θl − θl−1, donde θ0 = 0 < θ1 < . . . < θnz−1 < θnz = παz. Con χR̃l y χRl , denotamos a las

funciones caracteŕısticas de los conjuntos R̃l y Rl, respectivamente.

Además, Wγz(aI)W−1
γz = (a ◦ γz)I. Como la restricción de la función a ◦ γz al conjunto

Ṽz := γ−1
z (Vz ∩ U) está dada por

(a ◦ γz)|Ṽz =
nz∑
l=1

al(z)χR̃l + ε(·), al(z) = ĺım
ζ→z, ζ∈Dl

a(ζ) (l = 1, 2, ..., nz), (2.39)

con ĺım
ξ→0

ε(ξ) = 0, y como s-ĺım
k→0

(
UkχR̃lU

−1
k

)
= χRlI para toda l, concluimos que

s-ĺım
k→0

(
Uk((a ◦ γz)I)U−1

k

)
= azI,
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donde la función az =
∑nz

l=1 al(z)χRl , con ĺımites al(z) dados por (2.39), está en C(Lωz).

Rećıprocamente, por [18, Lemmas 5.1, 6.2], existe un mapeo cuasiconforme a trozos

y biyectivo δz de Π := Π ∪ ∂Π sobre śı mismo, tal que χR̃l ◦ φαz ◦ δz = χRl ◦ φαz para

toda l, el mapeo cuasiconforme a trozos y biyectivo λz = βz ◦ δz ◦ φ−1
αz : Kαz → U , con

Jacobiano Jλz > 0, da el operador unitario Ŵλzf = J
1/2
λz

(f ◦ λz), y las clases laterales

(Ŵ−1
λz

(azI)Ŵλz − aI)π, (Ŵ−1
λz
BKαz Ŵλz −BU)π, (Ŵ−1

λz
B̃Kαz Ŵλz − B̃U)π pertenecen al ideal

Jπz . Por lo tanto, en analoǵıa con las partes (iii) y (iv), el mapeo (BU)πz → AKαz =

álg
{
aI,BKαz , B̃Kαz : a ∈ C(Lωz)

}
, dado sobre los generadores del álgebra C∗ (BU)πz por

(aI)πz 7→ azI, (BU)πz 7→ BKαz y (B̃U)πz 7→ B̃Kαz , es un isomorfismo de álgebras C∗, del

álgebra C∗ (BU)πz sobre el álgebra C∗ AKαz , lo cual completa la prueba de la parte (v). �

2.4.2 Cálculo simbólico de Fredholm y un criterio de Fredholm

para el álgebra C∗ BU

Para describir el siguiente teorema, consideramos los espacios de Hilbert no separables

l2
(
U, Cnz

)
, l2

(
∂U \ (C ∪D), C2

)
, l2

(
(C ∪D)× R, C2nz

)
que consisten, respectivamente, de las funciones vectoriales f : z 7→

{
fk(z)

}nz
k=1

definidas

en el conjunto U , g : z 7→
{
gk(z)

}2

k=1
definidas en ∂U \(C∪D), y h : (z, λ) 7→

{
hk(z, λ)

}2nz

k=1

definidas en (C ∪ D) × R, donde estas funciones vectoriales tienen conjuntos a lo más

numerables de valores no nulos y están dotados con las normas

‖f‖ :=

(∑
z∈U

nz∑
k=1

|fz,k(ξ)|2
)1/2

,

‖g‖ :=

( ∑
z∈∂U\(C∪D)

2∑
k=1

|gk(z)|2
)1/2

,

‖h‖ :=

( ∑
(z,λ)∈(C∪D)×R

2nz∑
k=1

|hk(z, λ)|2
)1/2

.

Con el álgebra C∗ BU , asociamos el álgebra C∗

D :=

(⊕
z∈U

Cnz

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

C2

)
⊕
( ⊕

(z,λ)∈(C∪D)×R

C2nz×2nz

)
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de los operadores lineales acotados que actúan sobre el espacio de Hilbert

H := l2
(
U,Cnz

)
⊕ l2

(
∂U \ (C ∪D), C2

)
⊕ l2

(
(C ∪D)× R, C2nz

)
,

donde los operadores A ∈ D actúan en los subespacios de H de la siguiente manera.

Un operador A ∈
⊕

z∈U Cnz que actúa en el espacio l2
(
U,Cnz

)
es de la forma A =⊕

z∈U Az, donde Az son operadores de multiplicación en Cnz por los vectores Az =

{Az,k}nzk=1 ∈ Cnz dotados con la norma ‖Az‖ = máx {|Az,k| : k = 1, 2, . . . , nz} y la mul-

tiplicación de dos vectores en Cnz , es entrada a entrada. Aśı, A actúa sobre funciones

vectoriales f ∈ l2
(
U,Cnz

)
con valores en Cnz por medio de la regla: para toda z ∈ U ,

(Af)(z) := Azf(z) ∈ Cnz .

Un operador A ∈
⊕

z∈∂U\(C∪D) C2 que actúa en el espacio l2
(
∂U \ (C ∪ D), C2

)
tiene

la forma A =
⊕

z∈∂U\(C∪D) Az, donde Az son operadores de multiplicación por vectores

Az = {Az,k}2
k=1 ∈ C2 con la norma ‖Az‖ = máx {|Az,1|, |Az,2|}; y A actúa en funciones

vectoriales g ∈ l2
(
∂U \ (C ∪D), C2

)
con la regla:

(Af)(z) := Azg(z) ∈ C2 para toda z ∈ ∂U \ (C ∪D).

Finalmente, un operador A ∈
⊕

(z,λ)∈(C∪D)×R C2nz×2nz que actúa en el espacio l2
(
(C ∪

D) × R, C2nz
)

es de la forma A =
⊕

(z,λ)∈(C∪D)×RAz,λ, donde Az,λ son operadores de

multiplicación por matrices Az,λ ∈ C2nz×2nz , y A actúa en funciones vectoriales f ∈ l2
(
(C∪

D)×R, C2nz
)

con valores en C2nz por medio de la regla: para toda (z, λ) ∈ (C ∪D)×R,

[(Af)](z, λ) := Az,λf(z, λ) ∈ C2nz .

Los Teoremas 2.4.1, 2.2.2 y 2.2.3 dan la descripción completa de las álgebras locales

(BU)πz para todos los puntos z ∈ U , donde distinguimos el punto izquierdo z− y el punto

derecho z+ de la frontera extendida ∂U , la cual está relacionada con los puntos z en la

intersección de los cortes y la frontera usual de U . Combinando los teoremas mencionados

con el Teorema 2.3.1, obtenemos el resultado principal de este caṕıtulo.
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Teorema 2.4.2. Para un dominio poligonal acotado y simplemente conexo U , el álgebra

C∗ cociente

Bπ
U := álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)}/K ⊂ B(L2(U))/K

es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Ψ(Bπ
U) del álgebra C∗

D =

(⊕
z∈U

Cnz

)
⊕

( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

C2

)
⊕

( ⊕
(z,λ)∈(C∪D)×R

C2nz×2nz

)
, (2.40)

de todos los operadores lineales acotados que actúan sobre el espacio de Hilbert

H := l2
(
U,Cnz

)
⊕ l2

(
∂U \ (C ∪D), C2

)
⊕ l2

(
(C ∪D)× R, C2nz

)
,

y el isomorfismo correspondiente

Ψ =

(⊕
z∈U

Ψ0
z

)
⊕

( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

Ψz

)
⊕

( ⊕
(z,λ)∈(C∪D)×R

Ψz,λ

)
(2.41)

está dado sobre los generadores del álgebra C∗ Bπ
U , por

Ψ((aI)π) :=

(⊕
z∈U

[
al(z)

]nz
l=1

)
⊕

( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

(
a(z), a(z)

))

⊕

( ⊕
(z,λ)∈(C∪D)×R

diag
{
al(z)I2

}nz
l=1

)
, para a ∈ PC(L)

Ψ(Bπ
U) :=

(⊕
z∈U

[
0
]nz
l=1

)
⊕

( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

(
1, 0
))
⊕

( ⊕
(z,λ)∈(C∪D)×R

Mαz ,ωz(λ)

)
,

Ψ(B̃π
U) :=

(⊕
z∈U

[
0
]nz
l=1

)
⊕

( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

(
0, 1
))
⊕

( ⊕
(z,λ)∈(C∪D)×R

M̃αz ,ωz(λ)

)
,

(2.42)

donde a ∈ C(L), las matrices Mαz ,ωz(λ), M̃αz ,ωz(λ) ∈ C2nz×2nz , para toda z ∈ D y toda

λ ∈ R están definidas por (2.21)–(2.24), mientras que para toda z ∈ C\L y toda λ ∈ R, las

matrices Mαz ,ωz(λ) := Mαz(λ) y M̃αz ,ωz(λ) := M̃αz(λ) están dadas por (2.29) con α = αz,

nz es el número de componentes conexas Dl del conjunto Vz ∩ (U \ L) para una vecindad

suficientemente pequeña Vz de un punto z ∈ U , παz ∈ (0, 2π] es el ángulo interno de U

en un punto z ∈ ∂U , ωz es la tupla relacionada a un punto z ∈ D, y

al(z) = ĺım
ζ→z, ζ∈Dl

a(ζ) (l = 1, 2, ..., nz).
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Un operador A ∈ BU es Fredholm en el espacio L2(U), si y solo si, su śımbolo Ψ(Aπ) es

invertible en el álgebra C∗ (2.40), es decir, si

[Ψ0
z(A

π)]l 6= 0, para toda z ∈ U y toda l = 1, 2, ..., nz;

[Ψz(A
π)]k 6= 0, para toda z ∈ ∂U \ (C ∪D) y toda k = 1, 2;

det[Ψz,λ(A
π)] 6= 0, para toda z ∈ C ∪D y toda λ ∈ R,

donde [Ψ0
z(A

π)]l son las l-ésimas entradas del vector Ψ0
z(A

π) y [Ψz(A
π)]k son las k-ésimas

entradas del vector Ψz(A
π).

Demostración. Consideremos los homomorfismos Ψ0
z : Bπ

U → Cnz , para z ∈ U , Ψz :

Bπ
U → C2 para z ∈ ∂U \ (C ∪ D) y Ψz,λ : Bπ

U → C2nz×2nz para z ∈ C ∪ D y λ ∈ R, los

cuales están dados por (2.42), donde nz = 1, para z ∈ C \ L.

Por Teorema 2.4.1(i),(ii), para cada z ∈ U , el mapeo Ψ0
z : Aπz 7→ Ψ0

z(A
π) es un

isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πz sobre el álgebra C∗ Cnz , mientras que para toda

z ∈ ∂U \ (C ∪D) del Teorema 2.4.1(iii) se sigue que el mapeo Aπz 7→ Ψ0
z(A

π)⊕Ψz(A
π) es

un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πz sobre el álgebra C∗ C3 ∼= C ⊕ C2. Además, por

los Teoremas 2.4.1(iv) y 2.2.3, para toda z ∈ C \ L el álgebra C∗ (BU)πz es isomorfa-∗ a la

subálgebra C∗ Φαz(AKαz ) = C⊕Sαz de C⊕C(R,C2×2), donde AKαz = álg {I, BKαz , B̃Kαz}

y Φαz está dado por (2.28) con α = αz, y este isomorfismo-∗ está dado por Aπz 7→ Ψ0
z(A

π)⊕(
⊕λ∈RΨz,λ(A

π)
)
. Finalmente, por los Teoremas 2.4.1(v) y 2.2.2, para toda z ∈ D = ∂U∩L,

el álgebra C∗ (BU)πz es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Φαz ,ωz(AKαz ) = Cnz ⊕ Sαz ,ωz de

Cnz ⊕ C(R,C2nz×2nz), donde ahora AKαz = álg {aI,BKαz , B̃Kαz : a ∈ C(Lωz)} y Φαz ,ωz

está dado por (2.27) con α = αz y ω = ωz, y el ismorfismo-∗ también está dado por

Aπz 7→ Ψ0
z(A

π)⊕
(
⊕λ∈R Ψz,λ(A

π)
)
.

Luego, aplicando el Teorema 2.3.1, concluimos que el álgebra C∗ Bπ
U es isomorfa-∗ a

la subálgebra C∗ B̃U del álgebra C∗(⊕
z∈U

Cnz

)
⊕

( ⊕
z∈∂U\(C∪D)

(
C⊕ C2

))
⊕

( ⊕
z∈C∪D

(
Cnz ⊕

(⊕
λ∈R

C2nz×2nz

)))
(2.43)

compuesta para toda Aπ ∈ Bπ
U por los elementos Ψ0

z(A
π) para z ∈ U , Ψ0

z(A
π) ⊕ Ψz(A

π)

para z ∈ ∂U \ (C ∪D) y Ψ0
z(A

π)⊕
(
⊕λ∈R Ψz,λ(A

π)
)

para z ∈ C ∪D.
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Es fácil ver que la subálgebra C∗ B̃U del álgebra C∗ (2.43) es isomorfa-∗ a la subálgebra

C∗ Ψ(Bπ
U) del álgebra C∗ (2.40), donde el isomorfismo Ψ está dado por (2.41) y (2.42). Aśı,

Bπ
U
∼= Ψ(Bπ

U), lo cual implica inmediatamente el correspondiente criterio de Fredholm. �



Caṕıtulo 3

Álgebras con datos continuos a

trozos sobre dominios con esquinas

Dini-suaves

En este caṕıtulo estudiaremos el álgebra C∗

BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)} ⊂ B(L2(U)) (3.1)

generada por la proyección de Bergman BU , la proyección de anti-Bergman B̃U y por

los operadores de multiplicación aI (a ∈ PC(L)), con PC(L) el conjunto de funciones

continuas a trozos con discontinuidades en una curva Dini-suave a trozos L, donde U es

un dominio simplemente conexo, acotado o no acotado, en el plano complejo C, cuya

frontera ∂U es Dini-suave a trozos y admite un conjunto finito T ⊂ ∂U de esquinas

Dini-suaves con ángulos internos παz en las esquinas z ∈ T, donde αz ∈ (0, 2] \ {1}.

Distinguimos los puntos de ∂U , los cuales pueden ser aproximados por diferentes sectores

curviĺıneos de U , en particular, U puede admitir cortes. Construimos un cálculo simbólico

de Fredholm para el álgebra C∗ BU y establecemos un criterio de Fredholm para cualquier

operador A ∈ BU en términos de sus śımbolos. Para esto, aplicamos un cálculo simbólico

de invertibilidad de [9] para el álgebra C∗ AKα de la forma (3.1), donde U = Kα y los

coeficientes son funciones constantes a trozos que admiten discontinuidades en un conjunto

43
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finito de rayos en Kα, usamos el principio local de Allan-Douglas, dado por la Proposición

1.1.1, y técnicas de operadores ĺımite [29], y además, construimos y aplicamos mapeos

cuasiconformes adecuados para estudiar las álgebras locales.

3.1 Álgebras C∗ sobre dominios con esquinas Dini-

suaves

3.1.1 El álgebra C∗ BU

Ahora consideramos a U un dominio acotado o no acotado y simplemente conexo en el

plano complejo C con frontera Dini-suave a trozos ∂U que admite un conjunto finito

T ⊂ ∂U de esquinas Dini-suaves con ángulos internos παz en las esquinas z ∈ T, donde

αz ∈ (0, 2] \ {1}. Aśı,∞ puede pertenecer a ∂U pero no puede ser un punto interior de U .

Nuevamente, distinguimos los puntos de ∂U que pueden ser aproximados por diferentes

sectores curviĺıneos de U . Por ejemplo, duplicamos las esquinas z que son intersecciones

de cortes y la frontera usual de U , y distinguimos esos dos puntos, aśı como los dos lados

de los cortes. Entonces, denotaremos por ∂U a la frontera extendida de U , en contraste

con la frontera usual de U .

Sea f un mapeo conforme del disco unitario abierto D sobre el dominio U , el cual

existe por el teorema del mapeo de Riemann. Como ∂U es una curva, entonces, de la Sub-

sección 1.4.2, concluimos que f tiene una extensión continua a D. Como ya mencionamos,

en general, esta extensión no es biyectiva y distinguiremos los puntos f(z) ∈ ∂U para

diferentes z ∈ T. Aśı, la frontera extendida ∂U , con posibles autointersecciones, puede ser

parametrizada de manera conforme como ∂U = {f(z) : z ∈ T}.

Sea D un subconjunto finito de la frontera extendida ∂U tal que para cada punto z ∈ D

existe una unión finita Lz de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos en U ∪ {z}, con punto

final z, que tienen tangentes unilaterales en cada uno de sus puntos. Entonces L =
⋃
z∈D

y D = ∂U ∩ L.
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Nos centramos en estudiar la subálgebra C∗

BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)}, (3.2)

de B(L2(U)) generada por la proyección de Bergman, la proyección de anti-Bergman y

por los operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos con discontinuidades

en L.

Ahora asumiremos que el conjunto L satisface las condiciones:

(L1) para cada punto z ∈ U ∩ L, existen números rz > 0 y nz ∈ N tales que todo disco

abierto D(z, r), de radio r ∈ (0, rz) y centrado en z, es dividido por L en nz dominios,

con z un punto ĺımite en común;

(L2) para cada punto z ∈ (∂U ∩ L) \ {∞} existe una vecindad Vz de z, tal que Vz ∩ L es

una unión de nz−1 arcos de Jordan Dini-suaves que tienen solo al punto z en común

y forman en este punto ángulos, no cero y distintos dos a dos, θ1 < θ2 < . . . < θnz−1

con la semivencindad de z ∈ ∂U ;

(L3) si∞ ∈ ∂U∩L, entonces existe una vecindad V∞ del punto z =∞, tal que el conjunto

{1/ζ : ζ ∈ V∞ ∩ L} consiste de un número finito de arcos de Jordan Dini-suaves que

tienen solo al origen como punto común y forman en este punto ángulos distintos

dos a dos, no cero, θ1 < θ2 < . . . < θn∞−1 con la semivecindad de 0 en la curva

{1/ζ : ζ ∈ ∂U}.

Aśı, para una vecindad suficientemente pequeña Vz, de cualquier punto z ∈ U , el

conjunto Vz ∩ (U \L) consiste de nz ∈ N componentes conexas cuyas cerraduras contienen

a z. A cada punto z ∈ D = ∂U ∩ L, le asociamos la tupla ωz = (θ0, θ1, . . . , θnz), donde

θ0 = 0. Es inmediato, que si z ∈ ∂U \ L, entonces nz = 1.

3.1.2 Segunda aplicación del principio local de Allan-Douglas

Similarmente a [17, Lemma 8.1], obtenemos el siguiente resultado de compacidad.
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Lema 3.1.1. Si f mapea a D, de manera conforme, sobre un dominio U ⊂ C y se extiende

por continuidad a D, entonces, para cualquier función a ∈ C(U), donde U = f(D), los

conmutadores aBU −BUaI y aB̃U − B̃UaI son compactos en el espacio L2(U).

Además, repitiendo la prueba de [18, Lemma 2.6], obtenemos.

Lema 3.1.2. Si U ⊂ C es un dominio como se describió antes, entonces el álgebra C∗

BU , definida en (3.2), contiene al ideal K := K(L2(U)) de todos los operadores compactos

en el álgebra C∗ B := B(L2(U)).

Nuevamente, para obtener un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ BU , es-

tudiamos la invertibilidad de las clases laterales Aπ := A + K en el álgebra cociente C∗

Bπ
U = BU/K, para lo cual aplicamos a Bπ

U el principio local de Allan-Douglas.

Con ΛU denotamos al conjunto de todos los operadores de tipo local en B, el cual

sabemos que es una subálgebra C∗ de B y por Lema 3.1.1, BU ⊂ ΛU . Además, por el

Lema 3.1.1, ZπU := {(cI)π : c ∈ C(U)} es una subálgebra central del álgebra Bπ
U . Al igual

que antes, el espacio de ideales maximales de ZπU puede ser identificado con U . Para todo

z ∈ U , con Jπz,U denotamos el ideal bilátero cerrado del álgebra cociente C∗ Λπ
U := ΛU/K

generado por el ideal maximal

Iπz,U := {(cI)π : c ∈ C(U), c(z) = 0} ⊂ ZπU .

Por [3, Proposition 8.6] y [31, Proposition 2.2.5],

Jπz,U = {(cA)π : c ∈ C(U), c(z) = 0, A ∈ ΛU}. (3.3)

El principio local de Allan-Douglas implica el siguiente criterio de Fredholm.

Teorema 3.1.1. Un operador A ∈ BU es de Fredholm en el espacio L2(U), si y solo si,

para todo z ∈ U , la clase lateral Aπz := Aπ + Jπz,U es invertible en el álgebra cociente C∗

(ΛU)πz := Λπ
U/J

π
z,U .

El conjunto (BU)πz := {Aπz : A ∈ BU} es una subálgebra C∗ de (ΛU)πz y entonces cada

clase lateral Aπz , asociada con A ∈ BU , es invertible en las álgebras C∗ (ΛU)πz y (BU)πz ,

solo simultáneamente.
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Decimos que las clases laterales Aπ, Bπ ∈ Bπ
U son localmente equivalentes en el punto

z ∈ U si Aπ −Bπ ∈ Jπz,U , y en este caso escribiremos Aπ
z∼ Bπ.

Aśı, obtenemos lo siguiente.

Lema 3.1.3. Las clases laterales Bπ
U y B̃π

U son localmente equivalentes a cero en todo

punto z ∈ U .

3.2 Mapeos cuasiconformes Dini-suaves

Para estudiar las álgebras locales (BU)πz construimos unos mapeos cuasiconformes espe-

ciales de los discos cerrados Dr := {z ∈ C : |z| ≤ r} sobre śı mismos.

Es conocido (ver [1, Chapter 2]) que un homeomorfismo σ = σ(z) de un dominio U ⊂ C

sobre un dominio V ⊂ C es llamado cuasiconforme si σ tiene derivadas generalizadas

localmente integrables

∂σ

∂z
=

1

2

(
∂σ

∂x
− i∂σ

∂y

)
,

∂σ

∂z
=

1

2

(
∂σ

∂x
+ i

∂σ

∂y

)
(3.4)

que satisfacen la desigualdad∣∣∣∂σ
∂z

∣∣∣ ≤ k
∣∣∣∂σ
∂z

∣∣∣ donde k = constante < 1. (3.5)

Las derivadas parciales (3.4) existen casi en todos lados en U , σ es diferenciable casi en

todos lados, y el Jacobiano Jσ =
∣∣∣∂σ
∂z

∣∣∣2 − ∣∣∣∂σ
∂z

∣∣∣2 del mapeo σ : U → V es estrictamente

positivo para casi toda z ∈ U .

Sea V0 una vecindad del origen y sea Kα la cerradura del sector Kα. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que V0∩Kα =
⋃n
j=1 Sj, donde n = n0−1 y los conjuntos cerrados

Sj :=
{
z = reiϕ : (r, ϕ) ∈ [0, r0]× [ϕj−1, ϕj]

}
, (3.6)

con 0 = ϕ0 < ϕ1 < . . . < ϕn−1 < ϕn = απ, son sectores del disco cerrado Dr0 que tienen

interiores disjuntos con exactamente un arco Dini-suave lj (sin sus extremos) que emana

del origen y tal que V0 ∩ L =
⋃n
j=1 lj. Si r0 es suficientemente pequeño, podemos asumir

que todo arco Dini-suave lj (j = 1, 2, . . . , n) está dado por la ecuación

z = zj(r) := rei(θj+ηj(r)), r ∈ [0, r0], (3.7)
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donde η′j ∈ C(0, r0], θj + ηj(r) ∈ (ϕj−1, ϕj) para toda r ∈ (0, r0], y que

ĺım
r→0

z′j(r) = eiθj . (3.8)

Como

z′j(r) = ei(θj+ηj(r))(1 + irη′j(r)) (3.9)

debido a (3.7), y entonces |z′j(r)|2 = 1 + (rη′j(r))
2; se sigue de (3.8) que

ĺım
r→0

rη′j(r) = 0, ĺım
r→0

ηj(r) = 0. (3.10)

Aśı, en particular, ηj ∈ C[0, r0] y ηj(0) = ĺımr→0 ηj(r) = 0.

De acuerdo a la Subsección 1.4.1, existe un módulo de continuidad ω de la clase de

Dini que satisface la condición (v) y tal que

ωf (r) ≤ Af ω(r) para toda f ∈ {z′j : 1, 2, . . . , n} y toda r ∈ [0, r0], (3.11)

donde Af ≥ 0 son constantes.

Lema 3.2.1. Para toda j = 1, 2, . . . , n y r0 > 0 suficientemente pequeña, las funciones f

dadas por

r 7→ ei(θj+ηj(r)), r 7→ rη′j(r), r 7→ ηj(r) (3.12)

son Dini-continuas en [0, r0] y satisfacen (3.11) con z′j.

Demostración. Fijamos a j ∈ {1, 2, . . . , n}. Por (3.7),

ei(θj+ηj(r)) =
zj(r)

r
=

∫ 1

0

z′j(rt)dt,

lo cual implica que para toda r1, r2 ∈ [0, r0], por (3.11), que∣∣ei(θj+ηj(r1)) − ei(θj+ηj(r2))
∣∣ ≤ ∫ 1

0

|z′j(r1t)− z′j(r2t)|dt ≤ Az′jω(|r1 − r2|). (3.13)

Aplicando (3.9), (3.11) y (3.13), deducimos que

|r1η
′
j(r1)− r2η

′
j(r2)| ≤

∣∣z′j(r1)e−i(θj+ηj(r1)) − z′j(r2)e−i(θj+ηj(r2))
∣∣

≤ |z′j(r1)− z′j(r2)|+ |z′j(r2)|
∣∣e−i(θj+ηj(r1)) − e−i(θj+ηj(r2))

∣∣
≤
(

1 + máx r∈[0,r0]|z′j(r)|
)
Az′jω(|r1 − r2|) para toda r1, r2 ∈ [0, r0]. (3.14)
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Si r1, r2 ∈ [0, r0] y |ηj(r1)− ηj(r2)| ≤ π, entonces

(2/π)|ηj(r1)− ηj(r2)| ≤
∣∣e−i(θj+ηj(r1)) − e−i(θj+ηj(r2))

∣∣ ≤ |ηj(r1)− ηj(r2)|.

Por lo tanto, eligiendo r0 > 0 tan pequeña que |ηj(r1)−ηj(r2)| ≤ π para toda r1, r2 ∈ [0, r0],

concluimos que

|ηj(r1)− ηj(r2)| ≤ (π/2)Az′jω(|r1 − r2|). (3.15)

Las desigualdades (3.13)–(3.15) para las funciones (3.12) completan la prueba. �

Lema 3.2.2. Si los arcos Dini-suaves lj, dados por (3.7), satisfacen las condiciones de

arriba, entonces para toda r0 > 0 suficientemente pequeña existe un difeomorfismo cua-

siconforme σ : Dr0 → Dr0 tal que las derivadas parciales (3.4) son Dini-continuas en

Dr0,

σ(z) = z,
∂σ

∂z
(z) = 1,

∂σ

∂z
(z) = 0 para toda z ∈ ∂Kα ∩ Dr0 , (3.16)

y

σ(Sj) = Sj, σ(γj) = lj para toda j = 1, 2, . . . , n, (3.17)

donde γj := {z = reiθj : r ∈ [0, r0]} son segmentos de ĺınea recta en los sectores Sj
definidos por (3.6).

Demostración. De manera similar a la prueba de [18, Lemma 5.1], para cada j =

1, 2, . . . , n, definimos las funciones diferenciables

ζj(ϕ) =


(ϕ− ϕj−1)2(3θj − 2ϕ− ϕj−1)

(θj − ϕj−1)3
si ϕ ∈ [ϕj−1, θj],

(ϕj − ϕ)2(2ϕ+ ϕj − 3θj)

(ϕj − θj)3
si ϕ ∈ [θj, ϕj],

(3.18)

con derivadas continuas

ζ ′j(ϕ) =


6

(ϕ− ϕj−1)(θj − ϕ)

(θj − ϕj−1)3
si ϕ ∈ [ϕj−1, θj],

−6
(ϕj − ϕ)(ϕ− θj)

(ϕj − θj)3
si ϕ ∈ [θj, ϕj].

(3.19)

Por (3.18) y (3.19), para toda j = 1, 2, . . . , n, obtenemos

ζj(ϕj−1) = ζj(ϕj) = 0, ζj(θj) = 1, ζ ′j(ϕj−1) = ζ ′j(ϕj) = ζ ′j(θj) = 0. (3.20)
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Para cada j = 1, 2, . . . , n, definimos las funciones ψj por

ψj(r, ϕ) := ϕ+ ηj(r)ζj(ϕ) para toda (r, ϕ) ∈ Sj. (3.21)

Se deduce de (3.20) y (3.21) con (r, ϕ) ∈ Sj, que

ψj(r, ϕj−1) = ϕj−1, ψj(r, ϕj) = ϕj, ψj(r, θj) = θj + ηj(r). (3.22)

Ahora introducimos el mapeo σ : Dr0 → Dr0 , dado en coordenadas polares por

σ(reiϕ) := reiψ(r,ϕ) para toda (r, ϕ) ∈ [0, r0]× [0, 2π], (3.23)

donde

ψ(r, ϕ) :=


ψj(r, ϕ) si (r, ϕ) ∈ [0, r0]× [ϕj−1, ϕj], j = 1, 2, . . . , n;

ϕ si (r, ϕ) ∈ [0, r0]× [πα, 2π].

(3.24)

Como ηj(0) = 0 por (3.10), de (3.24) y de las igualdades

∂ψj
∂r

(r, ϕ) = η′j(r)ζj(ϕ),
∂ψj
∂ϕ

(r, ϕ) = 1 + ηj(r)ζ
′
j(ϕ) (3.25)

concluimos que existe r0 suficientemente pequeño tal que

∂ψ

∂ϕ
(r, ϕ) > 0 para toda (r, ϕ) ∈ [0, r0]× [0, 2π]. (3.26)

Entonces, para cada r ∈ [0, r0), la función ϕ 7→ ψ(r, ϕ) es monótona creciente en [0, 2π],

y ψ(r, ϕj) = ϕj para toda j = 0, 1, . . . , n debido a (3.22). Por lo tanto, el mapeo σ dado

por (3.23) es un homeomorfismo de Dr0 en śı mismo.

Luego, por (3.20) y (3.25), para cada j = 1, 2, . . . , n, tenemos

∂ψj
∂r

(r, ϕj−1) =
∂ψj
∂r

(r, ϕj) = 0,
∂ψj
∂r

(r, θj) = η′j(r),

∂ψj
∂ϕ

(r, ϕj−1) =
∂ψj
∂ϕ

(r, ϕj) =
∂ψj
∂ϕ

(r, θj) = 1.
(3.27)

Aśı, inferimos de (3.24), (3.25) y (3.27) que

∂ψ

∂r
∈ C((0, r0]× [0, 2π]),

∂ψ

∂ϕ
∈ C([0, r0]× [0, 2π]). (3.28)
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Aplicando (3.4), (3.23) y (3.25), en analoǵıa con [18, Lemma 5.1] inferimos que, para

cada (r, ϕ) ∈ Sj y toda j = 1, 2, . . . , n,

∂σ

∂z
= 2−1ei(ψ(r,ϕ)−ϕ)

(
1 + ir

∂ψ

∂r
(r, ϕ) +

∂ψ

∂ϕ
(r, ϕ)

)
= 2−1eiηj(r)ζj(ϕ)

(
2 + irη′j(r)ζj(ϕ) + ηj(r)ζ

′
j(ϕ)

)
,

∂σ

∂z
= 2−1ei(ψ(r,ϕ)+ϕ)

(
1 + ir

∂ψ

∂r
(r, ϕ)− ∂ψ

∂ϕ
(r, ϕ)

)
= 2−1ei(ηj(r)ζj(ϕ)+2ϕ)

(
irη′j(r)ζj(ϕ)− ηj(r)ζ ′j(ϕ)

)
,

(3.29)

mientras que ∂σ
∂z

= 1 y ∂σ
∂z

= 0 para toda (r, ϕ) ∈ S0 := [0, r0] × [πα, 2π], donde ζj(ϕ) y

ζ ′j(ϕ) están dadas por (3.18) y (3.19). De (3.28) y (3.29) vemos que ∂σ
∂z
, ∂σ
∂z
∈ C(Dr0) y su

Jacobiano es Jσ = ∂ψ
∂ϕ

(r, ϕ). Si r0 es suficientemente pequeño, entonces Jσ > 0 por (3.26),

y por lo tanto σ es un difeomorfismo de Dr0 sobre śı mismo.

Para cada j = 1, 2, . . . , n, deducimos de (3.18) y de (3.19) que

C := máx ϕ∈[ϕj−1,ϕj ]|ζj(ϕ)| = 1,

Cj := máx ϕ∈[ϕj−1,ϕj ]|ζ ′j(ϕ) = (3/2)máx
{

(θj − ϕj−1)−1, (ϕj − θj)−1
}
,

C̃j := máx ϕ∈[ϕj−1,ϕj ]|ζ ′′j (ϕ)| = 6máx
{

(θj − ϕj−1)−2, (ϕj − θj)−2
}
.

(3.30)

Ahora definimos las siguientes constantes:

M1 := máx j=1,2,...,nCj, M̃1 := máx j=1,2,...,nC̃j,

M2 := máx
{

2,máx j=1,2,...,n máx (r,ϕ)∈Sj
∣∣2 + irη′j(r)ζj(ϕ) + ηj(r)ζ

′
j(ϕ)

∣∣}. (3.31)

Si |φ1 − φ2| ≤ π, entonces

(2/π)|φ1 − φ2| ≤ |eiφ1 − eiφ2| ≤ |φ1 − φ2|. (3.32)

Si |φ1 − φ2| ≤ 1, entonces de (3.32) y de la propiedad (v) del módulo de continuidad ω se

deduce que
ω(r)

r
≤ ω(r|eiφ1 − eiφ2|)

r|eiφ1 − eiφ2|
,

lo cual implica, de (3.32), que

ω(r)|φ1 − φ2| ≤ (π/2)ω(r)|eiφ1 − eiφ2| ≤ (π/2)ω(|reiφ1 − reiφ2|). (3.33)
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Para toda r ∈ [0, r0] y toda φ1, φ2 ∈ [ϕj−1, ϕj], de (3.29) inferimos que

∂σ

∂z
(r, φ1)− ∂σ

∂z
(r, φ2)

= 2−1
(
eiηj(r)ζj(φ1) − eiηj(r)ζj(φ2)

)(
2 + irη′j(r)ζj(φ1) + ηj(r)ζ

′
j(φ1)

)
+ 2−1eiηj(r)ζj(φ2)

(
irη′j(r)(ζj(φ1)− ζj(φ2)) + ηj(r)(ζ

′
j(φ1)− ζ ′j(φ2))

)
.

Aplicando ahora (3.11) a las funciones de Dini ηj y η̃j : r 7→ rη′j(r) (ver Lema 3.2.1) y

usando (3.30)–(3.31), inferimos que

∣∣∣∂σ
∂z

(r, φ1)− ∂σ

∂z
(r, φ2)

∣∣∣
≤ 2−1|ηj(r)| |ζj(φ1)− ζj(φ2)|

∣∣2 + irη′j(r)ζj(φ1) + ηj(r)ζ
′
j(φ1)

∣∣
+ 2−1

(
|rη′j(r)| |ζj(φ1)− ζj(φ2)|+ |ηj(r)| |ζ ′j(φ1)− ζ ′j(φ2)|

)
≤ 1

2

(
Aηjω(r)M1|φ1 − φ2|M2 + Aη̃jω(r)M1|φ1 − φ2|+ Aηjω(r)M̃1|φ1 − φ2|

)
≤ Ĉ1ω(r)|φ1 − φ2|, Ĉ1 := 2−1máx j=1,2,...,n

(
AηjM1M2 + Aη̃jM1 + AηjM̃1

)
.

Esta estimación es válida para toda φ1, φ2 ∈ [0, 2π]. En efecto, si, por ejemplo, φ1 ∈

[ϕj−1, ϕj] y φ2 ∈ [ϕj, ϕj+1], inferimos que

∣∣∣∂σ
∂z

(r, φ1)− ∂σ

∂z
(r, φ2)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∂σ
∂z

(r, φ1)− ∂σ

∂z
(r, ϕj)

∣∣∣+
∣∣∣∂σ
∂z

(r, ϕj)−
∂σ

∂z
(r, φ2)

∣∣∣
≤ Ĉ1ω(r)(|φ1 − ϕj|+ |ϕj − φ2|) = Ĉ1ω(r)|φ1 − φ2|.

Aplicando ahora (3.33), concluimos que para toda r ∈ [0, r0] y arbitrarias φ1, φ2 ∈ [0, 2π]

con |φ1 − φ2| ≤ 1, se satisface

∣∣∣∂σ
∂z

(r, φ1)− ∂σ

∂z
(r, φ2)

∣∣∣ ≤ Ĉ1ω(r)|φ1 − φ2| ≤
Ĉ1π

2
ω(|reiφ1 − reiφ2|). (3.34)

Análogamente, para cada ϕ ∈ [ϕj−1, ϕj] y toda r1, r2 ∈ [0, r0], inferimos de (3.11) y
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(3.29)–(3.31) que∣∣∣∂σ
∂z

(r1, ϕ)− ∂σ

∂z
(r2, ϕ)

∣∣∣
≤ 2−1|ζj(ϕ)| |ηj(r1)− ηj(r2)|

∣∣2 + ir1η
′
j(r1)ζj(ϕ) + ηj(r1)ζ ′j(ϕ)

∣∣
+ 2−1

(
|ζj(ϕ)| |r1η

′
j(r1)− r2η

′
j(r2)|+ |ζ ′j(ϕ)| |ηj(r1)− ηj(r2)|

)
≤ 2−1

(
Aηjω(|r1 − r2|)M2 + Aη̃jω(|r1 − r2|) +M1Aηjω(|r1 − r2|)

)
≤ Ĉ2ω(|r1 − r2|), Ĉ2 := 2−1máx j=1,2,...,n

(
Aηj(M1 +M2) + Aη̃j

)
. (3.35)

Si z1 = r1e
iφ1 , z2 = r2e

iφ2 , 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ r0 y |φ1 − φ2| ≤ 1, entonces tenemos

|r1e
iφ1 − r1e

iφ2| ≤ |z1 − z2|, |r1e
iφ2 − r2e

iφ2| ≤ |z1 − z2|. (3.36)

Aplicando (3.34)–(3.36), inferimos que∣∣∣∂σ
∂z

(r1, φ1)− ∂σ

∂z
(r2, φ2)

∣∣∣
≤
∣∣∣∂σ
∂z

(r1, φ1)− ∂σ

∂z
(r1, φ2)

∣∣∣+
∣∣∣∂σ
∂z

(r1, φ2)− ∂σ

∂z
(r2, φ2)

∣∣∣
≤ (Ĉ1π/2)ω(|r1e

iφ1 − r1e
iφ2|) + Ĉ2ω(|r1e

iφ2 − r2e
iφ2|)

≤ (Ĉ1π/2 + Ĉ2)ω(|z1 − z2|) =: Aω(|z1 − z2|).

(3.37)

Análogamente, de (3.29) concluimos que existe una constante B > 0 para la cual∣∣∣∂σ
∂z

(r1, φ1)− ∂σ

∂z
(r2, φ2)

∣∣∣ ≤ Bω(|z1 − z2|) (3.38)

si z1 = r1e
iφ1 y z2 = r2e

iφ2 están en Dr0 y |φ1 − φ2| ≤ 1.

Aśı, por (3.37) y (3.38), las derivadas parciales ∂σ
∂z

(z) y ∂σ
∂z

(z) son Dini-continuas en

Dr0 . Finalmente, de (3.21)–(3.24) y (3.29), concluimos que las relaciones (3.16) y (3.17)

son ciertas. �

3.3 Aplicación de los mapeos cuasiconformes Dini-

suaves

Escribiremos A ' B si A − B es un operador compacto. Modificando la prueba de [26,

Chapter VIII, Theorem 3.3] y de [25, Lemma 1.4], llegamos al siguiente resultado.
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Teorema 3.3.1. El operador K̃, dado por

(K̃f)(w) =

∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

f(z) dxdy para toda f ∈ L2(D),

donde ω es un módulo de continuidad de la clase de Dini, es un operador compacto en el

espacio L2(D).

Demostración. Sean f ∈ L2(D) y

ψ(w) :=

∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

f(z) dxdy.

Entonces tenemos que

|ψ(w)| ≤
(∫

D

ω(|z − w|)
|z − w|2

dxdy

)1/2(∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

|f(z)|2 dxdy
)1/2

. (3.39)

Tomando z = x + iy y w = ξ + iη, y pasando a coordenadas polares x = ξ + r cosϕ,

y = η + r senϕ, deducimos que los valores

A(w) :=

∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

dxdy =


∫ 2π

0

∫ r(ϕ)

0

ω(r)

r2
rdrdϕ si |w| < 1,∫ π

0

∫ r(ϕ)

0

ω(r)

r2
rdrdϕ si |w| = 1,

donde w ∈ D y r(ϕ) ≤ 2, están acotados por A := 2π
∫ 2

0
ω(r)
r
dr <∞. Entonces, de (3.39)

se sigue que ∫
D
|ψ(w)|2dξdη ≤ A

∫
D

(∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

|f(z)|2 dxdy
)
dξdη

≤ A

∫
D
|f(z)|2

(∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

dξdη

)
dxdy

≤ A2‖f‖2
L2(D),

lo cual significa que el operador K̃ es acotado en L2(D), y que ‖K̃‖B(L2(D)) ≤ A.

Para probar que el operador es compacto en el espacio L2(D), representamos al ope-

rador en la forma K̃ = K̃ε + K̃ ′ε, donde

(K̃εf)(w) :=

∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

χD∩Dε(w)(z)f(z) dxdy,

(K̃ ′εf)(w) :=

∫
D

ω(|z − w|)
|z − w|2

χD\Dε(w)(z)f(z) dxdy
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para toda w ∈ D, Dε(w) := {z ∈ C : |z − w| < ε}, y además, χD∩Dε(w) y χD\Dε(w) son las

funciones caracteŕısticas de los conjuntos D∩Dε(w) y D\Dε(w), respectivamente. El ope-

rador K̃ ′ε es compacto en el espacio L2(D) porque la función K ′ε(z, w) := ω(|z−w|)
|z−w|2 χD\Dε(w)(z)

es acotada en el conjunto D × D. Por otro lado, la norma del operador K̃ε en el espacio

L2(D) es acotado porque

‖K̃ε‖B(L2(D)) ≤ 2π

∫ 2ε

0

ω(r)

r
dr,

y por lo tanto ĺımε→0 ‖K̃ε‖B(L2(D)) = 0. Aśı, el operador K̃ es el ĺımite uniforme de los

operadores compactos K̃ ′ε ∈ B(L2(D)) cuando ε→ 0, y entonces K̃ ' 0. �

Ahora sea σ el difeomorfismo cuasiconforme dado por el Lema 3.2.2. La parte lineal

de σ en el punto w ∈ Dr0 está definida por

σ̂w(z) := σ(w) +
∂σ

∂z
(w)(z − w) +

∂σ

∂z
(w)(z − w). (3.40)

el Jacobiano Jσ del mapeo σ en el punto w puede ser escrito en la forma

Jσ(w) := |βσ(w)|2 − |γσ(w)|2, βσ(w) :=
∂σ

∂z
(w), γσ(w) :=

∂σ

∂z
(w). (3.41)

Si r0 > 0 es suficientemente pequeño, entonces Jσ(w) > 0, para toda w ∈ Dr0 . Sin pérdida

de generalidad, asumiremos que Jσ > 0 y, por lo tanto, es separado de cero en el disco

cerrado unitario D. Tomamos Ŵσ, el operador unitario en L2(D), dado por

Ŵσf = |Jσ|1/2(f ◦ σ) para toda f ∈ L2(D). (3.42)

Ahora modificamos parcialmente la prueba de [18, Lemma 6.1], y obtenemos.

Lema 3.3.1. Si σ es un difeomorfismo cuasiconforme del disco unitario cerrado D sobre

śı mismo con derivadas parciales, ∂σ
∂z

y ∂σ
∂z

, Dini-continuas en D, y el Jacobiano (3.41) del

mapeo σ es positivo en D, entonces el operador

ŴσSDŴ
−1
σ −

Jσ
β2
σ

∞∑
n=1

(γσ
βσ

)n−1(
SD
)n

+
γσ
βσ
I (3.43)

es compacto en el espacio L2(D).
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Demostración. Por (3.42), Ŵσf = |Jσ|1/2Vσ, donde Vσ ∈ B(L2(D)) es el operador

invertible dado por f 7→ f ◦ σ. De acuerdo a [25, Section 5] y siguiendo [18, Lemma 6.1],

para una función f ∈ L2(D) y w ∈ D, obtenemos

[(
VσSDV

−1
σ

)
f
]
(w) = − ĺım

ε→0

1

π

∫
D\D̃ε(w)

Jσ(z)(
σ(z)− σ(w)

)2 f(z) dxdy

= (Kf)(w) + (K0f)(w),

(3.44)

donde z = x+ iy, D̃ε(w) := σ−1(Dε(σ(w))), Dε(w) := {z ∈ C : |z − w| < ε},

(Kf)(w) := − ĺım
ε→0

1

π

∫
D\D̃ε(w)

K(z, w)f(z)dxdy,

(K0f)(w) := − ĺım
ε→0

Jσ(w)

π

∫
D\D̃ε(w)

f(z)

(σ̂w(z)− σ(w))2
dxdy,

(3.45)

y

K(z, w) :=
Jσ(z)

(σ(z)− σ(w))2
− Jσ(w)

(σ̂w(z)− σ(w))2

=
Jσ(z)− Jσ(w)

(σ(z)− σ(w))2
− Jσ(w)

(
1

(σ(z)− σ(w))2
− 1

(σ̂w(z)− σ(w))2

)
.

(3.46)

Como σ es un difeomorfismo cuasiconforme de D en śı mismo, entonces existen cons-

tantes positivas C1, C2 tales que, para toda z, w ∈ D,

C1|z − w| ≤
∣∣σ(z)− σ(w)

∣∣ ≤ C2|z − w|,

C1|z − w| ≤
∣∣σ̂w(z)− σ(w)

∣∣ ≤ C2|z − w|.
(3.47)

Por (3.37) y (3.38), existe una constante C3 > 0 tal que

|Jσ(z)− Jσ(w)| =
∣∣∣∣(∣∣∣∂σ∂z (z)

∣∣∣2 − ∣∣∣∂σ
∂z

(z)
∣∣∣2)− (∣∣∣∂σ

∂z
(w)
∣∣∣2 − ∣∣∣∂σ

∂z
(w)
∣∣∣2)∣∣∣∣

≤ C3ω(|z − w|),

lo cual, junto con (3.47), implica que

|Jσ(z)− Jσ(w)|
(σ(z)− σ(w))2

≤ C3ω(|z − w|)
C2

1 |z − w|2
. (3.48)
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Por otro lado, inferimos de (3.37), (3.38) y (3.40), que∣∣σ(z)− σ̂w(z)
∣∣ =

∣∣∣σ(z)− σ(w)− ∂σ

∂z
(w)(z − w)− ∂σ

∂z
(w)(z − w)

∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ z

w

([∂σ
∂z

(ζ)− ∂σ

∂z
(w)
]
dζ +

[∂σ
∂z

(ζ)− ∂σ

∂z
(w)
]
dζ

)∣∣∣∣
≤
∫ z

w

(∣∣∣∂σ
∂z

(ζ)− ∂σ

∂z
(w)
∣∣∣ |dζ|+ ∣∣∣∂σ

∂z
(ζ)− ∂σ

∂z
(w)
∣∣∣ |dζ|)

≤ C4

∫ z

w

ω(|ζ − w|)|dζ| ≤ C4ω(|z − w|)|z − w|, (3.49)

donde C4 es una constante positiva y las integrales son tomadas sobre los segmentos de

ĺınea recta que conectan a los puntos z y w en D. Por (3.47) y (3.49), tenemos que∣∣∣∣ 1

(σ(z)− σ(w))2
− 1

(σ̂w(z)− σ(w))2

∣∣∣∣
=
|σ(z)− σ̂w(z)| |σ(z)− σ(w) + σ̂w(z)− σ(w)|

|σ(z)− σ(w)|2|σ̂w(z)− σ(w)|2

≤ C4ω(|z − w|)|z − w| 2C2|z − w|
(C2

1 |z − w|2)2
≤ 2C2C4

C4
1

ω(|z − w|)
|z − w|2

.

(3.50)

Finalmente, combinando (3.46), (3.48) y (3.50), obtenemos la cota

|K(z, w)| ≤ Cω(|z − w|)|z − w|−2. (3.51)

Para toda ε > 0, existen números 0 < ε1 < ε2 tales que

Dε1(w) ⊂ D̃ε(w) ⊂ Dε2(w). (3.52)

En efecto: aplicando (3.47) y eligiendo los números ε1, ε2 tales que

0 < ε1 < C1ε ≤ C2ε < ε2,

obtenemos las inclusiones

{σ(z) : |z − w| < ε1} ⊂ {σ(z) : |σ(z)− σ(w)| < ε} ⊂ {σ(z) : |z − w| < ε2},

lo cual da (3.52).

Esto significa que las definiciones de la función w 7→ (Kf)(w), dadas por (3.45) y por

(Kf)(w) := − ĺım
ε→0

1

π

∫
D\Dε(w)

K(z, w)f(z)dxdy (w ∈ D),
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son equivalentes. Entonces, aplicando (3.51), concluimos del Teorema 3.3.1 que el operador

K, dado por (3.45), es compacto en el espacio L2(D).

De manera similar a la prueba de [18, Lemma 6.1], inferimos que

K0 =
Jσ
β2
σ

∞∑
n=1

(γσ
βσ

)n−1

(SD)n − γσ
βσ

I. (3.53)

Finalmente, aplicamos (3.44) y obtenemos

ŴσSDŴ
−1
σ = |Jσ|1/2

(
VσSDV

−1
σ

)
|Jσ|−1/2I

= |Jσ|1/2(K +K0)|Jσ|−1/2I,

donde K ' 0 y |Jσ|1/2K0|Jσ|−1/2I ' K0 por (3.53) y por la compacidad del conmutador

|Jσ|1/2SD − SD|Jσ|1/2I (ver [26, Theorem 7.1]). Por lo tanto, ŴσSDŴ
−1
σ ' K0, lo cual nos

da la compacidad del operador (3.43). �

En el siguiente resultado consideraremos al conjunto Dα := D ∩ Kα, y a Dα como la

cerradura de Dα en C.

Lema 3.3.2. Supongamos que α ∈ (0, 2]\{1}, σα es una biyección de Kα sobre śı mismo,

tal que σα(z) = z para z ∈ Kα \Dα, σα|Dα es un difeomorfismo cuasiconforme de Dα sobre

śı mismo, el Jacobiano Jσα es positivo y separado de cero, y

σα(z) = z,
∂σα
∂z

(z) = 1,
∂σα
∂z

(z) = 0 para toda z ∈ ∂Kα. (3.54)

Entonces, el mapeo σ1 = φ−1
α ◦ σα ◦ φα : K1 → K1, donde φα(z) = zα, posee todas las

propiedades del mapeo σα para α = 1.

Demostración. Como σ1(z) = (σα(zα))1/α−1, deducimos de las propiedades de σα que

σ1(z) = z para toda z ∈ K1 \ D1, σ1 es un mapeo biyectivo de D1 sobre śı mismo, y

σ1(z) = z para toda z ∈ ∂K1 = R ∪ {∞}.

Por otro lado, como

∂σ1

∂z
(z) = (σα(zα))1/α−1∂σα

∂z
(zα)zα−1,

∂σ1

∂z
(z) = (σα(zα))1/α−1∂σα

∂z
(zα)zα−1,

(3.55)
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de (3.54) deducimos que para toda z ∈ ∂K1,

∂σ1

∂z
(z) = (σα(zα))1/α−1zα−1 = (zα)1/α−1zα−1 = 1,

∂σ1

∂z
(z) = 0.

Entonces, aplicando (3.55), tenemos que

∂σ1

∂z
(z1)− ∂σ1

∂z
(z2) =

(σα(zα1 )

zα1

)1/α−1∂σα
∂z

(zα1 )−
(σα(zα2 )

zα2

)1/α−1∂σα
∂z

(zα2 ),

lo cual implica que, para z1, z2 ∈ D1,

∣∣∣∂σ1

∂z
(z1)− ∂σ1

∂z
(z2)

∣∣∣ ≤ C1

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 )− ∂σα
∂z

(zα2 )
∣∣∣

+ C2

∣∣(σα(zα1 )/zα1
)1/α−1 −

(
σα(zα2 )/zα2

)1/α−1∣∣, (3.56)

donde

C1 := máx z∈Dα

∣∣σα(z)/z
∣∣1/α−1

<∞, C2 := máx z∈Dα

∣∣∣∂σα
∂z

(z)
∣∣∣ <∞.

Para z1, z2 ∈ D1, concluimos que

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 )− ∂σα
∂z

(zα2 )
∣∣∣ ≤ A(σα)zω(|zα1 − zα2 |), (3.57)

donde (σα)z = ∂σα/∂z. Como

C3 := |1/α− 1|máx z∈Dα

∣∣σα(z)/z
∣∣1/α−2

<∞,

y como

σα(zα)

zα
=

∫ 1

0

(∂σα
∂z

(zαt)dt− ∂σα
∂z

(zαt)
zα

zα
dt
)

de σα(0) = 0, inferimos que

∣∣∣(σα(zα1 )/zα1
)1/α−1 −

(
σα(zα2 )/zα2

)1/α−1
∣∣∣ ≤ C3

∣∣σα(zα1 )/zα1 − σα(zα2 )/zα2
∣∣

≤ C3

∫ 1

0

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 t)−
∂σα
∂z

(zα2 t)
∣∣∣dt+ C3

∫ 1

0

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 t)−
∂σα
∂z

(zα2 t)
∣∣∣dt

+ C3

∫ 1

0

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 t)
∣∣∣ ∣∣∣z1

α

zα1
− z2

α

zα2

∣∣∣dt, (3.58)
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donde 0 ≤ |z1| ≤ |z2| ≤ 1. Entonces, tomando α|ϕ1 − ϕ2| < 1, poniendo z1 = r1e
iϕ1 y

z2 = r2e
iϕ2 y aplicando (3.32) y (3.33), obtenemos∫ 1

0

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 t)
∣∣∣ ∣∣∣z1

α

zα1
− z2

α

zα2

∣∣∣dt ≤ A(σα)zω(|z1|α)
∣∣e−2iαϕ1 − e−2iαϕ2

∣∣
≤ 2A(σα)zω(rα1 )|eiαϕ1 − eiαϕ2| ≤ 2A(σα)zω(rα1 |eiαϕ1 − eiαϕ2|)

≤ 2A(σα)zω(|zα1 − zα2 |). (3.59)

De manera análoga a (3.57), se deduce que∫ 1

0

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 t)−
∂σα
∂z

(zα2 t)
∣∣∣dt ≤ A(σα)zω(|zα1 − zα2 |),∫ 1

0

∣∣∣∂σα
∂z

(zα1 t)−
∂σα
∂z

(zα2 t)
∣∣∣dt ≤ A(σα)zω(|zα1 − zα2 |).

(3.60)

Combinando (3.57), (3.59) y (3.60), de (3.56) y (3.58) inferimos que∣∣∣∂σ1

∂z
(z1)− ∂σ1

∂z
(z2)

∣∣∣ ≤ (C1 + 4C2C3)A(σα)zω(|zα1 − zα2 |),

ω(|zα1 − zα2 |) ≤

ωα(|z1 − z2|) si α ∈ (0, 1],

(α + 1)ω(|z1 − z2|) si α ∈ (1, 2],

donde, para toda α ∈ (0, 1], la función t 7→ ωα(t) := ω(tα) es un módulo de continuidad

de la clase de Dini, porque∫ δ

0

ω(tα)

t
dt =

1

α

∫ δα

0

ω(τ)

τ
dτ <∞ para cualquier δ > 0.

Por lo tanto, la derivada ∂σ1/∂z es Dini-continua en D1. De manera similar, usando (3.55),

también concluimos que la derivada ∂σ1/∂z es Dini-continua en D1.

Por (3.55), la desigualdad (3.5) para σ = σα en Dα, implica la misma desigualdad para

σ = σ1 en D1. Como Jσα > 0 en Dα, concluimos de (3.55) que

Jσ1(z) =
∣∣∣σα(zα)

zα

∣∣∣2/α−2

Jσα(zα) > 0 para toda z ∈ D1

porque σα(z) = 0 para z = 0 solo si ĺımz→0, z∈Dα
σα(z)
z

= 1. Aśı, σ1|D1
es el difeomorfismo

cuasiconforme requerido de D1 sobre śı mismo. �
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Lema 3.3.3. Si σ es un difeomorfismo cuasiconforme Dini-suave de un dominio U ⊂ C

sobre un dominio V ⊂ C, con Jacobiano positivo Jσ, y si L ∈ U es un arco de Jordan

dado por una función Dini-suave z = z(r), r ∈ [0, 1], entonces σ(L) también es un arco

de Jordan Dini-suave.

Demostración. El arco de Jordan σ(L) está dado por la función w = σ(z(r)), r ∈ [0, 1].

Por definición, un arco de Jordan L con punto final ∞ es Dini-suave si el arco de Jordan

{1/z(r) : r ∈ [0, 1]} es Dini-suave. Entonces, será suficiente probar que la afirmación es

cierta en el caso en que ambos arcos, L y σ(L), son acotados. Como

w′(r) =
∂σ

∂z
(z(r))z′(r) +

∂σ

∂z
(z(r))z′(r), (3.61)

y como∣∣∣∂σ
∂z

(z(r1))− ∂σ

∂z
(z(r2))

∣∣∣ ≤ Aσzω(|z(r1)− z(r2)|) ≤ Aσz(C + 1)ω(|r1 − r2|),∣∣∣∂σ
∂z

(z(r1))− ∂σ

∂z
(z(r2))

∣∣∣ ≤ Aσz̄ω(|z(r1)− z(r2)|) ≤ Aσz̄(C + 1)ω(|r1 − r2|),

|z′(r1)− z′(r2)| ≤ Az′ω(|r1 − r2|),

donde C := supr∈[0,1] |z′(r)|, entonces

|w′(r1)− w′(r2)| ≤ C(Aσz + Aσz̄)(C + 1)ω(|r1 − r2|) + C0Az′ω(|r1 − r2|),

donde

C0 := máx r∈[0,1]

(∣∣∣∂σ
∂z

(z(r))
∣∣∣+
∣∣∣∂σ
∂z

(z(r))
∣∣∣).

Por lo tanto, la función r 7→ w′(r) es Dini-continua. Finalmente, por (3.61), w′(r) 6= 0

para toda r ∈ [0, 1] porque z′(r) 6= 0 y Jσ(z(r)) > 0 para esos valores de r. �

Por el Lema 2.3.2, el álgebra C∗ álg
{
aI, SD, S

∗
D : a ∈ C(D)

}
, generada por los o-

peradores de multiplicación (por las funciones a ∈ C(D)) y por los operadores SD y S∗D,

contiene a todos los operadores compactos del álgebra C∗ B(L2(D)). Entonces, concluimos

del Lema 3.3.1 que el operador ŴσSDŴ
−1
σ y su adjunto ŴσS

∗
DŴ

−1
σ pertenecen al álgebra

C∗ álg
{
aI, SD, S

∗
D : a ∈ C(D)

}
.
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Sea Λ = ΛKα el álgebra C∗ de todos los operadores de tipo local en B = B(L2(Kα)),

donde α ∈ (0, 2], y sea Λπ = Λ/K. Con todo punto z ∈ Kα asociamos el ideal bilátero

cerrado Jπz = Jπz,Kα de Λπ, definido por (3.3) con U = Kα. También, introducimos las

álgebras cociente C∗ Λπ
z := Λπ/Jπz .

Teorema 3.3.2. Si σα es una biyección de Kα sobre śı mismo, la cual satisface todas

las condiciones del Lema 3.3.2, y si el operador unitario Ŵσα ∈ B(L2(Kα)) está dado por

(3.42) con σ = σα, entonces(
ŴσαBKαŴ

−1
σα −BKα

)π ∈ Jπ0,Kα , (
ŴσαB̃KαŴ

−1
σα − B̃Kα

)π
∈ Jπ0,Kα . (3.62)

Demostración. Introducimos los difeomorfismos cuasiconformes

σ : D→ D, z 7→

σα(z) si z ∈ Dα,

z si z ∈ D \ Dα.

(3.63)

Como σ satisface las condiciones del Lema 3.3.1, se sigue que el operador (3.43) es com-

pacto en el espacio L2(D), y entonces

χDαŴσSDŴ
−1
σ χDαI −

Jσ
β2
σ

∞∑
n=1

(
γσ
βσ

)n−1

χDα

(
SD
)n
χDαI + χDα

γσ
βσ
I (3.64)

es un operador compacto en B(L2(Dα)). Considerando a los operadores en (3.64) como

operadores que actúan en el espacio L2(Kα) y teniendo en cuenta las igualdades

χDαŴσ = ŴσαχDαI, χDαŴ
−1
σα = Ŵ−1

σ χDαI, χDαSDχDαI = χDαSKαχDαI,

podemos reescribir (3.64) en la forma

Ŵσα

(
χDαSKαχDαI

)
Ŵ−1
σα =

Jσ
β2
σ

(
χDαSKαχDαI

)
+ Φσ, (3.65)

donde

Φσ '
Jσ
β2
σ

∞∑
n=2

(
γσ
βσ

)n−1

χDα

(
SD
)n
χDαI − χDα

γσ
βσ
I. (3.66)

Como βσ(0) = 1, γσ(0) = 0 y Jσ(0) = 1 de (3.41), (3.54) y (3.63), concluimos que las

clases laterales ((Jσ/β
2
σ)I − I)π y (Φσ)π (ver (3.66)) pertenecen al ideal Jπ0,Kα del álgebra

C∗ Λπ
Kα . Tenemos que las clases laterales(

χDαSKαχDαI − SKα
)π
,
(
Ŵσα

(
χDαSKαχDαI − SKα

)
Ŵ−1
σα

)π
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también están en Jπ0,Kα . Por lo tanto, de (3.65), se sigue que

T π :=
(
ŴσαSKαŴ

−1
σα − SKα

)π ∈ Jπ0,Kα ,
(T ∗)π :=

(
ŴσαS

∗
KαŴ

−1
σα − S

∗
Kα

)π ∈ Jπ0,Kα . (3.67)

Si α = 1, es decir, si Kα = K1 = Π, entonces

BK1 = I − SK1S
∗
K1
, B̃K1 = I − S∗K1

SK1

por (1.4). Combinando las últimas igualdades y (3.67) para α = 1, obtenemos

(Ŵσ1BK1Ŵ
−1
σ1
−BK1)π =

(
SK1S

∗
K1
− (Ŵσ1SK1Ŵ

−1
σ1

)(Ŵσ1S
∗
K1
Ŵ−1
σ1

)
)π

= −(SK1)π(T ∗)π + T π(S∗K1
)π + T π(T ∗)π ∈ Jπ0,K1

,

(Ŵσ1B̃K1Ŵ
−1
σ1
− B̃K1)π =

(
S∗K1

SK1 − (Ŵσ1S
∗
K1
Ŵ−1
σ1

)(Ŵσ1SK1Ŵ
−1
σ1

)
)π

= −(S∗K1
)πT π + (T ∗)π(SK1)π + (T ∗)πT π ∈ Jπ0,K1

,

lo cual nos permite obtener (3.62), para α = 1.

Ahora, sea α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2]. Por el Lema 2.1.1,

BKα = W−1
φα
BK1Wφα , B̃Kα = (CW−1

φα
C)B̃K1(CWφαC), (3.68)

donde el mapeo φα y el operador Wφα están dados por (2.1) y el operador C está dado por

(1.1) para U = Kα. Por el Lema 3.3.2, el mapeo σ1 := φ−1
α ◦σα ◦φα : K1 → K1 tiene todas

las propiedades del mapeo σα. Como Ŵσ1 = WφαŴσαW
−1
φα

y CWφαC = (φ′α/φ
′
α)Wφα ,

deducimos que

(CWφαC)Ŵσα(CW−1
φα
C) = (φ′α/φ

′
α)(WφαŴσαW

−1
φα

)(φ′α/φ
′
α)I

= (φ′α/φ
′
α)Ŵσ1(φ′α/φ

′
α)I,

lo cual implica que

ŴσαBKαŴ
−1
σα = W−1

φα
Ŵσ1BK1Ŵ

−1
σ1
Wφα , (3.69)

ŴσαB̃KαŴ
−1
σα = Ŵσα(CW−1

φα
C)B̃K1(CWφαC)Ŵ−1

σα

= W−1
φα
Ŵσ1(φ′α/φ

′
α)B̃K1(φ′α/φ

′
α)Ŵ−1

σ1
Wφα

= (CW−1
φα
C)b
(
Ŵσ1B̃K1Ŵ

−1
σ1

)
b−1(CWφαC), (3.70)
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donde b := [(φ′α ◦ σ1)φ′α]/[(φ′α ◦ σ1)φ′α]. Por la parte que ya probamos, tenemos que

(
Ŵσ1BK1Ŵ

−1
σ1
−BK1

)π ∈ Jπ0,K1
,
(
Ŵσ1B̃K1Ŵ

−1
σ1
− B̃K1

)π ∈ Jπ0,K1
. (3.71)

Por lo tanto, de (3.69) y de la primera relación en (3.71), inferimos que

(
ŴσαBKαŴ

−1
σα −BKα

)π
= (W−1

φα
)π
(
Ŵσ1BK1Ŵ

−1
σ1
−BK1

)π
(Wφα)π

∈ Jπ0,Kα = (W−1
φα

)πJπ0,K1
(Wφα)π,

lo cual nos da la primera relación en (3.62), para cualquier α ∈ (0, 2].

Por (3.54), σ̂0(z) = ∂σ
∂z

(0)z + ∂σ
∂z

(0)z = z, y entonces, de (3.49), deducimos que |σ(z)−

z| = |σ(z)− σ̂0(z)| ≤ C4ω(|z|)|z| en una vecindad de z = 0. Por lo tanto, σ(z) ∼ z cuando

z → 0 en K1, lo cual implica que

ĺım
z→0, z∈K1

σ1(z)

z
= ĺım

z→0, z∈Kα

φ−1
α (σα(z))

φ−1
α (z)

= ĺım
z→0, z∈Kα

(σα(z)

z

)1/α

= 1.

Aplicando este hecho, inferimos que

ĺım
z→0, z∈K1

b(z) = ĺım
z→0, z∈K1

(φ′α[σ1(z)])φ′α(z)

(φ′α[σ1(z)])φ′α(z)
= ĺım
z→0, z∈K1

(σ1(z)

z

z

σ1(z)

)α−1

= 1,

de donde se deduce que [(b− 1)I]π ∈ Jπ0,K1
. Por lo tanto, inferimos de la segunda relación

en (3.71) que (
bŴσ1B̃K1Ŵ

−1
σ1
b−1I − B̃K1

)π ∈ Jπ0,K1
. (3.72)

Combinando (3.68), (3.70) y (3.72), obtenemos

(
ŴσαB̃KαŴ

−1
σα −B̃Kα

)π
=
[
(CW−1

φα
C)
(
bŴσ1B̃K1Ŵ

−1
σ1
b−1I−B̃K1

)
(CWφαC)

]π
∈ Jπ0,Kα = (CW−1

φα
C)πJπ0,K1

(CWφαC)π,

lo cual nos da la segunda relación en (3.62), para toda α ∈ (0, 2]. �

En general, el mapeo σα en el Teorema 3.3.2 admite diferentes ĺımites unilaterales en el

arco T∩Kα. Notemos que el Teorema 3.3.2 resulta válido si reemplazamos a Dα = D∩Kα

con D(0, r) ∩Kα, para cualquier r ∈ (0, 1).
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3.4 Caracterización de las álgebras locales (BU)
π
z

3.4.1 Álgebras locales para z ∈ U \ {∞}

Vamos a caracterizar a las álgebras locales (BU)πz (z ∈ U), donde U = U ∪ ∂U y ∂U es la

frontera Dini-suave a trozos de U .

Si dos álgebras C∗ A1 y A2 son isométricamente isomorfas-∗, escribiremos A1
∼= A2.

Teorema 3.4.1. Para el álgebra C∗ BU , dada por (3.2), y cualquier z ∈ U \ {∞}, las

siguientes afirmaciones se cumplen:

(i) si z ∈ U \ L, entonces (BU)πz
∼= C;

(ii) si z ∈ U ∩ L, entonces (BU)πz
∼= Cnz , con nz ∈ N dada por la condición (L1);

(iii) si z ∈ ∂U \ (L ∪ T), entonces (BU)πz
∼= C3;

(iv) si z ∈ T \ L, entonces (BU)πz
∼= álg {I, BKαz , B̃Kαz};

(v) si z ∈ ∂U ∩ L, entonces (BU)πz
∼= AKαz := álg

{
aI,BKαz , B̃Kαz : a ∈ C(Lωz)

}
,

donde Lωz ⊂ Kαz ∪ {0} es la unión finita de rayos asociados con la tupla ωz, donde

ωz := (θ0, θ1, . . . , θnz), considerando las condiciones (L2) y (L3); y αz = 1 si z ∈ ∂U \ T.

Demostración. (i)–(ii). Sea z ∈ U . Entonces por el Lema 2.3.3, Bπ
U

z∼ 0, B̃π
U

z∼ 0. Para

a ∈ PC(L), se sigue que (aI)π
z∼ a(z)Iπ si z ∈ U \ L, y si z ∈ U ∩ L, entonces

(aI)π
z∼

nz∑
l=1

al(z)(χDlI)π con al(z) := ĺım
ζ→z, ζ∈Dl

a(ζ) (l = 1, 2, . . . , nz),

donde, por (L1), la curva L divide al disco D(z, r) ⊂ U , de radio pequeño r > 0, en

nz dominios distintos dos a dos Dl que tienen a z como punto ĺımite en común. Aśı, el

álgebra C∗ (BU)πz es generada por los nz idempotentes, no cero y ortogonales dos a dos,

(χDlI)πz y cuya suma es igual a Iπz . Entonces, (BU)πz
∼= Cnz , donde nz = 1 si z ∈ U \L, y el

isomorfismo correspondendiente está dado por (aI)πz 7→ [al(z)]nzl=1, para toda a ∈ PC(L),

mientras que (BU)πz 7→ [0]nzl=1 y (B̃U)πz 7→ [0]nzl=1.



66 CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS CON DATOS EN DOMINIOS DINI-SUAVES

(iii)–(iv). Sea z ∈ ∂U \ (L∪{∞}). Entonces, tenemos que z es una esquina Dini-suave

de apertura παz o z ∈ ∂U \T, en cuyo caso αz = 1. Para un dominio U ⊂ C, con frontera

Dini-suave a trozos, consideramos el mapeo conforme γz : Kαz → U tal que γz(0) = z

y γ′z(0) 6= 0, donde Kαz está dado por (1.5) con α = αz, y Kαz = Π si αz = 1. Aśı

γz = βz ◦ φ−1
αz , donde el mapeo conforme φα : Π → Kα está dado por φα(w) = wα para

w ∈ Π y α ∈ (0, 2], y βz : Π → U es un mapeo conforme tal que βz(0) = z, el cual existe

por el teorema del mapeo de Riemann. Aplicando el Teorema 1.4.1, concluimos que la

función γ′z es continua y está separada de 0 e∞ en una vecindad de 0 en Kαz . Recordemos

que γz admite una extensión continua de Kαz a U , la cual no siempre es biyectiva.

Tomando el operador isométrico

Wγz : L2(U)→ L2(Kαz), f 7→ γ′z(f ◦ γz), (3.73)

de la Proposición 1.0.1, deducimos que

Wγz(aI)W−1
γz = (a ◦ γz)I, WγzBUW

−1
γz = BKαz , WγzB̃UW

−1
γz = czB̃Kαzc

−1
z I, (3.74)

donde la función cz := γ′z/γ
′
z es continua en una vecindad de 0 en Kαz .

Fijamos A ∈ BU . Si la clase lateral Aπz ∈ (BU)πz es invertible, entonces por (3.3)

existe un operador B ∈ BU , operadores D1, D2 ∈ ΛU , operadores K1, K2 ∈ K(L2(U)) y

funciones c1, c2 ∈ C(U), tales que c1(z) = c2(z) = 0 y

BA = I + c1D1 +K1, AB = I + c2D2 +K2.

Por lo tanto, obtenemos

(WγzBW
−1
γz )(WγzAW

−1
γz ) = I + (c1 ◦ γz)D̃1 + K̃1,

(WγzAW
−1
γz )(WγzBW

−1
γz ) = I + (c2 ◦ γz)D̃2 + K̃2,

(3.75)

donde K̃1, K̃2 ∈ K(L2(Kαz)) y D̃1, D̃2 ∈ ΛKαz . Para constantes k > 0, introducimos los

operadores unitarios

Uk : L2(Kαz)→ L2(Kαz), (Ukf)(w) = kf(kw) para toda w ∈ Kαz . (3.76)
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Entonces, por la continuidad de cz que implica la igualdad

s-ĺım
k→0

(Uk(czI)U−1
k ) = (γ′z(0)/γ′z(0))I,

inferimos, para los generadores (3.74) del álgebra C∗ WγzBUW
−1
γz , que

s-ĺım
k→0

(Uk((a ◦ γz)I)U−1
k ) = a(z)I, (3.77)

s-ĺım
k→0

(UkBKαzU
−1
k ) = BKαz , s-ĺım

k→0
(Uk(czB̃Kαz czI)U−1

k ) = B̃Kαz . (3.78)

Por lo tanto, para toda A ∈ BU y toda z ∈ ∂U \ (L ∪ {∞}), existe el ĺımite fuerte

Âz := s-ĺım
k→0

(Uk(WγzAW
−1
γz )U−1

k ) ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz}. (3.79)

Aplicando ahora [18, Proposition 7.5], de (3.75) deducimos que B̂zÂz = I y ÂzB̂z = I.

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπz ∈ (BU)πz implica la invertibilidad del operador

Âz ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz}.

Rećıprocamente, la invertibilidad del operador Âz ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz}, asociado con

un operador A ∈ BU , implica la invertibilidad del operador

W−1
γz ÂzWγz ∈ B̂U := álg {I, BU , dzB̃Ud

−1
z I},

donde dz := (γ−1
z )′/(γ−1

z )′. Como (dzI)π
z∼ (γ′z(0)/γ′z(0))Iπ, entonces (dzB̃Ud

−1
z I)π

z∼ B̃π
U ,

y como (aI)π
z∼ a(z)Iπ para toda a ∈ PC(L), concluimos que las álgebras cociente C∗

(B̂U)πz y (BU)πz coinciden. Consecuentemente, la invertibilidad del operador W−1
γz ÂzWγz ∈

B̂U implica la invertibilidad de la clase lateral (W−1
γz ÂzWγz)

π
z = Aπz ∈ (BU)πz .

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπz ∈ (BU)πz , para A ∈ BU , es equivalente a la

invertibilidad del operador Âz ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz} dada por (3.79). Esto implica que el

mapeo (BU)πz → álg {I, BKαz , B̃Kαz}, dado por

(aI)πz 7→ a(z)I para a ∈ PC(L), (BU)πz 7→ BKαz , (B̃U)πz 7→ B̃Kαz ,

es el isomorfismo de álgebras C∗ (BU)πz
∼= álg {I, BKαz , B̃Kαz}.

Finalmente, si αz = 1 y Kαz = Π, entonces el álgebra C∗ álg {I, BΠ, B̃Π} está generada

por las tres proyecciones no cero que son ortogonales dos a dos BΠ, B̃Π y I−BΠ− B̃Π (ver
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[40, Theorem 3.3.5]), lo cual implica el isomorfismo de álgebras C∗ (BU)πz
∼= C3, y aśı se

completa la prueba de las partes (iii)–(iv).

(v) Finalmente, sea z ∈ (∂U ∩ L) \ {∞}. De nuevo consideraremos a z como una

esquina de apertura παz, donde αz puede tomar el valor de 1. Por (L2), asociamos la tupla

ωz = (0, θ1, . . . , θnz), con la unión finita Lz ⊂ U de segmentos de arco que comienzan en z.

Siguiendo las partes (iii)–(iv), consideramos el mapeo conforme γz = βz ◦ φ−1
αz : Kαz → U

tal que γz(0) = z y γ′z(0) 6= 0, y calculamos los ĺımites fuertes s-ĺımk→0(UkWγzAW
−1
γz U

−1
k )

para los generadores A del álgebra C∗ BU , donde los operadores Wγz : L2(U)→ L2(Kαz) y

Uk ∈ B(L2(Kαz)) están dados por (3.73) y (3.76), respectivamente. Entonces, obtenemos

las igualdades (3.78), mientras que la igualdad (3.77), para a ∈ PC(L), es reemplazada

por

s-ĺım
k→0

(
UkWγz(aI)W−1

γz U
−1
k

)
= azI,

donde az es una función constante a trozos en Kαz , la cual será definida más adelante (ver

(3.82) y (3.84)).

Elegimos una vecindad Vz de z que satisfaga la condición (L2) impuesta sobre L.

Entonces Vz ∩ (U \ Lz) =
⋃nz
l=1 Dl, donde nz − 1 es el número de arcos de Jordan Dini-

suaves en Lz con punto final z y Dl son las componentes conexas de Vz ∩ (U \Lz). Por lo

tanto, L̃z := γ−1
z (Lz) =

⋃nz−1
j=1 lj es la unión de nz−1 arcos de Jordan Dini-suaves a trozos

lj ⊂ Kαz ∪ {0} que emanan del origen y que tienen en este punto tangentes que contienen

a los rayos Lj (j = 1, 2, ..., nz − 1) asociados a la tupla ωz (ver Lema 3.3.3).

Sea Lωz =
⋃nz−1
j=1 Lj ⊂ Kαz ∪ {0}. Entonces

γ−1
z (Vz ∩ U) \ L̃z =

nz⋃
l=1

R̃l, Kαz \ Lωz =
nz⋃
l=1

Rl,

donde R̃l := γ−1
z (Dl), y Rl son los sectores abiertos de Kαz con vértices en el origen, los

cuales están dados por (2.4) y corresponden a los dominios R̃l (los conjuntos Dl, R̃l y Rl

están numerados en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Los sectores Rk tienen ángulos internos θk − θk−1 (k = 1, 2, . . . , nz), donde θ0 = 0 <

θ1 < · · · < θnz−1 < θnz = παz. En efecto: el ángulo interno del sector Rk coincide con el
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ángulo δ formado en el origen por los arcos de Jordan Dini-suaves lk y lk−1 en γ−1
z (Lz).

Sean los arcos lk y lk−1 dados por las funciones Dini-suaves fk(t) y fk−1(t), respectivamente.

Entonces δ = arg f ′k(0) − arg f ′k−1(0). Por otro lado, el ángulo θk − θk−1, formado en el

punto z por los arcos de Jordan Dini-suaves γz(lk) y γz(lk−1) en Lz, está dado por el

ĺımt→0 arg [γz(fk(t))]′

[γz(fk−1(t))]′
, donde

[γz(fk(t))]
′

[γz(fk−1(t))]′
=

[βz((fk(t))
1/αz)]′

[βz((fk−1(t))1/αz)]′
=

β′z((fk(t))1/αz )

((fk(t))1/αz )αz−1f
′
k(t)

β′z((fk−1(t))1/αz )

((fk−1(t))1/αz )αz−1f
′
k−1(t)

. (3.80)

Pero, βz mapea a Π sobre U de manera conforme y ∂U tiene una esquina Dini-suave de

apertura παz en βz(0) = z. Luego, por el Teorema 1.4.1, la función ζ 7→ β′z(ζ)
ζαz−1 es continua

y está separada de cero e ∞ en Π ∩D(0, ρ), para algún ρ > 0. Finalmente, inferimos de

(3.80) que

θk − θk−1 = arg

(
ĺım
t→0

[γz(fk(t))]
′

[γz(fk−1(t))]′

)
= arg

(
ĺım
t→0

f ′k(t)

f ′k−1(t)

)
= δ.

Para l = 1, 2, . . . , nz, sean χR̃l y χRl las funciones caracteŕısticas de los conjuntos R̃l y

Rl, respectivamente. Tomando los operadores (3.76), queremos que

s-ĺım
k→0

(
UkχR̃lU

−1
k

)
= χRlI, para toda l = 1, 2, . . . , nz. (3.81)

En efecto: como

((UkχR̃lU
−1
k )f)(ζ) = χR̃l(kζ)f(ζ),

para toda f ∈ L2(Kαz) y toda ζ ∈ Rl, deducimos que

ĺım
k→0

((UkχR̃lU
−1
k )f)(ζ) = f(ζ) ĺım

k→0
χR̃l(kζ).

Fijando ϑ ∈ (θl, θl−1) y tomando ζ = |ζ|eiϑ, entonces kζ tiende a 0 a lo largo del rayo {reiϑ :

r ≥ 0}. Como el sector Rl está formado por las tangentes en 0 a las curvas que forman

sectores curviĺıneos R̃l con vértice en 0, concluimos que existe k0 > 0 suficientemente

pequeño tal que kζ ∈ R̃l∩Rl para toda k < k0. Por lo tanto, ĺımk→0 χR̃l(kζ) = 1 = χRl(ζ),

lo cual implica (3.81).
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Como Wγz(aI)W−1
γz = (a ◦ γz)I y como la restricción de la función a ◦ γz al conjunto

Ṽz := γ−1
z (Vz ∩ U) puede ser escrita en la forma

(a ◦ γz)|Ṽz =
nz∑
l=1

al(z)χR̃l + ε(·) con al(z) = ĺım
ζ→z, ζ∈Dl

a(ζ) (3.82)

y ĺımζ→0, ζ∈Ṽz ε(ζ) = 0, de (3.81)–(3.82) inferimos que, para toda a ∈ PC(L),

s-ĺım
k→0

(
UkWγz(aI)W−1

γz U
−1
k

)
= s-ĺım

k→0

(
Uk((a ◦ γz)I)U−1

k

)
= azI, (3.83)

donde la función constante a trozos az es de la forma

az =
nz∑
l=1

al(z)χRl ∈ C(Lωz), (3.84)

con constantes al(z) dadas por (3.82).

Aśı, de (3.78), (3.83) y (3.84) concluimos que, para toda A ∈ BU y toda z ∈ (∂U ∩

L) \ {∞}, existe el ĺımite fuerte

Âz := s-ĺım
k→0

(UkWγzAW
−1
γz U

−1
k ) ∈ AKαz = álg {aI,BKαz , B̃Kαz : a ∈ C(Lωz},

el cual vale 0 para cualquier operador compacto A, esto debido a [18, Proposition 7.5].

Por lo tanto, el mapeo Aπz 7→ Âz es un homomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πz sobre el

álgebra C∗ AKαz .

Rećıprocamente, el mapeo Âz 7→ (Âz)
π + Jπ0,Kαz es un homomorfismo-∗ del álgebra C∗

AKαz sobre el álgebra C∗ (AKαz )π0 . Para probar el isomorfismo-∗ (BU)πz
∼= AKαz , solo resta

probar que (AKαz )π0
∼= (BU)πz . Por el Lema 3.2.2 y Teorema 3.3.2, existe un difeomorfismo

cuasiconforme Dini-suave a trozos δ0, de Kαz sobre śı mismo y con Jacobiano positivo Jδ0 ,

tal que δ0(0) = 0, χR̃l ◦ δ0 = χRl , para toda l = 1, 2, . . . , nz, y las clases laterales

(Ŵδ0BKαz Ŵ
−1
δ0
−BKαz )π, (Ŵδ0B̃Kαz Ŵ

−1
δ0
− B̃Kαz )π,

(Ŵδ0 [(a ◦ γz)I]Ŵ−1
δ0
− azI)π

pertenecen al ideal Jπ0,Kαz = (Wγz)
πJπz,U(W−1

γz )π, donde Ŵδ0f = J
1/2
δ0

(f ◦ δ0) y Jπ0,Kαz =

(Ŵδ0)πJπ0,Kαz (Ŵ−1
δ0

)π. Escribiendo λz := γz ◦ δ0, definimos el operador

Ŵλz : L2(U)→ L2(Kαz), Ŵλzf = J
1/2
λz

(f ◦ λz), para toda f ∈ L2(U).
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Entonces, de manera similar a las partes (iii)–(iv), deducimos que

(ŴλzBUŴ
−1
λz

)π0 = (BKαz )π0 , (ŴλzB̃UŴ
−1
λz

)π0 = (B̃Kαz )π0 ,

(Ŵλz(aI)Ŵ−1
λz

)π0 = (azI)π0 ,

y aśı

(BU)πz
∼= (ŴλzBUŴ

−1
λz

)π0
∼= (AKαz )π0 .

Por lo tanto, el mapeo (BU)πz → AKαz dado por

(aI)πz 7→ azI for a ∈ PC(L), (BU)πz 7→ BKαz , (B̃U)πz 7→ B̃Kαz ,

es un isomorfismo de álgebras C∗, entre (BU)πz y AKαz , lo cual prueba (v). �

3.4.2 Álgebra local para z =∞ ∈ ∂U

Si∞ ∈ ∂U y la condición (L3) es cierta, entonces consideramos los mapeos anti-conformes

g : V → U y ĝ : Kα∞ → Kα∞ dados por g(w) = 1/w, para toda w ∈ V , y por ĝ(w) = 1/w,

para toda w ∈ Kα∞ . Entonces g(0) = ∞ ∈ ∂U y ĝ(∞) = 0 ∈ ∂Kα∞ , y la apertura πα0

del origen en V coincide con la apertura πα∞ de ∞ en U .

Por el teorema del mapeo de Riemann, existe un mapeo conforme ψ : Kα∞ → V tal

que ψ(0) = 0 y ψ′(0) 6= 0, donde ψ = β0 si ∞ ∈ ∂U \ (L ∪ T), en cuyo caso α∞ = 1, y

ψ = γ0 si ∞ ∈ T \ L, cumpliendo que α∞ ∈ (0, 2] \ {1} (ver mapeos βz y γz en la prueba

de las afirmaciones (iii)–(iv) del Teorema 3.4.1).

Si∞ ∈ ∂U∩L, entonces 0 ∈ ∂V ∩g−1(L), donde g−1(L) ⊂ V ∪g−1(T) es la unión de un

conjunto finito de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos. Tomando el subconjunto L∞ de

arcos en L que tienen punto final en∞, vemos que el conjunto (g ◦ψ)−1(L∞) ⊂ Kα∞ ∪{0}

también es la unión de un conjunto finito de arcos de Jordan Dini-sauves a trozos. De

acuerdo a la afirmación (v) en el Teorema 3.4.1, consideramos la unión Lω∞ de rayos en

Kα∞ ∪ {0} que son tangentes en el origen a los arcos en (g ◦ ψ)−1(L∞) y consideramos

el difeomorfismo cuasiconforme Dini-suave a trozos δ0 de Kα∞ sobre śı mismo que env́ıa

al conjunto Lω∞ ∩ D(0, r0) en el conjunto (g ◦ ψ)−1(L∞) ∩ D(0, r0), donde r0 > 0 es
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suficientemente pequeño (ver Lema 3.2.2 y Teorema 3.3.2). Entonces, definimos el mapeo

cuasiconforme λ0 := ψ ◦ δ0 : Kα∞ → U .

Proposición 3.4.1. Si las funciones g, ψ, δ0 y ĝ son las funciones definidas anteriormente,

entonces µ∞ := g ◦ ψ ◦ ĝ es un mapeo conforme de Kα∞ sobre U , y ν∞ := g ◦ ψ ◦ δ0 ◦ ĝ es

un mapeo cuasiconforme de Kα∞ sobre U con Jacobiano positivo.

Demostración. Como µ∞ = 1/ψ(1/z), donde la función ψ : Kα∞ → V es anaĺıtica y tal

que ψ(0) = 0 y ψ′(0) 6= 0, inferimos que la función µ∞ : Kα∞ → U también es anaĺıtica,

porque en cada punto z ∈ Kα∞ existe la derivada

dµ∞
dz

(z) = ĺım
w→z

1/ψ(1/w)− 1/ψ(1/z)

w − z

= ĺım
w→z

(
1/ψ(1/w)− 1/ψ(1/z)

ψ(1/w)− ψ(1/z)
· ψ(1/w)− ψ(1/z)

1/w − 1/z
· 1/w − 1/z

w − z

)
=
(
1/ψ2(1/z)

)
ψ′(1/z)

(
1/z2

)
. (3.85)

Como µ′∞(z) 6= 0, para toda z ∈ Kα∞ , con ψ′(z) 6= 0, concluimos que µ∞ : Kα∞ → U es

un mapeo conforme. En particular, deducimos de la igualdad ψ(0) = 0, que

ĺım
z→∞

(
1/ψ2(1/z)

)(
1/z2

)
=
(
1/ψ′(0)

)2
,

lo cual, de (3.85), implica que

µ′∞(∞) := ĺım
z→∞

µ′∞(z) = 1/ψ′(0) /∈ {0,∞}. (3.86)

De manera análoga, obtenemos las igualdades

∂ν∞
∂z

(z) =
(
1/(ψ2[δ0(1/z)]

)
ψ′[δ0(1/z)]

∂δ0

∂z
(1/z)

(
1/z2

)
,

∂ν∞
∂z

(z) =
(
1/(ψ2[δ0(1/z)]

)
ψ′[δ0(1/z)]

∂δ0

∂z
(1/z)

(
1/z2

)
,

(3.87)

lo cual, por la positividad del Jacobiano Jδ0 , implica que

Jν∞(z) =
∣∣1/(ψ2[δ0(1/z)]

∣∣2∣∣ψ′[δ0(1/z)]
∣∣2(Jδ0(1/z))

∣∣1/z4
∣∣ > 0.

Aśı, ν∞ es un mapeo cuasiconforme, y

∂ν∞
∂z

(∞) = ĺım
z→∞

∂ν∞
∂z

(z) = 1/ψ′(0),
∂ν∞
∂z

(∞) = ĺım
z→∞

∂ν∞
∂z

(z) = 0

debido a (3.86), (3.87) y a las igualdades ∂δ0
∂z

(0) = 1 y ∂δ0
∂z

(0) = 0. �
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Teorema 3.4.2. Si ∞ ∈ ∂U \ L, entonces (BU)π∞
∼= álg {I, BKα∞ , B̃Kα∞}, donde α∞ = 1

si ∞ /∈ T.

Demostración. Sea ∞ ∈ ∂U \ L, y aśı ω∞ = (0, πα∞), donde α∞ = 1 si ∞ /∈ T. Por la

prueba de la Proposición 3.4.1, µ∞ = g ◦ ψ ◦ ĝ es un mapeo conforme de Kα∞ sobre U tal

que µ∞(∞) =∞ y µ′∞(∞) /∈ {0,∞}. Aplicando el operador isométrico

Wµ∞ : L2(U)→ L2(Kα∞), f 7→ µ′∞(f ◦ µ∞),

de la Proposición 1.0.1, deducimos que

Wµ∞(aI)W−1
µ∞ = (a ◦ µ∞)I, para toda a ∈ PC(L),

Wµ∞BUW
−1
µ∞ = BKα∞ , Wµ∞B̃UW

−1
µ∞ = c∞B̃Kα∞c

−1
∞ I,

(3.88)

donde c∞ := µ′∞/µ
′
∞. Tomando, para k > 0, los operadores unitarios de dilatación

Uk : L2(Kα∞)→ L2(Kα∞), (Ukf)(w) = kf(kw), para toda w ∈ Kα∞ , (3.89)

de (3.88) y (3.89), deducimos que

s-ĺım
k→∞

(Uk((a ◦ µ∞)I)U−1
k ) = a(∞)I, s-ĺım

k→∞
(Uk(c∞I)U−1

k ) = (µ′∞/µ
′
∞)(∞)I,

s-ĺım
k→∞

(UkBKα∞U
−1
k ) = BKα∞ , s-ĺım

k→∞
(Uk(c∞B̃Kα∞c∞I)U−1

k ) = B̃Kα∞ .

Por lo tanto, para toda A ∈ BU existe el ĺımite fuerte

Â∞ := s-ĺım
k→∞

(UkWµ∞AW
−1
µ∞U

−1
k ) ∈ álg {I, BKα∞ , B̃Kα∞}. (3.90)

Dada A ∈ BU , similarmente a la prueba de las partes (iii)–(iv) del Teorema 3.4.1, se

sigue que la invertibilidad de las clases laterales Aπ∞ ∈ (BU)π∞ es equivalente a la invertibi-

lidad del operador Â∞ definido en (3.90), de donde (BU)π∞
∼= álg {I, BKα∞ , B̃Kα∞}. Final-

mente, si ∞ ∈ ∂U \ (L∪ T), entonces (BU)π∞
∼= C3 por analoǵıa con el Teorema 3.4.1(iii),

porque α∞ = 1 y Kα∞ = Π. �

Teorema 3.4.3. Si ∞ ∈ ∂U ∩ L, entonces

(BU)π∞
∼= AKα∞ := álg {aI,BKα∞ , B̃Kα∞ : a ∈ C(Lω∞)}, (3.91)

donde Lω∞ es la unión de rayos asociados con la tupla ω∞ = (0, θ1, . . . , θn∞) por la

condición (L3), θn∞ = πα∞ y α∞ = 1 si ∞ /∈ T.
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Demostración. Si ∞ ∈ ∂U ∩ L y ω∞ = (0, θ1, . . . , θn∞−1, πα∞) es la tupla asociada,

por (L3), con la unión L∞ de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos, entonces g−1(L∞) ⊂

V ∪ {0} es la unión de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos que forman en el origen

ángulos, no nulos y distintos dos a dos, θ1 < θ2 < . . . < θn∞−1 con la semivecindad

de 0 en la curva {g−1(ζ) : ζ ∈ ∂U}. Sea Lω∞ ⊂ Kα∞ ∪ {0} la unión de rayos que

comienzan en 0 y que son tangentes en este punto a los arcos en (g ◦ψ)−1(L∞). Siguiendo

la prueba del Teorema 3.4.1(v), consideramos el mapeo cuasiconforme Dini-suave a trozos

invertible δ0, de Kα∞ sobre śı mismo, que manda al conjunto Lω∞ ∩D(0, r0) en el conjunto

(g ◦ ψ)−1(L∞) ∩ D(0, r0), donde r0 > 0 es suficientemente pequeño. Entonces, el mapeo

cuasiconforme λ0 := ψ ◦ δ0 : Kα∞ → U tiene Jacobiano positivo en el origen, y λ0(0) = 0.

Ahora, definimos los operadores isométricos

W̃g : A2(U)→ Ã2(V ), (W̃gf)(z) = (−1/z2)f(1/z), para z ∈ V,

W̃ĝ : A2(Kα∞)→ Ã2(Kα∞), (W̃ĝf)(z) = (−1/z2)f(1/z), para z ∈ Kα∞ ,
(3.92)

donde sus inversos están dados por

(W̃−1
g ϕ)(z) = (−1/z2)ϕ(1/z), para z ∈ U,

(W̃−1
ĝ ϕ)(z) = (−1/z2)ϕ(1/z), para z ∈ Kα∞ .

(3.93)

Como (z2/z2)W̃g es un operador isométrico de Ã2(U) sobre A2(V ), tenemos que

(z2/z2)W̃gB̃UW̃
−1
g (z2/z2)I = BV ,

y aśı, de (3.92), (3.93) y esta última igualdad, deducimos que

W̃gBUW̃
−1
g = B̃V , W̃gB̃UW̃

−1
g = (z2/z2)BV (z2/z2)I. (3.94)

Análogamente,

W̃ĝBKα∞W̃
−1
ĝ = B̃Kα∞ , W̃ĝB̃Kα∞W̃

−1
ĝ = (z2/z2)BKα∞ (z2/z2)I. (3.95)

Sean Jπ∞,U , Jπ0,V , Jπ0,Kα∞ y Jπ∞,Kα∞ los ideales de Λπ
U en∞, de Λπ

V en 0, de Λπ
Kα∞ en 0 y de

Λπ
Kα∞ en∞, respectivamente. Consideremos el operador isométrico Ŵν∞ := W̃ĝŴδ0WψW̃g
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L2(U) sobre L2(Kα∞). Se sigue que

W̃gJ
π
∞,UW̃

−1
g = Jπ0,V , WψJ

π
0,VW

−1
ψ = Jπ0,Kα∞ ,

Ŵδ0J
π
0,Kα∞Ŵ

−1
δ0

= Jπ0,Kα∞ , W̃ĝJ
π
0,Kα∞W̃

−1
ĝ = Jπ∞,Kα∞ .

(3.96)

Tomando λ0 = ψ ◦ δ0 y Ŵλ0 := Ŵδ0Wψ, deducimos de la parte (v) de la prueba del

Teorema 3.4.1, que

(Ŵλ0BV Ŵ
−1
λ0
−BKα∞ )π ∈ Jπ0,Kα∞ , (Ŵλ0B̃V Ŵ

−1
λ0
− B̃Kα∞ )π ∈ Jπ0,Kα∞ ,

(Ŵλ0((a ◦ g)I)Ŵ−1
λ0
− (a ◦ g ◦ λ0)I)π ∈ Jπ0,Kα∞ . (3.97)

Combinando (3.94)–(3.97), inferimos que

[
Ŵν∞BUŴ

−1
ν∞ − (z2/z2)BKα∞ (z2/z2)I

]π ∈ Jπ∞,Kα∞ ,[
Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞ −

(
λ2

0(1/z)/λ2
0(1/z)

)
B̃Kα∞

(
λ2

0(1/z)/λ2
0(1/z)

)
I]π ∈ Jπ∞,Kα∞ ,

(3.98)

Entonces, aplicando la relación

[
(λ2

0(1/z)/λ2
0(1/z))I − (ψ′(0)/ψ′(0))2(z2/z2)I

]π ∈ Jπ∞,Kα∞ ,
y la segunda relación en (3.98), deducimos que

[
Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞ − (z2/z2)B̃Kα∞ (z2/z2)I

]π ∈ Jπ∞,Kα∞ . (3.99)

Haciendo uso de (3.98) y (3.99), obtenemos lo siguiente

[
(z2/z2)Ŵν∞BUŴ

−1
ν∞ (z2/z2)I −BKα∞

]π ∈ Jπ∞,Kα∞ ,[
(z2/z2)Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞ (z2/z2)I − B̃Kα∞ ]π ∈ Jπ∞,Kα∞ ,[

(z2/z2)Ŵν∞(aI)Ŵ−1
ν∞ (z2/z2)I − (a ◦ ν∞)I]π = [0]π ∈ Jπ∞,Kα∞ .

(3.100)

Más aún, para todo operador K ∈ K(L2(Kα∞)) y todo operador C ∈ B(L2(Kα∞)) tal que

Cπ ∈ Jπ∞,Kα∞ , por analoǵıa con [18, Proposition 7.5], deducimos que

s-ĺım
k→∞

(
Uk(C +K)U−1

k

)
= 0. (3.101)
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Entonces, de (3.100) y (3.101) de manera similar a la prueba de los Teoremas 3.4.1 y 3.4.2,

concluimos que

s-ĺım
k→∞

(
Uk
[
(z2/z2)Ŵν∞BUŴ

−1
ν∞ (z2/z2)I

]
U−1
k

)
= BKα∞ ,

s-ĺım
k→∞

(
Uk
[
(z2/z2)Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞ (z2/z2)I

]
U−1
k

)
= B̃Kα∞ ,

s-ĺım
k→∞

(
Uk
[
(z2/z2)Ŵν∞(aI)Ŵ−1

ν∞ (z2/z2)I
]
U−1
k

)
= a∞I,

(3.102)

donde la función constante a trozos a∞ es de la forma

a∞ =
n∞∑
l=1

al(∞)χRl ∈ C(Lω∞), (3.103)

ω∞ = (0, θ1, . . . , θn∞−1, πα∞), y los sectores Rl ⊂ Kα∞ están dados por

Rl = {z ∈ Kα∞ : θl−1 < arg z < θl} (l = 1, 2, . . . , n∞),

al(∞) = ĺım
z→∞, z∈(g◦λ0)(Rl)

a(z) (l = 1, 2, . . . , n∞). (3.104)

Fijamos A ∈ BU . Si la clase lateral Aπz ∈ (BU)π∞ es invertible, de (3.101) y (3.102) de

manera similar a la prueba de las partes (iii)–(v) en el Teorema 3.4.1, inferimos que existe

el ĺımite fuerte

Â∞ := s-ĺım
k→∞

(
Uk
[
(z2/z2)Ŵν∞AŴ

−1
ν∞ (z2/z2)I

]
U−1
k

)
∈ AKα∞ , (3.105)

donde el operador Â∞ es invertible en el álgebra C∗ AKα∞ , dada por (3.91).

Por otro lado, la invertibilidad del operador ĺımite Â∞ ∈ AKα∞ asociado con un ope-

rador A ∈ BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)}, de (3.100), implica la invertibilidad de la

clase lateral (
Ŵ−1
ν∞ (z2/z2)Â∞(z2/z2)Ŵν∞

)π
∞ (3.106)

en el álgebra cociente C∗ (BU)π∞. De (3.100), se sigue que la clase lateral (3.106) coincide

con la clase lateral Aπ∞ ∈ (BU)π∞.

Luego, la invertibilidad de la clase lateral Aπ∞ ∈ (BU)π∞, para A ∈ BU , es equivalente

a la invertibilidad del operador Â∞ ∈ AKα∞ dado por (3.105). Esto implica que el mapeo

(BU)π∞ → AKα∞ , dado por

(aI)π∞ 7→ a∞I para a ∈ PC(L), (BU)π∞ 7→ BKα∞ , (B̃U)π∞ 7→ B̃Kα∞ ,
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donde la función constante a trozos a∞ es definida por (3.103) y (3.104), es un isomorfismo

de álgebras C∗ entre (BU)π∞ y AKα∞ . �

3.5 Cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra C∗

BU

Sea U un dominio simplemente conexo, acotado o no acotado, en el plano complejo C,

con frontera Dini-suave a trozos ∂U que admite un conjunto finito T ⊂ ∂U de esquinas

Dini-suaves con ángulos internos παz en las esquinas z ∈ T, donde αz ∈ (0, 2] \ {1}.

Recordemos que distinguimos los puntos de ∂U , los cuales pueden ser aproximados por

diferentes sectores curviĺıneos de U . En particular, si U tiene cortes, entonces distinguimos

los puntos en ambos lados de los cortes.

Sea D un subconjunto finito de ∂U tal que para cada z ∈ D existe una unión finita Lz

de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos en U ∪ {z} con extremo z que tienen tangentes

unilaterales en cada uno de sus puntos. Supongamos que el conjunto L =
⋃
z∈D Lz satisface

las condiciones (L1)–(L3).

Los Teoremas 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3 y 2.2.2 dan la descripción completa de las álgebras lo-

cales (BU)πz , para todos los puntos z ∈ U . Combinando esos teoremas con el Teorema 3.1.1,

inmediatamente establecemos un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra C∗ BU y

un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ BU en términos de sus śımbolos.

Teorema 3.5.1. El álgebra cociente C∗

Bπ
U := álg {aI,BU , B̃U : a ∈ PC(L)}/K(L2(U)) ⊂ B(L2(U))/K(L2(U))

es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Ψ(Bπ
U) del álgebra C∗

D =

(⊕
z∈U

Cnz

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D)

C2

)
⊕
( ⊕

(z,λ)∈(T∪D)×R

C2nz×2nz

)
, (3.107)

de todos los operadores lineales acotados que actúan en el espacio de Hilbert

H := l2
(
U,Cnz

)
⊕ l2

(
∂U \ (T ∪D), C2

)
⊕ l2

(
(T ∪D)× R, C2nz

)
,
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y el correspondiente isomorfismo

Ψ =

(⊕
z∈U

Ψ0
z

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D)

Ψz

)
⊕
( ⊕

(z,λ)∈(T∪D)×R

Ψz,λ

)
(3.108)

está dado sobre los generadores del álgebra C∗ Bπ
U por

Ψ((aI)π) :=

(⊕
z∈U

[
al(z)

]nz
l=1

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D)

(
a(z), a(z)

))

⊕
( ⊕

(z,λ)∈(T∪D)×R

diag
{
al(z)I2

}nz
l=1

)
para a ∈ PC(L),

Ψ(Bπ
U) :=

(⊕
z∈U

[
0
]nz
l=1

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D)

(
1, 0
))
⊕
( ⊕

(z,λ)∈(T∪D)×R

Mωz(λ)

)
,

Ψ(B̃π
U) :=

(⊕
z∈U

[
0
]nz
l=1

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D)

(
0, 1
))
⊕
( ⊕

(z,λ)∈(T∪D)×R

M̃ωz(λ)

)
,

(3.109)

donde las matrices Mωz(λ), M̃ωz(λ) ∈ C2nz×2nz están definidas por (2.21)–(2.24) con α =

αz, para toda z ∈ T ∪ D y toda λ ∈ R, nz es el número de componentes conexas Dl del

conjunto Vz ∩ (U \ L) para una vecindad suficientemente pequeña Vz de un punto z ∈ U ,

παz ∈ (0, 2π] es el ángulo interno de U en un punto z ∈ ∂U , ωz es la tupla relacionada al

punto z ∈ D, y al(z) = ĺımζ→z, ζ∈Dl a(ζ), para l = 1, 2, . . . , nz.

Un operador A ∈ BU es de Fredholm en el espacio L2(U), si y solo si, su śımbolo

Ψ(Aπ) es invertible en el álgebra C∗ (3.107), es decir, si

[Ψ0
z(A

π)]l 6= 0, para toda z ∈ U y toda l = 1, 2, ..., nz;

[Ψz(A
π)]k 6= 0, para toda z ∈ ∂U \ (T ∪D) y toda k = 1, 2;

det[Ψz,λ(A
π)] 6= 0, para toda z ∈ T ∪D y toda λ ∈ R,

donde [Ψ0
z(A

π)]l son las l-ésimas entradas del vector Ψ0
z(A

π) y [Ψz(A
π)]k son las k-ésimas

entradas del vector Ψz(A
π).

Demostración. Consideremos los homomorfismos Ψ0
z : Bπ

U → Cnz para z ∈ U , Ψz :

Bπ
U → C2 para z ∈ ∂U \ (T ∪ D) y Ψz,λ : Bπ

U → C2nz×2nz para z ∈ T ∪ D y λ ∈ R, los

cuales están dados por (3.109), donde nz = 1 para z ∈ U \ L.
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Por el Teorema 3.4.1(i),(ii), para cada z ∈ U , el mapeo Ψ0
z : Aπz 7→ Ψ0

z(A
π) es un

isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πz sobre el álgebra C∗ Cnz , mientras que para toda

z ∈ ∂U \ (T ∪ D), del Teorema 3.4.1(iii) y Teorema 3.4.2 (en el caso de α∞ = 1), se

sigue que el mapeo Aπz 7→ Ψ0
z(A

π) ⊕ Ψz(A
π) es un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πz

sobre el álgebra C∗ C3 ∼= C ⊕ C2. Luego, por el Teorema 3.4.1(iv), el Teorema 3.4.2

(en el caso de α∞ ∈ (0, 2] \ {1}) y el Teorema 2.2.2, para toda z ∈ T \ L, el álgebra C∗

(BU)πz es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Φωz(AKαz ) = C⊕Sωz de C⊕ C(R,C2×2), donde

AKαz = álg {I, BKαz , B̃Kαz} y Φωz está dado por el Teorema 2.2.2 con ω := ωz = (0, αz),

y el isomorfismo-∗ de (BU)πz sobre el álgebra C∗ Φωz(AKαz ) = C ⊕ Sαz está dado por

Aπz 7→ Ψ0
z(A

π) ⊕
(
⊕λ∈R Ψz,λ(A

π)
)
. Finalmente, por los Teoremas 3.4.1(v), 3.4.3 y 2.2.2,

para toda z ∈ D = ∂U ∩ L, el álgebra C∗ (BU)πz es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗

Φωz(AKαz ) = Cnz⊕Sωz de Cnz⊕C(R,C2nz×2nz), donde ahora AKαz = álg {aI,BKαz , B̃Kαz :

a ∈ C(Lωz)} y Φωz está dado por el Teorema 2.2.2 con ω := ωz = (0, θ1, . . . , θnz−1, παz), y

el isomorfismo-∗ de (BU)πz sobre el álgebra C∗ Φωz(AKαz ) = Cnz ⊕ Sωz es también dado

por Aπz 7→ Ψ0
z(A

π)⊕
(
⊕λ∈R Ψz,λ(A

π)
)
.

Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.1.1, concluimos que el álgebra C∗ Bπ
U es isomorfa-∗

a la subálgebra C∗ B̃U del álgebra C∗(⊕
z∈U

Cnz

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D)

(
C⊕ C2

))
⊕
( ⊕
z∈T∪D

(
Cnz ⊕

(⊕
λ∈R

C2nz×2nz

)))
(3.110)

compuesta, para toda Aπ ∈ Bπ
U , por los elementos Ψ0

z(A
π), para z ∈ U , Ψ0

z(A
π)⊕Ψz(A

π),

para z ∈ ∂U \ (T ∪D), y Ψ0
z(A

π)⊕
(
⊕λ∈R Ψz,λ(A

π)
)
, para z ∈ T ∪D.

Finalmente, se nota que la subálgebra C∗ B̃U del álgebra C∗ (3.110) es isomorfa-∗ a la

subálgebra C∗ Ψ(Bπ
U) del álgebra C∗ (3.107), donde el isomorfismo Ψ está dado por (3.108)

y (3.109). Aśı, Bπ
U
∼= Ψ(Bπ

U), lo cual implica inmediatamente el criterio de Fredholm. �
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Caṕıtulo 4

Álgebras con datos lentamente

oscilatorios a trozos sobre dominios

con esquinas Dini-suaves

En este caṕıtulo, estaremos considerando a U ⊂ C un dominio simplemente conexo, aco-

tado o no acotado, con frontera ∂U Dini-suave a trozos, y además, U admite cortes y

autointersecciones. Definimos el álgebra C∗ SO∂(U) de funciones continuas y acotadas

definidas en U , que oscilan lentamente en puntos arbitrarios de ∂U y mostramos que

SO∂(U) está contenida en el álgebra C∗ Q = VMO∂(D) ∩ L∞(D) introducida por Kehe

Zhu en [46]. Dado un conjunto finito D ⊂ ∂U , definimos el álgebra C∗ X(L) ⊂ L∞(U)

generada por las funciones en SO∂(U) y por las funciones en PC(L) con discontinuidades

en una unión finita L ⊂ U ∪ D de curvas Dini-suaves a trozos que tienen tangentes la-

terales en todo punto, y que no forman cúspides ni son tangentes a ∂U en los puntos de

D = L ∩ ∂U .

Aśı, estudiamos el álgebra C∗

BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ X(L)} ⊂ B(L2(U))

generada por los operadores de multiplicación por funciones que están en el álgebra C∗

X(L), por la proyección de Bergman BU y la proyección de anti-Bergman B̃U actuando en

81
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el espacio de Lebesgue L2(U), donde U es un dominio con las caracteŕısticas mencionadas

y admite un conjunto finito T ⊂ ∂U de esquinas Dini-suaves con ángulos internos παz en

las esquinas z ∈ T, donde αz ∈ (0, 2] \ {1}, y distinguimos los puntos de ∂U que pueden

ser aproximados por medio de diferentes sectores curviĺıneos de U .

Aplicando resultados de [46] acerca del álgebra C∗ Q, el principio local de Allan-

Douglas y técnicas de operadores ĺımite, construimos un cálculo simbólico de Fredholm

para el álgebra C∗ BU y establecemos un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ BU

en términos de sus śımbolos de Fredholm.

4.1 Las álgebras C∗ Q y SO∂(D)

4.1.1 El álgebra C∗Q

Sea D = {z ∈ C : |z| < 1} el disco unitario abierto en el plano complejo. Siguiendo a

[46], definimos

Γ :=
{
f ∈ L∞(D) : TgTf − Tgf ∈ K(A2(D)) para toda g ∈ L∞(D)

}
, Q := Γ ∩ Γ,

donde Tg = BDgBD ∈ B(A2(D)), para g ∈ L∞(D), es un operador de Toeplitz en el

espacio de Bergman A2(D), y K(A2(D)) es el ideal de operadores compactos en el álgebra

C∗ B(A2(D)), de operadores lineales acotados en el espacio A2(D).

Sea dA(z) = dxdy la medida de área en D. Para cualquier z ∈ D, se define la caja de

Carleson como

Sz :=
{
w ∈ D : |w| ≥ |z|, | argw − arg z| ≤ π(1− |z|)

}
. (4.1)

Por [46, Theorem 13], g ∈ Q, si y solo si, g ∈ VMO∂(D) ∩ L∞(D), donde VMO∂(D)

consiste de todas las funciones g ∈ L1(D) para las cuales

ĺım
|z|→1−

1

|Sz|

∫
Sz

∣∣∣∣g(w)− 1

|Sz|

∫
Sz

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(w) = 0, (4.2)

y |Sz| = π(1 + |z|)(1− |z|)2 es la medida de Sz.
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Proposición 4.1.1. Dada a ∈ L∞(D), los conmutadores [aI,BD] y [aI, B̃D] son operado-

res compactos en el espacio L2(D) si y solo si a ∈ Q.

Demostración. De acuerdo con [46, Proposition 6], los operadores de Hankel

Ha = (I −BD)aBD : A2(D)→ (I −BD)L2(D),

Hā = (I −BD)aBD : A2(D)→ (I −BD)L2(D)

son compactos para toda a ∈ Q. Entonces, sus operadores adjuntos

H∗a = BDa(I −BD) : (I −BD)L2(D)→ A2(D),

H∗ā = BDa(I −BD) : (I −BD)L2(D)→ A2(D)

también son compactos. Representando al conmutador [aI,BD] en L2(D) como un opera-

dor matriz actuando sobre la suma ortogonal A2(D) ⊕ (I − BD)L2(D) de subespacios de

L2(D), concluimos que el operador

[aI,BD] = aBD −BDaI = (I −BD)aBD −BDa(I −BD) =

 0 −H∗ā
Ha 0

 (4.3)

es compacto en el espacio L2(D). Sea Cf = f para toda f ∈ L2(D) ∪ L∞(D). Como

[aI, B̃D] = C[aI,BD]C,

la compacidad del conmutador [aI, B̃D] en el espacio L2(D), para cualquier a ∈ Q, se sigue

de la parte ya probada, porque a ∈ Q, al igual que a.

Rećıprocamente, si el conmutador [aI,BD] es compacto en el espacio L2(D), para a ∈

L∞(D), entonces los operadores de Hankel Ha y Hā son compactos debido a (4.3), y por

lo tanto a ∈ Q, por [46, Proposition 6]. �

Aśı, Q es la subálgebra C∗ más grande de L∞(D) tal que, para toda a ∈ Q, los

conmutadores [aI,BD] y [aI, B̃D] son operadores compactos en el espacio L2(D).

4.1.2 El álgebra C∗ SO∂(D)

Para toda a ∈ C y toda r > 0, denotamos por D(a, r) := {z ∈ C : |z − a| < r} al

disco abierto con centro en a y radio r en el plano complejo C. Dada ζ ∈ T = ∂D y
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0 < % < r <∞, definimos

D(ζ; %, r) := (D(ζ, r) \D(ζ, ρ)) ∩ D,

donde Y denota la cerradura de un conjunto Y ⊂ C. Decimos que una función g ∈

Cb(D \ {ζ}) es lentamente oscilatoria en un punto ζ ∈ T, si

ĺım
r→0

sup
z1,z2∈D(ζ;r/2,r)

|g(z1)− g(z2)| = 0.

Sea SOζ el conjunto de todas las funciones g ∈ Cb(D \ {ζ}) que oscilan lentamente en el

punto ζ ∈ T, y sea SO∂(D) la subálgebra C∗ mı́nima (minimal) de L∞(D) que contiene a

todos los conjuntos SOζ , para ζ ∈ ∂D. Es claro que cualquier función g ∈ SO∂(D) puede

admitir a lo más un conjunto numerable de puntos ζ ∈ T de discontinuidades lentamente

oscilatorias.

Teorema 4.1.1. Para toda ζ ∈ T, el conjunto SOζ está contenido en el álgebra C∗ Q.

Demostración. Dada z ∈ D, consideramos la caja de Carleson Sz ⊂ D definida por

(4.1) y tomamos un punto ζ = ei arg z ∈ T. Definimos

R :=
∣∣ζ − zeiπ(1−|z|)∣∣ =

∣∣1− |z|eiπ(1−|z|)∣∣, r := 2 sen(π(1− |z|)/2),

y probamos que existe un ε0 > 0 tal que

rz = 2 sen(π(1− |z|)/2) < Rz =
√

1− 2|z| cos(π(1− |z|)) + |z|2

para toda |z| ∈ [1− ε0, 1). Esto se sigue de la regla de l’Hôpital:

ĺım
|z|→1−

4 sen2(π(1− |z|)/2)

1− 2|z| cos(π(1− |z|)) + |z|2

= ĺım
|z|→1−

−2π sen(π(1− |z|))
−2 cos(π(1− |z|))− 2π|z| sen(π(1− |z|)) + 2|z|

= ĺım
|z|→1−

2π2 cos(π(1− |z|))
−4π sen(π(1− |z|)) + 2π2|z| cos(π(1− |z|)) + 2

=
π2

π2 + 1
< 1.

Aśı, Sz ⊂ D ∩D(ζ, Rz), para toda |z| ∈ [1− ε0, 1).
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Tomamos una función g ∈ SOζ , donde ζ = ei arg z ∈ T. Entonces, para toda ε > 0

existe un R0 ∈ (0,
√

2− 2(1− ε0) cos(πε0)] tal que |g(w) − g(u)| < ε, para toda w, u ∈

D(ζ;R/2, R) y toda R ∈ (0, R0). Si fijamos R := Rz ∈ (0, R0), entonces

1

|Sz|

∫
Sz

∣∣∣∣g(w)− 1

|Sz|

∫
Sz

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(w)

=
1

|Sz|2

∫
Sz

∣∣∣∣∫
Sz

[g(w)− g(u)]dA(u)

∣∣∣∣ dA(w)

≤ 1

|Sz|2

∫
Sz

∫
Sz

|g(w)− g(u)|dA(u) dA(w).

(4.4)

Definiendo

Sn := Sz ∩ D(ζ; 2−nR, 21−nR) ⊂ S̃n := D(ζ, 21−nR) \D(ζ, 2−nR)

para toda n ∈ N, se deduce que Sz =
⋃∞
n=1 Sn ⊂ S̃ :=

⋃∞
n=1 S̃n. Entonces obtenemos∫

Sz

∫
Sz

|g(w)− g(u)|dA(u) dA(w) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

∫
Sn

∫
Sk

|g(w)− g(u)|dA(u) dA(w)

≤
∞∑
n=1

∞∑
k=1

ε(|n− k|+ 1)

∫
Sn

∫
Sk

dA(u) dA(w)

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

ε(|n− k|+ 1)|Sn| |Sk|

≤ ε
∞∑
n=1

∞∑
k=1

(|n− k|+ 1)|S̃n| |S̃k|.

(4.5)

Es fácil ver que

|S̃| = πR2, |S̃n| =
πR2

4n−1
− πR2

4n
=

3

4n
|S̃|, para toda n ∈ N. (4.6)

Entonces, inferimos de (4.5) y de (4.6), que∫
Sz

∫
Sz

|g(w)− g(u)|dA(u) dA(w) < ε

∞∑
n=1

∞∑
k=1

(|n− k|+ 1)
9

4n+k
|S̃|2

= 9|S̃|2ε
∞∑
n=1

∞∑
k=1

(|n− k|+ 1)

4n+k

= 9|S̃|2ε

(
2
∞∑
n=1

1

42n−1

∞∑
k=1

k

4k
−
∞∑
n=1

1

42n

)

= 9|S̃|2ε8A− 1

15
= εÃ|S̃|2,

(4.7)



86 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS CON DATOS LENTAMENTE OSCILATORIOS

donde

A :=
∞∑
k=1

k

4k
<∞ y Ã :=

24A− 3

5
<∞. (4.8)

Finalmente, por (4.4), (4.5) y (4.7), obtenemos

1

|Sz|

∫
Sz

∣∣∣∣g(w)− 1

|Sz|

∫
Sz

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(w) < εÃ
|S̃|2

|Sz|2
< εÃ(π2 + 1)2/2 (4.9)

para toda |z| < 1 suficientemente cercana a 1, porque

ĺım
|z|→1−

|S̃|
|Sz|

= ĺım
|z|→1−

π(1− 2|z| cos(π(1− |z|)) + |z|2)

π(1 + |z|)(1− |z|)2

= ĺım
|z|→1−

−2 cos(π(1− |z|))− 2π|z| sen(π(1− |z|)) + 2|z|
−(1− |z|)(1 + 3|z|)

= ĺım
|z|→1−

−4π sen(π(1− |z|)) + 2π2 cos(π(1− |z|)) + 2

(1 + 3|z|) + 3(|z| − 1)

= (π2 + 1)/2. (4.10)

Dada R = Rz ∈ (0, R0), como la función g es uniformemente continua en el con-

junto compacto D \ D(ζ, R/2), se sigue que dada ε > 0, existe δ ∈ (0, R/2) tal que

|g(z1)− g(z2)| < ε para z1, z2 ∈ D \D(ζ, R/2), siempre que |z1 − z2| < 2δ.

Para toda w ∈ T, consideramos el conjunto D ∩D(w, δ) y tomamos una caja de Car-

leson Sz̃ ⊂ D ∩D(w, δ), donde z̃ = |z̃|ei argw y |z̃| es tal que

δ =
√

1− 2|z̃| cos(π(1− |z̃|)) + |z̃|2

. Entonces, para w ∈ T \ D(ζ, R) y la caja de Carleson asociada Sz̃ contenida en

D ∩D(w, δ), obtenemos la estimación

1

|Sz̃|

∫
Sz̃

∣∣∣∣g(v)− 1

|Sz̃|

∫
Sz̃

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(v) ≤ 1

|Sz̃|2

∫
Sz̃

∫
Sz̃

|g(v)− g(u)|dA(u) dA(v)

< ε
|Sz̃|2

|Sz̃|2
= ε (4.11)

porque |g(v)− g(u)| < ε para toda v, u ∈ D ∩D(w, δ).

Consideramos los conjuntos

D ∩D(ζ, δ) ⊂ D ∩D(ζ, 2δ) ⊂ D ∩D(ζ, 4δ).
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Si w ∈ T ∩D(ζ, R) \D(ζ, 2δ), entonces

1

|Sz̃|

∫
Sz̃

∣∣∣∣g(v)− 1

|Sz̃|

∫
Sz̃

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(v) ≤ 1

|Sz̃|2

∫
Sz̃

∫
Sz̃

|g(v)− g(u)|dA(u) dA(v)

< 2ε
|Sz̃|2

|Sz̃|2
= 2ε (4.12)

porque |g(v)− g(u)| < 2ε, para toda v, u ∈ D ∩D(w, δ). Esto se sigue porque el conjunto

D ∩D(w, δ) está contenido en uno o en dos anillos consecutivos D(ζ, 2k+1δ) \D(ζ, 2kδ)

(k ∈ N), para toda w ∈ T ∩D(ζ, R) \D(ζ, 2δ).

Finalmente, si w ∈ T ∩D(ζ, 2δ), entonces la correspondiente caja de Carleson Sz̃ está

contenida en D ∩D(w, δ) ⊂ D ∩D(ζ, 3δ), y aśı, por (4.4), (4.5), (4.7) y (4.9),

1

|Sz̃|

∫
Sz̃

∣∣∣∣g(v)− 1

|Sz̃|

∫
Sz̃

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(v) ≤ 1

|Sz̃|2

∫
Sz̃

∫
Sz̃

|g(v)− g(u)|dA(u) dA(v)

< εÃ
|S̃|2

|Sz̃|2
, (4.13)

donde Ã está dada por (4.8), |Sz̃| = π(1 + |z̃|)(1− |z̃|)2 y

|S̃| = π(3δ)2 = 9π(1− 2|z̃| cos(π(1− |z̃|)) + |z̃|2).

Entonces, por (4.10),

ĺım
δ→0

|S̃|
|Sz̃|

= ĺım
|z̃|→1

9π sen2(π(1− |̃z|)/2)

π(1 + |z̃|)(1− |z̃|)2
=

9(π2 + 1)

2
.

Esto y (4.13) implican que

1

|Sz̃|

∫
Sz̃

∣∣∣∣g(v)− 1

|Sz̃|

∫
Sz̃

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(v) < εÃ|S̃|2|Sz̃|−2 < 25εÃ(π2 + 1)2. (4.14)

Aśı, inferimos de (4.11), (4.12) y (4.14) que, para toda w ∈ T,

1

|Sz̃|

∫
Sz̃

∣∣∣∣g(v)− 1

|Sz̃|

∫
Sz̃

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(v) < εmáx {1, 2, 25Ã(π2 + 1)2},

y entonces

ĺım
|z̃|→1−

1

|Sz̃|

∫
Sz̃

∣∣∣∣g(v)− 1

|Sz̃|

∫
Sz̃

g(u)dA(u)

∣∣∣∣ dA(v) = 0,

lo cual significa, debido a (4.2), que SOζ ⊂ Q. �

El Teorema 4.1.1 inmediatamente implica lo siguiente.

Corolario 4.1.1. El álgebra C∗ SO∂(D) está contenida en el álgebra C∗ Q.
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4.2 El espacio de ideales maximales del álgebra SO∂(D)

Sea A un álgebra C∗ con unidad, denotamos por M(A) al espacio de ideales maximales

de A. Identificando los puntos z ∈ D con los funcionales de evaluación δz, dados por

δz(f) = f(z), para toda f ∈ C(D), obtenemos que M(C(D)) = D. Como C(D) es una

subálgebra C∗ del álgebra C∗ SO∂(D), cualquier funcional δz (z ∈ D) se extiende a un

funcional lineal multiplicativo en M(SO∂(D)). Para toda z ∈ D, definimos a

Mz(SO∂(D)) :=
{
ξ ∈M(SO∂(D)) : ξ|C(D) = δz

}
como la fibra de M(SO∂(D)) sobre z. Aśı, M(SO∂(D)) =

⋃
z∈D Mz(SO∂(D)).

Dada Υ := (0, 1], definimos el álgebra C∗ SO(Υ) de las funciones continuas y acotadas

sobre Υ que oscilan lentamente en 0, es decir, son tales que

ĺım
r→0

sup
t,τ∈[λr,r]

|f(t)− f(τ)| = 0, para toda λ ∈ (0, 1). (4.15)

Identificando al punto 0 en Υ = [0, 1] con el funcional de evaluación δ0 dado por δ0(f) =

f(0), para toda f ∈ C(Υ), se define la fibra de M(SO(Υ)) sobre 0 como

M0(SO(Υ)) :=
{
ξ ∈M(SO(Υ)) : ξ|C(Υ) = δ0

}
.

Por [16, Lemma 2.2], M0(SO(Υ)) es un espacio Hausdorff compacto y conexo.

Por un lado, si z ∈ D, entonces la fibra Mz(SO∂(D)) consiste de un único funcional de

evaluación δz, es decir, Mz(SO∂(D)) = {z}, y entonces
⋃
z∈D Mz(SO∂(D)) = D. Por otro

lado, si z ∈ ∂D, entonces Mz(SO∂(D)) = M0(SO(Υ)), donde identificamos los caracteres

ξ ∈ Mz(SO∂(D)) y ηξ ∈ M0(SO(Υ)) por medio de la regla: ξ(a) = ηξ(a ◦ υz) para toda

a ∈ SO∂(U), donde υz(x) := z(1− x), para toda x ∈ Υ. Aśı

M(SO∂(D)) =
⋃
z∈D

Mz(SO∂(D)) = D ∪
⊔
z∈∂D

M0(SO(Υ)). (4.16)

Por [4, Proposition 4.2, Corollary 4.3], tenemos lo siguiente.
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Lema 4.2.1. Sea {ak}∞k=1 un subconjunto numerable de SO(Υ). Para toda ξ ∈M0(SO(Υ))

existe una sucesión {tn}∞n=1 ⊂ Υ tal que ĺımn→∞ tn = 0 y

ξ(ak) = ĺım
n→∞

ak(tn), para toda k ∈ N. (4.17)

Rećıprocamente, si {tn}∞n=1 ⊂ Υ, ĺımn→∞ tn = 0 y ĺımn→∞ ak(tn) existe para toda k ∈ N,

entonces, existe un caracter ξ ∈M0(SO(Υ)) tal que (4.17) se cumple.

También necesitamos el siguiente lema basado en (4.15).

Lema 4.2.2. Si a ∈ SO(Υ), α ∈ (0, 2] y φα(x) = xα, para x ∈ Υ, entonces (a ◦ φα) ∈

SO(Υ).

4.3 Dominios y coeficientes para el álgebra C∗ BU

4.3.1 El dominio U

Sean U ⊂ C un dominio simplemente conexo (acotado o no acotado) con frontera Dini-

suave a trozos, ∂U , que admite cortes y autointersecciones, y f un mapeo conforme del

disco unitario abierto sobre el dominio U ⊂ C. Como la frontera de U es una curva,

entonces la función f tiene una extensión continua a la cerradura D de D (ver [28, Sec-

tion 2.2]). En general, esta extensión no es biyectiva, entonces distinguiremos los puntos

f(z) ∈ ∂U los cuales puedan ser aproximados desde diferentes curvas de U , por ejemplo,

distinguiremos dos lados en los cortes que haya. La frontera ∂U , con posibles autointer-

secciones, puede parametrizarse de manera conforme como ∂U = {f(z) : z ∈ T}.

En este caṕıtulo, vamos a asumir que ∂U admite un conjunto finito T ⊂ ∂U de esquinas

Dini-suaves con ángulos internos παz en las esquinas z ∈ T, donde αz ∈ (0, 2] \ {1}.

Además, el punto ∞ puede pertenecer a ∂U , pero no puede ser un punto interior de U .

Sea D un subconjunto finito de la frontera ∂U tal que cada punto z ∈ D existe una

unión finita Lz de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos en U ∪ {z} con extremo z y que

tienen tangentes laterales en cada uno de sus puntos. Entonces L =
⋃
z∈D Lz y D = ∂U∩L.

Estaremos asumiendo que L no contiene cúspides.
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Sean U = f(D) y PC(L) el álgebra C∗ de las funciones continuas a : U → C que

admiten discontinuidades solo en L, con ĺımites laterales finitos en todo punto z ∈ ∂U ∪L

de los sectores curviĺıneos de U \ L contenidos en una vecindad suficientemente pequeña

de su vértice z.

Nuevamente, estaremos asumiendo que el conjunto L satisface las condiciones (L1),

(L2) y (L3), descritas en el Caṕıtulo 3.

Como estamos distinguiendo los puntos z ∈ ∂U los cuales pueden aproximarse por

medio de diferentes sectores curviĺıneos de U , entonces las vecindades Vz y V∞ en (L2) y

(L3) son, en realidad, sus intersecciones con los sectores curviĺıneos de U , ya mencionados.

Aśı, para una vecindad suficientemente pequeña Vz de cualquier punto z ∈ U , el

conjunto Vz ∩ (U \L) consiste de nz ∈ N componentes conexas cuyas cerraduras contienen

a z. Con todo punto z ∈ ∂U ∩ L, asociamos la tupla ωz = (θ0, θ1, . . . , θnz), donde θ0 = 0

y θnz = παz. Claramente, si z ∈ ∂U \ L, entonces nz = 1.

4.3.2 Las álgebras C∗ SO∂(U), X(L) y BU

Sea U ⊂ C un dominio simplemente conexo, acotado o no acotado, con frontera Dini-suave

a trozos ∂U que admite un conjunto finito T ⊂ ∂U de esquinas Dini-suaves con ángulos

internos παz en las esquinas z ∈ T, donde αz ∈ (0, 2]\{1}. A tal dominio U le llamaremos

dominio Dini-suave.

Consideramos la subálgebra C∗ X(L) ⊂ L∞(U) generada por las álgebras C∗ PC(L)

y SO∂(U), donde el álgebra C∗ SO∂(U) está definida por

SO∂(U) =
{
a ◦ f−1 : a ∈ SO∂(D)

}
, (4.18)

y f es un mapeo conforme del disco D sobre U . Es claro que el conjunto SO∂(D) es

invariante bajo mapeos conformes ϕ : D → D. Entonces, la definición del álgebra C∗

SO∂(U) no depende de la elección del mapeo conforme f : D → U . Esto implica la

siguiente proposición.
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Proposición 4.3.1. Si f : U → V es un mapeo conforme de un dominio Dini-suave U

sobre un dominio Dini-suave V , entonces a 7→ a ◦ f es una biyección de SO∂(V ) sobre

SO∂(U).

Si un dominio Dini-suave U no tiene cortes ni autointersecciones, podemos definir

localmente a SO∂(U) de manera similar a SO∂(D), usando el Lema 4.2.2.

Dedicaremos lo que resta de este caṕıtulo a estudiar el álgebra C∗

BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ X(L)} ⊂ B(L2(U)) (4.19)

generada por los operadores de multiplicación por funciones que están en el álgebra C∗

X(L), por la proyección de Bergman BU y la proyección de anti-Bergman B̃U actuando en

el espacio de Lebesgue L2(U), donde U es descrito en esta Sección.

4.3.3 El espacio de ideales maximales del álgebra C∗ SO∂(U)

Identificando los puntos z ∈ U con los funcionales de evaluación δz dados por δz(f) = f(z),

para f ∈ C(U), tenemos que M(C(U)) = U . Como C(U) ⊂ SO∂(U), los conjuntos

Mz(SO∂(U)) :=
{
ξ ∈M(SO∂(U)) : ξ|C(U) = δz

}
(z ∈ U)

son las fibras del espacio de ideales maximales M(SO∂(U)) del álgebra C∗ SO∂(U). De

manera análoga a Mz(SO∂(D)), concluimos que Mz(SO∂(U)) = {z} para toda z ∈ U ,

y Mz(SO∂(U)) = M0(SO(Υ)) para toda z ∈ ∂U , donde identificamos los caracteres

ξ ∈Mz(SO∂(U)) para z ∈ ∂U y ηξ ∈M0(SO(Υ)) mediante la regla:

ξ(a) = ηξ(a ◦ υz) para toda a ∈ SO∂(U), (4.20)

donde υz(x) := f(wz(1 − x)) para toda x ∈ Υ, wz = f−1(z) ∈ ∂D, y f : D → U es un

mapeo conforme en (4.18). En consecuencia, de manera similar a (4.16), obtenemos que

M(SO∂(U)) =
⋃
z∈U

Mz(SO∂(U)) = U ∪
⊔
z∈∂U

M0(SO(Υ)). (4.21)
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4.4 Tercera aplicación del principio local de Allan-

Douglas

De manera análoga a [17, Lemma 8.1] y [10, Lemma 4.1], obtenemos lo siguiente.

Lema 4.4.1. Si U es un dominio Dini-suave, entonces para cualquier función a ∈ SO∂(U)

los conmutadores [aI,BU ] y [aI, B̃U ] son compactos en L2(U).

Demostración. Por el teorema del mapeo de Riemann, existe un mapeo conforme

ϕ : D→ U . Luego, por la Proposición 1.0.1, las siguientes afirmaciones se cumplen:

WϕBUW
∗
ϕ = BD, W̃ϕB̃UW̃

∗
ϕ = B̃D, WϕaW

∗
ϕ = (a ◦ ϕ)I, (4.22)

donde a ∈ SO∂(U), W̃ϕ := cϕWϕ con cϕ := ϕ′/ϕ′, y

Wϕ : L2(U)→ L2(D), (Wϕf)(z) = ϕ′(z)f(ϕ(z)), para toda z ∈ D.

Aśı, para toda a ∈ SO∂(U), se deduce que

Wϕ[aI,BU ]W ∗
ϕ = [(a ◦ ϕ)I, BD]. (4.23)

Como a ◦ ϕ ∈ SO∂(D) siempre que a ∈ SO∂(U) debido a la Proposición 4.3.1, inferimos

del Corolario 4.1.1 que a ◦ ϕ ∈ Q. Entonces, por la Proposición 4.1.1, el conmutador

[(a ◦ ϕ)I, BD] es compacto en L2(D), lo cual implica, debido a (4.23), que [aI,BU ] es un

operador compacto en L2(U).

Análogamente, aplicando la segunda igualdad de (4.22), tenemos que [aI, B̃U ] es un

operador compacto en L2(U). �

Repitiendo la prueba del [18, Lemma 2.6], obtenemos.

Lema 4.4.2. Si U ⊂ C un dominio Dini-suave, entonces el álgebra C∗ BU , dada por

(4.19), contiene al ideal K := K(L2(U)) de los operadores compactos en el álgebra C∗

B := B(L2(U)).
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Para obtener un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ BU , necesitamos estudiar

la invertibilidad de las clases laterales Aπ := A+K en el álgebra C∗ cociente Bπ
U = BU/K.

Para terminar, aplicaremos a Bπ
U el principio local de Allan-Douglas.

Sean ZU := {cI : c ∈ SO∂(U)} una subálgebra C∗ de B, y

ΛU :=
{
A ∈ B : AC − CA ∈ K para toda C ∈ ZU

}
,

el álgebra C∗ que consiste de los operadores de tipo local con respecto a ZU (ver [33]). Por el

Lema 4.4.1, BU ⊂ ΛU y ZπU := {(cI)π : c ∈ SO∂(U)} es una subálgebra central del álgebra

C∗ Bπ
U . Obviamente, el álgebra C∗ conmutativa ZπU es isomorfa-∗ al álgebra C∗ SO∂(U).

Por lo tanto, el espacio de ideales maximales de ZπU es homeomorfo a M(SO∂(U)).

Para cada ξ ∈ M(SO∂(U)), con Jπξ,U denotamos al ideal bilátero cerrado del álgebra

C∗ Λπ
U := ΛU/K el cual es generado por el ideal maximal

Iπξ,U :=
{

(cI)π : c ∈ SO∂(U), ξ(c) = 0
}
⊂ ZπU .

Por [3, Proposition 8.6] y [31, Proposition 2.2.5], tenemos que

Jπξ,U =
{

(cA)π : c ∈ SO∂(U), ξ(c) = 0, A ∈ ΛU

}
. (4.24)

El principio local de Allan-Douglas (ver [7, Theorem 7.47] y [5, Theorem 1.35]) implica

el siguiente criterio de Fredholm.

Teorema 4.4.1. Un operador A ∈ BU es Fredholm en L2(U), si y solo, si para toda

ξ ∈ M(SO∂(U)) la clase lateral Aπξ := Aπ + Jπξ,U es invertible en el álgebra C∗ cociente

(ΛU)πξ := Λπ
U/J

π
ξ,U .

El conjunto (BU)πξ := {Aπξ : A ∈ BU} es una subálgebra C∗ de (ΛU)πξ (ver, por ejemplo,

[5, 1.26(g)]), y por lo tanto, cada clase lateral Aπξ asociada con A ∈ BU es invertible en

las álgebras C∗ (ΛU)πξ y (BU)πξ , solo simultáneamente.

Decimos que las clases laterales Aπ, Bπ ∈ Bπ
U son localmente equivalentes en un punto

ξ ∈M(SO∂(U)) si Aπ −Bπ ∈ Jπξ,U , y en tal caso escribimos Aπ
ξ∼ Bπ.

De manera similar a [18, Lemma 3.3], obtenemos lo siguiente.

Lema 4.4.3. Las clases laterales Bπ
U y B̃π

U son localmente equivalentes a la clase lateral

del cero en todo punto ξ ∈ U .
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4.5 Caracterización de las álgebras locales (BU)
π
ξ

De manera análoga a la Subsección 3.4.2, para caracterizar a las álgebras locales para z =

∞ ∈ ∂U , usamos la condición (L3) y consideramos los mapeos anticonformes g : V → U

y ĝ : Kα∞ → Kα∞ dados por g(w) = 1/w, para toda w ∈ V , y por ĝ(w) = 1/w, para toda

w ∈ Kα∞ . Entonces g(0) = ∞ ∈ ∂U , ĝ(∞) = 0 ∈ ∂Kα∞ , y la apertura πα0 de 0 ∈ V

coincide con la apertura πα∞ de ∞ ∈ U . Por el teorema del mapeo de Riemann, existe

un mapeo conforme ψ : Kα∞ → V tal que ψ(0) = 0 y ψ′(0) 6= 0.

Nuevamente, por la Subsección 3.4.2, si ∞ ∈ ∂U ∩ L, entonces 0 ∈ ∂V ∩ g−1(L),

donde g−1(L) ⊂ V ∪ g−1(T) es la unión de un conjunto finito de arcos de Jordan Dini-

suaves a trozos. Tomando el subconjunto L∞ de arcos en L con extremo en ∞, vemos

que el conjunto (g ◦ ψ)−1(L∞) ⊂ Kα∞ ∪ {0} también es la unión de un conjunto finito de

arcos de Jordan Dini-suaves a trozos. Entonces, consideramos la unión Lω∞ de rayos en

Kα∞∪{0} que son tangentes en el origen a los arcos (g◦ψ)−1(L∞) y, además, consideramos

el difeomorfismo cuasiconforme Dini-suave a trozos σ0 de Kα∞ (ver [1]) sobre śı mismo que

env́ıa el conjunto Lω∞ ∩D(0, r0) en el conjunto (g ◦ ψ)−1(L∞) ∩D(0, r0), donde r0 > 0 es

suficientemente pequeño, ∂σ0

∂z
(0) = 1 y ∂σ0

∂z
(0) = 0 (ver [10, Lemmas 5.2, 6.3, 6.4]).

En la prueba del siguiente teorema, cuando ocupemos la Proposición 3.4.1, será ha-

ciendo uso de σ0, en lugar de δ0.

Caracterizaremos a las álgebras locales (BU)πξ , para toda ξ ∈ M(SO∂(U)), donde

M(SO∂(U)) está dado por (4.21) y las álgebras (BU)πξ consisten de las clases laterales

Aπξ := Aπ + Jπξ,U para toda A ∈ BU . Si dos álgebras C∗ A1 y A2 son (isométricamente)

isomorfas-∗, escribiremos A1
∼= A2.

Teorema 4.5.1. Sean z ∈ U y ξ ∈Mz(SO∂(U)). Para el álgebra C∗ BU dada por (4.19),

las siguientes afirmaciones se cumplen:

(i) si z ∈ U \ L, entonces (BU)πξ
∼= C;

(ii) si z ∈ U ∩ L, entonces (BU)πξ
∼= Cnz , con nz ∈ N dada por la condición (L1);

(iii) si z ∈ ∂U \ (L ∪ T), entonces (BU)πξ
∼= C3;
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(iv) si z ∈ T \ L, entonces (BU)πξ
∼= álg {I, BKαz , B̃Kαz};

(v) si z ∈ ∂U ∩ L, entonces (BU)πξ
∼= AKαz := álg

{
aI,BKαz , B̃Kαz : a ∈ C(Lωz)

}
,

donde Lωz ⊂ Kαz ∪ {0,∞} es la unión finita de rayos asociados con la tupla ωz :=

(0, θ1, . . . , θnz) en virtud de (L2) y (L3), θnz = παz, y αz = 1 para z ∈ ∂U \ T.

Demostración. (i)–(ii) Como ξ = z para z ∈ U y como las funciones a ∈ SO∂(U) están

localmente en PC(L) en vecindades de z, entonces (i)–(ii) se sigue del Teorema 3.4.1,

partes (i) y (ii).

(iii)–(iv) Sea z ∈ ∂U \ (L∪{∞}). Entonces, z es una esquina Dini-suave de apertura

παz, o z ∈ ∂U \ T y entonces αz = 1. Para un dominio U ⊂ C con frontera Dini-

suave a trozos ∂U , consideramos el mapeo conforme γz : Kαz → U tal que γz(0) = z y

γ′z(0) 6= 0, donde Kαz está dado por (1.5) con α = αz, y Kαz = Π si αz = 1. Es claro que

γz = βz ◦ φ−1
αz , donde el mapeo conforme φα : Π → Kα está dado por φα(w) = wα, para

w ∈ Π y α ∈ (0, 2], y βz : Π → U es un mapeo conforme tal que βz(0) = z. Aplicando el

Teorema 1.4.1, concluimos que la función γ′z es continua y está separada del 0 y de ∞ en

una vecindad del 0 en la cerradura Kαz de Kαz . Recordemos que γz admite una extensión

continua de Kαz sobre U , la cual no siempre es biyectiva.

Tomando el operador isométrico

Wγz : L2(U)→ L2(Kαz), f 7→ γ′z(f ◦ γz), (4.25)

deducimos de la Proposición 1.0.1, que para toda a ∈ X(L) se cumple

Wγz(aI)W−1
γz = (a ◦ γz)I, WγzBUW

−1
γz = BKαz , WγzB̃UW

−1
γz = czB̃Kαzc

−1
z I, (4.26)

en donde la función cz := γ′z/γ
′
z es continua en una vecindad de 0 en Kαz .

Fijamos A ∈ BU y ξ ∈ Mz(SO∂(U)). Si la clase lateral Aπξ = Aπ + Jπξ,U ∈ (BU)πξ

es invertible, entonces, por (4.24), existe un operador B ∈ BU , operadores D1, D2 ∈ ΛU ,

operadores K1, K2 ∈ K(L2(U)) y funciones c1, c2 ∈ SO∂(U) tales que ξ(c1) = ξ(c2) = 0 y

BA = I + c1D1 +K1, AB = I + c2D2 +K2.



96 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS CON DATOS LENTAMENTE OSCILATORIOS

Aśı, obtenemos

(WγzBW
−1
γz )(WγzAW

−1
γz ) = I + (c1 ◦ γz)D̃1 + K̃1,

(WγzAW
−1
γz )(WγzBW

−1
γz ) = I + (c2 ◦ γz)D̃2 + K̃2,

(4.27)

donde ci ◦ γz ∈ SO∂(Kαz), D̃i ∈ ΛKαz y K̃i ∈ K(L2(Kαz)), para i = 1, 2.

Como z ∈ ∂U \ (L ∪ {∞}), existe una vecindad Vz, de z, tal que Vz ∩ U es un

conjunto conexo separado de L y la restricción de cualquier función a ∈ X(L), a este

conjunto, pertenece a SO∂(U) restringido a Vz∩U . Entonces, (a◦γz) pertenece a SO∂(Kαz)

restringido al conjunto γ−1
z (Vz ∩ U) ⊂ Kαz cuya cerradura contiene a 0. Luego, para

w ∈ Kαz suficientemente cercana a cero, de la definición de SO∂(Kαz) y en analoǵıa con

SO∂(D), se sigue que

(a ◦ γz)(w) = ã(|w|) + ε(w), (4.28)

donde la función ã := (a ◦ γz)(eiπαz/2(·)) pertenece a SO(Υ) y ĺımw→0 ε(w) = 0. Simi-

larmente a (4.20), con cada ξ ∈ Mz(SO∂(U)) asociamos un funcional ηξ ∈ M0(SO(Υ))

mediante la regla: ξ(a) = ηξ(a ◦ υz), para toda a ∈ SO∂(U), donde υz(x) := γz(e
iπαz/2x),

para toda x ∈ Υ. Entonces, de (4.28), se sigue que

ξ(a) = ηξ(a ◦ υz) = ηξ(ã), para toda a ∈ SO∂(U). (4.29)

Por el Lema 4.2.1, existe una sucesión {tn}∞n=1 ⊂ Υ tal que tn → 0 cuando n → ∞ y

ηξ(ã) = ĺımn→∞ ã(tn). Aśı, de (4.28), (4.15) y (4.29), inferimos que

ĺım
n→∞

(a ◦ γz)(tnw) = ĺım
n→∞

ã(tn|w|) = ĺım
n→∞

ã(tn) = ηξ(ã) = ξ(a) (4.30)

para toda w en subconjuntos compactos de Kαz .

Ahora, introducimos los operadores unitarios de dilatación

Utn : L2(Kαz)→ L2(Kαz), (Utnf)(w) = tnf(tnw) para toda w ∈ Kαz . (4.31)

Entonces, por (4.30) y por la continuidad de cz en (4.26), que implica la igualdad

s-ĺım
n→∞

(Utn(czI)U−1
tn ) = (γ′z(0)/γ′z(0))I,
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inferimos que, para los generadores (4.26) del álgebra C∗ WγzBUW
−1
γz se cumple

s-ĺım
n→∞

(Utn((a ◦ γz)I)U−1
tn ) = ξ(a)I (a ∈ X(L)), (4.32)

s-ĺım
n→∞

(UtnBKαzU
−1
tn ) = BKαz , s-ĺım

n→∞
(Utn(czB̃Kαz c

−1
z I)U−1

tn ) = B̃Kαz . (4.33)

Luego, por el Lema 4.2.1, para toda A ∈ BU , z ∈ ∂U \ (L ∪ {∞}) y ξ ∈ Mz(SO∂(U))

existe el ĺımite fuerte

Âξ := s-ĺım
n→∞

(UtnWγzAW
−1
γz U

−1
tn ) ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz}. (4.34)

En analoǵıa con [18, Proposition 7.5], de (4.27) se deduce que B̂ξÂξ = I y ÂξB̂ξ = I.

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπξ ∈ (BU)πξ implica la invertibilidad del operador

Âξ ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz}.

Rećıprocamente, la invertibilidad del operador Âξ ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz}, asociado con

un operador A ∈ BU , implica la invertibilidad del operador

W−1
γz ÂξWγz ∈ B̂U := álg {I, BU , dzB̃Ud

−1
z I},

donde dz := (γ−1
z )′/(γ−1

z )′. Como (dzI)π
ξ∼ (γ′z(0)/γ′z(0))Iπ, entonces (dzB̃Ud

−1
z I)π

ξ∼ B̃π
U ,

y como (aI)π
ξ∼ ξ(a)Iπ, para toda a ∈ SO∂(U) y ξ ∈ Mz(SO∂(U)), concluimos que las

álgebras C∗ cociente (B̂U)πξ y (BU)πξ , coinciden. Por lo tanto, la invertibilidad del operador

W−1
γz ÂξWγz ∈ B̂U implica la invertibilidad de la clase lateral (W−1

γz ÂξWγz)
π
ξ = Aπξ ∈ (BU)πξ .

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπξ ∈ (BU)πξ , para A ∈ BU , es equivalente a la

invertibilidad del operador Âξ ∈ álg {I, BKαz , B̃Kαz} dado por (4.34). Esto implica que el

mapeo (BU)πξ → álg {I, BKαz , B̃Kαz}, dado por

(aI)πξ 7→ ξ(a)I para a ∈ SO∂(U), (BU)πξ 7→ BKαz , (B̃U)πξ 7→ B̃Kαz ,

es el isomorfismo de álgebras C∗ (BU)πξ
∼= álg {I, BKαz , B̃Kαz}.

Finalmente, si αz = 1 y Kαz = Π, entonces el álgebra C∗ álg {I, BΠ, B̃Π} está generada

por las proyecciones ortogonales dos a dos, y no nulas, BΠ, B̃Π y I − BΠ − B̃Π (ver, por

ejemplo, [40, Theorem 3.3.5]), lo que implica el isomorfismo de álgebras C∗ (BU)πξ
∼= C3.
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Si ∞ ∈ ∂U \ L, entonces ω∞ = (0, πα∞), donde α∞ = 1 si ∞ /∈ T. Consideramos a

g, ψ, ĝ tal y como se definieron al inicio de esta Sección. Por la Proposición 3.4.1 y su

demostración, µ∞ = g ◦ψ ◦ ĝ es un mapeo conforme de Kα∞ sobre U tal que µ∞(∞) =∞

y µ′∞(∞) /∈ {0,∞}. Aplicando el operador isométrico

Wµ∞ : L2(U)→ L2(Kα∞), f 7→ µ′∞(f ◦ µ∞),

de la Proposición 1.0.1, deducimos que

Wµ∞(aI)W−1
µ∞ = (a ◦ µ∞)I para toda a ∈ X(L),

Wµ∞BUW
−1
µ∞ = BKα∞ , Wµ∞B̃UW

−1
µ∞ = c∞B̃Kα∞c

−1
∞ I,

(4.35)

donde c∞ := µ′∞/µ
′
∞. Para puntos w ∈ Kα∞ suficientemente cercanos a∞, de la definición

de SO∂(Kα∞) y en analoǵıa con SO∂(D), se tiene que

(a ◦ µ∞)(w) = (a ◦ µ∞)(eiπα∞/2|w|) + ε(w), (4.36)

la función â definida por â(x) := (a ◦ µ∞)(eiπα∞/2x−1), para x ∈ Υ, pertenece a SO(Υ), y

ĺımw→∞ ε(w) = 0. A cada ξ ∈M∞(SO∂(U)), le asociamos un funcional ηξ ∈M0(SO(Υ))

por la regla: ξ(a) = ηξ(a ◦ υ∞), para toda a ∈ SO∂(U), donde υ∞(x) := µ∞(eiπα∞/2x−1)

para toda x ∈ Υ. Entonces, (4.36) implica que

ξ(a) = ηξ(a ◦ υ∞) = ηξ(â), para toda a ∈ SO∂(U). (4.37)

De manera similar a la prueba para z ∈ ∂U \ (L∪{∞}), para cada a ∈ SO∂(U) existe una

sucesión {tn}∞n=1 ⊂ Υ tal que tn → 0 cuando n→∞ y ĺımn→∞ â(tn) = ηξ(â). En analoǵıa

con (4.30), de (4.36), (4.15) y (4.37), se infiere que

ĺım
n→∞

(a ◦ µ∞)(t−1
n w) = ĺım

n→∞
â(tn|w|−1) = ĺım

n→∞
â(tn) = ηξ(â) = ξ(a) (4.38)

para toda w en subconjuntos compactos de Kα∞ .

Tomando para tn los operadores unitarios Utn ∈ B(L2(Kα∞)) dados por (4.31), de

(4.35) (4.38), deducimos que

s-ĺım
n→∞

(U−1
tn ((a ◦ µ∞)I)Utn) = ξ(a)I, s-ĺım

n→∞
(U−1

tn (c∞I)Utn) = (µ′∞/µ
′
∞)(∞)I,

s-ĺım
n→∞

(U−1
tn BKα∞Utn) = BKα∞ , s-ĺım

n→∞
(U−1

tn (c∞B̃Kα∞c
−1
∞ I)U−1

tn ) = B̃Kα∞ .
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Luego, para cada A ∈ BU existe el ĺımite fuerte

Âξ := s-ĺım
n→∞

(U−1
tn Wµ∞AW

−1
µ∞Utn) ∈ álg {I, BKα∞ , B̃Kα∞}. (4.39)

Dada A ∈ BU , de manera similar a la prueba para z ∈ ∂U \ (L ∪ {∞}), se sigue

que la invertibilidad de la clase lateral Aπξ ∈ (BU)πξ es equivalente a la invertibilidad del

operador Âξ definido en (4.39), de donde (BU)πξ
∼= álg {I, BKα∞ , B̃Kα∞}. Finalmente, si

∞ ∈ ∂U \ (L∪ T), entonces (BU)πξ
∼= C3 en analoǵıa con el caso z ∈ ∂U \ (L∪ T), porque

α∞ = 1 y Kα∞ = Π, lo cual completa la prueba de las partes (iii)–(iv).

(v) Ahora tomamos z ∈ (∂U∩L)\{∞}. De nuevo consideraremos a z como una esquina

de apertura παz, donde αz puede tomar el valor de 1. Por (L2), asociamos la tupla ωz =

(0, θ1, . . . , θnz), con la unión finita Lz ⊂ U de arcos de Jordan Dini-suaves que comienzan

en z. Siguiendo a las partes (iii)–(iv), tomamos el mapeo conforme γz = βz◦φ−1
αz : Kαz → U

tal que γz(0) = z y γ′z(0) 6= 0, y calculamos los ĺımites fuertes s-ĺımn→∞(UtnWγzAW
−1
γz U

−1
tn )

para los generadores A del álgebra C∗ BU , donde los operadores Wγz : L2(U)→ L2(Kαz) y

Utn ∈ B(L2(Kαz)) están dados por (4.25) y (4.31), respectivamente. Entonces, obtenemos

las igualdades (4.33), mientras que la igualdad (4.32) para a ∈ X(L) es reemplazada por

s-ĺım
n→∞

(
UtnWγz(aI)W−1

γz U
−1
tn

)
= az,ξI,

donde la función az,ξ es constate a trozos y será definida a continuación.

Elegimos una vecindad Vz de z, que satisface la condición (L2) impuesta sobre L.

Entonces Vz ∩ (U \ Lz) =
⋃nz
l=1 Dl, donde nz − 1 es el número de arcos de Jordan Dini-

suaves en Lz con extremo z y Dl son las componentes conexas de Vz ∩ (U \Lz). Cualquier

función a ∈ X(L) restringida a Vz ∩ U es de la forma

a|Vz∩U =
nz∑
l=1

al χDl con al ∈ SO∂(U), (4.40)

donde χDl , para cada l, es la función caracteŕıstica de Dl. Se sigue que L̃z := γ−1
z (Lz) =⋃nz−1

j=1 lj es la unión de nz − 1 arcos de Jordan Dini-suaves a trozos lj ⊂ Kαz ∪ {0} que

emanan del origen y que tienen en este punto tangentes que contienen a los rayos Lj

(j = 1, 2, . . . , nz − 1) asociados con la tupla ωz (ver [10, Lemma 6.4]).
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Sea Lωz =
⋃nz−1
j=1 Lj ⊂ Kαz ∪ {0}. De acuerdo a (4.40), tenemos que

γ−1
z (Vz ∩ U) \ L̃z =

nz⋃
l=1

R̃l, Kαz \ Lωz =
nz⋃
l=1

Rl,

donde R̃l := γ−1
z (Dl), Rl son sectores abiertos de Kαz con vértice en origen, los cuales

están dados por Rl := {z ∈ Kαz : θl−1 < arg z < θl}, para l = 1, 2, . . . , nz, y corresponden

a los dominios R̃l (los conjuntos Dl, R̃l y Rl están numerados en sentido contrario a las

manecillas del reloj), y 0 = θ0 < θ1 < · · · < θnz−1 < θnz = παz. Para l = 1, 2, . . . , nz, con

χR̃l y χRl denotaremos a las funciones caracteŕısticas de R̃l y Rl.

Por la parte (v) en la prueba del Teorema 3.4.1, para toda sucesión {tn} ⊂ Υ con

ĺımn→∞ tn = 0 y operadores asociados Utn definidos por (4.31), obtenemos

s-ĺım
n→∞

(
UtnχR̃lU

−1
tn

)
= χRlI, para toda l = 1, 2, . . . , nz. (4.41)

A cada ξ ∈ Mz(SO∂(U)) le asociamos el funcional ηξ ∈ M0(SO(Υ)) tal que ξ(a) =

ηξ(a ◦ υz), para toda a ∈ SO∂(U), donde υz(x) = γz(e
iπαz/2x), para x ∈ Υ. Como

Wγz(aI)W−1
γz = (a ◦ γz)I y como la restricción de la función a ◦ γz al conjunto Ṽz :=

γ−1
z (Vz ∩ U) puede ser escrita en la forma

(a ◦ γz)|Ṽz =
nz∑
l=1

(al ◦ γz)χR̃l con al ∈ SO∂(U), al ◦ γz ∈ SO∂(Kαz), (4.42)

podemos elegir una sucesión {tn} ⊂ Υ tal que ĺımn→∞ tn = 0 y

ĺım
n→∞

ãl(tn) = ηξ(ãl), para toda l = 1, 2, . . . , nz,

donde las funciones ãl := al ◦ υz pertenecen a SO(Υ). En analoǵıa con (4.28), para cada

l = 1, 2, . . . , nz,

(al ◦ γz)(w) = ãl(|w|) + εl(w) (4.43)

para toda w ∈ Kαz suficientemente cercana a cero, donde ĺımw→0 εl(w) = 0. Entonces

ĺım
n→∞

(al ◦ γz)(tnw) = ĺım
n→∞

ãl(tn|w|) = ĺım
n→∞

ãl(tn) = ηξ(ãl) = ξ(al) (4.44)

para w en subconjuntos compactos de Kαz . Luego, de (4.41)–(4.44), inferimos que

s-ĺım
n→∞

(
UtnWγz(aI)W−1

γz U
−1
tn

)
= s-ĺım

n→∞

(
Utn((a ◦ γz)I)U−1

tn

)
= az,ξI (4.45)
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para la función considerada a ∈ X(L), donde la función constante a trozos az,ξ ∈ C(Lωz)

es de la forma

az,ξ =
nz∑
l=1

al(ξ)χRl , con al(ξ) = ξ(al). (4.46)

De (4.26), (4.33), (4.45) y (4.46), se sigue que para cada A ∈ BU , z ∈ (∂U ∩ L) \ {∞} y

ξ ∈Mz(SO∂(U)) existen los ĺımites fuertes

Âξ := s-ĺım
n→∞

(UtnWγzAW
−1
γz U

−1
tn ) ∈ AKαz ,

los cuales valen 0 para cualquier operador compacto A debido a [18, Proposition 7.5], y

AKαz = álg
{
azI, BKαz , B̃Kαz : az ∈ C(Lωz)

}
, (4.47)

Aśı, el mapeo Aπξ 7→ Âξ es un homomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πξ sobre el álgbra C∗

AKαz .

Rećıprocamente, con cada ideal bilátero cerrado Jπξ,U del álgebra C∗ Λπ
U , la cual está

dada por (4.24) para ξ ∈Mz(SO∂(U)) y z ∈ ∂U , asociamos el ideal bilátero cerrado Jπ
ξ̃,Kαz

del álgebra C∗ Λπ
Kαz , la cual está definida por

Jπ
ξ̃,Kαz

:=
{

(cA)π : c ∈ SO∂(Kαz), c(ξ̃) = 0, A ∈ ΛKαz

}
, (4.48)

donde ξ̃ ∈M0(SO∂(Kαz)) es tal que ξ(a) = ξ̃(a ◦ γz), para toda a ∈ SO∂(U). Entonces el

mapeo Âξ 7→ (Âξ)
π + Jπ

ξ̃,Kαz
, es un homomorfismo-∗ del álgebra C∗ AKαz sobre el álgebra

C∗ (AKαz )π
ξ̃

:= Aπ
Kαz/J

π
ξ̃,Kαz

, donde el álgebra C∗ AKαz está dada por (4.47).

Para probar el isomorfismo de álgebras C∗ (BU)πξ
∼= AKαz , solo resta probar que

(AKαz )π
ξ̃
∼= (BU)πξ . Por [10, Lemmas 5.2, 6.3, 6.4] y [10, Theorem 6.5], existe un difeo-

morfismo cuasiconforme Dini-suave a trozos e invertible σ0 de Kαz sobre śı mismo, con

Jacobiano positivo Jσ0 , tal que σ0(0) = 0, ∂σ0

∂z
(0) = 1, ∂σ0

∂z
(0) = 0, χR̃l ◦ σ0 = χRl , para

toda l = 1, 2, . . . , nz, y las clases laterales

(Ŵσ0BKαz Ŵ
−1
σ0
−BKαz )π, (Ŵσ0B̃Kαz Ŵ

−1
σ0
− B̃Kαz )π,

(Ŵσ0 [(a ◦ γz)I]Ŵ−1
σ0
− az,ξI)π
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pertenecen al ideal Jπ
ξ̃,Kαz

= (Wγz)
πJπξ,U(W−1

γz )π, donde Ŵσ0f = J
1/2
σ0 (f ◦ σ0). Más aún,

Jπ
ξ̃,Kαz

= (Ŵσ0)πJπ
ξ̃,Kαz

(Ŵ−1
σ0

)π. Ahora, definimos al operador

Ŵλz : L2(U)→ L2(Kαz), Ŵλzf = J
1/2
λz

(f ◦ λz), para toda f ∈ L2(U),

donde λz := γz ◦ σ0. De manera similar a la prueba de las partes (iii)–(iv), inferimos que

(ŴλzBUŴ
−1
λz

)π
ξ̃

= (BKαz )π
ξ̃
, (ŴλzB̃UŴ

−1
λz

)π
ξ̃

= (B̃Kαz )π
ξ̃
,

(Ŵλz(aI)Ŵ−1
λz

)π
ξ̃

= (az,ξI)π
ξ̃
,

y entonces

(BU)πξ
∼= (ŴλzBUŴ

−1
λz

)π
ξ̃
∼= (AKαz )π

ξ̃
.

Luego, el mapeo (BU)πξ → AKαz dado por

(aI)πξ 7→ az,ξI para a ∈ X(L), (BU)πξ 7→ BKαz , (B̃U)πξ 7→ B̃Kαz ,

es un isomorfismo de álgebras C∗ de (BU)πξ sobre AKαz .

Finalmente, sean ∞ ∈ ∂U ∩ L, ω∞ = (0, θ1, . . . , θn∞−1, πα∞) la tupla asociada, por

(L3), con la unión L∞ de arcos de Jordan Dini-suaves a trozos, y los mapeos g, ψ, σ0 y

ĝ definidos al inicio de esta Sección. Entonces, g−1(L∞) ⊂ V ∪ {0} es la unión de arcos

de Jordan Dini-suaves a trozos que forman en el origen ángulos θ1 < θ2 < . . . < θn∞−1, no

nulos y distintos dos a dos, con la semivecindad del cero 0 en la curva {g−1(ζ) : ζ ∈ ∂U}.

Sean Lω∞ ⊂ Kα∞ ∪ {0} la unión de rayos que emanan del 0 y que son tangentes en este

punto a los arcos que están en (g◦ψ)−1(L∞). Siguiendo la prueba para z ∈ (∂U∩L)\{∞},

consideramos el mapeo cuasiconforme Dini-suave a trozos e invertible σ0 de Kα∞ sobre śı

mismo y que manda el conjunto Lω∞ ∩D(0, r0) en el conjunto (g ◦ ψ)−1(L∞) ∩D(0, r0),

donde r0 > 0 es suficientemente pequeña, σ0(0) = 0 y ∂σ0

∂z
(0) = 1, ∂σ0

∂z
(0) = 0. Entonces,

el mapeo cuasiconforme λ0 := ψ ◦ σ0 : Kα∞ → U tiene el Jacobiano separado del cero y

de ∞, en el origen, y, además, λ0(0) = 0.

Siguiendo la prueba de [10, Theorem 7.4], definimos los operadores isométricos

W̃g : A2(U)→ Ã2(V ), (W̃gf)(z) = (−1/z2)f(1/z), para z ∈ V,

W̃ĝ : A2(Kα∞)→ Ã2(Kα∞), (W̃ĝf)(z) = (−1/z2)f(1/z), para z ∈ Kα∞ ,
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lo cual, con h(z) := z2/z2, nos lleva a las identidades:

W̃gBUW̃
−1
g = B̃V , W̃gB̃UW̃

−1
g = hBV h

−1I,

W̃ĝBKα∞W̃
−1
ĝ = B̃Kα∞ , W̃ĝB̃Kα∞W̃

−1
ĝ = hBKα∞h

−1I.
(4.49)

Sean Jπξ,U , Jπ
ξ̆,V

, Jπ
ξ̂,Kα∞

y Jπξ′,Kα∞ , respectivamente, los ideales de Λπ
U , Λπ

V , Λπ
Kα∞ y

Λπ
Kα∞ de la forma (4.48) con ξ ∈ M∞(SO∂(U)), ξ̆ ∈ M0(SO∂(V )), ξ̂ ∈ M0(SO∂(Kα∞))

y ξ′ ∈ M∞(SO∂(Kα∞)). Considerando el operador isométrico Ŵν∞ := W̃ĝŴσ0WψW̃g de

L2(U) sobre L2(Kα∞), es fácil ver que

W̃gJ
π
ξ,UW̃

−1
g = Jπ

ξ̆,V
, WψJ

π
ξ̆,V
W−1
ψ = Jπ

ξ̂,Kα∞
,

Ŵσ0J
π
ξ̂,Kα∞

Ŵ−1
σ0

= Jπ
ξ̂,Kα∞

, W̃ĝJ
π
ξ̂,Kα∞

W̃−1
ĝ = Jπξ′,Kα∞ .

(4.50)

Tomando λ0 = ψ ◦σ0 y Ŵλ0 := Ŵσ0Wψ, deducimos, de manera similar a la prueba de esta

parte para z 6=∞, que

(Ŵλ0BV Ŵ
−1
λ0
−BKα∞ )π ∈ Jπ

ξ̂,Kα∞
, (Ŵλ0B̃V Ŵ

−1
λ0
− B̃Kα∞ )π ∈ Jπ

ξ̂,Kα∞
,

(Ŵλ0((a ◦ g)I)Ŵ−1
λ0
− (a ◦ g ◦ λ0)I)π ∈ Jπ

ξ̂,Kα∞
. (4.51)

Combinando (4.49)–(4.51) y definiendo d(z) := λ2
0(1/z)/λ2

0(1/z), inferimos que[
Ŵν∞BUŴ

−1
ν∞ − hBKα∞h

−1I
]π ∈ Jπξ′,Kα∞ ,[

Ŵν∞B̃UŴ
−1
ν∞ − dB̃Kα∞d

−1I]π ∈ Jπξ′,Kα∞ ,
(4.52)

Aplicando la relación
[
(d−(ψ′(0)/ψ′(0))2h)I

]π ∈ Jπξ′,Kα∞ , de la segunda relación en (4.52),

deducimos que [
Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞ − hB̃Kα∞h

−1I
]π ∈ Jπξ′,Kα∞ . (4.53)

Haciendo uso de (4.52) y (4.53), obtenemos lo siguiente:[
h−1Ŵν∞BUŴ

−1
ν∞hI −BKα∞

]π ∈ Jπξ′,Kα∞ ,[
h−1Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞hI − B̃Kα∞ ]π ∈ Jπξ′,Kα∞ ,[

h−1Ŵν∞(aI)Ŵ−1
ν∞hI − (a ◦ ν∞)I]π = [0]π ∈ Jπξ′,Kα∞ .

(4.54)

En analoǵıa al caso ∞ ∈ ∂U \L, con cada ξ ∈M∞(SO∂(U)) le asociamos el funcional

ηξ ∈ M0(SO(Υ)) tal que ξ(a) = ηξ(a ◦ υ∞), para toda a ∈ SO∂(U), donde υ∞(x) =
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ν∞(eiπα∞/2x−1), para x ∈ Υ. Como Ŵν∞(aI)Ŵ−1
ν∞ = (a ◦ ν∞)I y la restricción de la

función a ◦ ν∞ al conjunto V̂∞ := ν−1
∞ (V∞ ∩ U) ⊂ Kα∞ puede escribirse en la forma

(a ◦ ν∞)|V̂∞ =
n∞∑
l=1

(al ◦ ν∞)χRl con al ∈ SO∂(U), (4.55)

se sigue, para toda l = 1, 2, . . . , n∞, que

(al ◦ ν∞)(w) = (al ◦ ν∞)(eiπα∞/2|w|) + εl(w) (4.56)

para toda w ∈ Kα∞ suficientemente cercana a ∞, donde ĺımw→∞ εl(w) = 0. Definiendo

âl(x) := (al ◦ υ∞)(x) = (al ◦ ν∞)(eiπα∞/2x−1), para x ∈ Υ,

concluimos que toda función âl pertenece a SO(Υ). Aśı, para toda ξ ∈ M∞(SO∂(U)),

existe una sucesión {tn} ⊂ Υ tal que ĺımn→∞ tn = 0 y

ĺım
n→∞

âl(tn) = ηξ(âl) = ηξ(al ◦ υ∞) = ξ(al), para toda l = 1, 2, . . . , n∞.

Entonces, de (4.56), se sigue que

ĺım
n→∞

(al ◦ ν∞)(t−1
n w) = ĺım

n→∞
âl(tn|w|−1) = ĺım

n→∞
âl(tn) = ξ(al) (4.57)

para toda w en subconjuntos compactos de Kα∞ . Luego, de (4.55)–(4.57), inferimos que

s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn Ŵν∞(aI)Ŵ−1

ν∞Utn
)

= s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn ((a ◦ ν∞)I)Utn

)
= a∞,ξI (4.58)

para toda a ∈ X(L), donde la función constante a trozos a∞,ξ es de la forma

a∞,ξ =
n∞∑
l=1

al(ξ)χRl , con al(ξ) = ξ(al) para ξ ∈M∞(SO∂(U)), (4.59)

los sectores Rl ⊂ Kα∞ , para ω∞ = (0, θ1, . . . , θn∞−1, πα∞), están dados por

Rl = {z ∈ Kα∞ : θl−1 < arg z < θl} (l = 1, 2, . . . , n∞)

Del Lema 4.2.1, en analoǵıa con [18, Proposition 7.5], se sigue que, para toda ξ′ ∈

M∞(SO∂(Kα∞)) y arbitrarios conjuntos numerables de operadores Km ∈ K(L2(Kα∞)) y
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Cm ∈ B(L2(Kα∞)) con clases laterales Cπ
m ∈ Jπξ′,Kα∞ , existe una sucesión {tn} ⊂ Υ tal que

tn → 0 cuando n→∞ y

s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn (Cm +Km)Utn

)
= 0. (4.60)

Entonces, de (4.54), (4.58) y (4.60), concluimos que

s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn

[
h−1Ŵν∞BUŴ

−1
ν∞hI

]
Utn
)

= BKα∞ ,

s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn

[
h−1Ŵν∞B̃UŴ

−1
ν∞hI

]
Utn
)

= B̃Kα∞ ,

s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn

[
h−1Ŵν∞(aI)Ŵ−1

ν∞hI
]
Utn
)

= a∞,ξI,

(4.61)

donde la función a∞,ξ ∈ C(Lω∞), para ξ ∈M∞(SO∂(U)), está dada por (4.59).

Fijamos A ∈ BU . Si la clase lateral Aπξ ∈ (BU)πξ es invertible, entonces, de (4.60) y

(4.61), inferimos que existe el ĺımite fuerte

Âξ := s-ĺım
n→∞

(
U−1
tn

[
h−1Ŵν∞AŴ

−1
ν∞hI

]
Utn
)
∈ AKα∞ , (4.62)

donde el operador Âξ es invertible en el álgebra C∗ AKα∞ dada por

AKα∞ := álg
{
a∞I, BKα∞ , B̃Kα∞ : a∞ ∈ C(Lω∞)

}
. (4.63)

Por otro lado, la invertibilidad del operador ĺımite Âξ ∈ AKα∞ , asociado con un ope-

rador A ∈ BU = álg {aI,BU , B̃U : a ∈ X(L)}, implica, en vista de (4.54), la invertibilidad

de la clase lateral (
Ŵ−1
ν∞hÂξh

−1Ŵν∞

)π
ξ

(4.64)

en el álgebra C∗ cociente (BU)πξ . De (4.54), se deduce que la clase lateral (4.64) coincide

con la clase lateral Aπξ ∈ (BU)πξ .

Por lo tanto, la invertibilidad de la clase lateral Aπξ ∈ (BU)πξ , para A ∈ BU , es

equivalente a la invertibilidad del operador Âξ ∈ AKα∞ , dado por (4.62). Esto implica

que el mapeo (BU)πξ → AKα∞ , dado por

(aI)πξ 7→ a∞,ξI para a ∈ X(L), (BU)πξ 7→ BKα∞ , (B̃U)πξ 7→ B̃Kα∞ ,

donde la función a∞,ξ está definida por (4.59), es un isomorfimo entre álgebras C∗ de

(BU)πξ sobre AKα∞ dada por (4.63), lo cual completa la prueba de la parte (v).

�
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4.6 Cálculo simbólico y de Fredholm para el álgebra

C∗ BU

Sea U un dominio simplemente conexo, acotado o no acotado, en el plano complejo C con

frontera Dini-suave a trozos ∂U que admite un conjunto finito T ⊂ ∂U de esquinas Dini-

suaves con ángulos internos παz en las esquinas z ∈ T, donde αz ∈ (0, 2]\{1}. Recordemos

que distinguimos los puntos de ∂U , los cuales pueden ser aproximados desde diferentes

sectores curviĺıneos de U . Sea D un subconjunto finito de ∂U y (L1)–(L3) se cumple para

el conjunto L =
⋃
z∈D Lz, donde Lz es una unión finita de arcos de Jordan Dini-suaves a

trozos en U ∪ {z}, con extremo en z, que tienen tangentes laterales en cada uno de sus

puntos.

Toda función a ∈ X(L) está representada de manera única en vecindades pequeñas de

puntos z ∈ U , en la forma a =
∑nz

l=1 alχDl , donde χDl son las funciones caracteŕısticas

de las componentes conexas Dl de Vz ∩ (U \ Lz), al ∈ C(U) si z ∈ U , y al ∈ SO∂(U) si

z ∈ ∂U . Esto nos lleva a definir los valores al(ξ) para toda a ∈ X(L) y ξ ∈ M(SO∂(U)),

como al(ξ) = ĺımζ→z, ζ∈Dl a(ζ) si ξ = z ∈ U , y por al(ξ) = ηξ(al ◦ υz) si ξ ∈ Mz(SO∂(U))

y z ∈ ∂U , y a(ξ) = a1(ξ) si nz = 1. También definimos

Ω∂U\(T∪D) :=
⋃

z∈∂U\(T∪D)

Mz(SO∂(U)), Ωz := Mz(SO∂(U)). (4.65)

Ahora consideramos los espacios de Hilbert no separables

l2
(
Ωz, Cnz

)
, l2

(
Ω∂U\(T∪D), C2

)
, l2

(
Ωz × R, C2nz

)
que consisten, respectivamente, de las funciones vectoriales fz : ξ 7→

{
fz,k(ξ)

}nz
k=1

definidas

en el conjunto Ωz, g : ξ 7→
{
gk(ξ)

}2

k=1
definidas en Ω∂U\(T∪D), y hz : (ξ, λ) 7→

{
hz,k(ξ, λ)

}2nz

k=1

definidas en Ωz×R, donde estas funciones vectoriales tienen conjuntos a lo más numerables

de valores no nulos y están dotados con las normas

‖fz‖l2(Ωz , Cnz ) :=

(∑
ξ∈Ωz

nz∑
k=1

|fz,k(ξ)|2
)1/2

,
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‖g‖l2(Ω∂U\(T∪D), C2) :=

( ∑
ξ∈Ω∂U\(T∪D)

2∑
k=1

|gk(ξ)|2
)1/2

,

‖hz‖l2(Ωz×R, C2nz ) :=

( ∑
(ξ,λ)∈Ωz×R

2nz∑
k=1

|hz,k(ξ, λ)|2
)1/2

.

De manera análoga, definimos los espacios de Hilbert

l2
(
U, l2

(
Ωz, Cnz

))
, l2

(
T ∪D, l2

(
Ωz × R, C2nz

))
de funciones f : z 7→ fz definidas en el conjunto U , donde fz ∈ l2

(
Ωz, Cnz

)
, y funciones

h : z 7→ hz definidas en T ∪D, con hz ∈ l2
(
Ωz × R, C2nz

)
, donde estas funciones también

tienen conjuntos a lo más numerables de valores no nulos, lo cual implica que sus normas

‖f‖ :=

(∑
z∈U

‖fz‖2
l2(Ωz , Cnz )

)1/2

, ‖h‖ :=

( ∑
z∈T∪D

‖hz‖2
l2(Ωz×R, C2nz )

)1/2

.

están bien definidas.

Con el álgebra C∗ BU , asociamos el álgebra C∗

D :=

( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

Cnz

)
⊕
( ⊕
ξ∈Ω∂U\(T∪D)

C2

)
⊕
( ⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R

C2nz×2nz

)

de los operadores lineales acotados que actúan sobre el espacio de Hilbert

H := l2
(
U, l2

(
Ωz, Cnz

))
⊕ l2

(
Ω∂U\(T∪D), C2

)
⊕ l2

(
T ∪D, l2

(
Ωz × R, C2nz

))
,

donde los operadores A ∈ D actúan en los subespacios de H de la siguiente manera.

Un operador A ∈
⊕

z∈U, ξ∈Ωz
Cnz que actúa en el espacio l2

(
U, l2

(
Ωz, Cnz

))
es de la

forma A =
⊕

z∈U, ξ∈Ωz
Az,ξ, donde Az,ξ son operadores de multiplicación en Cnz por los

vectores Az,ξ = {Az,ξ,k}nzk=1 ∈ Cnz dotados con la norma ‖Az,ξ‖ = máx {|Az,ξ,k| : k =

1, 2, . . . , nz} y la multiplicación de dos vectores en Cnz , es entrada a entrada. Aśı, A actúa

sobre funciones vectoriales f ∈ l2
(
U, l2

(
Ωz, Cnz

))
con valores fz ∈ l2

(
Ωz, Cnz

)
por medio

de la regla: para toda z ∈ U y toda ξ ∈ Ωz,

(Af)(z) := (Af)z ∈ l2
(
Ωz, Cnz

)
y [(Af)z](ξ) := Az,ξfz(ξ) ∈ Cnz .
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Un operador A ∈
⊕

ξ∈Ω∂U\(T∪D)
C2 que actúa en el espacio l2

(
Ω∂U\(T∪D), C2

)
tiene la

forma A =
⊕

ξ∈Ω∂U\(T∪D)
Aξ, donde Aξ son operadores de multiplicación por vectores Aξ =

{Aξ,k}2
k=1 ∈ C2 con la norma ‖Aξ‖ = máx {|Aξ,1|, |Aξ,2|}; y A actúa en funciones vectoriales

g ∈ l2
(
Ω∂U\(T∪D), C2

)
con la regla:

(Af)(ξ) := Aξg(ξ) para toda ξ ∈ Ω∂U\(T∪D).

Finalmente, un operador A ∈
⊕

z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R C
2nz×2nz que actúa en el espacio l2

(
T ∪

D, l2
(
Ωz ×R, C2nz

))
es de la forma A =

⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×RAz,ξ,λ, donde Az,ξ,λ son opera-

dores de multiplicación por matrices Az,ξ,λ ∈ C2nz×2nz , y A actúa en funciones vectoriales

f ∈ l2
(
T ∪D, l2

(
Ωz ×R, C2nz

))
con valores fz ∈ l2

(
Ωz ×R, C2nz

)
por medio de la regla:

para toda z ∈ T ∪D y toda (ξ, λ) ∈ Ωz × R,

(Af)(z) := (Af)z ∈ l2
(
Ωz × R, C2nz

)
, [(Af)z](ξ, λ) := Az,ξ,λfz(ξ, λ) ∈ C2nz .

El siguiente teorema es el resultado principal de toda esta tesis.

Teorema 4.6.1. El álgebra C∗ cociente

Bπ
U := álg {aI,BU , B̃U : a ∈ X(L)}/K(L2(U)) ⊂ Bπ(L2(U))

es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Ψ(Bπ
U) del álgebra C∗

D =

( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

Cnz

)
⊕
( ⊕
ξ∈Ω∂U\(T∪D)

C2

)
⊕
( ⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R

C2nz×2nz

)
, (4.66)

de todos los operadores lineales acotados que actúan en el espacio de Hilbert

H := l2
(
U, l2

(
Ωz, Cnz

))
⊕ l2

(
Ω∂U\(T∪D), C2

)
⊕ l2

(
T ∪D, l2

(
Ωz × R, C2nz

))
,

y el correspondiente isomorfismo

Ψ =

( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

Ψz,ξ

)
⊕
( ⊕
ξ∈Ω∂U\(T∪D)

Ψξ

)
⊕
( ⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R

Ψz,ξ,λ

)
(4.67)

está dado sobre los generadores del álgebra C∗ Bπ
U por

Ψ((aI)π) :=

( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

[
al(ξ)

]nz
l=1

)
⊕
( ⊕
ξ∈Ω∂U\(T∪D)

[
a(ξ), a(ξ)

])

⊕
( ⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R

diag
{
al(ξ)I2

}nz
l=1

)
, para toda a ∈ X(L),
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Ψ(Bπ
U) :=

( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

[
0
]nz
l=1

)
⊕
( ⊕

Ω∂U\(T∪D)

[
1, 0
])
⊕
( ⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R

Mωz(λ)

)
,

Ψ(B̃π
U) :=

( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

[
0
]nz
l=1

)
⊕
( ⊕

Ω∂U\(T∪D)

[
0, 1
])
⊕
( ⊕
z∈T∪D, (ξ,λ)∈Ωz×R̃

Mωz(λ)

)
,

(4.68)

donde las matrices Mωz(λ), M̃ωz(λ) ∈ C2nz×2nz están definidas por (2.21)–(2.24) con N =

nz, α = αz y ω = ωz, para toda z ∈ T ∪D y toda λ ∈ R, nz es el número de componentes

conexas Dl del conjunto Vz ∩ (U \L) para una vecindad suficientemente pequeña Vz de un

punto z ∈ U , παz ∈ (0, 2π] es el ángulo interno de U en el punto z ∈ ∂U , y ωz es la tupla

relacionada al punto z ∈ D.

Un operador A ∈ BU es Fredholm en el espacio L2(U), si y solo si, su śımbolo Ψ(Aπ)

es invertible en el álgebra C∗ (4.66), es decir, si

[Ψz,ξ(A
π)]l 6= 0, para toda z ∈ U, toda ξ ∈ Ωz y toda l = 1, 2, ..., nz;

[Ψξ(A
π)]k 6= 0, para toda ξ ∈ Ω∂U\(T∪D) y toda k = 1, 2;

det[Ψz,ξ,λ(A
π)] 6= 0, para toda z ∈ T ∪D y toda (ξ, λ) ∈ Ωz × R,

donde [Ψz,ξ(A
π)]l son las l-ésimas entradas del vector Ψz,ξ(A

π) y [Ψξ(A
π)]k son las k-

ésimas entradas del vector Ψξ(A
π).

Demostración.

Consideremos los homomorfismos Ψz,ξ : Bπ
U → Cnz para z ∈ U y ξ ∈ Ωz, donde

Ωz = Mz(SO∂(U)), Ψξ : Bπ
U → C2 para ξ ∈ Ω∂U\(T∪D) y Ψz,ξ,λ : Bπ

U → C2nz×2nz para

z ∈ T ∪ D y (ξ, λ) ∈ Ωz × R, los cuales están dados por (4.68), donde Ω∂U\(T∪D) está

definido en (4.65), y nz = 1 para z ∈ U \ L.

Por el Teorema 4.5.1(i),(ii), para toda z = ξ ∈ U el mapeo Ψz,ξ : Aπξ 7→ Ψz,ξ(A
π) es

un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πξ sobre el álgebra C∗ Cnz , mientras que para toda

z ∈ ∂U \ (T ∪D) y ξ ∈ Ωz, del Teorema 4.5.1(iii), se sigue que el mapeo Aπξ 7→ Ψz,ξ(A
π)⊕

Ψξ(A
π) es un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (BU)πξ sobre el álgebra C∗ C3 ∼= C ⊕ C2.

Además, por los Teoremas 4.5.1(iv) y 2.2.2, para toda z ∈ T \ L y ξ ∈ Ωz el álgebra C∗

(BU)πξ es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Φωz(AKαz ) = C⊕Sωz de C⊕ C(R,C2×2), donde
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AKαz = álg {I, BKαz , B̃Kαz} y Φωz están dadas por el Teorema 2.2.2 con ω := ωz = (0, παz),

y el isomorfismo-∗ de (BU)πξ sobre el álgebra C∗ Φωz(AKαz ) = C⊕Sωz esá dado por

Aπξ 7→ Ψz,ξ(A
π)⊕

(⊕
λ∈R

Ψz,ξ,λ(A
π)

)
. (4.69)

Finalmente, por los Teoremas 4.5.1(v) y 2.2.2, para toda z ∈ D = ∂U ∩ L y toda (ξ, λ) ∈

Ωz × R el álgebra C∗ (BU)πξ es isomorfa-∗ a la subálgebra C∗ Φωz(AKαz ) = Cnz ⊕ Sωz

de Cnz ⊕ C(R,C2nz×2nz), donde ahora AKαz = álg
{
azI, BKαz , B̃Kαz : az ∈ C(Lωz)

}
y Φωz

está dado por el Teorema 2.2.2 con ω := ωz = (0, θ1, . . . , θnz−1, παz), y el isomorfismo-∗ de

(BU)πξ sobre el álgebra C∗ Φωz(AKαz ) = Cnz ⊕Sωz también está dado por (4.69).

Entonces, aplicando el Teorema 4.4.1, concluimos que el álgebra C∗ Bπ
U es isomorfa-∗

a la subálgebra C∗ B̃U del álgebra C∗( ⊕
z∈U, ξ∈Ωz

Cnz

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D), ξ∈Ωz

(
C⊕ C2

))

⊕
( ⊕
z∈T∪D, ξ∈Ωz

(
Cnz ⊕

(⊕
λ∈R

C2nz×2nz

))) (4.70)

compuesta, para toda Aπ ∈ Bπ
U , por los elementos( ⊕

z=ξ∈U

Ψz,ξ(A
π)

)
⊕
( ⊕
z∈∂U\(T∪D), ξ∈Ωz

(
Ψz,ξ(A

π)⊕Ψξ(A
π)
))

⊕
( ⊕
z∈T∪D, ξ∈Ωz

(
Ψz,ξ(A

π)⊕
(⊕

λ∈R

Ψz,ξ,λ(A
π)

)))

Es claro que la subálgebra C∗ B̃U del álgebra C∗ dada por (4.70) es isomorfa-∗ a la

subálgebra C∗ Ψ(Bπ
U) del álgebra C∗ (4.66), donde el isomorfismo Ψ está dado por (4.67) y

(4.68). Por lo tanto, Bπ
U
∼= Ψ(Bπ

U), lo cual implica el correspondiente criterio de Fredholm

y completa la prueba. �



Bibliograf́ıa

[1] Ahlfors, L.V., Lectures on Quasiconformal Mappings. D. Van Nostrand, Princeton,

NJ (1966).

[2] S. Axler, Bergman Spaces and their operators. Survey of Some Recent Results in

Operator Theory, Vol. I (J. B. Conway and B. B. Morrel, eds.) Pitman research

Notes in Math. No. 171, John Wiley & Sons, New York, 1988, pp. 1-50.
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