
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS Y

DE LA ESPECIALIZACIÓN EN ESTADÍSTICA APLICADA
 

EL n-ÉSIMO PSEUDOHIPERESPACIO SUSPENSIÓN 
DE GRÁFICAS FINITAS Y DENDRITAS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR  EN CIENCIAS

PRESENTA:
ULISES MORALES FUENTES

DIRECTOR  DE  TESIS
DR. SERGIO MACÍAS ÁLVAREZ

INSTITUTO DE MATEMÁTICAS, UNAM.

MIEMBROS DEL COMITÉ TUTOR
DRA. ISABEL PUGA ESPINOSA, FACULTAD DE CIENCIAS, UNAM.

DR. JESÚS MUCIÑO RAYMUNDO, CENTRO DE CIENCIAS MATEMÁTICAS,
UNAM.

CIUDAD DE MÉXICO, SEPTIEMBRE, 2019. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





El n-ésimo Pseudohiperespacio
Suspensión de Grá�cas Finitas y

Dendritas

Ulises Morales Fuentes

2 de septiembre de 2019



Resumen

Sean X un continuo métrico, n un entero positivo, Cn(X) el espacio de
subconjuntos cerrados y no vacíos deX con a lo más n componentes y Fn(X) el
conjunto de subconjuntos no vacíos con a lo más n elementos de X. El n-ésimo

pseudohiperespacio suspensión de X es el espacio cociente Cn(X)/F1(X), el
cual será denotado como PHSn(X). En este trabajo demostramos lo siguiente:

Si X es una grá�ca �nita y Y es un continuo tal que PHSn(X) es
homeomorfo a PHSn(Y ), entonces X es homeomorfo a Y .

SiX y Y son dendritas cuyos conjuntos de puntos extremos son cerrados
y éstas son tales que PHSn(X) es homeomorfo a PHSn(Y ), entonces
X es homeomorfa a Y .

Si X es una dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado y Y
es un continuo tal que PHS2(X) es homeomorfo a PHS2(Y ), entonces
X es homeomorfa a Y .

Adicionalmente, presentamos nuevas clases de continuos para las cuales el
espacio cociente HSn(X) (de�nido como Cn(X)/Fn(X)) no es homeomorfo
a PHSn(X): continuos localmente conexos que contienen una curva cerrada
simple S, tal que S es la unión de dos arcos libres maximales; y, para el caso
n = 2, las grá�cas �nitas diferentes de un k-odo simple, con al menos un
punto de rami�cación.
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Introducción

Un hiperespacio de un espacio topológico X es un espacio topológico cuyos
elementos son subconjuntos cerrados de X. En el caso en que X es un conti-
nuo (espacio métrico, compacto, conexo y no vacío), la métrica de Hausdor�
de�nida en el conjunto de subconjuntos cerrados (diferentes del vacío) de X
hace que el hiperespacio sea un continuo.

El estudio de los hiperespacios comienza a principios del siglo XX con los
trabajos de Felix Hausdor� y Leopold Vietoris [10] y [39]; Vietoris de�nió una
topología en el conjunto de subconjuntos cerrados (diferentes del vacío) de un
espacio topológico X (espacio denotado como 2X) [39]; Hausdor�, una métrica
en el conjunto de subconjuntos cerrados (diferentes del vacío) y acotados de
un espacio métrico [10]. Posteriormente E. Michael retomó el estudio de los
espacios mencionados; en particular, demostró que cuando el espacio X es
métrico y compacto la topología de�nida por Vietoris y la topología inducida
por la métrica de Hausdor�, en 2X , coinciden [34]. Este hecho es fundamental
en nuestro trabajo ya que nos centraremos en el estudio de ciertos hiperespacios
de continuos.

El n-ésimo hiperespacio de un continuo X, denotado como Cn(X), es el
subespacio cerrado de 2X , cuyos elementos son los subconjuntos cerrados de X
que tienen a lo más n componentes. Se sabe que desde el trabajo de Wojdys-
lawski [40], realizado en 1939, muy poco se había estudiado al espacio Cn(X);
Wojdyslawski prueba que si X es un continuo localmente conexo, entonces
Cn(X) es un retracto absoluto, para cada n ∈ N. En [22] Kelley menciona, sin
demostrar, que algunos de sus resultados son ciertos para Cn(X). En 2001 Ser-
gio Macías [27] reconsideró el estudio del n-ésimo hiperespacio de X y aportó
la mayoría de los resultados estructurales de Cn(X).

El n-ésimo producto simétrico de X, denotado como Fn(X), es el subes-
pacio cerrado de 2X , cuyos elementos son los subconjuntos de X que tienen a
lo más n elementos. En [9], [36] y [37] se estudia la accesibilidad por arcos de
los elementos de F1(X) desde puntos de C2(X).
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Con el propósito de estudiar la propiedad del punto �jo en continuos, Sam
B. Nadler, Jr. de�nió el hiperespacio suspensión de un continuo X como el
espacio cociente C1(X)/F1(X), denotado como HS(X) [38]; Sergio Macías
generalizó este espacio al de�nir el n-ésimo hiperespacio suspensión de un con-
tinuo como el espacio cociente Cn(X)/Fn(X) [29], denotado como HSn(X).
En 2008 Juan C. Macías de�nió el n-ésimo pseudohiperespacio suspensión de
un continuo X como el espacio cociente Cn(X)/F1(X) [23], el cual será de-
notado como PHSn(X); dicho autor, plantea varias preguntas abiertas sobre
este espacio, una de estas, será contestada en esta tesis.

Existen continuos para los cuales el n-ésimo hiperespacio suspensión y el n-
ésimo pseudohiperespacio suspensión son distintos; por ejemplo, los continuos
hereditariamente indescomponibles (Juan C. Macías probó este hecho en su
tesis doctoral). Esta observación es fundamental en el inicio del estudio de
PHSn(X). En esta tesis el tema central de estudio será el espacio PHSn(X)
para ciertas familias de continuos, sin embargo, dedicaremos un capítulo a
presentar nuevas clases de continuos para las cualesHSn(X) no es homeomorfo
a PHSn(X).

Una propiedad ampliamente estudiada, de los hiperespacios de continuos,
es la unicidad. Sean X un continuo y S(X) alguno de los siguientes espacios:
2X , Cn(X), Fn(X), HSn(X) o PHSn(X); se dice que el continuo X tiene
hiperespacio S(X) único si: dado un continuo Y tal que S(X) y S(Y ) son
homeomorfos, entonces X y Y son homeomorfos. Un hiperespacio S puede ser
compartido por varios continuos no homeomorfos, en tal caso se dice que dichos
continuos no tienen hiperespacio S único; por ejemplo, C1(S

1) y C1([0, 1]),
ambos, son homeomorfos a una 2-celda (ver [21, Ejemplos 5.1 y 5.2]).

El problema de encontrar condiciones sobre X, las cuales impliquen que X
tenga S(X) único, ha sido muy estudiado.

R. Duda, C. Eberhart, S.B. Nadler, Jr. y G. Acosta caracterizan ciertas
familias de continuos cuyos miembros tienen hiperespacio C1(X) único: las
grá�cas �nitas, diferentes de un arco y de una curva cerrada simple [6] y [7];
los continuos hereditariamente indescomponibles (Teorema 0.60 de [37]); en [1]
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G. Acosta prueba que las compactaciones métricas de [0,∞), diferentes de un
arco, tienen hiperespacio C1(X) único.

S. Macías prueba que los continuos hereditariamente indescomponibles tie-
nen hiperespacio, tanto 2X como Cn(X), único (respectivamente en [25] y [28]);
E. Castañeda y A. Illanes [3] prueban que las grá�cas �nitas tienen hiperespacio
Fn(X) único, para cada n ∈ N; A. Illanes prueba que las grá�cas �nitas tienen
hiperespacio Cn(X) único, para n > 1, en [19] y [20]; D. Herrera-Carrasco, F.
Macías-Romero, M. de J. López y A. Illanes, en [13], [14] y [15], prueban que
las dendritas cuyo conjunto de puntos extremo es cerrado tiene hiperespacio
Cn(X) único, para cada n ∈ N. En [12] los autores estudian la unicidad de
Cn(X) para continuos localmente conexos; en dicho trabajo se presentan con-
diciones necesarias y su�cientes para que un continuo localmente conexo X
tenga hiperespacio Cn(X) único. En [16] se demuestra que las grá�cas �nitas
tienen n-ésimo hiperespacio suspensión único, para todo n ∈ N.

Ha resultado conveniente estudiar la unicidad de cierto hiperespacio para
toda una familia de continuos con propiedades similares. El tema central de esta
tesis es el estudio de la unicidad del n-ésimo pseudohiperespacio suspensión
para las siguientes dos familias de continuos: la familia de las grá�cas �nitas
y la familia de las dendritas cuyo conjunto de puntos extremo es cerrado. En
[23] el autor plantea la siguiente pregunta: ¾Las grá�cas �nitas tienen n-ésimo
pseudohiperespacio suspensión único? En este trabajo se presenta, adaptando
ciertas ideas presentadas en [16] y [12], una respuesta positiva a dicha pregunta.

Un paso esencial en la demostración de que cierta familia A tiene hiperes-
pacio S(X) único es la propiedad, de la familia A, de ser S-determinada. Esto
es, sean X y Y miembros de A, con la propiedad de tener hiperespacios S(X)
y S(Y ) homeomorfos; si esto implica que X y Y , a su vez, son homeomorfos,
entonces se dice que la familia A es S-determinada. En esta tesis se demos-
trará que la familia de dendritas cuyo conjunto de puntos extremo es cerrado
es una familia PHSn-determinada, para todo n ∈ N, y usando este hecho se
demostrará que dicha familia tiene PHS2(X) único.

La organización de esta tesis será la siguiente:
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En el Capítulo 1 se presentarán las de�niciones básicas, que se utilizarán
en capítulos posteriores, sobre continuos e hiperespacios de continuos.

El Capítulo 2 está dedicado a demostrar que, para todo entero positivo n,
las grá�cas �nitas tienen n-ésimo pseudohiperespacio suspensión único. Este
capítulo está dividido en cuatro partes. En la primera, se presentan de�ni-
ciones técnicas de algunos subconjuntos de Cn(X) y PHSn(X), que servirán
como base de la demostración. En la segunda, se presentan los lemas técnicos
para la demostración del resultado principal de este capítulo. La tercera, está
dedicada a presentar modelos topológicos de cierto subconjunto de PHS2(X)
(dicho subconjunto es esencial en la prueba de que las grá�cas �nitas tienen
segundo pseudohiperespacio suspensión único). Finalmente, en la última par-
te se presenta el Teorema principal de este capítulo. Las aportaciones en este
capítulo conforman el artículo citado en [35]; �Finite graphs have unique n-
fold pseudo-hyperspace suspension�, publicado por el autor de esta tesis en
Topology Proceedings 52 (2018), 219-233.

En el Capítulo 3 se presenta la demostración de la siguiente a�rmación: Las
dendritas cuyo conjunto de puntos extremo es cerrado son PHSn-determinadas,
para todo n ∈ N. Esta demostración usa ideas similares a las presentadas en la
demostración del Capítulo 2; sin embargo, el conjunto de puntos de la dendrita
que no tienen una grá�ca �nita como vecindad son tratados de manera parti-
cular. Este capítulo está dividido en tres partes. En la primera, se presentan
ciertas de�niciones técnicas. En la segunda se dan los lemas técnicos necesarios
para demostrar el resultado principal. En la tercera, se presenta el Teorema
principal de este capítulo.

El Capítulo 4 está dedicado a mostrar la unicidad de PHS2(X) para den-
dritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado. Básicamente probaremos
que cualquier continuo localmente conexo que comparta PHS2(Y ) con una
dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado, no puede tener cur-
vas cerradas simples; y además, su conjunto de puntos extremos es cerrado
también; de aquí, usando el resultado principal del Capítulo 3, se obtiene la
unicidad de PHS2(X) para dendritas.
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En el Capítulo 5 se presentan nuevas familias de continuos para las cuales
PHSn(X) no es homeomorfo a HSn(X).

Por un lado se prueba que, para n ∈ N, los continuos X pertenecientes a la
familia de continuos localmente conexos que contienen una curva cerrada sim-
ple S, tal que S es la unión de dos arcos libres maximales no tienen PHSn(X)
homeomorfo a HSn(X). Por otro lado, también se prueba en este capítulo
que, para n = 2, el n-ésimo pseudohiperespacio suspensión de una grá�ca �-
nita diferente de un k-odo simple, con al menos un punto de rami�cación, no
es homeomorfo al n-ésimo hiperespacio suspensión de dicha grá�ca. Adicio-
nalmente presentaremos, para mayor completitud y claridad de esta tesis, la
prueba (debida a J. C. Macías) de que el espacio PHSn(X) no es homeomor-
fo al espacio HSn(X), para toda n ∈ N, para los continuos hereditariamente
indescomponibles.

Finalmente en el Capítulo 6 se presenta una lista de preguntas abiertas,
fruto del trabajo realizado.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo tiene como propósito presentar la notación, las de�niciones
básicas y los resultados sobre continuos que se usarán a lo largo de la tesis.

En la primera parte se presenta la notación que se usará y las de�niciones
más generales; en la segunda, las generalidades de los espacios cociente; y en
la última sección, las propiedades de los hiperespacios necesarias para de�nir
el n-ésimo pseudohiperespacio suspensión de continuos.

1.1. De�niciones básicas

En esta sección presentaremos las de�niciones básicas que usaremos a lo
largo de la tesis. En este trabajo nos referiremos a un espacio topológico sim-
plemente como: un espacio; es decir, omitiremos la palabra topológico.

La frontera topológica de U en X será denotada como frX(U); el interior
de U en X , intX(U) o simplemente U ◦ (si es que esto no da lugar a confusión);
la cerradura de U en X, como clX(U).

El símbolo N denotará a los enteros positivos; el símbolo R, a los números
reales; el símbolo Rn, al n-ésimo espacio euclidiano. Denotaremos como |X| a
la cardinalidad de un conjunto X.

A la dimensión de un espacio la denotaremos como dim(X); a la dimensión

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

de un espacio en uno de sus puntos p, como dimp(X). A lo largo de este trabajo
usaremos la de�nición de dimensión dada en [18].

Dado un espacio métrico X, con métrica d, denotaremos como Vε(A) al
conjunto {x ∈ X : d(x,A) < ε}.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Sean X
un continuo y x ∈ X; X es localmente conexo en x si para cada abierto U tal
que x ∈ U , U contiene un abierto conexo V de X tal que x ∈ V ⊂ U . X es
locamente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Un arco es un espacio homeomorfo a [0, 1]. Sean I un arco y α : [0, 1]→ I
un homeomor�smo. De�niremos como puntos �nales de I a los puntos α(0) y
α(1).

Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a S1.
Una grá�ca �nita es un continuo tal que puede ser escrito como la unión

�nita de arcos, de manera que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se
intersectan en uno o en sus dos puntos �nales.

Una dendrita es un continuo localmente conexo tal que no contiene curvas
cerradas simples.

Sean X una grá�ca �nita o una dendrita, x un elemento de X y β un
número cardinal. Decimos que X tiene orden menor o igual a β en x, denotado
como ord(x,X) ≤ β, si x tiene una base de vecindades, B, en X tal que para
cada U ∈ B, tenemos que la cardinalidad de frX(U) es menor o igual a β. Sea
x un elemento de X. Entonces el orden de X en x, denotado como ord(x,X),
es igual a β si ord(x,X) ≤ β y ord(x,X) � α, para ningún número cardinal
α tal que α < β.

Cabe mencionar que si X es una grá�ca �nita y x es un elemento de X
entonces ord(x,X) ∈ N. Por otro lado, si X es una dendrita y x ∈ X, el orden
de X en x, es igual al número de componentes de X − {x}.

Sea X una grá�ca �nita o una dendrita, E(X) denotará a los elementos
de X cuyo orden es igual a uno. A los elementos de E(X) se les llamará
puntos extremos de X. El conjunto de puntos de X, cuyo orden sea mayor o
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igual a 3, será denotado como R(X) y sus elementos serán llamados puntos de
rami�cación de X.

A los puntos extremos de una dendrita los clasi�caremos de dos maneras:
Sea x ∈ E(X). Entonces x será llamado un punto extremo aislado si no existe
una sucesión de puntos extremos de X que converja a x, al conjunto de dichos
puntos se le denotará como Ei(X). Por otro lado, x será llamado punto extremo
de acumulación si existe una sucesión de puntos extremos de X que converge
a x, dicho conjunto de puntos será denotado como Ea(X).

Dada una grá�ca �nita X tal que R(X) 6= ∅, un lazo en X es una curva
cerrada simple S tal que S contiene a lo más un punto de rami�cación de X.

Un arco libre en un continuo X es un arco α tal que si su conjunto de
puntos �nales es {a, b} entonces α− {a, b} es abierto en X.

Un arco libre maximal es un arco libre tal que es maximal con respecto a
la inclusión.

Sea m ∈ N−{1, 2}. Un continuo X será llamado la grá�ca θm si X es una
grá�ca �nita tal que puede ser escrita como la unión de m arcos, J1, . . . , Jm,
tales que existe un conjunto de dos puntos {v, u} en X, tal que el conjunto
{v, u} es el conjunto de puntos �nales de cada Ji, y Ji ∩ Jj = {v, u} si j 6= i.

Denotaremos como Fω al continuo dado por la siguiente construcción.
Consideremos los siguientes puntos de R2: p = (0, 0) y an = ( 1n ,

1
n2 ), con

n ∈ N; ahora, sea pan el segmento de recta de R2 que une p con an. Entonces
Fω = ∪n∈Npan.

Denotaremos comoW0 al continuo dado por la siguiente construcción. Con-
sideremos los siguientes puntos de R2: c = (−1, 0), an = ( 1n ,

1
n), bn = ( 1n , 0),

con n ∈ N. Sea xy el segmento de recta de R2 que une los puntos x y y.
Entonces, W0 = cb1 ∪ (∪n∈Nanbn).
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1.2. Espacios cociente

En esta sección presentaremos la manera de construir un espacio Y a partir
de colapsar, topológicamente, conjuntos de puntos de un espacio X.

Una descomposición de un conjunto X es una colección de conjuntos no
vacíos, ajenos entre sí, cuya unión es X.

Sea G una descomposición de un espacio métrico X. El espacio cociente,
denotado como X/G, es el conjunto cuyos puntos son los elementos de la des-
composición G. La función q : X → X/G que envía a cada punto x de X al
único elemento G de G que lo contiene, es llamada función cociente.

Sean X un espacio métrico, G una descomposición de X y q : X → X/G,
la función cociente. La topología:

U = {U ⊂ X/G : q−1(U) es abierto en X}

se llama la topología cociente para X/G.
Sean X un espacio métrico y G una descomposición de X. Decimos que G

es semicontinua superiormente si para cada G ∈ G y cada subconjunto abierto
U de X tal que G ⊂ U , existe un subconjunto abierto V de X tal que G ⊂ V
y tal que si G′ ∈ G y G′ ∩ V 6= ∅ entonces G′ ⊂ U .

Para una prueba del siguiente resultado véase el Teorema 1.7.3 de [32].

Teorema 1. Si X es un continuo y G es una descomposición semicontinua
superiormente de X, entonces X/G es un continuo.

1.3. Hiperespacios

A continuación, presentaremos los diferentes hiperespacios que usaremos a
lo largo de la tesis.

Sea X un continuo. De�nimos a 2X como el conjunto:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vacío};
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para cada n ∈ N,

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes};

y
Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}.

Estos conjuntos serán dotados de una topología a través de la métrica de
Hausdor�, de�nida como la función H : 2X × 2X → [0,∞) dada por:

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ Vε(B) y B ⊂ Vε(A)},

en donde Vε(A) = {x ∈ X : d(x,A) < ε}.
Una prueba de que la función H es efectivamente una métrica se puede

encontrar en [32] (Teorema 1.8.3).
Sean X un espacio métrico, m ∈ N y U1, . . . , Um subconjuntos de X.

De�nimos:

〈U1, . . . , Um〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Um y
A ∩ Ui 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Sea:

B = {〈U1, . . . , Um〉 : U1, . . . , Um son subconjuntos abiertos de X, m ∈ N}.

Si X es un espacio métrico, entonces B es una base para una topología de 2X

[37, 0.13]; dicha topología es llamada la Topología de Vietoris para 2X .
Una prueba del siguiente resultado puede encontrarse en [37, 0.13].

Teorema 2. Si X es un espacio métrico y compacto entonces la topología
inducida por la métrica de Hausdor� y la topología de Vietoris para 2X coin-
ciden.
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Sean X un continuo, m ∈ N y U1, . . . , Um conjuntos abiertos de X. A lo
largo de este trabajo y para simpli�car la notación, 〈U1, . . . , Um〉n denotará la
intersección del abierto 〈U1, . . . , Um〉, de la topología de Vietoris de 2X , con
Cn(X); dado que X es un continuo y, usando el Teorema 2, es claro que:

G = {〈U1, . . . , Um〉n : U1, . . . , Um son subconjuntos abiertos de X, m ∈ N}

es una base para la topología, de Cn(X), inducida por la métrica de Hausdor�.
Un arco de orden en Cn(X) es un arco α : [0, 1] → Cn(X) tal que si

0 ≤ s < t ≤ 1 entonces α(s) ⊂ α(t) y α(s) 6= α(t). Usando [37, 1.8], podemos
a�rmar que siX es un continuo, A y B elementos de Cn(X), entonces existe un
arco de orden de A a B si y sólo si A ⊂ B y cada componente de B intersecta
a A.

A lo largo de esta tesis usaremos el concepto de dimensión de�nido en [18].
Así mismo, usaremos extensamente la fórmula principal de [33], sea X una
grá�ca �nita, entonces:

dimA(Cn(X)) = 2n+
∑

p∈R(X)∩A

(ordX(p)− 2) [MV]

1.4. El n-ésimo pseudohiperespacio suspensión

de continuos

Dado n ∈ N, el n-ésimo pseudohiperespacio suspensión de un continuo X,
denotado como PHSn(X), será el espacio cociente:

Cn(X)/F1(X).

El subconjunto F1(X) de Cn(X) es un conjunto cerrado de Cn(X). La parti-
ción:

DF1(X) = {F1(X)} ∪ {{A} : A ∈ Cn(X)\F1(X)}
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es semicontinua superiormente, por lo que, por el Teorema 1, Cn(X)/F1(X)
es un continuo.

Dados un continuo X y un entero positivo n, denotaremos como:

qnX : Cn(X)→ PHSn(X)

a la función cociente; qnX(F1(X)), como {F n
X}; y qnX(X), como T nX .

Dado que F1(X) y {F n
X} son conjuntos cerrados en Cn(X) y PHSn(X),

respectivamente, notemos que la función

qnX |Cn(X)−F1(X): Cn(X)− F1(X)→ PHSn(X)− {F n
X},

es una función continua, biyectiva y abierta; y, por lo tanto, un homeomor�smo.
En [23] se de�ne PHSn(X) y se hace un análisis general del espacio; en

particular en dicho trabajo se demuestra que:

PHS2(X) es homeomorfo a [0, 1]4 [23, Teorema 3.3];

PHSn(S
1) no tiene la propiedad del punto �jo, para ninguna n ∈ N [23,

Teorema 3.4];

para toda n ∈ N, X es un continuo localmente conexo si y sólo si
PHSn(X) es localmente conexo [23, Teorema 4.1];

si X es un continuo y n ≥ 2, entonces X es una grá�ca �nita si y sólo si
PHSn(X) es localmente conexo y dim(PHSn(X)) <∞ [23, Lema 4.5];

PHSn(X) es unicoherente, para toda n ∈ N [23, Corolario 5.2].



Capítulo 2

PHSn(X) de Grá�cas Finitas

En este capítulo se demostrará que, para cualquier entero positivo n, las
grá�cas �nitas tienen n-ésimo pseudohiperespacio suspensión único. Cabe men-
cionar, que para las grá�cas S1 y [0, 1] la unicidad de PHSn ya fue probada;
para el caso n = 1, por S. Macías [29, Teoremas 5.5 y 5.6]; y para el caso
n ≥ 2, por J. C. Macías [23, Teorema 4.4].

La idea detrás de la demostración es, para el caso más general, la siguiente:
sea J una arista de la grá�ca �nita X y Y un continuo con la propiedad de
tener PHSn(Y ) homeomorfo a PHSn(X). Entonces, usando cierta caracteri-
zación topológica de los subconjuntos conexos contenidos en algún arco libre,
se prueba que los subconjuntos, de PHSn(X), de la forma qnX(〈J◦〉n)− {F n

X}
preservan su estructura bajo homeomor�smos; es decir, que la imagen de dichos
subconjuntos se puede escribir como qnY (〈K◦〉n) − {F n

Y }, en donde K resulta
ser, de hecho, una arista de Y . Usando esto, y trabajando los casos n = 2 y
n 6= 2 de manera particular, se construye un homeomor�smo entre X y Y .

Los argumentos de esta prueba son semejantes a los argumentos de la
demostración del teorema principal de [16]. Sin embargo para las grá�cas θm
el argumento cambia.

Cabe mencionar que el material presentado en este capítulo está publicado
por el autor de esta tesis en [35] (�Finite graphs have unique n-fold pseudo-
hyperspace suspension�, Topology Proc. 52 (2018), 219-233).

8
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2.1. De�niciones técnicas

Comencemos caracterizando a las aristas de una grá�ca �nita de manera
topológica:

AS(X) = {J ⊂ X : J es un arco libre maximal o J es un lazo X},
AR(X) = {J ∈ AS(X) : J es un lazo},
AE(X) = {J ∈ AS(X) : J es un arco y | J ∩R(X) |= 1}.

Sea L0 el continuo obtenido al tomar L0 = D1− intR2(D2), en donde D1 y
D2 son discos cerrados de R2, D2 es un subconjunto propio de D1, y los discos
D1 y D2 son tangentes. Véase la Figura 2.1.

Figura 2.1: El continuo L0.

Sea X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅. Dado J ∈ AS(X), de�namos
E(J) de la siguiente manera: Si J es un arco entonces E(J) = C1(J). En el
caso en que J sea un lazo, denotemos como pJ a su punto de rami�cación y
de�namos a E(J) como:

E(J) = {A ∈ C1(J) : A = J o A = {p} para alguna p ∈ J
o A es un subarco de J tal que pJ /∈ A
o A es un subarco de J tal que

pJ es uno de sus puntos extremos}.
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Como consecuencia del Ejemplo 5.2 de [21] si J es un lazo, entonces E(J) es
homeomorfo al continuo L0. Véase la Figura 2.1.

Sean X una grá�ca �nita y n ∈ N. De�nimos los siguientes conjuntos:

Mn(X) = {A ∈ Cn(X) : A /∈ Cn−1(X) y A ∩R(X) = ∅};

Ln(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad N , en Cn(X),

tal que N es una 2n-celda};

∂Ln = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad N , en Cn(X), tal

que N es una 2n-celda y A pertenece a la frontera

como variedad de N};

PHLn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ tiene una vecindad N , en PHSn(X),

tal que N es una 2n-celda};

∂PHLn = {χ ∈ PHSn(X) : χ tiene una vecindad N , en PHSn(X),

tal que N es una 2n-celda y χ pertenece a la frontera

como variedad de N};

Dn(X) = {A ∈ Cn(X) : A /∈ Ln(X) y A tiene una base de vecindades, B,
en Cn(X), tal que para cada U ∈ B, dim[U ] ≤ 2n y U ∩ Ln(X)

es arcoconexo};

PHDn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ /∈ PHLn(X) y χ tiene una

base de vecindades, B, en PHSn(X), tal que para cada

U ∈ B, dim[U ] ≤ 2n y U ∩ PHLn(X) es arcoconexo};
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PHEn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : dimχ[PHSn(X)] = 2n}.

Sean J, K ∈ AS(X). De�nimos:

D(J,K) = clC2(X)(∂L2(X) ∩ 〈J◦, K◦〉2) ∩ clC2(X)(∂L2(X)− 〈J◦, K◦〉2),

PHD(J,K) = clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2))
∩clPHS2(X)(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)).

2.2. Lemas

En esta sección presentaremos los lemas necesarios para probar el resultado
principal de este capítulo.

Los siguientes dos lemas están demostrados en [12] (Lemas 32 y 33).

Lema 3. [12, Lema 32] Sea X una grá�ca �nita. Entonces ∂L2(X) ={A ∈
L2(X) : alguna de las siguientes tres propiedades se cumple: A es conexo o A
tiene una componente degenerada o A contiene un punto extremo de X}.

Lema 4. [12, Lema 33] Sean X una grá�ca �nita y J , K∈ AS(X). Entonces
D(J,K) ={{p}∪A : (p ∈ frX(J) y A ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y A ∈ E(J))}.

Las pruebas de los siguientes dos lemas son similares a las pruebas de los
Lemas 2.3 y 2.4 de [16].

Lema 5. Sean X una grá�ca �nita, n ∈ N y A ∈ Cn(X) − F1(X). Si A ∩
R(X) 6= ∅, entonces dim qnX(A)[PHSn(X)] ≥ 2n+ 1.

Demostración. Primero observemos que, usando la formula principal de [33]
(ver MV, p.6), dimA(Cn(X)) ≥ 2n + 1. Ahora, dado que Cn(X) − F1(X) es
abierto en Cn(X), y dado que qnX : Cn(X) − F1(X) → PHSn(X) − {F n

X} es
un homeomor�smo, se sigue que dim qnX(A)[PHSn(X)] ≥ 2n+ 1.
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Lema 6. Sean X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅ y n ∈ N. Entonces para
cada vecindad U de F n

X , en PHSn(X), tenemos dim[U ] ≥ 2n+ 1.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de F n
X en PHSn(X) y

V = (qnX)−1(U). Entonces V es un conjunto abierto en Cn(X). Fijemos un
punto p ∈ R(X). Dado que {p} ∈ V , podemos tomar un arco A en X tal que
p ∈ A y A ∈ V . Por lo que, qnX(A) ∈ U . Notemos que dimqnX(A)(PHSn(X)) ≤
dim(U), entonces, por Lema 5, dim[U ] ≥ 2n+ 1.

Los siguientes dos lemas están probados en [20] (Lemas 3.2 y 3.5).

Lema 7. [20, Lema 3.2] Sean X una grá�ca �nita y n ∈ N. EntoncesMn(X) ⊂
Ln(X).

Lema 8. [20, Lema 3.5] Sean X una grá�ca �nita y n ≥ 3. EntoncesMn(X) =
Ln(X).

La prueba del siguiente lema es similar a la prueba del Lema 2.7 de [16].

Lema 9. Sean X una grá�ca �nita y n ∈ N. Supongamos que n ≥ 3 o que
R(X) 6= ∅. Entonces qnX(Ln(X)− F1(X)) = PHLn(X).

Demostración. Dado que qnX |Cn(X)−F1(X): Cn(X) − F1(X) → PHSn(X) −
{F n

X} es un homeomor�smo y Cn(X)−F1(X) y PHSn(X)−{F n
X} son abiertos,

respectivamente, en Cn(X) y PHSn(X); entonces tenemos que qnX(Ln(X) −
F1(X)) = PHLn(X)−{F n

X}. En el caso R(X) 6= ∅, por Lema 4, PHLn(X)−
{F n

X} = PHLn(X). Por lo que qnX(Ln(X) − F1(X)) = PHLn(X). Ahora,
supongamos que R(X) = ∅ y n ≥ 3. Mostraremos que F n

X /∈ PHLn(X). Su-
pongamos que F n

X ∈ PHLn(X). SeaM una vecindad de F n
X en PHSn(X) tal

queM es una 2n-celda. Fijemos un punto p ∈ X. Entonces (qnX)−1(M) es una
vecindad de {p} en Cn(X). Tomemos un elemento A ∈ Cn(X) tal que A tenga
exactamente n − 1 componentes no degeneradas y qnX(A) ∈ intPHSn(X)(M).
Entonces existe una 2n-celda N tal que qnX(A) ∈ intPHSn(X)(N ) y F n

X 6= N .



CAPÍTULO 2. PHSn(X) DE GRÁFICAS FINITAS 13

Por lo que (qnX)−1(N ) es una 2n-celda que contiene a A en su interior en
Cn(X). Esto contradice Lema 8, por lo que F n

X /∈ PHLn(X). De lo anterior,
PHLn(X)−{F n

X} = PHLn(X) con lo cual se sigue que qnX(Ln(X)−F1(X)) =
PHLn(X).

Una prueba del siguiente resultado puede ser encontrada en [20] (Lema
3.6).

Lema 10. [20, Lema 3.6] Sean X una grá�ca �nita y n ≥ 3. Entonces
Dn(X) = {A ∈ Cn(X) : A es conexo y A ∩R(X) = ∅}.

La prueba del siguiente lema es análoga a la prueba de las partes corres-
pondientes del Lema 2.9 de [16]. Para conveniencia del lector presentaremos la
prueba.

Lema 11. Sea X una grá�ca �nita. Entonces:
(a) Si n ≥ 3, entonces PHDn(X)− {F n

X}= {qnX(A) ∈ PHSn(X) : A ∈
C1(X)− F1(X) y A ∩R(X) = ∅}.

(b) Si n ≥ 3 y R(X) 6= ∅, entonces PHDn(X)= {qnX(A) ∈ PHSn(X) :
A ∈ C1(X)− F1(X) y A ∩R(X) = ∅}.

Demostración. (a) Sean χ ∈ PHDn(X) − {F n
X} y A el único elemento de

Cn(X)− F1(X) tal que qnX(A) = χ. Primero mostraremos que:

χ ∈ {qnX(A) ∈ PHSn(X) : A ∈ C1(X)− F1(X) y A ∩R(X) = ∅}.

Como consecuencia de que los espacios Cn(X)− F1(X) y PHSn(X)− {F n
X}

son homeomorfos y de que χ ∈ PHDn(X), tenemos que dimA[Cn(X)] =
dimχ[PHSn(X)] ≤ 2n; de modo que, el Lema 5 nos asegura A ∩ R(X) = ∅.
Como χ /∈ PHLn(X), tenemos que A /∈ Ln(X). Sea B una base de vecindades
de χ en PHSn(X), como en la de�nición de PHDn(X). Dado que χ 6= F n

X ,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que F n

X /∈ U para ninguna U ∈
B. Por el Lema 9, para cada U ∈ B, (qnX)−1(U ∩ PHLn(X)) = (qnX)−1(U) ∩
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(qnX)−1(PHLn(X)) = (qnX)−1(U) ∩ (Ln(X) − F1(X))= (qnX)−1(U) ∩ Ln(X)
(la última igualdad está dada por el Lema 8). En consecuencia, tenemos que
(qnX)−1(U) ∩ Ln(X) es arcoconexo. Por lo que, {(qnX)−1(U) : U ∈ B} es
una base de vecindades de A en Cn(X), que asegura la pertenencia de A al
conjunto Dn(X). Dado que A ∈ Dn(X), por el Lema 10, podemos a�rmar que
A ∈ C1(X) y A ∩R(X) = ∅. En conclusión, PHDn(X)− {FX

n } ⊂ {qnX(A) ∈
PHSn(X) : A ∈ C1(X)− F1(X) y A ∩R(X) = ∅}.

Ahora probaremos lo siguiente: {qnX(A) ∈ PHSn(X) : A ∈ C1(X) −
F1(X) yA∩R(X) = ∅} ⊂ PHDn(X)−{F n

X}. Sean χ ∈ {qnX(A) ∈ PHSn(X) :
A ∈ C1(X) − F1(X) y A ∩ R(X) = ∅} y A ∈ Cn(X) tales que χ =
qnX(A). Entonces, por el Lema 10, A ∈ Dn(X). Sea B una base de vecin-
dades de A, como en la de�nición de Dn(X). Dado que A /∈ F1(X), te-
nemos que cada elemento U ∈ B, cumple que F1(X) ∩ U = ∅. Entonces,
qnX(U ∩Ln(X)) = qnX(U)∩ qnX(Ln(X)−F1(X)) y, usando el Lema 9, tenemos
que qnX(U ∩Ln(X)) = qnX(U)∩PHLn(X). Esto implica que qnX(U) es una base
de vecindades de χ que aseguran la pertenencia de éste a PHDn(X). Como
A /∈ F1(X) tenemos que χ 6= {F n

X}, por lo que χ ∈ PHDn(X)− {F n
X}.

(b) En este caso tenemos que R(X) 6= ∅. Por el Lema 6, F n
X /∈ PHDn(X).

Entonces, (b) se sigue de (a).

El siguiente lema se puede probar de manera muy similar a las partes co-
rrespondientes del Lema 2.10 de [16]. Para conveniencia del lector presentamos
aquí la prueba.

Lema 12. Sean n ∈ N y X una grá�ca �nita. Entonces:
(a) Si n ≥ 3 y R(X) 6= ∅, entonces las componentes de PHDn(X) son los

conjuntos de la forma qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X))− {F n
X}, en donde J ∈ AS(X).

(b) Si R(X) 6= ∅, entonces las componentes de PHEn(X) son los conjuntos
de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)−{F n

X}, en donde J1, ..., Jm ∈ AS(X), y m ≤ n.

Demostración. (a) Por el Lema 11(b), PHDn(X) =
⋃
{qnX(〈J◦〉n ∩C1(X))−

{F n
X} : J ∈ AS(X)}. Sean J ∈ AS(X) y A y B subarcos no degenerados



CAPÍTULO 2. PHSn(X) DE GRÁFICAS FINITAS 15

de J◦. Usando arcos de orden es fácil construir un encaje α : [0, 1]→ 〈J◦〉n ∩
C1(X) tal que α(0) = A y α(1) = B y tal que α(t) ∩ F1(J) = ∅, para cada
t ∈ [0, 1]. En consecuencia, los conjuntos de la forma qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n

X}
son arcoconexos y, por lo tanto, conexos. Notemos que los conjuntos de la forma
qnX(〈J◦〉n ∩C1(X))− {F n

X} son abiertos en PHDn(X) y mutuamente ajenos.
En conclusión, dichos conjuntos son las componentes de PHDn(X).

(b) Por la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6), dimA[Cn(X)] = 2n si y
sólo si A∩R(X) = ∅. Por el Lema 6, F n

X /∈ PHEn(X). Por lo que, PHEn(X) =⋃
{qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)−{F n

X} : J◦1 , ..., J
◦
m ∈ AS(X)}. Sean J1, ..., Jm ∈ AS(X)

y A y B elementos de 〈J◦1 , ..., J◦m〉n. Usando la Proposición 2.6 de [5], se puede
construir un encaje α : [0, 1] → 〈J◦1 , ..., J◦m〉n tal que α(0) = A y α(1) = B y
tal que, para cada t ∈ [0, 1], α(t) ∩ F1(X) = ∅. Concluimos que los conjuntos
de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n) − {F n

X} son arcoconexos y, por tanto, conexos.
Notemos que los conjuntos de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)− {F n

X} son abiertos
en PHEn(X), y mutuamente ajenos. En consecuencia, dichos conjuntos son
las componentes de PHEn(X).

Lema 13. Sea X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅. Sean p ∈ X y J ∈
AS(X).

1.- Si J es un arco, entonces {q2X({p} ∪ A) : A ∈ E(J)} es una 2-celda
en PHS2(X).

2.- Si J es un lazo, entonces {q2X({p} ∪ A) : A ∈ E(J)} es homeomorfo
al continuo L0 (véase la Figura 2.2).

Demostración. Sea g el encaje de C1(X) en C2(X) dado por g(A) = {p}∪A.
Sea J un arco. Entonces, por de�nición E(J) = C1(J). En el Ejemplo 0.54

de [37] se muestra que C1(J) es homeomorfo a una 2-celda. Lo cual implica que
g(E(J)) es una 2-celda en C2(X). Notemos que g(E(J))/F1(X) es homeomorfo
a {q2X({p} ∪ A) : A ∈ E(J)} y, dado que el conjunto g(E(J)) ∩ F1(X) es el
conjunto ∅ o el conjunto {p}, tenemos que g(E(J))/F1(X) es una 2-celda y
por lo tanto, {q2X({p} ∪ A) : A ∈ E(J)} también lo es.
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Figura 2.2: Modelos de E(J) y g(E(J))/F1(X) para el caso J ∈ AR(X).

Ahora, sea J un lazo. De la construcción del Ejemplo 5.2 en [21], vemos
que E(J) es homeomorfo al continuo L0. Por lo que, g(E(J)) es homeomorfo
al continuo L0. Notemos que g(E(J))/F1(X) es homeomorfo a {q2X({p}∪A) :
A ∈ E(J)} y, dado que el conjunto g(E(J)) ∩ F1(X) es el conjunto ∅ o el
conjunto {p}, tenemos que g(E(J))/F1(X) es homeomorfo al continuo L0 y
por lo tanto, {q2X({p} ∪ A) : A ∈ E(J)} también lo es.

La prueba del siguiente resultado es similar a la prueba del Lema 2.12 en
[16].

Lema 14. Sean X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅ y n ∈ N. Entonces
(a) ∂PHLn(X) = qnX(∂Ln(X)− F1(X)),

(b) ∂PHL2(X) = {q2X(A) ∈ PHS2(X) : A ∈ L2(X) − F1(X) y algu-
na de las siguientes tres propiedades se cumple: A es conexo o A tiene una
componente degenerada o A contiene un punto extremo de X}.
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Demostración. (a) Por el Lema 6, tenemos que F n
X /∈ ∂PHLn(X). Entonces,

dado que Cn(X) − F1(X) y PHSn(X) − {F n
X} son homeomorfos tenemos la

igualdad deseada.
(b) Usando la descripción del conjunto ∂L2(X) dada en el Lema 3 y la

parte (a), probada en el párrafo anterior, se obtiene trivialmente la igualdad
deseada.

La prueba del siguiente resultado es parecida a la prueba del Lema 2.15 de
[16]; sin embargo, se debe de tener cuidado con el elemento F 2

X ya que, como
se verá en su demostración, la pertenencia de F 2

X a PHD(J,K) implica que
la intersección de J y K, aristas de X, es no vacía. Notemos que, este hecho
es falso cuando se trabaja con el conjunto análogo a PHD(J,K), en HSn(X).
El siguiente lema es, en el caso n = 2, importante para la prueba del resultado
principal de este capítulo; esto es debido a que nos permitirá construir modelos
de PHD(J,K).

Lema 15. Sea X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅. Sean J,K ∈ AS(X).
Entonces PHD(J,K) = {q2X({p} ∪ G) : (p ∈ frX(J) y G ∈ E(K)) o
(p ∈ frX(K) y G ∈ E(J))}.

Demostración. Primero, probaremos la siguiente contención: PHD(J,K) ⊂
{q2X({p} ∪ G) : (p ∈ frX(J) y G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y G ∈ E(J))}.
Sea χ ∈ PHD(J,K). Si χ = F 2

X , entonces, por la de�nición de PHD(J,K),
tenemos que F 2

X ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2)). Lo cual implica
alguna de las siguientes dos situaciones: la primera, J y K comparten al menos
un punto de rami�cación de X, digamos p, pero J 6= K; la segunda, J = K, en
cuyo caso llamaremos a alguno de los puntos de rami�ación deX, perteneciente
a J , como p. En ambas situaciones tomemos el punto p, dado que es un punto
de rami�cación deX que pertenece a J y también aK, tenemos que p ∈ frX(J)
y también, como p ∈ K, tenemos que {p} ∈ E(K). Observemos que q2X({p} ∪
{p}) = q2X({p}) = χ, lo cual implica que, en este caso χ = F 2

X , χ pertenece
a {q2X({p} ∪ G) : (p ∈ frX(J) y G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y G ∈ E(J))}.
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Ahora supongamos que χ 6= F 2
X . Sea A el único elemento de C2(X)−F1(X) tal

que q2X(A) = χ. Dado que χ ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2)), existe
una sucesión {Am}∞m=1 de elementos de 〈J◦, K◦〉2 tal que: ĺım q2X(Am) = χ,
Am /∈ F1(X), para ninguna m ∈ N, y q2X(Am) ∈ ∂PHL2(X), para cada
m ∈ N. Por la continuidad de (q2X)−1 en χ, ĺımAm = A. Por el Lema 14(a),
Am ∈ ∂L2(X), para cadam ∈ N. Por lo que, A ∈ clC2(X)(∂L2(X)∩〈J◦, K◦〉2).
Por otro lado, dado que χ ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X) − q2X(〈J◦, K◦〉2)), existe
una sucesión {ψm}∞m=1 de elementos de ∂PHL2(X) − q2X(〈J◦, K◦〉2) tal que
ĺımψm = χ y ψm 6= F 2

X , para ninguna m ∈ N. Dada m ∈ N, sea Dm el único
elemento de C2(X)=F1(X) tal que q2X(Dm) = ψm. Entonces ĺımDm = A.
Por el Lema 14(a), Dm ∈ ∂L2(X)− 〈J◦, K◦〉2, para cada m ∈ N. Por lo que,
A ∈ clC2(X)(∂L2(X)−〈J◦, K◦〉2). En conclusión, A ∈ D(J,K). Por el Lema 4,
A = {p} ∪ G para algunas p ∈ frX(J) y G ∈ E(K) o algunas p ∈ frX(K) y
G ∈ E(J). Esto completa la prueba de la primera inclusión.

Ahora probaremos que PHD(J,K) ⊃ {q2X({p} ∪ G) : (p ∈ frX(J) y
G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y G ∈ E(J))}. Tomemos χ = q2X({p}∪G), tal que
p ∈ frX(J) y G ∈ E(K) o tal que p ∈ frX(K) y G ∈ E(J). Por el Lema 4, el
conjunto A = {p} ∪G pertenece a D(J,K).

Primero supongamos que χ = F 2
X ; lo cual, implica que {p} = G. En es-

te caso (χ = F 2
X) se tienen dos situaciones: la primera, K = J ; la segunda,

J y K comparten el punto de rami�cación de X, p, pero K 6= J . Supon-
gamos la segunda situación. Sea {Qm}∞m=1 una sucesión en C1(K) tal que
ĺımQm = {p}, Qm ⊂ K◦ y Qm es no degenerado, para cada m ∈ N, y sea
{{pm}}∞m=1 una sucesión en F1(J

◦) tal que ĺım{pm} = {p}. Por el Lema 3,
tenemos que Qm∪{pm} ∈ ∂L2(X)∩〈J◦, K◦〉2 y, entonces, por el Lema 14(b),
q2X(Qm ∪ {pm}) ∈ ∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2). Por lo que, χ = q2X({p}) =
ĺım q2X(Qm∪{pm}) ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X)∩q2X(〈J◦, K◦〉2)). Ahora suponga-
mos la primera situación; i.e., J = K. Sean {pm}∞m=1 y {qm}∞m=1 dos sucesiones
con las siguientes propiedades: para cada m ∈ N, se tiene pm 6= qm; pm y qm
son elementos de K◦; ĺım{pm} = {p}, y, también, ĺım{qm} = {p}. Entonces,
por el Lema 3, {qm}∪{pm} ∈ ∂L2(X)∩〈K◦〉2 = ∂L2(X)∩〈J◦, K◦〉2. De esto,
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y por Lema 14(b), q2X({pm}∪{qm}) ∈ ∂PHL2(X)∩q2X(〈J◦, K◦〉2). Por lo que
χ = q2X({p}) = ĺım q2X({pm}∪{qm}) ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X)∩q2X(〈J◦, K◦〉2)).
Ahora, probaremos que F 2

X ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X) − q2X(〈J◦, K◦〉2)). Dado
que R(X) 6= ∅, X no es homeomorfo a S1 ni a [0, 1]. Lo cual implica que X
satisface alguna de las siguientes condiciones: X tiene estrictamente más de
dos aristas; X es el continuo "lazo", es decir, el continuo homeomorfo a la le-
tra mayúscula P; X es el continuo "�gura ocho", es decir, dos curvas cerradas
simples pegadas por un punto. Dado que X cumple alguna de las tres condi-
ciones anteriores, siempre podemos tomar L ∈ AS(X) tal que {L} 6= {J,K}.
Ahora bien, tomemos dicho L ∈ AS(X); p′ un elemento de L◦, y {{qm}}∞m=1 y
{{pm}}∞m=1 dos sucesiones en F1(L

◦) tales que, ambas, converjan a {p′}, con la
siguiente propiedad: pm 6= qm, para ninguna m ∈ N. Por el Lema 14(b), tene-
mos que q2X({pm}∪{qm}) ∈ ∂PHL2(X), para cada m ∈ N. Por construcción,
sabemos que q2X({pm}∪{qm}) ∈ q2X(〈L◦〉2), para cadam ∈ N. Dado que {L} 6=
{J,K}, obtenemos que F 2

X = ĺım q2X({pm}∪{qm}) ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X)−
q2X(〈J◦, K◦〉2). Por lo que, F 2

X ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2) ∩
clPHS2(X)(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2) = PHD(J,K).

Ahora supongamos que χ 6= F 2
X . Dado que A ∈ D(J,K), existe una su-

cesión {Am}∞m=1 en ∂L2(X) ∩ 〈J◦, K◦〉2 tal que ĺımAm = A y Am /∈ F1(X),
para ninguna m ∈ N. De aquí que, q2X(Am) ∈ ∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2).
De donde, χ ∈ clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2). Similarmente, χ ∈
clPHS2(X)(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2). En conclusión, χ ∈ PHD(J,K).

2.3. Modelos de PHD(J,K).

Sea X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅. En el caso en que n 6= 2, la
prueba del teorema principal, de este capítulo, se basa en que las componentes
de PHDn(X) son los conjuntos de la forma qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X)) − {F n

X}, en
donde J ∈ AS(X). En el caso n = 2, dicha a�rmación no se sabe cierta. Es por
esta razón que, en este caso, se sigue otra estrategia; la cual, usa fuertemente
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los diferentes modelos de PHD(J,K), que dependen de J yK. En esta sección
presentaremos dichos modelos para su uso posterior.

Observemos que los modelos topológicos de PHD(J,K) dependen de qué
clase de aristas J y K son; es decir, depende de a qué subconjunto, de AS(X),
J y K pertenecen. En todos los casos, que a continuación presentaremos, usa-
remos el Lema 15 para expresar a PHD(J,K) de una manera conveniente.
Más especí�camente, usando el Lema 15, expresaremos a PHD(J,K) como la
unión de conjuntos cuyos modelos fueron descritos en el Lema 13; lo cual, nos
permitirá encontrar modelos de PHD(J,K).

En todos los casos J y K serán elementos de AS(X), en donde X es una
grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅.

Caso A: J = K, J es un arco, y J /∈ AE(X). De acuerdo al Lema 15,
PHD(J, J) = {q2X({p1} ∪A) : A ∈ C1(J)} ∪ {q2X({p2} ∪A) : A ∈ C1(J)},
en donde p1 y p2 son los dos puntos de rami�cación de X que pertenecen a J .
Por el Lema 13, estos conjuntos son 2-celdas; cuya intersección es el conjunto:
{F 2

X , q
2
X(J), q2X({p1, p2})}.

Caso B: J = K y J ∈ AE(X). En este caso, PHD(J, J) = {q2X({p1}∪A) :
A ∈ C1(J)}, en donde p1 es el único punto de rami�cación de X que pertenece
a J ; por lo que, PHD(J, J) es una 2-celda.

Caso C: J = K y J ∈ AR(X). En este caso PHD(J, J) = {q2X({p1}∪A) :
A ∈ E(J)}, en donde p1 es el único punto de rami�cación de X que pertenece
a J ; por lo que, PHD(J, J) es homeomorfo al continuo L0; Véase Figure 2.1.

En la siguiente �gura mostramos los tres diferente modelos, de PHD(J, J),
presentados en los casos A, B y C. Observemos que en estos tres casos, las
aristas de los cuales depende PHD(J,K) son iguales; i.e J = K.
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Figura 2.3: Los tres posibles modelos de PHD(J, J).

Ahora, consideremos los casos en donde J 6= K.
Caso D: J y K son arcos tales que ninguno de ellos pertenece a AE(X).

Sean {pJ , qJ} los puntos de rami�cación deX, que pertenece a J y {pK , qK} los
puntos de rami�ación de X, que pertenecen a K. Sean D1 = {q2X({pJ}∪A) :
A ∈ C1(K)}, D2 = {q2X({qJ} ∪ A) : A ∈ C1(K)}, G1 = {q2X({pK} ∪ A) :
A ∈ C1(J)} y G2 = {q2X({qK} ∪ A) : A ∈ C1(J)}. Notemos que, dado que,
J y K son arcos, tenemos que D1,D2,G1 y G2 son 2-celdas; de modo que,
PHD(J,K) = D1 ∪ D2 ∪ G1 ∪ G2. Consideremos los siguientes tres subcasos:

Subcaso D.1: J ∩K = ∅. En este subcaso, tenemos que:

D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∩ G1 = {q2X({pJ , pK})},
D1 ∩ G2 = {q2X({pJ , qK})}, D2 ∩ G1 = {q2X({qJ , pK})},
D2 ∩ G2 = {q2X({qJ , qK})}, G1 ∩ G2 = ∅.

Subcaso D.2: J ∩ K es un conjunto unipuntual; de aquí que, podamos
considerar pJ = pK . En este subcaso tenemos:

D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∩ G1 = {F 2
X},

D1 ∩ G2 = {q2X({pJ , qK})}, D2 ∩ G1 = {q2X({qJ , pK})},
D2 ∩ G2 = {q2X({qJ , qK})}, G1 ∩ G2 = ∅.

Subcaso D.3: J ∩K es un conjunto de dos puntos; esto nos permite consi-
derar pJ = pK y qJ = qK . En este subcaso tenemos:
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D1 ∩ D2 = {F 2
X , q

2
X({pJ , qK}), q2X(K)}, D1 ∩ G1 = {F 2

X , q
2
X({pJ , qK})},

D1 ∩ G2 = {F 2
X , q

2
X({pJ , qK})}, D2 ∩ G1 = {F 2

X , q
2
X({pJ , qK})},

D2 ∩ G2 = {F 2
X , q

2
X({pJ , qK})}, G1 ∩ G2 = {F 2

X , q
2
X({pJ , qK}), q2X(J)}.

Caso E: Ambos, J y K, son arcos, tales que: J /∈ AE(X) y K ∈ AE(X).
Sean {pJ , qJ} los puntos de rami�cación de X, que pertenecen a J ; pK el
único punto de rami�cación de X, que pertenece a K; D1 = {q2X({pJ} ∪A) :
A ∈ C1(K)}; D2 = {q2X({qJ} ∪ A) : A ∈ C1(K)} y G1 = {q2X({pK} ∪ A) :
A ∈ C1(J)}. Notemos que, dado que J y K son arcos, tenemos que D1,D2 y
G1 son 2-celdas; de modo que, PHD(J,K) = D1 ∪D2 ∪ G1. Consideremos los
siguientes dos subcasos.

Subcaso E.1: J ∩K = ∅. En este subcaso, tenemos que:

D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∩ G1 = {q2X({pJ , pK})},
D2 ∩ G1 = {q2X({qJ , pK})}.

Subcaso E.2: J ∩K es un conjunto unipuntual. En este subcaso, podemos
suponer que pJ = pK ; por lo que obtenemos, que:

D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∩ G1 = {F 2
X},

D2 ∩ G1 = {q2X({pJ , qJ})}.

Caso F: J es un arco tal que J /∈ AE(X) y K es un lazo. Sean {pJ , qJ} el
conjunto de puntos de rami�cación deX, que pertenecen a J ; pK el único punto
de rami�cación de X, que pertenece a K; D1 = {q2X({pJ}∪A) : A ∈ E(K)};
D2 = {q2X({qJ} ∪ A) : A ∈ E(K)} y G1 = {q2X({pK} ∪ A) : A ∈ C1(J)}.
Dado que J es un arco, tenemos que G1 es una 2-celda. Ya que K es un lazo,
D1 y D2 son homeomorfos a E(K); el cual es homeomorfo al continuo L0, véase
Figura 2.1. Entonces, PHD(J,K) = D1∪D2∪G1. Consideremos los siguientes
subcasos.

Subcaso F.1: J ∩K = ∅. En este subcaso, tenemos que:
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D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∩ G1 = {q2X({pJ , pK})},
D2 ∩ G1 = {q2X({qJ , pK})}.

Subcaso F.2: J ∩ K es un conjunto de un solo punto. En este subcaso,
podemos suponer que pJ = pK . Por lo que, obtenemos:

D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∩ G1 = {F 2
X},

D2 ∩ G1 = {q2X({pJ , qJ})}.

Caso G: J y K son arcos tales que J y K pertenecen a AE(X). Sean pJ el
único punto de rami�cación de X que pertenece a J y pK el único punto de
rami�cación deX que pertenece aK. SeanD1 = {q2X({pJ}∪A) : A ∈ C1(K)}
y G1 = {q2X({pK} ∪ A) : A ∈ C1(J)}. Notemos que, dado que J y K son
arcos, tenemos que D1 y G1 son 2-celdas; de modo que, PHD(J,K) = D1∪G1.
Consideremos los siguientes subcasos.

Subcaso G.1: J ∩K = ∅. En este subcaso, tenemos:

D1 ∩ G1 = {q2X({pJ , pK})}.

Subcaso G.2: J∩K es un conjunto de un solo punto. En este subcaso, podemos
suponer que pJ = pK , por lo que tenemos que:

D1 ∩ G1 = {F 2
X}.

Caso H: J es un arco tal que J ∈ AE(X) yK es un lazo. Sean pJ el único punto
de rami�cación de X que pertenece a J y pK el único punto de rami�cación
de X que pertenece a K. Sean D1 = {q2X({pJ} ∪ A) : A ∈ E(K)} y G1 =
{q2X({pK} ∪ A) : A ∈ C1(J)}. Como J es un arco, tenemos que G1 es
una 2-celda. Y, D1 es homeomorfo a L0. Entonces, PHD(J,K) = D1 ∪ G1.
Consideremos los siguientes subcasos.

Subcaso H.1: J ∩K = ∅. En este subcaso, tenemos:

D1 ∩ G1 = {q2X({pJ , pK})}.
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Subcaso H.2: J∩K es un conjunto de un solo punto. En este subcaso, podemos
suponer que pJ = pK . Por lo que:

D1 ∩ G1 = {F 2
X}.

Case I: J y K son lazos. Sea pJ el único punto de rami�cación de X que
pertenece a J y sea pK el único punto de rami�cación de X que pertenece a
K. Sean D1 = {q2X({pJ} ∪ A) : A ∈ E(K)} y G1 = {q2X({pK} ∪ A) : A ∈
E(J)}. Notemos que, dado que J y K son lazos, D1 y G1 son homeomorfos al
continuo L0. De modo que, PHD(J,K) = D1∪G1. Consideremos los siguientes
subcasos.

Subcaso I.1: J ∩K = ∅. En este subcaso, tenemos que:

D1 ∩ G1 = {q2X({pJ , pK})}.

Subcaso I.2: J ∩K es un conjunto de un solo punto. En este subcaso, podemos
suponer que pJ = pK . Por lo que:

D1 ∩ G1 = {F 2
X}.
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Figura 2.4: Todos los posibles modelos de PHD(J,K), cuando J 6= K.

Finalmente, en la Figura 2.4, presentamos una tabla con todos los posibles
modelos de PHDn(J,K), cuando J 6= K; Estos, están ordenados de izquierda
a derecha y de arriba a abajo. Corresponden a los subcasos en los casos D, E,
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F, G, H e I, respectivamente. Es importante notar que, ninguno de los modelos
en la Figura 2.3 es homeomorfo a algún modelo presentado en la Figura 2.4.

2.4. Resultado principal

En esta sección presentaremos el resultado principal de este capítulo: las
grá�cas �nitas tienen n-ésimo pseudohiperespacio suspensión único; es decir,
si X es una grá�ca �nita y Y es un continuo tal que PHSn(X) es homeomorfo
a PHSn(Y ), entonces X es homeomorfo a Y . El primer paso será mencionar
que, para las grá�cas S1 y [0, 1], el resultado ya fue probado por S. Macías y
J. C. Macías, respectivamente [29, 23]. Posteriormente probaremos que, para
cada m ∈ N, la grá�ca θm tiene n-ésimo pseudohiperespacio suspensión único.
Finalmente, probaremos la unicidad del n-ésimo pseudohiperespacio suspen-
sión para una grá�ca �nita X tal que R(X) 6= ∅ y tal que X no sea, para cada
m ∈ N, homeomorfa a la grá�ca θm.

La prueba del siguiente lema es similar a la prueba de las partes (A), (B)
y (C) del Teorema 3.1 de [16]; con el propósito de tener mayor completitud y
claridad en esta tesis presentaremos su prueba.

Lema 16. Sean X y Y grá�cas �nitas tales que R(X) 6= ∅ 6= R(Y ), n ∈ N,
y h : PHSn(X)→ PHSn(Y ) un homeomor�smo. Supongamos que para J ∈
AS(X), existe Jh ∈ AS(Y ) tal que h(qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n

X}) ⊂ qnY (〈J◦h〉n)
y AS(Y ) = {Jh : J ∈ AS(X)}. Entonces:

(A) Para cada J ∈ AS(X), h(qnX(〈J◦〉n)− {F n
X}) = qnY (〈J◦h〉n)− {F n

Y },
(B) para cada J ∈ AS(X), h−1(qnY (〈J◦h〉n ∩ C1(Y ))− {F n

X}) ⊂ qnX(〈J◦〉n)−
{F n

X},
(C) la relación J 7→ Jh es una biyección entre AS(X) y AS(Y ).

Demostración. Por el Lema 12(b), las componentes de PHEn(X) son los con-
juntos de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n) − {F n

X}, en donde J1, ..., Jm ∈ AS(X) y
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m ≤ n. Dada J ∈ AS(X), por el Lema 12(b), h(qnX(〈J◦〉n) − {F n
X}) es una

componente de PHEn(Y ). Sean A y B dos subarcos diferentes y no dege-
nerados de J◦. Entonces, h(qnX(A)), h(qnX(B)) ∈ h(qnX(〈J◦〉n) − {F n

X}). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que h(qnX(A)) 6= F n

Y . Por hipótesis,
h(qnX(A)) ∈ qnY (〈J◦h〉n)−{F n

Y }. De modo que, h(qnX(A)) pertenece a los conjun-
tos h(qnX(〈J◦〉n)− {F n

X}) y qnY (〈J◦h〉n)− {F n
Y }; como estos conjuntos son com-

ponentes de PHEn(Y ), se sigue que h(qnX(〈J◦〉n)−{F n
X}) = qnY (〈J◦h〉n)−{F n

Y }.
Por lo tanto hemos probado (A).

Notemos que (B) es consecuencia directa de (A).
Ahora probaremos (C). Supongamos que J, L ∈ AS(X) y que, además,

Jh = Lh. Por (A), h(qnX(〈J◦〉n)− {F n
X}) = h(qnX(〈L◦〉n)− {F n

X}). Por lo que,
qnX(〈J◦〉n)−{F n

X} = qnX(〈L◦〉n)−{F n
X}. Sea A un arco no degenerado tal que

A ⊂ J◦. Entonces, existe B ∈ 〈L◦〉n − F1(X) tal que qnX(A) = qnX(B). Por lo
que, A = B ∈ 〈J◦〉n ∩ 〈L◦〉n, y, en consecuencia, ∅ 6= A ⊂ J◦ ∩ L◦; lo cual
implica J = L. Esto prueba (C).

Si n ≥ 2, el siguiente lema (Lema 17) es esencial en la demostración de
la unicidad de PHSn de las grá�cas θm. Cabe mencionar que, si se toman las
intersecciones análogas de los respectivos conjuntos análogos, a los usados en
el siguiente lema , en HSn, con n ≥ 2, el siguiente lema es falso; lo cual, hace
ver que, para n ≥ 2, existe cierta diferencia estructural entre PHSn y HSn de
las grá�cas θm; esto se verá con todo detalle en el Capítulo 5 de esta tesis.

Lema 17. Sean n ≥ 2 y X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅. Entonces:

|
⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} |= 2

si y sólo si X es homeomorfo a θm, para alguna m ∈ N; concretamente:⋂
{clPHSn(θm)(q

n
θm

(〈J◦〉n)={F n
θm
}) : J ∈ AS(θm)} = {F n

θm
, qnθm({v, w})},

en donde {v, w} es el conjunto de puntos rami�cación de θm. Además, si X
no es homeomorfo a θm para ninguna m ∈ N, entonces:
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⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} = {F n
X}.

Demostración. Primero, veamos que si X es la grá�ca θm, entonces:

|
⋂
{clPHSn(θm)(q

n
θm

(〈J◦〉n)={F n
θm
}) : J ∈ AS(θm)}| = 2.

Sean v y w los dos puntos de rami�cación de θm; con lo cual, R(θm) = {v, w}.
Sea J ∈ As(θm). Como cada {p}, con p ∈ J◦, puede ser aproximado por
elementos pertenecientes a 〈J◦〉n=F1(θm), tenemos que:

{p} ∈ clCn(θm)(〈J◦〉n=F1(θm));

esto implica que F n
θm
∈ clPHSn(θm)(q

n
θm

(〈J◦〉n)={F n
θm
}). Además, dado que n ≥

2, {v, w} puede ser aproximado por elementos pertenecientes a 〈J◦〉n=F1(θm).
Por lo que,

{v, w} ∈ clCn(θm)(〈J◦〉n=F1(θm));

lo cual implica que qnθm({v, w}) ∈ clPHSn(θm)(q
n
θm

(〈J◦〉n)={F n
θm
}). De lo anterior

tenemos que:

F n
θm
, qnθm({v, w}) ∈

⋂
{clPHSn(θm)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

θm
}) : J ∈ AS(θm)}.

Ahora supongamos que existe χ tal que:

χ ∈
⋂
{clPHSn(θm)(q

n
θm

(〈J◦〉n)={F n
θm
}) : J ∈ AS(θm)} − {F n

θm
, qnθm({v, w})}.

Sean J0 ∈ AS(θm) y {Ak}∞k=1 una sucesión de elementos de 〈J◦0 〉n tal que
ĺım qnθm(Ak) = χ. Entonces, es claro que ĺımAk = A para alguna A ∈ 〈J0〉n.
Dado que χ 6= F n

θm
, χ 6= qnθm({v, w}) y qnθm(A) = χ, tenemos que A ∈ Cn(J0)−

(F1(J0) ∪ {v, w}); esto implica que al menos una componente de A intersecta
a J◦0 ; con lo cual podemos concluir que A ∩ J◦0 6= ∅. Sea J ∈ AS(θm) tal que
J 6= J0. Por un argumento similar al que acabamos de dar, podemos asegurar
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que existe D ∈ Cn(J)− (F1(J) ∪ {v, w}) tal que qnθ (D) = χ. Como χ 6= F n
θm
,

tenemos que D = A. Por lo que, J◦0 ∩ J 6= ∅; lo cual es un contradicción.
En conclusión, {F n

X} ∪ {qnX({v, w})} =
⋂
{clPHSn(θm)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

θm
}) :

J ∈ AS(θm)}; por lo que, claramente, |
⋂
{clPHSn(θm)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

θm
}) : J ∈

AS(θm)}| = 2.
Ahora, probaremos que si X es una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅ y tal

que X no es la grá�ca θm, para ninguna m ∈ N, entonces:⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} = {F n
X}.

Sea X una grá�ca �nita tal que X no es la grá�ca θm, para ninguna m ∈ N.
Sea J ∈ As(X). Dado que cada elemento {p}, tal que p ∈ J◦, puede ser
aproximado por elementos en 〈J◦〉n=F1(X), tenemos que:

{p} ∈ clCn(X)(〈J◦〉n=F1(X));

lo cual implica que, F n
X ∈ clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉)={F n

X}). Por lo tanto,

F n
X ∈

⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)}.

Ahora supongamos que existe χ tal que:

χ ∈
⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} − {F n
X}.

Sea J0 ∈ AS(X). Entonces existe una sucesión {Ak}∞k=1 de elementos de 〈J◦0 〉n
tal que ĺım qnX(Ak) = χ. Es claro que ĺımAk = A para alguna A ∈ 〈J0〉n. Como
χ 6= F n

X y qnX(A) = χ, tenemos queA ∈ Cn(J0)−F1(J0); lo cual, implica alguna
de las siguientes dos situaciones: la primera, al menos una componente de A
intersecta a J◦0 ; la segunda, A es el conjunto de puntos de rami�cación de X
que pertenecen a J0, el cual, es un conjunto de cardinalidad igual a 2 (esto es
como consecuencia de que A ∈ Cn(J0) − F1(J0); de modo que, en este caso,
podemos expresar: A = {a, b}, a 6= b).
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Primero supongamos la primera situación: A ∩ J◦0 6= ∅. Sea J ∈ AS(X)
tal que J 6= J0. Por un argumento similar al dado en el caso anterior, existe
D ∈ Cn(J) − F1(J) tal que qnX(D) = χ. Dado que χ 6= F n

X , tenemos que
D = A. Por lo que, J◦0 ∩ J 6= ∅; lo cual es una contradicción.

Ahora, supongamos la segunda situación: A = {a, b}, con a 6= b. Dado
que la única grá�ca �nita, con más de un punto de rami�cación, en que todas
sus aristas comparten el mismo conjunto de puntos de rami�cación, es una
grá�ca θm, podemos suponer, dado que, por hipótesis, X no es una grá�ca θm,
que existe J ∈ AS(X) tal que J 6= J0 y tal que J0 ∩ J 6= {a, b}; tomando J
y dando un argumento similar al dado anteriormente, podemos asegurar que
existe D ∈ Cn(J) − F1(J) tal que qnX(D) = χ y, como χ 6= F n

X , tenemos que
D = A. Lo cual implica que {a, b} ∈ Cn(J) − F1(J). Por lo que se concluye
que J y J0 comparten el mismo conjunto de puntos de rami�cación de X lo
cual es una contradicción. Esto implica que para un grá�ca �nita X tal que
R(X) 6= ∅ y tal que esta no sea homeomorfa a ninguna grá�ca θm, para toda
m ∈ N, tenemos:⋂

{clPHSn(X)(q
n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} = {F n
X}.

En conclusión, si X no es una grá�ca θm, para ninguna m ∈ N, tenemos:

|
⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} |=| {F n
X} |= 1.

Teorema 18. Sean X un continuo y n ∈ N. Si PHSn(X) es homeomorfo
a PHSn([0, 1]), entonces X es homeomorfo a [0, 1]. Si PHSn(X) es homeo-
morfo a PHSn(S

1), entonces X es homeomorfo a S1.

Demostración. Para el caso n = 1, véanse los Teoremas 5.5 y 5.6 de [29]. Para
el caso n ≥ 2, véase el Teorema 4.4 de [23].

Ahora probaremos que la grá�ca θm tiene n-ésimo pseudohiperespacio sus-
pensión único.
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Teorema 19. Las grá�cas θm tienen n-ésimo pseudohiperespacio suspensión
único, para cualesquiera n ∈ N y m ∈ N− {1, 2}.

Demostración. Sean Y un continuo, m ∈ N − {1, 2} y h : PHSn(θm) →
PHSn(Y ) un homeomor�smo. Entonces, por el Corolario 4.6 de [23] y por el
Teorema 18, Y es una grá�ca �nita tal que R(Y ) 6= ∅.

Caso 1: n = 1.
Como PHS1(X) es exactamente igual al espacio HS1(X), para cualquier

continuo X, el resultado principal de [16] asegura que Y es homeomorfo a θm.
Caso 2: n ≥ 3.
Veamos que θm y Y satisfacen las hipótesis del Lema 16. Dado que h es un

homeomor�smo, h(PHLn(θm)) = PHLn(Y ). Lo cual, recordando la de�nición
de PHDn(X), implica que h(PHDn(θm)) = PHDn(Y ). Entonces, por Lema
12(a), para cada J ∈ AS(θm), existe Jh ∈ AS(Y ) tal que

h(qnθm(〈J◦〉n∩C1(θm))−{F n
θm
}) = qnY (〈J◦h〉n∩C1(Y ))−{F n

Y } ⊂ qnY (〈J◦h〉n)−{F n
Y }.

Dado que existe una correspondencia biyectiva entre las componentes de PHDn(θm)
y las componentes de PHDn(Y ), obtenemos que la relación dada por J 7→ Jh,
entre AS(θm) y AS(Y ), es una biyección. Sea R(θm) = {v, w}.

Entonces, por los Lemas 17 y 16, tenemos que:

2 =| h({F n
θm
, qnθm({v, w})}) |=

|
⋂
{clPHSn(Y )(h(qnθm(〈J◦〉n)={F n

θm
})) : J ∈ AS(θm)} |=

|
⋂
{clPHSn(Y )(q

n
Y (〈J◦h〉n)={F n

Y }) : J ∈ AS(θm)} |=

|
⋂
{clPHSn(Y )(q

n
Y (〈J◦h〉n)={F n

Y }) : Jh ∈ AS(Y )} | .

Por lo que, usando el Lema 17, concluimos que Y es homeomorfo a la grá�ca
θm.

Caso 3: n = 2.



CAPÍTULO 2. PHSn(X) DE GRÁFICAS FINITAS 32

Primero, veamos que para cada J ∈ AS(θm), existe Jh ∈ AS(Y ) tal que
h(q2θm(〈J◦〉2)− {F 2

θm
}) = q2Y (〈J◦h〉2)− {F 2

Y }.
Dado que la de�nición de PHE2(θm) está dada en términos de propiedades

topológicas, tenemos que h(PHE2(θm)) = PHE2(Y ). Por el Lema 12(b), las
componentes de PHE2(θm) son los conjuntos de la forma q2θm(〈J◦, K◦〉2)−{F 2

θm
},

en donde J, K ∈ AS(θm) y las componentes de PHE2(Y ) son los conjuntos
de la forma q2Y (〈J◦, K◦〉2)− {F 2

Y }, en donde J, K ∈ AS(Y ). Por lo que, dado
J ∈ AS(θm), existen Jh, Kh ∈ AS(Y ) tales que h(q2θm(〈J◦〉2) − {F 2

θm
}) =

q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)− {F 2
Y }. Por el Lema 6, F 2

θm
/∈ ∂PHL2(θm) y, como R(Y ) 6= ∅,

por el Lema 6, F 2
Y /∈ ∂PHL2(Y ). Dado que la de�nición de ∂PHL2(θm) está

dada en términos de propiedades topológicas, tenemos que h(∂PHL2(θm)) =
∂PHL2(Y ). Lo cual implica que:

h(∂PHL2(θm) ∩ q2θm(〈J◦〉2)) = ∂PHL2(Y ) ∩ q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)

y
h(∂PHL2(θm)− q2θm(〈J◦〉2)) = ∂PHL2(Y )− q2Y (〈J◦h, K◦h〉2).

De lo anterior, concluimos que h(PHD(J, J)) = PHD(Jh, Kh). Supongamos
que Jh 6= Kh. Entonces, PHD(J, J) es homeomorfo a PHD(Jh, Kh) con Jh 6=
Kh. Lo cual implica que el modelo en alguno de los casos A, B o C es homeomor-
fo al modelo en alguno de los subcasos de los casos D, E, F, G, H o I (de la sec-
ción anterior, pp. 19-26); claramente, una contradicción. Por lo que concluimos
que Jh = Kh. Lo cual implica que h(q2θm(〈J◦〉2)−{F 2

θm
}) = q2Y (〈J◦h〉2)−{F 2

Y }.
Por simetría, la relación dada por J 7→ Jh entre AS(θm) y AS(Y ) es una
biyección.

Ahora, sea R(θm) = {v, w}. Entonces, por el Lema 17:

2 =| h({F 2
θm
, q2θm({v, w})}) |=

|
⋂
{clPHS2(Y )(h(q2θm(〈J◦〉2)={F 2

θm
})) : J ∈ AS(θm)} |=

|
⋂
{clPHS2(Y )(q

2
Y (〈J◦h〉2)={F 2

Y }) : J ∈ AS(θm)} |=
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|
⋂
{clPHS2(Y )(q

2
Y (〈J◦h〉2)={F 2

Y }) : Jh ∈ AS(Y )} |,

En conclusión, usando el Lema 17, Y es homeomorfa a la grá�ca θm.

La prueba del siguiente lema es similar a la prueba del Teorema 3.1 de [16];
presentaremos, aquí, la prueba para tener mayor claridad, en esta tesis.

Lema 20. Sean X y Y grá�cas �nitas tales que R(X) 6= ∅ 6= R(Y ) y ade-
más que X no sea una grá�ca θm, para ninguna m ∈ N. Sean n ∈ N y
h : PHSn(X)→ PHSn(Y ) un homeomor�smo. Supongamos lo siguiente:

Para cada J ∈ AS(X), existe Jh ∈ AS(Y ) tal que h(qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−
{F n

X}) ⊂ qnY (〈J◦h〉n) y AS(Y ) = {Jh : J ∈ AS(X)},

entonces h(F n
X) = F n

Y . Si, además, suponemos que:

(1) Si J ∈ AR(X), entonces Jh ∈ AR(Y ),
(2) si J ∈ AE(X), entonces Jh ∈ AE(Y ),

entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración. Supongamos que para cada J ∈ AS(X), existe Jh ∈ AS(Y ) tal
que h(qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n

X}) ⊂ qnY (〈J◦h〉n) y AS(Y ) = {Jh : J ∈ AS(X)}.
Primero, mostraremos que h(F n

X) = F n
Y . Dado que X no es una grá�ca θm,

para ninguna m ∈ N, por el Lema 17, tenemos que⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ AS(X)} = {F n
X},

y, como la grá�cas θm tienen n-ésimo pseudohiperespacio suspensión único,
Teorema 19, obtenemos que Y no es una grá�ca θm. Por lo que, usando el
Lema 17, concluimos que:⋂

{clPHSn(Y )(q
n
Y (〈J◦〉n)={F n

Y }) : J ∈ AS(Y )} = {F n
Y }.
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Entonces, dado que estamos suponiendo que para cada J ∈ AS(X), existe
Jh ∈ AS(Y ) tal que h(qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X)) − {F n

X}) ⊂ qnY (〈J◦h〉n) y AS(Y ) =
{Jh : J ∈ AS(X)}, podemos usar las partes (A) y (C) del Lema 16 para
a�rmar que:

h({F n
X}) =⋂

{clPHSn(Y )(h(qnX(〈J◦〉n)={F n
X})) : J ∈ AS(X)} =⋂

{clPHSn(Y )(q
n
Y (〈J◦h〉n)={F n

Y }) : J ∈ AS(X)} =⋂
{clPHSn(Y )(q

n
Y (〈J◦h〉n)={F n

Y }) : Jh ∈ AS(Y )} = {F n
Y }.

En conclusión, h({F n
X}) = {F n

Y }.
Ahora, supongamos (1) y (2) del teorema; a continuación mostraremos que

X es, entonces, homeomorfo a Y .
Sea A ∈ Cn(X) − F1(X), por lo cual qnX(A) 6= F n

X . Entonces, por lo
demostrado anteriormente, h(qnX(A)) 6= F n

Y ; lo cual implica que, existe un único
DA ∈ Cn(Y ) − F1(Y ) tal que h(qnX(A)) = qnY (DA). Notemos que la relación
A 7→ DA es un homeomor�smo entre Cn(X)−F1(X) y Cn(Y )−F1(Y ). Por otro
lado, Cn(X)−F1(X) es homeomorfo a PHSn(X)−F n

X(X). En consecuencia,
dimA[Cn(X)] = dimqnX(A)[PHSn(X)] = dimh(qnX(A))[PHSn(Y )] =
dimDA

[Cn(Y )].
Dado J ∈ AS(X); sea Kn(J,X) = clCn(X)(〈J◦〉n)− F1(X).
A�rmación 1: Sea J ∈ AS(X), Entonces
(a) Kn(Jh, Y ) = {DA ∈ Cn(Y )− F1(Y ) : A ∈ Kn(J,X)},
(b) {dimA[Cn(X)] : A ∈ Kn(J,X)} = {dimB[Cn(Y )] : B ∈ Kn(Jh, X)},
(c) |J ∩R(X)| = |Jh ∩R(Y )|,
(d) si A ∈ Kn(J,X) entonces |A ∩R(X)| = |DA ∩R(Y )|.
Una prueba de la A�rmación 1 puede encontrarse dentro de la prueba del

Teorema 3.1 de [16]; presentamos a continuación dicha prueba con el propósito
de tener mayor claridad en la tesis.
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Prueba de la A�rmación 1. (a): Sea A ∈ Kn(J,X). Entonces existe una su-
cesión {Am}∞m=1 en 〈J◦〉n−F1(X) tal que A = limAm. Dado que h(qnX(〈J◦〉n)−
{F n

X}) = qnY (〈J◦h〉n) − {F n
Y }, para cada m ∈ N, DAm

∈ 〈J◦h〉n − Fn(Y ) y
DA ∈ Kn(Jh, Y ); con lo cual queda probada la inclusión: Kn(Jh, Y ) ⊃ {DA ∈
Cn(Y ) − F1(Y ) : A ∈ Kn(J,X)}. Similarmente se prueba la inclusión res-
tante.

La propiedad (b) se sigue directamente de (a).
Para probar (c); sólo hace falta notar que por la fórmula principal de [33]

(ver MV, p.6), |{dimA[Cn(X)] : A ∈ Kn(J,X)}| ≥ 3 si y sólo si |J∩R(X)| =
2 y |{dimA[Cn(X)] : A ∈ Kn(J,X)}| = 2 si y sólo si |J ∩R(X)| = 1.

Finalmente, probemos (d). Tomemos A ∈ Kn(J,X). Si |A ∩ R(X)| = 2,
entonces |J ∩ R(X)| = 2. Por lo que |Jh ∩ R(Y )| = 2 y, usando, la fórmula
principal de [33] (ver MV, p.6),

dimA[Cn(X)] = máx{dimE[Cn(X)] : E ∈ Kn(J,X)}.

Por lo que, dimDA
[Cn(Y )] = máx{dimB[Cn(Y )] : B ∈ Kn(Jh, Y )}. Lo cual

implica que |DA ∩ R(Y )| = 2. Similarmente, si |DA ∩ R(Y )| = 2, entonces
|A ∩ R(X)| = 2. Si |A ∩ R(X)| = 0, por la fórmula principal de [33] (ver
MV, p.6), 2n = dimA[Cn(X)] = dimDA

[Cn(Y )]. Aplicando otra vez la fórmula
de [33], obtenemos que |DA ∩ R(Y )| = 0. Similarmente, si |DA ∩ R(Y )| = 0,
entonces |A ∩ R(X)| = 0. Finalmente, si |A ∩ R(X)| = 1, entonces |DA ∩
R(Y )| /∈ {0, 2}; por lo que, |DA ∩ R(Y )| = 1. Esto completa la prueba de la
a�rmación 1.

A�rmación 2: Sean J ∈ AS(X) y v ∈ J ∩ R(X). Entonces, el conjunto
K(v, J) = {A ∈ Kn(J,X) : A ∩R(X) = {v}} es arcoconexo.

Una prueba del la A�rmación 2 puede encontrarse dentro de la prueba del
Teorema 3.1 de [16]; presentamos a continuación dicha prueba con el propósito
de tener mayor claridad en la tesis.

Prueba de la A�rmación 2. Sea A ∈ Kn(J,X) tal que A ∩ R(X) = {v}.
En el caso en que J es un arco, es fácil ver que hay un subarco L de J tal que
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A ⊂ L y L ∩ R(X) = {v}. Por el Teorema 14.6 de [21], existe una función
α : [0, 1] → Cn(L) tal que α(0) = A, α(1) = L, y α(s) ⊂ α(t), si s 6 t.
Claramente, Im(α) ⊂ Kn(J,X) y α(s) ∩ R(X) = {v} para todo s ∈ [0, 1].
Dado que el conjunto {N : N es un subarco de J y N ∩ R(X) = {v}} es
arcoconexo, Concluimos que K(v, J) es arcoconexo. Ahora, supongamos que
J es un lazo en X. Identi�caremos a J con el círculo unitario S1 en R2 y v con
el punto (1, 0). Sea e : [0, 1] → S1 dada por e(t) = (cos(2πt), sen(2πt)). Sea
A = A1∪· · ·∪Ar, en donde A1, . . . , Ar son las componentes de A. Supongamos
que v ∈ A1. Si r < n o (r = n = 1 o A = J), entonces para cada s ∈ (0, 1],
el conjunto B(s) = e({sx : x ∈ e−1(A)}) pertenece a K(v, J). Notemos que
la relación s 7→ B(s) es continua y que B(12) ⊂ e([0, 12 ]). Dado que e([0, 12 ]) ∈
K(v, J) y e([0, 12 ]) es un subarco de J , podemos completar la prueba, de este
caso, de la misma manera que cuando J era un arco. Si r = n > 1 (o r = n = 1
y A1 es un subarco de J), dado que A ∈ Kn(J,X), v no está en el interior
como variedad de A1. Entonces podemos suponer que existe s0 ∈ [0, 1) tal que
A ⊂ e([0, s0]). Dado que e([0, s0]) ∈ K(v, J) y e([0, s0]) es un subarco de J , de
nueva cuenta, podemos argumentar de la misma forma que en el caso en que
J era un arco y, así, completar la prueba. Con esto queda concluida la prueba
de la A�rmación 2.

Dado v ∈ R(X), sea J ∈ AS(X) tal que v ∈ J . Tomemos K(v, J) y
A ∈ K(v, J). Por la A�rmación 1, DA ∈ Kn(Jh, Y ), además, existe un único
punto vh(A) ∈ R(Y ) ∩DA. Notemos que vh(A) ∈ Jh.

Ahora, mostraremos que vh(A) no depende de A y, más aún, no depende
de la elección de J ; es decir, si K ∈ AS(X) y E ∈ K(v,K), entonces vh(A) =
vh(E). Probemos esto: Tomemos J ,K, A, y E como los acabamos de describir.
Consideremos un subarco A1 de J tal que A1 6= J y tal que v sea un punto
�nal de A1. Notemos que A1 ∈ K(v, J). Similarmente, existe E1 ∈ K(v,K)
tal que E1 es conexo. Por la A�rmación 2, K(v, J) y K(v,K) son arcoconexos.
Entonces, existen funciones αA : [0, 1]→ K(v, J) y αE : [0, 1]→ K(v,K) tales
que αA(0) = A, αA(1) = A1, αE(0) = E1, y αE(1) = E. Es fácil construir una
función continua α0 : [0, 1]→ C(A1 ∪ E1) tal que α0(0) = A1, α0(1) = E1, y,
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tal que para cada t ∈ [0, 1], α0(t) ∩ R(X) = {v} y α0(t) /∈ F1(X). De�namos
α : [0, 1]→ C(A1 ∪ E1) ∪ K(v, J) ∪ K(v,K) como:

α(t) =


αA(3t), si 0 ≤ t ≤ 1

3 ;

α0(3t− 1), si 1
3 ≤ t ≤ 2

3 ;

αE(3t− 2), si 2
3 ≤ t ≤ 1.

Claramente, α(0) = A, α(1) = E, α es continua, y para cada t ∈ [0, 1],
α(t) ∩R(X) = {v}. Sea i0 el orden de X en v.

Por la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6), para cada t ∈ [0, 1], 2n <
2n+(i0−2) = dimα(t)[Cn(X)] = dimqnX(α(t))[PHSn(X)] = dimh(qnX(α(t)))[PHSn(Y )] =
dim(qnY )

−1(h(qnX(α(t))))[Cn(Y )]. Sea T = {t ∈ [0, 1] : vh(A) ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t))))}.
Es claro que T es un subconjunto cerrado de [0, 1] y 0 ∈ T . A continuación
probaremos que T = [0, 1]. Supongamos lo contrario, es decir, T 6= [0, 1]. Sean
R una componente de [0, 1]−T y t0 = ı́nf R ∈ T . Entonces existe una sucesión
{rm}∞m=1 de elementos de R tal que ĺım rm = t0. Supongamos que el orden de
Y en el punto vh(A) es j. Entonces, j ≥ 3. Usando la fórmula principal de
[33] (ver MV, p.6), obtenemos que (qnY )−1(h(qnX(α(t)))) intersecta a R(Y ) para
cada t ∈ [0, 1]. Dado que R(Y ) es un conjunto �nito, podemos suponer, sin pér-
dida de generalidad, que existe w ∈ R(Y ) tal que w ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(rm)))),
para cada m ∈ N; esto implica que w ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t0)))). Dado que
dim(qnY )

−1(h(qnX(α(0))))[Cn(Y )] = 2n + (i0 − 2) y el único punto de rami�ca-
ción de Y en (qnY )−1(h(qnX(A))) = (qnY )−1(h(qnX(α(0)))) = DA es vh(A), por
la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6), el orden de Y en vh(A) es i0;
por lo que, j = i0. Dado que r1 /∈ T , vh(A) /∈ (qnY )−1(h(qnX(α(r1)))), te-
nemos que vh(A) 6= w. Sea j0 ≥ 3 el orden de Y en w. Dado que vh(A),
w ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t0)))), por la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6),
dim(qnY )

−1(h(qnX(α(t0))))[Cn(Y )] ≥ 2n+ (i0− 2) + (j0− 2) > 2n+ (i0− 2); lo cual
es una contradicción. En conclusión T = [0, 1]; por lo que, para cada t ∈ [0, 1],
vh(A) ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t)))). Procediendo de igual manera a la anterior, se
demuestra que vh(E) pertenece al conjunto (qnY )−1(h(qnX(α(1−t)))), para cada
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t ∈ [0, 1]; lo cual implica que vh(A) = vh(E). Por lo que, vh(A) no depende de
la elección ni de J ni de A.

Usando esto, podemos, simplemente, escribir vh en lugar de vh(A); de esta
manera, se construye una función ϕ : R(X) → R(Y ) dada por ϕ(v) = vh.
Notemos que ϕ satisface la siguiente propiedad: Si v es un punto de rami�cación
de X que también pertenece a la arista J de X, entonces ϕ(v) es un punto de
rami�cación de Y que pertenece a la arista Jh de Y .

Por las partes (B) y (C) del Lema 16, X y Y satisfacen condiciones simétri-
cas; por lo cual, se puede de�nir una función ϕ−1 : R(Y )→ R(X) siguiendo un
procedimiento similar al anteriormente planteado. Es decir, ϕ−1 se puede de�-
nir como sigue: dado w ∈ R(Y ), sean K ∈ AS(Y ) tal que w ∈ K y J ∈ AS(X)
tal que K = Jh. Sean B un arco tal que B ⊂ K, B 6= K y w un punto �nal
de B. Entonces, existe un único A ∈ Cn(J) tal que qnX(A) = h−1(qnY (B)) y
ϕ−1(w) es el único punto de A∩R(X). Claramente, ϕ−1 es la función inversa
de ϕ.

Observemos que de lo anterior podemos asegurar que ϕ tiene la siguiente
propiedad: Un punto de rami�cación v, de X, pertenece al la arista J , de X,
si y sólo si el punto de rami�cación ϕ(v), de Y , pertenece a la arista Jh, de Y .

Sea J ∈ AS(X) tal que |J∩R(X)| = 1. Por la hipótesis (2), si J es un arco,
entonces Jh es un arco. Por otro lado, si J ∈ AS(X) es tal que |J ∩R(X)| = 1
y Jh es un arco, por hipótesis (1), J no es un lazo; por lo que, J es un arco,
también. En conclusión, si J ∈ AS(X) y |J∩R(X)| = 1, entonces J es un arco
si y sólo si Jh es un arco. Similarmente, tenemos que si J ∈ AS(X) satisface
que |J ∩R(X)| = 1, entonces J es un lazo si y sólo si Jh es un lazo.

Ahora, extenderemos ϕ a un homeomor�smo entre X y Y . Tomemos J ∈
AS(X). En el caso en que |J ∩R(X)| = 2, tenemos que J es un arco; usando
la A�rmación 1 (c), obtenemos que |Jh ∩ R(X)| = 2; por lo que, Jh es un
arco. Sean u y v los puntos �nales de J ; entonces, {u, v} = J ∩ R(X). Dado
que Jh es un arco con puntos �nales ϕ(u) y ϕ(v), podemos considerar un
homeomor�smo ϕJ : J → Jh tal que ϕJ(u) = ϕ(u) y ϕJ(v) = ϕ(v). Ahora
bien, en el caso en que |J ∩ R(X)| = 1, podemos escribir J ∩ R(X) = {w};
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entonces, se tiene que Jh∩R(Y ) = {ϕ(w)}. Si J es un arco, sabemos que w es
un punto �nal de J y ϕ(w) es un punto �nal del arco Jh. Por lo que, podemos
tomar un homeomor�smo ϕJ : J → Jh tal que ϕJ(w) = ϕ(w). Finalmente, si
J es un lazo, dado que Jh es un lazo también, y además ϕ(w) ∈ Jh, existe un
homeomor�smo ϕJ : J → Jh tal que ϕJ(w) = ϕ(w).

Entonces, podemos tomar la extensión común, Φ, de todos los homeomor-
�smos ϕJ (con J ∈ AS(X)). Claramente, Φ es un homeomor�smo entre X y
Y .

Teorema 21. Si X es una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅, entonces X tiene
n-ésimo pseudohiperespacio suspensión único.

Demostración. Por el Teorema 19, podemos suponer que X y Y no son ho-
meomorfas a una grá�ca θm, para ninguna m ∈ N. Sean Y un continuo, n ∈ N
y h : PHSn(X) → PHSn(Y ) un homeomor�smo. Entonces, por el Corolario
4.6 de [23], Y es una grá�ca �nita y Y es tal que R(Y ) 6= ∅, por el Teorema
18.

Caso 1: n = 1.
Dado que PHS1(X) es, exactamente, igual al espacio HS1(X) para cual-

quier continuo X, el resultado principal de [16] nos permite a�rmar que Y es
homeomorfa a X.

Caso 2: n ≥ 3.
Veremos que X, Y y h satisfacen las hipótesis del Lema 20.
Dado que h es un homeomor�smo, h(PHLn(X)) = PHLn(Y ); esto, recor-

dando la de�nición de PHDn(X), implica que h(PHDn(X)) = PHDn(Y ).
Por el Lema 12(a), obtenemos que para cada J ∈ AS(X), existe Jh ∈ AS(Y )
tal que:

h(qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n
X}) = qnY (〈J◦h〉n∩C1(Y ))−{F n

Y } ⊂ qnY (〈J◦h〉n)−{F
n
Y }.

Como hay una biyección entre el conjunto de componentes de PHDn(X) y el
conjunto de componentes de PHDn(Y ), obtenemos que la relación J 7→ Jh,
entre AS(X) y AS(Y ), es una biyección. Por el Lema 20, h(F n

X) = F n
Y .
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Ahora, por Lema 20, para concluir que X es homeomorfa a Y , sólo hace
falta mostrar que:

1.- si J ∈ AR(X), entonces Jh ∈ AR(Y ),
2.- si J ∈ AE(X), entonces Jh ∈ AE(Y ).
Sea J ∈ AS(X) tal que |J ∩R(X)| = 1. A continuación, mostraremos que

si J es un arco, entonces Jh es un arco (y, en concecuencia, por simetría, la
a�rmación recíproca también será verdadera). Primero, supongamos que J es
un arco; y sean v y p los puntos �nales de J , con v ∈ R(X). Sea A un subar-
co de J tal que p ∈ A y tal que v /∈ A. Por la de�nición de Jh, tenemos que
h(qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n

X}) = qnY (〈J◦h〉n∩C1(Y ))−{F n
Y }. Si Jh no es un arco,

entonces es un lazo. Sea χ = qnX(A) y ψ = h(χ) ∈ qnY (〈J◦h〉n ∩C1(Y ))−{F n
Y }.

Entonces existe B ∈ 〈J◦h〉n ∩ C1(Y ) − F1(Y ) tal que qnY (B) = ψ. Note-
mos que B es un subarco no degenerado de Jh. Usando la fórmula prin-
cipal de [33] (ver MV, p.6) podemos a�rmar que: 2n = dimA[Cn(X)] =
dimχ[PHSn(X)] = dimψ[PHSn(Y )] = dimB[Cn(Y )]; entonces, usando la
misma fórmula, podemos a�rmar que B ∩R(Y ) = ∅. Del Ejemplo 5.2 de [21],
podemos asegurar que B tiene una vecindad M en 〈J◦h〉 ∩ C1(Y ) ⊂ C1(Jh),
con las siguientes propiedades:M es una 2-celda; contiene a B en su interior
como variedad; y, M∩ F1(Y ) = ∅. En consecuencia, qnY (M) es una 2-celda,
es vecindad de ψ en qnY (〈J◦h〉n ∩ C1(Y )) − {F n

Y } y contiene a ψ en su interior
como variedad. Dado que h(F n

X) = F n
Y , (qnX)−1h−1(qnY (M)) es una vecindad

de A en 〈J◦〉n ∩ C1(X) − F1(X) ⊂ C1(J) tal que ésta es una 2-celda y que
contiene a A en su interior como variedad. Dado que, p ∈ A y p es un punto
�nal de J , el modelo de C1(J) descrito en el Ejemplo 5.1 de [21] muestra que
A no puede estar contenido en el interior como variedad de ninguna 2-celda de
C1(J); por lo que tenemos una contradicción. En conclusión, Jh tiene que ser
un arco.

Como consecuencia del hecho probado en el párrafo anterior, tenemos que si
J ∈ AS(X) satisface |J∩R(X)| = 1, entonces J es un arco si y sólo si Jh es un
arco. Y, como consecuencia de esto, si J ∈ AS(X) satisface |J ∩ R(X)| = 1,
entonces J es un lazo si y sólo si Jh es un lazo. Entonces, por el Lema 20,
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obtenemos que X es homeomorfo a Y .
Caso 3: n = 2.
Veremos que X, Y y h satisfacen las hipótesis del Lema 20. Por el Lema

12(b), las componentes de PHE2(X) son los conjuntos de la forma q2X(〈J◦, K◦〉2)−
{F 2

X}, en donde J, K ∈ AS(X). Dado que la de�nición de ∂PHL2(X) esta
dada en términos de propiedades topológicas, tenemos que h(∂PHL2(X)) =
∂PHL2(Y ). Similarmente, h(PHE2(X)) = PHE2(Y ). Por el Lema 12(b), las
componentes de PHE2(Y ) son los conjuntos de la forma q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)−{F 2

Y },
en donde Jh, Kh ∈ AS(Y ); entonces, dados J, K ∈ AS(X), existen Jh, Kh ∈
AS(Y ), tal que q2X(〈J◦, K◦〉2) − {F 2

X} = q2Y (〈J◦h, K◦h〉2) − {F 2
Y }; Por el Lema

6, F 2
X /∈ ∂PHL2(X) y F 2

Y /∈ ∂PHL2(Y ); lo cual implica que:

h(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2)) = ∂PHL2(Y ) ∩ q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)

y
h(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)) = ∂PHL2(Y )− q2Y (〈J◦h, K◦h〉2).

En consecuencia, h(PHD(J,K)) = PHD(Jh, Kh).
Dado J ∈ AS(X), tenemos que h(PHD(J, J)) = h(PHD(Jh, Kh)), para

algunas Jh, Kh ∈ AS(Y ). Usando la descripción de los modelos dados en la
sección anterior, de este capítulo, tenemos que PHD(J, J) es homeomorfo a
algún modelo de los casos: A, B o C (pp. 19-26). Dado que PHD(J, J) no es
homeomorfo a ningún modelo de los subcasos de D, E, F, G, H o I (pp. 19-26),
obtenemos que PHD(Jh, Kh) es homeomorfo a alguno de los modelos en los
casos A, B o C (pp. 19-26). Por lo que, Jh = Kh. En consecuencia, tenemos
que h(PHD(J, J)) = PHD(Jh, Jh).

Ahora, sea J ∈ AS(X). Entonces h(q2X(〈J◦〉2)−{F 2
X}) = q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)−

{F 2
Y } con Jh, Kh ∈ AS(Y ). Si suponemos que Jh 6= Kh, obtenemos que

h(PHD(J, J)) = PHD(Jh, Kh) con Jh 6= Kh, lo cual contradice el hecho
probado en el párrafo anterior; por lo que podemos a�rmar que, h(q2X(〈J◦〉2)−
{F 2

X}) = q2Y (〈J◦h〉2)−{F 2
Y }, lo cual induce una relación J 7→ Jh. Por simetría, la

relación J 7→ Jh, entre AS(X) y AS(Y ), es una biyección. Como h(q2X(〈J◦〉2)−
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{F 2
X}) = q2Y (〈J◦h〉2)− {F 2

Y }, claramente tenemos que:

h(q2X(〈J◦〉2 ∩ C1(X))− {F 2
X}) ⊂ q2Y (〈J◦h〉2).

Entonces, para mostrar, usando el Lema 20, que X es homeomorfa a Y , sólo
hace falta ver que:

1.- si J ∈ AE(X), entonces Jh ∈ AE(Y ),
2.- si J ∈ AR(X), entonces Jh ∈ AR(Y ).
Si J ∈ AE(X), entonces PHD(J, J) es homeomorfo al modelo en el ca-

so B (de la sección anterior, de este capítulo). Dado que PHD(J, J) no es
homeomorfo a ninguno de los modelos de los casos A o C, obtenemos que
PHD(Jh, Jh) es homeomorfo al modelo del caso B; por lo que, Jh ∈ AE(Y ). Si
J es un lazo, entonces PHD(J, J) es homeomorfo al modelo del caso C. Dado
que PHD(J, J) no es homeomorfo a ninguno de los modelos en los casos A o
B, obtenemos que PHD(Jh, Jh) es homeomorfo al modelo en el caso C; por lo
que, Jh es un lazo.

En conclusión, X, Y , y h satisfacen las hipótesis del Lema 20. Por lo que,
X es homeomorfo a Y .

Entonces, por los Teoremas 18 y 21 podemos enunciar, ahora, el resultado
principal de este capítulo:

Teorema 22. Sea X una grá�ca �nita, entonces X tiene n-ésimo pseudohi-
perespacio suspensión único, para cada n ∈ N.



Capítulo 3

PHSn(X) de Dendritas

En este capítulo se demostrará que las dendritas cuyo conjunto de puntos
extremos es cerrado son PHSn-determinadas; es decir, se demostrará que, si
X y Y son dos dendritas cuyos conjuntos de puntos extremos son conjuntos
cerrados, entonces el hecho de que PHSn(X) sea homeomorfo a PHSn(Y )
implica que X es homeomorfo a Y .

La idea de esta demostración es, en esencia, la misma que para grá�cas
�nitas; es decir, siX y Y son dos dendritas cuyos conjuntos de puntos extremos
son cerrados, con la propiedad de tener n-ésimo pseudohiperespacio suspensión
homeomorfos, entonces, dada una arista, J de X, que no es otra cosa que un
arco libre maximal de X, se prueba que los subconjuntos, de PHSn(X), de
la forma qnX(〈J◦〉n)− {F n

X} preservan su estructura bajo homeomor�smos; es
decir, que la imagen de dichos subconjuntos se puede escribir como qnY (〈K◦〉n)−
{F n

Y }, en donde K resulta ser una arista de Y . Usando esto y trabajando los
casos n = 2 y n 6= 2 de manera particular, se construye un homeomor�smo,
h, entre los espacios X − Ea(X) y Y − Ea(Y ), que no son otra cosa que los
conjuntos de puntos de X y Y que tienen una grá�ca �nita como vecindad; con
lo cual, y usando el hecho de que tanto X como Y tienen conjunto de puntos
extremos cerrados, se extiende el homeomor�smo h a un homeomor�smo entre
X y Y .

43
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3.1. De�niciones técnicas

A continuación de�niremos ciertos subconjuntos de PHSn(X) con los cua-
les trabajaremos a lo largo de este capítulo; la mayoría de estos conjuntos
tienen su análogo en el capítulo anterior.

A la familia de dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado la
denotaremos con el símbolo D.

Las aristas de una dendrita serán los arcos libres maximales; denotémoslas
como:

AS(X) = {J ⊂ X : J es un arco libre maximal}.

A las aristas que sólo contienen un punto de rami�cación deX las denotaremos
como:

AE(X) = {J ∈ AS(X) : | J ∩R(X) |= 1}.
Sean X una dendrita de la familiaD y n ∈ N. Recordemos que en el primer

capítulo se de�nió al conjunto Ea(X) como el conjunto de puntos extremos de
acumulación de una dendrita X. De�namos:

Mn(X) = {A ∈ Cn(X) : A /∈ Cn−1(X), A ∩R(X) = ∅ y A ∩ Ea(X) = ∅};

Ln(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindadM en Cn(X)

tal queM es una 2n-celda};

∂Ln = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindadM en Cn(X)

tal queM es una 2n-celda y A pertenece a la frontera

como variedad deM};
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PHLn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ tiene una vecindadM en PHSn(X)

tal queM es una 2n-celda};

∂PHLn = {χ ∈ PHSn(X) : χ tiene una vecindadM en PHSn(X)

tal queM es una 2n-celda y χ pertenece a la frontera

como variedad deM};

Dn(X) = {A ∈ Cn(X) : A /∈ Ln(X) y A tiene una base B de vecindades

en Cn(X) tal que para cada U ∈ B, dim(U) ≤ 2n, y U ∩ Ln(X)

es arcconexo};

PHDn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ /∈ PHLn(X) y χ tiene una base B
de vecindades en PHSn(X) tal que para cada U ∈ B,
dim(U) ≤ 2n, y U ∩ PHLn(X) es arcconexo};

PHEn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : dimχ[PHSn(X)] = 2n}.

Para J , K ∈ AS(X) de�namos:

D(J,K) = clC2(X)(∂L2(X) ∩ 〈J◦, K◦〉2) ∩ clC2(X)(∂L2(X)− 〈J◦, K◦〉2);

y también, el siguiente conjunto:

PHDD(J,K) = clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2))
∩clPHS2(X)(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)).
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3.2. Resultados preliminares

Lema 23. Sean X un elemento de la familia D, n ∈ N y A ∈ Cn(X).
Entonces las siguientes tres condiciones son equivalentes:

1.- dimA [Cn(X)] es �nita,
2.- existe una grá�ca �nita D contenida en X tal que A ⊂ D◦,
3.- A ∩ Ea(X) = ∅.

Demostración. Primero supongamos que A ∩ Ea(X) 6= ∅. Entonces podemos
tomar a ∈ A ∩ Ea(X). Dado que X ∈ D, existe una sucesión {ai}∞i=1 de
elementos de R(X), tal que ĺım ai = a; esto implica que no existe una grá�ca
�nita en X tal que A esté contenida en su interior.

Ahora supongamos que A ∩ Ea(X) = ∅. Dado que X ∈ D, Ea(X) es un
conjunto cerrado de X; por lo que, podemos tomar dos conjuntos abiertos U
y V de X, tales que A ⊂ U y Ea(X) ⊂ V . Usando la normalidad de X y el
Teorema del borde en la frontera, podemos tomar un elemento B de Cn(X) tal
que A ⊂ B◦ ⊂ U . A continuación, probaremos que B ∩ R(X) es un conjunto
�nito . Si X es un árbol la a�rmación es obvia. Supongamos, entonces, que
X no es un árbol y que B ∩ R(X) es un conjunto in�nito; en consecuencia,
U ∩ R(X) es un conjunto in�nito; lo cual implica que existe una sucesión
convergente {ai}∞i=0 ⊂ X tal que ai ∈ U ∩ R(X) para cada i ∈ N. Dado que
X ∈ D por [2, Proposición 3.4], tenemos que ĺım ai ∈ Ea(X). Como V es un
conjunto abierto de X y ĺım ai ∈ Ea(X) ⊂ V , existe i0 ∈ N tal que ai0 ∈ V ,
lo cual implica que U ∩ V 6= ∅, claramente una contradicción. De lo anterior
podemos a�rmar que, B ∩ R(X) es un conjunto �nito. Dado que X ∈ D,
por [2, Teorema 3.2], cada componente Bj de B es un elemento de D y, como
B ∩ R(X) es un conjunto �nito, obtenemos que Bj ∩ R(X) es un conjunto
�nito, por lo que, ninguna de las componentes Bj contiene una copia de W0.
Por otro lado usando [2, Teorema 3.3], tenemos queX no contiene copia alguna
de Fω, por lo que B no contiene copia alguna de Fω; en consecuencia, por el
Teorema 3.3 de [2], las componentes de B son árboles. Como X ∈ D, podemos
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tomar una cantidad �nita de arcos R1, . . . Rk, de modo que Ri ∩ Ea(X) = ∅,
tales que conecten a las componentes de B; por lo que, B ∪

(
∪ki=1Ri

)
es una

grá�ca �nita que contiene a A en su interior.
De lo anterior, tenemos que el teorema es una consecuencia directa de [12,

Teorema 4].

Lema 24. Sean X un elemento de la familia D, χ ∈ PHSn(X) − {F n
X} y

B ∈ Cn(X)− F1(X) tales que qnX(B) = χ. Entonces:

dimχ[PHSn(X)] =

{
2n+

∑
q∈R(X)∩B(ordX(q)− 2), si B ∩ Ea(X) = ∅,

∞, si B ∩ Ea(X) 6= ∅.

Demostración. Primero, supongamos que B ∩ Ea(X) = ∅. Entonces, por el
Lema 23, existe una grá�ca �nita D tal que B ⊂ D◦ ⊂ X; por lo que,
Cn(D) es una vecindad de B en Cn(X), lo cual implica que dimB[Cn(D)] =
dimB[Cn(X)]. Por otro lado, qnX : Cn(X)−F1(X)→ PHSn(X)−{F n

X} es un
homeomor�smo y, como F1(X) es un conjunto cerrado en Cn(X), obtenemos
que dimχ[PHSn(X)]= dimB[Cn(X)]. Finalmente, usando la formula princi-
pal de [33] (ver MV, p.6), obtenemos que dimχ[PHSn(X)]= dimB[Cn(X)]=
dimB[Cn(D)] = 2n+

∑
q∈R(D)∩B(ordX(q)−2) = 2n+

∑
q∈R(X)∩B(ordX(q)−2).

Ahora supongamos que B∩Ea(X) 6= ∅. Entonces, por el Lema 23, obtene-
mos que dimB[Cn(X)] =∞. Otra vez, observemos que, qnX : Cn(X)−F1(X)→
PHSn(X) − {F n

X} es un homeomor�smo y F1(X) es un conjunto cerrado en
Cn(X), en consecuencia, dimχ[PHSn(X)]= dimB[Cn(X)] =∞.

Los dos siguientes lemas son un caso particular de los Lemas 32 y 33 de
[12], respectivamente. En [12] dichos lemas están enunciados para continuos
localmente conexos, aquí los presentamos para elementos de D.

Lema 25. Sea X una dendrita de la familia D. Entonces ∂L2 = {A ∈
C2(X) : (A es conexo) o (A tiene una componente degenerada) o (A contiene
un punto extremo de X y A ∈ 〈J◦, K◦〉2, con J y K elementos de AS(X))}.
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Lema 26. Sean X una dendrita de la familia D y J , K∈ AS(X). Entonces
D(J,K) ={{p} ∪ A : (p ∈ fr(J) y A ∈ C1(K)) o (p ∈ frX(K) y A ∈
C1(J))}.

Lema 27. Sean X una dendrita de la familia D, n ∈ R y A ∈ Cn(X)−F1(X).
Si A ∩R(X) 6= ∅, entonces dimqnX(A)[PHSn(X)] ≥ 2n+ 1.

Demostración. La demostración de este lema se sigue inmediatamente del Le-
ma 24.

Lema 28. Sean X una dendrita de la familia D y n ∈ N. Entonces, para cada
vecindad U de F n

X en PHSn(X), tenemos que dim[U ] ≥ 2n+ 1.

Demostración. Sean U una vecindad abierta de F n
X en PHSn(X) y V =

(qnX)−1(U). Entonces V es abierto en Cn(X). Fijemos un punto p ∈ R(X).
Dado que {p} ∈ V , podemos tomar un arco A en X tal que p ∈ A y A ∈ V ;
por lo que, qnX(A) ∈ U . Notemos que dimqnX(A)[PHSn(X)] ≤ dim[U ]. En con-
secuencia, por el Lema 24, 2n+ 1 ≤ dim[U ].

Los siguientes dos lema pueden encontrarse en [15] (Lemas 3.3 y 3.6).

Lema 29. Sean X una dendrita de la familia D y n ∈ N. EntoncesMn(X) ⊂
Ln(X).

Lema 30. Sean X una dendrita de la familia D y n ≥ 3. EntoncesMn(X) =
Ln(X).

Lema 31. Sea X una dendrita de la familia D tal que R(X) 6= ∅. Entonces
qnX(Ln(X)− F1(X)) = PHLn(X).

Demostración. Dado que qnX |Cn(X)−F1(X): Cn(X) − F1(X) → PHSn(X) −
{F n

X} es un homeomor�smo, y Cn(X)−F1(X) y PHSn(X)−{F n
X} son abiertos

en Cn(X) y PHSn(X), respectivamente, obtenemos que qnX(Ln(X)−F1(X)) =
PHLn(X) − {F n

X}. Dado que R(X) 6= ∅, usando el Lema 28, PHLn(X) −
{F n

X} = PHLn(X).
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El siguiente lema puede encontrarse en [15] (Lema 3.7).

Lema 32. Sean X una dendrita de la familia D y n ≥ 3. Entonces Dn(X) =
{A ∈ Cn(X) : A ∈ C1(X), A ∩ Ea(X) = ∅ y A ∩R(X) = ∅}.

Lema 33. Sean X un elemento de la familiaD y n ≥ 3. Entonces PHDn(X)=
{qnX(A) ∈ PHSn(X) : A ∈ C1(X)− F1(X) y A ∩R(X) = ∅}.

Demostración. Primero veamos que: PHDn(X)−{F n
X} = {qnX(A) ∈ PHSn(X)

: A ∈ C1(X)−F1(X) y A∩R(X) = ∅}. Sea χ = qnX(A) ∈ PHDn(X)−{F n
X}.

Entonces A ∈ Cn(X)−F1(X) y dimA[Cn(X)]= dimχ[PHSn(X)] ≤ 2n. Usan-
do el Lema 27 concluimos que A ∩ R(X) = ∅. Dado que χ /∈ PHLn(X)
tenemos que A /∈ Ln(X). Sea B una base de vecindades en PHSn(X) co-
mo en la de�nición de PHDn(X). Dado que χ 6= F n

X , podemos suponer que
F n
X /∈ U , para cada U ∈ B. Por el Lema 31, Para cada U ∈ B, (qnX)−1(U ∩
PHLn(X)) = (qnX)−1(U) ∩ (qnX)−1(PHLn(X)) = (qnX)−1(U) ∩ (Ln(X) −
F1(X))= (qnX)−1(U) ∩ Ln(X). Por lo que, (qnX)−1(U) ∩ Ln(X) es arcocone-
xo. Lo cual implica que, {(qnX)−1(U) : U ∈ B} es una base de vecindades
de A en Cn(X), como en la de�nición de Dn(X). Por lo cual, A ∈ Dn(X).
Por el Lema 32, A ∈ C1(X), A ∩ R(X) = ∅ y A ∩ Ea(X) = ∅. En con-
clusión, hemos probado que PHDn(X) − {FX

n } ⊂ {qnX(A) ∈ PHSn(X) :
A ∈ C1(X) − F1(X) y A ∩ R(X) = ∅}. La inclusión inversa se prueba con
argumentos similares. Ahora por el Lema 28, F n

X /∈ PHDn(X). Por lo que
PHDn(X) = {qnX(A) ∈ PHSn(X) : A ∈ C(X) − F1(X) y A ∩ R(X) =
∅}.

Lema 34. Sea X una dendrita de la familia D. Entonces
(a) Si n ≥ 3 y R(X) 6= ∅ entonces las componentes de PHDn(X) son los

conjuntos de la forma qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X))− {F n
X}, en donde J ∈ AS(X);

(b) si R(X) 6= ∅ entonces las componentes de PHEn(X) son los conjuntos
de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)−{F n

X}, en donde J◦1 , ..., J
◦
m ∈ AS(X), y m ≤ n;

(c) si R(X) 6= ∅ entonces las componentes de PHL1(X) son los conjuntos
de la forma qnX(〈J◦〉1)− {F n

X}, en donde J ∈ AS(X).
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Demostración. (a) Por el Lema 33, PHDn(X) =
⋃
{qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X)) −

{F n
X} : J ∈ AS(X)}. Dado que los conjuntos de la forma qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−

{F n
X}, en donde J ∈ AS(X), son conexos, abiertos en PHDn(X) y ajenos entre

sí, concluimos que son, de hecho, las componentes de PHDn(X).
(b) Sean A ∈ PHEn(X) − {F n

X} y B ∈ Cn(X) tales que A = qnX(B).
Entonces dimA[PHSn(X)] = 2n, por lo que, por el Lema 24 B ∩ R(X) = ∅.
Entonces, A ∈ qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)− {F n

X} para algunas J1, ..., Jm ∈ A(X). Por
el Lema 27, F n

X /∈ PHEn(X); lo cual nos permite asegurar que, PHEn(X) =⋃
{q1X(〈J◦1 , ..., J◦m〉n) − {F n

X} : J1, ..., Jm ∈ AS(X)}. El resto de la prueba
prosigue igual que la parte (a).

(c) Por (b) PHE1 =
⋃
{q1X(〈J◦〉1)−{F 1

X} : J ∈ AS(X)}, por el Ejemplo
5.1 en [21] 〈J〉1 es una 2-celda tal que contiene a F1(J) en su frontera como
variedad; por lo que tenemos, que cada elemento en q1X(〈J◦〉1)−{F 1

X} tiene una
vecindad que es una 2-celda. En consecuencia, PHE1(X) ⊂ PHL1(X). Por
otra parte, usando los Lemas 24 y 28 tenemos que PHE1(X) ⊃ PHL1(X).
En conclusión, PHE1(X) = PHL1(X). Dado que los conjuntos de la forma
q1X(〈J◦〉1)− {F 1

X}, en donde J ∈ AS(X), son conexos, abiertos en PHLn(X)
y mutuamente ajenos, concluimos que son las componentes de PHL1(X).

Lema 35. Sean X ∈ D y J,K ∈ AS(X). Entonces PHDD(J,K) = {q2X({p}∪
G) | (p ∈ frX(J) y G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y G ∈ E(J))}.

Demostración. Notemos que, usando los Lemas 25, 26 y 31, la prueba de este
resultado es exactamente igual a la prueba del Lema 15 del capítulo anterior
de esta tesis.

Lema 36. Sean X, Y ∈ D tales que R(X) 6= ∅ 6= R(Y ); J, K ∈ AS(X) y L ∈
AS(Y ). Si J 6= K entonces PHDD(J,K) no es homemorfo a PHDD(L,L).

Demostración. Sean G un árbol (grá�ca �nita sin curvas cerradas simples) y
J ′, K ′ y L′, elementos de AS(G), tales que J ′ 6= K ′, | J ′ ∩ K ′ |=| J ∩ K |,
| frG(J ′) |=| frX(J) |, | frG(K ′) |=| frX(K) | y | frG(L′) |=| frX(L) | .
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Observemos que, usando la descripción del conjunto PHDD(J,K) dada en el
Lema 35 y usando el Lema 15 de esta tesis, podemos a�rmar que PHDD(J,K)
es homeomorfo al conjunto PHD(J ′, K ′) (de�nido en el capítulo anterior de
esta tesis). Asimismo, PHDD(L,L) es homeomorfo al conjunto PHD(L′, L′).
Ahora, usando los modelos del conjunto PHD(J, I) (presentados en la Sección
2.3 del Capítulo 2) concluimos que, dado que J 6= K, PHDD(J,K) no es
homeomorfo a PHDD(L,L).

3.3. Resultado principal

En esta sección presentaremos el resultado principal de este capítulo: las
dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado son PHSn-determinadas.

De�nición 37. Sean X ∈ D y {ai}∞i=1 una sucesión en X tal que ai ∈ R(X) y
ai 6= aj, si j 6= i. La sucesión {ai}∞i=1 será llamada una sucesión consecutiva si
existe un conjunto {Ki} de elementos de AS(X) tales que R(Ki) = {ai, ai+1}.
Notemos que, como consecuencia inmediata de la de�nición, tenemos que Ki∩
Ki+1 = {ai+1}.

Lema 38. Sean X y Y dendritas pertenecientes a la familia D. Si existen
funciones biyectivas φ : R(X) → R(Y ) y ψ : A(X) → A(Y ), con la si-
guiente propiedad: ψ(A) = B implica que φ(R(A)) = R(B); entonces, X es
homeomorfo a Y .

Demostración. Sea A ∈ A(X). Consideremos |A ∩ R(X)| = 2. Sean A ∩
R(X) = {u, v} y B ∈ A(Y ) tal que ψ(A) = B. Además, sea hA un homeo-
mor�smo entre A y B tal que hA(u) = φ(u) (lo cual implica que hA(v) = φ(v)).
En caso que |A ∩R(X)| = 1, consideremos A ∩R(X) = {u} y B ∈ A(Y ) tal
que ψ(A) = B. Denotemos como hA un homeomor�smo entre A y B tal que
hA(u) = φ(u).

Sea hI la extensión común de todos los homeomor�smos hA. Entonces hI es
un homeomor�smo entre X −Ea(X) y X −Ea(Y ). Notemos que si {ai}∞i=1 es
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una sucesión consecutiva enX entonces {hI(ai)}∞i=1 es una sucesión consecutiva
en Y .

A continuación de�niremos la función he, que será una función de Ea(X)
en Ea(Y ). Sean a un elemento de Ea(X) y {ai}∞i=1 una sucesión consecutiva tal
que ĺım ai = a. Ahora, de�namos he(a) = ĺımhI(ai). Observemos que esto da
lugar a una función bien de�nida: dado que {hI(ai)}∞i=1 es una sucesión conse-
cutiva y dado que Y ∈ D, tenemos que ĺımhI(ai) existe y, además, ĺımhI(ai)
pertenece al conjunto Ea(Y ). Ahora, veremos que he es, de hecho, una biyec-
ción. Sean {ai}∞i=1 y {bi}∞i=1 sucesiones consecutivas tales que ĺım{ai} = a y
ĺım{bi} = b. Supongamos que he(a) = he(b), entonces ĺımhI(ai) = ĺımhI(bi);
por lo cual y, dado que {hI(ai)}∞i=1 y {hI(bi)}∞i=1 son sucesiones consecutivas,
existen i0 y j0 en N tales que aseguran la igualdad de los conjuntos {hI(ai)}∞i=i0
y {hI(bi)}∞i=j0 y, dado que hI es un homeomor�smo, obtenemos que los conjun-
tos {ai}∞i=i0 y {bi}

∞
i=j0

son iguales, en consecuencia, sus límites también lo son.
Por lo que a = b. En conclusión, la función he es inyectiva. Para ver que he es
sobreyectiva, basta ver que para cada elemento s en Ea(Y ), existe una sucesión
consecutiva {si}∞i=1 la cual converge a éste; de modo que h−1I ({si}∞i=1) es una
sucesión consecutiva, la cual tiene un límite digamos z, por lo que he(z) = s.
En consecuencia he es sobreyectiva.

Ahora, sea h función de X en Y , de�nida como sigue:

h(x) =

{
hI(x) si x ∈ X\Ea(X),

he(x) si x ∈ Ea(X).

A continuación mostraremos que h es una función continua. Claramente, si
x ∈ A ∈ AS(X), entonces h es continua en x. Sean a ∈ Ea(X), {ri}∞i=1

una sucesión tal que {ri}∞i=1 converge a a, {ai}∞i=1 una sucesión consecutiva
en X tal que {ai}∞i=1 converge a a y b = ĺım(h(ai)). Entonces, por de�nición:
h(a) = b. Ahora, para probar que h es continua veremos que ĺım(h(ri)) = b.
Supongamos que {h(ri)}∞i=1 no converge a b. Esto implica que existe un ε > 0
tal que X\B(ε, b) contiene un número in�nito de elementos de {h(ri)}∞i=1;
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de�namos bi = h(ai) y sea S = [X\B(ε, b)] ∩ {h(ri)}∞i=1. Para cada elemento
sj ∈ S, tomemos el arco sjb y de�namos el orden natural en éste (el orden
natural en el cual si < b). Ahora, tomemos el subarco sjb′j, en donde b′j es

el mínimo elemento (en el orden natural previamente de�nido en sjb) que
pertenece al conjunto {bi}∞i=1 ∩ {sjb}.

Sea j0 un número natural, a�rmamos que el conjunto {si ∈ S : {sibj0} ∩
{bi}∞i=1 = {bj0}} no es in�nito. Probemos esta a�rmación: Supongamos, por
el contrario, que el conjunto Ej0 = {si ∈ S : {sibj0} ∩ {bi}∞i=1 = {bj0}} es
in�nito, para alguna j0 ∈ N. Dado que estamos suponiendo que el conjunto
Ej0 es in�nito, para alguna j0, entonces, debe de existir un subconjunto S ′ de
S tal que para cada elemento s′k de S

′, se tiene que, en el orden natural dado
al arco s′ib, el primer elemento que pertenece a {bi}∞i=1 es bj0. Ahora, tomemos
el conjunto h−1(S ′), dado que h es una biyección, entonces h−1(S ′) es un
conjunto in�nito. Tomemos los arcos h−1(s′k)h

−1(bj0), notemos que el único
elemento de la sucesión {ai}∞i=1 que también pertenece a la unión de los arcos
h−1(s′k)h

−1(bj0) es aj0, lo cual implica que a no es ninguno de los elementos de
h−1(S ′); sin embargo, dado que h−1(S ′) es un conjunto in�nito, éste debe de
tener al menos un punto de acumulación, lo cual implica que {ri}∞i=1 tiene al
menos dos puntos de acumulación; lo cual, es una contradicción; por lo que la
a�rmación está probada.

Ahora, para cada bi ∈ {bj}∞j=1, tomemos si tal que es uno de los elementos

de S de tal forma que bi es el primer elemento en el conjunto {sib} ∩ {bi}∞i=1,
en el orden natural previamente dado al arco sib, y tomemos los arcos sibi.
Notemos que sibi ∩ sjbj = ∅ si i 6= j. Dado que X es hereditariamente local-
mente conexo la sucesión {sibi}∞i=1 converge a un continuo degenerado, {p}.
Dado que {bi}∞i=1 converge a b y cada sibi tiene un elemento de la sucesión
{bi}∞i=1, la sucesión {si}∞i=1 debe también de converger a b; pero, dado que
{si}∞i=1 ⊂ X\B(ε, b) tenemos que {si}∞i=1 no puede converger a b; lo cual es
una contradicción. Por lo que la sucesión {h(ri)}∞i=1 tiene que converger a b.
En conclusión h es una función continua.



CAPÍTULO 3. PHSn(X) DE DENDRITAS 54

Por lo anterior tenemos que h es una biyección continua de X en Y ; en
donde, en particular, X es compacto y Y Hausdor�; por lo tanto h es un
homeomor�smo.

El siguiente lema será útil en la demostración del Lema 40.

Lema 39. Sean Y un elemento de D y α : [0, 1]→ Cn(Y ) un arco de Cn(Y )
tal que α(t) ∩ Ea(Y ) = ∅ para cada t ∈ [0, 1]. Entonces

(
∪t∈[0,1]α(t)

)
∩ R(Y )

es un conjunto �nito.

Demostración. Supongamos que
(
∪t∈[0,1]α(t)

)
∩R(Y ) es un conjunto in�nito.

Dado que
(
∪t∈[0,1]α(t)

)
∩R(Y ) ⊂ ∪t∈[0,1]α(t), tenemos que ∪t∈[0,1]α(t) contiene

una cantidad in�nita de elementos de R(Y ); llamémosle S. Por el Lema 7.2
de [27] tenemos que ∪t∈[0,1]α(t) es un elemento de Cn(Y ); de modo que, el
hecho que Y ∈ D y S ⊂ ∪t∈[0,1]α(t) implica que ∪t∈[0,1]α(t) ∩ Ea(Y ) 6= ∅. De
donde se tiene que existe t0 ∈ [0, 1] tal que α(t0) ∩ Ea(Y ) 6= ∅, lo cual es una
contradicción. En conclusión

(
∪t∈[0,1]α(t)

)
∩R(Y ) es un conjunto �nito.

La prueba del siguiente lema es muy parecida a la prueba del Lema 3.1 de
[16]; sin embargo, en la prueba del Lema 3.1 de [16] se usa fuertemente que el
conjunto R(X), en donde X es una grá�ca �nita, es �nito; dado que nosotros
estamos trabajando con dendritas no tenemos esto; por lo que usaremos el
Lema 39 para solventar el problema y adaptar los argumentos. Para mayor
completitud de esta tesis presentamos la prueba completa.

Lema 40. Sean X y Y ∈ D. Supongamos que R(X) 6= ∅. Sea h : PHSn(X)→
PHSn(Y ) un homeomor�smo. Supongamos que para cada J ∈ AS(X), existe
Jh ∈ AS(Y ) tal que h(qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X)) − {F n

X}) ⊂ qnY (〈J◦h〉n) y AS(Y ) =
{Jh : J ∈ AS(X)}. Entonces:

(A) para cada J ∈ AS(X), h(qnX(〈J◦〉n − {F n
X}) = qnY (〈J◦h〉n)− {F n

Y };
(B) para cada J ∈ AS(X), h−1(qnY (〈J◦h〉n∩C1(Y ))−{F n

X}) ⊂ qnX(〈J◦〉n)−
{F n

X};
(C) la relación J 7→ Jh es una biyección entre AS(X) y AS(Y );
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(D) h(F n
X) = F n

Y ;
(E) X es homeomorfo a Y .

Demostración. Primero, observemos que, por el Teorema 18 del capítulo ante-
rior, tenemos que R(Y ) 6= ∅. Por el Lema 34(b), las componentes de PHEn(X)
son los conjuntos de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)− {F n

X}, en donde J1, ..., Jm ∈
AS(X) y m ≤ n; por lo que, los argumentos para probar (A), (B) y (C), en el
caso n ≥ 2, son exactamente iguales a los argumentos usado para probar (A),
(B) y (C) del Lema 16 de la sección anterior; en el caso n = 1, (A) y (B) se
siguen inmediatamente del Lema 34(c) (el punto (C) se prueba igual que en el
caso anterior).

A continuación probaremos (D). Primero, veamos que:
{F 2

X} =
⋂
{clPHSn(X)(h(q2X(〈J◦〉n)={F n

X})) : J ∈ AS(X)}.
Dado J ∈ AS(X), tenemos que cada elemento de la forma {p}, en donde

p ∈ J◦, puede ser aproximado por elementos de 〈J◦〉n=F1(X), por lo que {p} ∈
clCn(X)(〈J◦〉n=F1(X)); esto implica que F n

X ∈ clPHSn
(qnX(〈J◦〉n)={F n

X}). Aho-
ra, supongamos que existe un elemento χ ∈

⋂
{clPHSn(X)(h(qnX(〈J◦〉n)={F n

X})) :
J ∈ AS(X)} − {F n

X}. Fijemos J0 ∈ As(X). Entonces existe una sucesión
{Am}∞m=1 de elementos en 〈J◦0 〉n, tal que ĺım qnX(Am) = χ; podemos supo-
ner que ĺımAm = A para alguna A ∈ 〈J0〉n ∩ Cn(X); dado que χ 6= F n

X

y qnX(A) = χ, obtenemos que A ∈ Cn(J0) − F1(J0). Dado que X no es
un arco y puesto que X ∈ D, tenemos dos casos posibles: A ∩ J◦0 6= ∅ o
A ⊂ R(X)∩ J0. Sea J1 ∈ AS(X) tal que J0 6= J1. Consideremos el primer ca-
so: A∩J◦0 6= ∅; argumentado de igual manera que para J0, podemos a�rmar que
existe D ∈ Cn(J1)−F1(J1) tal que q

n
X(D) = χ; ya que χ 6= F n

X , obtenemos que
A = D. Entonces J◦0 ∩J1 6= ∅; lo cual es claramente una contradicción. Ahora,
consideremos el segundo caso: A ⊂ R(X)∩J0. Sea J1 ∈ AS(X) tal que J0 6= J1;
dado que A /∈ F1(X) y A ⊂ R(X)∩J0 tenemos que A tiene que ser un conjunto
de dos elementos; argumentado de igual manera que para J0, podemos a�rmar
que existe D ∈ Cn(J1)−F1(J1) tal que q

n
X(D) = χ; dado que χ 6= F n

X , obtene-
mos que A = D; lo cual implica que D ⊂ R(X)∩ J0. Entonces J0 ∪ J1 es una
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curva cerrada simple en X ∈ D; claramente una contradicción. Un argumento
similar muestra que {F n

Y } =
⋂
{clPHS2(Y )(h(q2Y (〈J◦〉2)={F 2

Y })) : J ∈ AS(Y )}.
Entonces:

h({F n
X}) =⋂

{clPHSn(Y )(h(qnX(〈J◦〉n)={F n
X})) : J ∈ AS(X)} =⋂

{clPHSn(Y )(q
n
Y (〈J◦h〉n)={F n

Y }) : J ∈ AS(X)} =⋂
{clPHSn(Y )(q

n
Y (〈J◦h〉n)={F n

Y }) : Jh ∈ AS(Y )} = {F n
Y },

por lo que h({F n
X}) = {F n

Y }.
DadoA ∈ Cn(X)−F1(X), qnX(A) 6= F n

X . Entonces, h(qnX(A)) 6= F n
Y y existe

un único DA ∈ Cn(Y ) − F1(Y ) tal que h(qnX(A)) = qnY (DA). Notemos que la
relación A 7→ DA es un homeomor�smo entre Cn(X)−F1(X) y Cn(Y )−F1(Y ).
Por lo que, dimA[Cn(X)] = dimqnX(A)[PHSn(X)] = dimh(qnX(A))[PHSn(Y )] =
dimDA

[Cn(Y )].
Dados J ∈ AS(X) y v ∈ J∩R(X), seanKn(J,X) = clCn(X)(〈J◦〉n)−F1(X)

y K(v, J) = {A ∈ Kn(J,X) : A ∩R(X) = {v}}.
Observación 1. Puesto que X ∈ D, tenemos que si J ∈ AS(X), entonces

J ∩Ea(X) = ∅; por lo que, usando el Lema 23, existe una grá�ca �nita D tal
que J ⊂ D◦; por lo que Kn(J,X) = Kn(J,D), J ∩R(X) = J ∩R(D) y si A ∈
Kn(J,X), entonces dimA(Cn(X)) = dimA(Cn(D)); también, si v ∈ J ∩R(X)
entonces tenemos que K(v, J) = {A ∈ Kn(J,D) : A ∩R(D) = {v}}.

Observación 2. Ya que Jh ∈ AS(Y ) y como Y ∈ D, tenemos que Jh ∩
Ea(Y ) = ∅; por lo que, usando el Lema 23, existe una grá�ca �nita Dh tal
que Jh ⊂ D◦h. De aquí que Kn(Jh, X) = Kn(Jh, Dh) y Jh ∩ R(Y ) = Jh ∩
R(Dh). También, si A ∈ Kn(J,X) entonces (qnY )−1 ◦ h ◦ qnX(A) ∈ Kn(Jh, Y ) y
dim(qnY )

−1◦h◦qnX(A)(Cn(Y )) = dim(qnY )
−1◦h◦qnX(A)(Cn(Dh)).

A�rmación 1. Sea J ∈ AS(X). Entonces
(a) Kn(Jh, Y ) = {DA ∈ Cn(Y )− F1(Y ) : A ∈ Kn(J,X)};
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(b) {dimA[Cn(X)] : A ∈ Kn(J,X)} = {dimB[Cn(Y )] : B ∈ Kn(Jh, X)};
(c) |J ∩R(X)| = |Jh ∩R(Y )|;
(d) si A ∈ Kn(J,X), entonces |A ∩R(X)| = |DA ∩R(Y )|.
Prueba de la a�rmación 1: Usando la Observación 1, la A�rmación 1 se

sigue de la A�rmación 1 contenida en la prueba del Lema 20 de esta Tesis.
A�rmación 2. Sean J ∈ AS(X) y {v} ∈ J ∩ R(X). Entonces el conjunto

K(v, J) = {A ∈ Kn(J,X) : A ∩R(X) = {v}} es arconexo.
Prueba de la a�rmación 2: Usando la Observación 2, la A�rmación 2 se

sigue de la A�rmación 2 contenida en la prueba del Lema 20 de esta Tesis.
Dado v ∈ R(X), sea J ∈ AS(X) tal que v ∈ J . Sean K(v, J) como en la

A�rmación 2 y A ∈ K(v, J). Por la A�rmación 1, DA ∈ Kn(Jh, Y ) y, además,
existe un único punto vh(A) ∈ R(Y ) ∩DA. Notemos que vh(A) ∈ Jh.

A�rmamos que vh(A) no depende de A y, de hecho, a�rmamos que no
depende de la elección de J ; en otras palabras, si K ∈ AS(X) y E ∈ K(v,K),
entonces vh(A) = vh(E). Para probar esto, tomemos J , K, A y E, como las
acabamos de describir. Tomemos un subarco A1 de J tal que A1 6= J y tal
que v sea un punto �nal de A1. Notemos que A1 ∈ K(v, J). Similarmente,
existe E1 ∈ K(v,K) tal que E1 es conexo. Usando la A�rmación 2, K(v, J) y
K(v,K) son arcoconexos. Por lo que, existen funciones αA : [0, 1] → K(v, J)
y αE : [0, 1] → K(v,K) tales que αA(0) = A, αA(1) = A1, αE(0) = E1, y
αE(1) = E. Es fácil construir una función, α0, tal que α0 : [0, 1]→ C(A1∪E1),
α0(0) = A1, α0(1) = E1, y, para cada t ∈ [0, 1], α0(t) ∩ R(X) = {v} y
α0(t) /∈ F1(X). De�namos α : [0, 1]→ C(A1 ∪E1)∪K(v, J)∪K(v,K) como:

α(t) =


αA(3t), si 0 ≤ t ≤ 1

3 ;

α0(3t− 1), si 1
3 ≤ t ≤ 2

3 ;

αE(3t− 2), si 2
3 ≤ t ≤ 1.

Claramente, α(0) = A, α(1) = E, α es continua y, para cada t ∈ [0, 1],
α(t) ∩R(X) = {v}. Sea i0 el orden de X en v.
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Por la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6), para cada t ∈ [0, 1], 2n <
2n+(i0−2) = dimα(t)[Cn(X)] = dimqnX(α(t))[PHSn(X)] = dimh(qnX(α(t)))[PHSn(Y )] =
dim(qnY )

−1(h(qnX(α(t))))[Cn(Y )]. Sea T = {t ∈ [0, 1] : vh(A) ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t))))}.
Es claro que T es un subconjunto cerrado de [0, 1] y 0 ∈ T . Mostraremos que,
de hecho, T = [0, 1]. Supongamos lo contrario, es decir, T 6= [0, 1]. Sea R una
componente de [0, 1] − T . Entonces, si t0 = ı́nf R tenemos que t0 ∈ T ; por
lo que existe una sucesión {rm}∞m=1, de elementos de R, tal que ĺım rm = t0.
Supongamos que el orden de Y en el punto de rami�cación vh(A) es j; cla-
ramente j ≥ 3. Usando la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6), obtene-
mos que (qnY )−1(h(qnX(α(t)))) intersecta a R(Y ), para cada t ∈ [0, 1]. Por
el Lema 39, (qnY )−1(h(qnX(α(rm)))) ∩ R(Y ) es un conjunto �nito; por lo que
podemos suponer que existe w ∈ R(Y ) tal que w ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(rm)))),
para cada m ∈ N. Esto implica que w ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t0)))). Dado que
dim(qnY )

−1(h(qnX(α(0))))[Cn(Y )] = 2n + (i0 − 2) y, como el único punto de rami-
�cación de Y en (qnY )−1(h(qnX(A))) = (qnY )−1(h(qnX(α(0)))) = DA es vh(A),
por la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6), el orden de Y en vh(A) es i0;
así, j = i0. Dado que r1 /∈ T , tenemos que vh(A) /∈ (qnY )−1(h(qnX(α(r1)))),
por lo que que vh(A) 6= w. Sea j0 ≥ 3 el orden de Y en w. Como vh(A),
w ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t0)))) y, por la fórmula principal de [33] (ver MV, p.6),
dim(qnY )

−1(h(qnX(α(t0))))[Cn(Y )] ≥ 2n + (i0 − 2) + (j0 − 2) > 2n + (i0 − 2),
lo cual es una contradicción. Con esto queda demostrado que T = [0, 1].
Por lo que, para cada t ∈ [0, 1], vh(A) ∈ (qnY )−1(h(qnX(α(t)))). Procedien-
do de igual manera a la anterior, se demuestra que vh(E) pertenece al con-
junto (qnY )−1(h(qnX(α(1 − t)))), para cada t ∈ [0, 1]. Lo cual implica que
vh(A) = vh(E). Por lo que, vh(A) no depende de la elección ni de J ni de
A.

Usando lo anterior, podemos, simplemente, escribir vh en lugar de vh(A). De
esta manera, se construye una función ϕ : R(X)→ R(Y ) dada por ϕ(v) = vh.
Notemos que ϕ satisface las siguiente propiedad: Si v es un punto de rami�-
cación de X, que también pertenece a la arista J de X, entonces ϕ(v) es un
puntos de rami�cación de Y que pertenece a la arista Jh de Y .
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Por las partes (A), (B) y (C) del Lema 40, X y Y satisfacen condiciones
simétricas; por lo cual, se puede de�nir una función ϕ−1 : R(Y ) → R(X)
siguiendo un procedimiento similar al anteriormente planteado. Es decir, ϕ−1

se puede de�nir como a continuación: dado w ∈ R(Y ), sean K ∈ AS(Y ) tal
que w ∈ K, J ∈ AS(X) tal que K = Jh y B un arco tal que B ⊂ K,
B 6= K, y w un punto �nal de B. Entonces, existe un único A ∈ Cn(J) tal que
qnX(A) = h−1(qnY (B)) y ϕ−1(w) es el único punto de A ∩ R(X). Claramente,
ϕ−1 es la función inversa de ϕ.

Observemos que de lo anterior podemos asegurar que ϕ tiene la siguiente
propiedad: Un punto de rami�cación v, de X, pertenece a la arista J , de X,
si y sólo si el punto de rami�cación ϕ(v), de Y , pertenece a la arista Jh, de Y .

Ahora, extenderemos ϕ a un homeomor�smo entre X y Y . Tomemos J ∈
AS(X). En el caso en que |J ∩R(X)| = 2, tenemos que J es un arco; usando
la A�rmación 1 (c), obtenemos que |Jh ∩ R(X)| = 2; por lo que, Jh es un
arco. Sean u y v los puntos �nales de J . Entonces {u, v} = J ∩ R(X). Dado
que Jh es un arco con puntos �nales ϕ(u) y ϕ(v), podemos considerar un
homeomor�smo ϕJ : J → Jh tal que ϕJ(u) = ϕ(u) y ϕJ(v) = ϕ(v). Ahora
bien, en el caso en que |J ∩ R(X)| = 1, podemos escribir J ∩ R(X) = {w}.
Entonces, se tienen que Jh∩R(Y ) = {ϕ(w)}. Dado que w es un punto �nal de
J , resulta que ϕ(w) es un punto �nal del arco Jh. Por lo que, podemos tomar
un homeomor�smo ϕJ : J → Jh tal que ϕJ(w) = ϕ(w).

Tomemos la extensión común, Φ, de todos los homeomor�smos ϕJ (con
J ∈ AS(X)). Claramente, Φ es un homeomor�smo entre ∪{J ∈ A(X)} y
∪{J ∈ A(Y )}. Ahora, X y Y son elementos de D; esto, usando el Lema 23,
implica que, para todo J ∈ A(X), la intersección J ∩ Ea(X) = ∅ y, para
todo J ∈ A(Y ), también J ∩ Ea(Y ) = ∅. Entonces, por el Lema 23, Φ es,
de hecho, un homeomor�smo entre X −Ea(X) y Y −Ea(Y ); observemos que
por construcción, Φ manda puntos de rami�cación en puntos de rami�cación
de tal modo que la adyacencia se preserva; entonces, por el Lema 38, X es
homeomorfo a Y .
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Teorema 41. Sean X y Y ∈ D. Si PHSn(X) es homeomorfo a PHSn(Y ),
entonces X es homemorfo a Y .

Demostración. Dado que los arcos tienen hiperespacio PHSn único (Teorema
18 del capítulo anterior), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
tanto X como Y no son arcos. Lo cual implica que R(X) 6= ∅ 6= R(Y ). Sea
h : PHSn(X)→ PHSn(Y ) un homeomor�smo.

Caso 1: n 6= 2.
Veremos que X, Y y h satisfacen las hipótesis del Lema 40. Dado que h

es un homeomor�smo, h(PHLn(X)) = PHLn(Y ); esto (véase la de�nición
del conjunto PHDn(X)) implica que h(PHDn(X)) = PHDn(Y ). Usando las
caracterizaciones de las componentes de los conjuntos PHDn(X) y PHL1(X),
dadas en las partes (A) y (C) del Lema 40, obtenemos que para cada J ∈
AS(X), existe Jh ∈ AS(Y ) tal que:

h(qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n
X}) = qnY (〈J◦h〉n∩C1(Y ))−{F n

Y } ⊂ qnY (〈J◦h〉n)−{F
n
Y };

notemos que en el caso n = 1, en la primera parte de la igualdad anterior
simplemente tenemos h(q1X(〈J◦〉1)−{F 1

X}) = q1Y (〈J◦h〉1)−{F 1
Y }. Dado que hay

una correspondencia uno a uno entre el conjunto de componentes de PHDn(X)
y el conjunto de componentes de PHDn(Y ), obtenemos que la relación J 7→ Jh
entre AS(X) y AS(Y ) es una biyección. El mismo argumento funciona para
las componentes del conjunto PHL1(X).

De lo anterior tenemos que X, Y y h satisfacen las hipótesis del Lema 40.
Entonces X es homeomorfa a Y .

Caso 2: n = 2.
Veremos queX y Y satisfacen las hipótesis del Lema 40. Por el Lema 34, las

componentes de PHE2(X) son los conjuntos de la forma q2X(〈J◦, K◦〉2)−{F 2
X},

en donde J, K ∈ AS(X). Dado que la de�nición de ∂PHL2(X) esta da-
da en términos de propiedades topológicas, tenemos que h(∂PHL2(X)) =
∂PHL2(Y ). Observemos que también tenemos que h(PHE2(X)) = PHE2(Y ).
Dado que las componentes de PHE2(Y ) son los conjuntos de la forma
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q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)−{F 2
Y } (en donde Jh, Kh ∈ AS(Y )), tenemos que dados J, K ∈

AS(X), existen Jh, Kh ∈ AS(Y ), tales que q2X(〈J◦, K◦〉2) − {F 2
X} =

q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)−{F 2
Y }. Por el Lema 28, F 2

X /∈ ∂PHL2(X) y F 2
Y /∈ ∂PHL2(Y ).

Esto implica que:

h(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2)) = ∂PHL2(Y ) ∩ q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)

y
h(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)) = ∂PHL2(Y )− q2Y (〈J◦h, K◦h〉2).

Por lo que, h(PHD(J,K)) = PHD(Jh, Kh).
Sea J ∈ AS(X). Por lo probado en el párrafo anterior, tenemos que

h(PHD(J, J)) = h(PHD(Jh, Kh)), en donde Jh, Kh ∈ AS(Y ). Por el Lema
36 Jh = Kh. Por lo que h(PHD(J, J)) = PHD(Jh, Jh).

Ahora, sea J ∈ AS(X). Entonces h(q2X(〈J◦〉2)−{F 2
X}) = q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)−

{F 2
Y } con Jh, Kh ∈ AS(Y ). Si suponemos que Jh 6= Kh, obtenemos que

h(PHD(J, J)) = PHD(Jh, Kh), con Jh 6= Kh; lo cual, contradice lo probado
en el párrafo anterior. Entonces, h(q2X(〈J◦〉2)−{F 2

X}) = q2Y (〈J◦h〉2)−{F 2
Y }, lo

cual induce una relación J 7→ Jh. Por simetría, la relación J 7→ Jh, de AS(X)
en AS(Y ), es una biyección. Dado que h(q2X(〈J◦〉2) − {F 2

X}) = q2Y (〈J◦h〉2) −
{F 2

Y }, es claro que:

h(q2X(〈J◦〉2 ∩ C1(X))− {F 2
X}) ⊂ q2Y (〈J◦h〉2).

Entonces X, Y y h satisfacen las hipótesis del Lema 40. Por lo tanto, X y Y
son homeomorfas.



Capítulo 4

Unicidad de PHS2(X) para dendritas

En este capítulo probaremos que dada una dendrita X cuyo conjunto
de puntos extremos es cerrado, se cumple que si Y es un continuo tal que
PHS2(Y ) es homeomorfo a PHS2(X), entonces Y resulta ser homeomorfa a
X. La idea de esta prueba es mostrar que la hipótesis, PHS2(Y ) homeomor-
fo a PHS2(X), implica que Y es un continuo localmente conexo sin curvas
cerradas simples, es decir, una dendrita; usando esto y la dimensión puntual
de PHS2(X) en ciertos puntos especí�cos, se muestra que, de hecho, Y ∈ D.
Lo cual nos permite usar el resultado del capítulo anterior (la familia D es
PHSn-determinada) para concluir que Y es homeomorfa a X.

A lo largo de este capítulo usaremos las de�niciones dadas en el capítu-
lo pasado; sin embargo generalizaremos las siguientes de�niciones: Sea X un
continuo localmente conexo, un lazo en X, es una curva cerrada simple, S, en
X tal que existe p ∈ S de tal forma que S − {p} es abierto en X. Sea X un
continuo localmente conexo diferente de [0, 1] y de S1, generalizaremos AS(X)
como el conjunto {J ⊂ X : J es un arco libre maximal o J es un lazo en X}.

Adicionalmente, denotaremos como LC a la familia de continuos localmente
conexos y de�niremos, para un continuo localmente conexo X (y para J , K ∈
AS(X)), los conjuntos:

DLC(J,K) = clC2(X)(∂L2(X) ∩ 〈J◦, K◦〉2) ∩ clC2(X)(∂L2(X)− 〈J◦, K◦〉2);

62
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PHDLC(J,K) = clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2))
∩clPHS2(X)(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)).

4.1. Dendritas

Primero probaremos que si X ∈ D y Y es una dendrita tal que PHS2(Y )
es homeomorfo a PHS2(X), entonces Y ∈ D.

Lema 42. Sea X una dendrita diferente de un arco. Entonces, X pertenece a
la familia D si y sólo si para cada ψ ∈ PHSn(X), existe una sucesión {χs}s∈N
en PHSn(X) tal que ĺımχs = ψ y dimχs

(PHSn(X)) <∞ para cada s ∈ N.

Demostración. Primero supongamos que X ∈ D. Sea qnX(Z) ∈ PHSn(X) −
{F n

X}, con Z = Z1 ∪ · · · ∪ Zk en donde cada Zk es una componente de Z.
Por el Teorema 8 de [13], para cada Zi, con 1 ≤ i ≤ k, existe una sucesión
{Ai

s}s∈N en C1(X) tal que converge a Zi y dimAi
s
(C(X)) < ∞ para cada

s ∈ N. De aquí que Ai
s ∩ Ea(X) = ∅ para toda s ∈ N. Sea As = Ai

s ∪
· · · ∪ Ak

s , entonces {As}s∈N es una sucesión en Cn(X) que converge a Z y tal
que As ∩ Ea(X) = ∅. Por lo que dimAs

(Cn(X)) < ∞ para cada s ∈ N. En
consecuencia, dimqnX(As)(PHSn(X)) < ∞ para cada s ∈ N. Observemos que
en caso qnX(Z) = F n

X , la implicación es trivial.
Ahora probaremos la implicación contraria. Supongamos que X /∈ D. En-

tonces E(X) no es un conjunto cerrado en X. Por el Teorema 3.3 de [2],
X contiene una copia de W0 o de Fω (continuos de�nidos en las de�nicio-
nes básicas de esta tesis). Supongamos que X contiene una copia de W0 y
sea Z = Z1 ∪ · · · ∪ Zn en donde Z1, . . . , Zn son subcontinuos ajenos de X y
Z1 = [c, b1] (en donde, en particular, [c, b1] es un arco que contiene al punto
(0, 0) en su interior, ver la parte de de�niciones básicas de esta tesis). Por el
Teorema 8 de [13], no existe una sucesión {Tj}j∈N en C1(X) que converja a
Z1 y dimTj(C(X)) < ∞ para cada j ∈ N. Entonces no existe una sucesión



CAPÍTULO 4. UNICIDAD DE PHS2(X) PARA DENDRITAS 64

{As}s∈N en Cn(X) tal que converja a Z y tal que dimAs
(C(X)) <∞ para cada

s ∈ N. En consecuencia, no existe sucesión {Ai
s}s∈N que converja a Z y tal que

dimqnX(Ai
s)

(PHSn(X)) < ∞ para cada s ∈ N. La prueba es similar en el caso
de que X contenga una copia de Fω; sólo hace falta tomar Z = Z1 ∪ · · · ∪ Zn
en donde Z1, . . . , Zn son subcontinuos de X y Z1 un arco de Fω tal que Z1

contenga al único punto de rami�cación p de Fω y tal que p no sea un punto
extremo de Z1.

Lema 43. Sean X ∈ D y Y una dendrita tales que PHSn(Y ) es homeomorfo
a PHSn(X). Entonces Y ∈ D.

Demostración. Usando el resultado principal del segundo Capítulo de esta
tesis, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que X no es un arco ni
una grá�ca �nita.

Observemos que, dado que X ∈ D, tenemos que para cada ψ ∈ PHSn(X),
existe una sucesión {χs}s∈N en PHSn(X) tal que ĺımχs = ψ y
dimχs

(PHSn(X)) <∞ para cada s ∈ N. Entonces, dado que PHSn(X) es ho-
meomorfo a PHSn(Y ), tenemos que lo mismo pasa para cada ψ ∈ PHSn(Y ).
Por lo que podemos concluir, usando el Lema 42, que Y ∈ D.

Ahora probaremos un lema técnico sobre las curvas cerradas simples de
ciertos continuos localmente conexos.

Lema 44. Sean X ∈ D y Y un continuo tal que contiene una curva cerrada
simple S. Si PHS2(Y ) es homeomorfo a PHS2(X), entonces Y contiene una
curva cerrada simple contenida en el interior de una grá�ca �nita.

Demostración. Observemos que, dado que X es localmente conexo, tenemos
que PHS2(X) es localmente conexo [23, Teorema 4.1]; por lo que PHS2(Y )
es localmente conexo y, por tanto, Y es localmente conexo.

Sea ε > 0. Tomemos dos puntos, p1 y p2, en la curva cerrada simple
S y sea J uno de los arcos, de S, que los une. Tomemos el conjunto U =
q2X(〈U, E1, E2〉2); en donde E1 y E2 son conjuntos abiertos y conexos de Y , de
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diámetro menor que ε, los cuales contienen a p1 y p2, respectivamente, y U es
la unión de los conjuntos abiertos y conexos, de radio menor a ε, que contie-
nen un punto de J . Observemos que E1 y E2 están contenidos en U . Notemos
que q2X(J) ∈ U. Dado que PHS2(Y ) es homeomorfo a PHS2(X), para cada
abierto U de PHS2(Y ), existe un punto χ ∈ U tal que dimχ(PHS2(Y )) <∞.
En particular, existe χ ∈ U, tal que dimχ(PHS2(Y )) < ∞. Esto implica que
q2X(χ) está contenido en el interior de una grá�ca �nita D. Por construcción
D intersecta a E1 y E2; dado que Y es localmente conexo, compacto y E1 y E2
son conexos, por el Teorema 3-16 de [17], E1 y E2 son arcoconexos. Usando el
arco de S diferente a J que une a p1 con p2 y la arcoconexidad de E1 y E2, se
construye un arco que une a dos puntos de D. Lo cual da lugar a una curva
cerrada simple O, la cual contiene un arco libre A. Tomemos dos puntos inte-
riores de A, q1 y q2, el arco de O que une a q1 con q2 y que no está contenido
en A. Argumentado de manera similar a la anterior, se construye un arco A′,
contenido en una grá�ca �nita que une a q1 y q2. Entonces, tomando el subarco
de A que une a q1 con q2 y uniéndolo con A′, obtenemos una curva cerrada
simple contenida en el interior de una grá�ca �nita.

4.2. Resultado principal

Consideremos el siguiente conjunto FA(X) =
⋃
{J◦ : J es un arco libre

de X}.

Lema 45. [12, Lemma 33] Sean X un continuo localmente conexo y J,K ∈
AS(X) tales que frX(J) ⊂ clX(FA(X)− J) y frX(K) ⊂ clX(FA(X)−K).
Entonces DLC(J,K) = {{p}∪A : (p ∈ frX(J) y A ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K)
y A ∈ E(J))}.

Lema 46. Sean X un continuo localmente conexo y J, K ∈ AS(X) tales
que frX(J) ⊂ clX(FA(X) − J) y frX(K) ⊂ clX(FA(X) − K). Entonces
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PHDLC(J,K) = {q2X({p} ∪G) : (p ∈ frX(J) y G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K)
y G ∈ E(J))}.

Demostración. Este lema se prueba usando el Lema 45 y procediendo de igual
manera que en la demostración del Lema 15 de esta tesis.

Lema 47. Sean Y ∈ LC, tal que contiene una curva cerrada simple, S, con-
tenida en el interior de una grá�ca �nita, D, y X ∈ D. Si h : PHS2(X) →
PHS2(Y ) es un homeomor�smo, entonces, dados J, K ∈ AS(S), tenemos
que h−1(PHDLC(J,K)) = PHDD(I, L), en donde I, L ∈ AS(X).

Demostración. Dado que la de�nición de PHE2(X) está dada en términos
de propiedades topológicas, tenemos que h(PHE2(X)) = PHE2(Y ). Por el
[12, Lema 11], las componentes de PHE2(Y ) son los conjuntos de la forma
q2Y (〈J◦, K◦〉2)−{F 2

Y }, en donde J, K ∈ AS(Y ) y, dado que las componen-
tes de PHE2(X) son los conjuntos de la forma q2X(〈J◦, K◦〉2) − {F 2

X}, en
donde J, K ∈ AS(X), tenemos que existen Jh, Kh ∈ AS(X) tales que
h−1(q2Y (〈J◦, K◦〉2) − {F 2

Y }) = q2X(〈J◦h, K◦h〉2) − {F 2
X}. Como las de�niciones

de ∂PHL2(X) y ∂PHL2(Y ) están dadas en términos de propiedades topoló-
gicas, tenemos que h−1(∂PHL2(X)) = ∂PHL2(Y ). Por otro lado, sabemos
que F 2

X /∈ ∂PHL2(X) y F 2
Y /∈ ∂PHL2(Y ); lo cual implica que:

h−1(∂PHL2(Y ) ∩ q2Y (〈J◦, K◦〉2)) = ∂HL2(X) ∩ q2X(〈J◦h, K◦h〉2)

y
h−1(∂PHL2(Y )− q2Y (〈J◦, K◦〉2)) = ∂HL2(X)− q2X(〈J◦h, K◦h〉2).

Entonces h−1(PHDLC(J,K)) = PHDD(I, L), en donde I, L ∈ AS(X).

Lema 48. Sean Y ∈ LC y X ∈ D y supongamos que h : PHS2(X) →
PHS2(Y ) es un homeomor�smo. Sean J y K elementos diferentes de AS(Y )
contenidos en el interior de una grá�ca �nita; J ′ y K ′ elementos diferentes de
AS(X) tales que h−1(PHDLC(J,K)) = PHDD(J ′, K ′). Entonces J ∩K 6= ∅
si y sólo si J ′ ∩K ′ 6= ∅.
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Demostración. Primero supongamos que | J ∩K |= 2, en este caso, usando la
descripción del conjunto PHDLC(J,K) dada en el Lema 46, la descripción del
conjunto PHDD(J ′, K ′), dada en el Lema 35, y los modelos de PHD(L, I)
dados en el segundo Capítulo; tenemos que | J ′ ∩ K ′ |= 2. De igual forma
| J ′ ∩K ′ |= 2 implica que | J ∩K |= 2.

Ahora, observemos que, de la de�nición de PHDLC(J,K) tenemos que
F n
Y ∈ PHDLC(J,K) si y sólo si J∩K 6= ∅. De igual forma F n

X ∈ PHDD(J ′, K ′)
si y sólo si J ′ ∩K ′ 6= ∅. De esto concluimos que, para terminar la demostra-
ción, sólo hace falta probar que h−1({F n

Y }) = {F n
X}. Primero veamos que,

para cada J ∈ AS(X), existe Jh ∈ AS(Y ) tal que h(q2X(〈J◦〉2) − {F 2
X}) =

q2Y (〈J◦h〉2)−{F 2
Y }. Dado que la de�nición de PHE2(X) está dada en términos

de propiedades topológicas, tenemos que h(PHE2(X)) = PHE2(Y ). Como las
componentes de PHE2(X) son los conjuntos de la forma q2X(〈J◦, K◦〉2)−{F 2

X},
en donde J, K ∈ AS(X) y las componentes de PHE2(Y ) son los conjuntos
de la forma q2Y (〈J◦, K◦〉2) − {F 2

Y }, en donde J, K ∈ AS(Y ). Tenemos que,
dado J ∈ AS(X), existen Jh, Kh ∈ AS(Y ) tales que h(q2X(〈J◦〉2)− {F 2

X}) =
q2Y (〈J◦h, K◦h〉2) − {F 2

Y }. Por otro lado, F 2
X /∈ ∂PHL2(X) y F 2

Y /∈ ∂PHL2(Y ).
Ya que la de�nición de ∂PHL2(X) está dada en términos de propiedades
topológicas, tenemos que h(∂PHL2(X)) = ∂PHL2(Y ). Lo cual implica que:

h(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦〉2)) = ∂PHL2(Y ) ∩ q2Y (〈J◦h, K◦h〉2)
y

h(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦〉2)) = ∂PHL2(Y )− q2Y (〈J◦h, K◦h〉2).
De lo anterior, concluimos que h(PHDD(J, J)) = PHDLC(Jh, Kh). Supon-
gamos que Jh 6= Kh. Usando la descripción del conjunto PHDLC(J,K) dada
en el Lema 46, la descripción del conjunto PHDD(Jh, Kh) dada en el Lema
35, tenemos que PHD(J, J) es homeomorfo a PHD(Jh, Kh) con Jh 6= Kh.
Lo cual implica que el modelo en alguno de los casos A, B o C (pp. 19-26)
es homeomorfo al modelo en alguno de los subcasos de los casos D, E, F, G,
H o I (pp. 19-26); claramente, una contradicción. Por lo que concluimos que
Jh = Kh. Lo cual implica que h(q2X(〈J◦〉2)− {F 2

X}) = q2Y (〈J◦h〉2)− {F 2
Y }.
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Observemos que, por el primer párrafo de esta demostración, podemos
suponer que | J ∩K |≤ 1. Ahora, simétricamente, h−1(q2Y (〈J◦〉2) − {F 2

Y }) =
q2X(〈J◦h〉2)− {F 2

X}, por lo que tenemos que:

h−1({F 2
Y }) =⋂

{clPHS2(X)(h
−1(q2Y (〈I◦〉2)={F 2

Y })) : I ∈ {J,K}} =⋂
{clPHS2(X)(q

2
X(〈I◦h〉2)={F 2

X}) : Ih ∈ {Jh, Kh}} =⋂
{clPHS2(X)(q

2
X(〈I◦h〉2)={F 2

X}) : Ih ∈ {Jh, Kh}}.

Observemos que, dado que X ∈ D, para cada pareja J y K de elementos
diferentes de AS(X), tenemos que | J ∩K |≤ 1, de aquí que⋂
{clPHSn(X)(q

n
X(〈I◦h〉n)={F n

X}) : Ih ∈ {Jh, Kh}} = {F n
X}. En conclusión,

h−1({F n
Y }) = {F n

X} y, con esto, concluye la prueba.

A continuación demostraremos el resultado principal de este capítulo.

Teorema 49. Sean X ∈ D y Y un continuo. Si PHS2(Y ) es homeomorfo a
PHS2(X), entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración. Por el Teorema 4.1(a) de [23], tenemos que Y es un continuo
localmente conexo. Por el resultado principal del Capítulo 2, de esta tesis
(Teorema 22), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que R(X) 6= ∅;
lo cual implica, dado que [0, 1] y S1 son grá�cas �nitas, que R(Y ) 6= ∅; del
mismo modo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Y no es una
grá�ca �nita.

Primero veamos que Y es una dendrita; es decir, mostraremos que Y no
contiene curvas cerradas simples. Supongamos que Y contiene una curva ce-
rrada simple. Por el Lema 44, el continuo Y contiene una curva cerrada simple
S, contenida en el interior de una grá�ca �nita D. Denotaremos como LAS(Y )
al conjunto de aristas de S y como h a un homeomor�smo de PHS2(X) en
PHS2(Y ).
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Caso 1. | LAS(Y ) |= 1.
Sea J ∈ LAS(Y ). Por el Lema 47, tenemos que h−1(PHDLC(J, J)) =

PHDD(I, L) con I, L ∈ AS(X). Por la descripción del conjunto PHDLC(J, J)
hecha en el Lema 46 y la descripción del conjunto PHDD(J,K) hecha en el
Lema 35 y usando el Lema 15, tenemos que PHDLC(J,K) y PHDD(J,K)
son homeomorfos al correspondiente modelo de PHD (de�nido para grá�cas).
Esto implica que I = L y, además, que L es una curva cerrada simple en X lo
cual es una contradicción.

Caso 2. | LAS(Y ) |= 2.
Sea J ∈ LAS(Y ). Por el Lema 47, tenemos que h−1(PHDLC(J, J)) =

PHDD(I, L) con I, L ∈ AS(X). Por la descripción del conjunto PHDLC(J, J)
hecha en el Lema 46 y la descripción del conjunto PHDD(J,K) hecha en el
Lema 35 y usando el Lema 15, tenemos que PHDLC(J,K) y PHDD(J,K) son
homeomorfos al correspondiente modelo de PHD (de�nido para grá�cas). Esto
implica que I∪L es una curva cerrada simple enX lo cual es una contradicción.

Caso 3. | LAS(Y ) |= 3. Sea LAS(Y ) = {J1, J2, J3}. Primero observe-
mos que, dando un argumento similar al dado en el Lema 48, tenemos que
h−1(q2Y (〈J◦〉2) − {F 2

Y }) = q2X(〈J◦h〉2) − {F 2
X}. Lo cual implica que

h−1(q2Y (〈J◦1 , J◦2 〉2)− {F 2
Y }) = q2X(〈J◦1h, J◦2h〉2)− {F 2

X}, con J1h, J2h ∈ AS(X) y
J1h 6= J2h. Observemos que:

clPHS2(Y )(q
2
Y (〈J◦1 , J◦2 〉2)={F 2

Y }) ∩ clPHS2(X)(q
2
Y (〈J◦3 〉2)={F 2

Y }) =

{F 2
Y , q

2
Y ({u, v})},

en donde {u} = J1 ∩ J3 y {v} = J2 ∩ J3. De lo anterior que:

| h−1(clPHS2(Y )(q
2
Y (〈J◦1 , J◦2 〉2)={F 2

Y }) ∩ clPHS2(X)(q
2
Y (〈J◦3 〉2)={F 2

Y })) |= 2,

de lo cual, dado que h−1(q2Y (〈J◦1 , J◦2 〉2)− {F 2
Y }) = q2X(〈J◦1h, J◦2h〉2)− {F 2

X}, se
sigue que X contiene una curva cerrada simple, lo cual es una contradicción.

Caso 4. | LAS(Y ) |≥ 4.
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Sean J y K elementos diferentes de LAS(Y ) y J ′, K ′ ∈ AS(X) tales que
h−1(PHDLC(J,K)) = PHDD(J ′, K ′). Observemos que, usando los modelos
de PHD(J ′, K ′) del segundo Capítulo, obtenemos que J ′ 6= K ′. Notemos
también, que el Lema 48 nos asegura que J es adyacente a K si y sólo si J ′

es adyacente a K ′. Por lo que, usando el Teorema de las grá�cas de Líneas de
Whitney [11, Corolario del Teorema 1], tenemos que X contiene una grá�ca
isomorfa a la grá�ca formada por los elementos de LAS(Y ); dicha grá�ca es
topológicamente una curva cerrada simple, lo cual es una contradicción.

De lo anterior, concluimos que Y es una dendrita. De donde, por el Lema
43, resulta que Y ∈ D. Entonces, por el Teorema 41, Y es homeomorfo a
X.



Capítulo 5

Continuos con PHSn(X) y HSn(X) no
homeomorfos

En este capítulo presentaremos nuevas familias de continuos para los cuales
PHSn(X) y HSn(X) no son homeomorfos; para evitar confusión distinguire-
mos los siguientes conceptos: qnX denotará la función cociente qnX : Cn(X) →
PHSn(X); F n

X , el elemento qnX(F1(X)); y T nX , el elemento qnX(X). Por otro la-
do, snX denotará la función cociente snX : Cn(X)→ HSn(X); P n

X , el elemento
snX(Fn(X)); y Gn

X , el elemento snX(X).
Un continuo X será llamado un continuo descomponible, si existen dos

subcontinuos propios A y B de X tales que X = A ∪ B. Un continuo es
indescomponible si no es descomponible. Un continuo es hereditariamente in-
descomponible si todos sus subcontinuos son continuos indescomponibles.

Denotaremos como S a la familia de continuos localmente conexos que
contienen una curva cerrada simple S, tal que S es la unión de dos arcos libres
maximales.

5.1. Continuos indescomponibles

En esta sección demostraremos que los continuos hereditariamente indes-
componibles producen hiperespacios PHSn(X) y HSn(X) no homeomorfos.
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Este resultado es debido a J. C. Macías; para mayor completitud de esta tesis
presentamos la prueba.

Lema 50. Sean n ≥ 2 y X un continuo hereditariamente indescomponible,
entonces PHSn(X) \ {T nX} no es arcoconexo.

Demostración. Sean x1, x2, x3 y x4 cuatro puntos de X en diferentes com-
posantes de X. Consideremos {x1, x2} y {x3, x4} como elementos de F2(X).
Dado que X es un continuo indescomponible, cualquier arco en Cn(X) que
une a {x1, x2} y a {x3, x4} debe contener al elemento X [27, Teorema 6.3].
Dado que X es un continuo hereditariamente indescomponible, Fn(X) no con-
tiene arcos [4, Lema 2.2]. Por lo que, cualquier arco que une a qnX({x1, x2})
con qnX({x3, x4}), debe contener al elemento T nX . De donde concluimos que,
PHSn(X) \ {T nX} no es arcoconexo.

Una consecuencia directa de [30, Teorema 4.3] es el siguiente resultado:

Teorema 51. Sea X un continuo. Si n ∈ N, entonces para cada χ ∈ HSn(X),
HSn(X)\{χ} es arcoconexo.

Entonces como consecuencia del Lema 50 y el Teorema 51 tenemos:

Teorema 52. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, enton-
ces HSn(X) no es homeomorfo a PHSn(X), para ninguna n ≥ 2.

5.2. Continuos localmente conexos

En esta sección probaremos que PHSn(X) no es homeomorfo a HSn(X)
para los continuos localmente conexos que contienen una curva cerrada simple,
la cual es la unión de dos arcos libres maximales. Sea n ≥ 2 y X ∈ S. Ahora,
consideraremos los siguientes conjuntos, muchos de éstos son la generalización
de ciertos conjuntos previamente de�nidos. Aquí, se presentan para continuos
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localmente conexos (notemos que todos ellos están dados en términos de pro-
piedades topológicas):
Ln(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad N en Cn(X)

tal que N es una 2n-celda};
∂Ln(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad N en Cn(X)

tal que N es una 2n-celda y A está en la frontera
como variedad de N};

Γn(X) = {χ ∈ Cn(X) : χ /∈ Ln(X) y χ tiene una base B
de vecindades en Cn(X) tal que para cada U ∈ B,
dim(U) ≤ 2n, y U ∩ Ln(X) es arcoconexo};

PHLn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ tiene una vecindad N en PHSn(X)
tal que N es una 2n-celda};

∂PHLn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ tiene una vecindad N en PHSn(X)
tal que N es una 2n-celda y χ está en la frontera
como variedad de N};

PHDn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : χ /∈ PHLn(X) y χ tiene una base B
de vecindades en PHSn(X) tal que para cada U ∈ B,
dim(U) ≤ 2n, y U ∩ PHLn(X) es arcoconexo};

PHEn(X) = {χ ∈ PHSn(X) : dimχ[PHSn(X)] = 2n}.
HLn(X) = {χ ∈ HSn(X) : χ tiene una vecindad N en HSn(X)

tal que N es una 2n-celda};
∂HLn(X) = {χ ∈ HSn(X) : χ tiene una vecindad N en HSn(X)

tal que N es una 2n-celda y χ está en la frontera como
variedad de N};

HDn(X) = {χ ∈ HSn(X) : χ /∈ HLn(X) y χ tiene una base B
de vecindades en HSn(X) tal que para cada U ∈ B,
dim(U) ≤ 2n, y U ∩HLn(X) es arcoconexo};

HEn(X) = {χ ∈ HSn(X) : dimχ[HSn(X)] = 2n}.
Clari�quemos, que dado un elemento X de S, de�niremos los siguientes

conjuntos (generalizaciones de conjuntos antes de�nidos):
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DS(J,K) = clC2(X)(∂L2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2))
∩clC2(X)(∂L2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)).

PHDS(J,K) = clPHS2(X)(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦, K◦〉2))
∩clPHS2(X)(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦, K◦〉2)).

HDS(J,K) = clHS2(X)(∂HL2(X) ∩ s2X(〈J◦, K◦〉2))
∩clHS2(X)(∂HL2(X)− s2X(〈J◦, K◦〉2)).

Sea X un continuo localmente conexo. Dado J ∈ AS(X), generalizaremos
E(J) (de�nido anteriormente) de la siguiente manera: Si J es un arco entonces
E(J) = C1(J). En el caso en que J sea un lazo, denotemos como pJ al único
punto de J tal que J\{pJ} es abierto en X; y de�namos a E(J) como:

E(J) = {A ∈ C1(J) : A = J o A = {p} para alguna p ∈ J
o A es un subarco de J tal que pJ /∈ A
o A es un subarco de J tal que

pJ es uno de sus puntos extremos}.

La prueba del siguiente lema es similar a la prueba del Lema 2.4 de [16]
(ver demostración del Lema 6 de esta tesis).

Lema 53. Sean X ∈ S y n ∈ N. Entonces para cada vecindad U de F n
X en

PHSn(X) (vecindad U de P n
X en HSn(X)), tenemos que dim[U ] ≥ 2n+ 1.

El siguiente Lema puede encontrarse en [12].

Lema 54. [12, Lemma 28] Sean X un continuo localmente conexo y n ≥ 3.
Entonces Γn(X) = {A ∈ Cn(X) : A es conexo y existe J ∈ AS(X) tal que
A ∈ J◦}.
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Como una consecuencia del Lema 54 y dado un argumento similar al dado
en el Lema 2.9 de [16], obtenemos:

Lema 55. Sea X ∈ S. Si n ≥ 3, entonces PHDn(X)= {qnX(A) ∈ PHSn(X) :
A ∈ C1(X) − F1(X) y A ⊂ J◦ con J ∈ AS(X)} y HDn(X) = {snX(A) ∈
HSn(X) : A ∈ C1(X)− Fn(X) y A ⊂ J◦ con J ∈ AS(X)}.

Del Lema 55 y de [12, Lema 11], obtenemos:

Lema 56. Sea X ∈ S. Entonces
(a) Si n ≥ 3, entonces las componentes de PHDn(X) (HDn(X)) son los

conjuntos de la forma qnX(〈J◦〉n∩C1(X))−{F n
X} (snX(〈J◦〉n∩C1(X))−{P n

X}),
en donde J ∈ AS(X).

(b) Las componentes de PHEn(X) (HEn(X)) son los conjuntos de la for-
ma
qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n) − {F n

X} (snX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n) − {P n
X}), en donde J1, ..., Jm ∈

AS(X), y m ≤ n.

Consideremos el siguiente conjunto FA(X) =
⋃
{J◦ : J es un arco libre

en X}. En el primer párrafo de la prueba de [12, Lema 32] se prueba que las
componentes de L2(X) son los conjuntos de la forma 〈J◦1 , J◦2 〉2 con J1 y J2
en AS(X); usando esto podemos parafrasear el [12, Lema 32] de la siguiente
manera:

Lema 57. Sea X ∈ S. Entonces ∂L2(X) = {A ∈ C2(X) : A es conexo o
A tiene una componente degenerada o A contiene un punto extremo de X; y
existen J1 y J2 en AS(X) tales que A ∈ 〈J◦1 , J◦2 〉2}.

El siguiente lema es el Lema 33 de [12].

Lema 58. [12, Lemma 33] Sean X un continuo localmente conexo pertene-
ciente a la familia S, J,K ∈ AS(X) tales que frX(J) ⊂ clX(FA(X)\J) y
frX(K) ⊂ clX(FA(X)\K). Entonces DS(J,K) = {{p} ∪ A | (p ∈ frX(J)
y A ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y A ∈ E(J))}.
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Lema 59. Sea X ∈ S. Sean J,K ∈ AS(X) tales que frX(J) ⊂ clX(FA(X)\J)
y frX(K) ⊂ clX(FA(X)\K). Entonces PHDS(J,K) = {q2X({p}∪G) | (p ∈
frX(J) y G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K) y G ∈ E(J))}.

Demostración. Este lema se prueba usando el Lema 58 y procediendo de igual
manera que en la prueba del Lema 15 de esta Tesis.

Lema 60. Sean X ∈ S y J,K ∈ AS(X). Entonces HDS(J,K) = {s2X({p} ∪
G) | (p ∈ frX(J)∩clX(FA(X)\J) y G ∈ E(K)) o (p ∈ frX(K)∩clX(FA(X)\K)
y G ∈ E(J))} ∪ {P n

X}.

Demostración. Este Lema se prueba usando el Lema 57, procediendo de igual
manera que en [12, Lema 33]. Sin embargo, se necesita atención especial al
caso: frX(J) ∩ clX(FA(X)\J) = ∅ y frX(K) ∩ clX(FA(X)\K) = ∅. Note-
mos que en este caso, usando Lema 57, se prueba que: clHS2(X)(∂HL2(X) ∩
s2X(〈J◦, K◦〉2)) ∩ clHS2(X)(∂HL2(X)\s2X(〈J◦, K◦〉2)) = {P n

X}. Por lo que, en
este caso, el Lema se sigue directamente de este hecho.

Lema 61. Sean X ∈ S y S una curva cerrada simple de X, tal que S es la
unión de dos arcos libres maximales K y L. Sean J ∈ {K,L} y R,O ∈ AS(X).
Entonces PHDS(J, J) no homeomorfo a HDS(R,O).

Demostración. Observemos que dado que, J ∈ {K,L}, tenemos que frX(J) ⊂
clX(FA(X)\J). De aquí que, por los Lemas 59 y 15 de esta tesis, PHDS(J, J)
es homeomorfo a PHD(J ′, J ′), en donde J ′ es un arco libre maximal de una
grá�ca �nita G y | frG(J ′) |= 2. Entonces, usando los modelos presentados en
la sección 2.3 del segundo capítulo de esta tesis, tenemos que PHDS(J, J) es
homeomorfo a la unión de dos 2-celdas unidas por tres puntos de su frontera
como variedad. Por otro lado, usando la descripción del conjunto HDS(R,O)
dada en el Lema 60, y dando un argumento similar al dado en [16, p. 85],
obtenemos que HDS(R,O) = {P n

X} o HDS(R,O) es homeomorfo a alguno de
los siguientes espacios: una 2-celda; la unión de m (m ≤ 4) 2-celdas, de modo
que la intersección de dos de ellas es un conjunto unipuntual (observemos
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que esta última condición es su�ciente para asegurar que el conjunto no es
homeomorfo a PHDS(J, J)); la unión de dos 2-celdas unidas por dos puntos
de su frontera como variedad; la unión de cuatro 2-celdas D1, D2, D3 y D4

tales que D1 ∩ D2 = {a, b}, D1 ∩ D3 = D1 ∩ D4 = D2 ∩ D3 = D2 ∩ D4 = {b},
D3 ∩ D4 = {b, c}, en donde a, b y c son tres puntos diferentes que pertenecen
a las fronteras como variedad de las correspondientes 2-celdas y, �nalmente, la
unión de tres 2-celdas D1, D2, y D3 tales que D1 ∩ D2 = {a, b} y D1 ∩ D3 =
D2 ∩ D3 = {b}, en donde a y b son dos puntos diferentes que pertenecen
a la frontera como variedad de las correspondientes 2-celdas. Todo lo anterior
implica que PHDS(J, J) no es homeomorfo aHDS(R,O), en ningún caso.

Lema 62. Sean X ∈ S y n ≥ 2 y h : PHSn(X) → HSn(X) un homeo-
mor�smo. Supongamos que para cada J ∈ AS(X), existe Jh ∈ AS(X) tal que
h(qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X))− {F n

X}) ⊂ snX(〈J◦h〉n). Entonces:
•Para cada J ∈ AS(X), h(qnX(〈J◦〉n)− {F n

X}) = snX(〈J◦h〉n)− {P n
X},

Demostración. Por el Lema 56(b), las componentes de PHEn(X) son los con-
juntos de la forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n) − {F n

X}, en donde J1, ..., Jm ∈ AS(X) y
m ≤ n. Dado J ∈ AS(X), por el Lema 56(b), h(qnX(〈J◦〉n) − {F n

X}) es una
componente de HEn(X). Tomemos dos subarcos no degenerados A y B de J◦.
Entonces:
h(qnX(A)), h(qnX(B)) ∈ h(qnX(〈J◦〉n) − {F n

X}). Supongamos que h(qnX(A)) 6=
P n
X . Por hipótesis, h(qnX(A)) ∈ snX(〈J◦h〉n) − {P n

X}. De aquí, concluimos que
h(qnX(A)) pertenece a los conjuntos h(qnX(〈J◦〉n)−{F n

X}) y snX(〈J◦h〉n)−{P n
X}.

Por el Lema 56(b) estos dos conjuntos son componentes de HEn(X); por lo
que h(qnX(〈J◦〉n)− {F n

X}) = snX(〈J◦h〉n)− {P n
X}.

Lema 63. Sean X ∈ S, n ≥ 2, S una curva cerrada simple de X, tal que S
es la unión de dos arcos libres maximales K y L y supongamos que K ∩ L =
{v, w}. Entonces:(

clPHSn(X)(q
n
X(〈K◦〉n)={F n

X})
)
∩
(
clPHSn(X)(q

n
X(〈L◦〉n)={F n

X})
)

=
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{F n
X , q

n
X({v, w})}.

Demostración. Sean L = {K,L} y J ∈ L. Dado que cada {p}, en donde p ∈
J◦, puede ser aproximado por elementos en 〈J◦〉n=F1(X), tenemos que {p} ∈
clCn(X)(〈J◦〉n=F1(X)). Esto implica que F n

X ∈ clPHSn(X)(q
n
X(〈J◦〉n)={F n

X}).
También, dado que n ≥ 2, {v, w} puede ser aproximado por elementos en
〈J◦〉n=F1(X). Entonces tenemos que {v, w} ∈ clCn(X)(〈J◦〉n=F1(X)). Por lo
cual, qnX({v, w}) ∈ clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}). En consecuencia:

{F n
X , q

n
X({v, w})} ⊂

⋂
[clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ L].

Ahora, supongamos que:

χ ∈
⋂

[clPHSn(X)(q
n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈ L]−{F n
X , q

n
X({v, w})}.

Sean J0 ∈ L, y {Ak}∞k=1 una sucesión de 〈J◦0 〉n tal que ĺım qnX(Ak) = χ.
Es claro que ĺımAk = A para alguna A ∈ 〈J0〉n. Dado que χ 6= F n

X , χ 6=
qnX({v, w}) y qnX(A) = χ, tenemos que A ∈ Cn(J0) − (F1(J0) ∪ {{v, w}}).
Esto implica que, al menos, una componente de A intersecta a J◦0 ; entonces
A ∩ J◦0 6= ∅. Tomemos J ∈ L\{J0}. Por un argumento similar al anterior,
existe D ∈ Cn(J) − (F1(J) ∪ {{v, w}}) tal que qnX(D) = χ. Como χ 6= F n

X ,
tenemos que D = A. Entonces, J◦0 ∩ J 6= ∅, lo cual es una contradicción.
En consecuencia, {F n

X , q
n
X({v, w})} =

⋂
[clPHSn(X)(q

n
X(〈J◦〉n)={F n

X}) : J ∈
L].

Lema 64. Sean X ∈ S, n ≥ 2 y L y K dos elementos de AS(X). Entonces:(
clHSn(X)(s

n
X(〈L◦〉n)={P n

X})
)
∩
(
clHSn(X)(s

n
X(〈K◦〉n)={P n

X})
)

= {P n
X}.

Demostración. Sean L = {L,K} y J ∈ L. Dado que cada elemento {p}, tal
que p ∈ J◦, puede ser aproximado por elementos de 〈J◦〉n=Fn(X), tenemos que
{p} ∈ clCn(X)(〈J◦〉n=Fn(X)). Por lo que, P n

X ∈ clHSn(X)(s
n
X(〈J◦〉)={P n

X}). En
consecuencia:

P n
X ∈

⋂
{clHSn(X)(s

n
X(〈J◦〉n)={P n

X}) : J ∈ L}.
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Ahora, supongamos que:

χ ∈
⋂
{clHSn(X)(s

n
X(〈J◦〉n)={P n

X}) : J ∈ L} − {P n
X}.

Sean J ∈ L y J0 ∈ L\{J}. Entonces existe una sucesión {Ak}∞k=1 en 〈J◦0 〉n tal
que ĺım snX(Ak) = χ. Es claro que ĺımAk = A para alguna A ∈ 〈J0〉n. Dado
que χ 6= P n

X y snX(A) = χ, tenemos que A ∈ Cn(J0)−Fn(J0). Lo cual implica
que, al menos, una componente de A intersecta a J◦0 . Por un argumento similar
al anteriormente dado, existe D ∈ Cn(J) − Fn(J) tal que snX(D) = χ. Como
χ 6= P n

X , tenemos que D = A. Entonces tenemos que J◦0 ∩ J 6= ∅, lo cual es
una contradicción.

Teorema 65. Sean n ≥ 2 y X ∈ S. Entonces PHSn(X) no es homeomorfo
a HSn(X).

Demostración. Sean S una curva cerrada simple de X tal que S es la unión
de dos arcos libres maximales K y L y supongamos que K ∩L = {v, w} y que
h : PHSn(X)→ HSn(X) es un homeomor�smo.

Caso 1: n ≥ 3. A continuación veremos que X y h satisfacen las hipótesis
del Lema 62. Dado que h es un homeomor�smo, h(PHLn(X)) = HLn(X).
Lo cual, recordando la de�nición de PHDn(X), implica que h(PHDn(X))
= HDn(X). Entonces, por el Lema 56(a), para cada J ∈ AS(X), existe Jh ∈
AS(X) tal que:

h(qnX(〈J◦〉n ∩ C1(X))− {F n
X}) = snX(〈J◦h〉n ∩ C1(X))− {P n

X}

⊂ snX(〈J◦h〉n)− {P n
X}.

Dado que la correspondencia entre las componentes de PHDn(X) y las com-
ponentes de HDn(X) es inyectiva, obtenemos que la relación J 7→ Jh entre
AS(X) y AS(X) es una biyección. Entonces, por los Lemas 62, 63 y 64:

2 =| h({F n
X , q

n
X({v, w})}) |=

|
⋂

[clHSn(X)(h(qnX(〈J◦〉n)={F n
X})) : J ∈ {K,L}] |=

|
⋂

[clHSn(X)(s
n
X(〈J◦h〉n)={P n

X}) : J ∈ {K,L}] |=| {P n
X} |= 1
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Claramente esto es una contradicción. En conclusión, PHSn(X) yHSn(X)
no son homeomorfos.

Caso 2: n = 2. Dado que las de�niciones de PHE2(X) y HE2(X) están
dadas en términos de propiedades topológicas, tenemos que h(PHE2(X)) =
HE2(X). Por el Lema 56(b), las componentes de PHE2(X) son los con-
juntos de la forma q2X(〈J◦, K◦〉2)−{F 2

X}, en donde J, K ∈ AS(X) y, por
el Lema 56(b), las componentes de HE2(X) son los conjuntos de la forma
s2X(〈J◦, K◦〉2) − {P 2

X}, en donde J, K ∈ AS(X). De esto tenemos que, da-
dos J ∈ {L,K}, existen Jh, Kh ∈ AS(X) tales que h(q2X(〈J◦〉2) − {F 2

X}) =
s2X(〈J◦h, K◦h〉2)−{P 2

X}. Como las de�niciones de ∂PHL2(X) y ∂HL2(X) están
dadas en términos de propiedades topológicas, tenemos que h(∂PHL2(X)) =
∂HL2(X). Por el Lema 53, F 2

X /∈ ∂PHL2(X) y P 2
X /∈ ∂HL2(X). Lo cual

implica que:

h(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦〉2)) = ∂HL2(X) ∩ s2X(〈J◦h, K◦h〉2)

y
h(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦〉2)) = ∂HL2(X)− s2X(〈J◦h, K◦h〉2).

Entonces h(PHDS(J, J)) = HDS(Jh, Kh). Como J ∈ {L,K}, esto contradice
el Lema 61. Por lo cual, PHSn(X) y HSn(X) no son homeomorfos.

Corolario 66. Sean n ≥ 2 y m ≥ 3. Si X es la suspensión topológica de la
unión ajena de m continuos localmente conexos, de los cuales al menos dos
de ellos son degenerados; entonces PHSn(X) no es homeomorfo a HSn(X).

Demostración. Sean W la unión ajena de m continuos localmente conexos, de
los cuales al menos dos son degenerados, digamos a y b, yX la suspensión sobre
W . Es claro que X contiene una copia de la suspensión topológica de {a, b}; la
cual es una curva cerrada simple S. Dado que m ≥ 3, | S ∩ clX(X − S) |= 2.
Por lo que, S es una curva cerrada simple en X, la cual es la unión de dos
arcos libres; por lo que, el corolario se sigue del Teorema 65.
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5.3. Grá�cas �nitas

En esta sección probaremos que las grá�cas �nitas con al menos un punto
de rami�cación, diferentes de un k-odo simple producen PHS2(X) y HS2(X)
no homeomorfos.

Las de�niciones que usaremos a continuación son las que se han presentado
en secciones previas.

El siguiente lema es la conjunción del Lema 6 de esta tesis y el Lema 2.4
de [16]; la prueba es muy similar en ambos casos (ver demostración del Lema
6 de esta tesis).

Lema 67. Sea X una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅ y sea n ∈ N. Entonces
para cada vecindad U de F n

X en PHSn(X) (vecindad U de P n
X en HSn(X)),

tenemos que dim[U ] ≥ 2n+ 1.

Recordemos el Lema 12(b) de esta tesis: Sea X una grá�ca �nita tal que
R(X) 6= ∅, Entonces las componentes de PHEn(X) son los conjuntos de la
forma qnX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)− {F n

X}, en donde J1, ..., Jm ∈ AS(X), y m ≤ n.

Lema 68. [16, Lema 2.10 partes (a) y (b)] Sea X una grá�ca �nita tal que
R(X) 6= ∅. Entonces las componentes de HEn(X) son los conjuntos de la
forma snX(〈J◦1 , ..., J◦m〉n)− {P n

X}, en donde J1, ..., Jm ∈ AS(X) y m ≤ n.

Teorema 69. Si X es una grá�ca �nita tal que R(X) 6= ∅ y tal que no es un
k-odo simple, entonces PHS2(X) no es homeomorfo a HS2(X).

Demostración. Supongamos que PHS2(X) es homeomorfo a HS2(X). Da-
do que las de�niciones de PHE2(X) y HE2(X) están dadas en términos de
propiedades topológicas, tenemos que h(PHE2(X)) = HE2(X). Por el Lema
12(b) de esta tesis, las componentes de PHE2(X) son los conjuntos de la forma
q2X(〈J◦, K◦〉2)−{F 2

X}, en donde J, K ∈ AS(X), y, por el Lema 68, las compo-
nentes deHE2(X) son los conjuntos de la forma s2X(〈J◦, K◦〉2)−{P 2

X}, en don-
de J, K ∈ AS(X). Por lo tanto, dado J ∈ AS(X), existen Jh, Kh ∈ AS(X) ta-
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les que h(q2X(〈J◦〉2)−{F 2
X}) = s2X(〈J◦h, K◦h〉2)−{P 2

X}. Como las de�niciones de
∂PHL2(X) y ∂HL2(X) están dadas en términos de propiedades topológicas,
tenemos que h(∂PHL2(X)) = ∂HL2(X). Por el Lema 67, F 2

X /∈ ∂PHL2(X)
y P 2

X /∈ ∂HL2(X). Lo cual implica que:

h(∂PHL2(X) ∩ q2X(〈J◦〉2)) = ∂HL2(X) ∩ s2X(〈J◦h, K◦h〉2)

y
h(∂PHL2(X)− q2X(〈J◦〉2)) = ∂HL2(X)− s2X(〈J◦h, K◦h〉2);

por lo que, h(PHD(J, J)) = HD(Jh, Kh).
Como X no es un k-odo simple y tiene al menos un punto de rami�cación,

podemos tomar J0 ∈ AS(X) tal que J0 /∈ AE(X). Ahora, usando los modelos
de PHD(K,L) dados en el Capítulo 1 y los modelos de HD(K,L) dados
en [16, p. 85], podemos ver que, dado que J0 /∈ AE(X), PHD(J0, J0) no es
homeomorfo a HD(K,L), para ninguna pareja K y L ∈ AS(X). Lo cual
contradice el hecho probado en el párrafo anterior. Por lo tanto, PHS2(X) y
HS2(X) no son homeomorfos.



Capítulo 6

Preguntas abiertas

A continuación presentamos una lista de preguntas abiertas fruto del tra-
bajo realizado en esta tesis:

¾Los continuos encadenables tienen PHSn(X) único?

¾Los continuos arbolados tienen PHSn(X) único?

¾Los continuos circularmente encadenables tienen PHSn(X) único?

¾Los continuos tales que todos sus subcontinuos propios son arcos tienen
PHSn(X) único?

¾SiX es un k-odo simple entoncesHSn(X) es homeomorfo a PHSn(X)?

¾Para qué familias de continuos HSn(X) es homeomorfo a PHSn(X)?

¾Para qué familias de continuosHSn(X) no es homeomorfo a PHSn(X)?
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