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Capitulo 1

Introduccion

Los articulos de investigacion matemética son textos complicados. Tratan temas abstrac-
tos y altamente especializados, de los que se presume un conocimiento avanzado por parte
del lector, utilizan una notacién compleja, tienden a obviar resultados basicos del area y con
cierta frecuencia citan como referencia a textos en los cuales no hay una clara exposicion del
elemento referido. En si mismo, este enfoque no es necesariamente nocivo; al final del dia,
estos escritos estan dirigidos a otros expertos en el campo. Su audiencia son personas que
conocen profundamente el contexto en donde se inserta el documento, estan familiarizadas
con la terminologia del autor y dominan las bases sobre las cuales se fundamentan los nuevos
hallazgos. Es perfectamente razonable disenar una herramienta para el individuo que cuente
con la mayor competencia, especialmente si esta pretende usarse para traspasar los limites
del conocimiento humano.

Sin embargo, para alguien que tiene poco tiempo estudiando un campo especifico dentro
de las matematicas, la investigacion relacionada a este resulta intimidante y desalentadora.
Leer una publicacion implica, habitualmente, enfrentarse a un listado aparentemente arbitra-
rio de propiedades, cuyas demostraciones no son siempre claras, estan basadas en resultados
que no estan incluidos en el trabajo o construyen inferencias sobre procedimientos que no
se explican por considerarse en exceso simples. Incluso, en algunos casos, se necesita una
especie de conviccion cientifica para creer ciertas aseveraciones, porque se citan fuentes que
no se pueden verificar: articulos de dificil acceso, observaciones en libros que no cuentan con
ningtn tipo de prueba o ejercicios donde la responsabilidad de la prueba recae en el lector.

Esta brecha entre la investigacion y el aprendizaje es lo que motivo la elaboracion de
esta tesis. Este trabajo quiere fungir como un puente para esta separaciéon, uniendo estos
dos aspectos fundamentales de la ciencia y acercando al alumno promedio a las fronteras
del saber. Intento hacer una suerte de “traducciéon” de un articulo de investigaciéon; me
refiero a facilitar la lectura a alguien que no es un experto en el tema pero quiere llegar a
serlo, abordando los problemas que mencioné anteriormente y buscando que casi todos los
resultados necesarios estén contenidos dentro de esta obra.

Este enfoque —construir una explicaciéon autosustentada— es habitual dentro de las mate-
méticas modernas, aunque siempre debe decidirse hasta qué punto se construye y qué tanto
de las bases se incluye. En el caso de este trabajo, mi eleccion fue dirigirme a los alumnos
de los ultimos semestres de la licenciatura de matematicas con conocimientos en el area de
topologia e inclinacion por los hiperespacios y la teoria de conjuntos.
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Elegi trabajar el articulo Cardinal functions of the hyperspace of convergent sequences,
[10] publicado en 2018 por los doctores Maya, Pichardo y Pellicer, porque me interesan los
hiperespacios topologicos. Si bien es un articulo claro, conciso y riguroso, consideré que puede
ayudar este ejercicio de “traduccion” porque su lectura es aiin muy especializada, dado que
no incluye algunos resultados que podrian parecer sencillos. A continuacién explico la ruta
que sigo:

Para el lector no familiarizado con la idea de los hiperespacios, dedico la mayoria del
segundo capitulo a explicar qué son y como se les da una topologia. Como nocién intuitiva,
un hiperespacio es un espacio topologico basado en una colecciéon de subconjuntos de otro
espacio. Si fuera necesario profundizar mas en el tema que los puntos incluidos, recomiendo
consultar el libro Hyperspaces: Fundamentals and Recent Advances, de A. Illanes y S.B.
Nadler Jr [8].

Las funciones cardinales son asignaciones de conjuntos con cierta propiedad a ntmeros
cardinales. Dentro de la topologia, son herramientas muy valiosas para describir varias pro-
piedades y se han estudiado extensivamente por méas de treinta anos. Examino principalmente
tres de ellas, dedicando los tltimos tres capitulos a la densidad, el peso y el caracter, e incluyo
algunas que derivan de estas. Por la naturaleza de este tipo de funciones, el segundo capitulo
también trata temas sobre aritmética cardinal. En caso de que el lector quiera aprender mas
sobre funciones cardinales, recomiendo el libro Cardinal Functions in Topology: Ten Years
Later de 1. Juhész [9].

Como el protagonista de esta obra es el hiperespacio de sucesiones convergentes no tri-
viales, uso el tercer capitulo para establecer algunas de sus propiedades generales. Ademas,
mencionaré brevemente dos funciones cardinales mas: la cofinalidad y la celularidad.

Aunque el texto sobre el que esta basada esta tesis incluye otras funciones cardinales,
acoto el tratamiento a las que mencioné antes. Por otro lado, incorporo algunos resultados
de otro articulo de los mismos autores, General properties of the hyperspace of convergent
sequences, [11], para abarcar mas informacion sobre el tema. En caso de que el lector se viera
inclinado hacia estudiar este hiperespacio con mayor profundidad, se le invita a consultar
el trabajo que han desarrollado los investigadores Garcia Ferreira, Ortiz Castillo, Rojas
Hernéndez, Maya, Pellicer Covarrubias y Pichardo Mendoza, entre otros ([1], [3], [4], 5],
[12], [15]).



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Notacion

El simbolo w denotara tanto al primer ordinal infinito como al primer cardinal infinito. En
particular, consideraremos a los enteros no negativos como ordinales, de manera que n € w
implica que n = {0,...,n — 1} y que w\n ={k € w: k > n}. El conjunto w \ {0} quedara
denotado por N. Usaremos w; para referirnos al primer ordinal no numerable. El sucesor de
un cardinal infinito  es el ordinal k+1 = kU{k}, por lo que los simbolos i € k+1,i < k+1
e 1 < k representan lo mismo. Como de costumbre, ¢ representara la cardinalidad de la recta
real, R.

Si X es un conjunto, el simbolo | X| representaré la cardinalidad de X . Si k es un cardinal,
usaremos los simbolos [X]*, [X]|=F, [X]<* para referirnos a familias de subconjuntos de X que
tienen cardinalidad x, < Kk y < &, respectivamente. Particularmente, [X]<“ es la coleccion
de todos los subconjuntos finitos de X, [X]“ la de los subconjuntos infinitos numerables y
[X]<"*! la de los subconjuntos de X con a lo mas n puntos, siempre que n € w.

Si X es un conjunto, denotaremos por | J X al conjunto {z € y : y € X}. Otra notacion
para este ultimo sera Uye <Y, 0, en el caso en que X esté indexado por algin conjunto 7,
escribiremos |J,¢; Ya-

La coleccion de todos los subconjuntos de un conjunto X quedara denotada por el stmbolo
P(X).

Para una funcion f : X — Y, el simbolo I'm(f) representara su imagen, mientras que
Dom(f) indicara su dominio. Dado un subconjunto A de Dom/(f), el conjunto { f(z) : x € A}
estara denotado por f[A]. Por otra parte, si B C X, utilizaremos la notacion f [p para
referirnos a la funcion f [g: B — Y dada por f [ (z) = f(x), para cada = € B.

El producto cartesiano de una familia de conjuntos { X, : a € I}, es decir, el conjunto de
todas las funciones f que van de I a |J,.; Xo de manera que f(a) € X,, para cada o € I,
estard denotado por [, .; X,. Otra manera de referirnos a los elementos de [], ., X, serd
como puntos de la forma (z,)aer con z, € X, para cada o € I.

ael

A lo largo de esta tesis, el término espacio se referird a un espacio de Hausdorff. Para un
espacio X, el simbolo 7x se referira a la coleccién de subconjuntos abiertos de X. Ademas,
para un conjunto A C X, usaremos la notacion intx(A) y XX para senalar su interior en X y
su cerradura en X, respectivamente. En caso de que no haya riesgo de confusion, escribiremos
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int(A) y A.

Dado un conjunto linealmente ordenado X, la coleccion de todos los intervalos del tipo
(a,b), con a,b € X, forma una base para una topologia sobre X [14, Seccion 14, p. 95|. En
caso de que X tenga un elemento minimo @y o un maximo by, agregaremos a esta coleccion
los intervalos del tipo [ag, b) o (a, by], respectivamente, para conformar la base. Llamaremos
a estos espacios espacios linealmente ordenados.

El simbolo ,,.; X, denotara la suma topologica de la familia de espacios {X, : o € I'}
(ver |2, Seccion 2.2, p. 74]).

Utilizaremos los simbolos logicos A, 3y V para referirnos al conector 16gico de conjuncion,
al cuantificador existencial y al cuantificador universal, respectivamente.

2.2. Aritmética Cardinal

El objetivo central de este trabajo sera establecer relaciones entre las funciones cardinales
de un espacio X y aquellas de su hiperespacio de sucesiones convergentes S.(X), el cuéal
definiremos méas adelante. Sin embargo, para poder llegar a esto, necesitamos primero tener
claras algunas propiedades de la aritmética cardinal. Por el enfoque de esta tesis, todos los
numeros cardinales que consideremos en esta secciéon seran infinitos.

Definicion 2.2.1. Sea {r; : ¢ € I} una familia de nimeros cardinales. Consideremos una
familia de conjuntos ajenos dos a dos {4; : @ € I} de manera que, para cada ¢ € I, ocurra
que |A;| = k;. Definimos la suma de {x; : i € I} como:

2 m= A

el iel

Notemos que siempre que tengamos una familia de conjuntos ajenos dos a dos {A4; : i € I},
ocurrird que a € |J,c; A; si y solo si existe un tnico ¢ € I para el que a € A;. Por esto, para
esta seccion, cada elemento a € (J,.; A;i quedara denotado por a;, haciendo referencia al
conjunto dentro de la unién al que este pertenece.

Los siguientes dos resultados garantizardn que la definicién anterior es legitima.

Proposicion 2.2.2. Sean {A; : i € I} y {B; : i € I} familias de conjuntos ajenos dos a
dos y {fi : Ai — B;|i € I} una familia de funciones bien definidas. Entonces la funcion
f=Uier fi ¢+ Uies Ai — U,e; Bi dada por f(a;) = fi(a;) estd bien definida. Mds azin:

1. Si para cada i, € I la funcion f; es inyectiva, entonces f es inyectiva.

2. Si para cada i, € I la funcion f; es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.

3. St para cada i, € I la funcion f; es biyectiva, entonces f es biyectiva.
Demostracion. Supongamos que para cada ¢ € I la funcién f; : A; — B; esta bien definida.
Sea a; € J;c; Ai- Se sigue que f(a;) = fi(a;) € B; € J,; Bi, mostrando que, en efecto, f
esta bien definida.

Presupongamos ahora que para cada ¢ € [ la funciéon f; es inyectiva. Veamos que f es
inyectiva. Para ello, consideremos z;,y; € |J,c; A distintos. Tomamos dos casos:
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Caso 1: 7 = j. Debido a que la funciéon f; es inyectiva, tendriamos que:
f(@i) = filzi) # filyi) = f (i)
Caso 2: i # j. En este caso, como B; N B; = (), se sigue que:
f(x:) = filzi) # f3(y;) = f(y)).

Por lo tanto f es inyectiva.

Por otra parte, si para cada ¢ € [ sucediera que f; fuera sobreyectiva, ocurriria que
flUier Ail = U,ep filAi] = U,e; Bi, comprobando la sobreyectividad de f.

Por dltimo, notamos que la tercera afirmaciéon de la proposicién es una consecuencia de
las dos anteriores, concluyendo la demostracion. O]

Lema 2.2.3. Si {A;:i €1} y{A,:iec I} son familias de conjuntos ajenos dos a dos tales
que |A;| = |Aj| para toda i € I, entonces |U;c; Ai| = |Uies Abl-

Demostracion. Como para cada i € I, se tiene que |A;| = |A%|, podemos considerar una
funcion biyectiva f; : A; — A.. Luego, por la Proposicién 2.2.2, sabemos que la funciéon
Uier fi + Uier Ai — Uic; Al esta bien definida y es biyectiva. Por lo tanto, |J;c; Ai| =
[Uier Al m

Notemos que en el caso en que la familia {4; : ¢ € I} no consistiera de conjuntos ajenos
dos a dos, tendriamos que limitarnos a la desigualdad |lee / Ai‘ <D ier K

Durante el resto de esta seccion iremos obteniendo propiedades relevantes de la suma
infinita de cardinales, que culminaran en el Teorema 2.2.13.

i€l

Lema 2.2.4. Sean {k; : i € I} y {\; : i € I} familias de nimeros cardinales tales que
ki < A; para toda i € 1. Entonces Y, ki < Y .cr M-

Demostracion. Sean {A; : i € I} y {B; : i € I} familias de conjuntos ajenos dos a dos, que
cumplan que, para cada i € I, se dan las igualdades |A;| = k; y |Bi| = Ai.

Como para cada ¢ € [ sabemos que k; < )\;, podemos tomar una funcién inyectiva
fi + A; = B;. Entonces por la Proposicion 2.2.2, la funcion U, fi + U,;e; Ai = U,y Bi esta
bien definida y es inyectiva. Asi, {U Ai} < }Uiel Bi}, o, en otras palabras, > .. ki < D .o A

[

el

Como sucede con los niimeros naturales, existe una relaciéon entre la suma y el producto
de ntmeros cardinales. Para poder establecerla, necesitamos primero definir el producto de
cardinales.

Definicion 2.2.5. Sean k y A numeros cardinales. Consideremos A y B conjuntos de manera
que |A| =k y |B| = A. Definimos el producto de x por A como la cardinalidad del producto
cartesiano de A por B. En simbolos, k- A = |A x B|.

El préoximo lema mostrara que esta operacion entre cardinales esta bien definida.

Lema 2.2.6. Sean A, A', B y B" conjuntos de manera que |A| = |A'| y |B| = |B’|. Entonces
|Ax B|=|A"x B|.
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Demostracion. Consideremos dos funciones biyectivas fu : A — A’y fp : B — B'.
Definimos la funcion f: A x B — A’ x B’ dada por f((a, b)) = (fA(a),fB(b)). Como fay
fB estan bien definidas y son biyectivas, f estd bien definida y es biyectiva. Asi |A x B| =
|A” x B'|.

O

Claramente, para dos ntimeros cardinales K y A ocurre que K - A = A- Ky que Kk < K- A.
De nuevo, como en los nimeros naturales, se puede definir la exponenciaciéon cardinal.

Definicion 2.2.7. Sean xk y A niimeros cardinales. Consideremos dos conjuntos A y B tales
que |A| = k y |B| = A. Definimos * = |AB| = |{f : B— A f es una funcién}|.

Como con la suma y el producto, usaremos un lema para garantizar que nuestra operacion
de exponenciacion esta bien definida.

Lema 2.2.8. Consideremos cuatro conjuntos A, A', B y B’ tales que |A| = |A’| y |B| = |B’|.
Entonces |AB| = [(A)P'|

Demostracion. Sean f4 : A — A’y fg : B — B’ funciones biyectivas. Observemos que
para cada g € AP la funcién h, = faogo f5' es un elemento de (AP, Ademés, para cada
b € B sucede que hy(f5(b)) = fa(g(b)). Asi, definimos la funcion F : AP — (4")P" dada
por F(g) = hy, que por lo anterior esté bien definida.

Mostraremos que F' es biyectiva. Para la inyectividad, supongamos que g;, g € AP son
distintas. De esta manera, existe b € B para el cual ¢;(b) # g2(b). Como fp es una funcion
biyectiva, existe un tnico v’ € B’ tal que (f5) (V') = b. Luego, como f4 es inyectiva, se tiene
que hy (V) = (f4.0 g1 0 f5)(0) = (fa 0 91)(b) # (Fa0 2)(b) = (f4 092 0 f5)(¥) = hgy (1),
evidenciando que F'(g1) # F(g2). Se sigue que F' es inyectiva.

Por altimo, si hy € A’Z’, entonces la funcion gy = f1tohgo f es un miembro de A” tal
que F(go) = hgy = fao (f4  ohoo fg)o fz' = hg. Por ello, F es sobreyectiva y, por ende,
biyectiva. Concluimos que |[AZ| = [(A")F].

0

Proposicion 2.2.9. Sean k y A niumeros cardinales. Entonces sucede que k + k = 2 - K.

Demostracion. Sea A un conjunto tal que |A| = k. Entonces, 2« es el cardinal de {0, 1} x A.
Notemos que {0,1} x A = ({0} x A)U ({1} x A). De esta manera:

2k = [{0,1} x Al = [({0} x A)U ({1} x A)| = [({0} x A)|+ ({1} x A)| = 5 +&.
]

La siguiente proposiciéon es muy importante en la teoria de nimeros cardinales. Sin em-
bargo, su prueba es muy extensa y se desvia bastante del objetivo de este trabajo. Por ello,
invitamos al lector a consultarla en [7, Lema 7.33(n) y Ejemplo 4.58, p. 167 y p. 64].

Proposicién 2.2.10. Sea k un nimero cardinal. Entonces k* = k- k = K.

Corolario 2.2.11. Sean k y A niumeros cardinales y n € w. Entonces ocurre que:
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1. K- X =méx{k, \},
2. K+ A =max{k,\} y

3. K" =K

Demostracion. Para probar el primer inciso, basta notar que, sin pérdida de generalidad, si
k < A, entonces, por la Proposicion 2.2.10, méx{rk,A\} = A < k- A < X- A=)\ =mix{r, \}.
El segundo inciso se comprueba de manera similar, observando que si k < A, se sigue por
la Proposicion 2.2.9 y el inciso anterior que max{r,A\} =A<k + A< A+ A=2-A=\=
max{r, A\}.
Para el tercer enunciado procederemos por induccion. El caso base, es decir n = 2, se tiene

por la Proposicién 2.2.10. Supongamos que "~ ! = k. Entonces kK = k-k = k-1 = x". O

Lema 2.2.12. Sean k y A numeros cardinales y {k; : i € A} una familia de nimeros
cardinales tales que, para cada i € I, ocurre que k; = k. Entonces:

Z/{i:Z/{i:KJ-A.

1EA <A

Demostracion. Sean Ay B conjuntos tales que |A| = k y |B| = A. Observemos que tenemos
la igualdad A x B = [J,cp(A x {b}). Ademas, como |B| = A, a cada elemento b € B le
corresponde un tinico i € A; es decir, | Jycp(A X {b})] = | U, (A x {i})]. Por ello, notando
que |A x {i}| = k; para cada i € \, se tiene que

ke d=14x Bl = JAx o)) = [UJAx i) =
]

Esto nos lleva al teorema definitivo sobre aritmética cardinal, el cual nos permitira operar
facilmente con conjuntos de gran cardinalidad.

Teorema 2.2.13. Sean \ un cardinal infinito y, para cada o < X\, Ko un cardinal no nulo.
Tomemos k = sup{k, : @ < A}. Entonces:

Z/{a:)\-ﬁ.

a<A

Demostracion. Por un lado, para cada a < A, ocurre que k., < K, asi que los Lemas 2.2.4 y

2.2.12 garantizan que:
ZRQSZRZ/{-/\:/\-/{.
a< a<A
Por otra parte, usando los mismos lemas, notamos que A = > 1 <" | K,. También,
Ka < D ncrFa Para cada a < Ay, como k = sup{k, : @ < A}, podemos asegurar que
K < Yo Ka- Por el Corolario 2.2.11, concluimos que

Ak =max{\, k} < Z/@'a.

a<
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Corolario 2.2.14. Si {k; : i € I} es una familia de nimeros cardinales para la cual ocurre
que |I| < sup{k; : i € I}, entonces:

Z/{i:sup{/{i:iel}.

i€l
[

Como veremos mas adelante, las familias finitas de subconjuntos de un conjunto X seran
de particular importancia en esta tesis. Por ello, es relevante conocer la cardinalidad de la
coleccion [X|<v.

Lema 2.2.15. Sea X un conjunto tal que | X| =k > w. Entonces |[X]|<¥| = k.
Demostracion. Primero observemos que {{z} : z € X }= [X]' C [X]<, asi que:

k< |[X]]. (2.1)
Ahora bien, notemos que [X]<“ =], . [X]", por lo que:

Ui

new

X~ = =D X1l (2:2)

new

Mostraremos a continuacién que para cada n € w se tiene la desigualdad:

I[XT]"| < &. (2.3)
Fijemos n € w, sea D,, ={(z;)-; € X" : Vi,j € {1,...,n}(i # j) entonces z; # x;} y
consideremos la funcion

f:D, C X" — [X]" dadapor [f((x;) ;) =1z},

Como cualquier elemento del conjunto D,, debe de tener exactamente n coordenadas distintas
dos a dos, ocurre que Im(f) C [X]", comprobando que f esta bien definida.

Veamos que f, ademas, es suprayectiva. Sea {a;}!; € [X]". Si ocurriera que para algunas
i,j € {1,...,n}, distintas, se diera que a; = a;, entonces {a;}?_; € [X]™ para alguna m < n,
contradiciendo la eleccion de {a;}! ;. De esto, deducimos que (a;)-,; € D, vy, por ello,
f((ai);) = {a;},. Por lo tanto, f es suprayectiva, lo que a su vez implica que | X™| > |[X]"].

Recordemos que, bajo la Definicion 2.2.7, de exponenciacion de cardinales, |X"| =
| X|'"l = | X|". Por ende, invocando el Corolario 2.2.11, notamos que:

po= A= X=X > (XD

Usando el Lema 2.2.4, observamos que ) |[X]|"| < >, ., & Luego, la igualdad (2.2) y
el Corolario 2.2.14 muestran que |[X]<“| < k. Finalmente, por (2.1), obtenemos que |[X]<¥| =
K. [

Corolario 2.2.16. Si X es un conjunto tal que | X| =k > w, entonces |[X]|5¥| < k¥,
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Demostracion. Notemos que |[X]=¥| = |[X]<¥| + |[[X]“|. Por el Lema 2.2.15, sabemos que
[[X]<¥| = K, asi que, gracias al Corolario 2.2.14, basta con mostrar que |[X]¥]| < k.
Observemos que X“ = {f : w — X | f es una funcion}, es decir, X* es el conjunto de
todas las sucesiones (en el sentido cléasico) de X. Por otra parte, cada elemento de [X]“ es de
la forma {;}ic,, con x; € X, para cada i € w. En otras palabras, cada elemento de [X]* es
la imagen de una funciéon f : w — X dada por f(i) = z;. Por ello, el conjunto X* tiene al
menos tantos elementos como [X]¥. Concluimos por el Lema 2.2.8 que |[X]¥| < | X¥| = k¥,
asegurando que |[X]=¥] < k*.
[l

Similarmente, la cardinalidad de la unién de un conjunto sera algo con lo que estaremos
lidiando a menudo. Debido a esto, introduciremos el siguiente resultado.

Lema 2.2.17. Sea A un conjunto. Entonces ||JA| < |A| -sup{|B|: B € A}.

Demostracion. Sean k = |A| y A = sup{|B| : B € A}. Como k = |A|, podemos indexar al
conjunto A con k, es decir, A = {B, : a < k}. Ahora, si para cada a < &, fijamos \, = |B,|,
podemos escribir B, = {by s : f < Ao}

Definimos la funcion f : k x A — |J A dada por f((a, 5)) = b, 3, la cual, por el parrafo
anterior, esta bien definida y es sobreyectiva. Por lo tanto, [|JA| < |k X A| = k- A O

2.3. Definiciones y Topologia General

Una vez tratadas estas nociones basicas de ntmeros cardinales y aritmética cardinal,
podemos retomar el rumbo hacia el estudio de nuestro objetivo central: las funciones car-
dinales en el hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales. Para ello, comenzaremos
con definiciones relacionadas a la topologia general.

Diremos que un espacio es denso en si mismo si no cuenta con puntos aislados.

Una red bdsica de un espacio X es una familia de conjuntos N para la cual, para cada
punto z € X y cada vecindad abierta U que contiene a x, existe B € N tal que z € B C U.

Si A es una familia de subconjuntos de algin conjunto X y tenemos Y C X, la traza de
AsobreY es AY ={YNA:Aec A}

Una sucesion convergente en un espacio topologico X es una funcion f : w — X para
la cual hay un zy € X con la siguiente propiedad: para cada U € 71x, con xy € U, existe
n € w tal que flw\n| C U. En dado caso, diremos que f converge a xg, y denotaremos este
hecho por nh_{{)lo f(n) = xy. De manera similar al producto cartesiano, escribiremos (f(n))new

para referirnos a f. Si |[Im(f)| = w diremos que f es no trivial.

Definicion 2.3.1. Una familia celular en un espacio topolégico X es una familia de conjun-
tos abiertos, no vacios, que son ajenos dos a dos. A la coleccion de todas las familias celulares

finitas de X se le denota con €(X).

Con relacion al concepto de sucesion convergente en un espacio topologico, a lo largo de
esta tesis haremos uso de la siguiente nocion:



16 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definicion 2.3.2. Sean (X, 7x) un espacio y S C X. Diremos que S es una sucesidn con-
vergente no trivial en X si S € [X]¥ y existe x € S de manera que S\ U € [X]|<“ para cada
Uerxconzel.
En dado caso, diremos que x es un punto limite de S o bien que S converge a x, denotando
esto por lim S = z.

Definicion 2.3.3. Si S es una sucesion convergente no trivial en un espacio X, diremos que
{z,, : n < w} es una enumeracion adecuada de S si ocurre que S = {z,, : n < w}, lim S = z,,
y x; # x; siempre que i < j < w.

Lema 2.3.4. Sea X un espacio y consideremos una sucesion convergente S C X. Entonces
S converge a un unico x € X.

Demostracion. Supongamos que existen xq, ro € X distintos tales que lim S = z1 y lim S = z».
Como X es de Hausdorff, tomemos dos abiertos ajenos U; y Uy de manera que z; € Uy y
x9 € Uy. Luego, S\ Uy, S\ Us € [X]|<“. Sin embargo, como S NU; C S\ Us, se sigue que:

S| =[(SNU)UES\U)|=[SNU|+|S\Ui| < |S\Us| + |5\ Ui] <w,

lo cual es una contradiccidn. O

Algunos Conceptos de Topologia General

Recordemos que los espacios topologicos que trataremos seréan espacios de Hausdorff.

Proposicion 2.3.5. Si X es un espacio sin puntos aislados entonces X es infinito.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existe n € w tal que X = {x;} ;.
Como, para cadai € {1,...,n}, el conjunto {z;} es cerrado, entonces el conjunto {xs, ..., x,}
es cerrado. Luego, {z1} es un subconjunto abierto de X, lo cual implica que z; es un punto
aislado de X.

m

La nocién de conjuntos cero y co-cero, que introduciremos a continuacion, serd de parti-
cular importancia cuando tratemos espacios de Tychonoff.

Definicion 2.3.6. Sea X un espacio. Decimos que A C X es un conjunto cero de X si existe
una funcién continua f : X — [0, 1] tal que A = f~'({0}).

Llamaremos al complemento de un conjunto cero de X un conjunto co-cero de X. Otra
manera de decir esto es que B C X es un conjunto co-cero de X si existe una funcién
continua g : X — [0,1] de manera que B = g~'((0,1]).

Proposicion 2.3.7. Sean X un espacio, n € w y {A;}!, una familia de conjuntos co-cero
(cero, respectivamente) de X . Entonces ﬂ?zl A; es un conjunto co-cero (cero, respectivamen-

te) de X.
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Demostracion. Procederemos por induccion sobre n. Supongamos primero que A; y Ay son
conjuntos co-cero de X. Entonces existen dos funciones continuas f; : X — [0,1] y fa :
X — [0,1] de manera que 4; = f;'((0,1]) y 4> = f3'((0,1]). Consideremos la funcién
producto fi- fo : X — [0, 1] dada por (f1- f2)(a) = fi(a)fa(a). Asi, fi- fy esté bien definida
y es continua. Mostraremos que A; N Ay = (f1 - f2)7*((0,1]). Sea z € X. Consideramos dos
casos:

Caso 1: x € X\ (A; N Ay).
Observemos que fi(z) =00 fo(z) =0, asi que (f; - fo)(z) = 0.

Caso 2: x € A; N A,.

En este caso se tiene que fi(z) > 0y fa(x) > 0. Luego, (f1- f2)(x) = fi(z) fo(z) > 0;
es decir, (f1- f2)(z) € (0, 1].

De los dos casos, llegamos a que A; N Ay = (fy - fo)™? ((07 1]), confirmando que A; N A,
es un conjunto co-cero de X.

Supongamos ahora que A; y Ay son conjuntos cero de X. Consideremos dos funciones
continuas g1 : X — [0,1] y g2 : X — [0,1] tales que A; = g7 ({0}) y 4> = g5 ' ({0}). De-
finimos la funcién méx{gi, g»} : X — [0, 1] dada por max{gi, g2} (x) = max{g,(z), ga(x)}.
Observemos que estéa bien definida y es continua (|2, Ejemplo 1.4.3, p. 29]), por lo que resta
probar que A; N Ay = (méx{gl, gg})_1 ({O}) Tomemos x € X y consideremos dos casos:

Caso 1: z € X \ (A1 N A,).

Siz e X\ Ay, ocurre que gi(z) > 0, asegurando que méax{gi, go}(z) > 0. Anéloga-
mente, si © € X \ Ay, sucede que go(x) > 0, garantizando que méx{g, g»}(z) > 0.
De esta manera, max{gi, g2}(z) € (0, 1].

Caso 2: x € A; N A,.

Notemos que ¢;(x) = 0 = go(x), de lo que se sigue que méx{g;, g2}(z) = 0.

De ambos casos, deducimos que A; N Ay = (mzix{fl, fg})_l({O}). En otras palabras,
A1 N As es un conjunto cero de X.

Por tltimo, presupongamos ahora que {A4;}" ; es una familia de conjuntos co-cero (cero,
respectivamente) de X y que ﬂ;:ll A; es también un conjunto co-cero (cero) de X. Por el
razonamiento expuesto para n = 2, inferimos que la interseccion [);_; 4; = (ﬂ?:_ll A) N A,
es un conjunto co-cero (cero, respectivamente) de X.

]

La siguiente caracterizacion de los espacios de Tychonoff usa precisamente los conjuntos
CO-CerTO.

Lema 2.3.8. Un espacio topoldgico es de Tychonoff si y sélo si tiene una base de conjuntos
co-cero.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Tychonoff. Sean x € X y U € 7x
tal que x € U. Entonces X \ U es un subconjunto cerrado de X que no contiene a z, asi
que existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0y f [x\v)= {1}. Sea
V ={y e X : fly) <3} vy consideremos la funcion g : X — [0,1] dada por g(z) =
|f(2) — 3 — | f(2) — 3||- Por un lado, g est4 bien definida y es continua ([2, Ejemplo 1.4.3, p.
29]). Ademas, para cualquier y € X tal que f(y) > 3, ocurre que g(y) = 0. Dicho de otro
modo, g[{y € X : f(y) > 1)}] = {0}. De esta manera, V es un conjunto co-cero que cumple
que x € V C U. Por lo tanto, X tiene una base de conjuntos co-cero.

Presupongamos ahora que X cuenta con una base, B, de conjuntos co-cero. Sean x € X
y F un subconjunto cerrado de X tal que z ¢ F. Como X \ F € 7x y © € X \ F, existe
B € Btal que x € B C X \ F; por ello, hay una funcién continua f : X — [0, 1] para la
cual f‘l((O, 1]) = B. Debido a que x € B, ocurre que f(x) > 0. Definimos la funcion:

h:[0,1] — [0,1] dada por h(y) = { (J)‘_(_g) +1 z z i [J(f)ii)(x)]

Observemos que si y = 0, entonces h(y ) = 1. También, si y > f(x), se tiene que h(y) = 0.
Por ultimo, si y < f(x), entonces 0 < iE) ) + 1 < 1. Por ello, h esta bien definida. Por otra
parte, las funciones h [(o r(z)] ¥ P [[f(2),1) SOn continuas, asi que h es continua.

Consideremos la funcion ¢’ := h o f : X — [0,1]. Como f y h son continuas entonces ¢’
es continua. Ademas ¢g(z) =0y g [p= {1}. Por lo tanto, X es un espacio de Tychonoff. [

2.4. Hiperespacios

El proposito de este trabajo es el estudio de la coleccion de todas las sucesiones conver-
gentes no triviales en un espacio X (en el sentido de la definicion 2.3.2). Para estudiar esta
coleccion, seria deseable contar con alguna manera de establecer relaciones entre ella y el
espacio original. Por lo mismo, serfa conveniente desarrollar herramientas topolégicas que
nos permitan indagar sobre colecciones de subconjuntos de un espacio. Afortunadamente,
este es el tipo de analisis que hace el estudio de los hiperespacios topologicos, los cuales,
precisamente, estdn definidos como colecciones de subconjuntos de un espacio que cumplen
cierta propiedad. Definimos a continuaciéon algunos de los hiperespacios mas comunes.

Definicion 2.4.1. Sea (X, 7x) un espacio. Se definen los siguientes hiperespacios:

= {F € C/j( ): F € [X]="*}, paracadan € Ny
U 7u(X) ={FecL(x): Fe[X]™}

(X)
(X)
S.(X) :={S € £(X) : S es una sucesion convergente no trivial en X},
(X)
(X) =

Observemos que F(X), S.(X) C K(X) CCL(X).
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Topologia de Vietoris

Para poder considerar una topologia sobre CL(X), y, asi, empezar a trabajar sobre S.(X),
haremos uso de la siguiente definicion:

Definicion 2.4.2. Sea X un espacio y consideremos una familia U de subconjuntos de X.
Se define el vietorico de U como:

Uy ={AccL(X): AC|JU A VU eU(ANT # 0)}.
Asi, de manera natural, usaremos la siguiente notacion:

Uy = U NKX)={AeKX):Ac|JU A VYU eU(ANU #0)} y
U)o = U)NS(X) ={S €S.(X): SC|JU A VU €U(SNU # D)}

En el caso en que U = {Uy,...,U,}, el vietorico de U podra ser expresado como
U) = {U,...,U,}) = (Uy,...,U,), simplificando la notacion.

En particular si U,V C X podemos considerar a los siguientes vietoricos, que seran de
gran importancia:

Uy ={AeCL(X):ACU} y
(X,V)={AecCL(X): ANV #0}.

Observemos que para una familia de subconjuntos U de un espacio X, si () € U entonces
(U) = 0. Por ello, a menos que indiquemos lo contrario, de ahora en adelante consideraremos
familias de subconjuntos que no contengan al vacio. Estudiemos ahora algunas propiedades
bésicas de los vietoricos.

Proposicion 2.4.3. Sean X un espacio y Uy, ..., U, subconjuntos de X no vacios. Entonces
se cumplen las siguientes afirmaciones:

1AU, Ui Uy, U = (Uy,. . U).
2. Nis(Ui) = (Nizy Ui
3. (X, U) = (X, UL, ..., U).

Demostracion. Comencemos mostrando que (| J;_, U;, Uy, ..., U,) = (Uy,...,U,). Para ello,
sea A € (U, U;,Un,...,U,). Entonces A C (U, U;) U (U, U;) = U, U; y, como, para
cada i € {1,...,n}, la interseccion A N U; es no vacia, deducimos que A € (Uy,...,U,).

Cuando A € (Uy, ..., U,), notamos que A C J_, U; = (U;—, U;) U(U;—, Us) vy que, también,
0+£ANU; C AN (U, Ui), asegurando que A € (U;_, U, Un, ..., Uy).

La segunda afirmacion es casi inmediata, observando que, para A € CL(X), sucede que
A e i (U;) siy solo si para toda i € {1,...,n} ocurre que A C Uj, es decir, A C (-, U,,
lo cual se da si y solo si A € (N, U;).
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Para la tercera aseveracion, tomando A € (;_, (X, U;) garantizamos que, para cualquier
i€{l,...,n}, el conjunto A N U; es no vacio, asegurando que A € (X, Uy,...,U,). De
igual manera, si A € (X,Uy,...,U,), la definicion de vietérico nos dice que, para cada
i€ {l,...,n}, el conjunto A interseca a U;. Asi, para cada i € {1,...,n}, A es un elemento

del vietorico (X, U;), lo cual tiene como consecuencia que A € (" (X, U;).
]

El siguiente lema nos permitira dotar a CL(X) con una topologia.

Lema 2.4.4. Sean X un espacio y Uy,...,U,, Vi,...,V, subconjuntos de X. Entonces si
consideramos U = J;_, U; y V =L, V}, se tiene que:

(Up,...,U)yn(Vy,..., V) =({U0V,... .U, NV, UNV,...,UNV,).

Demostracion. Primero notemos que por la distributividad de la unién sobre la interseccion:

(O(UmV))U(O(UmVj)):(UﬂV)u(UmV):Umv. (2.4)

i=1 j=1

Procedamos con la demostraciéon del enunciado mediante el método de doble contencién.
Sea A € (Uy,...,U,) N {(Vi,...,V,). Entonces:

AQOU,-:U y Angij:v. (2.5)
i=1 Jj=1

Ademas, para cada i € {1,...,n} y para cada j € {1,...,m} ocurre que:
ANU#0 y AnV; #0. (2.6)

Usando (2.4) y (2.5), llegamos a que:

AgUﬂV:(O(UimV))U(

=1 7

-

U NV;).

1

Por otro lado, para toda i € {1,...,n} y toda j € {1,...,m}, gracias a (2.6), sucede que:
0+£ANU; =ANV)NU; v 0AANV,=(ANU)NV,,

asi que concluimos que A € (UyNV,....U, NV, UNVy,...,UNV,).

Consideremos ahora A € (UyNV,..., U, NV, UNVy,...,UNV,). Entonces por (2.4):
AcUunmyuJwnv)=unv.
i=1 j=1
También, para cadai € {1,...,n} sucede que ) # AN(U;NV) C ANU;. Asi, A € (Uy, ..., U,).
De manera similar, para todo j € {1,...,m} se tiene que § # ANV, y, por ello, A €
(Vi,...,Vp). Por lo tanto, A € (Uy,...,U,)N(V1,..., V), concluyendo la demostracion. [
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Corolario 2.4.5. Sean X un espacio topologico y Uy, ..., U, subconjuntos de X. Entonces
se cumple la igualdad (Uy, ..., U,) = (U, Ui) N (X, Uh) N---N(X,U,).

Demostracion. Basta notar que para cada i € {1,...,n} pasa que X UU; = X. Luego, por
el Lema 2.4.4, en conjunto con el primer y el tercer inciso de la Proposicion 2.4.3:

n n

(Juynx, ) n--n (XU = (JU) 0 (X, Uh,. . Uy) =

= (U nx. (Uv) ntn... (Uo) ntn) = (JUa O, U) =
) :<U17...,Un>.
]

Corolario 2.4.6. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. El conjunto {{U) : U € [tx]|~“} es una
base para alguna topologia de CL(X).

Demostracion. Como (X) = CL(X), basta notar que si W,V € [rx]<“ de manera que
W={Wy,....W,}yV={W,...,V,}, el Lema 2.4.4 nos dice que (W) N (V) es un elemento
del conjunto {(U) : U € [rx]<“}. O

Definicion 2.4.7. Se define la topologia de Vietoris en CL(X) como la topologia generada
por la base:

{{U) - U € [7x]~}.

Para evitar ser redundantes, de ahora en adelante consideraremos a CL(X) como un
espacio topologico con la topologia de Vietoris y tomaremos a S.(X) como subespacio de
CL(X). En consecuencia, una base para IC(X) y S.(X), respectivamente, esta dada por los
conjuntos:

{Ue U € [x]™) = {U) N KX) U € [x]™} y
{{U)e 1 U € [rx]} = {{U) N So(X) 1 U € [rx]™}.

Una vez establecida la topologia sobre CL(X), hay algunas propiedades basicas que es
importante desarrollar para empezar a comprender este espacio.

Lema 2.4.8. Sean X un espacio y U,V C X abiertos (cerrados, respectivamente) en X.
Entonces (U) y (X, V) son abiertos (cerrados, respectivamente) en CL(X).

Demostracion. Supongamos primero que U, V' € Tx. Debido a que X € 7y, se sigue que (U)
y (X, V) son abiertos bésicos de CL(X).

Ahora, si U y V son cerrados en X, se tiene que X \ U, X \ V' € 7x, por lo tanto (X, X \ U)
y (X \ V) son abiertos basicos de CL(X). Como

CLX)\(U) ={A€CLX): AL U} ={AeCLX): AN(X\U) £ 0} = (X, X\ U),
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se tiene que CL(X) \ (U) es abierto en CL(X), y asi, (U) es cerrado en CL(X).

Similarmente:
CLX\N (X, V)={AeCLX): ANV =0} ={AeCL(X): ACX\V}=(X\V),

por lo que (X, V) es cerrado en CL(X).
0

Corolario 2.4.9. Si X es un espacio y U,V C X son abiertos (cerrados), entonces (U). y
(X, V). son abiertos (cerrados) en S.(X). O

La importancia de los vietéricos del tipo (U) y (X, V') quedara evidenciada por el siguiente
resultado, que establecera una subbase para CL(X).

Lema 2.4.10. Si (X, 7x) un espacio topoldgico, el conjunto ¢ = {(U) : U € 7x} U{(X, V) :
V € 1x} es una subbase para CL(X).

Demostracion. Sea B = {{U) : U € [tx]<“}, fijemos n € w y tomemos S C ¢ con [S| = n.
Consideramos tres casos:
Caso 1: § = {{Uy), ..., (U,)} para alguna coleccion {Uy,...,U,} C 7x.

Usando el segundo inciso de la Proposiciéon 2.4.3, notamos que

n n

ﬂS = ﬂ<U1> = <ﬂ Us) € B.

=1 i=1

Caso 2: § = {{X,V1),...,(X,V,)} para alguna coleccion {Vi,...,V,} C 7x.
Por el tercer inciso de la Proposicion 2.4.3, observamos que

n

NS =X V) =(X. W,....V,) €B.

i=1

Caso 3: S = {{Uy),...,(Ux), (X, V1),..., (X, V,,)} para algunos Uy, ..., U, V1,..., Vi, € 7x.
Gracias a la asociatividad de la interseccion, la Proposicion 2.4.3 y el Lema 2.4.4,
llegamos a que:

k m k
S = (U N (X V) ={(U) N (X, Vh,..., Vi) €B.

i=1 j=1 i=1

En cualquier caso, (S € B.

Por otra parte, por el Corolario 2.4.5, cualquier elemento de la base B de CL(X) se puede
expresar como una intersecciéon finita de elementos de (, por lo que podemos concluir que (
es una subbase para CL(X). O

El siguiente lema nos permitira establecer relaciones entre dos familias de subconjuntos
abiertos en un espacio X y sus respectivos vietoricos en CL(X).
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Lema 2.4.11. Sean U y V familias finitas de subconjuntos no vacios de un conjunto no
vacio X. Entonces (U) C (V) si y sdlo si:

a) JUCUVy

b) para cualquier V€V, existe U € U tal que U C V.

Demostracion. Observemos que como () ¢ U, para cada U € U, existe zy € U, de manera
que el conjunto {zy : U € U} es un elemento de (U), garantizando que (U) # ().

Supongamos que () C (V). Sea z € |JU y tomemos A € (U). Asi, AU{z} € (U) C (V),
por lo que z € |JV, confirmando que JU C |JV.

Ahora bien, veamos que dado V' € V, existe U € U tal que U C V. Presupongamos que
ocurre lo contrario. Entonces existe un V{, € V para el cual, para cada U € U, el conjunto
U\ Vp es distinto del vacio. Consideremos para cada U € U un punto zy € U \ V;. Esto
implicaria que {xy : U € U} € ({U) \ (V), lo cual contradice la hipotesis de que (U) C (V).
Con esto, concluimos que dado cualquier V € V existe U € U tal que U C V.

Supongamos ahora que | JU C |JV y que para cualquier V € V, existe U € U tal que

U C V. Veremos que () C (V). Para ello, tomemos A € (U). Entonces para todo U € U

ocurre que ANU # (. Asi, para cada V € V, existe U e U tal que ) # ANU C ANV; es

decir, para todo V' € V sucede que ANV # (). Luego, como A C U C |JV, concluimos
que A € (V). En consecuencia, () C (V).

m

Un resultado importante en el estudio de los hiperespacios es que un espacio X es ho-
meomorfo a su hiperespacio F;(X). Para mostrar esto, presentaremos a continuaciéon una
funcién continua entre el espacio producto X™ y el hiperespacio F,(X).

Lema 2.4.12. Sea X un espacio. Entonces para cada n € w, la funcion
mnt X" — Fo(X) dada por m,((x1,...,2,)) ={21,..., %0}
es continua.

Demostracion. Por el Lema 2.4.10, basta con considerar subconjuntos abiertos del tipo (U)
y (X, V). De acuerdo a esto, tomemos U,V € 7x y fijemos n € w. Primero veremos que:

o (U)) =U" (2.7)

n

Comencemos notando que si (z;)", € U™, tenemos que m,((x;),) = {x;}, € (U);
es decir, (z;)", € 7, '((U)). Asi U™ C 7, }((U)). Consideremos ahora (z;)7, € m, ({U)).
Entonces {x;}", = m,((z;)",) € (U), por lo que, para cada ¢ € {1,...,n} se tiene que
x; € U. Consecuentemente, (z;), € U", lo cual prueba (2.7).

Por otra parte, para cualesquiera 7,j € {1,...,n}, definimos V; =V y X; = X. Mostra-
remos que:

X V) =V X x- xX)UX XV XXX xX)U---UX x---x X xV)=

= U(Vi X HXJ)-
- (2.8)
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Sea (y;), € 7, *((X,V)). Por ello, {y;}", = m.((v:)",) € (X, V), lo cual implica que
existe k € {1,...,n} tal que y, € V. De esta manera:

Wiy € Vi x [T X5 < Ui x [T X))

j#k i=1 i

Ahora fijemos k € {1,...,n} y consideremos (z;)I, € V} X H#k X;. Entonces z, € V, por
lo que m,((z:)~) NV = {2z}, NV # 0. De esto, concluimos que m,((z;)" ;) € (X,V) v,
por ende, (z;)", € m,'((X,V)). Esto prueba (2.8).

Dado que se cumplen (2.7) y (2.8), deducimos que 7, '({U)) y 7, *({X,V)) son abiertos
en X". Por consiguiente, la funcién 7, es continua.

]

Corolario 2.4.13. Cualquier espacio X es homeomorfo a su hiperespacio Fy(X).

Demostracion. Sea X un espacio y consideremos la funcion m : X — Fj(X). Por el
Lema 2.4.12, esta funcién es continua. Veamos que también es biyectiva y abierta.

La biyectividad es casi inmediata. Por un lado, si tomamos z1,x, € X distintos, se tiene
que m(x1) = {z1} # {x2} = m(z2), evidenciando que m; es inyectiva. Por otra parte, si
{z} € F1(X), entonces m(x) = {z}, asegurando que 7 es sobreyectiva.

Para mostrar que 7, es abierta, consideremos una base B para X. Sea B € B. Si x € B,
entonces m(x) = {x} C B. Se sigue que m[B] C (B) N Fi(X). Ahora bien, si {y} €
(B) N F1(X), esto quiere decir que {y} C B. Asi, y € By m(y) = {y}. Por lo tanto,
m[B] = (B) N Fi(X). Por el Lema 2.4.10 y el hecho que B € Tx, el conjunto (B) N F1(X) es
abierto en Fi(X). Deducimos que 7 es abierta y, por ende, un homeomorfismo.

0

Algunas propiedades de CL(X), K(X) y S.(X).

Uno de los beneficios del estudio de los hiperespacios es que, habitualmente, podemos
establecer relaciones importantes entre estos y el espacio original. Por ejemplo, algunos de
los principales axiomas de separacion se preservan entre un espacio y su hiperespacio de
subespacios compactos no vacios.

Lema 2.4.14. Sean X un espacio, A € K(X) yx € X\ A. Entonces existen abiertos ajenos
UwyV tales que ACU yxeV.

Demostracion. Notemos que como X es de Hausdorff, para cada y € A existen abiertos
ajenos Uy y V,, de X tales que y € U, y « € V,,. Debido a que A es compacto y {U, : y € A}
es una cubierta abierta de A, existe una subcubierta finita {U,, : i € {1,...,n}} de A.
Definimos U = {J;", U,, y V =i, Vi los cuales son abiertos en X y cumplen que A C U
y x € V. Para mostrar que son ajenos, podemos observar que si z € U NV, entonces para
algun ¢ € {1,...,n} tendriamos que z € Uy, N'V,,, lo cual es una contradiccion. O

Corolario 2.4.15. Sean X wun espacio, A € K(X) yY € [X \ A]<¥. Entonces existen
abiertos ajenos U y V tales que ACU yY CV.
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Demostracion. Por el Lema 2.4.14, sabemos que, para cada y € Y, existen dos subconjuntos
abiertos y ajenos, Uy, y Us,, de manera que A C Uy, y y € Us,,. Definimos U = mer Uiy
yV = Uer Us,, los cuales son subconjuntos abiertos de X ya que Y es finito. También,
observemos que A C U y Y C V. Veamos que ademas U NY = (). Supongamos lo contrario,
es decir, que z € UNY. Entonces, existe y € Y de manera que x € Uy ,. Sin embargo, debido
a que x € U, ocurre también que x € Uy, lo cual contradice la eleccion de Uy y Us,,. Por
lo tanto, U NV = (. O

Teorema 2.4.16. Sea X un espacio topoldgico Ty. Entonces X es Ty si y sdlo si K(X) es
Ty. En particular, si X es Ty, entonces también lo es S.(X).

Demostracion. Supongamos primero que X es de Hausdorff y consideremos A, B € K(X),
con A # B. Asi, podemos presuponer que existe z € A\ B. Por el Lema 2.4.14, existen
subconjuntos abiertos y ajenos Uy y Us tales que © € Uy y B C Us. Luego, A € (X,Uy)x
y B € (Us)x. Veamos que estos vietoricos son ajenos. Para ello, supongamos lo contrario;
es decir, que existe D € (X, Up)x N (Uy). Entonces D NU; # 0 y D C Uy, de manera que
Uy NUy # 0, lo cual es una contradiccion.

Supongamos ahora que IC(X) es de Hausdorff. Luego, F1(X) C K(X) es de Hausdorft.
Por ultimo, el Corolario 2.4.13 asegura que X es homeomorfo a Fj(X) y, por ende, es un
espacio Hausdorff.

Por ultimo, como S.(X) C K(X), si X es un espacio de Hausdorff se tiene que S.(X)
también lo es. O]

Para mostrar un resultado analogo en espacios de Tychonoff, emplearemos la nociéon de
conjuntos cero y co-cero, que presentamos en la Definicion 2.3.6.

Usaremos también que cualquier funciéon continua entre dos espacios tiene asociada una
funcion continua entre sus hiperespacios.

Proposicion 2.4.17. Sean X y Y dos espacios y f : X — Y wuna funcion continua.
Entonces la funcion f* : K(X) — K(Y) dada por f*(A) = f[A] estd bien definida y es
continua.

Demostracion. Sea A € K(X). Como f es continua, f[A] € K(Y); es decir, f*(A) € L(Y),
evidenciando que f* esta bien definida.

Para la continuidad, gracias al Lema 2.4.10, basta considerar subconjuntos abiertos del
tipo (U)x v (Y, V). Sean U,V € 7y. Argumentaremos que:

(F){O) = (W yaue (f)H (Y. Vi) = (X, f7H(V))x

Observemos que A € (f*)7((U)x) siy solo si f[A] = f*(A) € (U)x; es decir, f[A] C U.
Esto ocurre si y solo si A C f~}(U) o, en otras palabras, (f~(U))k. Por lo tanto,
() (U)) = (FHU))k

Por otra parte, B € (f*)"'((Y,V)x) siy solosi f[B] = f*(B) € (Y, V), lo que significa
que f[B] interseca a V. Esto pasa si y solo si BN f~5V) # (), que es equivalente a que
B e (X, f~4V))x. Concluimos que (f*)~ ( Vik) = (X, f7H(V))k.

Como f es continua, los conJuntos YU ) y f7Y(V) son subconjuntos abiertos de X.
Luego, por el Lema 2.4.8, (f~1(U))x v (X, f~1(V))x son subconjuntos abiertos de K(X).
En consecuencia, f* es continua 0

N
(X,
V)
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Para nuestro trabajo, seré de especial importancia la relacién que hay entre un conjunto
co-cero A de X y sus respectivos vietoricos (A) y (X, A) en K(X).

Lema 2.4.18. Sean X un espacio y A un conjunto cero (co-cero). Entonces (A)x y (X, A)x
son conguntos cero (co-cero, respectivamente) de K(X).

Demostracion. Comenzaremos con los conjuntos co-cero de X. Consideremos A C X y una
funcion continua f : X — [0, 1] tal que A = f71((0,1]). Tomemos f* : K(X) — K([0,1])
dada por f*(B) = f[B]. Por la Proposicion 2.4.17, f* es continua. Sean gy : ([0, 1]) — [0, 1]
v g1 : K(]0,1]) — [0, 1] definidas como ¢o(C') = minC' y ¢;(C) = max C. Recordemos que
estas funciones también son continuas (|2, Ejemplo 1.4.3, p. 29]). Hacemos dos afirmaciones.
Afirmacion (1). (A)x = (goo f*)7*((0,1]).

Tomemos B € (A)x. Entonces como B C Ay f[A] C (0,1], sabemos que f*(B) =
f[B] € (0,1]. Por ello, al ser f*(B) compacto, obtenemos que min f[B] > 0; es decir,
(g0 £)(B) € (0,1].

Ahora, si B € (go o f*)7*((0,1]), esto quiere decir que (go o f*)(B) € (0,1]. Como B €
K(X) y min f*(B) > 0, ocurreq que min f[B] > 0; consecuentemente, B C f~((0,1]) = A.
Se sigue que B € (A)x.

Afirmacion (2). (X, A)x = (g1 0 f*)7((0,1]).

Sea B € (X, A)x. Debido a que f[A] C (0, 1] y BNA es compacto y no vacio, f*(B) = f[B]
interseca al intervalo (0,1] en f[B N A]. Luego, méx f[B] > méax f[B N A] > 0, asegurando
que (g1 o f*)(B) € (0,1].

Por otro lado, considerando B € (g; o f*)7*((0,1]), se tendria que B € K(X) y que
méx f*(B) = max f[B] € (0,1]; es decir, BN A = Bn f7((0,1]) # 0, comprobando que
Be (X, A)k.

De las afirmaciones (1) y (2), confirmamos que tanto (A)x como (X, A)x son conjuntos
co-cero en KC(X).

Ahora bien, observemos que para cualquier conjunto A C X, se cumplen las igualdades:
KON X\ A= (X, A v LX)\ (X X\ A= (A

Por otro lado, sabemos que si A es un conjunto co-cero de X, entonces X \ A es un
conjunto cero de X. Luego, como (A)x v (X, A)x son conjuntos co-cero de IC(X), se sigue
que (X, X \ A)x vy (X \ A)x son conjuntos cero de K(X). Si denotamos B = X \ A, esto se
traduce en que el hecho que B sea un conjunto cero de X implica que (B)x y (X, B)x son
conjuntos cero de K(X). O

Teorema 2.4.19. Sea X un espacio. Entonces X es T3%, es decir de Tychonoff si y solo si
K(X) es T3%. En particular, si X es de Tychonoff, entonces S.(X) es de Tychonoff.

Demostracion. Si K(X) es un espacio de Tychonoff, entonces también lo es Fy(X). Por el
Corolario 2.4.13, sabemos que X es homeomorfo a Fj(X). Se sigue que X es un espacio de
Tychonoff.

Supongamos ahora que X es un espacio T; 1. Por el Lema 2.3.8, X cuenta con una base

B de conjuntos co-cero de X. El Lema 2.4.18 nos dice que si U,V € B, entonces (U)x y
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(X, V)x son conjuntos co-cero de I(X). Ademaés, gracias al Lema 2.4.10, sabemos que los
subconjuntos abiertos bésicos de K(X') son intersecciones finitas de vietéricos del tipo (U)x
y (X, V), con U,V € 7x. Asi, invocando la Proposicién 2.3.7, deducimos que los subcon-
juntos abiertos béasicos de IC(X') son conjuntos co-cero. Por lo tanto, usando nuevamente el
Lema 2.3.8, concluimos que (X)) es un espacio de Tychonoff.

O

Es importante mencionar que, aunque se aleja del enfoque de este trabajo, este resultado
también se cumple para espacios T3. Si el lector quisiera consultar esto, se puede referir a
[13, Inciso 4.9.10 del Teorema 4.9, p. 163].

Por otra parte, para espacios T} no se tiene esta propiedad (|2, Ejercicio 3.12.27 (b), p. 244]).

Definicion 2.4.20. Sean X un espacio y x € X. Definimos el conjunto
S(X,z) ={5€S(X):limS = z}.

Asi, podemos definir al conjunto de puntos limite de X como Lx = {y € X : S.(X,y) # 0}.
Diremos que X es un espacio con abundantes sucesiones si Ly es denso en X. Observemos
que cualquier espacio con abundantes sucesiones es denso si mismo.

Observacion 2.4.21. Bajo el concepto de sucesion convergente no trivial que estamos ma-
nejando, si en un espacio X se tiene una sucesion S € S.(X) que converge a un punto x € X,
entonces para cualquier subconjunto abierto U de X que contenga a x, el conjunto S N U
es, a su vez, una sucesion convergente no trivial. También, para cualquier subconjunto finito
F C X ocurre que S U F' es una sucesion convergente no trivial, y, si x ¢ F, también lo es
S\ F. Finalmente, siy € X y T € [S.(X,y)]<¥, entonces |J7 es un elemento de S.(X,y).

Teorema 2.4.22. Un espacio X cuenta con abundantes sucesiones si y solo si S.(X) es
denso en CL(X).

Demostracion. Supongamos primero que X cuenta con abundantes sucesiones y considere-
mos, sin pérdida de generalidad, una familialf € [7x\{0}]<* de manera que (U) sea un abier-
to basico de CL(X). Entonces para cada U € U, podemos elegir xy € Lx NU. Por ello, para
cada U € U, existe Sy € S.(X) tal que lim Sy = 2y € U. Sea Uy € U cualquiera. De la Ob-
servacion 2.4.21, se sigue que Sy, NUy € S.(X) y que (Sy,NU)U{xy : U e U} € S.(X)N{U).
Por lo tanto, S.(X) es denso en CL(X).

Ahora, presupongamos que S.(X) es denso en CL(X) y tomemos un subconjunto abierto
y no vacio U C X. Como (U) es un subconjunto abierto y no vacio de CL(X), se tiene que
existe S € S.(X) con S € (U). De esta manera, S C U, lo que implica que lim S € U. Asi,
LxNU#0. O

Lema 2.4.23. Sea X un espacio y consideremos v € X y U € 7x tales que x € U.
Six € Ly entonces (U). NS.(X,x) # 0.

Demostracion. Como = € Ly, existe @ € S.(X) tal que lim @Q = x, es decir, Q € S.(X,x).
Sea S = QNU. Asi, S C Uy, por la Observacion 2.4.21, ocurre que S € S.(X, ). Por lo
tanto, S € (U). N S.(X, z). O
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Proposicion 2.4.24. Sea X un conjunto numerable. Entonces |S.(X)| = ¢.

Demostracion. Observemos primero que S.(X) C P(X), asi que, como |X| = |N|, se sigue
que S.(X)| < [P(X)| < c.

Ahora bien, para mostrar que ¢ < |S.(X)|, consideremos S € S.(X) y una enumeracion
adecuada {z, : n < w} para S (Definicion 2.3.3). Definimos la funcion ¢ : [N]¥ — S.(X)
dada por p(A) = {z, :n € AU{w}}. Notemos que si p(A) fuera finito para algin A € [N],
ocurrirfa que A C {1,...,max{n : z,, € p(A) \ {z.}}}, el cual es finito. Como esto es una
contradiccion, inferimos que para cualquier A € [N]¥ sucede que |p(A)| = w. Por otra parte,
debido a que {z,, : n < w} es una enumeracion adecuada para S, se tiene que lim ¢(A) = z,,
para cualquier A € [N]“. De esta manera, ¢ esta bien definida.

Veamos que ¢ ademas es inyectiva. Sean A, B € [N]“ distintos. Entonces podemos suponer
que existe m € A\ B. Luego, como {x, : n < w} es una enumeraciéon adecuada para S,
deducimos que z,, € ¢(A) pero z,, ¢ ¢(B). Por lo tanto, p(A) # ¢(B), comprobando que
¢ es inyectiva. Por ello, ¢ < |S.(X)|. Concluimos que |S.(X)| = ¢.

[

2.5. Lemas Auxiliares

En esta secciéon presentaremos dos funciones continuas entre hiperespacios. Mas adelante,
regresaremos a ellas para facilitar algunas demostraciones.

Lema 2.5.1. Sea X un espacio. Si B € K(K(X)), entonces |Jgo5 B € K(X).

Demostracion. Sean B € K(KC(X)) y A = Ugeg B- Consideremos una cubierta abierta ¢ de
Aen X y tomemos B € B. Entonces B es un subespacio compacto, por lo que, sin pérdida
de generalidad, existe una subcoleccion finita {Ug 1, ..., Upnm } € U que cubre a B y cuyos
elementos intersecan a B. Asi, para cada B € B, el vietorico Ug = (Up1,...,Upnp))k €8 un
subconjunto abierto de K(X) que contiene a B. Por lo tanto, {{p : B € B} es una cubierta
abierta de B en K(X).

Ahora, como B es compacto, existe una subcoleccion finita {B;}7; C B de manera que
{Up, i€ {1,...,m}} es una cubierta de B. Mostraremos que

V:{UBZ,J s (e {l,...,m}) A (jG{l,...,n(Bi)})}

es una subcubierta finita de U que cubre a A. Sea b € A. Entonces existe B € B tal que
b € B. Debido a que {Up, : 7 € {1,...,m}} es una cubierta de B, existe i € {1,...,m} de
manera que B € Up,. Asi, b € U?gl) Us,; € U, (U?gl) Ug, ;). Por lo tanto, V es una
subcubierta finita de U que cubre a A = (Jz.5 B.

Concluimos que |Jz.5 B € K(X). O

Lema 2.5.2. Si X es un espacio, la funcion union

o : K(K(X)) — K(X) dada por o(B)=|J B

es continua.
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Demostracion. Por el Lema 2.5.1, o esté bien definida. Para la continuidad, gracias al Corola-
rio 2.4.10, basta con mostrar que si U,V € Ty, entonces o' ((U)) y o~} ((X, V')) son abiertos
en IC(K(X)). Tomemos U € Tx. Recordemos que bajo la Definicion 2.4.2, se tiene la igualdad
(U) ={A e K(X):ACU}, asi que podemos denotar ((U)) = {A € L(K(X)): AC (U)}.
Empezaremos probando que:

o ((U)) = ((U)). (2.9)

Sea C € o~ '((U)). Entonces o, C = 0(C) € (U). De este modo, si C" € C ocurre que
C" C Ugee C € U, es decir, C'" € (U). Como €’ fue arbitrario, deducimos que C C (U) v,
por lo tanto, C € ((U)). Por otro lado, si tomamos D € ((U)), se tiene que D C (U) vy, asi,
o(D) =D € (U). Dicho de otro modo, D € o~ ({U)).

Ahora, sea V € 7x. Denotaremos (K(X),(X,V)) = {B € K(K(X)) : BN {(X,V) # 0}.
Argumentaremos que:

o (X, V) = (K(X), (X, V)). (2.10)

Supongamos que £ € o' ((X,V)). Asi, Ugce E € (X,V), 0, en otras palabras, (g E) N
V' # (). Por ello, existe £ € & tal que ENV # (), lo cual implica que E € (X,V) vy,
por consiguiente, £ N (X, V) # 0. Concluimos que £ € (K(X),(X,V)). Por otra parte,
considerando F € (K(X), (X,V)), se tiene que F N (X, V) # 0, es decir, existe F' € F tal
que V' N F es no vacio. Luego, o(F) = JF € (X, V), garantizando que F € o~ '((X,V)).
La continuidad de o se sigue de (2.9) y (2.10).
[

Lema 2.5.3. Sea X un espacio. La funcion

@ : @/C(X)m — K(X) definida por o(t) = Ufm(t)

mew

es continua.

Demostracion. Sea o la funcion uniéon definida en el Lema 2.5.2 y, para cada m € w, tomemos
la funcién m,, definida en el Lema 2.4.12.

Observemos que si t € @, ., K(X)™, entonces t € K(X)™ para alguna m € w. Asi,
Im(t) = {t(1),...,t(m)} = my(t). Notemos que p(t) = (0 o my,)(t); en otras palabras,
¢ lkxym= 0 0 Ty, Por definicion, K(X)™ es abierto en 6, K(X)™, y, gracias a que para
cualquier conjunto U en K(X), ocurre que ¢ (U) = U, o, (¢ Txccxym) 1 (U), el resultado se
sigue del Lema 2.4.12 y del Lema 2.5.2. [

2.6. El Abanico Secuencial

Para tener un entendimiento mayor de los resultados de este trabajo, usaremos algunos
espacios topologicos particulares, habitualmente como ejemplos o contraejemplos. Con ellos,
trataremos de resaltar ciertas condiciones o hipotesis esenciales, asi como afilar la intuicién
del lector sobre la naturaleza de las funciones cardinales y los hiperespacios. El espacio que
utilizaremos con mayor frecuencia seré el abanico secuencial, que expondremos a continua-
cion.
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Definiciéon 2.6.1. Sea x un cardinal infinito. Dotemos a « con la topologia discreta y
consideremos al ordinal w 4+ 1 como un espacio topolégico linealmente ordenado.

Definimos el abanico secuencial de k espinas, S(k), como el espacio cociente del producto
topologico (w+ 1) X Kk que resulta al colapsar el conjunto {w} X k en un punto. En simbolos:

S(k) = ((w+1) xr)/({w} x k).

Relacionado con esto, si ¢ : (w+ 1) x kK — 5(k) es una funcion cociente, para a < k la
espina a-ésima de S(k) es el conjunto ¢[(w + 1) x {a}].

Observemos que debido a que w + 1 es un espacio linealmente ordenado con elemento
maximo, se sigue que también lo es (w + 1) x {a}, para cada a < k.

Parte de lo que haré a este espacio tan util es el hecho de que S(k) tiene un tnico punto
no aislado y que, en ese punto, el espacio no es primero numerable. Presentaremos estas
propiedades en las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 2.6.2. El abanico secuencial de k espinas tiene un unico punto no aislado.

Demostracion. Sean q : (w+ 1) x K — S(k) una funcion cociente y A = {w} x k. Como A
es cerrado en (w + 1) x &, la funcion q [(winxena: ((w+1) x £) \ A — S(k) \ ¢[A] es un
homeomorfismo. Por ello, podemos inferir que cada punto en S(k) \ g[4] es aislado.

Veamos ahora que ¢[A] no es un punto aislado. Sea U un subconjunto abierto de S(k)
que contiene a g[A]. Entonces ¢~ (U) es un subconjunto abierto de (w + 1) X x en el que A
esté contenido. Luego, si fijamos a < k, el punto (w,a) es un elemento de A contenido en
q (U), asf que existe n € w de manera que (w,a) € (n,w] x {a} C ¢ Y(U).

Notemos que (n+ 1,@) € ((n,w] x {a}) \ {(w,@)}. Asf, g[A] # ¢((n+ 1,)) y:

q((n+1,0)) € q[(n.w] x {e}] Cqlg (V)] =U
mostrando que, en efecto, ¢[A] no es un punto aislado de S(k). O

Una consecuencia de esta tltima proposicién es que cualquier sucesién convergente no
trivial del abanico secuencial tiene como limite este tinico punto no aislado del espacio.

Proposicion 2.6.3. Sean k un nimero cardinal infinito, S(k) el abanico secuencial de k
espinas y p el unico punto no aislado de S(k). Entonces S(k) no es primero numerable en

p.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir que existe una base local numerable {B; :
i € w} para S(k) en p.

Tomemos una funcion cociente ¢ : (w+1) xx — S(k). Observemos que, para cada i € w,
ocurre que ¢~ '(B;) es un subconjunto abierto de (w + 1) X s y que, como para cada o < k,
se tiene que ¢(w, @) € B;, entonces el punto (w, ) es un elemento de este subconjunto. Asi,
para cada i € w, existe n; € w tal que (n;,w] x {i} C ¢ 1(B;).

Notemos que, para cada i € w, se tiene que (n; + 1,4) € (n;,w| x {i}. Definimos:

P=J((ni+1w] x{i)u |J (w+1)x{a}),

€W aEr\w
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el cual es un subconjunto abierto de (w + 1) X x que cumple que ¢ '(¢[P]) = P. Luego,
p € q[P] € T, por lo que existe j € N de manera que B; C ¢[P]. Consecuentemente,
¢ '(B;) C P. Por otra parte, sabemos que (n;,w| x {j} C ¢ *(B;). Sin embargo, esto
implica que (n; +1,7) € ¢ *(B;) C P, lo que quiere decir que (n; +1,7) € (n; + 1,w] x {j}.
Esto ultimo es una contradiccion, asi que {B; : i € w} no puede ser una base local para S(k)
en p.

Por lo tanto, S(x) no es primero numerable en p. O

La siguiente proposicion resaltara la peculiaridad de las sucesiones convergentes no tri-
viales en el abanico secuencial.

Proposicion 2.6.4. Consideremos un nimero cardinal infinito k y S(k) el abanico secuen-
cial de K espinas. Si S € S.(S(k)), entonces S estd contenida en una cantidad finita de
espinas.

Demostracion. Sean ¢q : (w+ 1) x Kk — S(k) una funciéon cociente, p el tnico punto no
aislado de S(k) y S € S.(S(k)). Recordemos que lim S = p.

Supongamos que existe {q; : i € w} € [k]* de manera que, para cada i € w, el conjunto
Sﬂq(w X {Oz,-}) es no vacio. Asi, para cada i € w, podemos tomar q((ni, ai)) € Sﬂq(w X {ai}).
Entonces, denotando A = {«; : i € w}, definimos:

U=J(n+1Lw x{a))U | ((w+1)x{a}),

€W acr\A

que es un subconjunto abierto de (w + 1) x k. Luego, ¢[U] es un subconjunto abierto de
S(k) que contiene a p. Sin embargo, {q((n;, ;) : i € w} es un subconjunto de S\ ¢[U] de
cardinalidad w, contradiciendo el hecho de que S sea sucesion convergente no trivial. Por lo
tanto, S se queda contenida en una cantidad finita de espinas de S(k). O
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Capitulo 3

Propiedades de S.(X)

3.1. Propiedades Generales

A lo largo de este capitulo, expondremos ciertas caracteristicas basicas del hiperespacio de
sucesiones convergentes no triviales. Concretamente, en esta primera secciéon, presentaremos
resultados anédlogos a algunos del hiperespacio CL(X).

Recordemos el concepto de familias celulares €(X) establecido en la Definicion 2.3.1.

Proposiciéon 3.1.1. Para un espacio X, el conjunto {(U). : U € €(X)} es una base para
S.(X).

Demostracion. Fijemos V € [tx]<“ vy S € S.(X) de manera que S € (V). Presupongamos
que a = lim S. Para cada x € S, definimos la familia V, = {V € V : z € V} y el conjunto
Ve = Vs, el cual es abierto en X. Consideremos al conjunto finito F' = {a} U (S\V,) y
sea V* = (J,cp Vo Asi, si tomamos W € V'\ V*, ocurre que:

WnNS#£0 y WnNF=0.

En otras palabras, para cada W € V \ V*, existe zyy € W N SNV, . Con esto en mente,
podemos considerar el conjunto finito Y = {xy : W € V \ V*}. Observemos que a ¢ Y.
Por otra parte, (S'\ V,)NY =0 y, por la Observacion 2.4.21, el subespacio (SN V,)\Y es
compacto. Notemos que:

S=((SNVa)\Y)U(S\ Vo)UY (3.1)

De esta manera, hemos logrado separar a S en un subespacio compacto y en un sub-
conjunto finito. Invocando el Corolario 2.4.15, sean U; y U, subconjuntos abiertos ajenos de
X tales que (SNV,)\Y C Uy (S\V,) UY C U,. Procederemos a construir una familia
celular finita U con la propiedad de que S € (U). C (V)., probando asi la proposicion. Co-
mo (S\ V,)UY es finito y X es de Hausdorff, existe una familia de subconjuntos abiertos
{A; -2 € (S\V,) UY} que satisface que x € A, y, si z # y, ocurre que A, N A, = (), para
cada z,y € (S\V,)UY. Observemos que (FUY)\{a} = (5\V,)UY. Para finalizar nuestra
construccion, sea U, = Uy NV, y, para cada z € (S'\ V,) UY, definimos U, = A, NV, N Us.

Resumiendo, hemos construido una familia de subconjuntos abiertostd = {U, : x € FUY },
que satisface:

33
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1) (SNVe)\Y CU, C Ve,
2) sizx € FUY entonces x € U, CV,,y
3) para cualesquiera x,y € F'UY distintos, ocurre que U, N U, = 0.

Debido a la igualdad (3.1), obtenemos que S C [ JU. Por lo tanto, S € (U)..
Para finalizar, mostraremos que (U). C (V).. Sea W € V arbitrario. Si W € V*, entonces
W €V, para algin x € F' y, por ello, U, C V, C W. Por otro lado, si W € V \ V*, existe
w €Y NW que cumple que w € U, C V,,. Luego, W € V,,, con lo que concluimos que
U, CV, C W. Por lo tanto, cada elemento de V contiene a un elemento de /. Ademas,
observemos que, por el inciso 2), (JU C |JV. Usando el Lema 2.4.11, deducimos que, en
efecto, (U). C (V).
]

Una peculiaridad de las sucesiones convergentes no triviales es que si un espacio cuen-
ta con una, entonces cuenta con una infinidad de ellas. Aunque pareciera una observacion
elemental, esto surge del hecho de que el conjunto de puntos limites del hiperespacio S.(X)
coincide con él mismo. Para probar esto, es recomendable recordar el concepto de enumera-
cion adecuada expuesto en la Definicion 2.3.3.

Proposicion 3.1.2. Para un espacio X, Ls,x)y = S.(X). En particular, S.(X) es denso en
st mismo y, cuando S.(X) # 0, S.(X) es infinito.

Demostracion. Recordemos que:

S.(S.(X)) = {Q € 255 : Q es una sucesion convergente no trivial en S,(X)},
Sc(S:(X),5) ={Q € S.(Sc(X)) : limQ =S} y
LSC(X) = {S € SC(X) : SC(SC(X), S) 7é @}

Se sigue que Ls,(x) € Sc(X). Tomemos S € S.(X) y consideremos una enumeracion ade-
cuada {x, :n <w} de S. Sean € wy definimos S, = S\ {z,,}. Veremos que lim S,, = S.

Para ello, sea U un subconjunto abierto de S.(X) de manera que S € U. Por la Proposi-
cion 3.1.1, podemos tomar una familia celular finita {Uy, ..., U, } talque S € (U, ..., Up). C
U. Luego, como S C |J*, U;, existe j € {1,...,m} tal que z,, € U;. Como Uj; es abierto en
XySeS(X,x,), se tiene que S\ U; C {z1,...,zx} para alguna N < w.

Como para cada ¢ € {1,...,m} ocurre que S NU; # ), deducimos que para cada
ie{l,...,m}\{j}, la interseccion (S \ U;) N U; es no vacfa. Observemos que si n > N,
entonces S \ U; = S, \ U;. De ello, inferimos que, para cada i € {1,...,m} \ {j}, sucede
que (S, \ U;) NU; # 0. Asimismo, x,41 € S, NU;, pues N < n < n+ 1. Concluimos que
SnNU; # () para toda ¢ € {1,...,m}.

Por otro lado, la construccién de los conjuntos S, asegura que S, € S C |J;", U; siempre
que n < w. Asi, para cada n > N, ocurre que S,, € (Uy,...,Uy). C U. En consecuencia,
lim S,, = S. Por lo tanto, S € Lg,(x) v, por ende, Ls, (x) = Sc(X).

Del parrafo anterior notamos que S.(X) no tiene puntos aislados (pues todos sus ele-
mentos son puntos limite), asi que S.(X) es denso en si mismo. Supongamos ahora que
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S.(X) # 0. Entonces por S.(X) ser Hausdorff (Teorema 2.4.16) sin puntos aislados, pode-
mos usar la Proposiciéon 2.3.5 para concluir que es infinito.

]

Los proximos dos lemas presentan propiedades similares en S.(X) a la que establecimos
para CL(X) en el Lema 2.4.11.

Lema 3.1.3. Sea X un espacio y consideremos S € S.(X). Supongamos que U,V € [Tx]<*
satisfacen que S € U). C (V).. SiV €V es tal que SNV es finito, entonces existe Uy € U
tal que Uy C V. Ademds, si SNV = {y}, para algin y € S, ocurre que y € Up.

Demostracion. Tomemos U,V € [Tx]<¥ como en la hipotesis y consideremos V' € V tal que
S NV es finito. Supongamos lo contrario de lo que afirma el lema, es decir, que para cada
U € U, ocurre que U\ V # (). Asi, podemos tomar, para cada U € U, un elemento zyy € U\ V.
Por otro lado, como S NV es finito, S\ V € S.(X).

Habiendo notado esto, definimos S; = (S\ V) U{xzy : U € U}, que, por el caracter finito
de la familia U, es un elemento de S.(X). Luego, por la construccion de Sy y el hecho que
S1NV =0, llegamos a que S; € (U).\ (V)., lo cual contradice que (). C (V).. Por lo tanto,
existe Uy € U tal que Uy C V.

Presupongamos ahora que SNV = {y}, para algtin y € S. Como Uy C V, se sigue que
SNU, €SNV = {y}. Finalmente, gracias a que y € S € (U)., se tiene que y € Uj.

L]

Lema 3.1.4. Sean X un espacio yU,V € [rx]<*. Si ) # (U). C V)., entonces JU C |JV.

Demostracion. Como (U). # 0, podemos tomar S € (U).. Ahora consideremos = € [JU.
Ast, SU{z} C U). C (V),, y porello, z € V. O

Para finalizar esta seccién, veremos una manera de encajar subconjuntos cerrados de un
espacio en su hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales.

Lema 3.1.5. Sean X un espacio, A C X y S € S.(X). Si se cumple cualquiera de los
siguientes enunciados, entonces A se puede encajar en S.(X):

1. AeCLX)y|SNA<1lo
2. SC X\ A

Demostracion. Sean A C X y S € S.(X), con |SN Al < 1. Comenzamos definiendo la
funcion

h:A— S, (X) dadapor h(a)=SU{a}.

Como |[S N Al <1 esta funcién es inyectiva. Ademaés, sea ¢ definida como en el Lema 2.5.3.
Gracias a que, para cada a € A, el conjunto {a} es compacto, notamos que (9, {a}) € K(X)?.
Por ello, para cada a € A, ocurre que h(a) = ¢(S5,{a}), de lo que se sigue que h es continua.

Para cualquiera de los dos enunciados del lema, procederemos probando que h es abierta
en h[A]. Para ello, fijemos un subconjunto abierto U de A, un conjunto V € 7x tal que
ANV =Uya € U. Veremos que h(a) € intya(h[U]). Supongamos primero que A € CL(X).
Tomamos dos casos:
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Caso 1: a € S.
Notemos que V = (V, X \ A). N h[A] es un subconjunto abierto de h[A] tal que
h(a) = S € V. Mostraremos que V C h[U]. Sea @Q € V. Asi, Q = h(y) = SU {y}
para algin y € A, por lo que SU{y} C VU (X \ A). Entoncesy € VNA=Uy,
por ende, @) € h[U].

Caso 2: a ¢ S.
Como S es compacto, por el Lema 2.4.14, podemos tomar dos subconjuntos abier-
tos ajenos U; y Uy de X de manera que a € Uy C V y S C U,. Notemos que
U = (Uy,Us). N h[A] es un subconjunto abierto de h[A] que contiene al elemen-
to h(a) = S U {a}. Tomemos ) € U, observando que @) = S U {z} para algin
z € A Asi SU{z} € (U, Us)e., vy, debido a que S C Uy C X \ Uy, se sigue que
2€U NACVNA=U. Por lo tanto Q € h[U].

De los casos anteriores concluimos que h(a) € intya(h[U]). Deducimos de esto que h es
abierta en h[A] y, por ello, un encaje. Por lo tanto, si A € CL(X) y |SN A| <1, es posible
encajar A en S.(X).

Ahora bien, presupongamos que S C X \ A. Se sigue que a ¢ S. Luego, usando el mismo
razonamiento que el expuesto anteriormente en el Caso 2, inferimos que h es un encaje. De
esta manera, siempre que ocurra que S C X \ A, se tiene que A se puede encajar en S.(X).

m

3.2. Cofinalidad y Celularidad

Las primeras funciones cardinales que veremos son la de Cofinalidad y la de Celularidad.
Aunque no seran el enfoque principal de este trabajo, basaremos algunas propiedades de
otras funciones cardinales en ellas.

Definicién 3.2.1. Para un espacio X y S, T € S.(X), diremos que S esté casi contenida en
T si |S\T| < w. Usaremos la notaciéon S C* T' para referirnos a esto.

Una familia C C S.(X) es cofinal en S.(X) si para cada S € S.(X) existe T' € C tal que
S C* T. Denotaremos por cf.(X) a la minima cardinalidad de un subconjunto cofinal de
S.(X). Observemos que, por definicion, ¢f.(X) < |S.(X)].

Nota 3.2.2. Para este trabajo, limitaremos nuestro enfoque a espacios con cofinalidad al
menos numerable.

Proposicion 3.2.3. Consideremos un espacio X de manera que S.(X) # 0. Sean S,T €
S.(X) tales que S C* T. Entonces lim S =1lim T

Demostracion. Sea y = limT. Supongamos que y € T\ S. Como T es una sucesion conver-
gente no trivial y X \ S es un subconjunto abierto de X, entonces |7\ (X \ 5)| < w. En otras
palabras, [T'N S| < w. Por otra parte, como S C* T, sabemos que |S \ T| < w. Se sigue del
Corolario 2.2.11 que:
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1S|=[(SNTYU(S\T)| <w+w=uw,

contradiciendo que S sea una sucesiéon convergente no trivial de X. Por lo tanto, y € S. Sea
U € 7x de manera que y € U. Asi:

S\UI=[((5NT)\U)U ((S\T)\U)| < [T\U| +|S\T| <@,

por lo que y es un punto limite de S. Luego, por el Lema 2.3.4, concluimos que lim .S = .
]

Teorema 3.2.4. Sean k un numero cardinal infinito y S(k) el abanico secuencial de Kk
espinas. Entonces cf.(S(k)) = k.

Demostracion. Sean q : (w + 1) X K — S(k) una funciéon cociente y p el tnico punto no
aislado de S(k). Presupongamos que £ C S.(S(k)) cumple que |E| < k. Para cada T € &,

definimos
T = {a< £ (T\{p}) Ng[(w+1) x{a}] # @}

el cual, por la Proposiciéon 2.6.4, es un subconjunto finito de . Asi, por la elecciéon de &, el
Lema 2.2.17 asegura que | J{T" : T € £} tiene menos de x elementos. Por ello, existe A < &
de tal manera que p es el Gnico punto en comtn entre |J& y ¢[(w + 1) x {A\}]. En otras
palabras, no existe un elemento de £ que casi contenga a la sucesién q[(w +1) x {)\}} Por
lo tanto, £ no es cofinal en S.(S(k)), mostrando que xk < ¢f.(S(k)).

Para evidenciar que cf.(S(k)) < k, notemos que, por la Proposiciéon 2.6.4, cualquier
sucesion convergente no trivial se queda contenida en una cantidad finita de espinas. De esta

| {q[(w—l—l) XF] P e [/i]“’\{@}}

es un subconjunto cofinal de S.(S(k)) cuya cardinalidad es igual a k. Luego, cf.(S(k)) = k.

O

Ejemplo 3.2.5. Un espacio X para el cual cf.(X) < |S.(X)].
Consideremos el abanico secuencial de w espinas, S(w). Debido al Teorema 3.2.4, sabemos
que c¢f.(S(w)) = w. Por otra parte, como S(w) es numerable, la Proposicion 2.4.24 asegura

que [S.(S(w))| = ¢. Por lo tanto, ¢f.(S(w)) < |S.(S(w))]-
Proposicion 3.2.6. Para cualquier espacio X, ocurre que |Lx| < cf.(X).

Demostracion. Consideremos un subconjunto cofinal C de S.(X) de cardinalidad minima.
Para cada y € Ly, fijemos S, € S.(X,y) y T, € C tal que S, C* T,. Sea ¢ : Lx — C
dada por ¢(y) = T,. Por la Proposicion 3.2.3, sabemos que lim S, = lim 7. Veamos que ¢
es inyectiva. Sean y,ys € Ly distintos. Se sigue que:

lim p(y) = Hm Ty, =y # yo = Hm T}, = lim @(y),

lo cual implica que ¢(y1) # ¢(y2). Por lo tanto ¢ es inyectiva, confirmando que |Lx| <

cfe(X). O
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Definiciéon 3.2.7. Consideremos un espacio X. Definimos la celularidad de X, denotada
por ¢(X), como el menor nimero cardinal x para el cual cualquier familia celular de X tiene
cardinalidad < k.

Lema 3.2.8. Sea X un espacio. Si | X| > w, entonces ¢(X) > w. En particular, si S.(X) # 0
se tiene que ¢(S.(X)) > w.

Demostracion. Fijemos n € wy tomemos F' € [X]"*1. Como F es finito y X es de Hausdorff,
existe U € €(X) tal que [U| =n+ 1, y, para cada U € U, la interseccion U N F' es no vacia.
Como n fue arbitrario, concluimos que ¢(X) > w.

Ahora presupongamos que S.(X) # ). La Proposicion 3.1.2 asegura que |S.(X)| > w,
asi que, aplicando el Teorema 2.4.16 y el razonamiento del parrafo anterior, concluimos que
c(S.(X)) > w. O



Capitulo 4

La Densidad de S.(X)

La primera funciéon cardinal que trataremos es la de densidad de un espacio. Para el
lector que no esté familiarizado con esta nocién, la densidad de un espacio es una especie
de generalizacion de la separabilidad. En este capitulo consideraremos las propiedades de un
espacio cuando la cardinalidad minima de un subconjunto denso es mayor que w.

Definicion 4.1.1. Sea X un espacio. Definimos la densidad de X, denotada por d(X), como
la menor cardinalidad de un subconjunto de X denso en X.

Estableceremos a continuacién dos lemas muy sencillos sobre la densidad.

Lema 4.1.2. Sea X un espacio con d(X) < w. Entonces X es finito.

Demostracion. Fijemos un subconjunto denso A C X con d(X) = |A| < w. Como A es
finito, entonces A es cerrado en X. Asi A = A = X. Por lo tanto, X es finito.
[

Lema 4.1.3. Si X es un espacio tal que S.(X) # 0, entonces d(S.(X)) > w.

Demostracion. Tomemos S € S.(X). Notemos que, gracias a la Observacion 2.4.21, la familia
{S\{y} : y € S\ {lim S}} es un subconjunto de S(X). Por ello, S.(X) es infinito. Ademas,
por el Teorema 2.4.16, S.(X) es un espacio de Hausdorff. Se sigue, del Lema 4.1.2, que
d(S.(X)) > w. O

Uno de los primeros resultados que podemos obtener es que la densidad de un espacio X
acota inferiormente a la densidad del hiperespacio S.(X), cuando este es no vacio.

Teorema 4.1.4. Sea X un espacio no vacio. Entonces S.(X) # 0 siy sélo si d(X) < d(S.(X)).

Demostracion. Observemos que si d(X) < d(S.(X)), el hecho que | X| > 1 garantiza que
d(S.(X)) > 1. Se sigue que S.(X) no es vacio.

Supongamos ahora que S.(X) # (). Fijemos un nimero cardinal x y un subconjunto
denso D C S.(X) de manera que |D| = k = d(S.(X)). Escribamos a este conjunto como
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D ={S, : @ < k} y recordemos que, para cada « < k, se tiene por definicion que |S,| = w.
Definimos D = |J D. Asi, se tiene la igualdad:

D=JD=JS.

a<k

Luego, usando el Lema 4.1.3, que asevera que k es infinito, el Corolario 2.2.11 y el Teore-
ma 2.2.12, llegamos a que:

o1-|Us]-

En otras palabras, |D| < k.

Para mostrar que D es denso en X, consideremos un subconjunto abierto no vacio U de
X.Seanz €Uy S € S.(X). Entonces SU{z} € (X,U).. Como (X,U). es un subconjunto
abierto de S.(X) y D es denso en S.(X), podemos tomar S; € DN(X,U).. Asi, ) # S;NU C
DNU. Por lo tanto, D es denso en X. Concluimos que d(X) < d(S.(X)). O

Us.

a<k

§Z]Sa|:Zw:ﬁ-w:/i.

a<k a<k

Para poder hablar de cuando coinciden la densidad de un espacio y la densidad de su
hiperespacio de sucesiones convergente no triviales, necesitamos establecer ciertas relaciones
con el conjunto de puntos limites del espacio.

Lema 4.1.5. Si X es un espacio, entonces d(Lx) < d(S.(X)).

Demostracion. Si S.(X) es vacio, entonces también lo es Ly, asi que podemos presuponer
lo contrario. Luego, si d(Lx) < w, se sigue del Lema 4.1.3 que d(Ly) < w < d(S.(X)). Asi,
podemos hacer la suposicion de que d(Lyx) > w.

Sea T C S.(X) tal que |T| < d(Lx). Veremos que 7 no es denso en S.(X). Observemos
que si S € T, ocurre que |S| = w, asi que, usando el Lema 2.2.17 y el Corolario 2.2.11,
llegamos a que ||J 7| < d(Lx). Por ello, podemos encontrar un subconjunto abierto no vacio
V' de Lx parael cual (|JT)NV = (. Tomemos U € 7y tal que UNLx = V. Como UNLy # 0,
existe una sucesion Sy € S.(X) para la cual lim Sy € U. Debido a la Observacion 2.4.21,
esto implica que Sy NU € (U)..

Por otra parte, si S € T, se sigue que lim S € (|J7) N Lx. Notemos que si S € (U)., se
tendria que S C U. Por ello, limS € UN Ly =V, es decir, JT NV # 0. Esto contradice
nuestra eleccion de V. Por lo tanto, inferimos que S ¢ (U).. De esta manera, concluimos que
T no es denso en S.(X), comprobando que d(Lx) < d(S.(X)).

O

Lema 4.1.6. Para cualquier espacio X, se tiene que d(S.(X)) < d(X)d(Lx).

Demostracion. Podemos suponer que S.(X) # (). Ademés, como los espacios de Hausdorff
de densidad finita son finitos y X es infinito, deducimos que d(X) > w.

Tomemos subconjuntos densos EF' v P de X y Ly, respectivamente, de manera que
|E| = d(X) y |P| = d(Lx). Ahora, para cada z € P, fijamos S, € S.(X) con lim S, = z.
Consideramos:

G:={(S\F)UH : (x€P) A (Fel[S:\{z}]™) A (H € [E]™)}.
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Veamos que G es denso en S.(X). Sea U € [tx|<*, con (U). # 0. Sea S € (U). y tomemos
U €U tal que lim S € U. Entonces UN Lx # ), por lo que podemos elegir x € U N P. Como
E es denso en X, para cada V € U, existe yy € V N E. Definimos H = {yy : V € U} y
F =5,\U. Notemos que S, \ FF C U y que, para cada V' € U, la interseccion H NV es no
vacia. Asi, (S, \ F')UH € GN (U)., confirmando que G es denso en S.(X).

En cuanto a la cardinalidad de G, basta notar que, si fijamos z¢ € P, por el Lema 2.2.15:

[{Seo \ F' 2 F € [Sag \ {zo}]™} = [{F : F € [Seo \ {z ™} = [[Szo \ {zo}]™] = w,

de manera que, si también fijamos Hy € [E]<:

{(Szo \ F)U Hy : F' € [Szy \ {zo}]™] = {F : F € [Szy \ {zo}]™}| = w.

Asi, usando los Lemas 2.2.12 y 2.2.15, el Corolario 2.2.11 y el hecho de que d(X) > w,
observamos que:

{(Seo \ F)U H = (F € [Say \ {zo}]™) A (H € [E]™)}| =

=| U {(Sa \F)UH : (F €[Sy \ {20}]*)}| <

HeE|<w
< Y H(S \F)UH : (F € [Sa \ {zo}]")}] =
Hel[E|<w

= Y w=|E* w=|E-w=
He[E|<w

= |E].
Finalmente, concluimos, por el Lema 2.2.12, que:
Gl = H(Se \F)UH : (z € P)A(F € [So \ {2}]™) A (H € [E]™)} =

= | J{S \F)UH : (F €[S, \ {z}]™) A (H € [E]*)}| <

zeP

<D HSN\F)UH : (F €[S\ {z}]) A (H € [E])}] <

reP

<Y || =|E||P.

zeP
Por lo tanto, d(S.(X)) < d(X)d(Lx). O

Con estos resultados, podemos dar una condiciéon suficiente y necesaria para que la den-
sidad de un espacio sea igual a la de su hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales.

Corolario 4.1.7. Sea X un espacio tal que S.(X) # 0. Entonces d(X) = d(S.(X)) si y sdlo
si d(Lx) < d(X).
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Demostracion. Si ocurriera que d(X) = d(S.(X)), usando el Lema 4.1.5, tendriamos que
d(Ly) < d(S.(X)) = d(X).

Ahora, si d(Lx) < d(X), como S.(X) # 0, el Teorema 4.1.4 arroja la desigualdad
d(X) < d(S.(X)). Por otra parte, el Lema 4.1.6 garantiza que d(S.(X)) < d(X)d(Lx). Co-
mo d(X) > w y, por hipotesis, d(Lx) < d(X), concluimos, usando el Corolario 2.2.11, que
d(S.(X)) < d(X)d(Lx) = d(X). En otras palabras, d(X) = d(S.(X)). O

El Corolario 4.1.7 nos permite dar una clase de espacios para los cuales se tiene la igualdad
entre las densidades d(X) y d(S.(X)).

Recordemos que se dice que un espacio X es secuencial si para cualquier subconjunto
A C X que no sea cerrado, existe una sucesion S C A tal que lim S € X\ A.

Corolario 4.1.8. Si X es denso en si mismo y secuencial, entonces d(X) = d(S.(X)).

Demostracion. Mostraremos primero que el hecho de que X sea denso en si mismo y secuen-
cial implica que:
X = Ly. (4.1)

Para ello, basta probar que X C Lx. Tomemos x € X y consideremos el conjunto X \ {z}.
Notemos que {z} no es punto aislado de X. Asi, X \ {2} no es cerrado en X, por lo que
existe una sucesion S C X \ {z} que converge a un punto en X \ (X \ {z}) = {z}; es decir,
lim S = z. Por lo tanto, = € Lx.

De lo anterior, deducimos que S.(X) # ). Usando (4.1) y el Corolario 4.1.7, se tiene la
afirmacion. O



Capitulo 5

El Peso de S.(X)

La siguiente funcion cardinal significativa de la que hablaremos sera la que concierne al
peso del hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales. Asi, como en el capitulo pasado
la densidad de un espacio era la generalizacion de la separabilidad, el peso de un espacio es
la generalizacion de la segunda numerabilidad. En esta ocasién nos preguntaremos sobre las
propiedades del espacio cuando la minima cardinalidad de una base es mayor que w.

En relacion con esta funcion, hablaremos también del peso neto, i-peso y m-peso. En lo
posible, incluiremos ejemplos para resaltar la naturaleza de algunas desigualdades.

5.1. Peso y peso neto

Recordemos que una red bdsica para un espacio X es una familia de subconjuntos N con
la siguiente propiedad: para cada punto x € X y cada subconjunto abierto U que contiene
a x, existe N € N talquex € N CU.

Definicion 5.1.1. Sea X un espacio. Definimos el peso de X, denotado por w(X), como
la menor cardinalidad de una base para X. De manera similar, el peso neto de X estara
dado por la menor cardinalidad de una red bésica para X y se usara el simbolo nw(X) para
referirnos a él.

Al trabajar con dos topologias 71 y 7 sobre un mismo espacio X, utilizaremos los simbolos
w(X, 1) y w(X, ) para referirnos al peso de X bajo 7 y al peso de X bajo 7o, respecti-
vamente. Similarmente, nw(X, ) v nw(X, 73), se referiran al peso neto de X bajo 7, y al
peso neto de X bajo 7, respectivamente.

Para la siguiente proposicion, es conveniente recordar la nocién de la traza de una familia
de conjuntos, definida en la Seccion 2.3: si A es una familia de subconjuntos de algiin conjunto
X y tenemos Y C X, la traza de A sobre Y es ATY :={YNA:Aec A}

Proposicion 5.1.2. Sean X un espacio yY C X. Entonces se cumple lo siguiente:
1. nw(X) < w(X),
2. nw(Y) <nw(X) y
3. wY) <w(X).

43
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Demostracion. Para el primer inciso, basta notar que cualquier base B para X es, a su vez
una red basica, en particular la de menor cardinalidad.

En cuanto a la segunda afirmacion, sea A/ una red bésica para X de cardinalidad nw(X).
Veremos que N | Y es una red bésica para Y. En efecto, sean y € Y y U € 7x, de manera
que y € UNY. Como N es una red basica para X, existe N € N tal que y € N C U. Por
ello,y € NNY C UNY. De esta manera N | Y es una red bésica para Y. Se sigue que
nw(Y) < nw(X).

Por tltimo, usando una argumentaciéon muy similar a la del parrafo anterior, se puede
mostrar que si B es una base para X, entonces B [ Y es una base para Y. De ello, deducimos
que w(Y) < w(X). O

Proposicion 5.1.3. Si X es un espacio entonces sucede que:
1. w(X) < w siysdlo si X es discreto y finito, y

2. nw(X) <w siy solo si X es discreto y finito.

Demostracion. Supongamos primero que X es discreto y finito. Como el conjunto {{z} : z €
X} es una base para X, ocurre que w(X) < |X| < w. Se sigue de la Proposicion 5.1.2 que
nw(X) < w.

Presupongamos ahora que w(X) = n (nw(X) = n) para alguna n € w, y que X es
infinito. Consideremos {x1,zs,..., 2,11} € X. Como X es de Hausdorff, para cada par de
elementos distintos i, j € {1,...,n + 1}, existen subconjuntos abiertos ajenos U, », v U,
de X tales que w; € Uy, 2, ¥ ¥ € Uy, o,- Para cada 1 € {1,...,n+ 1}, definimos:

5T

U o= ({Usi, s 5 €{1,...,n+ 13\ {i}}.
Asi, para cada i € {1,...,n+ 1}, se tiene que:
a) x; € U™,
b) U% € tx y
c) si j # 1 entonces U NU% = ().

Por otro lado, como w(X) = n (nw(X) = n), podemos tomar una base B (red basica
N) con |B] =n ([N]=n). Luego usando a) y b), para cada i € {1,...,n + 1}, existe
B; € B (N; € N) con la propiedad de que z; € B; C U% (x; € N; C U"). Sin embargo,
como los elementos de la familia {U%}74] son ajenos dos a dos, la subfamilia {B;}!' C B
({N;}'4} € N) tiene al menos n + 1 elementos. Por ello, |B| > n + 1 (|N| > n + 1), lo cual
es una contradiccion.

Por lo tanto X es finito, lo cual, sumado al hecho de que X es de Hausdorff, implica que
X es discreto.

]

Corolario 5.1.4. Si X es un espacio tal que | X| > w, entonces nw(X) > w. En particular,
i So(X) # 0, ocurre que nw(S.(X)) > w.
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Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.1.2 y del segundo inciso de la Proposiciéon 5.1.3.

[]

Resultados como la Proposicion 5.1.3 nos permiten darnos cuenta que las propiedades
de las funciones cardinales no resultan muy interesantes cuando los espacios tratados son
finitos. Por consiguiente, para el resto de esta secciéon, tomaremos espacios cuya cardinalidad
sea al menos w.

La funcién cardinal de densidad esta relacionada con el peso neto de un espacio de la
siguiente manera:

Lema 5.1.5. Para cualquier espacio X, se tiene que d(X) < nw(X).

Demostracion. Sea N una red bésica para X de cardinalidad minima. Para cada N € N,
sea ry € N. Entonces el conjunto Dy = {zy : N € N'} es un subconjunto denso de X cuya
cardinalidad es menor o igual que nw(X). O

Existen ciertas condiciones que podemos poner sobre un espacio para que su peso y su peso
neto coincidan. Particularmente, este es el caso para los espacios compactos, los localmente
compactos, los linealmente ordenados y los metrizables. Para mostrar esto, introduciremos
algunas nociones auxiliares, culminando en dos teoremas importantes.

El siguiente concepto, que nos permitird determinar el peso de un espacio linealmente
ordenado, fue expuesto originalmente por Andras Hajnal e Istvan Juhasz en su articulo de
1969, Some remarks on a property of topological cardinal functions, [6]. Debido al enfoque de
este trabajo, presupondremos que el lector tiene cierto conocimiento sobre espacios lineal-
mente ordenados. En caso contrario, puede consultarlos en [2, 1.7.4, p. 56| y [14, Seccion
14, p. 95].

Definiciéon 5.1.6. Sea X un espacio linealmente ordenado. Diremos que un par de puntos
x,y € X es una brecha en X, denotado por (z,y), si el intervalo abierto (z,y) es vacio, es
decir, y es el sucesor de x, pero ni x ni y son puntos aislados. Ademés, acordaremos que x y
y son los puntos extremos de la brecha (z,vy).

Definimos ¢g(X) como la cardinalidad del conjunto de todas las brechas en X, es decir,

9(X) ={{z,y) : 2,y € X},
Lema 5.1.7. Si X es un espacio linealmente ordenado entonces g(X) < nw(X).

Demostracion. Consideremos una red basica N para X de cardinalidad minima, y una brecha
(a,b) en X. Como el rayo (a,—) = {z € X : a < z} es un subconjunto abierto de X que
contiene a b, existe N, € N tal que b € N, C (a,—). Por otro lado, debido a que el intervalo
(a,b) es vacio, se sigue que b = min(N,). Por lo tanto, existen al menos tantos elementos
distintos en A como brechas en X, es decir, g(X) < nw(X).

O

La importancia de las brechas quedara establecida a continuacién con un resultado que
relaciona el peso de un espacio con su densidad y la cardinalidad del conjunto de brechas.

Lema 5.1.8. Si X es un espacio linealmente ordenado entonces w(X) = d(X) + g(X).
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Demostracion. Sea D un subconjunto denso de X, de cardinalidad minima, y consideremos
H como el conjunto de puntos extremos de todas las brechas de X. Observemos que los
puntos aislados de X pertenecen a D. Mostraremos que la colecciéon de los puntos aislados
de X en conjunto con los intervalos abiertos (a,b) para los cuales a,b € D U H, constituye
una base para X.

Sean z un punto no aislado de X y (p,¢) un intervalo abierto que contenga a x. Si x
no tiene ni predecesor ni sucesor, podemos encontrar a € D de manera que a € (p,z) y
b € D tal que b € (x,q), asegurando que x € (a,b) C (p,q). Por el contrario, si = tiene un
predecesor, digamos a, entonces debe ocurrir que a sea un punto aislado de X o que (a, )
sea una brecha en X. En otras palabras, a € DU H. Como z no es un punto aislado y tiene
predecesor, se sigue que x no tiene sucesor. Tomemos b € DN (z, q). Luego = € (a,b) C (p, q).
Ahora bien, para el caso cuando x tiene sucesor, usando un razonamiento anélogo al del caso
anterior, podemos encontrar dos puntos a,b € D U H de manera que x € (a,b) C (p, q).

Por consiguiente, hemos mostrado que, en efecto, la coleccion de puntos aislados de X,
unida al conjunto de intervalos abiertos (a,b) para los cuales a,b € D U H, forma una base
para X. Asi:

w(X) < [DUH| < d(X) + g(X). (5.1)

Para la desigualdad restante, es decir, que d(X) 4 ¢g(X) < w(X), los Lemas 5.1.5 y 5.1.7
garantizan que d(X)+ g(X) < nw(X). Por lo tanto, usando la Proposicion 5.1.2, concluimos
que d(X) + g(X) < w(X).

[l

Una vez establecida esta igualdad, podemos enfocarnos en mostrar algunos espacios para
los cuales coinciden el peso y el peso neto.

Teorema 5.1.9. Si (X, 7x) es un espacio compacto, entonces w(X) = nw(X).

Demostracion. Por la Proposicion 5.1.2, basta probar que w(X) < nw(X). Consideremos
una red basica N para X de cardinalidad minima, que, por la Proposicion 5.1.3, podemos
presuponer que es infinita. Definimos el conjunto:

7= {(Nl,NQ) ENXN : AULUp €y (N CUL)A(Ny CU) A (U MUy = (z)))}.
Usando la Proposicion 2.2.10, observamos que |Z] < nw(X)? = nw(X). Ahora, para
cada i = (N1, No) € Z, elegimos Uy (i) y Ux(i) como una pareja de subconjuntos abiertos que
cumplen la condicién descrita en la definicion de Z. Sea T la topologia en X generada por
la coleccion {U; (i), Us(i) : 1 € T},

Observemos que gracias a la Proposicion 2.2.10, ocurre que [{U(i),Us(i) : i € T} <
|Z|> = |Z|. Por otra parte, la base generada por esta coleccién consiste en intersecciones
finitas de elementos de ella; en otras palabras, esta base cuenta con a lo més tantos elementos
como la coleccion de subconjuntos finitos de Z. De esta manera, inferimos, del Lema 2.2.15
que:

w(X,T) <[Z]% = Z| < nw(X). (5.2)

Afirmacion. (X, T) es de Hausdorff.



5.1. PESO Y PESO NETO 47

En efecto. Sean x,y € X distintos. Como (X, 7x) es de Hausdorff, existen U,V € 7y,
ajenos, de manera que © € U y y € V. Como N es una red basica, podemos tomar N,, N, €
N tales que z € N, CU yy e N, CV. Asi, asignando i = (N,, N,), llegamos que Uy (i) y
Us (i) son abiertos ajenos de (X,7T), con z € Uy(i) y y € Us(i).

Por ltimo, como T C 7x, la funcion identidad Id : (X, 7x) — (X, 7)) es continua. Ade-
mas, (X, 7x) es compacto y (X, T) es de Hausdorff, asi que Id resulta ser un homeomorfismo.

Por lo tanto, usando (5.2), concluimos que w(X) < nw(X).
[l

Para un espacio X, usaremos la notacion aX para referirnos a la compactacion de Ale-
xandroff de X (|2, Seccion 3.5, p. 166]). El simbolo ) denotara alos nimeros racionales.

Teorema 5.1.10. Sea X un espacio localmente compacto, métrico o linealmente ordenado.
Entonces ocurre que w(X) = nw(X).

Demostracion. Como estamos presuponiendo que X es infinito, por el Corolario 5.1.4, sabe-
mos que nw(X) > w.

Comencemos suponiendo que X es localmente compacto. Recordemos que, por el Teo-
rema de Compactacion de Alexandroff (|2, Teorema 3.5.11, p. 169]), existe un espacio aX
compacto y de Hausdorff tal que X C aX y aX \ X = {p}. Consideremos, una red basica N’
para X tal que I[N = nw(X) > w. Entonces N'U{p} es una red basica para aX. Se sigue de
que N sea infinita que nw(aX) = nw(X) y, usando la Proposicion 5.1.2 y el Teorema 5.1.9,
concluimos que:

nw(X) = nw(aX) = w(aX) > w(X) > nw(X).

Evaluemos el caso cuando X es métrico. Sea N/ una red basica para X con cardinalidad
nw(X). Para cada N € N \ {0}, podemos tomar un elemento zy € N. Consideremos
D ={xy:NeN\{0}}, que, como N es una red basica para X, es un subconjunto denso
de X con a lo mas nw(X) elementos. Para r € Q y x € X, denotaremos por B,(z) a la bola
de radio r con centro en x. Entonces, por el Corolario 2.2.11:

B={B.(zy):(xy € D)A(r € Q)} tiene a lo mas nw(X) elementos. (5.3)

Mostraremos que B ademas es una base para X. Consideremos x € X arbitrarioy U € 7x
tal que x € U. De esta manera, existe r € Q positivo tal que B,(z) C U. Ahora como D es
denso en X, existe N € N/ de manera que zy € DN Br(z). Sea ¢ € QN (3, 5). Afirmamos
que By(zy) C B,(z): en efecto, si y € By(xy), entonces d(y,z) < d(y,zn) + d(zy, z) < 5.
Ast:

x € By(xy) CB.(x) CU y By(zn) €B.

Por lo tanto, B es una base para X, asi que, por (5.3), se tiene que w(X) < nw(X).

Por dltimo, supongamos que X es linealmente ordenado. Por los Lemas 5.1.5 y 5.1.7,
sabemos que nw(X) > d(X) + g(X). Luego, usando la Proposicion 5.1.2 y el Lema 5.1.8, se
sigue que:

w(X) = nw(X) > d(X) + g(X) = w(X),

asegurando que nw(X) = w(X)
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El siguiente lema serd muy tutil a lo largo de esta tesis y serd usado varias veces en
diferentes resultados. Sin embargo, la demostraciéon del mismo se relaciona poco con el en-
foque de este trabajo, por lo que si el lector estd interesado en ella puede consultar |2,
Teorema 1.1.15, p. 17].

Lema 5.1.11. Sean X un espacio arbitrario y k un nimero cardinal infinito. St w(X) < &,
entonces para cada base B de X eziste una base By tal que |By| < k y By C B. O

Generalmente, se piensa a los hiperespacios como objetos "mas grandes" que los espacios
originales en los que estan basados. Aunque esta idea intuitiva es medianamente acertada,
como veremos a continuacion, no siempre crecen las funciones cardinales cuando hablamos
de hiperespacios.

En el siguiente lema, usaremos la notacion para vietoricos de (X)), introducida en la
Definiciéon 2.4.2.

Lema 5.1.12. 57 B es una base de un espacio X, entonces:
B={(V)k:Ve[B™}

es una base para K(X). Mds ain, si B es infinito, entonces |B| < |B] y, por ende, w(K(X)) =
w(X).

Demostracion. Mostraremos primero que B es una base para IC(X). Para ello, tomemos
A € K(X) y un subconjunto abierto W de (X)) tal que A € W. Entonces, existe U € [Tx]<*
de manera que A € (U)x C W. Asi, para cada U € U, se tiene que ANU # (. Como B es
una base para X, para cada U € U y para cada x € AN U, existe B, € B con la propiedad
de que x € B, C U. Luego:

{By : (€ AnU) AN (Uel)}

es una cubiera abierta de A. Como A es compacto, existe una subcoleccion finita {B,, : i €
{1,...,n}} que cubre a A.
Ahora, para cada U € U, fijemos z € ANU y By € B tal que z € By C U. Con esto,
definimos:
V={B,,:i€{l,..,n}}U{By: U €U},

la cual es una familia finita de subconjuntos abiertos bésicos de X. Argumentaremos que
A € (V) € W. Primero, notemos que, por construccion, para cada i < n y para cada
U € U, se tiene que BN A # () y que By N A # (). Ademas, como {B,, : i € {1,...,n}} es
una cubierta de A, a su vez ) es una cubierta de A. De esta manera A C |JV. Se sigue que
Ae <V>)C

Por otro lado, por la manera en que se obtuvieron las familias {B,, : i € {1,...,n}}y
{By : U € U}, se tiene que |JV C |JU. También, para cada U € U, existe By € V tal que
By C U. Usando el Lema 2.4.11, llegamos a que (V) C (U)x y, con esto (V) € W. Por lo
tanto B es una base para K(X).

Supongamos ahora que B es infinito. Notemos que:

B| = {(V)x: V € [BI*} < [[B]™],
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)-

asi que, de acuerdo al Lema 2.2.15, ocurre que |B| < |BJ. Por ello w(K(X)) < w(X
(X

<

Finalmente, por el Corolario 2.4.13, sabemos que X es homeomorfo a Fi(X). Usando

el hecho que Fi(X) C K(X) y la Proposicién 5.1.2, deducimos que w(X) = w(F(X)) <
w(K(X)). Concluimos que w(X) = w(K(X)).

[l

El primer teorema importante de esta seccién nos brindard una condicion suficiente y
necesaria para que el peso de un espacio coincida con el peso de su hiperespacio de sucesiones
convergentes no triviales.

Teorema 5.1.13. Sea X un espacio con mds de un punto. Entonces w(X) = w(S.(X)) si

y s6lo si S.(X) # 0.

Demostracion. Comencemos presuponiendo que w(X) = w(S.(X)). Como X tiene al menos
dos elementos distintos, cualquier base para X debe de tener al menos dos elementos, es
decir, w(S.(X)) = w(X) > 2. Por lo tanto S.(X) # 0.

Supongamos ahora que S.(X) # ). Asi, X no puede ser finito y, por la Proposicion 5.1.2
y el Corolario 5.1.4, se sigue que w(X) > w. Usando el hecho que S.(X) C K(X) y el
Lema 5.1.12, llegamos a que w(S.(X)) < w(K(X)) < w(X). El resto de la demostracion se
centrara en mostrar que w(X) < w(S.(X)).

Fijemos un nimero cardinal £ de manera que w(S.(X)) = x. Haciendo uso de la Propo-
sicion 3.1.1, consideremos la base B = {{U). : U € €(X)} para S.(X). De acuerdo con el
Lema 5.1.11, existe una base By para S.(X) que cumple que |By| = k 'y By C B. Por estas
dos propiedades, podemos indexar a By con k; es decir, para cada «a < k, existe V, € €(X)
tal que el conjunto By = {(Va). : @ < K} es una base para S.(X). Consideremos:

B .= UVO“

a<k

Por construccion, el Lema 2.2.12 y el Corolario 2.2.11 garantizan que 8| < &, por lo que
B € [1x]=". Veamos que B es una base para X. Para ello, seanp € X y W € 7x, conp € W,
y fijemos S € S.(X). Consideramos dos casos:

Caso 1: lim S = p. Por la Observacion 2.4.21, sabemos que W NS € (W).. Asi, existe a < K
para la cual SNW € (V,). C (W).. Tomemos V € V, con p € V. Entonces V € B
y, debido al Lema 3.1.4, se tiene que V C (JV, C|J{W}. Porello,p eV C W.

Caso 2: lim S # p. Sea S; = SU{p} y, usando el Lema 2.4.14, consideremos U; y U, abiertos
ajenos de X con la propiedad de que p € Uy y S; \ {p} C Us. De esta manera, S; €
(U N W, Us)., por lo que existe o < k que cumple que S1 € (V). C (U N W, Us)..
Luego, usando el Lema 3.1.3, elegimos V € V, tal quepe V C U NW C W.

Concluimos que B es una base para X, lo cual, a su vez, implica que w(X) < w(S.(X)).
]

Aunque no tenemos un resultado para el peso neto tan fuerte como el anterior, si podemos
decir que el peso neto de un espacio X es un cota inferior para el peso neto de su hiperespacio

S.(X).
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Teorema 5.1.14. Si X es un espacio tal que S.(X) # 0, entonces nw(X) < nw(S.(X)).

Demostracion. Afirmamos primero que siempre que S.(X) # (), se puede elegir una sucesion
en X cuyo complemento sea infinito: en efecto, si tomamos Sy € S.(X) y {z,, : n < w} una
enumeracion adecuada para Sy, el conjunto {z,, : m es par} U{z,} es, a su vez, un elemento
de S.(X). Mas atn, si S; = {z,,, : m es par} U{z,}, ocurre que {z,, : m es impar} C X\ 5.
Por lo tanto | X \ S;| > w.

Consideremos S € S.(X) de manera que | X \ S| > w. Sea N una red basica para X \ S,
la cual, por el Corolario 5.1.4, sabemos que es infinita. Definimos:

N =NU{{z}:z €5}

y observamos que es una red basica para X. Notemos que [{{z} : 2 € S}| = |S| = w, por lo
que |[Ni| = |N/|. Debido a que N fue arbitraria, se sigue que nw(X) < nw(X \ 9).

Por otra parte, el segundo inciso del Lema 3.1.5 nos dice que X \ S se encaja en S.(X).
Usando el segundo inciso de la Proposicion 5.1.2, deducimos que nw(X) < nw(X \ S) <
nw(S.(X)).

O

Teorema 5.1.15. Eziste un espacio X tal que nw(X) < nw(S.(X)).

Demostracion. Consideremos el plano R% Para cada a € R y cada r > 0, definimos el
conjunto:

Moy ={(a,0)} U{(z,9) €R® : (lz —a| <r) A (ly| <]z —al)}.

Ahora, para cada (a,b) € R?, definimos una base local de la siguiente manera: Si b # 0,
entonces (a, b) tendra la base local usual del plano. Por otra parte, si b = 0, tomamos la base
local dada por la coleccion {M, . : r > 0}

Sea X el espacio que se obtiene al dotar al plano con la topologia resultante. Sean
Zy ={(2,0) : x € R} y Zy = X \ Z;. Observemos que las topologias inducidas en Z; y Z5
coinciden con las topologias inducidas por la topologia usual en el plano. De esta manera,
podemos tomar bases numerables B; y By para Z; y Zs, respectivamente. Luego, By U B, es
una red basica numerable para X, por lo que:

nw(X) = w. (5.4)

Proseguimos construyendo, para cada a € R, la sucesion:

Sa 1= {(a,O)}U{(a—%,#) :nEw}U{(a—i—zin,Qn—l_H) :nEw}.

Notemos que lim,,_, (a — 2%, #) = (a,0) = lim,, (a + 2%, 2n1+1). Por ello, gracias a la

Observacion 2.4.21, concluimos que S, € S.(X), para cada a € R. Definimos el conjunto:

G :={S,:aeR}
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Afirmacion. G es discreto.

En efecto, fijemos a € Ry sea U = M, s. Observemos que si (x,y) € Su\ {(a,0)},
entonces r = a — 2%” or=a+ 2% para alguna m € w. En cualquier caso, |t —a| = 2% < % y,
ademas, |y| = 5o < |z —al. Se sigue que {S,} C (U).NG. Para probar que (U).NG C {S.},
sea t € R de manera que S; € (U). N G. Nos percatamos que t € (a — 3,a + 3).

Argumentaremos que nit < a, nit > a. Supongamos, por el contrario, que t < a. Entonces
t e (a — %,a — 1} U(Un€w [& — 2%,@ — 2,1%]) Si ocurriera que t € (a — %,a — 1}, tendriam?s

que t —a € (—%,—1}. Luego, t +1—a € (—%,O], lo cual garantiza que |t + 1 —a| < 3.

Sin embargo, esto implicaria que (¢ + 1, %) € S, \ U. Como esto es imposible, se tiene que

t € [a — L a— 2,1%] para alguna n € w. Bajo estas condiciones, se tiene que t — a €

[—, —%}, lo cual nos dice que t + 5= — a € [0, |- Se sigue que [t + 55 —a| < 57 e
inferimos de ello que (¢t + 2%, 2,1%) € S; \ U. No obstante, esto contradice la eleccion de S;.
Por lo tanto, t £ a

De manera anéloga, se puede probar que t % a, lo que nos lleva a que t = a. Por ende,

Sy = S,, comprobando que (U). NG C {S,}. Por lo tanto, G es discreto.

Habiendo probado la afirmacion, como G C S.(X), la Proposicién 5.1.2 garantiza que
nw(G) < nw(S.(X)). Ademas, como G es discreto, se deduce que nw(G) > ¢ > w. Por lo
tanto, usando (5.4), concluimos que nw(X) < nw(G) < nw(S.(X)). O

Para la siguiente proposicion, recordemos el concepto de c¢f.(X) expuesto en la Defini-
ciéon 3.2.1.

Proposicién 5.1.16. Para un espacio X :

nw(S.(X)) < min{nw(X)?, cf.(X) +nw(X)}.

Demostracion. Sea N una red bésica para X de cardinalidad nw(X). Para mostrar que
nw(S.(X)) < nw(X)“, argumentaremos que {(£). : € € [N]=*} es una red basica para
S.(X).

Sean U € €(X) y S € (U). arbitrarios. Para cada U € U y cualquier x € SN U, elijamos
EY € N de manera que x € EY C U. Sea & = {EV : (U € U) A (z € SNU)}. Asi,
& es un subconjunto numerable de N, para el cual S € (). C (U).. Por esto, la familia
{{€).: & € [N]=¥} es una red basica para S.(X).

Ahora bien, observemos que |{(€). : £ € [N]=¥}| < |[N]=¥|. Por el Corolario 2.2.16,
se tiene que |[[N]=¥| < nw(X)“. Como {(£), : & € [N]=*} es una red bésica para S.(X),
deducimos que

nw(S.(X)) < nw(X)~“. (5.5)

Para exhibir que nw(S.(X)) < c¢f.(X) + nw(X), supongamos que C es un subconjunto
cofinal de S.(X) con cardinalidad cf.(X). Argumentaremos que:

N:={{T\FYUE). : TeC A Fe[I]“ A €€ [N}
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es una red bésica para S.(X).

Gracias a la Proposicion 3.1.1, basta con considerar Y € €(X )y S € (U).. Sea a =1im S.
Tomemos W € U y T € C que cumplan que a € W y S C* T. Por la Proposiciéon 3.2.3,
sabemos que lim7T" = a. De esto y la eleccion de T, inferimos que los conjuntos 7\ W'y
S\ (I'NW) son finitos. Sean FF =T\ W y H =S\ (T'NW). Ahora, para cada € H, sean
U. €Uy N, €N tales que z € N, C U,. Entonces el vietorico ({T'\ F} U{N, : x € H}).
es un elemento de M que satisface que S € ({T'\ F}U{N,:z € H}). C (U)..

Recordemos que por el Lema 2.2.15, si T' € C, entonces |[T|<¥| = |T| = w. Por ello,
HT\ F : F € [T]<*}| = w. Esto, en conjunto con el Lema 2.2.12, el Corolario 2.2.11 y el
hecho que ¢f.(X) es infinito (Nota 3.2.2), implica que:

{T\F :TeCAFeII™}=||J{T\F:Fe[II*} <

<Y HT\F:F eI} =) w=cf(X) w=
TeC TeC
= cfe(X).

Por otro lado, el Lema 2.2.15 nos dice que |[N]<¥| = |N] = nw(X). Asi, aseguramos que
M| < cf(X) 4+ nw(X). Como N es una red basica para S.(X), concluimos que:

nw(Se(X)) < cfe(X) + nw(X). (5.6)

Por lo tanto, usando (5.5) y (5.6), llegamos a que nw(S.(X)) < min{nw(X)“, cf.(X) +
nw(X)}. O

Relacionado a la Proposicion 5.1.16, si Z es un espacio segundo numerable (es decir
w(Z) = w) con |Lz| > w, (por ejemplo una esfera), el Teorema 5.1.13 y la Proposicion 3.2.6
nos dicen que:

nw(S.(2)) = w < min{nw(2)*, cf(Z) + nw(Z)}.

A pesar de no contar con un resultado tan fuerte como el del Teorema 5.1.13 para el peso
neto, bajo ciertas condiciones si podemos saber cuédndo coinciden el peso neto del espacio
con el del hiperespacio de sucesiones convergentes.

Teorema 5.1.17. Sea X un espacio compacto, localmente compacto, métrico o linealmente

ordenado. Si S.(X) # 0, entonces nw(X) = nw(S.(X)).

Demostracion. Gracias al Teorema 5.1.14, basta mostrar que nw(S.(X)) < nw(X).

Por los Teoremas 5.1.9 y 5.1.10, sabemos que para cualquiera de este tipo de espacios,
w(X) = nw(X). Ahora como S.(X) # 0, el Teorema 5.1.13, en conjunto con la Proposi-
cion 5.1.2; aseguran que nw(S.(X)) < w(S.(X)) = w(X) = nw(X). O

5.2. i-peso

Unicamente para esta seccion, si (X, 7) es un espacio topologico, adoptaremos la notacion
X, para referirnos a él.
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Definicion 5.2.1. Supongamos que 7 y o son topologias sobre un conjunto X. Entonces
utilizaremos el simbolo (X, o) < (X, 7), o simplemente X, < X, siempre que o C 7.

Con esto en mente, si X, es un espacio de Tychonoff, definimos el i-peso de X, como el
menor cardinal de la forma w(X,), donde X, es un espacio de Tychonoff tal que X, < X..
Denotaremos esto por iw (X, ), es decir:

iw(X;) =min{w(X,) : (X, < X;)A (X, es de Tychonoff) }.

Observemos que, por el Teorema 2.4.19, si X es un espacio de Tychonoff, entonces también
lo es S.(X).

Para la siguente proposicion, es conveniente recordar la nocién de traza definida en la
Seccién 2.3.

Proposicion 5.2.2. Si X, es un espacio de Tychonoff, entonces iw(S.(X;)) < iw(X,).

Demostracion. Cuando S.(X,) = (), obtenemos que iw(S.(X,)) = 0, cumpliendo la desigual-
dad. Presupongamos que S.(X,) # 0.

Consideremos un espacio de Tychonoff X, de manera que iw(X,) = w(X,) y X, < X,.
Tomemos S € S.(X,) con imS = p. Si V es un subconjunto abierto de X, que contiene
a p, como X, < X, se tiene que |S \ V| < w; en otras palabras, S € S.(X,). Deducimos
que S.(X;) C S.(X,). Asi, sea E el espacio resultante de dotar a S.(X,) con la topologia
relativa de S.(X,), es decir,

E = <SC(XT) , TSu(Xs) TSC(XT)>-

Debido a que X, es un espacio de Tychonoff, S.(X,) también lo es, lo cual implica que
E es de Tychonoff. Ahora, por el Teorema 3.1.1, sabemos que si i € €(X,,), el vietorico (U).
es un subconjunto abierto basico de S.(X,). Por ende, (U). N E es un subconjunto abierto
basico de E. Por otra parte, el hecho que X, < X, asegura que €(X,) C €(X,), de manera
que (U).N E es un subconjunto abierto en la topologia de Vietoris de S.(X). Por lo tanto,
E < S.(X.).

Del parrafo anterior, deducimos que iw(S.(X;)) < w(E). Mas atn, la Proposicion 5.1.2
y el Teorema 5.1.13 garantizan que w(E) < w(S.(X,)) = w(X,) = tw(X,). Concluimos que
iw(S.(X7)) <iw(X,). O

5.3. m-peso

La ultima funcién cardinal relacionada con el peso que veremos es la del m-peso. Una de
las propiedades mas ttiles de esta funcion es que, como veremos en el Teorema 5.3.5, el m-peso
del hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales esta completamente determinado por
el espacio original y su conjunto de puntos limites.

Definicion 5.3.1. Consideremos una familia de subconjuntos abiertos no vacios, P, de un
espacio X. Diremos que P es una mw-base para X si cada subconjunto abierto no vacio de X
contiene a un miembro de P. Naturalmente, el m-peso de X, mw(X), es la menor cardinalidad
de una m-base para X.
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Para el siguiente lema, el lector quizas quiera revisar la pequena parte sobre celularidad
que incluimos en la Seccion 3.2.

Lema 5.3.2. Sea X un espacio. Si |X| > w, entonces mw(X) > w. En particular, si
S.(X) #£ 0, ocurre que Tw(S.(X)) > w.

Demostracion. Observemos que si P es una m-base de X, para cualquier familia celular C de
X se tiene que |C| < |P]. Por esto concluimos que ¢(X) < mw(X) y, usando el Lema 3.2.8,
obtenemos el resultado deseado. O

Para poder obtener una férmula relacionando el 7m-peso del hiperespacio de sucesiones
convergentes no triviales con el m-peso del espacio original, necesitamos introducir la siguiente
nocion.

Definicion 5.3.3. Dados un espacio X, un subconjunto no vacio ¥ C X y una familia
P C 7x, diremos que P es una mw-base para Y modulo X si:

a) 0 ¢ (P1Y) vy
b) para cada U € 7x tal que UNY # ), existe P € P tal que P C U.

Denotaremos por mwx (Y') a la menor cardinalidad de una 7-base para Y modulo X. Por
otra parte, debido a que la traza sobre Y de cualquier m-base para Y moédulo X es a su vez
una 7-base para Y, tenemos en automatico que mw(Y) < mwx(Y).

Ejemplo 5.3.4. Sea X un espacio. Observemos que si p € X, cualquier familia de abiertos
que sea una m-base para {p} modulo X es, de manera equivalente, una base local para X en
p. En particular, si p no es un punto aislado de X, entonces (como veremos en el Lema 6.1.2),

mw({p}) =1 < mwx({p})-

Habiendo establecido este concepto, tenemos las herramientas suficientes para dar una
ecuacion que determine el m-peso del hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales.

Teorema 5.3.5. Si para un espacio X ocurre que S.(X) # 0, entonces

Tw(Se(X)) = mw(X) + mwx(Lx).

Demostracion. Por hipotesis y el Lema 5.3.2, sabemos que los cardinales 7w(X) y mw(S.(X))
son infinitos. Sea k = Tw(S.(X)). Usando la Proposicién 3.1.1, escojamos una coleccion
{Us : a < K} C €(X) de manera que {(Uy). : @ < K} sea una m-base para S.(X). Hacemos
dos afirmaciones:
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Afirmacion (1). J,., Ua es una m-base para X.

En efecto, sea W un subconjunto abierto no vacio de X. De acuerdo con el Lema 2.4.23, si
W interseca a Ly, entonces (W), # (). Por ende, para alguna «a < k, ocurre que (U, ). C (W)..
Asi, el Lema 3.1.4 garantiza que | JU, C W.

Por otra parte, cuando W N Ly = ), podemos fijar S € S.(X) y z € W, observando que
lim S # z. Sean U,V € 7x ajenos tales que z € Uy S\{z} C V. Como, SU{z} € (UNW, V).,
consideremos § < k y T € S.(X) de manera que T € (Us). C (UNW,V).. Se sigue que
IimT € (UN W)UV, pero dado lo presupuesto sobre W, obtenemos que lim7" € V. En
particular, 7N (U N W) es finito. Por el Lema 3.1.3, existe G € Uz con G C W NU C W.

Por lo tanto, |J, ., Ua es una m-base para X.

Afirmacion (2). {P € U, ,Ua : PN Lx # 0} es una m-base para Lx modulo X.

Sea W € 7x tal que la interseccion de W con Ly sea no vacia. Entonces (W), # () (Le-
ma 2.4.23) y, por ello, (U,). C (W), para alguna o < k. Usando nuevamente el Lema 3.1.4,
ocurre que (JU, C W. Dado que {{U,). : @ < Kk} es una m-base para S.(X), se tiene que
(Uy)e # 0. Por lo tanto, existe P € U, de manera que PN Ly # ().

Se sigue que {P € J,.,Us : PN Lx # 0} es una 7m-base para Ly modulo X.

De acuerdo con el Corolario 2.2.11 y el Teorema 2.2.12, sabemos que ||J,., U.| < k. Por
ello, como |, Ua ¥ {P € Uype,Ua : PN Lx # 0} son una m-base para X y una m-base
para Lx modulo X, respectivamente, deducimos que 7w (X) < k y mwx(Lx) < k. Se sigue
del Corolario 2.2.11 que mw(X) + mwx (Lx) < k.

Para la desigualdad restante, argumentaremos que si P y P’ son una w-base para X y
una m-base para Ly modulo X, respectivamente, entonces:

B={V).: Ve[PUPT A VNP #0}

es una m-base para S.(X). Supongamos que |P| = 7w (X) y que |P’| = mwx(Lx). Observe-
mos que, por construccion, para cada (V). € 9B, existe U € P'NV. Como ) ¢ P’ | Ly, se sigue
que existe x € UNLx. Luego, el Lema 2.4.23 garantiza que (U).NS.(X, z) # 0; es decir, existe
So € (U),. Por otra parte, como P es una m-base para X, sabemos que para cada V € PNV,
existe xy € V. Asi, la Observacion 2.4.21 garantiza que So U {zy : V € PNV} € (V). De
esta manera, notamos que ‘B es una familia de subconjuntos abiertos no vacios de S.(X).

Sea W € €(X) tal que (W), # (). Fijamos W € Wy W’ € P’ de manera que WNLyx # ()
y W' C W. Ademés, para cada V € W\ {W}, tomemos V' € P, con V' C V. Entonces si
definimos:

V={V':VeW\{W}H}u{wi,

ocurre que (V). € By, gracias al Lema 2.4.11, (V'). C (W).. Por lo tanto, B es una w-base
para S.(X). Finalmente, el Lema 2.2.15 nos dice que

IB| <|[PUP|<¥| =[PUP| <|P|+|P| =7rw(X)+ rwx(Lx),
con lo que se tiene que kK < Tw(X) + Twx(Lx). O

Notemos que si Y es un subespacio denso de un espacio X, cualquier m-base para X
es una rm-base para Y modulo X y, por ende, mwx(Y) < mw(X). En particular se tiene el
siguiente corolario:
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Corolario 5.3.6. Para cualquier espacio X con abundantes sucesiones, mw(S.(X)) = mw(X).

Demostracion. Por el Lema 5.3.2, mw(X) y mw(S.(X)) son infinitos. Luego, como Ly es
denso en X, el Teorema 5.3.5 nos dice que 7w(S.(X)) = mw(X) + rwx(Lx) = mw(X). O

Los siguientes dos ejemplos nos daran un acercamiento a la relaciéon entre el m-peso de
un espacio y el m-peso modulo X del conjunto de puntos limites de este. Serfa interesante
determinar condiciones suficientes y necesarias sobre un espacio X para que las desigualdades
Tw(X) < mwx(Lx)y mw(X) > mwx(Lx) se satisfagan.

Ejemplo 5.3.7. Un espacio en el que mw(X) < mwx(Lx).

Sea X el abanico secuencial de w espinas, S(w). Si p es el Gnico punto no aislado de X,
entonces {{z} :x € X \ {p}} es una w-base para X, garantizando que 7w(X) < w.

Por otro lado, en el Ejemplo 5.3.4 argumentamos que las m-bases para {p} modulo X
coinciden con las bases locales para p en X. Recordando el resultado de la Proposicion 2.6.3,
concluimos que:

Tw(X) <w < mwx({p}) = mwx(Lx).

Ejemplo 5.3.8. Un espacio para el cual mw(X) > mwx(Ly).

Consideremos w+ 1 como un espacio topologico linealmente ordenado y wy \ (w4 1) como
un espacio discreto. Definimos X = (w+1)®(w; \ (w+1)). Observemos que, por ser wy \ (w+1)
discreto, entonces Lx = {w}. Como {(w+1)\n : n € w} es una base local para w en (w+1),
también lo es para X en w. De esto, deducimos que mwx (Lx) < w. Debido a que w; \ (w+1)
es discreto, cualquier m-base para X contiene a la coleccion {{a} : a € wy \ (w+ 1)}, que
tiene cardinalidad mayor que w. Por ello:

mw(X) > w = nmwx(Lx).



Capitulo 6

El Caracter de S.(X)

La ultima funcién cardinal que trataremos es la que estudia el caricter del hiperespacio
de sucesiones convergentes no triviales. Para mantener la analogia que hemos presentado
en los capitulos pasados, el caracter incluye (de cierta manera) el estudio de la primera
numerabilidad, indagando sobre las propiedades del espacio cuando el tamano de las bases
locales es mayor que w.

Presentaremos también las funciones relacionadas de m-cardcter y pseudocaracter. Nue-
vamente, trataremos de incluir ejemplos para esclarecer algunos resultados.

6.1. Caracter

Definiciéon 6.1.1. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Definimos el caracter de un punto
x € X, denotado por x(z, X), como la minima cardinalidad de una base local para x en X.
Con esto en mente, definimos el caracter de X de la siguiente manera:

X(X) :==sup{x(z,X) : x € X}.
Lema 6.1.2. Sea X un espacio. Si x € X no es un punto aislado, entonces x(z, X) > w.

Demostracion. Presupongamos que x no es un punto aislado, pero que x(z, X) = n para
algin n € w. Sea f = {B;}!, una base local para = tal que |§| = n. Asi, z € (,_, B;, el
cual es un subconjunto abierto de X. Como z no es un punto aislado, {z} # (_, B;, por lo
que existe B; € § de manera que x € B; C (., B;. Por ello B; = (._, B;.

Consideremos ahora y € B;\{z}. Como B;\ {y} es abierto en X, podemos tomar By, € 8
con z € By C B;\ {y}. Sin embargo, B; = (\_, B, € B, C B; \ {y}. Esto implica que
y € B; \ {y}, lo cual es imposible. Por lo tanto, x(z, X) > w. O

Veamos que el caracter de un espacio acota superiormente al caricter de su hiperespacio
de sucesiones convergentes no triviales.

Teorema 6.1.3. Si X es un espacio, entonces x(S.(X)) < x(X).

Demostracion. Si S.(X) = 0, se sigue que x(S.(X)) = 0 < x(X). Supongamos que existe
S € S8.(X) ysea limS = a. Para cada = € X, tomemos una base local §, de manera que
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|Bz| = x(z, X). Definimos la siguiente familia de conjuntos:

Bs := {<{B$:x€(S\Ba)U{a}}>C : Bo€pB, N VYreS\B, (B:,;Eﬁw)}.

Para entender esta familia, veamos que si B € Bg, entonces B = (B,, By, , ..., Bz, )¢, para
algin B, € f,, de manera que S\ B, = {x1,...,x,} ¥y Bs, € B, paracadai € {1,...,n}.

Con esto aclarado, veamos que Bg es una base local para S en S.(X). Gracias al Le-
ma 3.1.1, podemos considerar U € €(X) que satisfaga que S € (U).. Como, para cada
y €5, existe U € U tal que y € U, sean B, € B, y V € U de manera que a € B, C V.
Similarmente, para cada x € S\ B,, seleccionemos B, € 3, con la propiedad de que, para
cierto U € U, suceda que B, C U. Asi, si:

B={({B,:x € (5\B)U{a}}).

obtenemos que S € B. Por otra parte, gracias a la construccion de B y el hecho que U es una
familia celular finita, notamos que | J B C |JU vy, para cada U € U, existe B, € {B, : x €
(S\ B,)U{a}} tal que B, C U. Por ello, el Lema 2.4.11 asegura que B C (U)... Concluimos
que Bgs es una base local para S en S.(X).

Por otro lado, como a no es un punto aislado, por el Lema 6.1.2 sabemos que |5,| > w.
Asi, usando el Teorema 2.2.14, notamos que:

U Bl < 318 = w- sup{|B] : x € S} = sup{x(x, X) : x € S}.

€S €S

Luego, el Lema 2.2.15 garantiza que:

<w
|Bs| < [U Bm] <sup{x(z,X):z e S} < x(X).
xeS
Por lo tanto, como S fue arbitraria, llegamos a que x(S.(X)) < x(X). O

El siguiente lema es un primer acercamiento a establecer bajo qué condiciones coinciden
el caracter de un espacio y el caracter de su hiperespacio de sucesiones convergentes no
triviales.

Lema 6.1.4. Sean X un espacio y S € S.(X). Siy € S\ {limS} entonces ocurre que
X (¥, X) < X(5, 8e(X).

Demostracion. Fijemos k = x(5,S.(X)). El hecho que {(U). : U € €(X)} sea una base para
Sc(X) implica que, para cada o < k, existe V, € €(X) de manera que {(V,). : @ < K} es
una base local para S. En particular, para cada a < k, existe un tnico V, € V, tal que
y € V,. Definimos la familia B = {V,, : @ < k}, la cual, por construccion, tiene cardinalidad
menor o igual a k.

Para mostrar que B es una base local para y, tomemos W € 7x con y € W. Usando el
Lema 2.4.14, sean U; y U, subconjuntos abiertos ajenos de X con la propiedad de que y € U,
vy S\ {y} C U,. Observemos que S € (U; N W, Us).. Por ello, existe 8 < k tal que:

S e (Vg)e € (U NW,Us)e.
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Luego, como S N (U N W) = {y}, el Lema 3.1.3 asegura que existe V' € Vj para el cual
yeV CU NW. Por lo tanto, V = V3 y, por ello, B es una base local para y. Concluimos
que x(y, X) < k= x(5,Se(X)). O

Con este resultado en mente, procedemos a dar una condicién suficiente para que el
caracter de un espacio y el de su hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales sean
iguales.

Teorema 6.1.5. St un espacio X tiene al menos una sucesion convergente no trivial, en-
tonces x(X) = x(Se(X)).

Demostracion. Por el Teorema 6.1.3, basta probar que x(X) < x(S.(X)).
Fijemos k = x(S.(X)), S € Sc(X) y z € X. Observemos que si lim .S # z, podemos tomar
So = S U{z}, con lo que el Lema 6.1.4 garantiza que x(z, X) < x(So, Se(X)) < x(S:(X)).
Supongamos que lim.S = z. Usando la Proposicion 3.1.1 y el Lema 5.1.11, para cada
F e[S\ {z}]7¥, consideremos iUp C €(X) de manera que w < |Up| < Ky {{U).: U € Ur}
sea una base local para S\ I’ en S.(X). Definimos la coleccion:

B::{UU:UGU{uF;Fe[S\{z}rw}}.

Notemos que por construccion, cada elemento de B contiene a z: en efecto, si Uy € (J{Ur :
F €[S\ {z}]=“}, entonces existe Fy € [S\ {z}]<“ tal que Uy € Up,. Como {{U).: U € Ug,}
es una base local para S\ Fy en S.(X), esto quiere decir que z € Uy para algun Uy € Uy. Por
consiguiente, z € Uy C | JUy € B. Dicho de otra manera, z € |JUp.

Veamos ahora que B es una base local para z en X. Sean V' un subconjunto abierto de X
conz € VyF=S\V,elcual es finito. Con esto, S\ F' € (V),, por lo que, por construccion,
existe U € Up que cumple que ) # (U). C (V).. Entonces por el Lema 3.1.4, cada U € U
esta contenido en V', mostrando que B es una base local para z en X.

Ahora examinemos la cardinalidad de B. Por un lado, para cada F' € [S\ {z}]<¥ sabemos
que |Ug| < K que, en conjunto con el Corolario 2.2.11 y los Lemas 2.2.12 y 2.2.15, nos dice:

Ul Pels\E0=) < Y i< Y s=rw=nr

Fe[S\{z}]<~ Fe[S\{z}]<~

De esta manera, podemos indexar (J{Up : F' € [S\ {z}]<“} con k. Asi, si Uy € | J{Ur : F €
[S\ {z}]=¥} con A < Kk y |Uy| = wy, el Corolario 2.2.11 y el Lema 2.2.12 garantizan que

Bl <) <) wn<w-w=r (6.1)

A<K A<K

Se sigue de (6.1) y el hecho que B sea una base local para z en X que x(z, X) < x(S.(X)).
Concluimos que x(X) < x(S.(X)).
0



60 CAPITULO 6. EL CARACTER DE S¢(X)

6.2. m-caracter

Asi como introdujimos la nocién de una m-base para un espacio en el capitulo pasado,
podemos hablar de una m-base local para un espacio en un punto. Naturalmente, esto invita
a que tratemos una funcién cardinal que estudie este tipo de familias.

Definiciéon 6.2.1. Consideremos una familia, P, de subconjuntos abiertos no vacios de un
espacio X. Dado x € X, diremos que P es una mw-base para x en X si, cuando ocurra que
reU € 71x, existe P € P tal que P C U.

Asi, el m-cardcter de x, mx(x, X), es la menor cardinalidad de una m-base para = en X. Con
esto, definimos el w-cardcter de X como mx(X) = sup{mx(z,X) : z € X}.

Una vez establecida esta definicion, enfoquémonos en un resultado muy similar al del
Lema 6.1.2.

Lema 6.2.2. Sea X un espacio. Si x € X no es un punto aislado, entonces mx(x, X) > w.

Demostracion. Observemos que si P € [rx \ {0}]<¥, para cada P € P podemos tomar
yp € P\ {z}, ya que z no es un punto aislado de X. Luego, X \ {yp : P € P} es un
subconjunto abierto de X que contiene a x, pero que no contiene ningtn elemento de P. Por
lo tanto, P no es una m-base para x en X. Se sigue que mx(z, X) > w. O

Aunque en la seccion pasada el caracter de un espacio X acotaba superiormente al de su
hiperespacio S.(X), para el m-caracter esto no se tiene (ver Ejemplo 6.2.4). Sin embargo, si
se tiene que siempre que el espacio tenga al menos una sucesiéon convergente no trivial, el
m-caracter de X acota inferiormente al de S.(X).

Teorema 6.2.3. Si X es un espacio para el cual Sc(X) # 0, entonces mx(X) < wx(Se(X)).

Demostracion. Sea k = mx(S.(X)), el cual, por la Proposicion 3.1.2 y el Lema 6.2.2, sabemos
que es infinito. Fijemos z € X. Para mostrar que mx(z,X) < &, tomemos Sy € S.(X) y
asignemos S = Sy U {z}. Examinamos dos casos:

Caso 1: im S = z.

Usando la Proposicion 3.1.1, el Lema 5.1.11 y el hecho que cualquier base local es a
su vez una m-base, para cada F' € [S\ {z}]<%, existe Up € [€(X)]=" de manera que
{{U)c: U € p} es una w-base para S\ F' en S.(X). Definimos:

P::{Uu:UeU{uF;Fe [S\{z}]<w}}.

Argumentaremos que P tiene a lo més x elementos. Por un lado, para cada F' €
[S\ {z}]¥ sabemos que |Up| < K, que en conjunto con el Corolario 2.2.11 y los
Lemas 2.2.12 y 2.2.15, nos dice que:

Ul Fels\ (2=} < X i< Y s=rw=n

Fe[S\{z}]<~ Fe[S\{z}]<~
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Por ello, podemos indexar |J{tr : F' € [S\ {z}]=¥} con k. Entonces si Uy € [J{Ur :
F e[S\ {z}|7¥} con A < Ky |U\| = wy, el Lema 2.2.12 asegura que:

|P|§Z|MA|§ZwA§w-/<;:/£. (6.2)

ALK ALK

Veamos que P, ademas, es una m-base para z en X. Tomemos V € 7x tal que z € V'
y sea F'= S\ V. Entonces F es finito y S\ F € (V).. Esto garantiza la existencia
de U € Up con la propiedad de que 0 # (U). C (V).. Bajo estas condiciones, el
Lema 3.1.4 nos dice que [ JU C V, mostrando que, efectivamente, P es una m-base
para z en X. Concluimos usando (6.2) que mx(z,X) < k.

Caso 2: lim S # z

Como en el caso anterior, sea 4 C €(X) tal que |U| < ky {{U). : U € L} sea una
m-base para S en S.(X). Usando el Lema 2.4.14, elegimos dos subconjuntos abiertos
ajenos de X, Wi y Wh, para los cuales z € Wp y S\ {z} C Ws. Definimos:

wi={waw s welJunwaw £0}

el cual, por el Lema 2.2.17, tiene cardinalidad < k. Argumentaremos que W es una 7-
base para z en X. Presupongamos que z € V' € 7x. Debido a que S € (VNW;, Ws),,
existe U € YU que satisface que 0 # (U). C (V. NWy, Wa).. Si T € (U)., podemos
tomar W € U de manera que TN(VNW;)NW # (. Luego, el Lema 3.1.4 asegura que
W C U C (VNW;)UWs, con lo que queda establecido que WNW; C VNI, C V.
Por lo tanto, YW es una m-base para z en X con a lo mas x elementos. Luego,
wx(z, X) < K.

Como z fue arbitrario, se sigue de ambos casos que Tx(X) < mx(S.(X)). O

Ejemplo 6.2.4. Un espacio para el cual mx(X) < mx(S.(X)).

Sean X el abanico secuencial de w espinas y p el tnico punto de acumulacién de este.
Argumentaremos que mx(X) = w < mx(Sc(X)).

Como {{z} : € X \ {p}} es una 7m-base para p en X, el Lema 6.2.2 asegura que
TX(X) = w. Sea k = x(S.(X)). Por la Proposicién 3.1.2, sabemos que S.(X) es denso en
si mismo, asi que el Lema 6.2.2 garantiza que x > w. Probaremos que xk > w.

Fijemos S € S.(X). Consideremos 4 C €(X) tal que |U] < k' y que {{U). : U € LU} sea
una base local para S.(X) en S. Para cada U € 4, tomemos Uy € U de manera que p € Uy.
Definimos la familia:

B={Uy\F : UF)esx[S\{p}}
la cual tiene a lo mas x - |[S \ {p}|=“| elementos. Usando el Lema 2.2.15, deducimos que:
|B| < k.

Veamos que B es una base local para p en X. Supongamos que p € V € 7x y sea

V={Viu{{z}:2€S\V}. Como S € (V). existe W € 4 que satisface que (W), C (V)..
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Ademas, p € Uy \ (S'\ V), por lo que basta probar que Uy \ (S \ V) C V para obtener lo
deseado. Consideremos z € Uy \ (S\ V) y T' € (W),. Entonces T'U {2z} € W), C (V)., asi
que, por la eleccion de z y de V, esto implica que z € V. Por lo tanto, B es una base local

para p en X.
Por ultimo, la Proposicion 2.6.3 asevera que X no es primero numerable en p, de lo que
concluimos que w < |B] < k. O

El siguiente teorema nos brindaré un primer acercamiento a poder determinar una clase
de espacios cuyo m-caracter coincida con el de su hiperespacio de sucesiones convergentes no
triviales.

Teorema 6.2.5. Sea X un espacio. Si Lx C int(Ly), entonces mx(S.(X)) < mx(X).

Demostracion. Supongamos T' € S.(X) arbitrario. Para cada x € T, sea P, una m-base para
x en X que satisfaga que mx(x, X) = |P,|. Denotemos lim 7" = a.

Dado U € 7x con a € U, como a € U Nint(Lx), existe P € P, de manera que
P CUnint(Lx) CU. Por ello, sin pérdida de generalidad, podemos presuponer que ca-
da elemento P de P, es un subconjunto de Ly. Sea P = |J{P, : v € T}.

Definimos:

B:={U).: Ue [P ANUNP, #0}.

Mostraremos que 8 es una m-base para T en S.(X). Consideremos un subconjunto finito
U de Py UelnP,. Por lo presupuesto sobre P,, se tiene que U N Lx # (). Esto, en
conjunciéon con el Lema 2.4.23, muestra que los miembros de ¥ son subconjuntos abiertos
no vacios de S.(X). Ahora, tomemos V € €(X) y W € V que cumplan que 7' € (V). y
a € W. Entonces existe W' € P, tal que W/ C W. Como T € (V),, para cada V € V\ {W},
existe xy € TNV, asi que podemos fijar V' € P,,, de manera que V' C V. Por lo tanto,
siW={V'":V e V\{W}} U{W'}, entonces el Lema 2.4.11 garantiza que (W), es un
miembro de P contenido en (V).. Esto prueba que P es una m-base para T' en S.(X).

Por ltimo, los Lemas 2.2.15 y 6.2.2 aseguran que w < |P| < |B| < mx(X), asi que, como
T fue arbitraria, concluimos que myx(S.(X)) < mx(X). O

Como consecuencia de este tultimo Teorema surge un corolario que, de manera similar
al Teorema 6.1.5, da una condicién suficiente para que el w-caracter de un espacio y el de
su hiperespacio de sucesiones convergentes no triviales coincidan. La prueba se sigue de los
Teoremas 6.2.3 y 6.2.5, observando que para cualquier subconjunto denso Y de un espacio

X, se tiene que int(Y) = X.

Corolario 6.2.6. Sea X un espacio con abundantes sucesiones. Entonces mx(X) = mx(S.(X)).
]

6.3. Pseudocaracter

La ultima funcioén relacionada al cardcter que trataremos sera la de pseudocaracter. Aun-
que es una nocién un poco mas rebuscada que la de cardcter o m-caracter, conocer el pseu-
docaracter de un espacio nos puede dar resultados bastante tutiles. Por ejemplo, los espacios
con pseudocaracter numerable son aquellos donde cada punto es un conjunto Gs.
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Definicién 6.3.1. Dados un espacio X y un punto x € X, decimos que una coleccién
P C 7x es una pseudobase para x en X si (P = {z}.

El simbolo ¢ (z, X) representara el pseudocardcter de x, es decir, la menor cardinalidad de
una pseudobase para x en X. De acuerdo a esto, definimos el pseudocardcter de X como

(X) =sup{v(z, X) : z € X}.

Como en las secciones de caracter y m-caracter, tenemos la siguiente propiedad en puntos
que no sean aislados.

Lema 6.3.2. Sea X un espacio. Si v € X no es un punto aislado, entonces (zx, X) > w.
En particular, si S.(X) # 0, ocurre que ¥(S.(X)) > w.

Demostracion. Observemos que si una pseudobase P para z en X fuera finita, entonces
{z} seria un punto aislado de X, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, ¢ (z, X) > w.
Finalmente, presupongamos que S.(X) # (). La Proposicion 3.1.2 nos dice que ningin punto
de S.(X) es aislado, asi que el resultado se sigue del parrafo anterior, el Teorema 2.4.16 y la
Proposicion 2.3.5. O]

De manera interesante, no hay que pedir ninguna condicién importante sobre un espacio
para que su pseudocaracter coincida con el de su hiperespacio de sucesiones convergentes no
triviales.

Teorema 6.3.3. Si X es un espacio tal que S.(X) # 0, entonces Y(X) = (S.(X)).

Demostracion. Primero mostraremos que 1(S.(X)) < ¢(X). Fijemos k = ¢(X) y S € S.(X)
con lim S = a. Para cada x € S, sea P, una pseudobase para = en X con |P,| < k. Notemos
que siempre que = € S\ {a}, podemos presuponer que:

X\ (S\{z}) € P.. (6.3)

Definimos P = ({P.:x € S}y B ={U). : U € [P|*¥ AN S € (U).}. De acuerdo al
Lema 2.2.17, sabemos que:

|P| = {P, : x € S} -sup{|P,| : x € S} < k.

Luego, como k > w (Lema 6.3.2), el Lema 2.2.15 asegura que || < k. Por esto, basta
con argumentar que B es una pseudobase para S.(X) en S.
Como S € (B, consideremos T' € S.(X) \ {S} arbitrario. Tomamos dos casos:

Caso 1: Existe z € T'\ S.

Fijemos U, € P, de manera que z ¢ U,, y, para cada = € S\ U,, escojamos U, € P,
tal que z ¢ U,. Entonces U = {U, : © € {a} U (S \ U,)} es un elemento de [P]<¥
que satisface que S € ({U). y que T ¢ (U)..

Caso 2: T C S.

Notemos que, como T° C S, en particular 7" C* S. Por ello, la Proposicion 3.2.3
asegura que a € T. Ahora bien, como existe z € S\ T, se sigue que z # a. Por la
condicion (6.3) existe también U, € P, tal que U, N'T = (). Sea U, € P, arbitrario
y, para cada z € S\ (U, U {z}), elegimos U, € P,. Entonces V = {U, : = €
(S\U,) U {a, 2}} cumple que (V). € By T ¢ (V).
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Por lo tanto, (P = {S}, es decir, B es una pseudobase para S en S.(X). Esto muestra que,
en efecto, Y(S.(X)) < P(X).

Para probar que (X)) < ¥(S.(X)), supongamos que A = 1(S.(X)). Se sigue de la
Proposicion 3.1.2 y el Lema 6.3.2 que A > w. Estableceremos que si x € X, entonces
$(z, X) <A

Consideremos Sy € S.(X) y sea S = SyU{z}. Usando la Proposicion 3.1.1, el Lema 5.1.11

y el hecho que en un espacio de Hausdorff cualquier base local es a su vez una pseudobase, sea
U CC(X) tal que |U] < Xy {{UU).: U € 4} es una pseudobase para S en S.(X). Entonces:

P={UelJu:zecU}

es una familia de subconjuntos abiertos de X con a lo més A elementos (Lema 2.2.17). No
solo esto, sino que, ademas, x € ()P, por lo que tnicamente restaria probar que [P C {z}.
Fijemos z € X \ {z}. Exploramos dos casos:

Caso 1: z ¢ S.

Sea T = S U{z}. Como z ¢ S, usando la Observacion 2.4.21, deducimos que
T € S.(X)\{S}. De esta manera, existe U € Y para el cual T' ¢ (U).. Dado que S
interseca a cada elemento de U, se sigue que z ¢ | JU. Asi, al tomar U € U con la
propiedad de que x € U, llegamos a que U € Py z ¢ U.

Caso 2: z € S.

Sit € {z, z}\{lim S}, se cumple que S\{t} € S.(X)\{S}. Sea R = S\{t}. Entonces
existe U € U con R ¢ (U).. Como R C S C |JU, hay un W € U que no interseca a
R. Mas atn, el hecho de que S € (U). implica que SNW # (), que, a su vez, nos
permite inferir que W NS = {t}. Ahora, si t = z, tendriamos que W € Py z ¢ W,
obteniendo el resultado deseado. Por otro lado, si t = z, consideremos V' € U tal que
x € V. Luego, V € Py, como U es celular, concluimos que {z} =W NS CX\V.

En ambos casos obtenemos que [P C {z}, probando que P es una pseudobase para x en X.
De esta manera, ¢ (z, X) < Ay, como x fue arbitrario, se tiene que ¥(X) < A = ¢(S.(X)).
[



6.3. PSEUDOCARACTER

65



Bibliografia

[

2|

3]

4]

[5]

(6]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

J. Camargo, D. Maya y P. Pellicer-Covarrubias Path connectedness, local path connec-
tedness and contractibility of S.(X), (2018), arXiv: 1802.00725 [math.GN].

R. Engelking, General Topology, Sigma Series in Pure Mathematics, vol. 6, Heldermann-
Verlag, Berlin, 1989.

S. Garcia-Ferrer y Y.F. Ortiz-Castillo, The hyperspace of convergent sequences, Topology
and its Applications 196 (2015), 795-804.

S. Garcia-Ferrer y R. Rojas-Hernéndez, Connectedness like properties on the hyperspace
of convergent sequences, Topology and its Applications 230 (2017), 639-647.

S. Garcia-Ferrer, R. Rojas-Hernandez y Y.F. Ortiz-Castillo, Categorical properties on the
hyperspace of convergent sequences, (2016), arXiv: 1611.08289 [math.GN].

A. Hajnal e 1. Juhész, Some remarks on a property of topological cardinal functions, Acta
Mathematica Hungarica 20 (1969), 25-37.

F.H. Hernandez, Teoria de Conjuntos: una Introduccion, Aportaciones Matematicas, So-
ciedad Matemética Mexicana, 2003.

A. Nllanes y S. Nadler, Hyperspaces: Fundamentals and Recent Advances, Monographs
and Textbooks in Pure and Applied Mathematics 216, Dekker, 1999.

[. Juhéasz, Cardinal functions in topology: ten years later, Mathematical Centre tracts,
Mathematisch Centrum, 1980.

D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias y R. Pichardo-Mendoza, Cardinal functions of the hy-
perspace of convergent sequences, Mathematica Slovaca 68 (2018), no. 2, 431-450.

D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias y R. Pichardo-Mendoza General properties of the hy-
perspace of convergent sequences, Topology Proceedings 51 (2018), 143-168.

D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias y R. Pichardo-Mendoza, Induced mappings on the hy-
perspace of convergent sequences, Topology and its Applications 229 (2017), 152-182.

E. Michael, Topologies on spaces of subsets, Transactions of the American Mathematical
Society 71 (1951), no. 1, 152-182.

J.R. Munkres, Topologia, Pearson Educacion, 2002.

66



6.3. PSEUDOCARACTER 67

[15] M. Polawski, The Baire category of the hyperspace of nontrivial convergent sequences,
(2018), arXiv: 1801.05633 [math.GN].



	Portada 


	Índice 


	Capítulo 1. Introducción  

	Capítulo 2. Preliminares  

	Capítulo 3. Propiedades de Sc(X) 


	Capítulo 4. La Densidad de Sc(X)  

	Capítulo 5. El Peso de Sc(X)  

	Capítulo 6. El Carácter de Sc(X)  

	Bibligrafía 



