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Abstract

This research work presents the mathematical modeling and numerical simulation to
analyze the rheology of complex fluids under oscillatory conditions. The global model is
developed through a coupling between the micro and macroscopic scales, where kinetic
models are used (Hooke and FENE) that in turn interact to form different micros-
tructures (transient network). In the equation of momentum, models from continuum
mechanics are used to analyze their macroscopic response. For the numerical part, the
technique used independently calculates the contribution of the microscopic part and
is subsequently inserted in the macroscopic part as a source term. Different stochastic,
statistics techniques and hybrid numerical methods are necessary to perform the nume-
rical simulations efficiently, allowing to reproduce and predict the behavior in different
flow conditions.
Under this model it was observed that the manifestation of non-linear behavior depends
both on the flow conditions (such as the amplitude of oscillation) and the kinetic condi-
tions, such as the maximum deformation length and the kinetic constants of formation
and destruction, which confirms results observed in experiments.
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Resumen

Este trabajo de investigación presenta el modelado matemático y la simulación numéri-
ca para analizar la reoloǵıa de fluidos complejos bajo condiciones oscilatorias. El modelo
global se desarrolla a través de un acoplamiento entre las escalas micro y macroscópi-
cas, donde se utilizan modelos cinéticos (Hooke y FENE) que a su vez interaccionan
para formar diferentes microestructuras (red transitoria). En la ecuación de cantidad
de movimiento se utilizan modelos provenientes de mecánica del medio continuo para
analizar su respuesta macroscópica. Respecto a la parte numérica, se usa una técnica
que calcula de manera independiente la contribución de la parte microscópica y pos-
teriormente se inserta en la parte macroscópica como un término fuente. Diferentes
técnicas estocásticas, estad́ısticas y métodos numéricos h́ıbridos son necesarios para
poder realizar las simulaciones numéricas de manera eficiente, que permiten reproducir
y predecir el comportamiento en diferentes condiciones de flujo.
Bajo este modelo se observo que la manifestación de comportamiento no lineal depende
tanto de las condiciones de flujo (tal es el caso de la amplitud de oscilación) como las
condiciones cinéticas, como la longitud máxima de deformación y las constantes cinéti-
cas de formación y destrucción, lo que confirma resultados observados en experimentos.
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Nomenclatura

Letras latinas

b Extensión máxima de las mancuernas
d Número de dimensiones espaciales del problema
Ci Concentración del microestado i
CL Curvas de Lissajous
De Número de Deborah
f Fuerza elástica
Gn Número complejo para caracterización LAOS
kb Constante de Boltzmann
kAi Constante cinética de formación de microestructuras
kBi Constante cinética de destrucción de microestructuras
li Fracción de deformación máxima del microestado i
Q Vector de configuración de mancuernas
Q0 Distancia máxima de deformación de la mancuerna
Re Número de Reynolds
t Tiempo
T Temperatura
u Componente de velocidad en dirección x
v Vector velocidad
Wi Número de Weissenberg
x Vector posición
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Letras griegas

αi Parámetro de deformación máxima
β Coeficiente de viscosidades
γγγ Tensor de deformación
γ0 Deformación caracteŕıstica
γxy Deformación cortante
γ̇̇γ̇γ Tensor de rapidez de deformación
γ̇0 Rapidez de deformación caracteŕıstica
γ̇xy Rapidez de deformación cortante
ς Coeficiente de arrastre
η Función viscosidad
η0 Viscosidad a rapidez de deformación cero
ηs Viscosidad del disolvente
ηp Viscosidad del poĺımero
η∗ Viscosidad compleja
λ Tiempo de relajación
νi Coeficiente viscoso para del microestado i
κκκ Tensor rapidez de deformación transpuesto
ρ Densidad
σσσ Tensor de esfuerzo total
σxy Componente del tensor de esfuerzo total cortante
σσσs Tensor de esfuerzo del disolvente
σσσp Tensor de esfuerzo del poĺımero
σp
xy Componente cortante del tensor esfuerzo polimérico
τi Coeficiente de relajación del microestado i
ΦΦΦ Proceso Wiener
ψ Función de densidad de probabilidad
Ψ∗ Coeficiente de esfuerzos normales
ω Frecuencia de oscilación
ωi Microestructura o microestado i

Sub́ındices

max Máximo
N Espacio de funciones discretas
w Pared

Supeŕındices

0 Condición inicial
n Nivel de tiempo

n− 1 Nivel de tiempo previo
n+ 1 Nivel de tiempo nuevo
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2.5. CL en su forma elástica, σxyvsγγγ, y viscosa, σxyvsγ̇̇γ̇γ, para un fluido new-
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coeficientes A y B, con Wi /De = 5, De = 1, β = 0.1, b = 50, Re = 0.001
y Nf = 1500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500. 61

4.38. Evolución de concentración para diferentes Wi con De = 1, β = 0.1,
b = 50 Re = 0.001 y Nf = 1500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.39. CL de σxy para diferentes valores de Wi , con un estado inicial diluido,
De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, con
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Re = 0.001 y Nf = 1500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

xvii
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Presentación

Algunos de los diferentes fluidos que se encuentran en la industria, la naturaleza o en
la ciencia, es dif́ıcil clasificarlos como sólidos (elásticos) o como fluidos (newtonianos),
ya que presentan una microestructura interna, los llamados fluidos complejos. Una
primera definición es, aquella sustancia que se encuentra en un punto intermedio en-
tre un sólido y un ĺıquido, Larson (1), comúnmente presentan propiedades mecánicas
que pueden variar entre la respuesta esperada para sólidos elásticos o ĺıquidos visco-
sos. Estas propiedades dependen de la microestructura, algunos ejemplos son: coloides,
emulsiones, espumas cristales ĺıquidos, etc.

Para estos sistemas, la relación entre el esfuerzo y la deformación dependen de las con-
diciones de flujo, aśı como del historial de deformación, Deshpande et al (2). El analizar,
caracterizar y predecir el comportamiento de estas propiedades es de gran interés para
la ciencia. En particular para la reoloǵıa, que estudia el flujo y la deformación de la
materia.

El desarrollo de modelos o ecuaciones constitutvas para fluidos complejos, principalmen-
te se basan en dos teoŕıas; mecánica del medio continuo y teoŕıa cinética. La mecánica de
medio continuo desarrolla ecuaciones constitutivas que se derivan a partir de principios
emṕıricos o microscópicos, Bird et al (3), éstas comúnmente son de carácter diferen-
cial o integral y tienden a la no linealidad. La teoŕıa cinética, por su parte, analiza la
dinámica de fluidos a partir de una descripción molecular, comúnmente simplificada
mediante el uso de análogos mecánicos para las interacciones que una molécula pueda
experimentar, como son cadenas formadas por resortes y barras, Bird et al (4).

La nueva generación de modelos para fluidos complejos, requiere de diferentes herra-
mientas numéricas, aśı como de recursos computacionales debido la naturaleza no li-
neal del sistema de ecuaciones. G. Owens y T. Phillips (5) resumen el desarrollo de las
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1. INTRODUCCIÓN

técnicas y métodos numéricos para fluidos no newtonianos desde 1960. Muchas de estas
técnicas requieren de mayores recursos computacionales, aśı enriquecer y mejorar los
modelos para un mayor entendimiento de los fenómenos involucrados en las propieda-
des y el comportamiento de los fluidos.

1.2. Objetivos

1.2.1. General

Realizar el modelado matemático y la simulación numérica para analizar la reoloǵıa
de fluidos complejos en condiciones oscilatorias de larga amplitud.

1.2.2. Particulares

1. Desarrollar un modelo que considere la formación y destrucción de microestruc-
turas utilizando una técnica multiescala.

2. Adimensionalizar las ecuaciones gobernantes para caracterizar los reǵımenes lineal
y no lineal en condiciones de flujo oscilatorio.

3. Validar el modelo con resultados teóricos o experimentales publicados en la lite-
ratura especializada.

4. Analizar la evolución de todas las microestructuras presentes aśı como su contri-
bución en el tensor de esfuerzos total.

1.3. Motivación

El estudiar fluidos complejos en el régimen no lineal es un reto experimental, numérico
y teórico. Los modelos que se han utilizado, quedan limitados o bien las suposiciones
que se emplean para facilitar su solución, generan resultados que se alejan de las evi-
dencias experimentales. Estas últimas también están en espera por mejorar las técnicas
de caracterización para un mejor entendimiento.

Este trabajo, propone una técnica multiescala para abordar el problema LAOS con flui-
dos complejos, involucrando las variables principales para aśı poder entender y explicar
los procesos involucrados dependientes de las diferentes escalas caracteŕısticas.
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1.4 Estructura de la tesis

1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo contiene 5 caṕıtulos. El primero presenta el enfoque de este proyecto
y su estructura. En el segundo, incluye el estado del arte enfocado en fluidos complejos
bajo condiciones oscilatorias de corta y larga amplitud. El tercer caṕıtulo muestra el
desarrollo del modelo, las ecuaciones de trabajo, las condiciones de flujo, el algoritmo
de solución, aśı como las herramientas numéricas utilizadas. En el cuarto caṕıtulo se
presentan los resultados obtenidos de las simulaciones numéricas en diferentes escenarios
de flujo, las conclusiones y trabajo futuro.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. Descripción del problema

Se considera un fluido complejo confinado entre dos placas paralelas, de longitud
L y ancho Hc, donde L >> Hc. Cuando t > 0 la placa superior se mueve de manera
oscilatoria, mientras que la placa inferior se mantiene fija, Fig. 2.1. Las principales
suposiciones son: el fluido es incompresible, flujo laminar, semidiluido de tal manera
que permite la interacción de las cadenas poliméricas, las cuales están inmersas en un
disolvente newtoniano. Se analiza la evolución del sistema desde el transitorio hasta
alcanzar un estado permanente.

Figura 2.1: Fluido complejo representado por una red de microestados confinado entre

placas paralelas, la placa superior se mueve de manera oscilatoria y la placa inferior se

mantiene fija.

2.2. Metodoloǵıa

Se seleccionó un modelo proveniente de teoŕıa cinética que pudiera describir la re-
lación entre la microestructura de un fluido polimérico y su comportamiento reológico,
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evitando el uso de ecuaciones constitutivas provenientes de medio continuo. Se desa-
rrolló un método que permite relacionar la microestructura de un fluido complejo con las
condiciones de flujo, el modelo de redes transitorias. Se utilizó una técnica multiescala
y el Método de Campos de Conformación Brownianos (BCFM por sus siglasen inglés),
para acoplar la escala mesoscópica y la escala macroscópica. El modelo matemático
permite ver la interacción entre las propiedades reológicas, la microestructura y las
condiciones de flujo. Finalmente, la simulación computacional del problema utilizando
técnicas numéricas semi-impĺıcitas.

2.3. Estado del arte

Los primeros trabajos sobre fluidos no newtonianos se concentraron en la obtención de
soluciones anaĺıticas para problemas con ecuaciones constitutivas de tipo polinomial
denominadas “fluidos de orden superior ”(G. Owens y Phillips 5). Las soluciones obte-
nidas se limitaban a bajos número de Deborah y para flujos viscosimétricos (Walters
6), Bird et al 3 proporcionan una lista de las principales publicaciones. El desarrollo de
las aproximaciones numéricas y los recursos computacionales, permitieron explorar el
flujo de fluidos no newtnonianos y complejos para altos números de De , que representa
que tan no newtoniano es un fluido.

2.3.1. Modelos multiescala y modelos cinéticos

La gran mayoŕıa de las ecuaciones consitutivas se desarrollaban utilizando la perspecti-
va de la teoŕıa del medio continuo; en 1978 Fixman (7) presentó los métodos necesarios
para la simulación dinámica de cadenas poliméricas mediante ecuaciones diferenciales
estocásticas. Los trabajos Petruccione y Biller (8,9) aśı como Yurun y Crochet (10)
fueron los pioneros de los modelos micro-macro (multiescalas), que consideran a las
cadenas de poĺımero como mancuernas con resortes y cuentas. Por otra parte Warner
(11) propuso una relación para limitar la extensión de las mancuernas a través de la
fuerza elástica, ahora conocido modelo elástico no lineal de extensión finita (FENE).

En 1997 Öttinger (12) presenta la técnica Cálculo de Fluidos No Newtonianos: Ele-
mento Finito y Simulaciones Estocásticas (CONNFFESSIT por sus siglas en inglés),
que se basa en calcular de manera desacoplada la contribución del tensor de esfuerzos
polimérico del tensor de esfuerzos total. Este tensor de esfueros polimérico se puede
calcular a través de una ecuación constitutiva o a través de técnicas estocásticas. En el
mismo año, Hulsen et al (13) desarrolló el método de simulación de campos de configu-
ración brownianos (BCFM por sus siglas en inglés) para solventar algunos problemas
del método CONNFFESST, a este método se considera la segunda generación de las
técnicas multiescala. En el 2003 Lozinski y Chauvière (14) presentan la simulación
numérica en dos dimensiones para describir el comportamiento de un fluido polimérico,
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encuentran la equivalencia entre la ecuación de Fokker-Planck y las ecuaciones diferen-
ciales estocásticas. El uso de BCFM y del método de elemento espectral para describir
el flujo de fluidos viscoelásticos lo presentan Phillips y Smith (15) y es utilizado por
Vargas et al (16) para el flujo alrededor de objetos esféricos y ciĺındricos. En el 2008
Anna y McKinley (17) predicen los resultados experimentales y el modelo FENE-P
para soluciones diluidas.

Las cadenas de poĺımero se han modelado utilizando mancuernas tipo FENE, donde
el vector Q representa la configuración de la mancuerna, ver Fig.2.2. Las mancuernas
experimentan tres fuerzas fundamentales: La fuerza de arrastre, generada por la inter-
acción entre el disolvente y las mancuernas, la fuerza elástica generada por el resorte y
la fuerza browniana que se produce por el bombardeo que experimentan las mancuernas
a causa de las part́ıculas que componen al disolvente, Bird et al (4).

Figura 2.2: Descripción de una mancuerna.

Es posible que las mancuernas experimenten otro tipo de fuerzas, campos eléctricos,
magnéticos o electromagnéticos, pero en este trabajo no son consideradas. Bajo éstas
condiciones se puede utilizar la ecuación de Fokker-Plank, Lozinski y Chauvière (14),
para determinar la densidad de probabilidad, ψ, de encontrar a la mancuerna entre Q
y dQ, en función del vector posición, x, y el tiempo, t, de la forma:

∂

∂t
ψ = − ∂

∂Q

{(
κκκ(t) ·Q− 2

ς
f

)
ψ

}
+

2kbT

ς

∂

∂Q

∂

∂Q
ψ, (2.1)

donde κκκ(t), ς, kb, T y f representan a la matriz transpuesta de γ̇γγ, el coeficiente de arras-
tre, la constante de Boltzmann, la temperatura y la fuerza elástica de la mancuerna,
respectivamente. Para mancuernas de Hooke la fuerza elástica se define como:

f(Q) = HQ, (2.2)

donde H es la constante elástica del resorte. Esta aproximación lineal para la fuerza
elástica funciona bien para campos de flujo que generan deformaciones pequeñas, donde
se espera que la mancuerna se mantenga en una configuración cercana a la inicial (4, 18);
se pueden encontrar para condiciones de flujo que produzcan mayores deformaciones
resultados irreales para condiciones de mayor flujo, para superar este problema Warner
(11) propuso la fuerza elástica con una deformación ĺımite:
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f(Q) =
HQ

1−
(
Q2

Q2
0

) , (2.3)

donde Q2 = tr(QQ) y Q0 es la extensión máxima a la que se puede deformar una
mancuerna, esta regla de deformación se vuelve equivalente a la regla de Hooke para
valores altos de Q0.

No siempre es posible encontrar una solución para Ec. 2.1, especialmente en sistemas
con muchas part́ıculas, por lo que se requiere una transformación, la cual se logra al
encontrar una equivalencia entre Ec. 2.1 y una Ecuación Diferencial Parcial Estocástica
(SPDE por sus siglas en inglés, Lozinski y Chauvière (14), Öttinger et al 12, 19) de la
forma

dQ(t) =

(
κκκ(t) ·Q− 2

ς
f(Q)

)
dt+

√
4kbT

ς
dΦΦΦ(t), (2.4)

en la Ec. 2.4, el término ΦΦΦ(t) representa a un proceso Wiener. ΦΦΦ(t), es una función
estocástica vectorial independiente del proceso principal, con un tiempo caracteŕıstico
de
√
t. Es decir siguen una distribución Gaussiana con un promedio 0 y con covarianza

〈ΦΦΦ(t)ΦΦΦ(t′)〉 = min(t, t′)I, donde 〈·〉 representa el promedio y la función min(t, t′) toma
el valor mı́nimo entre t y t′. Las interacciones intermoleculares no están correlacionadas
espacialmente y de la misma forma el proceso Wiener no se encuentra correlacionado
en diferentes puntos, para más detalle ver Öttinger (19).

Es posible establecer una relación entre las caracteŕısticas microscópicas medible del
fluido y sus propiedades moleculares mediante las relaciones λ = ς/4H y ηp = nkbTλ,
donde λ, ηp y n representan el tiempo de relajación, la viscosidad polimérica y el número
de cadenas por unidad de volumen, respectivamente. Con esto se hace evidente que las
microestructuras se encuentran caracterizadas por dos parámetros básicos, λ y Qo. Una
vez obtenido el campo de vectores de configuración, es posible determinar σσσp mediante
la expresión de Kramers para el esfuerzo de mancuernas, Bird et al (4), Öttinger (12):

σσσp = −nkbT I + nQf(Q), (2.5)

que se puede expresar en como:

σσσp =
ηp

λ
(−I + Qf(Q)), (2.6)

donde el śımbolo ⊗ denota producto exterior de dos vectores.

Para reducir la varianza, el método BCFM considera una relación en la deformación
experimentada por grandes grupos de mancuernas cercanas, mediante la introducción
de campos de conformación, Hulsen et al (13), Phillips y Smith (15) y Vargas et al
(16). La idea de los campos de conformación se basa en suponer que el mismo grupo
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inicial de mancuernas se utiliza en cada uno de los elementos en lugar de grupos inde-
pendientes, con esto la misma secuencia de números aleatorios se utiliza para construir
las trayectorias de varios grupos de mancuernas, está correlación de se ve reflejada en
las fronteras de los elementos con historias de flujo muy similares.

Una considerable reducción de la varianza debe resulta a partir de la cancelación de
fluctuaciones al calcular la divergencia del tensor de esfuerzos en la ecuación de balance
de momentum, por lo que un grupo de Nf campos de conformación Qj(x, t), donde
j = 1, ..., Nf , se introduce al sistema. Inicialmente los campos de conformación son
especialmente uniformes y su valor es independientemente determinado a partir de la
función de distribución de equilibrio del modelo de mancuernas. Con lo que la evolución
del campo de conformaciones está gobernada por la SPDE:

dQm(t) =

(
−v · ∇Qm + κκκ(t) ·Qm −

1

2λ
f(Qm)

)
dt+

√
1

λ
dΦΦΦm(t). (2.7)

donde v representa el vector velocidad. Esta ecuación es similar a Ec. 2.4, incluyen-
do la convección de los campos de conformación. Es importante notar que dΦΦΦm(t) es
función únicamente del tiempo, por lo que su valor es constante en todo el dominio, per-
mitiendo aśı, que el gradiente de los campos de conformación sea bien definidos y suave.

En cada punto (x, t) un grupo de vectores de conformaciones se genera y experimenta la
misma historia en términos cinemáticos, pero con diferentes procesos estocásticos. Los
valores locales del tensor de esfuerzos extra σσσp(x, t) se determinan a partir de ecuación
de Kramers:

σσσp(x, t) =
ηp

λ

(
− I +

1

Nf

(
ĺım

Nf→∞

Nf∑
m=1

Qm(x, t)Qm(x, t)
))
. (2.8)

El fluido se encuentra inicialmente en reposo, por lo que en equilibrio, el tensor de
esfuerzos extra debe ser cero. Cada componente de los campos de conformación inicial
Qm(x, t0) satisface una ley normal escalar espacial independiente con media cero y
varianza de la unidad, por lo tanto:

ĺım
Nf→∞

Nf∑
m=1

Qm(x, t)Qm(x, t) = 〈QQ〉 = I, (2.9)

para el estado inicial. En la práctica, se tiene que truncar la suma (Ec. 2.8) utilizando
un número finito de campos de conformación. Para Nf suficientemente grande, el teo-
rema del ĺımite central cita que el error estad́ıstico del esfuerzo extra es proporcional a
1/
√
Nf , lo cual significa que la convergencia numérica hacia la solución libre de ruido

es del orden de O(1/
√
Nf ). Esto significa que la Ec. 2.7 se tiene que resolver muchas

veces, t́ıpicamente para Nf = O(103).
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Para la Técnica o Aproximación Multiescala Micro-Macro (TAMMM por sus siglas
en inglés) el fluido es considerado como una disolución de moléculas poliméricas en
un disolvente newtoniano, aplicando modelos provenientes de teoŕıa cinética para las
moléculas y se resuelve mediante técnicas como la BCFM, mientras que se utiliza una
aproximación de medio continuo para el disolvente. Descomponiendo el tensor de es-
fuerzos total, σσσ, en dos contribuciones: del disolvente, σσσs y del esfuerzo polimérico, σσσp,
de la forma σσσ = σσσs + σσσp donde σσσs = ηsγ̇γγ y ηs representa la viscosidad del disolvente y
γ̇γγ se define como:

γ̇γγ =
1

2

(
∇v + (∇v)T

)
, (2.10)

2.3.2. Redes transitorias

Los modelos FENE consideran una extensión ĺımite en la deformación, no considera in-
teracciones con otras cadenas de poĺımero, este problema se puede tratar con el modelo
de redes transitorias. El modelo de redes transitoria fue desarrollado inicialmente para
poĺımeros altamente entramados por Green y Tobolsky (20) en 1946, que posterior-
mente seŕıa mejorado por Lodge (21) y Yamamoto (22, 23, 24). En 1987 Varhopoulou
y McHugh (25) desarrollaron un trabajo basado del modelo de Yamamoto pero intro-
duciendo una expresión no gaussiana en la enerǵıa libre para la formación de segmentos.

En 1992 Tanaka y Edwards (26, 27) proponen el uso de una cinética de formación y
destrucción para una red transitoria, en 2005 Rincón et al (28) presentan un trabajo
en el cual se define la formación de estados fundamentales dentro de una red que son
caracterizados por el número de nodos involucrados, aśı como la cantidad de cadenas
necesarias para su formación, cada uno de estos diferentes microestados se caracteri-
za por una deformación máxima dentro de la red, permite la formación y destrucción
cinética de distintas microestructuras que depende de las condiciones de flujo, poste-
riormente se define una función para calcular la longitud máxima de deformación que
depende de las concentraciones microestructurales en la red. En 2015 Manero et al (29)
presentan una generalización del modelo de Rincón.

Finalmente en el 2017 Ferrer et al (30) proponen un algoritmo que utiliza el BCFM
acoplado al modelo de red transitoria (Rincón et al 28), además de tener una función
que determina la longitud máxima de deformación de las diferentes microestructuras
presentes en el sistema. En el trabajo de Ferrer id. (30) no se asignan propiedades ca-
racteŕısticas a las diferentes microestructuras, lo que lo distingue del presente trabajo.

Cuando se analiza un sistema compuesto por cadenas de poĺımero es natural observar
que estas no se encuentran aisladas unas de otras, si bien la aproximación BCFM ya
supone que una sola mancuerna representa un conjunto grande de moléculas, también
se asume que este conjunto es estable en el tiempo, lo que obliga a que la longitud
máxima de deformación y su tiempo de relajación sean estables en el tiempo, todo esto

10



2.3 Estado del arte

es estad́ısticamente cierto en un sistemas de baja concentración, al que denominamos
diluido. Pero al incrementar la concentración es inevitable observar que el comporta-
miento se modifica.

Para poder modelar este cambio de comportamiento se parte de un entramado de ca-
denas de poĺımero puede ser definido por una serie de estados caracteŕısticos, los que
podemos denominar microestados, Rincón et al (28), Fig.2.3.

Figura 2.3: Arreglo aleatorio de distintas cadenas de moléculas y sus diferentes microes-

tados básicos, Ferrer et al (30).

Estos microestados son definidos por el número de segmentos de cadena que le perte-
necen, aśı como la cantidad de cruces que los forman, denominados nodos, Rincón et al
(28). En un mismo arreglo de cadenas se pueden suponer distintas maneras para contar
cuál es o no un microestado, por lo que se elige un microestado a partir de los estados
más probables de encontrar que aportan información significativa al sistema. Ahora
es posible identificar los distintos microestados, ωi, que constituyen un entramado de
cadenas de poĺımero Ferrer et al (30), Manero et al (29), Rincón et al (28), como se
muestra en la Tab. 2.1, donde i(= 0, 1, 2, 3, 4) define el microestado y li representa la
fracción de máxima de deformación.

11



2. MARCO TEÓRICO

Tabla 2.1: Propiedades de los microestados

Microestado Número Número de Número li

de nodos segmentos de cadenas

ω0 0 1 1 1

ω1 1 4 2 1
2

ω2 2 7 3 3
7

ω3 3 9 3 1
3

ω4 4 12 4 1
3

La formación y destrucción de los distintos microestados presentes dentro del sistema,
se puede ver modificada por procesos como la enerǵıa accesible en el sistema para poder
formar un nodo, la vibración de las cadenas o la disipación viscosa del sistema. Cono-
ciendo estás reglas de comportamiento se puede establecer un conjunto de ecuaciones
cinéticas para la formación y destrucción de los microestados de la forma:

2ω0

kA
1 exp

(
− E0
kbT

)
� -

kB
1 σσσ : γ̇̇γ̇γ

ω1 (2.11)

3ω1

kA
2 exp

(
− E0
kbT

)
� -

kB
2 σσσ : γ̇̇γ̇γ

2ω2 (2.12)

3ω1 + ω2

kA
3 exp

(
−4E0
kbT

)
� -

kB
3 σσσ : γ̇̇γ̇γ

3ω3 (2.13)

2ω2 + 2ω3

kA
4 exp

(
−2E0
kbT

)
� -

kB
4 σσσ : γ̇̇γ̇γ

3ω4 (2.14)

donde kA
i y kB

i son constantes de formación y destrucción de los distintos microestados
y E0 es la enerǵıa necesaria para formar un nodo. Si consideramos que las constantes
deformación o destrucción, para cada microestado, son directamente proporcionales al
número de nodos formados. Entonces se proponen las constantes cinéticas de forma-
ción y destrucción kA y kB, respectivamente. Permitiendo aśı construir el sistema de
ecuaciones:
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dC0

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ (C1)− kA

(
C2

0

)
, (2.15)

dC1

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
−C1 + C2

2 +
1

4
C3

3

)
+ kA

(
C2

0 − C3
1 −

1

4
C3

1C2

) , (2.16)

dC2

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
1

4
C3

3 +
1

2
C3

4 − C2
2

)
+ kA

(
C3

1 −
1

4
C3

1C2 −
1

2
C2

2C
2
3

), (2.17)

dC3

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
1

2
C3

4 −
1

4
C3

3

)
+ kA

(
1

4
C3

1C2 −
1

2
C2

2C
2
3

), (2.18)

dC4

dt
=
kB

2
σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
−C3

4

)
+
kA

2

(
C2

2C
2
3

)
, (2.19)

En este punto el trabajo presentado por Rincón et al (28) y Ferrer et al (30) toman
una misma aproximación, la cual consiste en definir una función que determina una
longitud máxima de deformación para toda una mancuerna que representa a todo los
presentes microestados, de la forma:

l (t) =
l′ (t)

Lp
=

C0 + 2C1 + 3C2 + 3C3 + 4C4

C0 + 4C1 + 7C2 + 9C3 + 12C4
, (2.20)

y esta longitud l (t) es función de los distintos microestados y del tiempo. En el pre-
sente trabajo la aproximación es diferente. Se considera que el conjunto formado por
los microestados ωi en una región del sistema, define una microestructura, la cual se
comporta como una mancuerna con una longitud máxima de deformación, elasticidad
y arrastre caracteŕısticos, como se muestra en la Tab. 2.2.

Bajo esta aproximación el esfuerzo producido por cada microestructura se determina
utilizando la ecuación de Kramers de la forma:

σσσi = −CikbT I + Ci 〈Qi ⊗ fi(Qi)〉 , (2.21)

que se puede reescribir como:

σσσi =
ηi
λi

(−I + 〈Qi ⊗ fi(Qi)〉) (2.22)

donde Ci es la concentración de las diferentes microestructuras, ηi representa a la
viscosidad caracteŕıstica de cada microestructura y está dada como ηi = CikbTλi,
definiendo al esfuerzo polimérico como:
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2. MARCO TEÓRICO

Tabla 2.2: Propiedades de las microestructuras

Microestructura Número Número de Tiempo li

de nodos segmentos de relajación

ω0 0 1 λ0 1

ω1 1 4 λ1
1
2

ω2 2 7 λ2
3
7

ω3 3 9 λ3
1
3

ω4 4 12 λ4
1
3

σσσp =
n∑
i=0

σi (2.23)
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2.3 Estado del arte

2.3.3. SAOS y LAOS

Las técnicas de caracterización reométricas han tenido avances teóricos como experi-
mentales, tal es el caso de las prueba para flujo Cortante Oscilatorias de Larga Amplitud
(LAOS por sus siglas en inglés) que a partir de la primera década del siglo XXI ha au-
mentado el interés dentro de la comunidad reológica. Las pruebas oscilatorias son casos
clásicos de estudio para poder determinar las propiedades reológicas de una sustancia,
esto se debe a que dentro de estas pruebas es posible explorar la fuerte dependencia
del comportamiento de un fluido con su tiempo de relajación, Hyun et al (31).

En las pruebas oscilatorias clásicas, a las que podŕıamos denominar de “corta ampli-
tud”(flujo Cortante Oscilatorio de Corta Amplitud o SAOS por sus siglas en inglés),
se busca analizar el comportamiento del fluido a diferentes frecuencias de oscilación lo
que permite caracterizar un fluido mediante el uso de funciones materiales, separando
la respuesta puramente viscosa de la elástica en el material, (2, 6). Por desgracia para
poder realizar estás pruebas las deformaciones realizadas al fluido soĺıan ser pequeñas,
ésto con la intención que los módulos de pérdida y almacenamiento (G′ y G′′, respecti-
vamente) dependieran únicamente de la frecuencia de oscilación y no de la rapidez de
deformación, por desgraćıa en la mayoŕıa de las aplicaciones en las cuales se utilizan
fluidos viscoelasticos las deformaciones tienden a ser grandes, Hyun et al (31).

El principal problema con las pruebas LAOS se encuentra en la determinación de las
funciones materiales, ya que al incrementar la amplitud de deformación se genera una
dependencia en la rapidez de deformación, aśı como un comportamiento no lineal en
la respuesta del esfuerzo, como lo mencionan Giacomin et. al. (32, 33, 34), ver Fig. 2.4.
En 1984 Fan y Bird (35) hacen una aproximación mediante modelos cinéticos para el
problema LAOS. En 1998 Oakley et al (36) muestra que existe una relación entre el
comportamiento no lineal de un fluido viscoelástico y su composición molecular.

Algunas aproximaciones para LAOS, es el uso de series de Fourier, que como mencionan
de Souza Mendes y Thompson (37), el significado f́ısico a los armónicos fundamenta-
les en estas series resulta un gran problema. Las curvas de Lissajous cobran especial
importancia, el uso de estas permite estudiar la evolución del esfuerzo en función de
la deformación o la rapidez de deformación. Es una herramienta para determinar el
comportamiento lineal y no lineal, las pruebas LAOS permiten clasificar los fluidos
complejos como mencionan Kyu Hyun y Lee (38), de Souza Mendes y Thompson (37).

Para una revisión más profunda de LAOS ver Kornfield et. al. (39, 40), Reimers (41),
Hyun et al (31) y Saengow et al (42). La mayoŕıa de las aproximaciones para LAOS
han partido desde la perspectiva del medio continuo (Fan y Bird 35, Bird et al 43,
Schmalzer et al 44) los primeros en utilizar una aproximación cinética al problema,
obteniendo soluciones para el esfuerzo cortante como para la primera diferencia de es-
fuerzos normales mediante el uso de series de Fourier.
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2. MARCO TEÓRICO

Figura 2.4: Esquema de comportamiento de σxy, G′ y G′′ en función de la amplitud de

deformación en una prueba oscilatoria.

Para describir el flujo oscilatorio se utilizaran las curvas de Lissajous (también conoci-
das como curvas de Lissajous-Bowditch, abreviadas como CL) que son extensivamente
utilizadas para LAOS, como en los trabajos de Giacomin et al(34), Kyu Hyun y Lee
(38), Saengow et al (42), Schmalzer et al (43, 44), de Souza Mendes y Thompson (37).
Las CL son gráficos del esfuerzo instantáneo en función de γγγ (forma elástica) o en fun-
ción de γ̇̇γ̇γ (forma viscosa). Para los fluidos viscosos, la deformación y el esfuerzo tienen
un desfase de π/2, lo que genera curvas de Lissajous perfectamente circulares para las
curvas elásticas, σσσ vs γγγ, mientras que genera ĺıneas rectas para las curvas viscosas, σσσ
vs γ̇̇γ̇γ, donde la pendiente de la recta es la viscosidad del fluido. Por su parte, para los
sólidos elásticos el esfuerzo y la deformación están en fase, lo que genera ĺıneas rectas
para el caso elástico, donde la pendiente de la recta es el coeficiente elástico, producien-
do circunferencias para el caso viscoso. Finalmente, cuando se trabaja con un fluido
viscoelástico las curvas toman una forma que diverge tanto de la ĺınea recta como de
la circunferencia, para un caso de viscoelástico lineal, el esfuerzo y la deformación se
encuentran desfasados por 0 < δ < π/2, produciendo curvas con formas eĺıpticas, donde
la excentricidad y la inclinación de la elipse están determinadas por la viscoelasticidad
del material, Fig.2.5.

El comportamiento viscoelástico es no lineal, la forma de las CL presentan variaciones,
como mencionan Hyun et al (31), de Souza Mendes y Thompson (37), esto resulto
particularmente interesante para el estudio del flujo LAOS, ya que dentro de estás con-
diciones de flujo la respuesta del esfuerzo a la deformación es no lineal, aún cuando los
fluidos presenten un comportamiento lineal en un flujo de corta amplitud. Para poder
caracterizar estas formas no lineales, se han utilizado diferentes aproximaciones como
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2.3 Estado del arte

Figura 2.5: CL en su forma elástica, σxyvsγγγ, y viscosa, σxyvsγ̇̇γ̇γ, para un fluido newtoniano

(azul), un sólido de Hooke (rojo) y un fluido viscoelástico lineal (morado)

Reoloǵıa por Transformadas de Fourier (FTR por sus siglas en inglés) y el método de
Descomposición de Esfuerzos (SD por sus siglas en inglés). Estas técnicas buscan la
descomposición de la respuesta del esfuerzo en términos de una serie, polinomios orto-
gonales o una serie de Fourier. El problema con estas técnicas es dar un significado f́ısico
a los distintos términos de la serie, ninguna de estas fue aplicada dentro del presente
trabajo, una revisión de estos métodos se puede encontrar en los trabajos de Hyun et
al (31), Saengow et al (42), de Souza Mendes y Thompson (37).

El flujo oscilatorio se caracteriza por una deformación cortante senosoidal de la forma
γxy = sen(ωt), donde ω es la frecuencia y γ0 es la amplitud de oscilación, con lo que
podemos definir a la rapidez de deformación como γ̇xy = γ̇0 cos(ωt), la amplitud para
la rapidez de deformación esta definida como γ̇0 = γ0ω. Para entender más acerca el
comportamiento LAOS se introduce el tiempo de relajación de la siguiente forma:

λγ̇xy = λγ̇0 cos

(
ωλ

t

λ

)
= Wi cos

(
De

t

λ

)
, (2.24)

donde Wi y De representa los números adimensionales de Weissenberg y Deborah,
respectivamente. Definidos como Wi = λγ̇0 y De = ωλ. Como sugieren Bird et al (43),
Saengow et al (42), Schmalzeret al (44), la Ec. 2.24 para el problema LAOS un material
viscoelástico debe ser expresado en términos de Wi y De , cambiar cualquiera de estos
resulta en que el material se aleje de un comportamiento newtoniano.
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Para entender esto con mayor claridad, se define al número complejo Gn = De + iWi ,

cuya magnitud es |Gn| =
√

De 2 + Wi 2 y su ángulo se expresa como φ̂ = arctan(Wi
De ).

En estos términos es posible observar cómo modificar el φ̂, con |Gn| constante, es
equivalente a cambiar las condiciones de flujo, o la amplitud de deformación, para un
mismo material, esto se observa en la relación:

Wi

De
=
λγ̇0

ωλ
=
γ0ω

ω
= γ0, (2.25)

mientras que mantener fijo φ̂ y variar |Gn| equivale a cambiar las propiedades del
material para las mismas condiciones de flujo, cuanto mayor es el valor de |Gn|, mayor
será λ. La relación Wi /De se vuelve especialmente valiosa, ya que nos da un parámetro
para poder identificar la transición entre una condición SAOS y LAOS, si Wi /De < 1
tenemos un flujo SAOS, para Wi /De > 1 tenemos un caso LAOS y Wi /De = 1 es un
punto de transición, donde de acuerdo al material se puede manifestar (o no) un flujo
LAOS.

2.4. Ecuaciones de gobierno y adimensionalización

El sistema está definido por las ecuaciones de conservación:

∇ · v = 0, (2.26)

ρ
Dv

Dt
= ηs∇2v +∇ · σσσp, (2.27)

para la conservación de la masa y cantidad de movimiento, respectivamente. Donde
ρ representa la densidad y Dv/Dt es la derivada material definida como Dv/Dt =
∂v/∂t+ v · ∇v. Mientras que el modelo microscópico se determina por:

dQi(t) =

(
−v · ∇Qi + κκκ(t) ·Qi −

1

2λi
fi(Qi)

)
dt+

√
1

λi
dΦΦΦi(t), (2.28)

σσσp =
n∑
i=0

ηi
λi

(−I + 〈Qi ⊗ fi(Qi)〉) , (2.29)

fi(Qi) =
HQi

1−
(

Qi

liQ0

)2 , (2.30)

para la los vectores de conformación y el esfuerzo polimérico, mientras que la formación
y destrucción de estructuras están definida por las siguientes ecuaciones:
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dC0

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ (C1)− kA

(
C2

0

)
, (2.31)

dC1

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
−C1 + C2

2 +
1

4
C3

3

)
+ kA

(
C2

0 − C3
1 −

1

4
C3

1C2

) , (2.32)

dC2

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
1

4
C3

3 +
1

2
C3

4 − C2
2

)
+ kA

(
C3

1 −
1

4
C3

1C2 −
1

2
C2

2C
2
3

), (2.33)

dC3

dt
=kB σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
1

2
C3

4 −
1

4
C3

3

)
+ kA

(
1

4
C3

1C2 −
1

2
C2

2C
2
3

), (2.34)

dC4

dt
=
kB

2
σσσ : γ̇̇γ̇γ

(
−C3

4

)
+
kA

2

(
C2

2C
2
3

)
. (2.35)

Se considera que el esfuerzo sólo es función del tiempo y de la dirección y, es decir
σσσp = σσσp(y, t), mientras que la velocidad unicamente tiene componente en la dirección
x, que es función de t y y, es decir v = (u, 0, 0) y u = u(y, t). Para mantener un perfil
lineal para la velocidad se considera que ésta es uniforme y definida como u = γ̇xyy,
donde γ̇xy = γ̇0 cos(ωt). La condición inicial y de frontera, para nuestra velocidad,
como:

u = 0 para t ≤ 0, (2.36)

u = 0 en y = 0, (2.37)

u = γ̇0 cos(ωt)Hc en y = Hc. (2.38)

Para poder adimensionalizar el sistema se utilizan como escalas caracteŕısticas

x∗ =
x

Hc
, v∗ =

v

γ̇0Hc
, t∗ = ωt, σσσ∗ =

σσσ

η0γ̇0
, γ̇γγ∗ =

γ̇γγ

γ̇0
, (2.39)

donde η0 es la viscosidad a baja rapidez de deformación o corte 0, la cual se determina
como η0 = ηs + ηp en estado inicial. Para las ecuaciones cinéticas los vectores Qi y ΦΦΦi

se escalan con la longitud caracteŕıstica
√
kbT/H y

√
1
ω , respectivamente. Con lo que

el sistema adimensional resultante es:

∇ · v = 0, (2.40)

Re De

Wi

∂u∗

∂t∗
= β

∂2u∗

∂y∗2
+
∂σσσp*

∂y∗
, (2.41)
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para la conservación de masa y cantidad de movimiento, respectivamente. Donde Re
es el número de Reynolds, β es la relación de viscosidades, definida como β = ηs

η0
. Las

ecuaciones cinéticas de forma adimensional están dadas como:

dQ∗i =

(
−Wi

De
v∗ · ∇∗Q∗i +

Wi

De
κκκ∗ ·Q∗i −

1

2τiDe
fi(Q

∗
i )

)
dt∗ +

√
1

τiDe
dWi, (2.42)

σσσp* =
n∑
i=0

Ciαi
νi (1− β)

Wi
(〈Q∗i ⊗ fi(Q

∗
i )〉 − I) , (2.43)

fi(Q
∗
i ) =

Q∗i

1−
(
Q∗

i ·Q∗
i

l2i b

) , (2.44)

donde Wi representa el proceso Wiener adimensional, el Ci es la concentración nor-
malizada del microestado ωi. Los coeficientes deformación, relajación y viscosidad de
cada microestado son li, τi y νi, respectivamente. Estos coeficientes son parámetros
f́ısicos del sistema, para el presente trabajo sus valores se determinan por el número de
cadenas y segmentos que forman cada microestado, aśı como su longitud caracteŕıstica
como se indica en la Tab.2.3.

Tabla 2.3: Propiedades de los microestados

Microestado νi τi li

ω0
1
2 1 1

ω1
1
2

1
2

1
2

ω2
3
4

1
3

3
7

ω3
3
4

1
3

1
3

ω4 1 1
4

1
3

El coeficiente αi determina cómo la longitud de deformación máxima afecta el los
esfuerzos, Lozinski et al (45), y está dado por la relación:

αi =
l2i b+ d+ 2

l2i b
, (2.45)

donde d es el número de dimensiones espaciales del problema y b define la máxima
deformación que puede experimentar una mancuerna en el sistema y está dado como
b = HQ2

0/kbT . Las ecuaciones cinéticas para la formación y destrucción de estructuras
para el sistema normalizado:

20



2.4 Ecuaciones de gobierno y adimensionalización

dC0

dt
=B σσσ∗ : γ̇̇γ̇γ∗ (C1)−A

(
C2

0

)
, (2.46)

dC1

dt
=B σσσ∗ : γ̇̇γ̇γ∗

(
−C1 + C2

2 +
1

4
C3

3

)
+A

(
C2

0 − C3
1 −

1

4
C3

1C2

)
,

(2.47)

dC2

dt
=B σσσ∗ : γ̇̇γ̇γ∗

(
1

4
C3

3 +
1

2
C3

4 − C2
2

)
+A

(
C3

1 −
1

4
C3

1C2 −
1

2
C2

2C
2
3

)
,

(2.48)

dC3

dt
=B σσσ∗ : γ̇̇γ̇γ∗

(
1

2
C3

4 −
1

4
C3

3

)
+A

(
1

4
C3

1C2 −
1

2
C2

2C
2
3

)
,

(2.49)

dC4

dt
=
B

2
σσσ∗ : γ̇̇γ̇γ∗

(
−C3

4

)
+
A

2

(
C2

2C
2
3

)
, (2.50)

donde los coeficientes cinéticos A y B determinan la velocidad de construcción y des-
trucción de los microestados dentro del sistema. Finalmente las condiciones de iniciales
y de frontera para la velocidad en su forma adimensional son:

u∗ = 0 para t∗ ≤ 0, (2.51)

u∗ = 0 en y∗ = 0, (2.52)

u∗ = cos(t∗) en y∗ = 1. (2.53)

A partir de este punto el śımbolo ∗ no se utilizará más, pero se da por entendido que
las ecuaciones se trabajan de manera adimensional.
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Caṕıtulo 3

Métodos de Solución

El sistema esta compuesto por PDE y SPDE acopladas, que se soluciona mediante el
algoritmo de la Fig. 3.1. Para poder resolver el sistema se pasa de un espacio continuo
Ω a un espacio discreto Ωi,j , donde Ωi,j se encuentra formado por una red de puntos

(i, j) tales que
∑(mi,nj)

(i,j)=(0,0) Ωi,j = Ω, con mi = 10 y nj = 20, en este espacio Ωi,j cada
variable tiene un valor definido dentro de ese punto para cada instante t, de la forma
u(x, y) = ui,j(xi, yj). A su vez el tiempo pasa de un continuo T, que va de 0 < T < tmax
a un tiempo discreto Tk tal que

∑k=nk
k=0 Tk = T, donde nk = tmax

∆t . Para el las simula-
ciones presentadas se define ∆t = 0.001 y tmax = 100.

Los valores en las fronteras de la malla se establecen por las condiciones de frontera,
mientras que los valores dentro del campo se determinan mediante el cálculo numérico.
Como ya se mencionó al utilizar una aproximación multiescala, el sistema se resolvió
de manera desacoplada, utilizando un esquema impĺıcito para las ecuaciones de conser-
vación y un esquema semi-impĺıcito para la parte cinética.

El sistema se discretizó utilizando el método de diferencias finitas, Anderson (46), donde
todas las derivadas temporales fueron discretizadas hacia adelante en el tiempo, de la
forma:

∂u

∂t
=
un+1
i,j − uni,j

∆t
. (3.1)

Para las derivadas espaciales de primer orden se utilizaron diferencias centradas de la
forma:

∂u

∂x
=
ui+1,j − ui−1,j

2∆x
, (3.2)

∂u

∂y
=
ui,j+1 − ui,j−1

2∆y
, (3.3)

para las derivadas de segundo orden de la forma:

23



3. MÉTODOS DE SOLUCIÓN

Figura 3.1: Algoritmo de solución de sistema

∂2u

∂x2 =
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2 , (3.4)

∂2u

∂y2 =
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2 . (3.5)

3.1. Esquema Predictor-Corrector

Para la solución del sistema microscópico se utiliza un esquema predictor-corrector de
primer orden, similar al utilizado por Öttinger (19), Phillips y Smith (15), Vargas et al
(16). El paso inicial es obtener una aproximación Q̄n+1 utilizando el predictor

Q̄i(tn+1) = Qi(tn)

+

(
−Wi

De
v(tn) · ∇Qi(tn) +

Wi

De
κκκ(tn) ·Qi(tn)− 1

2τiDe
fi(Qi(tn))

)
∆t

+

√
∆t

τiDe
∆Wi(tn+1), (3.6)
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3.1 Esquema Predictor-Corrector

el vector Q̄i(tn+1) es el predictor de Qi(tn+1), la corrección de esté se determina me-
diante:

Qi(tn+1) = Qi(tn)

−1

2

[
Wi

De
v(tn+1) · ∇Q̄i(tn+1) +

Wi

De
v(tn) · ∇Qi(tn)

]
∆t

+
1

2

[
Wi

De
κκκ(tn+1) · Q̄i(tn+1) +

Wi

De
κκκ(tn) ·Qi(tn)

]
∆t

− 1

2τiDe
fi(Qi(tn))∆t

+

√
∆t

τiDe
∆Wi(tn+1). (3.7)

Debido a la singularidad en la ley del resorte en el modelo FENE, para cualquier
incremento de tiempo, existe cierta probabilidad de que la extensión máxima permitida
sea rebasada, para lo que se proponen dos posibles soluciones, Öttinger (19). La primera
es rechazar los valores que exceden la extensión máxima, lo cual resulta ser algo delicado
con un incremento de tiempo finito tener una extensión muy cercana al máximo valor
permitido de b, ya que teniendo una deformación grande el desplazamiento resultaŕıa
al siguiente incremento de tiempo. Por lo tanto, Öttinger (19) sugiere descartar todas
las posibilidades en donde el valor sea mayor al requerido, es decir:

Q2
i >

(
1−

√
∆t

τiDe

)
b
kbT

H
, (3.8)

con esta restricción, los efectos del flujo no se toman en cuenta y aśı, resultando un
algoritmo débil de primer orden, obligando a tener incrementos de tiempo pequeños
evitando producir cambios bruscos en las conformaciones bajo flujo.

La segunda propuesta para evitar la predicción de conformaciones sin significado f́ısico,
es utilizar un algoritmo impĺıcito, en donde los cambios de tiempo no se encuentran
tan restringidos. Este esquema es similar al propuesto en las Ecs. 3.6 y 3.7, pero con
la diferencia que el término tratado impĺıcitamente es el termino no lineal de la fuerza
elástica, de la forma:

Q̄i(tn+1) = Qi(tn)

+

−Wi

De
v(tn) · ∇Qi(tn) +

Wi

De
κκκ(tn) ·Qi(tn)− 1

2τiDe

Qi(tn)

1− Q2
i (tn)

l2i b
2

∆t

+

√
∆t

τiDe
∆Wi(tn+1), (3.9)

para la predicción y:
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3. MÉTODOS DE SOLUCIÓN

1 +
1

4τiDe

∆t

1− Q2
i (tn+1)

l2i b
2

Qi(tn+1) = Qi(tn)

−1

2

[
Wi

De
v(tn+1) · ∇Q̄i(tn+1) +

Wi

De
v(tn) · ∇Qi(tn)

]
∆t

+
1

2

[
Wi

De
κκκ(tn+1) · Q̄i(tn+1) +

Wi

De
κκκ(tn) ·Qi(tn)

]
∆t

− 1

2τiDe

Qi(tn)

1− Q2
i (tn)

l2i b
2

∆t

+

√
∆t

τiDe
∆Wi(tn+1), (3.10)

donde el lado derecho de la ecuación determina la dirección del vector Qi(tn+1). Para
poder calcular la longitud de Qi(tn+1) la Ec. 3.10 se escribe como:[

1 +
1

4D

∆tn
1− x2/r

]
x = L, (3.11)

donde D = τiDe , r = l2i b
2, x = Qi(tn+1) y L representa el lado derecho de la Ec. 3.10,

está se puede reordenar como una ecuación de tercer grado de la forma:

g(x) := x3 − Lx2 −
[
1 +

1

4D

]
rx+ Lr = 0, (3.12)

cuando L = 0 entonces una solución es x = 0, para Para L > 0, g(0) > 0 y g(
√
r) < 0 y

por lo tanto hay una solución en el intervalo [0,
√
r]. Ya que g(x) → +∞,−∞ cuando

x → +∞,−∞, existen soluciones en los intervalos (−∞, 0) y (
√
r,∞). Por lo tanto,

la ecuación cúbica en Qi(tj+1) tiene una solución única en [0,
√
r], que se determina

mediante el algoritmo propuesto por Öttinger (19), para solucionar la Ec. 3.12. Este
algoritmo para evaluar Qi se repite para cada microestructura y una vez calculados
todos los Qi se utiliza la Ec. 2.43 para determinar σσσp.

3.2. Esquema Impĺıcito

Para determinar la evolución del campo de velocidades se utiliza un esquema impĺıcito,
Anderson (46), para esto la Ec. 2.41 se discretiza en el tiempo y en el espacio de la
forma:

Re De

Wi

un+1
i,j − uni,j

∆t
= β

uni,j+1 − 2uni,j + uni,j−1

∆y2 +
σp
xyi,j−1 − σ

p
xyi,j−1

2∆y
, (3.13)
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3.2 Esquema Impĺıcito

de donde los términos del lado derecho asociados a la velocidad son nuevamente discre-
tizados en el tiempo, agrupando los términos n+ 1 del lado izquierdo de la ecuación:

Aun+1
i,j+1 +Bun+1

i,j + Cun+1
i,j−1 = Ri,j (3.14)

donde A,B,C,R están dados por:

A = −Wi ∆t

Re De

β

∆y2 , (3.15)

B = 1, (3.16)

C = −Wi ∆t

Re De

β

∆y2 , (3.17)

Ri,j = uni,j +
Wi ∆t

Re De
β

(
uni,j+1 − 2uni,j + uni,j−1

∆y2

)
+

Wi ∆t

Re De

(
σp
xyi,j−1 − σ

p
xyi,j−1

2∆y

)
. (3.18)

A partir de la Ec. 3.14 es posible escribir:

Au = r, (3.19)

donde A es una matriz tridiagonal de tamaño jxj, compuesta por los coeficientes
A,B,C, mientras que u representa un vector columna de j entradas por un+1

i,j y r es un
vector columna de tamaño j cuyas entradas son los valores que toma Ri,j de la Ec. 3.18.
Finalmente para solucionar Ec. 3.19 se utiliza el algoritmo de Thomas para matrices
tridiagonales, (46).
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos de las simulaciones numéricas,
la validación del código, los resultados para el caso diluido en LAOS y los resultados
para un caso con formación y destrucción de microestructuras. Todos los casos se tra-
bajaron desde el transitorio hasta alcanzar un estado permanente, la malla de trabajo
es de i = 10, j = 20, para un intervalo de tiempo adimensional de 0 ≤ t ≤ 100, con
Re = 0.001, Wi = 1, De = 1, β = 0.1, b = 30, Nf = 1500 y un paso de tiempo
∆t = 0.001, a menos que se mencione lo contrario. Los resultados se presentan median-
te el uso de las curvas de Lissajous para σxy y N1, definido como N1 = σPxx − σPyy.

La fracción Wi /De determina las condiciones de flujo, SAOS (Wi /De ≤ 1) y para
LAOS (Wi /De > 1). Este comportamiento se muestra en la Fig. 4.1, con las CL de
σxy y N1 en función de γγγ y γ̇̇γ̇γ para diferentes valores Wi /De (= 1 y 7). Para Wi /De = 1
(negro) las curvas forman elipses, indicando una respuesta lineal, para Wi /De = 7
(rojo) se pierde la forma eĺıptica, aśı mismo N1 modifica su magnitud y forma. Es
importante mencionar que para las curvas elásticas (vs γxy) la evolución es en sentido
de horario, mientras que para las curvas viscosas (vs γ̇xy) es en sentido antihorario.

4.1. Validación

La Fig. 4.2 muestra la evolución de σxy con diferentes Nf (= 100, 500, 1000, 1500, 2000),
para un fluido tipo FENE diluido, donde se observa que al incrementarNf las fluctuacio-
nes temporales se reducen mejorando la aproximación del modelo. No es recomendable
incrementar Nf de manera indiscriminada, ya que implica un mayor tiempo y costo
computacional. Se determinó que con Nf = 1500 se obtienen aproximaciones adecuadas
y un costo computacional aceptable.

El código se validó comparando los modelos Oldroyd-B y Hooke (FENE para mancuer-
nas largas), aśı como los publicados por Owens y Phillips (5), Phillips y Smith (15)
(para mancuernas tipo FENE utilizando el método de elemento espectral) y Ferrer et
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4. RESULTADOS

Figura 4.1: CL de σσσ y N1 vs γγγ y γ̇̇γ̇γ para diferentes valores de Wi /De , con b = 30, β = 0.1,

Re = 0.001, De = 1, Nf = 1500 y ∆t = 0.001.

Figura 4.2: Evolución de σxy con distintos valores de Nf , para un fluido tipo FENE

diluido, con Re = 0.001, Wi = 1, De = 1, b = 50, y β = 1
9 . La figura inserta muestra la

evolución σxy para un peŕıodo largo.

al (30) (mancuernas FENE utilizando el método de diferencias finitas con red transi-
toria), para un flujo cortante simple. Estos resultados se muestran en la Fig. 4.3 para
a) evolución de v en diferentes posiciones de y, b) evolución de σxy en y = 0.75 (en la
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4.2 Diluido

figura inserta se muestra la evolución de σxy a distintos valores de y para mancuernas
de Hooke), desde el estado transitorio hasta el estado estacionario (t ≈ 5). Notar que
la diferencia en v es despreciable, para σxy presenta fluctuaciones por la naturaleza del
método estocástico, los puntos cŕıticos coinciden con los presentes en la literatura. Las
simulaciones se realizaron para valores de Re = 1,Wi = 1, De = 0, b = 500, β = 1

9 ,
Nf = 1500 y ∆t = 0.001.

Figura 4.3: Comparación de los modelos Oldroyd-B y Hooke para Re = 1, Wi = 1,

De = 0, b = 500, Nf = 1500, ∆t = 0.001 and β = 1
9 . a) evolución de v a lo alto del canal.

b) evolution of σxy para y = 0.75 (Insertada la evolución de σxy a distintos valores y).

4.2. Diluido

En esta sección se presentan los resultados obtenidos para un fluido compuesto por
mancuernas tipo FENE en régimen diluido.

4.2.1. Efecto de β

El efecto del cociente de viscosidades β se muestra en la Fig. 4.4, cuando β → 1
el comportamiento tiende a un fluido viscoso, para β → 0 tiende a un viscoelástico.
En un esquema de mancuernas el número de moléculas por unidad de volumen está
impĺıcito en β, ya que forma parte de ηp, por lo que una disolución compuesta en su
mayoŕıa de poĺımero corresponde a β → 0. El mismo comportamiento lo reporta de
Souza Mendes y Thompson (37), para el modelo de Jeffreys.
Las Figs. 4.5 y 4.6 presentan las CL para σxy, σ

s
xy, σ

p
xy y N1, en función de γxy y γ̇xy,

respectivamente. Para β = 0.9, 0.5, 0.1 y 0.01, como se esperaba reducir el valor de β
incrementa la contribución elástica, lo cual se confirma con el incremento en la magni-
tud de N1, lo que indica una mayor disolución del sistema, reduciendo las interacciones
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4. RESULTADOS

Figura 4.4: CL para σxy vs a) γγγ y b) γ̇̇γ̇γ, para β = 0.9 (negro) y β = 0.01 (rojo) con

Re = 0.001, Nf = 1500, b = 30, De = 1 and Wi = 1.

moleculares. Para valores de β cercanos a cero se pierde el aporte de σσσs, mientras que
σσσp se vuelve dominante.

Figura 4.5: CL para σxy, σs
xy, σp

xy y N1 en función de γγγ para diferentes valores de β, con

Re = 0.001, Nf = 1500, b = 30, De = 1 y Wi = 1.

En la Fig. 4.5 al reducir β, la curva de Lissajous para σs
xy toma una forma eĺıptica, esto

se debe a la pérdida del aporte del disolvente en un sistema normalizado y no debe ser
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4.2 Diluido

confundido con un comportamiento viscoelástico. La Fig. 4.6 confirma esto, donde σs
xy

mantiene su comportamiento viscoso, formando una recta cuya pendiente corresponde
con el valor de β.

Figura 4.6: Curvas de Lissajous de σxy, σs
xy , σp

xy y N1 en función de γ̇̇γ̇γ, para diferentes

valores de β, con Re = 0.001, Nf = 1500, b = 30, De = 1 y Wi = 1.

4.2.2. Efecto de longitud de mancuerna b

Uno de los parámetros fundamentales del modelo FENE es la extensión máxima de de-
formación de las mancuernas, b, como menciona Warner (11), el comportamiento de un
fluido polimérico difiere tanto de mancuernas ŕıgidas, como de mancuernas de Hooke,
siendo más próximo a una mancuerna con un resorte de extensión finita. Cuando se
habla de un comportamiento lineal en un sistema, se refiere a que la respuesta mantiene
la forma de la función entrada, es decir σσσ mantiene la forma de γ̇xy, en nuestro sistema.
Para un comportamiento no lineal la función de entrada, γ̇xy y la respuesta σσσ no tienen
la misma forma, como se aprecia en Fig. 4.7. Una de las principales caracteristicas del
comportamiento de un fluido compuesto por mancuernas tipo FENE, es la pérdida de
la linealidad para mancuernas más cortas, ver Figs. 4.8, 4.9 y 4.10.

En la Fig. 4.7 se muestra el desfase entre γxy y σxy, menor a π/2, lo cual se presenta
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4. RESULTADOS

con fluidos viscoelásticos. Por otra parte, se presenta un cambio en la pendiente de
σxy, en el instante cuando la deformación se aproxima la máxima permitida. Cuando
la fuerza elástica se incrementa asintóticamente, generando aśı el cambio de pendiente.
Esto se confirma en la Fig. 4.8, donde las mancuernas de Hooke mantienen su linealidad
a diferentes Wi /De , mientras que para mancuernas tipo FENE limitando la extensión
máxima a b = 30, tiene un comportamiento no lineal al incrementar la relación Wi /De .

Figura 4.7: Evolución de σxy y γγγ en función al tiempo para Wi /De = 7 y b = 30, con

Re = 0.01, β = 0.1, De = 1, Nf = 1500

Figura 4.8: Evolución de σxy en función del tiempo para diferentes valores de Wi /De y

b, para Re = 0.01, β = 0.1, De = 1, Nf = 1500

En las Figs. 4.9 y 4.10 se presentan las CL para σxy y N1 variando la relación Wi /De

34



4.2 Diluido

y con diferentes valores de b, en función de γ̇xy. Cuando γ̇xy se aleja del origen, la
deformación del fluido es más rápida, generando un cambio de pendiente de σxy que
indica un comportamiento no lineal. Este comportamiento se relaciona directamente con
la fuerza elástica de las mancuernas, cuando Wi /De produce una respuesta no lineal,
la fuerza elástica se manifiesta en la dirección de la deformación, γxy, produciendo un
desplazamiento de los máximos de N1 hacia los puntos extremos de γ̇xy, mientras que
sus mı́nimos se mantienen en la misma posición, ver Fig. 4.10.

Figura 4.9: CL de σxy vs γ̇̇γ̇γ para diferentes Wi /De y b, con Re = 0.01, β = 0.1, De = 1,

Nf = 1500.

4.2.3. Efectos de Wi

Las Figs. 4.11 y 4.12 presentan las CL para σxy y N1 en función del γxy y γ̇xy, res-
pectivamente. Para Wi (= 1, 3, 5 y 7) y con De (= 1) constante. En un esquema de
mancuernas Wi se puede expresar como Wi = γ̇̇γ̇γς

4H , que indica, la competencia entre
las fuerzas de arrastre (por γ̇̇γ̇γ) contra las fuerzas elásticas. Incrementar Wi implica un
aumento en la parte convectiva del sistema, lo que se manifiesta como un incremento
directo en N1, ver Figs. 4.11 y 4.12. El incremento en Wi produce una pérdida de la
linealidad y de la forma eĺıptica en la respuesta de σxy, este comportamiento se mues-
tra las en Figs. 4.11 y 4.12. Resultados experimentales similares se han reportado por
Hyun et al (31) y soluciones anaĺıticas utilizando el modelo de Maxwell corrotacional
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Figura 4.10: CL de N1 vs γ̇̇γ̇γ para diferentes Wi /De y b, con Re = 0.01, β = 0.1, De = 1,

Nf = 1500.

por Saengow (42).

Figura 4.11: CL de σxy y N1 en función de γγγ para diferentes Wi = 1 con b = 30, β = 0.1,

Re = 0.001, Nf = 1500 and De = 1.
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Figura 4.12: CL de σxy and N1 en función de γ̇̇γ̇γ para diferentes Wi con b = 30, β = 0.1,

Re = 0.001, Nf = 1500 y De = 1.

4.2.4. Efectos de De

Las Figs. 4.13 y 4.14 presentan las CL para σxy y N1 en función de γxy y γ̇xy, respecti-
vamente. Para diferentes valores de De (= 0.5, 0.75 y 1). En un modelo de mancuernas
De se puede expresar como De = ως

4H , que representa la competencia entre las fuerzas
de arrastre por frecuencia y las fuerzas elásticas. Al incrementar el De nos aproxima-
mos al comportamiento SAOS, lo cual se observa en Figs. 4.13 y 4.14, principalmente
en el comportamiento de N1.

A diferencia de Wi , que produce un cambio en la forma en la curva pero sin afectar
la magnitud, para valores pequeños de De la magnitud de la respuesta se incrementa,
junto con el cambio de forma, ver Fig. 4.14. Al incrementar De reduce las fluctuaciones
para N1, debido a que De representa la competencia entre los tiempos microscópico y
macroscópico, como se muestra en la Ec. 2.42, por lo que a menor De mayores fuerzas
intramoleculares.

4.2.5. Efecto de la relación Wi /De

La relación Wi /De define las condiciones de flujo, notar que mantener la relación
Wi /De no produce la misma respuesta si los valores individuales de Wi y De se mo-
difican, ver Figs. 4.15, 4.16 y 4.17. Las Figs. 4.15 y 4.16 presentan las CL de σxy en
función de γxy y γ̇xy, respectivamente. Para régimen de flujo SAOS y LAOS, con di-
ferentes De . La Fig. 4.17 presenta las CL de N1 en función de γ̇xy para los mismos
reǵımenes de flujo y los mismos De . Fluidos con fuerzas intramoleculares altas, es de-
cir, De pequeños, producen mayores fluctuaciones en la respuesta. Por el contrario, al
incrementar De , se produce una respuesta libre de fluctuaciones, lo mismo para SAOS
y LAOS, esto especialmente notable en N1. Para valores de De mayores a uno, se pro-
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Figura 4.13: CL de σxy y N1 en función de γγγ para diferentes De , con b = 30, β = 0.1,

Re = 0.001, Nf = 1500 y Wi = 1.

Figura 4.14: CL de σxy y N1 en función de γ̇̇γ̇γ para diferentes De , con b = 30, β = 0.1,

Re = 0.001, Nf = 1000 y Wi = 1.
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4.2 Diluido

duce una pérdida de la magnitud en la respuesta, algo que se mencionó en la sección
4.2.4. Esto se explica debido al incremento en las fuerzas de arrastre sobre las elásticas,
generando una respuesta cercana a la del disolvente.

Figura 4.15: CL de σxy en función de γγγ para diferentes relaciones Wi /De y distintos

valores de De , con b = 30, β = 0.1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

La Fig. 4.18 presenta las CL de σxy en función de γ̇xy, para diferentes Wi y De , re-
presentando aśı los reǵımenes SAOS y LAOS. A menores De se presenta una mayor
respuesta viscoelástica, un comportamiento similar fue reportado por Bird et al (43)
para mancuernas ŕıgidas, Saengow et al (42) utilizando el modelo Maxwell corrotacio-
nal y de Souza Mendes y Thompson (37) para el modelo de Jeffreys.

En los casos De = 0.5, un fluido con alta fuerza intermolecular, con Wi = 5 y 7, las
fuerzas de arrastre por γ̇xy, se manifiestan con ciclos secundarios o autointersecciones en
los extremos de la curva de Lissajous. Esto se puede explicar como la respuesta elástica
en conjunto con alta deformación, produciendo la formación de estos ciclos secundarios
en los extremos de γ̇xy.

En las Figs. 4.19 y 4.20 presentan las CL para σxy y N1 para diferentes valores de Wi
y b. En la Fig. 4.19 se muestra que la formación de ciclos secundarios depende tanto
de la amplitud de deformación (Wi /De ) como de la longitud máxima de deformación,
para relaciones Wi /De < b/5 no se presenta la formación de ciclos secundarios. En la
Fig. 4.20 se presenta la formación de ciclos secundarios en los ĺımites de γ̇xy para N1
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Figura 4.16: CL de σxy en función de γ̇̇γ̇γ para diferentes relaciones Wi /De y distintos

valores de De , con b = 30, β = 0.1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

cuando la relación Wi /De es cercana a b/2.

La aparición de estos ciclos secundarios esta fuertemente ligada a la microestructu-
ra, Jeyaseelan y Giacomin (47) y Stadler et al (48) mencionan que la formación de
estos ciclos secundarios se deben a deformaciones no afines en la microestructura aśı
como ramificaciones de cadena larga en poĺımeros fundidos. Experimentalmente estos
ciclos secundarios han sido reportados para diversos materiales que incluyen soluciones
micelares, Ewoldt et al (49), soluciones de poliestireno Jeyaseelan y Giacomin (47),
poĺımeros fundidos Stadler et al (48). Algunos modelos son capaces de predecir la for-
mación de estos ciclos secundarios (47, 48). Stadler et al (48) proponen algunos de los
criterios que los harmonicos superiores deben satisfacer para ser capaces de predecir la
formación de estos ciclos, criterios a los que ahora podemos incluir la relación entre la
amplitud de deformación Wi /De y la extensión máxima de la cadena b.

Para poder analizar la viscoelasticidad del fluido se analizó la evolución de η y Ψ1 en
función de Wi y De , para instantes de tiempo fijos, Fig. 4.21 , definiendo η =

σxy
γ̇xy

y

Ψ1 = N1
γ̇2xy

, un comportamiento similar se encuentra reportado por Bird et al (43) para

mancuernas ŕıgidas. Como los resultados anteriores señalaban a menor De se tiene una
mayor respuesta viscoelástica, tanto η como Ψ1 tienen una mayor magnitud a bajos
De . Por su parte incrementar Wi produce un aumento en Ψ1, esto se debe a las fuerzas
de arrastre en dirección de flujo, favoreciendo σxx.
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Figura 4.17: CL de N1 en función de γ̇̇γ̇γ para diferentes relaciones Wi /De y distintos

valores de De , con b = 30, β = 0.1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

4.3. Semidiluido

En esta sección se consideran 5 microestructuras o microestados inmersas en el flui-
do que interactúan unas con otras. Este modelo conocido como malla transitoria fue
propuesto por Rincón et al (28). Posteriormente, Ferrer et al (30) acopla la técnica de
BCF, que permite calcular la distancia extremo-extremo del vector de deformación de
los BCF, aśı como su orientación dependiendo de la rapidez de deformación. Con esta
técnica es posible determinar una longitud máxima de deformación que llamaremos en
este trabajo “longitud dinámica ”. Las cinco microestructuras o microestado, se mode-
lan a través de modelos cinéticos como: Hooke, FENE, FENE-P, FENE-LS y FENE-M.
En este trabajo se utilizarán únicamente Hooke y FENE, estos modelos se representan
con mancuernas constituidas con masas y resortes, que se deforman y se orientan bajo
flujo.
Se establecen tres condiciones iniciales para las microestructuras: a) sistema diluido,
se tiene únicamente la microestructura más simple ω0, mientras que el resto de las
microestruturas ω1,2,3,4 = 0. b) sistema aleatorio, se tienen todas las microestructuras
presentes y c) sistema saturado, se inicia de la microestructura más compleja ω4 y
ω0,1,2,3 = 0.
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4. RESULTADOS

Figura 4.18: CL de σxy para diferentes De y Wi , con b = 30, β = 0.1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.

4.3.1. Cinética 1 vs cinética 2

El trabajo de Ferrer et al (30), al cual denominaremos (cinética 1) utiliza la misma
técnica multiescala, en el presente trabajo se realizan ciertas modificaciones en la parte
microestructural para el cálculo dl tensor de esfuerzos individuales y total (cinética
2), que generan cambios significativos en los resultados. Para la cinética 1 se modela
un conjunto de mancuernas (de tamaño Nf ) para todo el sistema, a diferencia de
la cinética 2 en donde a cada microestado le corresponde un conjunto de mancuernas
(de tamaño Nf ), lo que incrementa el número de mancuernas por cada microestado,
requiriendo un mayor tiempo de cómputo. La Fig. 4.22 presenta la comparación de la
evolución de concentraciones de los distintos microestados para dos redes, una débil
y otra fuertemente tramada. La diferencia entre los modelos cinéticos en la evolución
de las concentraciones es despreciable. A diferencia de la Fig. 4.23 donde se muestra
la comparación de las cinéticas con las CL para σxy, se utilizan De = 1, b = 50 y
Wi /De = 5. Las curvas obtenidas con la cinética 1 son todas técnicamente iguales,

42



4.3 Semidiluido

Figura 4.19: CL de σxy para diferentes Wi y b, con De = 0.5, β = 0.1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.

mientras que las curvas obtenidas con la cinética 2 son todas diferentes al modificar las
constantes cinéticas. Ambas cinéticas predicen un comportamiento no lineal debido a
las condiciones de flujo, pero al utilizar la cinética 2 permite ponderar la importancia
de cada microestructura en su contribución para el cálculo del σσσ.
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4. RESULTADOS

Figura 4.20: CL de N1 para diferentes Wi y b, con De = 0.5, β = 0.1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.

4.3.2. Efecto de β para un esquema de microestructuras

Modificar β dentro del esquema de microestructuras mantiene el comportamiento ge-
neral para una aproximación multiescala, es decir, cuando β → 0 el comportamiento
viscoelástico se incrementa, mientras que cuando β → 1 se tiene un comportamiento
puramente viscoso. Los más importante es que para un esquema de microestados, las
condiciones iniciales generan cambios importantes en la respuesta del sistema.

La Fig.4.24 presenta la evolución de las concentraciones para diferentes valores de β,
para condiciones iniciales diluido, saturado y aleatorio, respectivamente. Para los esta-
dos iniciales diluido y saturado, los cambios en la evolución son insignificantes. Para
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4.3 Semidiluido

Figura 4.21: Evolución de Ψ1 y η a diferentes De y Wi , con b = 35, β = 0.1 y Re = 0.001,

Nf = 1500.

la condición inicial aleatoria los valores de β cercanos a 0 la tendencia es que todos
los microestados se aproximen al mismo valor de 0.2, mientras que para valores de β
donde ηs ≥ ηp los microestados ω0 y ω1 son los mas representativos. Por otra parte para
las condiciones iniciales aleatorias, el valor de las concentraciones de los microestados
disminuyen al reducir β, a diferencia de las otras dos concentraciones iniciales que no
presentan este fenómeno.

Las Figs. 4.25, 4.26 y 4.27 muestran las CL de σxy, indicando el aporte de cada mi-
croestructura, para diferentes valores de β, con condiciones iniciales: diluido, saturado
y aleatorio, respectivamente. Para las condiciones iniciales diluido y concentrado, Figs.
4.25 y 4.26, presentan el mismo comportamiento ambas, al reducir β la respuesta vis-
coelástica se incrementa, se puede apreciar el aporte individual de cada microestruc-
tura al tensor de esfuerzos total. Para la condición aleatoria, Fig. 4.27, presenta una
reducción de la magnitud del sistema global en la respuesta, aśı como un aporte poco
significativo de la microestructura ω4.
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Figura 4.22: Evolución de la concentración para la cinética 1 y la cinética 2 a diferentes

coeficientes A y B, con Wi /De = 5, De = 1, β = 0.1, b = 50, Re = 0.001 y Nf = 1500.

La Fig. 4.28 presenta las CL con β = 0.01 en el ĺımite SAOS para cada microestructura,
para algunos casos se puede identificar no linealidades, aśı como procesos de transición
como histéresis. La Fig. 4.29 muestra las CL de σxy con diferentes condiciones iniciales
y modificando β, para las condiciones diluidas la viscoelasticidad es mayor aśı como la
magnitud de la respuesta, para el esquema aleatorio la viscoelasticidad y magnitud se
reducen, esto se debe a las distintas propiedades de cada microestructuras y de menor
requerimiento energético para su evolución, ver Tab. 2.3. La Fig. 4.30 muestra las CL
para N1 con diferentes condiciones iniciales y modificando β, confirmando que partir
de un sistema en donde existe un estructura dominante, los requerimientos energéticos
son mayores para la evolución del sistema global.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.23: CL de σσσ vs γ̇̇γ̇γ, para la cinética 1 y la cinética 2 a diferentes coeficientes A y

B, con Wi /De = 5, De = 1, β = 0.1, b = 50, Re = 0.001 y Nf = 1500.

4.3.3. Efecto de b para un esquema de microestructuras

Para el esquema cinético, a cada microestructura se le asigna una longitud máxima de
deformación de acuerdo a la Tab. 2.3, para valores de b ≤ 40 produce produce inestabi-
lidades numéricas, ver Fig. 4.31, esta figura muestra la evolución de las concentraciones
para diferentes valores de b con diferentes condiciones iniciales. Las concentraciones
se mantienen constantes para todas las longitudes b ≤ 40, independientemente de la
condición inicial, para t ≥ 30 las concentraciones tienden hacia el mismo valor, siendo
las microestructuras ω0 y ω1 las más sensibles al flujo.

La Fig. 4.32 presenta las CL para las diferentes microestructuras, con b = 40 para
la estructura más larga, ω0. Las Figs. 4.33, 4.34 y 4.35 muestran las CL de σxy para
distintos valores de b, incluyendo el aporte de cada microestrcutura, con distintas con-
diciones iniciales. Para las condiciones diluida y saturada, Figs. 4.33 y 4.34, se tiene el
mismo comportamiento, mientras que en condiciones aleatorias Fig. 4.35, la magnitud
de la respuesta se reduce significativamente y el aporte de la estructura ω4 es insignifi-
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Figura 4.24: Evolución de la concentración para diferentes β, Wi /De = 1, De = 1,

b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

cante al esfuerzo.

En las Figs. 4.36 y 4.37 se muestran las CL de σxy y N1, respectivamente, para diferen-
tes valores de b y diferentes condiciones iniciales. Al reducir el valor de b se incrementan
las fuerzas intermoleculares al igual que en el modelo FENE original, con la diferencia
que la magnitud de la respuesta máxima se tiene a condiciones diluidas y la menor en
condiciones aleatorias, este comportamiento se debe a las propiedades de cada micro-
estructura, la estructura más simple es la que posee el tiempo de relajación y longitud
de mancuerna más alto.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.25: CL de σxy para diferentes valores β con un estado inicial diluido, De = 1,

Wi /De = 1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1, B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

4.3.4. Efecto de Wi para un esquema de microestructuras

Al igual que con el modelo FENE clásico, variaciones del Wi se relacionan directamen-
te con el incremento de las fuerzas de arrastre por el incremento en γ̇̇γ̇γ. La amplitud
de deformación, Wi /De = γ0, caracteriza cuando se tiene un régimen LAOS o SAOS,
cuando se considera la interacción de microestructuras, cada una de éstas definidas con
su tiempo y longitud caracteŕısticas, el comportamiento individual y global del tensor
de esfuerzos es muy diferente para las mismas condiciones de flujo. La Fig. 4.38 presenta
la evolución de concentraciones con diferentes Wi para condiciones iniciales diluido, sa-
turado y aleatorio. Para todas las condiciones iniciales se tiene la misma tendencia, con
la diferencia que el tiempo necesario para alcanzar un régimen permanente, es menor
para la condición diluida. Por otro lado, el cambio en Wi no afecta el comportamiento
de las concentraciones, el caso de Wi = 7, produce inestabilidades numéricas (especial-
mente el caso saturado).
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4. RESULTADOS

Figura 4.26: CL de σxy para diferentes valores β, con un estado inicial saturado,

Wi /De = 1, De = 1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1, B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

Las Figs. 4.39, 4.40 y 4.41 presentan las CL de σxy para distintos valores de Wi , para
cada microestructura, con distintas condiciones iniciales. Para los tres casos respecto al
esfuerzo total aumenta la no linealidad al aumentar la relación Wi /De . En el esfuerzo
cortante individual de cada microestructura, presenta además del incremento de la no
linealidad, la formación de ciclos secundarios o autointersecciones. Estos ciclos ya se
hab́ıa encontrado para el caso del modelo FENE, donde se concluyó que para la forma-
ción de estos ciclos las condiciones eran, longitudes cortas y altas relaciones de Wi /De .
Cuando se incorpora una cinética modelo microestructural estos ciclos se presentan a
relaciones menores de Wi /De y la longitud no necesariamente tan corta, como con-
siderar mancuernas ŕıgidas.También se puede apreciar, la evolución del transitorio al
régimen permanente para varios casos, este comportamiento ya ha sido analizado por
Ptaszek et al (50), que lo relacionan con un efecto tixotrópico. Para el caso saturado
con Wi = 7, las inestabilidades numéricas impiden alcanzar un permanente.

Las Figs. 4.42, 4.43 y 4.44 presentan las CL para N1 para distintos valores de Wi , para
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4.3 Semidiluido

Figura 4.27: CL de σxy para diferentes valores β, con un estado inicial aleatorio,

Wi /De = 1, De = 1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1, B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

cada microestructura, con distintas condiciones iniciales. Se presentan no linealidades,
el efecto tixotrópico, la pérdida de la simetŕıa de las curvas, aśı como la formación de
otro ciclo. Este último para el caso de condición inicial diluido.

4.3.5. Efecto de las constantes cinéticas A y B para un esquema de

microestructuras

El efecto de las constantes cinéticas A y B, que controlan la rapidez de formación o
destrucción de las microestructuras presentes en el sistema. La Fig. 4.45 presenta la
evolución de concentraciones para distintas relaciones de A y B para las diferentes con-
diciones iniciales. Las Figs. 4.46, 4.47 y 4.48 presentan las CL de σxy modificando los
valores de A y B, para cada microestructura. Las Figs. 4.49, 4.50 y 4.51 presentan las
CL de N1 para distintas relaciones de las constantes cinéticas A y B de cada microes-
tructura, con distintas condiciones. En estas figuras se muestra que N1 es dependiente
de la cinética microestructural. Las especies más sensibles son ω1, ω2 y ω3, principal-
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Figura 4.28: CL de σxy para β = 0.01, para diferentes estados iniciales con De = 1,

Wi /De = 1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1, B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

mente cuando A < B. Es importante notar que para este régimen LAOS (Wi /De = 7),
el cambio de las constantes cinéticas tiene efecto en las no linealidades, la tixotroṕıa y
la forma de la curva. Respecto a la curva se presenta otro ciclo secundario, que indica
la competencia de los tiempos de relajación y del régimen LAOS con el tiempo cinético.
Esto se concluye del caso particular, cuando A = 1 y B = 10, que la estructura ω2 de
condiciones iniciales diluidas, presenta la formación de dos ciclos t́ıpicos.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.29: CL de σxy para diferentes valores β, con diferentes estados iniciales,

Wi /De = 1, De = 1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.30: CL de N1 para diferentes valores β, con diferentes estados iniciales,

Wi /De = 1, De = 1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.31: Evolución de la concentración para diferentes b, con diferentes estados ini-

ciales para Wi /De = 5, De = 1, β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001

y Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.32: CL de σxy para b = 40, con Wi /De = 1, De = 1, β = 0.1, coeficientes

cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.33: CL de σxy para diferentes valores de b, con un estado inicial diluido,

Wi /De = 1, De = 1, β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.34: CL de σxy para diferentes valores de b, con un estado inicial saturado,

Wi /De = 1, De = 1, β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.

58



4.3 Semidiluido

Figura 4.35: Curvas de Lissajous de σxy para diferentes valores de b, con un estado inicial

aleatorio, Wi /De = 1, De = 1, β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001

y Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.36: CL de σxy para diferentes b, con diferentes estados iniciales, Wi /De = 1,

De = 1, β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.

60



4.3 Semidiluido

Figura 4.37: CL de N1 para diferentes b, con estados iniciales, Wi /De = 1, De = 1,

β = 0.1, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.38: Evolución de concentración para diferentes Wi con De = 1, β = 0.1, b = 50

Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.39: CL de σxy para diferentes valores de Wi , con un estado inicial diluido,

De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, con Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.40: CL de σxy para diferentes valores de Wi , con un estado inicial saturado,

De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.41: CL de σxy para diferentes valores de Wi , con un estado inicial aleatorio,

De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.42: CL de N1 para diferentes valores de Wi , con un estado inicial diluido,

De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.43: CL de N1 para diferentes valores de Wi , con un estado inicial saturado,

De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.44: CL de N1 para diferentes valores de Wi , con un estado inicial aleatorio,

De = 1, β = 0.1, b = 50, los coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.45: Evolución de concentración para diferentes relaciones de los coeficientes

cinéticos AvsB con Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, Re = 0.001 y Nf = 1500.
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Figura 4.46: CL de σxy para diferentes relaciones de AvsB, con un estado inicial diluido,

Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.47: CL de σxy para diferentes relaciones de AvsB con un estado inicial saturado,

Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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Figura 4.48: CL de σxy para diferentes relaciones de AvsB con un estado inicial aleatorio,

Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.49: CL de N1 para diferentes relaciones de AvsB, con un estado inicial diluido,

Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4. RESULTADOS

Figura 4.50: CL de N1 para diferentes relaciones de AvsB con un estado inicial saturado,

Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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4.3 Semidiluido

Figura 4.51: CL de N1 para diferentes relaciones de AvsB con un estado inicial aleatorio,

Wi = 7, De = 1, β = 0.1, b = 50, coeficientes cinéticos A = 1 y B = 1, Re = 0.001 y

Nf = 1500.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo de investigación se presenta, el modelado matemático y la simulación
numérica de fluidos complejos en condiciones oscilatorias (SAOS y LAOS). Se utiliza
una técnica multiescalas (BCFM) acoplada con modelos cinéticos (Hooke y FENE),
posteriormente se incorpora el modelo de redes transitoria que considera una cinética
microestructural.

El código numérico desarrollado se validó comparando los modelos de Oldroyd-B, Hoo-
ke y FENE para el flujo de corte simple, obteniendo resultados similares reportados en
la literatura. Se analizó la influencia de las principales variables, tales como: la relación
de viscosidad β, la longitud máxima de deformación b, los números adimensionales De ,
Wi , su relación Wi /De y las constantes cinéticas A y B.

La relación de viscosidad β describe adecuadamente el comportamiento viscoso (β → 1)
y elásticos (β → 0). Para valores más bajos de β la contribución elástica es dominante,
la forma eĺıptica de las CL caracteŕıstica de un fluido viscoelástico en régimen lineal,
está presente. La linealidad del sistema es independiente del valor β.

Una de las principales variables del modelo es la longitud de extensión máxima b, pa-
ra el modelo de Hooke no hay un cambio significativo que incremente Wi /De y el
comportamiento es periódico. Al reducir b, la respuesta al esfuerzo cortante aumenta
su no linealidad, un hallazgo importante de este modelo que puede predecir que el
comportamiento es aperiódico, reportado experimentalmente en la literatura. Para un
esquema con interacción microestructural al reducir el valor de b se incrementan las
fuerzas intermoleculares al igual que en el modelo FENE original, con la diferencia que
la magnitud de la respuesta depende de las condiciones iniciales de concentración, la
presencia de inestabilidades numéricas se presentan cuando b < 40.

La elasticidad es directamente proporcional al Wi . Las CL de σσσ en función de γ toman
una forma de bandera, previamente reportados en resultados anaĺıticos y experimen-
tales reportada en la literatura. El número adimensional De , contiene la competencia
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de fuerzas de arrastre (debido a ω) y la elasticidad. Para valores más bajos de De ,
se incrementan tanto las interacciones intermoleculares como el tiempo necesario para
alcanzar el estado periódico. Se concluye que De involucra los tiempos caracteŕısticos
macroscópicos y microscópicos de este modelo.

La relación Wi /De define las condiciones de flujo, de acuerdo al modelo los valores
más bajos de De producen una mayor interacción molecular que se manifiesta en el
aumento de ruido en la respuesta. Los valores más altos de De reducen la movilidad
molecular y la respuesta de salida se reduce. Un hallazgo importante es la la formación
de ciclos secundarios o autointersecciones en las CL para σσσ en función de γ̇xy. Para un
fluido FENE es necesario que la extensión máxima de las cadenas sea corta (b < 30),
además de una larga amplitud de oscilación (Wi /De > 10). Para un esquema de mi-
croestructuras el esfuerzo cortante individual de cada microestructura, puede presentar
comportamientos no lineales, la formación de ciclos secundarios o autointersecciones se
presentan a menores relaciones de (Wi /De ≤ 3), áun cuando estos no se presenten en
la respuesta total. La evolución del transitorio al régimen permanente para puede variar
al modificar la amplitud de oscilación, este comportamiento se relaciona con un efecto
tixotrópico. Para el caso saturado con Wi = 7, las inestabilidades numéricas impiden
alcanzar un permanente.

Las condiciones iniciales de concentración son fundamentales para la evolución del sis-
tema. Para la condición inicial con todas las concentraciones presentes la respuesta
presenta una magnitud menor que para un estado inicial compuesto unicamente de una
sola microestructura (sea ω0 o ω4). Siendo el estado diluido (formado unicamente por
ω0) cuando se tiene la mayor magnitud en la respuesta. Por el contrario, a excepción
de las constantes cinéticas A y B, se observa que la evolución en la microestructura es
independiente de los parámetros β, b, De y Wi , siendo sólo afectada por las condiciones
iniciales.

Las constantes cinéticas tienen un gran impacto en el comportamiento de las no li-
nealidades, la tixotroṕıa y la forma de la CL. Las especies más sensibles son ω1, ω2 y
ω3, principalmente cuando A < B. Se presenta la formación de ciclos secundarios, que
indica la competencia de los tiempos de relajación y del régimen LAOS con el tiempo
cinético. Esto se concluye del caso particular, cuando A = 1 y B = 10, que la estructura
ω2 presenta la formación de dos ciclos at́ıpicos, tanto para σxy como N1.

El método ha demostrado su eficacia para describir fluidos complejos en condiciones
LAOS utilizando un enfoque multiescala, que abre una ventana para que la ciencia y la
industria realicen el análisis de fluidos complejos de una manera más económica. Este
método demostró su eficiencia para describir fluidos viscoelásticos con microestructura
en el régimen LAOS, para una investigación adicional se podŕıa considerar condiciones
de flujo y geometŕıas más complejas, aśı como un estudio más profundo de la formación
de ciclos secundarios.
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[13] M. A. Hulsen, A. P. G. Van Heel, and B. H. A. A. Van Den Brule. Simulation of
viscoelastic flows using brownian configuration fields. Journal of Non-Newtonian
Fluid Mechanics, 1997. 6, 8

[14] A. Lozinski and C. Chauvière. A fast solver for fokker–planck equation applied to
viscoelastic flows calculations: 2d fene model. Journal of Computational Physics,
189(2):607 – 625, 2003. 6, 7, 8

[15] T.N. Phillips and K.D. Smith. A spectral element approach to the simulation of
viscoelastic flows using brownian configuration fields. Journal of Non-Newtonian
Fluid Mechanics, 138(2):98 – 110, 2006. 7, 8, 24, 29

[16] R. O. Vargas, O. Manero, and T. N. Phillips. Viscoelastic flow past confined
objects using a micro–macro approach. Rheologica Acta, 48(4):373 – 395, May
2009. 7, 8, 24

[17] S. L. Anna and G. H. McKinley. Effect of a controlled pre-deformation history on
extensional viscosity of dilute polymer solutions. Rheologica Acta, 47(8):841–859,
Nov 2008. 7

[18] B. H.A.A. Van den Brule. Browian dynamics simulation of finitely extensible bead-
spring chains. Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics, 47(C):357–378, 1993.
7
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