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Resumen

Con la obtención de láminas de carbono con espesor atómico por parte de K.S.

Novoselov y A.K. Gleim en 2004, comenzó el auge del estudio tanto teórico como

experimental de las propiedades únicas y fascinantes del grafeno prístino. En par-

ticular, la modificación de dichas propiedades son temas de actual escrutinio en la

investigación del grafeno. Entre las modificaciones más investigadas en la actualidad

se encuentran las distorsiones de la red de grafeno y el acoplamiento espín-órbita

inducido por efectos de proximidad. La obtención de grafeno con distorsión Kekulé

por parte de C. Gutierrez en 2016 y la posibilidad de inducir un acoplamiento espín-

órbita de Rashba al sistema mediante un campo eléctrico externo o interacción con

el sustrato motivan el estudio teórico de la modificación y control de las propiedades

electrónicas de dicho sistema. Esto conforma el objeto central de esta tesis.

Desde el punto de vista teórico, para investigar las propiedades electrónicas del

grafeno debido a la acción conjunta de la distorsión Kekulé y el acoplamiento espín-

órbita de Rashba es necesario realizar una deducción sistemática del Hamiltoniano

efectivo que gobierna la cinemática de sus cuasi-partículas a bajas energías. Con este

fin en mente, en esta tesis se parte de un Hamiltoniano en el marco del modelo

de amarre fuerte para grafeno prístino con acoplamiento espín-órbita de Rashba. La

distorsión Kekulé se toma en consideración tanto en el parámetro de la energía de salto

ti,j como en la magnitud del acoplamiento espín-órbita de Rashba λi,j entre átomos

de carbono vecinos i, j. Estos parámetros dependen explícitamente de la distancia

carbono-carbono, la cual es modificada de manera periódica por la distorsión Kekulé.

La forma compacta del Hamiltoniano efectivo obtenido presenta dos clases de tér-

minos de acoplamiento. La primer clase corresponde al acoplamiento entre el momento

vi



RESUMEN vii

p y los 2 grados de libertad que posee un portador de carga en el grafeno; pseudoespín

σσσ y valle τττ . La segunda clase corresponde al acoplamiento entre del espín s, el grado de

libertad inherente al electrón, con el pseudoespín σσσ y valle τττ . Las dispersiones energé-

ticas obtenidas del Hamiltoniano efectivo manifiestan un comportamiento nuevo con

características heredadas de la acción conjunta de la distorsión Kekulé como del aco-

plamiento espín-órbita de Rashba. El Hamiltoniano efectivo derivado en esta tesis es

consistente con los resultados obtenidos anteriormente para grafeno con distorsiones

Kekulé (en ausencia de acoplamiento espín-órbita de Rashba) por parte de Gamayun

et al. y para grafeno con acoplamiento espín-órbita de Rashba (sin distorsión Kekulé)

por parte de E. Rashba y Y. Bychkov. Finalmente, se calcularon las orientaciones

de espín, pseudoespín y valle a partir de los eigenvectores del Hamiltoniano efectivo.

Aunque estas orientaciones también presentan características heredadas de los siste-

mas de grafeno con distorsiones Kekulé y grafeno con acoplamiento espín-órbita de

Rashba, además, muestran un comportamiento nuevo. La orientación de valle muestra

componentes fuera del plano de movimiento de los portadores de carga, por conven-

ción el plano x-y, así como orientación preferencial en una dirección del plano, dícese

en la dirección x. Este resultado motiva trabajo futuro en aras de explicar el origen

de estas nuevas características de las orientaciones del espín, pseudoespín y valle.
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Prefacio

Grafeno es el nombre que recibe el arreglo cristalino bidimensional de átomos de car-

bono. La hibridación sp2 de los átomos de carbono en el plano forma un característico

patrón hexagonal. Asimismo, una conjugación π de largo alcance asociada a los or-

bitales pz de los átomos de carbono deriva en extraordinarias propiedades térmicas,

mecánicas y eléctricas. Dado que el grafeno es la base de otros alótropos del carbono

como los nanotubos de carbono y el grafito, su estudio es crucial para entender la

física de los alótropos de mayor dimensionalidad.[8]

Tras su obtención mediante exfoliación mecánica en 2004 [9], el grafeno dejó de

ser un ejercicio teórico y pasó a tomar protagonismo por sí solo. El desarrollo de

métodos de síntesis como la exfoliación mecánica, deposición química en fase vapor

y descomposición térmica de precursores, entre otras, ha permitido llevar el grafeno

a múltiples laboratorios del mundo. [10] La investigación ha sido intensiva y hoy en

día se sabe que el grafeno posee alta conductividad térmica, presenta Efecto Hall

Cuántico (QHE por sus siglas en inglés) a temperatura ambiente, posee un módulo

de Young cercano a 1 TPa y se caracteriza por una alta transmitancia óptica, mientras

que en presencia de un voltaje de compuerta el grafeno presenta un comportamiento

ambipolar de efecto de campo.[11, 12] Además, el grafeno se presta como modelo para

estudiar fenómenos relativistas a bajas energías. Todas estas características convierten

al grafeno y a sus derivados en candidatos para aplicaciones en áreas como electrónica,

biomedicina y ciencia de materiales. [13]

En particular, las propiedades electrónicas del grafeno han atraído un enorme in-

terés. El grafeno es considerado un semi-metal con una estructura de bandas lineal en

momento y sin brecha energética. Los portadores de carga en el grafeno se compor-

xiii
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tan como Fermiones de Dirac sin masa, lo que permite el transporte balístico hasta

por un micrómetro de distancia a temperatura ambiente. La alta movilidad de los

portadores en el grafeno, con valores típicos de 15,000-200,000 cm2/Vs, lo convierte

en un candidato idóneo para aplicaciones electrónicas que involucren alta movilidad

y tiempos cortos de respuesta.[14]

Además de la miríada de propiedades encontradas en grafeno prístino, sistemas

híbridos de grafeno y sustratos metálicos presentan nuevos e interesantes fenómenos

tanto electrónicos como magnéticos derivados de efectos de proximidad con diferentes

sustratos. Esta interacción puede generar brechas entre las bandas de conducción

π(electrones) y de valencia π∗(huecos), distorsionar el comportamiendo lineal de los

portadores de carga, promover la aparición del Efecto Hall Anómalo, el Efecto Hall

de Espín, el Efecto Hall Cuántico de Espín (AHE, SHE y SQHE por sus siglas en

inglés) así como la modulación de la intensidad de la interacción espín-órbita (SOI

por sus siglas en inglés). [15] Estas modificaciones a la estrucura de bandas promete

ser una solución al problema de la implementación del grafeno en la electrónica de la

siguiente generación; la espintrónica. [16]

Por un lado, la débil interacción espín-órbita debido al bajo número atómico del

carbono ya no es un impedimento para que éste sea considerado como objeto de estu-

dio de fenómenos y aplicaciones espintrónicos. Gracias a los ya mencionados efectos

de proximidad, el acoplamiento espín-órbita en grafeno puede aumentar hasta 3 ór-

denes de magnitud. [17] Los mecanismos a los que se les atribuye tal magnificación

son i)la fuerte hibridación entre los orbitales 2pz del carbono con los orbitales d del

sustrato metálico (como Au,Ag y Pb) y ii) el rompimiento de la simetría de la red de

grafeno. De esta forma, la brecha asociada a la interacción espín-órbita puede alcan-

zar valores de 13− 225 meV que eclipsan al valor intrínseco del grafeno de menos de

50 µeV .[18, 19, 20, 21, 22]

Por otro lado, la interacción con el sustrato puede producir deformaciones en la

red de grafeno que modifiquen su estructura electrónica. Cuando la periodicidad del

sustrato es equiparable a la de una supercelda de grafeno, se predice la existencia

de una deformación periódica conocida como distorsión Kekulé.[23] Recientemente,
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Gutierrez et al. [4] lograron visualizar esta distorsión en grafeno crecido epitaxialmente

sobre una superficie de Cu (111) y atribuyen su existencia a las vacancias de Cu que

fungen como adátomos fantasma. Asimismo, se predice que la nueva supercelda de

grafeno pierde su simetría quiral y da lugar a dos especies de fermiones quirales de

Dirac. [6, 24]

Por medio de estos dos mecanismos, las distorsiones de Kekulé y el acoplamiento

espín-órbita de Rashba, se presenta la posibilidad de modificar las propiedades elec-

trónicas del grafeno en aras de reconsiderarlo en el esquema de la electrónica conven-

cional. [25, 26] El primer mecanismo se basa en romper la simetría quiral del grafeno

al alterar de manera periódica las distancias de enlace entre átomos de carbono.[27]

En el segundo mecanismo, los portadores de carga en un semiconductor experimen-

tan un campo magnético efectivo dependiente de su momento debido al acoplamiento

espín-órbita. De manera similar a un campo magnético externo, este campo mag-

nético efectivo rompe la degeneración entre portadores con espín contrario. Pero a

diferencia de un campo magnético externo, el rompimiento de la degeneración es en

momento y no en energía como sucede en el Efecto Zeeman.[28] Es objeto de este

trabajo realizar un estudio teórico del comportamiento electrónico dentro del modelo

de amarre fuerte de un sistema de grafeno con distorsiones de Kekulé en presencia de

acoplamiento espín-órbita de Rashba.



Capítulo 1

Introducción

1.1. Estructura de bandas del grafeno

El grafeno esta conformado por una red cristalina hexagonal de átomos de carbono.

En la red directa del grafeno se distinguen dos subredes triangulares superpuestas,

la subred de átomos A y la subred de átomos B (ver Figura 1.1a). Otra forma de

describir la estructura atómica del grafeno es como una red triangular con una base

de dos átomos. Los vectores a1 y a2 son los vectores de la red directa que recorren la

red triangular, mientras que los vectores δδδj (j=1,2,3) son los vectores de los 3 vecinos

cercanos y conectan las dos subredes. En la Figura 1.1b se muestra la red recíproca

del grafeno, una red triangular rotada 30◦ con respecto a la red directa, con vectores

de la red recíproca b1 y b2 . La importancia de los puntos K y K’ en las esquinas de

la zona de Brillouin (BZ por sus siglas en inglés), el hexágono delimitado por líneas

negras, será discutida más adelante.

1
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Figura 1.1: a) Red directa de grafeno con vectores directos a1 y a2 con vectores de

los primeros vecinos δδδj (j=1,2,3) de un átomo de carbono dado, su correspondiente

b) red recíproca con vectores recíprocos b1 y b2 así como los puntos K, K’ y M de

alta simetría en la primera zona de Brillouin (hexágono negro).Ref[1]

Un buen modelo teórico para la descripción del grafeno prístino es el denominado

modelo de amarre fuerte (TB por sus siglas en inglés). En este formalismo se aproxima

la estructura de bandas de un sólido a partir de los niveles energéticos de un átomo

y acercando dichos átomos hasta formar el sólido. Este modelo es particularmente

eficaz para describir electrones en sólidos formados por enlaces covalentes, como el

grafeno.[29, 30] En este formalismo el Hamiltoniano que dicta la estructura de bandas

del grafeno prístino en la notación de sitio esta dado por (1.1) .

H = −t
∑
<i,j>

(a†ibj +H.c.) (1.1)

En el lenguaje de la segunda cuantización, el operador ai/bj aniquila un electrón

el sitio i/j de la subred A/B mientras que el hermitiano conjugado (†) de dicho

operador crea un electrón en su respectivo sitio. Finalmente, t es el valor numérico de

la integral de traslape entre las funciones de onda de dos átomos de carbono vecinos.

Este término es conocido como la energía de salto (hopping) entre primeros vecinos

y posee valores cercanos a 3 eV para grafeno.

A partir de (1.1) se realiza la descomposición de Fourier de los operadores de sitio

c†i = 1√
N

∑
k e

ik·Ric†k, donde N es el número de celdas unitarias de grafeno, R es un

vector de la red directa en la enésima celda y k es el vector de onda asociado. De esta
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forma se obtiene el Hamiltoniano de grafeno en el espacio recíproco (1.2).

H(k) = −t
∑
k

3∑
j=1

(eik·δja†kbk +H.c.) (1.2)

En este mapeo al espacio recíproco, los operadores de aniquilación/creación deben

ser reintrepretados. Ahora ak/bk aniquila un electrón con vector de onda k en la

subred A/B mientras que el hermitiano conjugado (†) crea un electrón con dicho

vector de onda en la subred B/A. Se puede demostrar que la estructura de bandas

asociada al Hamiltoniano (1.2) está descrita por (1.3), donde E(k) corresponde a la

dispersión electrónica del grafeno. Asimismo, la distancia carbono-carbono se define

como a = 1.42 Å.

E(k) = ±t

√
3 + 2 cos(kxa) + 4 cos(kx

a

2
) cos(ky

√
3a

2
) (1.3)

En la Figura 1.2 se muestra la dispersión electrónica del grafeno descrita en (1.3).

El valor positivo de la energía corresponde a la banda de conducción mientras que el

valor negativo corresponde a la banda de valencia. Las bandas se tocan en el nivel de

Fermi EF = E(k) = 0 en seis puntos que corresponden a las esquinas de la zona de

Brillouin denotadas por los puntos K y K’. Dichos puntos son conocidos como valles

o puntos de Dirac. Los vectores asociados a los puntos K y K’ se definen de aquí en

adelande como K+ y K−, respectivamente.
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Figura 1.2: Dispersión electrónica del grafeno en una celda unitaria del espacio re-

cíproco como función de k con un acercamiento a los puntos de Dirac. En dicho

acercamiento se aprecia el comportamiento lineal a bajas energías de la dispersión

electrónica en grafeno en la vecindad de los puntos de Dirac, K y K’. Ref.[1]

El comportamiento lineal alrededor de los puntos de Dirac (K y K’) se obtiene al

expandir en k (1.2) alrededor de K±, donde |k| � |K±|. La dispersión lineal resul-

tante (1.4a) es análoga a la energía asociada a partículas ultrarrelativistas descritas

mediante la ecuación de Dirac para partículas sin masa dada por (1.4b).

E± = ±~vF |k| (1.4a)

EDirac = ±~c|k| (1.4b)

En el caso de grafeno, la velocidad de la luz es suplantada por su velocidad de

Fermi vF =
√
3ta
2~ , la cual tiene un valor aproximado de 1 × 106m/s. [1] Este inusual

espectro energético a bajas energías que es descrito de mejor manera por medio de la

ecuación de Dirac y no la Schrödinger, es lo que permite la investigación de fenómenos

relativistas cuánticos en grafeno sin necesidad de física de altas energías.[12]
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1.2. Simetrías del grafeno

El grafeno cuenta con dos simetrías importantes: la simetría de la subred y la

simetría quiral. Dichas simetrías y sus grados de libertad son más fáciles de visualizar

en la forma matricial de (1.2) alrededor de los puntos de Dirac. En la base Ψ =

(aK+bK+bK−aK−)T el Hamiltoniano (1.2) se reescribe como (1.5) con ayuda del vector

de las matrices de Pauli σσσ = (σx, σy, σz).

H(k) = ~vF

σσσ · k 0

0 −σσσ · k

 (1.5)

La diferencia fundamental entre la ecuación de Dirac de altas energías y los tér-

minos ±σσσ · k de (1.5) es que el rol del espín real en el primer caso es suplantado por

el grado de libertad llamado pseudoespín en el segundo. Este término se deriva natu-

ralmente de la estructura de dos componentes A/B que tienen las funciones de onda

en el grafeno. Asimismo, en cada punto K± existe una copia del término asociado al

pseudoespín. Sin embargo, las proyecciones del pseudoespín sobre el momento σσσ · k

en (1.5) portan signo opuesto entre puntos de Dirac. Esta propiedad se conoce como

quiralidad. La importancia de los conceptos de quiralidad y pseudoespín yacen en que

varios procesos electrónicos que ocurren en grafeno pueden ser entendidos debido a la

conservación de estas cantidades. Romper dichas simetrías es uno de los mecanismos

más explorados para inducir brechas en la estructura de bandas del grafeno.[11][5]

En las siguientes secciones se ahondará en un mecanismo que rompe la simetría

quiral del grafeno mediante deformaciones periodicas de la red que triplican la celda

unitaria en el espacio real. En consecuencia, la celda unitaria en el espacio recíproco

se reduce a un tercio de su tamaño y los puntos K y K’ se vuelven indistinguibles.

1.3. Distorsiones Kekulé en grafeno

El estudio teórico de fenómenos en grafeno para extrapolarlos a alótropos de mayor

dimensionalidad era la norma durante el siglo pasado. Sin embargo, estos estudios

cobraron relevancia por sí mismos tras la obtención de capas de grafeno por Novoselov
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et al. en 2004. [9] Un trabajo fundamental en esta dirección fue realizado en 1990 por

C. Chamon [2] al investigar el efecto que tienen las deformaciones periódicas de la

red, en particular las del tipo Kekulé, en las propiedades electrónicas de nanotubos de

carbono. En la Figura 2.4 se muestra el patrón de dimerización Kekulé, que se asemeja

a la estructura del benceno propuesta por Friedrich Kekulé, donde los hexágonos

equivalentes se etiquetan con las letras A, B y C. Las líneas dobles representan enlaces

más cortos mientras que las líneas simples representan enlaces más largos.

Figura 1.3: Diagrama esquemático de grafeno con patrón Kekulé donde las letras A,B

y C etiquetan hexágonos equivalentes y los enlaces dobles denotan enlaces acortados

con respecto a los enlaces simples más largos. Ref[2]

El patrón Kekulé triplica la celda unitaria del grafeno, lo que se traduce en una

reducción por un factor de 1
3
de la celda unitaria en el espacio recíproco. Con la

reducción de la zona de Brillouin, los valles K y K’ se vuelven indistinguibles al

convertirse en puntos de la nueva red recíproca. Las repercusiones que tiene esta

nueva red recíproca en el comportamiento electrónico del grafeno se discutirá más a

detalle en el capítulo siguiente.

Mientras que en el Hamiltoniano (1.2) se asume que el término de salto t es cons-

tante dado que las distancias carbono-carbono son iguales, el patrón Kekulé modifica

dicha distancia de enlace de forma periódica. Por lo tanto, el término t es reempla-

zado por ti,j = t(0) + δti,j. El superíndice (0) identifica al valor correspondiente a

la red prístina. La forma de δti,j derivada por C. Chamón se muestra en (1.6), con

4 ≡ −iαε̄− α2

2
ε2 donde α es una constante y ε es el vector de desplazamiento efectivo

de la red.
δti,j
t(0)

= 4eiK+·δδδj+iG·r +H.c. (1.6)
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La magnitud de 4 describe la modificación a la energía de hopping, siendo G =

K+−K− un vector de la nueva red recíproca que une los dos valles, ahora equivalentes.

En lugar de un solo término de ti,j, el Hamiltoniano de grafeno con patrón Kekulé

presenta tres términos de energía de hopping ; uno principal y dos modificaciones

dependientes del vecino j -ésimo.

Si bien la distorsión Kekulé se da de manera espontánea en los nanotubos de car-

bono a raíz de la manera en que están enrollados, en grafeno el origen de la distorsión

yace en el sustrato. Para inducir la distorsión Kekulé es necesario que el sustrato tenga

una constante de red similar a la supercelda de grafeno. Esto provoca que la capa de

grafeno se estire o comprima para empatar con el sustrato. [23] Asimismo, Gutierrez

et al. [4] han concluído que las vacancias del sustrato es el principal mecanismo para

la formación de la distorsión Kekulé. Esta vacancias distorsionan de manera periódica

la distribución electrónica de la hoja de grafeno y dan origen a una deformación de

la red.

Romper las simetrías del grafeno no es la única forma de modificar sus propiedades

electrónicas. Hasta este punto no se ha mencionado el espín en la dispersión electrónica

del grafeno. Esto se debe a que cada banda se encuentra degenerada en espín en el

grafeno prístino. Sin embargo, en la siguiente sección se tratará el mecanismo que

rompe dicha degeneración e introduce un nuevo grado de libertad a la dispersión

electrónica del grafeno.

1.4. Interacción espín-órbita de Rashba en grafeno

De manera general, el acoplamiento espín-órbita (SOC) atómico se deriva de la

corrección relativista de la energía de los electrones con momento p = (px, py, pz)

y espín s en presencia de un campo eléctrico. Su Hamiltoniano es proporcional al

triple producto escalar s · (E(r) × p) entre el vector operador de espín del electrón

s = (sx, sy, sz), el campo eléctrico E(r) y el momento p del electrón. En el caso

particular de sólidos cristalinos que presenten asimetría de inversión, por ejemplo he-

teroestructuras semiconductoras que confinan electrones en dos dimensiones (2DEG),
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se presenta un acoplamiento espín-órbita debido al campo eléctrico efectivo que expe-

rimentan dichos electrones. Este acoplamiento efectivo se denomina efecto espín-órbita

de Rashba (RSOC). [31]

Particularmente, si la asimetría del pozo de potencial es tal que genera un campo

eléctrico E(z) = Eẑ perpendicular a un 2DEG, el Hamiltoniano de RSOC para semi-

conductores tiene la forma de (1.7). Es de notar que para un 2DEG el momento esta

dado por p = (px, py).

HRSOC =
α

~
(s× p)z (1.7)

El término α depende del material y del potencial de confinamiento. Por lo tanto,

el Hamiltoniano total en semiconductores para un 2DEG en presencia de RSOC tiene

la forma de (1.8).

H2DEG = H0 +HRSOC , H0 =
p2

2m
(1.8)

Las dispersiones energéticas para un 2DEG en presencia de RSOC derivadas de

(1.8) estan dadas por (1.9), donde k = |k| =
√
k2x + k2y.

E2DEG =
~2k2

2m
± αk (1.9)

La dispersión sigue el mismo comportamiento parabólico de una partícula libre

más un corrimiento en k. En la Figura 1.4 se muestra la dispersión electrónica descrita

en (1.9). Es importante notar que a un valor dado de energía E le corresponden dos

estados con espín y momento distinto.
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Figura 1.4: Dispersión electrónica de un 2DEG bajo RSOC para kx = 0. Nótese que el

RSOC rompe la degeneración de espín en momento ya que a un valor dado de energía

E le corresponden dos valores diferentes de k. Ref. [3]

Este tipo de SOC ha recibido mucha atención en las últimas décadas ya que se

ha demostrado que el término α es modulable por medio de sustratos o campos eléc-

tricos externos que alteren la forma del potencial de confinamiento. [3] Sin embargo,

el aspecto más llamativo del acoplamiento espín-órbita de Rashba es que rompe la

degeneración de espín en ausencia de campo magnético. Este rompimiento de la dege-

neración de espín se da en momento y no en energía como sucede en el Efecto Zeeman.

[32]

En contraste, la presencia de un campo eléctrico perpendicular o interacción con

el sustrato en grafeno da origen a un término de Rashba independiente del momento

p pero no del pseudoespín σσσ = (σx, σy, σz). El Hamiltoniano efectivo de Rashba en la

aproximación de un solo valle para grafeno tiene la forma de (1.10).

HR =
λR
2

(s× σσσ)z (1.10)

El parámetro de Rashba λR es la intensidad de la interacción debido al campo

eléctrico perpendicular o a la interacción con el sustrato. [33] Dependiendo de la

interacción con el sustrato, el parámetro de Rashba puede tomar valores entre 13 y

225 meV.[18, 19, 20, 21, 22]

Al renombrar (1.2) como H0 la dispersión electrónica derivada de H = H0 + HR

esta dictada por (1.11) [34] donde k =
√
k2x + k2y, γ = ~vF y el producto de los índices
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νµ = ± corresponden a electrones (+) y huecos (-).

Eν,µ =
1

2
µν

[√
λ2R + 4γ2k2 − µλR

]
(1.11)

Los índices ν y µ presentes en (1.11) fungen como indicadores de la quiralidad de

los electrones (o huecos) y la polarización de espín, respectivamente. [35] La gráfica

de las dispersiones ayudará a apreciar las diferentes combinaciones de los índices. La

gráfica mostrada en la Figura 1.5 corresponde a la dispersión (1.11), donde se ha

seleccionado ky = 0. Las líneas punteadas de color negro hacen referencia al caso

en el que λR = 0 donde se recupera el espectro energético lineal de H0. Además, a

energías E > 0 (E < 0) los colores rojo y azul corresponden a los índices νµ = +(−).

Asimismo, la separación en kx = 0 entre estados con índice µ contrario es igual a λR.

Figura 1.5: Dispersión electrónica de grafeno bajo RSOC para ky=0 con la dispersión

lineal (líneas negras punteadas) para el caso en el que λ = 0. La diferencia entre

eigenenergías, por ejemplo entre la dispersión roja y la azul, depende del índice µ y

es igual a λR. Ref. [3]

En contraste con la Figura 1.4, la Figura 1.5 presenta un corrimiento en energía,

mas no en momento. Además, la curvatura de la dispersión indica una generación de

masa efectiva resultado del acoplamiento espín-órbita.

La forma explícita para el parámetro de Rashba en grafeno fue derivado por Min et

al. [36] a partir de un modelo de amarre fuerte microscópico y teoría de perturbaciones
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de segundo orden y esta dado por (1.12). Debe notarse que λR es considerada como

constante en la red de grafeno prístino.

λR =
eEz0
2Vspσ

ξ (1.12)

En (1.12) ξ es la intensidad del acoplamiento espín-órbita atómico, z0 es el tamaño

atómico del carbono, e es la carga del electrón, E la magnitud del campo eléctrico

externo perpendicular a la hoja de grafeno y Vspσ es el parámetro de hopping de

Slater-Koster. Los valores típicos para λR son menores a 50 µeV . Sin embargo, como

se ha mencionado anteriormente es posible modificar de manera sustancial los valores

de λR hasta 200 meV por medio de efectos de proximidad con sustratos metálicos

como Au y Pb.[18, 19, 20, 21, 22]

Más adelante se tendrá que considerar el término de Rasbha dependiente de la

posición λi,jR . Para esto será necesario determinar cómo las modificaciones a los enlaces

carbono-carbono afectan a λR. Posteriormente, se podrá utilizar este formalismo para

unir al término de Rashba con la distorsión periódica de los enlaces carbono-carbono

que caracteriza al patrón Kekulé.



Capítulo 2

Antecedentes

2.1. Grafeno con distorsiones Kekulé: Evidencia ex-

perimental

En 2016, Gutiérrez et al. [4] lograron visualizar de manera directa el patrón Kekulé

en una monocapa de grafeno. El grupo de investigadores depositó grafeno mediante

deposición química de vapor (CVD) sobre monocristales de Cu(111) y utilizaron mi-

croscopia de efecto túnel (STM) con el fin de observar el patrón Kekulé. En la Figura

2.1a (izq.) se muestra una imagen topográfica de STM en la que se identifica una

mayor densidad electrónica en enlaces con forma Y invertida. Los autores del estudio

adjudican la formación de esta patrón a las vacancias de Cu que deforman localmente

la red de grafeno como si fuesen adátomos.

12
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Figura 2.1: a) Imagen de STM donde se identifican la celda original en morado y

la nueva supercelda en azul. Asimismo se muestran los vectores de la red directa

correspondientes a la red prístina (en blanco) y a la nueva red (en negro). b) Diagrama

del patrón Kek-Y donde los enlaces azules indican un acortamiento de la distancia

carbono-carbono y se incluyen los nuevos vectores de la red. Además, se presenta un

mosaico de colores que permite identificar hexágonos equivalentes y denota la nueva

supercelda. Ref. [4]

En la Figura 2.1a (der.) se utiliza un patrón de colores para identificar los hexágo-

nos de grafeno equivalentes. Asimismo, se muestran los vectores que corresponderían

a esta nueva supercelda. De manera complementaria, Gutiérrez et al. confirmaron la

presencia del patrón KD por medio de imágenes espectroscópicas obtenidas simultá-

neamente (mapa dI/dV), transformación de Fourier (FT) de las imágenes topográficas

y por medio de estructura fina de absorción de rayos X (NEXAFS). El grupo encontró

la presencia de dos longitudes distintas de enlace C-C. Dichas pruebas confirmaron
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la obtención de grafeno con un patrón Kekulé en forma de Y, Kek-Y de ahora en

adelante, que se muestra esquemáticamente en la Figura 2.1b.

A pesar de no haberse obtenido de manera experimental, existe la posibilidad de

otra textura Kekulé. Es más, el modelo téorico derivado por C. Chamón [2] considera

esta otra textura a la cual se referirá de ahora en adelante como Kek-O. La razón

de estos nombres es más clara en la Figura 2.2 donde se muestra la red prístina de

grafeno y las texturas Kek-O y Kek-Y, A, B y C respectivamente.

Figura 2.2: Diagrama esquemático de la red de grafeno prístino (A), textura Kek-O

(B) y textura Kek-Y (C). Los enlaces negros corresponden a la distancia carbono-

carbono a0 = 1.42 Åmientras que los enlaces rojos y azules corresponden a enlaces

acortados 24 % y alargados 13 %, respectivamente. Además, cada esquemático cuenta

a su derecha con una sección de la red. Las texturas Kekulé presentan un mosaico de

colores que identifica hexagones similares junto a los nuevos vectores (amarillos) de

la supercelda de Kekulé. Ref. [5]
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En la Figura 2.2A se muestra la red del grafeno prístino con la distancia carbono-

carbono a0 = 1.42Å y vectores (rojos) directos. Igualmente, las Figuras 2.2 B y C

muestran la red de grafeno con texturas Kek-O y Kek-Y, respectivamente. En estas

redes se utilizan enlaces azules para denotar distancias carbono-carbono acortados

24 % mientras que los enlaces rojos corresponden a un alargamiento de 13 %. A pesar

de que la red de grafeno luce diferente dependiendo de la textura Kekulé, el mosaico

de colores que denota hexágonos equivalentes es igual para ambas texturas. Asimismo,

los vectores de la nueva red de grafeno con textura Kekulé son los mismos y ambas

texturas se pueden representar con la misma supercelda tanto en el espacio directo

como en el espacio recíproco.

En la siguiente sección se revisará el modelo teórico que describe ambas texturas y

determina la extructura de bandas del sistema considerando solamente la deformación

de la red de grafeno.

2.2. Grafeno con distorsion Kekulé: Modelo teórico

A raíz de la obtención experimental de grafeno con patrón Kek-Y, Gamayun et

al. [6] derivaron un Hamiltoniano de Dirac que describe la dispersión energética de

dicho sistema partiendo del término (1.6) derivado por C. Chamon [2]. El término

(2.1) engloba las dos posibles texturas Kekulé( Kek-Y y Kek-O).

δti,j
t(0)

= 4ei(pK++qK−)·δδδj+iG·r +H.c. (2.1)

La magnitud que describe la modificación a la energía de hopping esta dada por

4 = −iαε̄ − α2

2
ε2 donde α es una constante y ε es el vector de desplazamiento

efectivo de la red, G = K+ − K− es el vector recíproco de la nueva red recíproca,

r = na1 +ma2 con n,m ∈ Z es un vector directo de la red prístina y δδδj con j = 1, 2, 3

es el vector que une a un átomo de cabono con uno de sus 3 vecinos cercanos. Esta

forma generalizada (2.1) permite identificar las diferentes texturas Kekulé por medio

del índice ν = (1 + q − p) mod 3 con p, q ∈ Z3. Los tres patrones de la distorsión
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Kekulé, Kek-O (ν = 0) y Kek-Y(ν = ±1), se muestran en la Figura 2.3 junto a

la nueva red recíproca del grafeno cuyos vectores recíprocos son K±. Asimismo, se

delimita la nueva zona de Brillouin reducida con un hexágono amarillo.

Figura 2.3: Diagramas esquemáticos de las texturas Kekulé en grafeno Kek-O (ν = 0)

y Kek-Y(ν = ±1). Los enlaces rojos y negros denotan distancias de enlace diferentes.

En la esquina superior derecha se muestra la nueva celda unitaria recíproca y la zona

de Brillouin reducida (hexágono amarillo) que comparten las tres texturas. Ref. [6]

Para el patrón Kek-Y (ν = 1) a bajas energías el grupo de investigadores derivó

el Hamiltoniano (2.2) en la base Ψk = (−bk−Gak−Gak+Gbk+G)T que presenta un

término que acopla el valle τττ con el momento p de la forma τττ · p además del ya

conocido término de acoplamiento entre momento y pseudoespín σσσ · p.

H = vστ0 ⊗ (p · σσσ) + vτ (p · τττ)⊗ σ0 (2.2)

Gamayun et al. definen las velocidades vσ = vF y vτ = 40vF . Cada término

va acompañado de una matriz unitaria σ0/τ0 que actúa sobre el grado de libertad

de pseudoespín/valle. A partir de (2.2) se derivan las eigenenergías para el patrón

Kek-Y mostradas en (2.3), con índices σ = + para electrones y σ = − para huecos.
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La dispersión energética resultante presenta dos conos con pendiente distinta para

electrones(σ = +) y para huecos (σ = −) debido a las dos velocidades v0(1±40).

E(k)σ = σv0(1±40)|p| (2.3)

La Figura 2.4 muestra las dispersiones dadas por (2.3) para un valor de 40 = 0.1.

Por esta razón, Gamayun et al. concluyen que por sí solo el patrón Kek-Y no abre

un brecha en la estructura de bandas del grafeno. Los autores grafican la dispersión

energética para la textura Kek-O (ν = 0) como referencia.

Figura 2.4: Dispersión energética para grafeno con textura Kek-Y (ν = 1) con un valor

dado de 40 = 0.1. Para el caso Kek-Y, se mantiene el comportamiento lineal de los

electrones en grafeno. Sin embargo, se rompe la degeneración en valle y se producen

dos conos(para σ = ±) con pendientes v0(1±40). La dispersión de la textura Kek-O

(ν = 0) es graficada como referencia y mantiene la degeneneración en valle mientras

que presenta una brecha de energía. Ref. [6]

En la Figura 2.4 se observan que el comportamiento lineal de los portadores de

carga se mantienen en el grafeno con textura Kek-Y. Sin embargo, se rompe la dege-

neración en valle y a cada cono le corresponde una pendiente v0(1±40). A pesar de

no ser obtenido experimentalmente, los autores grafican la dispersión de la textura

Kek-O. Dicha dispersión presenta degeneración en valle y una brecha energética.
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Aún considerando la dispersión mostrada anteriormente, Gamayun et al. no des-

cartan la existencia de una brecha en el espectro del arreglo experimental de Gutie-

rrez. Esto debido a que es posible que la simetría de la subred haya sido rota por un

potencial iónico con origen en la red de Cu subyacente.

En la siguiente sección se discutirá la dependencia del parámetro de Rashba con

respeco a la distancia de enlace. Esta discusión permitirá unir más adelante los dos

fenómenos que son estudiados en este trabajo; la distorsión Kekulé y el efecto espín-

órbita de Rashba.

2.3. Efecto Rashba inducido por deformaciones en

grafeno

Al considerar deformaciones arbitrarias uniformes de la red de grafeno, Berche

et al. [7] estudiaron el efecto que tienen dichas distorsiones sobre el parámetro de

Rashba que se vuelve dependiente de la posición y calcularon la dispersión electrónica

resultante. Una deformación de la red modifica el término Vspσ de (1.12) que acopla el

orbital s de un átomo de carbono con los orbitales px y py del átomo de carbono vecino

debido al cambio en la distancia carbono-carbono dado por |δδδj |
a
−1. Para modelar dicha

dependencia del parámetro de Rashba con respecto a la nueva distancia carbono-

carbono es de ayuda redefinir (1.12) como (2.4a), donde los superíndices (0) denotan

a los parámetros de la red de grafeno prístina. Además, Berche et al. modelaron la

razón adimensional τ spσj como se muestra en (2.4b).

λR =λ
(0)
R

Vspσ
(0)

Vspσ
= λ

(0)
R τ spσj (2.4a)

τ spσj =eγ(
|δδδj |
a
−1)eκ(

|δδδj |
a
−1)2 (2.4b)

Berche et al. también calcularon cómo es que el término tj se ve modificado por

el cambio en la distancia carbono-carbono y determinaron la expresión mostrada en
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(2.5), donde β es una constante.

tj = t(0)e−β(
|δδδj |
a
−1) (2.5)

Para visualizar el comportamiento de los parámetros tj/t(0) y λR/λ
(0)
R en función

de ξ ≡ |δδδj |
a

es de ayuda referirse a la Figura 2.5.

Figura 2.5: Comportamiento de los parámetros tj(ξ)/t(0) y λR(ξ)/λ
(0)
R con respecto a ξ =

|δδδj |
a0

. Mientras que tj(ξ)/t(0) decrece a manera que la deformación ξ aumenta, λR(ξ)/λ
(0)
R

aumenta a manera que ξ aumenta. Ref.[7]

Para valores de ξ > 1, i.e. alargamientos de la distancia de enlace, la intensidad

del parámetro de Rashba aumenta mientras que la energía de hopping disminuye. El

caso contrario de valores de ξ < 1, i.e. una contracción del enlace, es la energía de

hopping la que aumenta mientras la intensidad del parámetro de Rashba decrece. El

valor de tj(ξ)/t(0) depende de la distanca de enlace en medida que aumenta o decrece

el sobrelapamiento de las funciones de onda de los electrones. Por otro lado, el valor

de λR(ξ)/λ
(0)
R depende inversamente del término de acoplamiento Vspσ que aumenta

o decrece en función de la distncia carbono-carbono.

Finalmente, la Figura 2.6 muestra las dispersiones electrónicas de grafeno bajo

acoplamiento espín-órbita de Rashba y deformaciones de la red con valores γ = 1.265,
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κ = 1.642 y β = 3.37. Asimismo, se grafican diferentes valores de una deformación

uniaxial de la red ε para un valor de λ(0)R = 0.024 eV .

Figura 2.6: Dispersión energética de grafeno bajo acoplamiento espín-órbita de Rash-

ba y en presencia de deformación uniaxial ε. A medida que la deformación ε au-

menta, también aumenta la brecha de energía entre electrón y hueco mientras que

la separación entre estados de espín contrario se mentiene constante. Asimismo, las

dispersiones se corren en momento si ε denota una contracción o un estiramiento de

la red de grafeno. Ref. [7]

Además de la separación en energía de estados con espín contrario típica del

acoplamiento espín-órbita de Rashba en grafeno, la Figura 2.6 muestra un corrimiento

en momento dependiente del valor y si la deformación ε es una contracción o un

estiramiento de la red de grafeno. Asimismo, se induce una brecha entre electrón y

hueco que aumenta a medida que ε aumenta.

Dado que la dispersión electrónica del grafeno con acoplamiento espín-órbita de

Rashba puede ser modificada por una deformación de la red, resulta natural pregun-

tarse el efecto que tendría la textura Kekulé. Con el término de Rashba dependiente

de la posición modelado mediante (2.4a) y (2.4b) en donde la deformación de la dis-

tancia de enlace ξ− 1 es el parámetro de importancia, en secciones siguientes se hará

la conexión con la deformación de la distancia de enlace causada por el patrón Kekulé.



Capítulo 3

Hipótesis y Objetivos

3.1. Hipótesis

La inducción de un acoplamiento espín-órbita de Rashba en un sistema de grafeno

con distorsiones Kekulé resultará en un Hamiltoniano efectivo que acopla los tres gra-

dos de libertad del electrón en el grafeno; el espín, el pseudoespín y el valle. Se anticipa

que el Hamiltoniano derivado conducirá a dispersiones electrónicas y orientaciones de

espín, pseudoespín y valle que mostrarán los efectos conjuntos del patrón Kekulé en

cuestión y el acoplamiento espín-órbita de Rashba; lo que reforzará la interpretación

de los términos de acoplamiento entre los 3 grados de libertad .

3.2. Objetivos

3.2.1. Objetivo General

Realizar un estudio sistemático dentro del formalismo de amarre fuerte el sistema

de grafeno con distorsiones Kekulé y acoplamiento espín-órbita de Rashba inducidos

por proximidad con sustratos metálicos.

21
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3.2.2. Objetivos específicos

a) Determinar la relación entre la deformación de la distancia carbono-carbono

producto de la distorsión Kekulé y el parámetro de Rashba dependiente de la posición.

b) Derivar el Hamiltoniano efectivo para el sistema de grafeno con distorsiones

Kekulé y acoplamiento espín órbita de Rashba.

c) Calcular las dispersiones electrónicas del sistema por medio de las eigenenergías

derivadas del Hamiltoniano efectivo.

d) Calcular las orientaciones de espín, pseudoespín e valle a traves de los eigen-

vectores derivados del Hamiltoniano efectivo.



Capítulo 4

Derivación del Hamiltoniano efectivo

4.1. Hamiltoniano: modelo en amarre fuerte

En la Figura 4.1a se muestra la red de grafeno a partir de la cual parte este estudio.

La red está definida por los vectores directos δδδ1 = 1
2
(
√

3,−1), δδδ2 = −1
2
(
√

3, 1), δδδ3 =

(0, 1), a1 = δδδ3 − δδδ1, a2 = δδδ3 − δδδ2, r = na1 + ma2 (n,m ∈ Z). En este sistema, se

define la distancia carbono-carbono a0 ≡ 1, los átomos A en los sitios i con vector de

posición r y los átomos B en los sitios j con vector de posición r + δδδj. Asimismo, en

la Figura 4.1b, se muestra la celda unitaria en el espacio recíproco donde los vectores

recíprocos que corresponden a los puntos K y K’ en las esquinas de la primera zona

de Brillouin (hexágono amarillo) respectivamente son K± = 2π
9

√
3(±1,

√
3).
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Figura 4.1: Diagramas esqumáticos de a)la red directa de grafeno y b) la celda unitaria

en el espacio recíproco. Los vectores de la red directa a1 y a2 recorren las subred A(B)

mientras que los vectores a los primeros vecinos δδδj, j = 1, 2, 3 conectan un átomo

A con los tres átomos B circundantes. Los vectores recíprocos asociados a los puntos

K y K’ en las esquinas de la primera zona de Brilluoin (hexágono amarillo) son K±,

respectivamente.

El Hamiltoniano de amarre fuerte total para este sistema de grafeno con interac-

ción espín-órbita de Rashba (RSOC de ahora en adelante) en el espacio directo se

muestra en (4.1). El término ti,j corresponde a la energía de hopping mientras que

el término λi,jR es la magnitud del RSOC entre un átomo en el sitio i y cada uno de

sus 3 primeros vecinos j. El vector de espín s = ~
2
(σx, σy, σz) se encuentra expresado

en términos de las matrices de Pauli y el vector unitario δ̂δδij apunta al sitio j desde

el sitio i . Los índices η = µ =↑, ↓ denotan elementos de matriz en términos de las

matrices de Pauli de espín (real).

H = −
∑

<i,j,η>

(ti,ja
η†
i b

η
j +H.c.) +

i

~
∑

<i,j,η 6=µ>

(λi,jR a
η†
i [(s× δ̂δδij)z]η,µbµj −H.c.) (4.1)

En el lenguaje de la segunda cuantización, el operador aηi /bνj aniquila un electrón

el sitio i/j de la subred A/B con espín η/ν mientras que el hermitiano conjugado (†)

de dicho operador crea un electrón en su respectivo sitio con el espín correspondiente.

Esta aniquilación/creación se encuentra pesada en la primer sumatoria de (4.1) por
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el término ti,j y por λi,jR en la segunda sumatoria. Ambos términos son dependientes

de la posición, lo que se aprovechará al momento de modelar la distorsión Kekulé.

Finalmente, los términos de la segunda sumatoria también se encuentran pesados por

la componente z del producto cruz entre los vectores s y δ̂δδij .

Con el fin de obtener la estructura de bandas del sistema en función del momento,

es necesario realizar el mapeo desde el espacio directo al espacio recíproco. Para esto

se realiza la descomposición de Fourier de los operadores de creación/aniquiliación con

lo que se obtiene el Hamiltoniano en el espacio recíproco mostrado en (4.2). Nótese

que el vector δ̂δδij → δ̂δδj ya que la sumatoria en (4.2) se hace sobre los primeros vecinos

j del sitio i.

H(k) = −
∑
k<η>

3∑
j=1

(tje
ik·δδδjaη†k b

η
k+H.c.)+

i

~
∑

k<η 6=µ>

3∑
j=1

(λjRe
ik·δjδjδjaη†k b

µ
k[(s×δ̂δδj)z]η,µ−H.c)

(4.2)

El parámetro que describe la textura Kekulé tiene la forma de (4.3) donde p, q ∈ Z3

y el vector de onda Kekulé se define como G = K+ −K− = 4π
9

√
3(1, 0) .

tj
t(0)

= 1 + 2Re[4ei(pK++qK−)·δδδj+iG·r] (4.3)

Por otro lado, el parámetro que describe la variación del acoplamiento espín-órbita

del tipo Rashba con respecto a la variación de la distancia a0 tiene la forma genérica

de (4.4).

λjR = λ
(0)
R e

γ(
|δδδj |
a0
−1)
e
κ(
|δδδj |
a0
−1)2 (4.4)

Al expandir a segundo order (4.4) y manteniendo solo los términos lineales y

cuadráticos de (
|δδδj |
a0
− 1) en concordancia con (4.3), obtenemos (4.5) donde ξ = iγε̄−

(κ+ γ2

2
)ε2, γ y κ son constantes y ε es el vector de desplazamiento efectivo de la red.

λjR

λ
(0)
R

= 1 + 2Re[ξei(pK++qK−)·δδδj+iG·r] (4.5)
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Con el fin de sustituir (4.3) y (4.5) en (4.2) se utilizó la propiedad eiG·rck = ck+G

de los operadores de aniquilación/creación. Además, al definir ε(k) = t(0)
∑3

j=1 e
ik·δδδj

y εη,µR (k) =
λ
(0)
R

~
∑3

j=1 e
ik·δδδj [(s× δ̂δδj)z]η,µ con η, ν =↑, ↓, se obtiene (4.6).

H(k) = H0(k) +HR(k) (4.6a)

H0(k) =
∑
k<η>

(−ε(k)aη†k b
η
k −4ε(k + pK+ + qK−)a

η†
k+Gb

η
k −4

∗ε(k− pK+ − qK−)aη†k−Gb
η
k +H.c.)

(4.6b)

HR(k) =
∑

k<η 6=µ>
i(εη,µR (k)aη†k b

µ
k + ξεη,µR (k + pK+ + qK−)a

η†
k+Gb

µ
k + ξ∗εη,µR (k− pK+ − qK−)aη†k−Gb

µ
k −H.c.)

(4.6c)

Nótese el paralelismo entre los elementos ε(k) y εη,µR (k). Con la excepción de cons-

tantes como t(0) y λ(0)R , las amplitudes 4 y ξ y el producto de (s× δ̂δδj)z, los elementos

ε(k) y εη,µR (k) se comportan de la misma manera debido al término
∑3

j=1 e
ik·δδδj . Este

paralelismo facilitará el tratamiento de ambos términos en las secciones siguientes.

4.2. Expansión de la base del Hamiltoniano en espa-

cio recíproco

El siguiente paso es expandir la base al evaluar el Hamiltoniano (4.6) en k±G con

el fin de incluir los elementos ck±G. Además, se hará el cambio de notación al índice

ν. Sin embargo, antes de continuar vale la pena considerar los siguientes relaciones

entre vectores directos y recíprocos.

K± · δδδ1 = π
9

√
3(±
√

3−
√

3) = π
3
(±1− 1) =

0 , para K+

−2π
3

, para K−

K± · δδδ2 = −π
9

√
3(±
√

3 +
√

3) = −π
3
(±1 + 1) =

−
2π
3

, para K+

0 , para K−
K± · δδδ3 = 2π

3
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G·δδδ1 = 2π
9

√
3(
√

3) = 2π
3

G·δδδ2 = −2π
9

√
3(
√

3) = −2π
3

G·δδδ3 = 0

G·r = G · (na1 +ma2) = G · ((n+m)δδδ3 − nδδδ1 −mδδδ2) = 2π
3

(m− n), n,m ∈ Z

Con estas relaciones es posible obtener las identidades mostradas en (4.7), las

cuales se demuestran en el Apéndice 7.1. Cabe resaltar que estas identidades son

igualmente válidas para los términos εη,µR (k) ya que su aplicación concierne solamente

al exponente de eik·δδδj .

ε(k) = ε(k + 3nK±) = ein
2π
3 ε(k + n(K+ + K−)), n ∈ Z (4.7)

Con (4.7) a la mano, es posible reescribir (4.6) como se muestra a continuación.

H0(k) =
∑

k<η>−[ε(k)aη†k b
η
k +4ei 2π3 (p+q)ε(k + pK+ + qK− + (p+ q)(K+ + K−)−

3pK+ − 3qK−)aη†k+Gb
η
k +4∗e−i 2π3 (p+q)ε(k− pK+ − qK− − (p+ q)(K+ + K−) +

3pK+ + 3qK−)aη†k−Gb
η
k +H.c.]

HR(k) =
∑

k<η 6=µ> i[ε
η,µ
R (k)aη†k b

µ
k + ξei

2π
3
(p+q)εη,µR (k + pK+ + qK− + (p+ q)(K+ +

K−)− 3pK+ − 3qK−)aη†k+Gb
µ
k + ξ∗e−i

2π
3
(p+q)εη,µR (k− pK+ − qK− − (p+ q)(K+ +

K−) + 3pK+ + 3qK−)aη†k−Gb
µ
k −H.c.]

En la notación del índice ν reescribimos el resultado anterior como se muestra a

continuación. Se ha definido 4̃ = 4ei 2π3 (p+q) y ξ̃ = ξei
2π
3
(p+q).

H0(k) =
∑

k<η>−[ε(k)aη†k b
η
k + 4̃ε(k + (q − p)K+ + (p− q)K−︸ ︷︷ ︸

(ν−1)G

)aη†k+Gb
η
k + 4̃∗ε(k +

(p− q)K+ + (q − p)K−︸ ︷︷ ︸
(1−ν)G

)aη†k−Gb
η
k +H.c.]

HR(k) =
∑

k<η 6=µ> i[ε
η,µ
R (k)aη†k b

µ
k + ξ̃εη,µR (k + (q − p)K+ + (p− q)K−︸ ︷︷ ︸

(ν−1)G

)aη†k+Gb
µ
k +

ξ̃∗εη,µR (k + (p− q)K+ + (q − p)K−︸ ︷︷ ︸
(1−ν)G

)aη†k−Gb
µ
k −H.c.]
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Los resultados de evaluar (4.6) en k±G se muestra en el Apéndice 7.2, donde se

utilizaron tanto las identidades de (4.7) como el 1 conveniente e±iG·r = e±i3
2π
3
(m−n) =

e±i2π(m−n) con el fin de escribir los elementos del Hamiltoniano extendido en términos

del índice ν. En la siguiente sección se usará la forma matricial de dicho Hamiltoniano

y se explotarán las simetrías resultantes de la base elegida.

4.3. Forma matricial del Hamiltoniano en espacio

reíproco

La base de espín ck = (a↑ka
↓
k a
↑
k−Ga

↓
k−Ga

↑
k+Ga

↓
k+Gb

↑
k b
↓
kb
↑
k−Gb

↓
k−Gb

↑
k+Gb

↓
k+G)T per-

mite escribir el Hamiltoniano total como (4.8a), donde H es una matriz de 12x12.

Dado que los términos de la matriz E3x3 son independientes de espín, se utiliza s0

como la matriz identidad de espín de 2 × 2 como se observa en (4.8b) donde se han

renombrado los términos ε(n) como εn.

H =
∑
k

c†kHck , H = H0 +HR (4.8a)

H0 = −

 0 E

E† 0

⊗ s0, E =


ε0 4̃εν+1 4̃∗ε−ν−1

4̃∗ε1−ν ε1 4̃εν
4̃εν−1 4̃∗ε−ν ε−1

 (4.8b)

Una matriz análoga resulta para HR al agrupar los elementos εη,µR (k+nG) renom-

brados como εη,µR,n en las matrices 2 × 2 εεεR,n como se muestra en (4.9). Sin embargo,

hay que determinar los elementos de las matrices εεεR,n. En el caso de los escalares de E

los cuales son diagonales en espín, vastó con multiplicar cada elemento por la matriz

identidad de espín. Este no es el caso de los elementos de εεεR,n.

HR = i

 0 ER
−E†R 0

 , ER =


εεεR,0 ξ̃εεεR,ν+1 ξ̃∗εεεR,−ν−1

ξ̃∗εεεR,1−ν εεεR,1 ξ̃εεεR,ν

ξ̃εεεR,ν−1 ξ̃∗εεεR−ν εεεR,−1

 (4.9)
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Al reescribir (s × δ̂δδj)z como δ̂δδj · (−sy î + sxĵ) se procede a la expansión a cero

orden de eik·δδδj , lo que mantiene los términos de Rashba independientes del momento.

Explícitamente, los elementos de εεεR,±n se muestran a continuación.

εεεR,±n =
λ
(0)
R

~ [e±in
2π
3 (−

√
3
2
sy − 1

2
sx) + e∓in

2π
3 (
√
3
2
sy − 1

2
sx) + sx]

εεεR,±n =
λ
(0)
R

~ [sx(1−
1

2
e±in

2π
3 − 1

2
e∓in

2π
3︸ ︷︷ ︸

cos(n 2π
3
)

) + sy(

√
3

2
e∓in

2π
3 −
√

3

2
e±in

2π
3︸ ︷︷ ︸

∓i
√
3sin(n 2π

3
)

)]

Gracias a la forma explícita de las matrices de espín sx/y = ~
2
σx/y es posible

expresar los elementos de (4.9) como (4.10).

εεεR,±n =
λ
(0)
R

2

 0 1− cos(n2π
3

)∓
√

3sin(n2π
3

)

1− cos(n2π
3

)±
√

3sin(n2π
3

)) 0

 ≡
 0 ε↑↓R,n

ε↓↑R,n 0


(4.10)

Por lo tanto, la forma explícita de (4.8a) en la base ck se muestra a continuación

en (4.11).

H =

 0 gν

g†ν 0

 , gν =



−ε0 iε↑↓R,0 −4̃εν+1 iξ̃ε↑↓R,ν+1 −4̃∗ε−ν−1 iξ̃∗ε↑↓R,−ν−1

iε↓↑R,0 −ε0 iξ̃ε↓↑R,ν+1 −4̃εν+1 iξ̃∗ε↓↑R,−ν−1 −4̃∗ε−ν−1
−4̃∗ε1−ν iξ̃∗ε↑↓R,1−ν −ε−1 iε↑↓R,−1 −4̃εν iξ̃ε↑↓R,ν

iξ̃∗ε↓↑R,1−ν −4̃∗ε1−ν iε↓↑R,−1 −ε−1 iξ̃ε↓↑R,ν −4̃εν
−4̃εν−1 iξ̃ε↑↓R,ν−1 −4̃∗ε−ν iξ̃∗ε↑↓R,−ν −ε1 iε↑↓R,1

iξ̃ε↓↑R,ν−1 −4̃εν−1 iξ̃∗ε↓↑R,−ν −4̃∗ε−ν iε↓↑R,1 −ε1


(4.11)

Dado que se conocen todos los elementos de la matriz 6 × 6 gν , en la siguiente

sección se procederá a reacomodar dichos elementos de tal manera que permitan

expresar (4.11) en su forma condensada y en las bases típicamente utilizadas en la

literatura.
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4.4. Cambios de base diagonal en espín

El primer paso consta de una transformación unitaria para cambiar la base ck por

la base diagonal de espín c′k = (a↑ka
↑
k−Ga

↑
k+Gb

↑
kb
↑
k−Gb

↑
k+Ga

↓
k a
↓
k−Ga

↓
k+Gb

↓
kb
↓
k−Gb

↓
k+G)T .

Posteriormente, se realiza una transformación unitaria para reacomodar los elementos

de la base generalizando la metodología seguida por Gamayun et al. [6] al incluir el

espín. El resultado es la base c′k = (a↑kb
↑
kuka

↓
k b
↓
k)T donde el vector columna uk agrupa

los modos dominantes a bajas energías (a↑k−Ga
↑
k+Gb

↑
k−Gb

↑
k+Ga

↓
k−Ga

↓
k+Gb

↓
k−Gb

↓
k+G)T .

Es en esta base donde podemos reescribir (4.8a) como (4.12a). El cuadrante central

Heff = H ′(3 : 10, 3 : 10) es el Hamiltoniano efectivo de 8x8 que se tratará de ahora

en adelante de acuerdo con (4.12b)

H′ =
∑
k

c′k
†H ′c′k (4.12a)

H =
∑
k

u†kHeffuk (4.12b)

Finalmente, se realiza una última transformación unitaria para reordenar la base

uk como Ψk = (−b↑k−Ga
↑
k−Ga

↑
k+Gb

↑
k+G − b↓k−Ga

↓
k−Ga

↓
k+Gb

↓
k+G)T . Esta base permite

escribir Heff −→ H como se muestra en (4.13).

H =



0 (ε−1)
∗ 4̃(ε−ν)

∗ 0 0 i(ε↓↑R,−1)
∗ iξ̃(ε↓↑R,−ν)

∗ 0

ε−1 0 0 −4̃εν −iε↑↓R,−1 0 0 iξ̃ε↑↓R,ν

4̃∗ε−ν 0 0 −ε1 −iξ̃∗ε↑↓R,−ν 0 0 iε↑↓R,1

0 −(4̃εν)∗ −(ε1)
∗ 0 0 −i(ξ̃ε↓↑R,ν)∗ −i(ε

↓↑
R,1)

∗ 0

0 i(ε↑↓R,1)
∗ iξ̃(ε↑↓R,−ν)

∗ 0 0 (ε−1)
∗ 4̃(ε−ν)

∗ 0

−iε↓↑R,−1 0 0 iξ̃ε↓↑R,ν ε−1 0 0 −4̃εν
−iξ̃∗ε↓↑R,−ν 0 0 iε↓↑R,1 4̃∗ε−ν 0 0 −ε1

0 −i(ξ̃ε↑↓R,ν)∗ −i(ε
↑↓
R,1)

∗ 0 0 −(4̃εν)∗ −(ε1)
∗ 0


(4.13)

Evidentemente, la forma explícita de (4.13) dependerá del índice ν del patrón
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Kekulé en cuestión. Las secciones siguientes se enfocarán en los patrones Kek-Y y

Kek-O con índices 1 y 0, respectivamente.

4.5. Hamiltoniano efectivo de grafeno con textura

Kekulé y presencia de RSOC

Para encontrar el Hamiltoniano que corresponde al grafeno con distorsiones Kekulé

y presencia de RSOC es necesario utilizar (4.14) para determinar los elementos de

matriz ε±n y εεεR,±n, donde n = 1, 0. La expansión de ε±1 y ε0 se muestran en el

Apéndice 7.3.

ε±1 = ~ v0︸︷︷︸
≡ 3t(0)a0

2~

(∓kx + iky) (4.14a)

ε0 = 3t(0) (4.14b)

εεεR,±1 =
λ
(0)
R

2

 0 3
2
∓ 3

2

3
2
± 3

2
0

 (4.14c)

εεεR,0 =
λ
(0)
R

2

0 0

0 0

 (4.14d)

Por lo tanto, el Hamiltoniano efectivo para grafeno con textura Kekulé y presencia

de RSOC tiene la forma de (4.15). Además, se han utilizado las matrices identidad

2x2 de pseudoespín σ0 y de valle τ0 junto con la matriz τ± = τx ± iτy
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H =

H0 HR

H†R H0

 (4.15a)

H0 =

v0p · σσσ 4̃Qν

4̃∗Q†ν v0p · σσσ

 , Qν =

(ε−ν)
∗ 0

0 −εν

 =

3t(0)σz ν = 0

v0(νpx − ipy)σ0 |ν| = 1

(4.15b)

HR =


0 i(f ↓↑−1)

∗ i4̃′(f ↓↑−ν)∗ 0

−if ↑↓−1 0 0 i4̃′f ↑↓ν
−i4̃′∗f ↑↓−ν 0 0 if ↑↓1

0 −i(4̃′f ↓↑ν )∗ −i(f ↓↑1 )∗ 0

 = i
3

2
λ
(0)
R

 1
2
τ− 4̃′Q1

−(4̃′)∗Q2
1
2
τ+



(4.15c)

Q1 =

τ0 ν = −1

02x2 ν = 0, 1

, Q2 =

τ0 ν = 1

02x2 ν = 0,−1

(4.15d)

Debe notarse que los elementos incluidos en H0 corresponden al Hamiltoniano de-

rivado por Gamayun et al. [6] para grafeno con distorsión Kekulé. Dichos elementos se

repiten en la diagonal de H dada la base diagonal en espín elegida y que éstos corres-

ponden al acoplamiento del pseudoespín con el valle. Mientras tanto, HR engloba los

elementos que resultan del acoplamiento entre el espín y el valle/pseudoespín. Estos

elementos se encuentran fuera de la diagonal de H como resultado de la elección de

base.

4.6. Forma compacta del Hamiltoniano efectivo de

grafeno con textura Kekulé y presencia de RSOC

La forma compacta de (4.15) depende del índice ν elegido. A continuación se

muestra el Hamiltoniano compacto para la textura Kek-Y (4.16) y para la textura
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Kek-O (4.17). Para expresar dichos Hamiltonianos en su forma compacta es necesario

recurrir a las matrices identidad 2x2 de espín so, de pseudoespín σ0 y de valle τo.

Asimismo, se requieren los vectores de espín s, de pseudoespín σσσ y de valle τττ . También

se definen las amplitudes reales 4̃ = 40 y ξ̃ = ξ0. Finalmente, es necesario definir la

matriz σσστ = τ0 ⊗ σσσ así como los términos de Rashba λR,σ =
3λ

(0)
R

2
y λR,τ =

3λ
(0)
R ξ0
2

. La

forma matricial explícita de cada Hamiltoniano se encuentra en el Apéndice 7.4.

HKek−Y = s0⊗ [vστ0⊗(p ·σσσ)+vτ (p ·τττ)⊗σ0]−
λR,τ
~

(s×τττ)z⊗σ0−
λR,σ
~

(s×σσστ )z (4.16)

HKek−O = s0 ⊗ [vστ0 ⊗ (p · σσσ) + 3t(0)40τx ⊗ σz]−
λR,σ
~

(s× σσστ )z (4.17)

En ambos casos, los dos primeros términos corresponden a lo derivado anterior-

mente por Gamayun et al. [6] mientras que los últimos términos corresponden a la

incorporación de RSOC en el sistema de grafeno con textura Kekulé. Debido a la

elección de la base Ψk, el término que acopla el espín con el valle en (4.16) pre-

senta la misma forma que los términos de acoplamiento entre espín y pesudoespín

de (1.10). Por la misma razón, el último término de (4.16) y (4.17) correspondiente

al acoplamiento entre espín y pseudoespín debe ser escrito con ayuda de la matriz

σσστ . Sin embargo, conserva la forma mostrada en (1.10) donde el espín se acopla al

pseudoespín.

Si bien (4.16) y (4.17) es consistente con la notación utilizada por Gamayun et

al. en el contexto de grafeno con textura Kekulé, es posible obtener Hamiltonianos

compactos consistentes con la literatura de grafeno con RSOC [7, 3, 37]. Dicho cambio

de base se encuentra en el Apéndice 7.5. Es así que obtenemos (4.18) para la textura

Kek-Y y (4.19) para la textura Kek-O, donde se ha definido la matriz S = σ0 ⊗ s.

HKY = [vστ0⊗ (p ·σσσ) + vτ (p ·τττ)⊗σ0]⊗ s0 +
λR,σ
~
τ0⊗ (σσσ× s)z +

λR,τ
~

(τττ ×S)z (4.18)

HKO = [vστ0 ⊗ (p · σσσ) + 3t(0)40τx ⊗ σz]⊗ s0 +
λR,σ
~

(τ0 ⊗ (σσσ × s)z) (4.19)

A pesar del reordenamiento de los elementos de la forma matricial, la forma com-
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pacta de (4.18) y (4.19) es prácticamente idéntica a (4.16) y (4.17), respectivamen-

te. Se preservan los primeros términos de acoplamiento entre momento y pseudoes-

pín/valle. Por un lado, los términos de acoplamiento entre espín y pseudoespín se

encuentran escritos en acuerdo con (1.10) mientras que los términos de acoplamiento

entre espín y valle deben ser escritos por medio de la matriz S. La forma explícita de

los Hamiltonianos (4.18) y (4.19) se muestra en el Apéndice 7.5.

La derivación analítica de los Hamiltonianos a bajas energías (4.16) y (4.17) para

el sistema de grafeno con acoplamiento espín-órbita de Rashba y textura Kek-Y y

Kek-O, respectivamente, conforma uno de los resultados más importantes de la pre-

sente tesis. En el capítulo siguiente se utilizan las eigenenergías y eigenvectores de

los Hamiltonianos para calcular las dispersiones energéticas y las orientaciones de los

grados de libertad de los portadores de carga del sistema.

Además, los Hamiltonianos efectivos aquí derivados serán de gran utilidad para

la exloración de los niveles de Landau y propiedades de magnetotransporte en estos

sistemas. Por ejemplo, ver la tesis de licenciatura de Santiago Galván y García [38].



Capítulo 5

Dispersiones de grafeno con Kekulé y

RSOC

5.1. Eigenenergías del sistema

Las 8 eigenenergías derivadas de (4.16) para el sistema de grafeno con textura

Kek-Y y RSOC se muestran en (5.1) como funciones de k = |k|. Además, se definen

las velocidades vσ = vF y vτ = vF4o. El uso de los índices σ, s, τ = ± y ζ = τs será

discutido en breve.

EKek−Y (k) = σ

√(~vτk + ζ
λR,σ
2

)2

+

(
λR,τ
2

)2

+ s

√(
~vσk + ζ

λR,τ
2

)2

+

(
λR,σ
2

)2


(5.1)

Las 8 eigenergías son resultado de la combinación de los tres índices σ, τ y s. El

primer índice σ denota electrón (+) y hueco (-) al igual que (2.3). El segundo índice

τ denota valle (+) y (-), para lo que hay que remitirse nuevamente a (2.3). Cuando el

sistema carece de acoplamiento espín-órbita, se producen dos conos para electrones (y

dos para huecos) con pendientes ~(1±40)v0. Por lo tanto, podemos asignar el índice

τ = + al cono con pendiente ~(1 +40)v0 y el índice τ = − al cono con pendiente

~(1 − 40)v0. Análogamente en el sistema de grafeno con textura Kek-Y y RSOC,

entre dos eigenergías que comparten el punto k = 0 se asigna el índice τ = + y τ = −

a la banda con mayor y menor concavidad, respectivamente. El tercer índice s denota

35
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espín (+) y (-), para lo que hay que remitirse a (1.11). En ausencia de distorsiones

Kekulé, el RSOC eleva en energía el estado con índice s=+ con respecto al estado con

índice s = −. Análogamente en el sistema de grafeno con textura Kek-Y y RSOC,

asigna el índice s = + a las bandas que se elevan en energía con respecto a las que

llevan el índice s = −.

En la Figura 5.1 se grafican las eigenenergías mostradas anteriormente en (5.1)

para ky = 0 y k = |k| = kx. Además de un código de colores para diferenciar las

eigenenergías, se muestra una tabla con los índices correspondientes a cada una de

ellas. Para graficar las eigenenergías se utilizaron valores de t(0) = 2.4 eV , λ(0)R =

100 meV , 40 = 0.1 y ξ0 = 0.1 manteniendo la normalización de la distancia carbono-

carbono a0 = 1.

Figura 5.1: Dispersión electrónica de grafeno con Kek-Y y RSOC para ky = 0 y

k = |k| = kx. Un código de colores etiqueta cada eigenenergía mientras que los índices

σ, τ, y s diferencian entre electrón/hueco, valle +/- y espín +/-, respectivamente.

La dispersión mostrada en la Figura 5.1 manifiesta características heredadas tanto

de la textura Kek-Y y como de la RSOC; los estados con índice de espín contrario

se separan en energía mientras que los estados con índice de valle contrario muestran

una concavidad diferente una con respecto al otro. Al evaluar las eigenenergías en
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kx = 0, la separación Eg entre estados con índice de espín contrario esta dada por

(5.2), con un valor de 150 meV para este cálculo particular.

Eg =
√
λ2R,σ + λ2R,τ (5.2)

Las 4 eigenenergías derivadas de (4.17) para el sistema de grafeno con textura

Kek-O y RSOC se muestran en (5.3) como funciones de k = |k|. El uso de los índices

τ, s = ± sigue la misma lógica que para la textura Kek-Y.

EKek−O(k) = σ

√
(~vσk)2 +

(λR,σ)2

8
+ (3t(0)40)2 + s

√
(~λR,σvσk)2 +

(λR,σ)4

4
(5.3)

En contraste con (5.1), (5.3) solo presenta los índices σ y s. Dado que para elec-

trones (huecos) con índice σ = + (σ = −) hay dos eigenergías que difieren por un

factor dependiente del término de Rashba λ(0)R , se utiliza el índice de espín s = ±.

Al no contar con el índice τ = ±, la energía del estado de valle (+) se encuentra

degenerada con la energía del estado de valle (-).

En la Figura 5.2 se grafican las eigenenergías mostradas anteriormente en (5.3)

para ky = 0 y k = |k| = kx. Además de un código de colores para diferenciar las

eigenenergías, se muestra una tabla con los índices correspondientes a cada una de

ellas. Para graficar las eigenenergías se utilizaron valores de t(0) = 2.4 eV , λ(0)R =

100 meV , 40 = 0.1 y ξ0 = 0.1 manteniendo la normalización de la distancia carbono-

carbono a0 = 1.
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Figura 5.2: Dispersión electrónica de grafeno con Kek-O y RSOC para ky = 0 y

k = |k| = kx. Un código de colores etiqueta cada eigenenergía mientras que los

índices σ, τ, y s diferencian entre electrón/hueco, valle (+)/(-) y espín (+)/(-), res-

pectivamente.

La dispersión mostrada en la Figura 5.2 también muestra características hereda-

das de la textura Kek-O y del RSOC; los estados con índice de espín contrario se

separan en energía mientras que los estados con índice de valle contrario se encuen-

tran degenerados. La gráfica asemeja a la Figura 2.4 que describe la dispersión de

grafeno con textura Kek-O donde se observan solo dos bandas aunado a una brecha

entre éstas. Además, debido a la presencia de RSOC existe un desdoblamiento de las

bandas en la Figura 5.2 que asemeja lo visto en la Figura 1.5 para estados con índice

de espín contrario.

Por un lado, la separación en kx = 0 entre bandas con índice de espín contrario

esta dada por (5.4a) con un valor de 0.016 eV para este cálculo particular. Por otro

lado, la brecha entre electrón y hueco en el mismo punto esta dada por (5.4b) con un
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valor de 1.44 eV para este cálculo particular.

Eg,1 =

√
(λR,σ)2 + (3t(0)40)2 (5.4a)

Eg,2 = 2(3t(0)40) (5.4b)

Cabe destacar que ambas separaciones son modulables con respecto a la amplitud

40 proveniente de la textura Kekulé y el parámetro de Rashba λ(0)R dependiente del

sustrato o campo eléctrico externo utilizado.

Como se vio anteriormente, a cada eigenenergía le corresponde un determinado

índice de espín, valle y pseudoespín. Sin embargo, la orientación de dichos grados de

libertad puede variar con respecto a la dirección del momento. En la sección siguiente

se calculará la orientación de dichos grados de libertad por medio de los eigenvectores

de los Hamiltonianos (4.16) y (4.17).



Capítulo 6

Orientación de espín, pseudoespín y

valle

6.1. Cálculo numérico de la orientación de espín, pseu-

doespín e valle

En el capítulo anterior se utilizaron las eigenenergías de los Hamiltonianos efecti-

vos (4.16) y (4.17) para calcular las dispersiones energéticas del sistema. Ahora será

necesario utilizar los eigenvectores |ψk > de dichos Hamiltonianos para calcular el

valor esperado < ψk|κκκ|ψk >, donde κκκ = τττ ,σσσ, s . Estos valores esperados corresponden

con la orientación de los grados de libertad de los portadores de carga en el sistema

de grafeno con distorsiones Kekulé y RSOC.

Explícitamente, la orientación del espín, pseudoespín y valle se calcula para cada

uno de los eigenvectores (uno por cada eigenenergía) como se muestra a continuación.

< s >=< s⊗ τ0 ⊗ σ0 >

< σσσ >=< s0 ⊗ τ0 ⊗ σσσ >

< τττ >=< s0 ⊗ τττ ⊗ σ0 >

40
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El orden de uso de las matrices identidad 2x2 de espín s0, valle τ0 y pseudoespín

σ0 depende enteramente de la base elegida. En este caso corresponden a la base

diagonal en espín Ψk = (−b↑k−Ga
↑
k−Ga

↑
k+Gb

↑
k+G − b

↓
k−Ga

↓
k−Ga

↓
k+Gb

↓
k+G)T . Cuando se

haga referencia a las componentes en el plano de las orientaciones debe entenderse las

componentes en el plano de movimiento de los portadores de carga en el sistema, por

convención el plano x-y. Asimismo, las orientaciones fuera del plano hacen referencia

a la dirección perpendicular al plano de movimiento de los portadores de carga; por

convención el eje z.

En la Figura 6.1 se muestran las orientaciones de a) espín < s >, b)pseudoespín

< σσσ > y c)valle < τττ > a una energía E > 0 para el sistema de grafeno con patrón

Kek-Y y RSOC. Las gráficas muestran un plano paralelo al plano kx − ky a la altura

de la energía dada. El código de colores utilizado concuerda con el código utilizado

en la Figura 5.1.

Figura 6.1: Orientaciones de a) espín < s >, b)pseudoespín <

Como se observa en la Figura 6.1a, la dirección del espín siempre es perpendicular

a la dirección del momento p = ~k. Además, las superficies muestran dos rotaciones de

la orientación de espín; a favor y en contra de las manecillas del reloj. Si uno se remite

a la Figura 5.1, la dirección de rotación es determinada por el índice de espín distinto

entre las bandas rojas y negras y las bandas azul y cian, (-) y (+) respectivamente. Por
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un lado, en la 6.1b se observa que la dirección del pseudoespín es siempre paralela a

la dirección del momento. Por otro lado, 6.1c muestra que la dirección del valle puede

ser paralela o antiparalela a la dirección del momento. Nuevamente hay que remitirse

a la Figura 5.1 para recordar que las dispersiones roja y azul pertenecen a un índice

de valle distinto a las de color negra y cian, (-) y (+) respectivamente.

En la Figura 6.1 se muestran las orientaciones de a) espín < s >, b)pseudoespín

< σσσ > y c)valle < τττ > a una energía E > 0 para el sistema de grafeno con patrón

Kek-O y RSOC. Las gráficas muestran un plano paralelo al plano kx − ky a la altura

de la energía dada. El código de colores concuerda con el código utilizado en la Figura

5.2.

Figura 6.2: Orientaciones de a) espín < s >, b)pseudoespín <

.

Al igual que lo visto en la Figura 6.1, la orientación de espín (Figura 6.2a) es

perpendicular al momento p = ~k mientras que el pseudoespín (Figura 6.2b) es

paralelo al momento. Sin embargo, la orientación de valle (Figura 6.2c) presenta

un comportamiento inusual. Para ambos eigenvectores asociados a las eigenergías

degeneradas, la orientación de valle apunta de manera preferecial en la dirección x.

Como se observa en la Figura 6.2c, la dirección en la que apunta el valle es contraria
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entre estados degenerados en energía. Este comportamiento inusual será discutido

más adelante.

Todos los grados de libertad de la textura Kek-O presentan componentes fuera del

plano. En el caso del espín, estas componentes son 2 órdenes de magnitud menores

a las del plano. Sin embargo, en el caso del valle y el pseudoespín las componentes

fuera del plano son del mismo orden de magnitud que las componentes del plano.

En aras de obtener una explicación del origen de las componentes fuera del plano

de las orientaciones asociadas a los grados de libertad así como del comportamiento

inusual de la orientación de valle en la textura Kek-O, fue necesario visitar nuevamen-

te el trabajo de Gamayun et al. [6]. Tras obtener de manera numérica los eigenvectores

asociados al Hamiltoniano derivado por Gamayun et al. para grafeno con distorsiones

Kekulé, se calcularon las orientaciones de pseudoespín y valle tanto para la textura

Kek-Y como para la textura Kek-O. Mientras que los grados de libertad en la textura

KeK-Y no presentaron componentes fuera del plano, la textura Kek-O volvió a mos-

trar el mismo comportamiento inusual. Por un lado, la orientación de valle presentó

una dirección preferencial en x. Por otro lado, las orientaciones tanto de valle como de

pseudoespín presentaron componentes fuera del plano del mismo orden de magnitud

que aquellas del plano. A manera de trabajo futuro, la ruta a seguir es la obtención

de los eigenvectores y orientaciones de manera analítica.

Analizando con más cuidado el Hamiltoniano para la textura Kek-O (4.17) se

puede mostrar que este no satisface la simetría de inversión temporal, es decir, no

satisface (6.1)

(sx ⊗ σx ⊗ τx)H∗Kek−O(sx ⊗ σx ⊗ τx) = HKek−O (6.1)

El hecho de no satisfacer (6.1) conduce al rompimiento de la simetría temporal de

las orientaciones de valle para el sistema de grafeno con textura Kek-O. Sin embargo,

la simetría quiral se conserva.
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Conclusiones

Se derivó un Hamiltoniano efectivo en el marco del modelo de amarre fuerte para

un sistema de grafeno con distorsión Kekulé y acoplamiento espín-órbita de Rashba.

El Hamiltoniano efectivo derivado presenta en su forma compacta elementos que

acoplan al momento y al espín con los dos grados de libertad de los portadores de

carga en grafeno; pseudoespín σσσ y valle τττ . Este Hamiltoniano puede ser escrito en

diferentes bases para coincidir, ya sea con la literatura sobre grafeno con Kekulé o

sobre grafeno con acoplamiento espín-órbita de Rashba.

Las dispersiones electrónicas derivadas del Hamiltoniano efectivo muestran carac-

terísticas heredadas tanto del acoplamiento espín-órbita de Rashba como de la textura

Kekulé. Por un lado, la textura Kek-Y presenta separación en energía de las bandas

de conducción (y de valencia) debido al índice de espín. Además, la separación en

energía es dependiente del parámetro de Rashba modificado por la deformación de la

red de grafeno. Estados con el mismo índice de espín se desdoblan en dos bandas con

diferente concavidad debido al índice de valle. Por otro lado, la textura Kek-O presen-

tan degeneración en el índice de valle junto a una brecha entre bandas de conducción

y valencia dependiente de la energía de hopping modificada por la textura Kekulé.

Asimismo, existe un desdoblamiento debido al índice de espín con una separación de-

pendiente del parámetro de Rashba y la energía de hopping modificada por la textura

Kekulé. La naturaleza modulable de este nuevo comportamiento electrónico resulta

atractivo para la exploración tanto teórica como experimental de sistemas similares.

44
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Las orientaciones de espín < s >, valle < τττ > y pseudoespín < σσσ > calculadas

numéricamente muestran características novedosas en el caso de la textura Kek-O;

componentes fuera del plano de movimiento y orientación preferencial del valle. Este

comportamiento inusual es consecuencia del rompimiento de inversión de simetría

temporal para el Hamiltoniano correspondiente a la textura Kek-O.

Los cálculos y expresiones aquí reportadas para los Hamiltonianos efectivos, y las

dispersiones electrónicas de grafeno con acoplamiento espín-órbita de Rashba y distor-

sión Kekulé serán de gran utilidad pra el cálculo analítico de los espectros con campo

magnético (niveles de Landau) así como de las propiedades de magnetotransporte.
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Apéndice

7.1. Identidades de ε(k)

Con el fín de encontrar escribir el Hamiltoniano (4.6) y su evluación en k±G en

términos del índice ν, es necesario considerar las identidades (4.7). A continuación se

demuestran dichas identidades.

Prueba de la primera identidad:

ε(k + 3cK±) = t(0)(ei(k+3cK±)·δδδ1 + ei(k+3cK±)·δδδ2 + ei(k+3cK±)·δδδ3

=t(0)(eik·δδδ1eicπ(±1−1) + eik·δδδ2e−icπ(±1+1) + eik·δδδ3eic2π) = ε(k)

Prueba de la segunda identidad:

eic
2π
3 ε(k + c(K+ + K−)) =

t(0)eic
2π
3 (ei(k+c(K++K−))·δδδ1 + ei(k+c(K++K−))·δδδ2 + ei(k+c(K++K−))·δδδ3)

=t(0)eic
2π
3 (eik·δδδ1e−ic

2π
3 + eik·δδδ2e−ic

2π
3 + eik·δδδ3eic

4π
3 ) = ε(k)

7.2. Evaluación del Hamiltoniano en k±G

Con el fin de expandir la base de trabajo, se evalua (4.6) en k ±G. En el caso

k + G obtiene lo siguiente.

H0(k + G) =
∑

k<η>−[ε(k + G)aη†k+Gb
η
k+G +4ε(k + G + pK+ + qK−)aη†k+2Gb

η
k+G +

4∗ε(k + G− pK+ − qK−)aη†k b
η
k+G +H.c]
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HR(k + G) =
∑

k<η 6=µ> i[ε
η,µ
R (k + G)aη†k+Gb

µ
k+G + ξεη,µR (k + G + pK+ +

qK−)aη†k+2Gb
µ
k+G + ξ∗εη,µR (k + G− pK+ − qK−)aη†k b

µ
k+G −H.c]

Para restringir el análisis a la zona de Brillouin reducida, los términos a†k+2G

necesita ser multiplicado por un 1 conveniente con la forma de e±i3G·r = e±i3
2π
3
(m−n) =

e±i2π(m−n) de manera que obtenemos e−i3G·ra†k+2G = a†k−G. Por lo tanto, al utilizar

las identidades anteriores es posible expresar (4.6) evaluado en k+G en términos del

índice ν. Además, se define 4̃ = 4ei 2π3 (p+q) y ξ̃ = ξei
2π
3
(p+q). .

H0(k + G) =∑
k<η>−[ε(k + G)aη†k+Gb

η
k+G + 4̃ε(k + (1 + q − p)K+ + (p− 1− q)K−︸ ︷︷ ︸

νG

)aη†k−Gb
η
k+G +

4̃∗ε(k + (p− q − 2)K+ + (q − p+ 2)K−︸ ︷︷ ︸
(−ν−1)G

)aη†k b
η
k+G +H.c]

HR(k + G) =
∑

k<η 6=µ> i[ε
η,µ
R (k + G)aη†k+Gb

µ
k+G + ξ̃εη,µR (k +

(1 + q − p)K+ + (p− 1− q)K−︸ ︷︷ ︸
νG

)aη†k−Gb
µ
k+G + ξ̃∗εη,µR (k +

(p− q − 2)K+ + (q − p+ 2)K−︸ ︷︷ ︸
(−ν−1)G

)aη†k b
µ
k+G −H.c]

A continuación se muestra el resultado de la evaluación en k−G.

H0(k−G) =
∑

k<η>−[ε(k−G)aη†k−Gb
η
k−G +4ε(k−G + pK+ + qK−)aη†k b

η
k−G +

4∗ε(k−G− pK+ − qK−)aη†k−2Gb
η
k−G +H.c]

HR(k−G) =
∑

k<η 6=µ> i[ε
η,µ
R (k−G)aη†k−Gb

µ
k−G + ξεη,µR (k−G + pK+ +

qK−)aη†k b
µ
k−G + ξ∗εη,µR (k−G− pK+ − qK−)aη†k−2Gb

µ
k−G −H.c]

Posteriormente, se utiliza el 1 conveniente ei3G·r de tal forma que obtenemos

ei3G·ra†k−2G = a†k+G. En términos del índice ν se puede reescribir el resultado an-

terior como se muestra a continuación.
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H0(k−G) =∑
k<η>−[ε(k−G)aη†k−Gb

η
k−G + 4̃ε(k + (2 + q − p)K+ + (p− q − 2)K−︸ ︷︷ ︸

(ν+1)G

)aη†k b
η
k−G +

4̃∗ε(k + (p− q − 1)K+ + (1 + q − p)K−︸ ︷︷ ︸
−νG

)aη†k+Gb
η
k−G +H.c]

HR(k−G) =∑
k<η 6=µ> i[ε

η,µ
R (k−G)aη†k−Gb

µ
k−G+ξ̃εη,µR (k+(2 + q − p)K+ + (p− q − 2)K−︸ ︷︷ ︸

(ν+1)G

)aη†k b
µ
k−G+

ξ̃∗εη,µR (k + (p− q − 1)K+ + (1 + q − p)K−︸ ︷︷ ︸
−νG

)aη†k+Gb
µ
k−G −H.c]

7.3. Expansiones a primer orden de ε±1 y ε0

Con el fin de encontrar la forma explícita del Hamiltoniano (4.13), es necesario

determinar la forma explícita de ε±1 y ε0.

Por un lado, la expansión a primer orden de ε±1 se muestra a continuación.

ε±1 = t(0)(ei(k±G)·s1 + ei(k±G)·s1 + ei(k±G)·s1) =

t(0)((1 + i
√
3
2
kx − i12ky)e

±i 2π
3 + (1− i

√
3
2
kx − i12ky)e

∓i 2π
3 + (1 + iky))

=t(0)((1 + i
√
3
2
kx − i12ky)(−

1
2
± i

√
3
2

) + (1− i
√
3
2
kx − i12ky)(−

1
2
∓ i

√
3
2

) + (1 + iky))

=t(0)(−1
2
−i
√
3
4
kx+i1

4
ky±i

√
3
2
∓ 3

4
kx±

√
3
4
ky− 1

2
+i
√
3
4
kx+i1

4
ky∓i

√
3
2
∓ 3

4
kx∓

√
3
4
ky+1+iky)

∴

ε±1 = 3
2
t(0)(∓kx + iky) = ~ v0︸︷︷︸

≡ 3t(0)a0
2~

(∓kx + iky)

Por otro lado, la expansión a primer orden de ε0 se muestra a continuación.

ε0 = t(0)(eik·s1 +eik·s1 +eik·s1) = t(0)((1+ i
√
3
2
kx− i12ky)+(1− i

√
3
2
kx− i12ky)+(1+ iky))

∴

ε0 = 3t(0)
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7.4. Hamiltonianos para grafeno con textura Kekulé

y presencia de RSOC

A continuación se muestra el Hamiltoniano (4.16) en forma matricial para la tex-

tura Kek-Y con índice ν = 1. Para expresar dicha matriz se define k± = kx ± iky.

HKek−Y =



0 ~v0k− ~v040k− 0 0 0 0 0

~v0k+ 0 0 ~v040k− −i32λ
(0)
R 0 0 0

~v040k+ 0 0 ~v0k− −i32λ
(0)
R 4′0 0 0 0

0 ~v040k+ ~v0k+ 0 0 −i32λ
(0)
R 4′0 −i32λ

(0)
R 0

0 i32λ
(0)
R i32λ

(0)
R 4′0 0 0 ~v0k− ~v040k− 0

0 0 0 i32λ
(0)
R 4′0 ~v0k+ 0 0 ~v040k−

0 0 0 i32λ
(0)
R ~v040k+ 0 0 ~v0k−

0 0 0 0 0 ~v040k+ ~v0k+ 0


(7.1)

De manera similar, el Hamiltoniano (4.17) en forma matricial para la textura Kek-O

con índice ν = 0 se muestra a continuación.

HKek−O =



0 ~v0k− 3t(0)40 0 0 0 0 0

~v0k+ 0 0 −3t(0)40 −i32λ
(0)
R 0 0 0

3t(0)40 0 0 ~v0k− 0 0 0 0

0 −3t(0)40 ~v0k+ 0 0 0 −i3
2
λ
(0)
R 0

0 i3
2
λ
(0)
R 0 0 0 ~v0k− 3t(0)40 0

0 0 0 0 ~v0k+ 0 0 −3t(0)40

0 0 0 i3
2
λ
(0)
R 3t(0)40 0 0 ~v0k−

0 0 0 0 0 −3t(0)40 ~v0k+ 0


(7.2)
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7.5. Forma alternativa de los Hamiltonianos para gra-

feno con textura Kekulé y presencia de RSOC

Para reescribir (4.16) y (4.17) como (4.18) y (4.19), respectivamente, es necesario

reacomodar la base una vez más. La base en la que estan escritos los siguientes Hamil-

tonianos (4.18) y (4.19) esta dada por Ψ′k = (−b↑k−G−b
↓
k−Ga

↑
k−Ga

↓
k−Ga

↑
k+Ga

↓
k+Gb

↑
k+Gb

↓
k+G)T .

A continuación se muestra el Hamiltoniano alternativo (4.18) en forma matricial para

la textura Kek-Y con índice ν = 1. Para expresar dicha matriz se define k± = kx±iky.

HKY =



0 0 ~v0k− 0 ~v040k− 0 0 0

0 0 i3
2
λ
(0)
R ~v0k− i3

2
λ
(0)
R 4′0 ~v040k− 0 0

~v0k+ −i3
2
λ
(0)
R 0 0 0 0 ~v040k− 0

0 ~v0k+ 0 0 0 0 i3
2
λ
(0)
R 4′0 ~v040k−

~v040k+ −i3
2
λ
(0)
R 4′0 0 0 0 0 ~v0k− 0

0 ~v040k+ 0 0 0 0 i3
2
λ
(0)
R ~v0k−

0 0 ~v040k+ −i3
2
λ
(0)
R 4′0 ~v0k+ −i3

2
λ
(0)
R 0 0

0 0 0 ~v040k+ 0 ~v0k+ 0 0


(7.3)

De manera similar, el Hamiltoniano alternativo (4.19) en forma matricial para la

textura Kek-O con índice ν = 0 en la misma base antes mencionada, se muestra a

continuación.

HKO =



0 0 ~v0k− 0 3t(0)40 0 0 0

0 0 i3
2
λ
(0)
R ~v0k− 0 3t(0)40 0 0

~v0k+ −i3
2
λ
(0)
R 0 0 0 0 −3t(0)40 0

0 ~v0k+ 0 0 0 0 0 −3t(0)40

3t(0)40 0 0 0 0 0 ~v0k− 0

0 3t(0)40 0 0 0 0 i3
2
λ
(0)
R ~v0k−

0 0 −3t(0)40 0 ~v0k+ −i3
2
λ
(0)
R 0 0

0 0 0 −3t(0)40 0 ~v0k+ 0 0


(7.4)
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