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Dedicatoria.

A mi mamd, mi papa y mi hermano, es un orgullo y una rareza que tu familia pueda efectiva-
mente leer y comprender el total del contenido de tu tésis.

< (Con qué he de irme?

(Nada dejaré en pos de mi sobre la tierra?
(Cbémo ha de actuar mi corazén?

(Acaso en vano venimos a Vvivir,

a brotar sobre la tierra?

Dejemos al menos flores,

Dejemos al menos cantos>>

Nezahualcoyotl

< Entre cualquier niimero natural mayor que uno y el doble de este, existe al menos un niimero
primo.>>

Pafnuty Chebyshev.
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Introduccion.

En el presente trabajo, se exponen los resultados mas relevantes sobre la existencia de con-
juntos absorbentes en digraficas finitas e infinitas. En la parte final de este trabajo se enuncian y
demuestran dos resultados originales sobre la existencia de conjuntos absorbentes en digraficas
semicompletas, obteniendo con ellos una generalizacién de un resultado cldsico de Pierre Duchet
demostrado en 1981 que afirma que toda digrafica semicompleta en la que cada ciclo dirigido tiene
al menos una flecha simétrica posee un vértice que absorbe a todos los demas.

VII



Indice general

Dedicatoria. 111
|Agradecimientos.| v
[ntroduccion. VIl
lindice general| VIII
(1. Conceptos y resultados preliminares 1
1.1. Definicion ICAS) .« v v e e e e e e e 1
[2. Relaciones de equivalencia y ordenes| 13
3. Nucleos! 21
(3.1. Conjuntos independientes|. . . . . . . . . . . ... 21
[3.2. Conjuntos absorbentes| . . . . . . . . . . . ... .. 24
B3 INGCIEOS .« . v o v e e e e e 27
[3.4. Un ejemplo importante en digraficas infinitas| . . . . . .. ... ... ... .... 31
4. Seminucleos y digraficas nucleo perfectas.| 34
M1 Semintcleosl. . . . . . . . o 34
@4.2. Digraficas nucleo perfectas| . . . . . . .. .. ... o 40
[5. Una generalizacion del Teorema de Duchet| 48
Conclusion.| 52
B 0 : 54

VIII



1. Conceptos y resultados preliminares

En este capitulo, se presentardn las definiciones basicas de Teoria de Gréficas que se utilizaran
en el siguiente capitulo y los resultados preliminares para poder abordar los resultados principales
que apareceran en el siguiente capitulo.

1.1. Definiciones basicas.

Definicion 1.1. Una digrafica D consiste en un conjunto no vacio llamado el conjunto de vértices,
denotado por V (D), y un conjunto F (D) de parejas ordenadas (u,v) de vértices distintos, a los que
llamaremos flechas. Si el conjunto de vértices de la digréfica es finito, decimos que la digréfica es

finita; en otro caso, decimos que D es una digréfica infinita.

Digréficas Finitas

U g———> o0 U

Dq:
V(D) = {u,v,w,x} [ l

F(Dy) = {(u,v), (v,w), (w,z), (z,u)} T 0e—— oW
Do 7

2 u e oV
V(Ds3) = {u,v,w,z} —
F(Ds3) = {(u,v), (v,w)} v e o w

Digréficas Infinitas

D]Z

V(D) =NU{0}

F(D) ={Gj)li<j} ~ ®TmeTe—=eT—=e T

0 1 2 3 4
Ds: PrA—

V(D2) = NU{0} st —ec—ee—e T

F(Dy) = {(i,§) |i > j} 0 1 2 3 4



1.1. DEFINICIONES BASICAS.

[ ]

D: : \ 2
A e B<
/o

4

F(Ds) ={(0,4)]i € N}

]

V(Ds) =NuU{0} —>

0
F(Dy) = {(i,0)|i € N} /

D5Z

V(Ds) = Nu{0} o—>0—>0—>0—>»0 ... . ..
F(Ds)={(i,i+1)|i e NU{0}} 0 1 2 3

/2
NS

D(;i
V(Dg) =N U{0} sc—o0<c—o<c—oc—eo - -
F(De) = {(i+1,i)|i € N} ot 23

Definicion 1.2. Si f es una flechade Dy f = (u,v) con u 'y v vértices de D decimos que u y v son
los extremos de f; donde u es el extremo inicial de f y v el extremo final. También decimos que

f se dirige de u a v y que u es adyacente hacia vy v es adyacente desde u.

U @ ————>> 0 v

i

r @ «——o W

fs

u es el extremo inicial de f;
v es el extremo final de f;

= (u,v) =

u es adyacente hacia v

w es el extremo inicial de f3
x es el extremo final de f3

fs=(w,z) =

z es adyacente desde v

Definicion 1.3. Si D es una digrificay f = (u,v) es una flecha de D, decimos que f es una flecha

simétrica si (v,u) también es una flecha de D.



CAPITULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

f1 es una flecha simétrica de D

f2 es una flecha simétrica de D

Definicion 1.4. Dada una digréafica D y v un vértice de D, definimos el exgrado o grado exterior de
v en D como el nimero de flechas de D que tienen a v como extremo inicial. Denotamos por g, (v)
al exgrado de v en la digrafica D, en el caso en que sélo trabajemos con una digrafica, podemos

omitir el subindice en la notacion.

Dy _—

g () =1, g (u)=2, ¢( 3
gt(v) =3, g (v)=1, gv)=4
g (w)=1, g (w)=1, g(w)=2
g (@) =1, g (x)=2, ¢ 3
97 (y) =0, g (y) =0, g(y) =0

DQZ . .® [

Definicion 1.5. Dada una digrifica D y v un vértice de D, definimos el ingrado o grado interior
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1.1. DEFINICIONES BASICAS.

de v en D como el nimero de flechas de D que tienen a v como extremo final. Denotamos por g, (v)
al ingrado de v en la digrafica D.

En el caso en que sélo trabajemos con una digréfica, podemos omitir el subindice en la notacion.
Definicion 1.6. En una digrafica D, decimos que el grado total de un vértice v es igual a la suma
de su exgrado y su ingrado y es denotado por gp(v).

Para algunos resultados de la tesis, serd ttil analizar las subdigraficas de una digrafica D, es por
eso que es necesario definir lo que es una subdigrafica y los diferentes tipos de subdigraficas.

Definicion 1.7. Una subdigrafica H de una digrifica D es una digrafica tal que V(H) C V(D) y
F(H) C F(D). Decimos que H es una subdigrafica propia si V(H) C V(D) o F(H) C F(D).

D11 —

Algunas subdigraficas de D

: — :
H, [ ) L] Hy u i 'v
u v v

z® ®w
/_\
H32u0/0v Hy: U.v.jv
—
x® ®w z .v. w
Hs: —— — Hg:
ue L u ® ®
X .\_/.w flf.\_/.w



CAPITULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

Definicion 1.8. Una subdigrafica H de una digrafica D es una subdigrafica generadora de D si

V(H) = V(D)

° > @ ° ° >

Algunas subdigraficas de Do

Fy: ° > @ > > @ >

FQZ
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fy: T i Vi i
3: ° ° ° o o ° ° ° °
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fy: e—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Definicion 1.9. Sea D una digrifica, si B C F (D), definimos la subdigréfica de D inducida por B
y denotada por D(B) como la digréfica que tiene como conjunto de vértices a los extremos de las

flechas en B 'y a B como conjunto de flechas.



1.1. DEFINICIONES BASICAS.

Y
D12

O«“——0

H,: Subdigréfica de Dy inducida por {w,v,y}

O€«——0 <

H,: Subdigréfica de D; inducida por {u,w}

u e

Hs: Subdigréfica de Dy inducida por {u,w,v,y}

v

u @ —» 0

o w



CAPITULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

DQI

H,: Subdigréficas de D; inducida por {n,n+ 1,n+2,...}

n n+1 n—+2 n+3 n+4
° > @ > o > @ >

H,: Subdigraficas de D; inducida por {0,2,4,6,...}

Hj: Subdigréficas de D inducida por {0,1,2,...,n}




1.1. DEFINICIONES BASICAS.

Dg:

1 2
L] °
°3
®y
P [ ]
5 b

Subdigrafica de D3 inducida por {0,1,2,...,n}
1
[} .2
e \ /
\ ./.3
A

®. ..
n—2

Subdigréfica de D3 inducida por {0, 1,2, 3}
1

A\./.z
0 \.3

Definicion 1.10. Sea D una digrifica, si U C V (D), definimos la subgrafica de D inducida por U
como la digrafica que tiene a U como conjunto de vértices y como conjunto de flechas a todas las
flechas de D que tienen ambos extremos en U. Denotamos a la subdigréafica de D inducida por U

como D[U].



CAPITULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

En capitulos posteriores, llamaremos subdigraficas inducidas exclusivamente a las digraficas
inducidas por un conjunto de vértices.
Definicion 1.11. Un camino en una digréafica D es una sucesion de vértices W = (uy,up,us, ..., uy,)
tal que paracadai € {1,2,3,...,n— 1} se tiene (u;,u;y1) € F(D) o (u;+1,u;) € F(D). En este caso,
decimos que u; y u, son los extremos del camino y que el camino W es un u;u,-camino de la

digrafica.

Definicion 1.12. Dada una digrafica D'y C = (uo,u;,u,...u,) un camino en D, decimos que n es

la longitud de C y la denotamos por ¢(C).

Definicion 1.13. Un camino cerrado en una digrafica es un camino (uy,up,us,...,u,) tal que
I/ll — un.
Un camino abierto en una digréfica es un camino (uy,up,u3,...,u,) tal que u; # u,.

Definicion 1.14. Una trayectoria en una digrifica es un camino (uy,uz,u3,...u,) tal que u; # u;
Sii# J.
Definicion 1.15. Un ciclo en una digrifica es un camino cerrado (uy,up,us,...,u,,u;) tal que

upFujsii#jyn>2.

Definicion 1.16. Un camino dirigido en una digréfica es un camino (uy,us,us,...,u,) tal que para

cadai € {1,2,3,...,n— 1} se tiene (u;,u;+1) € F(D).

Definicion 1.17. Un camino dirigido cerrado en una digrafica es un camino dirigido que ademas
es un camino cerrado.
Andlogamente, un camino dirigido abierto es un camino dirigido que ademds es un camino

abierto.

Definicion 1.18. Una trayectoria dirigida en una digréfica es un camino dirigido que ademads es

una trayectoria.

Definicion 1.19. En una digrafica D, decimos que un vértice u alcanza a otro vértice v si en la

digrafica existe una uv-trayectoria dirigia

Definicion 1.20. Un ciclo dirigido en una digrafica es un camino cerrado dirigido que ademas es

un ciclo.



1.1. DEFINICIONES BASICAS.

Sea Dq:
[ )

7

v

L @——— @

Cy = (y,v,u,v,y,v,u,x,u)es un camino en D,

Cy = (u,v,y) es un camino dirigido en Dy

C3 = (u,x,w,v,u)es un camino cerrado en D

Cy = (u,v,w, x,u)es un camino dirigido cerrado en Dy
T, = (u,x,w,v,y) es una trayectoria en D

T = (u,v,y) es una trayectoria dirigida en D,

Cs = (u,z,w,v,u)es un ciclo en D,

Cs = (u,v,w,x,u)es un ciclo dirigido en D,

10



CAPITULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

D2:

Cy = (u,z,w,y, w,v) es un camino en Dy

Cy = (u,v,z,w,y,v,w,z)es un camino dirigido en Dy

C3 = (u,xz,w,v,u)es un camino cerrado en Dy

Cy = (u,w,y,v,w,y,v,u)es un camino dirigido cerrado en Dy
T = (v,w, z,u) es una trayectoria en Do

T = (u,z,w,y,v)es una trayectoria dirigida en Do

Cs = (u,v,w,x,u)es un ciclo en Dy

Cs = (u,x,w,y,v,u)es un ciclo dirigido en Dy

11



1.1. DEFINICIONES BASICAS.

Sea D definida como sigue :
V(D) ={0}UN

F(D) = {(0,1), (4,0) |i € N}

N

¢y =(0,1,0,2,0,3,0,2,0,1,0) es un camino en D

Cy =(0,1,0,2,0,3,0,4,0,5) es un camino dirigido en D
C3=(0,5,0,4,0,3,0,2,0,1,0) es un camino cerrado en D

1 =(0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,0) es un camino dirigido cerrado en D
T = (2,0,1) es una trayectoria en D

T5 = (1,0,2) es una trayectoria dirigida en D

C7 =(0,1,0) es un ciclo en D

Cy =(0,1,0) es un ciclo dirigido en D

Denotamos por C,, al ciclo dirigido que consta de n vértices.

Definicion 1.21. Una digrafica D, se dice que es débilmente conexa si para cualquier par de

vértices u, v existe un uv-camino en D.

Definicion 1.22. Se dice que una digrafica D es fuertemente conexa si para cualquier par de

vértices u, v existen uv y vu caminos dirigidos en D.

Definicion 1.23. Sea D una digréfica, la flecha (u,v) € F(D) se dice que es simétrica si (v,u) €
F(D) y asimétrica si (v,u) ¢ F(D). La parte asimétrica de D, denotada por Asym(D) es la sub-

digrafica generadora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D.

12



2. Relaciones de equivalencia y 6rdenes

En este capitulo presentaremos la definicién de una relacion binaria, asi como algunas defi-
niciones y teoremas sobre relaciones de equivalencia. Ademads, como trabajeremos con digréficas
infinitas, veremos lo que es un conjunto parcialmente ordenado junto con algunos conceptos nece-
sarios para enunciar el Lema de Zorn.

Definicion 2.1. Dado un conjunto A, un conjunto R es una relacion binaria en A si los elementos de
R son pares ordenados de elementos de A, es decir, si para cualquier z € R, existen a y b elementos

de A tales que z = (a,b).

Se acostumbra escribir aRb en lugar de (a,b) € R. Decimos que a estd en la relacién R con b si
se cumple que aRb.

Definicion 2.2. Una relacion binaria R en A es reflexiva si para todo a € A, aRa.

Definicion 2.3. Una relacion binaria en A es simétrica si para cualesquiera a,b € A, cada vez que

aRb, bRa.

Definicion 2.4. Una relacién binaria R en A es transitiva si para cualesquiera a,b,c € A, cada vez

que aRb y bRc entonces aRc.

Definicion 2.5. Una relacion binaria R en A es una relacion de equivalencia si es reflexiva, simétri-

cay transitiva.
Ejemplo 2.6. Dado un nimero natural n, la congruencia médulo n es una relacion de equivalencia.

Ejemplo 2.7. En una digrafica D, se puede definir una relaciéon de equivalencia en su conjunto de
vértices como las parejas de vértices (u,v) para las que existe tanto un u — v camino dirigido como

un v — u camino dirigido.

13



Definicion 2.8. Sea R una relacion de equivalencia en A y sea a € A. La clase de equivalencia

modulo E es el conjunto

[a]lg = {x € A|xRa}
y si aRb, decimos que a es equivalente a b médulo R.

Obsérvese que en vista de la reflexividad, dado a € A y R una relacién de equivalencia en A,

la]r # 0.
Definicion 2.9. Una familia .# = {B|B C A} de conjuntos es llamada una particién de A si:
I Cada elemento de .# es no vacio; es decir, VB € .%,B # 0.

11 Cualesquiera dos elementos distintos de .% son ajenos dos a dos; es decir, VB,B; € .%,B| #

B, = B NBy =0.

111 La unién de todos los elementos de .% es .%; es decir,

| B=4A

Bes#

Notacion. Sea R una relacion de equivalencia en A. El conjunto de las clases de equivalencia de A

modulo R se denota por A/R; es decir,
A/R = {a|r|la € A}.

Proposicion 2.10. Sean a y b € A y R una relacion de equivalencia en A, a es equivalente a b si y

solo si [a]gr N [b]g # 0.

Demostracion. Supongamos primero que [a]g N [b]r # 0.

Sea x € [a]g N [b]g. Como R es de equivalencia, tenemos aRx y xRb y por transitividad de R,
aRb. Lo que significa que a es equivalente a b modulo R.

Reciprocamente, supongamos que a es equivalente a » mddulo R. Por lo tanto, a € [b|g y como

evidentemente, a € [a]g, se sigue que a € [a|g N [b]r y por lo tanto, [a|g N [b]r # 0. O

Lema 2.11. Sean ay b € A y R una relacion de equivalencia en A, a es equivalente a b si y sélo si

lalr = [b]r
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CAPITULO 2. RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y ORDENES

Demostracion. Sea x € |a|g. Entonces por definicién, xRa; ademds como a es equivalente a b
moédulo R, se tiene aRb, por lo tanto, por la transitividad de R, se sigue que xRb, es decir, x € [b]g,
lo que demuestra que [a]g C [b|.

Ahora, sea y € [bg; entonces yRb y como a es equivalente a b (y por lo tanto b es equivalente
a a), se tiene bRa; por lo tanto yRa, lo que demuestra que [b|g C [a|g y por doble contencidn, se

concluye que [a|g = [b]g. O
Teorema 2.12. Sea R una relacion de equivalencia en A; entonces A/R es una particion de A.

Demostracion. Primero, A/R es una coleccién de conjuntos no vacios ya que A # 0. Por lema[2.11]
se tiene que si [a]g # [b]r, entonces a no es equivalente a b médulo R, y por, se tiene [a]g N [b]r = 0,
de esta manera, se cumple que la interseccion de las partes es ajena.

Ahora, para demostrar que la union de las partes es el total, tomese a € A. Evidentemente,
a € [alg CU(A/R); de esta manera, a € U(A/R), y por lo tanto, A C U(A/R).

Abhora, evidentemente [a|g C A para cada a € A y por lo tanto U(A/R) = Ula|g C A; de donde

A =U(A/R). Por doble contencion, se concluye que A/R es una particion de A. O

Definicion 2.13. Sea P una particién de A. Se define la relacién Rp en A como Rp = {(a,b) € A x A|

existe C€ Ptalqueac CybeC}
Teorema 2.14. Sea P una particion de A. Entonces
I Rp es una relacion de equivalencia en A.
11 Si S es una relacion de equivalencia en A, y R = A/S, entonces Sp = R.

11 Si P es una particion de A 'y Rp es la correspondiente relacion de equivalencia, entonces

A/Rp=P

Demostracion. (i) Veamos que la relacion Rp es una relacidon de equivalencia en A.

Primero, Rp es reflexiva en A porque como P es una particion en A, entonces para a € A existe
C € P tal que a € C y por lo tanto, (a,a) € Rp.

Para ver que es simétrica, sean a,b € A tales que (a,b) € Rp. Entonces existe C € Stal que a € C

y b € Cydeestamanera, b€ CyacC,y por lo tanto, (b,a) € Rp.
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Para la transitividad, sean a,b, ¢ € A tales que (a,b) € Rpy (b,c) € Rp. Como (a,b) € Rp, existe
CePtalqueacCybeC,ycomo (b,c) € Rp, existe M € Ptal que b € M y ¢ € M, pero entonces,
beCybeM,conlocual se tiene que CNM # @, pero como P es una particién de A, entonces
C =My asi existe C € S tal que a,c € C de donde (a,c) € Rp.

Por lo tanto, podemos concluir que Rp es una relacion de equivalencia.

(ii) Probaremos que si R es una relacion de equivalencia en A y P = A/R, entonces Rp = R.
Probaremos la igualdad por doble contencidn:

Primero, sea (a,b) € Rp; como P =A/R, existe [c|[g € A/Rtal que a € [c|r y b € [c]r y con esto,
tenemos que aRc y bRc y asi, por ser R una relacion de equivalencia, se tiene que (a,b) € R.

Abhora, para la otra contencién, tomese (a,b) € R; entonces aRb y asi a € [b]g y b € [b|g por lo
que (a,b) € Rp, de donde se concluye que Rp = R.

(ii1) Probaremos que si P es una particiéon de A y Rp es la correspondiente relacion de equiva-
lencia, entonces A/Rp = P. De nuevo, procede por doble contencion:

Para ver que A/Rp C P, tomese [a|gr, € A/Rp, donde [a]g, = {x € a|xRpa}, entonces para todo
X € [a]gp, existe C € S tal que x € Cy a € C, es decir, [a|g, C C. Sélo falta mostrar que C C [a]g,:

Seax € C, como a € Cy C € P, entonces xRpa por lo que x € [a]g, y [a]r, C C; con esto se
concluye que [a|g, = C. Por lo tanto, A/Rp C P. Para la otra contencién, sea C € P. C # 0, pues P
es una particion de A.

Sean y,a € C no necesariamente distintos. Entonces yRpa y y € [a]g,. Como y es cualquier
elemento de C, tenemos que C C [a]g,. S6lo falta mostrar que [a]g, C C. Témese z € [a]g,, entonces
zZRpa, es decir, existe M € P tal que a,y € M, pero con esto tendriamos que a € C MM, por lo tanto
M = Cy z € C, con esto obtenemos que [a|g, C Cy entonces C = [a|g, € A/Rp. Asi S CA/Rpy
A/Rp=S. O

Definicion 2.15. Un conjunto X C A es llamado un conjunto de representantes de la relacion de

equivalencia Rp (o de la particién P de A) si para todo C € P, X NC = {a} para algin a € C.

Definicion 2.16. Una relacion binaria R en A es antisimétrica si para cualesquiera a,b € A, cada

vez que aRb y bRa, se tiene a = b.

Definicion 2.17. Una relacion binaria R en A reflexiva, antisimétrica y transitiva es llamada un

orden parcial de A. La pareja (A, R) es llamado un conjunto parcialmente ordenado.
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CAPITULO 2. RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y ORDENES

Para denotar relaciones de orden, usualmente se usan los simbolos ‘<’ o0 ‘<",

Ejemplo 2.18. Como ejemplo, podria considerarse una famili no vacia de conjuntos y la rela-

aF
cion de contencién ‘C’ en .% . Tenemos entonces que la pareja (%, C) es un conjunto parcialmente

ordenado.

Definicion 2.19. Una relacion binaria R en A es asimétrica si para cualesquiera a,b € A,aRb im-

plica que no sucede que bRa en A. Es decir, nunca pasa que aRb y bRa.

Definicion 2.20. Una relacion binaria S en A es un orden estricto si es asimétrica y transitiva.

El siguiente teorema relaciona los 6rdenes parciales y los 6rdenes estrictos:
Teorema 2.21.

1. Sea R un orden parcial de A; entonces la relacion S definida en A por aSb si y solo si aRb y

a # b es un orden estricto en A.

2. Sea S un orden estricto en A; entonces la relacion R definida en A por aRb si y solo si aSb o

a = b es un orden parcial en A.

Demostracion. 1. Sea R un orden parcial en A; entonces la relacion S definida en A por aSb siy
s6lo si aRb y a # b es un orden estricto en A:

Para ver que es asimétrica, sean a,b € A tales que aSb y bSa. Entonces, aRb y bRa; y como R
es un orden parcial a = b, lo que contradice la definicién de la relacién S, pues a # b y por lo tanto,
S es asimétrica.

S también es transitiva, porque si a,b,c € A son tales que aSb y bSc, entonces aRb 'y bRc 'y
como R es transitiva, se sigue que aRc y ademas, a # ¢, ya que en otro caso, se tendria ¢Sbh y bSc,
que seria una contradiccion de que S es asimétrica y por lo tanto, se concluye que aSc. [

2. Sea S un orden estricto de A; entonces la relacion R definida en A por aRb si 'y solo si aSa o
a = b es un orden parcial en A: Es reflexiva, porque si a € A, como a = a, se sigue que aRa.

Es antisimétrica, ya que si a,b € A son tales que aRb y bRa, entonces se tienen los siguientes

casos:

a) aSbya=0>b.
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b) bSaya=b.
c) a=b.
d) aSby bSa.

En los tres primeros casos, ya se tiene a = b y el utlimo caso seria una contradiccién para la
asimetria.
Finalmente, la relacion es transitiva porque si a,b,c € A son tales que aRb y bRc, entonces

tenemos los siguientes casos:
a) aSbyb=c

b) a=by bSc
c)a=byb=c

d) aSby bSc

Por la definicién de R, y como S es transitiva, en cualquier caso se tiene aSc o a = ¢ y por lo

tanto, aRc. O]

Es importante tener en consideracion las siguientes definiciones para el lema de Zorn:

Definicion 2.22. Sean a,b € A y sea < un orden parcial en A. Se dice que a y b son comparables
en el orden < sia < b o b < a. Decimos que a y b son incomparables si no son comparables (es

decir, si no se cumple a < bni b < a.

Definicion 2.23. Sea B C A, donde A esta ordenado parcialmente por <. B es una cadena si cua-

lesquiera dos elementos de B son comparables.

Definicion 2.24. Sea < un orden parcial de A, y sea B C A.
b € B es el elemento minimo de B en el orden parcial < si b < x para cualquier x € B.
b € B es un elemento menor de B en el orden parcial < si no existe x € Btal que x < by x # b.
b € B es el elemento mdximo de B en el orden parcial < si x < b para cualquier x € B.

b € B es un elemento mayor de B en el orden parcial < si no existe x € Btal que b < xy x # b.
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CAPITULO 2. RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y ORDENES

Definicion 2.25. Sea < un orden parcial de A, y sea B C A.

a € A es una cota inferior de B en el conjunto parcialmente ordenado (A, <) si a < x para todo
xeB.

a € A es llamado infimo de B en el conjunto parcialmente ordenado (A, <) (o la maxima cota
inferior de B), si es el elemento maximo del conjunto de todas las cotas inferiores de B en (A, <).

a € A es una cota superior de B en el conjunto parcialmente ordenado (A, <) si x < a para todo
xeB.

a € A es llamado el supremo de B en (A, <) (o la minima cota superior de B) si es el elemento

minimo del conjunto de todas las cotas superiores de B en (A, <).

Para nuestro trabajo, supondremos cierto el Lema de Zorn, que enunciaremos abajo. Es equiva-
lente al axioma de eleccidn y nos serd ttil tanto para conjuntos finitos como infinitos.

Lema de Zorn. Si toda cadena en un conjunto parcialmente ordenado tiene una cota superior,
entonces el conjunto parcialmente ordenado tiene al menos un elemento mayor.

Teorema 2.26. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, tal que toda cadena en X estd

acotada superiormente en X. Entonces para toda x € X existe y € X maximal de X tal que x < y.

Demostracion. Sea x € X y consideremos a F = {y € X|x < y} y obsérvese que como x € F,
F # 0. Definase un orden en F de la siguiente manera: sean yj,y, € F,y; <y siy s6lo si y; < y».
Obsérseve que la relacion < es un orden parcial en F:

Primero, < es reflexiva porque como evidentemente, y; = yj, entonces y; < y; y por lo tanto
Y121

Es antisimétrica, ya que si y;,y» € F son tales que y; < y> y y2 = y1, tenemos que y; < y2 y
también, y, <y, de donde, como < es un orden parcial, se sigue que y; = y;.

Ademas es transitiva, pues sean yp,y2,y3 € F tales que y; =<y y y» < y3. Por lo tanto, tenemos
y1 <y2yy2 <y3, ycomo < es un orden parcial, se sigue que y; < y3; es decir, y; < y3.

Ahora, obsérvese que toda cadena del conjunto parcialmente ordenado (F, <) estd acotada su-
periormente:

Sea B C F una cadena. B es una cadena en X pues F' C X y para toda b,b; € B, se tiene que
b1 =X by 0 by X by, entonces por definicién, by < by 0 by < by, lo que por definicién, demuestra que
cualesquiera dos elementos de B son comparables con el orden parcial < de X, y por lo tanto, por

hipdtesis, B estd acotada superiormente en X.
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Ahora, sea y € X una cota superior de B. Entonces por definicion, b <y paratoda b € B, ademas,
dado b € B como x < b(<y), siendo < un orden parcial, se sigue que x <y y también b < y; asi
toda cadena de F estd acotada superiormente en F, y por el Lema de Zorn, (F, =) tiene al menos
un elemento mayor M tal que x < M. Demostramos a continuacién que M es también mayor de X:

Por reduccion al absurdo, supéngase que M no es mayor de X. Entonces debe existir z € X tal
que M < z, y como x < M, tenemos x < z y por lo tanto z € F 'y M < z que es una contradiccion,
pues z € F'y M era elemento mayor de F.

Por lo tanto, M es mayor en X. O]
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3. Nucleos

En este capitulo, presentaremos la definicion de conjunto independiente, conjunto absorbente y
nucleo junto con algunos resultados relacionados con ellos.

La definicién de nicleo fue introducida por John von Neumann y Morgenstern en 1944.

El problema de establecer condiciones para la existencia de nicleos en digraficas infinitas es
mas complicado que para digraficas finitas, como se mostrard en este capitulo y los siguientes. Con
respecto a lo anterior, presentaremos un ejemplo de una digrifica infinita sin nucleo, la cual no
cumple con algunas afirmaciones y teoremas para digréficas finitas, sobre la existencia de nicleos.

3.1. Conjuntos independientes

Definicion 3.1. En una digréfica D, un conjunto I C V(D) se dice que es independiente si para
cualesquiera dos vértices u,v € I se cumple que (u,v) & F(D)y (v,u) ¢ F(D).

Obsérvese que dada cualquier digrifica D, para cualquier u € V (D), se tiene que {u} es un
conjunto independiente, ya que no existe otro vértice en el conjunto con el que pueda haber una
flecha hacia o desde u. Asi, como el conjunto de vértices de una digrafica es diferente del vacio,
podemos decir que toda digrafica D tiene al menos un conjunto independiente.
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3.1. CONJUNTOS INDEPENDIENTES

Dli

I :{’u,},fg:{U},I?,:{w},Ll:{.’L'},Ig; :{y}
Is = {u,w}, It = {z,v}, Is = {y,u}, Iy = {y,w}, [ro = {y, v}, [11 = {y,u, w}

Son los conjuntos independientes de D,

En Dy los tnicos conjuntos independientes son los singuletos {i}
para cada i € NU{0}

Dg! °

I, = {nk|n € N} es independiente para k > 2
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CAPITULO 3. NUCLEOS

D32

—_

6 °
5

Cualquier subconjunto de N es un conjunto independiente en

D3 y también {0} es un conjunto independiente en Dj

—_

Dy: .®

6 °
5

Cualquier subconjunto de N es independiente en Dy

Cualquier subconjunto del tipo F, = {—nk|n € N} es
independiente en D5 para cada k > 2
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3.2. CONJUNTOS ABSORBENTES

Como puede observarse, se pueden tener varios conjuntos independientes en una sola digrafica,
a menos que el conjunto de vértices en la digrédfica conste de un sélo vértice.

Ahora, consideraremos a la familia de conjuntos independientes de una digrifica D y proba-
remos que en cualquier digrifica, esta familia siempre tiene al menos un elemento mayor. Para el
caso de digréficas infinitas, emplearemos el Lema de Zorn.

Recordemos que una familia de conjuntos con la relacién de contencién forma un conjunto
parcialmente ordenado; de esta manera, si Jp es la familia de conjuntos independientes de una
digréfica D, tenemos que (Jp, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Lema 3.2. Toda digrdfica finita o infinita D tiene al menos un conjunto independiente mayor.

Demostracion. Demostraremos que el conjunto parcialmente ordenado (Jp,C) tiene al menos un
elemento mayor.

Sea D una digrafica finita o infinita y sea % C Jp una cadena, y M = Ugc zB. Para demostrar
que M es una cota superior de 4, se demostraran primero las siguientes afirmaciones:

M es un conjunto independiente.

Sean u,v € M, entonces u € B; para algin B; € 4y v € Bj paraalgin B; € #.Sii= juy
v € B, y como B; es un conjunto independiente, entre # y v no hay flechas. En otro caso, si i # j.
Suponemos sin perdida de generalidad i < j, como % es una cadena, u,v € B}y por lo tanto, entre
u 'y v no existen flechas en D.

Ademads, como M es la unién de todos los elementos de A, tenemos que B C M para todo
B € %, lo que demuestra que M es una cota superior de 4.

Por lo tanto, aplicando el Lema de Zorn, tenemos que el conjunto parcialmente ordenado

(Jp,C ) tiene al menos un elemento mayor. ]

3.2. Conjuntos absorbentes

Definicion 3.3. En una digréafica D, un conjunto A C V(D) se dice que es absorbente si para cual-

quier u € V(D) \ A, existe una flecha que inicia en u y termina el algin elemento de A.

Noétese que toda digrafica D tiene al menos un conjunto absorbente, pues el conjunto de todos
los vértices de D es un conjunto absorbente.

En este ejemplo se ilustra que en un digréfica pueden existir varios conjuntos absorbentes y que
cuando una digrafica s6lo tiene un conjunto absorbente es s6lo cuando la digréifica no tiene flechas
(en cuyo caso, como ya se observo, el conjunto absorbente es el formado por todos los vértices de
la digréfica).
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< @

®O<«<———0

Al = {y,v,x} 7A2 = {y,v,u,w,x}

Son los conjuntos absorbentes de Dy

N es un conjunto absorbente de D3

{2r +1|r € NU{0} es un conjunto absorbente de D3}
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3.2. CONJUNTOS ABSORBENTES

0 @ —>@2

5 ®
4

N y N U {0} son los tinicos conjuntos absorbentes de Dy

—_

e

Cualquier conjunto que contenga a {0} es absorbente en Ds y

Todo conjunto absorbente de D5 contiene a {0}
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CAPITULO 3. NUCLEOS

Continuamos con la definicion de la familia de conjuntos absorbentes de una digrafica y un
lema que afirma la existencia de conjuntos absorbentes menores en digréficas finitas, ya que las
digréficas infinitas no siempre tienen conjuntos absorbentes menores, como es el caso de la digrafia
infinita que se analizara en la ultima seccion de este capitulo.

Nuevamente, recordemos que como una familia de conjuntos con la relacién de contencién
forman un conjunto parcialmente ordenado, la pareja (Ap, C) forma un conjunto parcialmente or-
denado, si Ap es la familia de conjuntos absorbentes de una digréfica D.

Lema 3.4. Si D es una digrdfica finita, entonces D tiene conjuntos absorbentes menores.

Demostracion. Sea D una digréfica finita de orden n; entonces, evidentemente, D tiene a lo mds

" ('Z) conjuntos absorbentes. Por lo tanto, la familia de conjuntos absorbentes Ap tiene un nime-
ro finito de elementos y asi, es posible encontrar al menos un A € Ap tal que no existe A’ € Ap que
cumpla con que A’ C A, de donde se concluye que Ap tiene al menos un elemento menor. 0

En el siguiente ejemplo, se ilustra la familia de conjuntos absorbentes de una digrafica D y sus
elementos menores.

Noétese que aunque en el ejemplo anterior sélo existe un elemento menor de la familia Ap, no
significa que el elemento menor de la familia de conjuntos absorbentes sea tinico para todas las
digréficas, como se puede observar a continuacion.

3.3. Nucleos

Definicion 3.5. En una digrafica D, se dice que un conjunto de vértices de D es niicleo de D si N

(N C V(D)) es un conjunto absorbente e independiente.

Sin embargo, no todas las digraficas tienen nucleo, como puede observarse a continuacion.
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3.3. NUCLEOS

Dl: /.
.\ Digrafica sin nucleo
[
DQZ
u -
° >0,
l Digrafica con al menos dos nicleos
€T @ = ® w

Ny {u,w}, Ny ={z,v} son los nicleos de Do

{
Y

. —

{
Y

O<«————0©0

x.i

Todo ntcleo de D3 contiene a y

N = {y,u,w} es el nicleo de D3
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CAPITULO 3. NUCLEOS

Digrafica infinita con dos nicleos
N1 ={2n|n e NU{0}} es nucleo de D5

No={2n+1|n € NU{0}} es nicleo de Ds

D@Z

Digrafica infinita con un tnico ntcleo

N = {0} es el tnico ntcleo de Dg
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3.3. NUCLEOS

\/

0'—».3

. 4
- @
5
El tnico nucleo de D7 es N
Dg:
[
4
- @
)

El 1dnico ntcleo de Dg es {0}
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CAPITULO 3. NUCLEOS

El siguiente teorema relaciona a los conjuntos independientes mayores y el nicleo de una
digrafica.
Teorema 3.6. Sea D una digrdfica con niicleo. Entonces el niicleo es un conjunto independiente

mayor (mdximo por contencion).

Demostracion. Sea N un nucleo de la digrafica D. Por definicién, N es independiente y demostra-
remos que es independiente mayor con esta propiedad.

Supéngase por reduccién al absurdo que N’ C V(D) es un conjunto independiente tal que N C
N’. Entonces existe por lo menos un vértice u € D tal que u € N' y u ¢ N; es decir, u ¢ V(D) \ N.
Entonces debe existir una flecha en D de ua v, con v € N; y como N C N’, tenemos que v € N’ y
por lo tanto N’ no es un conjunto independiente, lo que contradice las hipétesis.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente mayor. O

La siguiente proposicion establece una relacion entre los conjuntos absorbentes menores y el
nucleo de una digrafica.

Proposicion 3.7. En toda digrdfica, un niicleo es un cojunto absorbente menor de D.

Demostracion. Sea D una digrafica y N un nucleo de D. Entonces N es absorbente y sélo resta
demostrar que es menor en el sentido de la contencién con esta propiedad:

Como N es nucleo, entonces N € Ap. Ahora, por reduccion al absurdo, supongase que existe
A € Ap tal que A C N. Entonces hay un vértice u € V(D) conu € Ny u ¢ A, pero como A es
absorbente, existe v € A tal que (u,v) € F(D); asi comov €Ay A C N, se tiene que v € N y por lo
tanto N no es independiente, lo que contradice las hipétesis.

Con esto se concluye que N es un conjunto absorbente menor. 0

3.4. Un ejemplo importante en digraficas infinitas

El ejemplo que se presenta en esta seccion serd de gran utilidad en capitulos posteriores como
ejemplo de que ciertos teoremas para digraficas finitas no necesariamente se siguen cumpliendo
para digraficas infinitas.

Primero, se demostrara que la digrafica de este ejemplo no tiene conjuntos absorbentes menores
ni tampoco nucleo.

Ejemplo 3.8. En la figura se muestra la digrafica D* que se define de la siguiente manera:
Sea D* la digrdfica tal que V (D*) = {u;|i € N se tiene que (u;,u;) € F(D*) si'y sélo si i < j.
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3.4. UN EJEMPLO IMPORTANTE EN DIGRAFICAS INFINITAS

La digrafica D*

V(D*)=Nu{0}

F(D*) ={(@,Jj) i <j{i,j; S NU{0}}

Proposicion 3.9. La digrdfica D* satisface lo siguiente:
1. El conjunto A= {uj,uji1,...}, con j € N es un conjunto absorbente de D*.
2. Paratodo A € Ap-, se tiene que |A| = oo
3. La digrdfica D* no tiene conjuntos absorbente menores

Demostracion. 1. El conjunto A = {u;,uj;1,...,} con j € N es un conjunto absorbente de D*.
Sea u; € V(D*) con t € N, tomemos a j € N, tal que 7 < j, entonces, por definicién de D*, u, es
absorbido por u;, por lo tanto, el conjunto A es un conjunto absorbente.

2. Para todo A € Ap-~ se tiene que |A| = o. Por reduccién al absurdo, supéngase que existe

A" € Ap- tal que |A'| =n < oo, donde A’ = {ay,a3,a3,...,a,}, entonces a; = uy,,az = uy,,a3 =
Uiy, - - -, 0p = Uy, Para u, € V(D*) como A’ tiene un niimero finito de vértices, entonces el conjunto
de subindices {ki,kp,k3, ..., k,} es finito y podemos encontrar el elemento maximo.

Seaméax{ki,k,....km,...,kn} =km,con 1 <m <n,entonces k; <k, paratodaic {1,2,...,n},
por lo tanto, por definicién de D*, uy, 1 no es absorbido por A’, lo cual es una contradiccion y por
lo tanto, para todo A € Ap-, se tiene que |A| = .

3. La digrafica D* no tiene conjuntos absorbentes menores: sea A cualquier elemento de Ap+ y
A" = A\ {u}, con uy, € A, entonces tenemos que A" C A. Veamos que A’ € Ap-+: basta con ver que
los vértices que absorbe u; siguen siendo absorbidos por A’. Por lo anterior, tenemos que |A| = oo;
entonces para uy, con k € N, existe m > k tal que u,, € A y ademds, como A" = A\ {u} y up # uy,

entonces u,, € A’. Por otro lado, u; absorbia a los vértices u; tales que i < k, pero como i < k < m
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entonces i < m y por definicién de D*, u,, absorbe a todos los u; que absorbia uy, por lo tanto
A’ € Ap+, y como esto se cumple para todo A € Ap+, entonces se tiene que para cualquier conjunto
absorbente de D* siempre se encontrard otro conjunto absorbente mas pequefio, lo que significa

que D* no tiene conjuntos absorbentes menores. 0
Proposicion 3.10. La digrdfica D* no tiene niicleo.

Demostracion. Por definicion de la digrafica, tenemos que cuealesquiera dos vértices de D* tienen
flecha entre si y por lo tanto el niicleo tendria que constar de un sélo vértice; ademas como para todo
u, € V(D*) se tiene (uy,u,) ¢ F(D*) cuando n < m, entonces {u,} no es un conjunto absorbente

y por lo tanto no puede ser nicleo de D*. [
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4. Seminucleos y digraficas niicleo perfectas.

En este capitulo presentaremos las definiciones de semintcleo y de digrafica nucleo perfec-
ta junto con algunos teoremas que establecen relaciones entre el semintcleo y el ndcleo de una
digréafica. También se demostrard que cualquier digrafica posee un semintcleo mayor, y la relacién
que existe entre este y un nucleo.

Estos resultados fueron una contribucion a la Teoria de digraficas, debida a Victor Neumann
Lara. Ademads, presentamos unu resultado dado por Pierre Duchet, sobre digraficas finitas nicleo
perfectas.

Por ultimo establecemos condiciones a las digraficas infinitas para que estas sean nicleo per-
fectas, generalizando asi el teorema dado por Duchet.

4.1. Seminucleos
Definicion 4.1. Sea D una digrafica. Se dice que S C V(D) es un seminiicleo de D si:

1. S es independiente

2. Para cada flecha f que va de S a x, existe una flecha /' que vade x a S.
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Dli .U

.

o w

Digrafica sin semintcleo no vacio.

|

S1 ={u,w} y So = {x,v} son dos semintcleos no vacios de D,.

D2:

u v

»
>

<
<

X

w

D32
Z.\g o——>e7  Digrifica con tres semintcleos
S = {Z}’S2 = {IL’}
y Ss ={y}.

w

< oQE«—O
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4.1. SEMINUCLEOS

D4Z
—
o > 0 > >0 ——3» 0 - .-
0 1 2 3 4
Digrafica infinita sin semintcleo.
D5Z
° > o >0 > @ > 9 >0 ......
0 1 2 3 4 5

Sp=1{2r | r> k} = {2k 2k + 2,2k + 4,2k + 6,2k +8, ...}

es un semintcleo no vacio de Ds. Asi, D5 es una digrafica infinita

con una infinidad de seminticleos no vacios.

1
D6: )

o2

S
. /\.3

S; ={ i | i€ N} es semintcleo no vacio de Dg.
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. f o3

S = {0} es el tnico seminticleo no vacio de Dy.

Obsérvese que en cualquier digrafica D, @ es un seminucleo de D.
Proposicion 4.2. Todo niicleo N de una digrdfica D es un seminiicleo.

Demostracion. Por definicién, N es un conjunto independiente. Ahora sea f una flecha que va de
uax,conuc NyxeV(D)\N.
Entonces como N es un nucleo,existe la flecha que va de x a algun elemento de N. Por lo tanto,

N es seminucleo. ]

Ahora se definiran familias de semintcleos en una digrafica y se demostrara que para digréficas
infinitas que tales familias tienen elemento mayor.

Lema 4.3. Sea D una digrdfica y denotemos por Mp a la familia de seminiicleos de la digrdfica.
La contencion de conjuntos es un orden parcial en la familia de seminiicleos Mp y por lo tanto, la

pareja (Mp, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Lema 4.4. Sea E una cadena de seminiicleos de una digrdfica D. Entonces X = Ug,cpE; es un

seminticleo de D.

Demostracion. Demostraremos que X es un conjunto independiente y que cada flecha f que va de
X au,conu€V(D)\X, existe una flecha f’ que vade u a X.

X es un conjunto independiente en D: Como cada E; € E, existe una flecha f; que va de u hacia
algtin vértice v € E;, pero como E; C X entonces v € X y por lo tanto f’ = f| es una flecha que va de
u hacia un vértice de X. Por lo tanto, una vez demostradas las dos condiciones anteriores, tenemos

que X es seminucleo. 0
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Teorema 4.5 (V. Neumann Lara, 1971). Toda digrdfica D tiene al menos un seminiicleo mayor.

Demostracion. Probar que toda digrafica D tiene al menos un seminucleo mayor es equivalente a
demostrar que el conjunto parcialmente ordenado (Mp, C) tiene al menos un elemento mayor.

Sea D una digrafica. Ocuparemos el Lema de Zorn para demostrar que el conjunto parcialmente
ordenado (Mp, C) tiene al menos un elemento mayor:

Sea % C Mp una cadena 'y X = Ugc#B.

Demostraremos que X es una cota superior de A; es decir que X es un semintcleo de D y que
B C X para todo B € A. Por el Lema[4.4] X es un semintcleo de D y por definicién de X, B C X
para todo B € A. Por lo tanto, por el Lema de Zorn, el conjunto parcialmente ordenado (Mp, C)

tiene al menos un elemento mayor. [

La siguiente afirmacion establece una relacion entre el nucleo y el semintdcleo mayor de una
digrafica.

Teorema 4.6 (V. Neumann Lara, 1971). Todo niicleo de una digrdfica D es un seminiicleo mayor.

Demostracion. Sea N un nucleo de la digrafica D. Por la Proposicion N es un seminucleo
de D, es decir N € Mp; por otra parte, en el capitulo 3 se demostré que todo nucleo N es un
conjunto independiente mayor, es decir que no es posible encontrar otro conjunto independiente

que contenga propiamente a N y por lo tanto N es un semindcleo mayor. [

Observacion 4.71. Como la pareja (Mp,C) es un conjunto parcialmente ordenado y toda cadena
estd acotada superiormente en la familia de seminticleos Mp; por el Teorema [2.26| del capitulo 2]

se tiene que todo seminucleo estd contenido en un seminticleo mayor.

El siguiente lema también es un resultado sobre seminticleos dado por V. Neumann Lara en
1971, que serd de utilidad en la siguiente seccion.

Lema 4.8. Sea M un seminiicleo de D, sean B = {v € V(D) — M| no existe flecha de va M} y M’

un seminiicleo de la digrdfica D|B|. Entonces M UM’ es un seminiicleo de D.

Demostracion. Sea M un seminicleo de la digrdfica D, y M’ un seminticleo de la digréfica D[B],
con B como se describe en el enunciado del lema. Para ver que M UM’ es un seminiicleo de D,
demostrearemos las siguientes afirmaciones:

MUM’ es un conjunto independiente: sean u,v € M UM’, entonces tenemos los siguientes casos:
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CAPITULO 4. SEMINUCLEOS Y DIGRAFICAS NUCLEO PERFECTAS.

l. uyveMo
2. uyveM o
3. ueMyveM.

Para los dos primeros casos, tenemos que como M y M’ son semindcleos, entonces entre u 'y
v no hay flechas. Para el dltimo caso, en donde u € My v € M’, como M’ C B, no existe en D la
flecha (v,u) y consecuentemente como M es un semintcleo, tampoco podria existir la flecha (u,v).
Por lo tanto, M UM’ es un conjunto independiente.

Ahora, supéngase que f es una flecha que sale de algin vértice de M UM’ a otro vértice x €
V(D) — (MUM’): six € V(D) — (MUB), entonces existe una flecha f” que va de x a algtin vértice
de M, y por lo tanto,existe una flecha que va de x a algtn vértice de MUM'. Y six € B— M,
entonces como M’ es un semindcleo de D[B], existe la f’ flecha que va de x a algtin vértice de M’,
y por lo tanto existe una flecha que va de x a un vértice de M UM’. Asi, en cualquier caso existe la
flecha f’ que va de x a un vértice de M UM’ .

Con lo anterior, queda demostrado que M UM’ es un seminticleo [

Aplicando el lema anterior varias veces, pueden encontrarse seminucleos cada vez méas grandes
en una digréfica; es decir, se toma una digrafica D y un seminucleo no vacio de ella, se quitan
los vértices que absorbe el semintcleo y al semintdcleo; después con los vértices que quedan se
toma la subgrafica inducida por ellos y a un semintcleo no vacio de esta, si existe. Nuevamente,
se quitan los vértices que absorbe el semintcleo junto con éste y se quedan los vértices que no son
absorbidos. Otra vez, se toma la digrafica inducida por estos y a un seminucleo no vacio si existe,
repitinedo el mismo proceso que en las subdigraficas anteriores. Si es posible continuear con este
procedimiento hasta que se agoten los vértices. La unién de los seminticleos resulta ser un nucleo,
como se muestra en el siguiente lema:

Lema 4.9. Sea D una digrdfica, sean By, By, ...,Bx,By11y S0,51,...,Sk dos sucesiones de subcon-

juntos de V(D) tales que:
1. By=V(D), By #0, By 1 =0
2. S; es un seminiicleo de la subdigrdfica inducida de D por B; para i € {0,... k}

3. Bir1 = {x € Bj| no existe flecha de x a S;},i € {0,...,k}

k
i=

Entonces U;_,S; es un niicleo de D.
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Demostracion. Para probar que UfZOS,- es un conjunto independiente, se demuestra primero que

Uf:OS,- es un seminucleo de D: por induccion sobre el nimero de semintcleos.

1. Base. Para un s6lo seminucleo, ya tenemos que Sy es un seminucleo de D.

Para dos seminucleos, So y S1, como Sy es seminucleo de Dy S es seminucleo de By, por el

lema anterior, So U S| es semintucleo de D.

2. Hipdtesis de induccion. Sean Sy, S1,...,S¢—1, k semintcleos tales que cada S; es un se-
minucleo de la digréfica inducida de D por B;, parai =0, ...,k — 1; supéngase que Uf.‘;ol Si es

un seminucleo de D.

3. Queda por demostrar que Uf.‘:OS,- es un seminucleo de D, donde §; es un semintcleo de la
subdigrafica inducida de D por B;, parai = 0,...,k. Tenemos que Uf.‘:OSi = Uf.‘:_OlS,- U Sk; sea
S= Uf.‘;ol Si, por hipdétesis de induccidn, se tiene que S es un semintcleo de D, y como Sy, es
seminucleo de By entonces por el lema anterior, SUS; es un semintcleo de D. Por lo tanto,

Uf.‘ZOS,- es un seminucleo de D.

Con esto tenemos que UfZOS ; es un conjunto independiente, por lo que tinicamente resta probar
que se trata también de un conjunto absorbente.

Por reduccién al absurdo, supéngase que existe v € V(D) — US; tal que no hay flecha de v
hacia ningun vértice de Uf.‘:OSi, entonces no existe flecha de v hacia ningun vértice de §;, para
i=0,1,...,k, estoimplicaque v € B; parai =0,1,...,k+ 1 lo que contradice que By, =0y por

lo tanto, UfZOS,- es un conjunto absorbente y un nucleo de la digrafica D. [

4.2. Digraficas nicleo perfectas
La definicion de R-digréfica fue dada por V. Neumann Lara en 1971.

Definicion 4.10. Se dice que D es una R-digrafica si toda subdigrafica inducida de D posee un

seminucleo no vacio.

Ejemplo 4.11. La siguiente digrifica es una R-digréfica, pues cualquier subdigréfica inducida de
ella tiene al menos un vértice de exgrado igual a cero y por lo tanto este vértice es un semintcleo

no vacio de la digrafica.
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Teorema 4.12. Toda R-digrdfica posee al menos un niicleo.

Demostracion. Sea D una R-digrafica nicleo perfecta y M un semintcleo mayor, y considérese
B = {v € V(D) — M| no existe flecha de v a M}, donde B = 0, ya que en otro caso, existirfa un
seminticleo M’ # 0 de la subdigrafica D[B], y por el Lema M UM’ seria un semintcleo de D
que contendria propiamente a M, lo que contradice que M es un semindcleo mayor.

Por lo tanto, toda R-digrafica posee al menos un ntcleo. 0

Definicion 4.13 (C. Berge). Se dice que D es una digrdfica niicleo perfecta si toda subdigrafica

inducida de D tiene nucleo.

Dll

o——»o

o «——

Digréfica nicleo perfecta finita.

DQI PY

./

°
Digrafica no nucleo perfecta finita.

D32

)Q

Digrafica infinita tal que toda subdigrafica inducida tiene nucleo,
es decir, digrafica nucleo perfecta infinita.
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D4:

[ > @
> > ......

> @ >
1 2 3 4

°
0

Digréfica infinita no nicleo perfecta, tal que

toda subdigrafica inducida finita tiene nicleo.

Observacion 4.14. Si D es una digréfica nicleo perfecta y D' es una subdigréfica inducida de D,
entonces D’ es también una digrafica nicleo perfecta.
Andlogamante, si D es una R-digrafica y D' es una subdigrifica inducida de D, entonces D’

también es una R-digréfica.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supéngase que D', una subdigréfica inducida de D no
es nucleo perfecta (respectivamente, R-digrifica), entonces existe una H subdigréfica inducida de
D’ tal que H no tiene nicleo (respectivamente, semindcleo), y como H también es subdigréfica
inducida de D, entonces se tendria que D no es nucleo perfecta (R-digrafica, respectivamente), lo
que es una contradiccién, y por lo tanto, D’ es niicleo perfecta. [

En el siguiente teorema, se demuestra que las digraficas niicleo perfectas y las R-digréficas son
las mismas.

Teorema 4.15. Una digrdfica D es R-digrdfica si y solo si es niicleo perfecta.

Demostracion. Sea D una R-digrafica y H una subdigréfica inducida de D. Por la observacion
anterior, H es una R-digréfica, y por el dltimo teorema, posee al menos un nucleo, y por lo tanto D
es nucleo perfecta.

Abhora, sea D una digrafica nucleo perfecta, es decir, que toda subdigrafica inducida de D tiene

nucleo, y como el nicleo es semintcleo, se concluye que D es una R-digréfica. 0

El siguiente resultado, debido a P. Duchet, es de gran utilidad para demostrar algunos resultados
relativos a nucleos.

Teorema 4.16. Sea D una digrdfica finita. Si todo ciclo dirigido de D tiene al menos una flecha

simétrica, entonces D tiene seminiicleo no vacio.

Demostracion. Se demostrard que existe u € V (D), tal que el conjunto {u} es un semintcleo de D.

Claramente para todo u € V (D), el conjunto {u} es independiente.
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Ahora, supéngase que en D no existe ningin vértice tal que cumpla con la segunda condicién
de seminicleo, es decir que para cualquier vértice u € V(D) existe v € V(D) tal que (u,v) € F(D),
pero (u,v) ¢ F(D). Con las hipétesis anteriores, se construye la siguiente sucesion de vértices:

Témese u; € V(D). Entonces existe up € V(D) tal que (u,up) € F(D), pero (up,u;) ¢ F(D).
Anélogamente, para up, existe u3 € V(D) tal que (up,u3) € F(D), pero (us,uz) ¢ F(D). Nueva-
mente, para us, existe ug € V(D) tal que (u3,uq) € F(D), pero (ug,u3) ¢ F(D).

Continuando de esta manera, como D es finita, vamos a llegar a que u; = u; para algunos i # j,
y asi C = (uj, Uit 1,uUi42,- .-, uj—1,u; = u;) es un camino dirigido cerrado que contiene al menos un
ciclo, que por construccion no tiene flechas simétricas, lo cual contradice la hipétesis del teorema,

y por lo tanto, se sigue que existe u € V(D) tal que el conjunto {u} es un seminticleo de D. O

En el siguiente ejemplo, se muestra que el ciclo dirigido de longitud tres no tiene ninguna flecha
simétrica y el teorema no se cumple:

Ejemplo 4.17. La siguiente digrafica, que es el ciclo dirigido de longitud tres, denotado por C3 no
tiene ninguna flecha simétrica y no tiene seminucleo no vacio, ya que es una digrafica semicomple-
ta, y por lo tanto el semintcleo tendria que estar formado por un sélo vértice, pero puede verificarse

facilmente que un sélo vértice no satisface la segunda condicién de semindcleo.

Teorema 4.18. Sea D una grdfica finita. Si todo ciclo dirigido de D tiene al menos un flecha

simétrica, entonces D es niicleo perfecta.

Demostracion. Sea H una subdigrafica inducida de D. Entonces evidentemente, H es finita y
ademas, todo ciclo dirigido en H tiene al menos una flecha simétrica; de donde por el teorema

anterior, H tiene semintdcleo no vacio, y por lo tanto D es ntcleo perfecta. [

Obsérvese que el reciproco del Teorema .15 no siempre se satisface, es decir que para D una
digrafica finita, si D es nucleo perfecta, entonces no necesariamente todo ciclo dirigido de D tiene
al menos una flecha simétrica. Tomese por ejemplo, los ciclos dirigidos de longitud par, que son
digraficas nucleo perfectas y sin embargo no tienen ninguna flecha simétrica.

Observese también que en cambio, el reciproco si se satisface para digraficas semicompletas.

Definicion 4.19. Se dice que una digrafica D es semicompleta si para cualquier par de vértices
u,veV(D),(u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).
Es decir, una digrafica D es semicompleta si entre cualesquiera dos vértices hay al menos una

flecha.
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Definicion 4.20. Una digrafica D es completa si para cada u,v € V(D), (u,v) € F(D) y (v,u) €
F(D)

Notese que evidentemente, cualquier grafica completa es semicompleta mds no al revés.

Teorema 4.21. Sea D una digrdfica finita y semicompleta. Entonces D es niicleo perfecta si y solo

si todo ciclo dirigido de D tiene al menos una flecha simétrica.

Demostracion. Sea D una digrafica nicleo perfectay C = (ug,uy,us, ... ,u, = up) un ciclo dirigido
de D.

Entonces D[V (C)| tiene semintcleo no vacio y ademds, como D es semicompleta, D[V (C)]
también lo es; es decir que cualquier par de vértices de D[V (C)] son adyacentes, por lo que el
semintcleo de D[V (C)] consta de un sélo vértice.

Sea u; € V(C) tal que el conjunto {u;} es un semintdcleo de D[V (C)]. Entonces, como (u;,u; 1)
€ F(C), debe existir (u;+1,u;) € F(C) y por lo tanto en C existe al menos una flecha simétrica.

]

A continuacioén introducimos el concepto de trayectoria infinita exterior; éste sera de gran uti-
lidad en este y capitulos posteriores para establecer condiciones en digréificas infinitas para la exis-
tencia de nucleos.

Definicion 4.22. Sea D una digrafica infinita. Una trayectoria infinita exterior de D es una sucesion

de vértices {uy }nen de D tales que:
luiFujsii#£jy

2. (up,ups1) € F(D) paratodan € N

En los siguientes teoremas, se establecerdan condiciones para determinar cuando una digrafica
infinita es nucleo perfecta.
Teorema 4.23. [9]] Sea D una digrdfica infinita. Si todo ciclo dirigido de D y toda trayectoria

infinita exterior tiene al menos una flecha simétrica, entonces D tiene seminiicleo no vacio.

Demostracion. Se demostrara que existe u € V (D), tal que el conjunto {u} es un semindcleo de D.
Claramente, se tiene que para todo u € V (D), el conjunto {u} es independiente.
Ahora supdngase que en D no existe ningtn vértice tal que cumpla con la segunda condicién
de seminiicleo, es decir que para cualquier vértice u € V(D) existe v € V(D) tal que (u,v) € F(D),

pero (v,u) ¢ F (D).
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Suponiendo lo anterior, se construye la siguiente sucesion de vértices: tomese u; € V(D). En-
tonces existe uy € V(D) tal que (uj,up) € F(D), pero (ua,u;) ¢ F(D); para u, existe uz € V(D) tal
que (up,u3) € F(D), pero (u3,up) ¢ F(D). Andlogamente, para uz existe u4 tal que (u3,us) € F(D)
pero (ua,u3) ¢ F(D), y continuando de esta manera, se construye una sucesion de vértices {u, }nen,
de D tal que para cada uy, existe u,+1 € V(D) con (uy,u,+1) € F(D), pero (up+1,u,) ¢ F(D), para
toda n € N. En esta sucesion de vértices, se presentan dos posibles casos:

1. En la sucesion {uy, },cn existe u; = u; para i # j. Entonces la subsucesion

(Lti,ui+1,--.,uj_],1/lj = ui)

es un camino dirigido cerrado, el cual contiene un ciclo dirigido que por construccién no tiene
ninguna flecha simétrica; lo que contradice la hipétesis del teorema.

2. Si la sucesion {uy,},en es una trayectoria infinita exterior que, por contruccién, no tiene
flechas simétricas, lo que contradice la hipétesis del teorema.

Por lo tanto, como en cualquiera de los dos casos se da una contradiccion, se concluye que

existe u € V(D) tal que el conjunto {u} es un semintcleo de D. O

Este teorema es justo, porque si omitimos la hipétesis de que todo ciclo dirigido tenga al meos
una flecha simétrica, el teorema ya no se cumple: tomese como ejemplo la siguiente digrafica
infinita:

Ejemplo 4.24. Sea D¢, la digrafica definida por V(Dc;,) = {u;,vi,wili € N} y

F(Dcs) = {(uiaui—i-l)v (”i+1>ui)7 (Vivui)v (W,’,V,’), (uiawi)’i € N}

Obsérvese que la digrafica D¢, no tiene semintcleo no vacio, pues si (por contradiccion), supo-
nemos que la digréfica si tuviera seminucleo no vacio, un elemento de este tendria que pertenecer a
algun ciclo dirigido de longitud tres, por lo que tendria que ser semindcleo de dicho ciclo dirigido,
lo cual no es posible, y por lo tanto, D¢, no tiene seminucleo no vacio.

Tambien, el teorema es justo en el sentido de que si eliminamos la hipdtesis de que toda
trayectoria infinita exterior tenga al menos una flecha simétrica, el teorema tampoco se cum-
ple, como es en el caso de la digrafica D*, la cual, como es una digrafica semicompleta, el se-
minucleo tendria que constar de un sdlo vértice; pero por la deifiniciéon de D*, para cualquier
u, € V(D*), (up, ) € F(D*) sim >ny (uy,u,) ¢ F(D*), es decir, {u,} no es seminicleo de
D*, y por lo tanto, esta no tiene semintcleo distinto del vacio.

Teorema 4.25. [9]] Sea D una digrdfica infinita. Si todo ciclo dirigido de longitud 5 y toda trayec-

toria infinita exterior tiene al menos una flecha simétrica, entonces D es niicleo perfecta.
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Demostracion. Sea H una subdigréfica inducida de D, entonces se tiene que:

1. H es una subdigréfica finita o

2. H es una subdigréfica infinita

Para el primer caso, como en D todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica, entonces
en H todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica, y por lo tanto, por el teorema[@d.15] H
tiene semintcleo no vacio.

Para el segundo caso, como en D todo ciclo y trayectoria infinita exterior tienen al menos una
flecha simétrica, entonces en H se cumplen las mismas condiciones y se tiene que por el teorema
anterior, H tiene seminudcleo no vacio. Por lo tanto, D es nicleo perfecta. O]

El teorema es justo, porque si eliminamos la hipdtesis de que todo ciclo tenga al menos una
flecha simétrica, la digrafica D¢, es un ejemplo de que el teorema ya no se cumple; pues en Dc,
hay ciclos dirigidos de longitud tres, los cuales como ya vimos, no tienen seminucleo distinto del
vacio, y por lo tanto, D¢, no es ntcleo perfecta.

Adicionalmente, si en este mismo teorema, eliminaramos la hipétesis de que toda trayectoria
infinita exterior tenga al menos una flecha simétrica, D* sigue siendo un ejemplo de que el teorema
ya no se cumple, pues como ya se menciond anteriormente, la misma no tiene semintcleo no vacio,
y por lo tanto, D* no es nucleo perfecta.

Teorema 4.26. [9] Sea D una digrdfica infinita y semicompleta. Entonces D es niicleo perfecta

si y solo si todo ciclo dirigido de D y toda trayectoria infinita exterior tiene al menos una flecha

simétrica.

Demostracion. Supéngase que D es niicleo perfecta y sea C = (uy,uy,up,...,u, = up) un ciclo
dirigido de D.

Entonces D[V (C)] también lo es, es decir que cualquier par de vértices de D[V (C)] son adya-
centes, por lo que el semintdcleo de D[V (C)] consta de un sélo vértice.

Sea u; € V(C) tal que el conjunto {u;} es un semintdcleo de D[V (C)]. Entonces, como (u;, uj+1) €
F(C), debe existir (u;41,u;) € F(C) y por lo tanto en C existe al menos una flecha simétrica.

Anélogamente, sea la sucesion de vértices {u, },cn una trayectoria infinita exterior. Llamese 7
dicha trayectoria infinita exterior, y tdmese D[V (7)]. Como D es nicleo perfecta, D[V (T*)] tiene
seminucleo no vacio y ademds también es semicompleta, por lo que su seminucleo debe constar de
un solo vértice.

Sea u; € V(T*) tal que el conjunto {u;} es un seminicleo de D[V (T*)|. Entonces como

(uj,uir1) € F(T*), debe existir (u;y1,u;) € F(T*) y por lo tanto, en 7 existe al menos una flecha
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simétrica.
Reciprocamente, si todo ciclo dirigido de D y toda trayectoria infinita exterior tiene al menos
una flecha simétrica, por el teorema anterior, D es nucleo perfecta. L]
La siguiente digrafica es un ejemplo de que si en el teorema se elimina la hipétesis de que todo
ciclo dirigido tenga al menos una flecha simétrica, el resultado ya no se cumple:
Ejemplo 4.27. Sea D¢ una digréfica tal que V(D¢) = {u;|i € N} y

F(Dc) = {(ui,uiz1, (u3,ur), (uguj)|ik, j € N tales que 3 <k <n},

como se muestra en la siguiente figura.

La digrafica D¢ es semicompleta, donde toda trayectoria infinita exterior tiene al menos una
flecha simétrica, pero tiene el ciclo de longitud tres (u;,uz,us,u; ), el cual no tiene flecha simétrica,
y como ya se vid anteriormente, no tiene seminucleo. Por lo tanto, D¢ no es nicleo perfecta.

Finalmente, si se elimina la hipétesis de que toda trayectoria infinita exterior tenga al menos
una flecha simétrica, la misma digrafica D* es un ejemplo de que el teorema ya no se cumple.
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5. Una generalizacion del Teorema de Duchet

En este capitulo daremos a conocer un resultado nuevo que prueba la existencia de conjuntos
absorbentes de tamafio a lo mas k en digraficas semicompletas.

Se dice que una digrafica D es m-coloreada en flechas si existe una coloracién de sus flechas
con a lo mas m-colores. Sea D una digréfica m-coloreada, una trayectoria es monocromética en D
si todas sus flechas tienen el mismo color. Diremos que un conjunto S C V(D) es independiente
por trayectorias monocromaticas si para cualesquiera u,v € S no existe una trayectoria dirigida
monocromatica entre ellos. Diremos que un conjunto S C V(D) es absorbente por trayectorias
monocrométicas siempre que para cada x € V(D)\S existe una xw-trayectoria monocromatica para
algin w € S. Y diremos que un conjunto K C V(D) es un nicleo por trayectorias monocromaticas
de D si K es independiente y absorbente por trayectorias monocromaticas.

Dada una digrifica D m-coloreada en flechas, la cerradura de D se define como la digrafica
C(D) que tiene como conjunto de vértices V(C(D)) = V(D) y uv es una flecha de color i en C(D)
si y s6lo si existe una uv-trayectoria dirigida monocromatica de color i en D.

La siguiente observacion es util para los propdsitos de este capitulo.

Observacion 5.1. Sea D una digréfica m- coloreada. D tiene nucleo por trayectorias monocromati-
cas si y solo si C(D) tiene niicleo. S6lamente obsérvese que existe uv— flecha en C(D) si y sélo si

existe uv- trayectoria monocromdtica dirigida en D.

Definicion 5.2. Sean D y H digraficas, D una digréfica sin lazos, H posiblemente con lazos. Una
H-coloracién de D es una coloracion de las flechas de D con los vértices de H, es decir, los
vértices de H son colores, y a cada flecha de D le asignamos un color de los vértices de H. Sea
{: F(D) — V(H) una H-coloraci6 n de D; un camino dirigido C = (xg,x1,...x,) es un H-camino
(H-trayectoria, H-ciclo) si ({(xo,x1,), & (x1,x2)...,&(x4—1,%,)) es un camino en H. Un conjunto
K C V(D) es H-independiente por trayectorias (por caminos) si para cualesquiera vértices x,y € K,
no existe una H-trayectoria (H-camino) entre ellos. Diremos que K C V(D) es H-absorbente por
trayectorias (por caminos) si para cada x € V(D)\K existe z € K y una H-trayectoria (H-camino)

de x a z. Y diremos que K es un H-nucleo por trayectorias (por caminos) si K es H-independiente
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y H-absorbente por trayectorias (por caminos).
La H-cerradura por trayectorias (por caminos) de D denotada por (p (D) se define como sigue:
V(Cu(D)) =V (D) y (u,v) € F({u(D)) siy sélo si existe una uv — H trayectoria (H - camino)

La siguiente observacion serd de gran utilidad en el resto del capitulo, y se usara sin necesidad
de mencionarla.

Observacion 5.3. Sean D y H digraficas, donde D es una digrafica H-coloreada; D tiene H-nucleo
por trayectorias (por caminos) si y so6lo si su H-cerradura por trayectorias (por caminos) tiene

nicleo.
Denotaremos por Ty (12, x) = T la digréfica definida como sigue: V(T) = {1,2,...k+1},y
parai < j, (i,j) € F(T)siys6losi j—i<k,y T, k=T sedefine como sigue:
V(T)={1,2,...} =Nypara (u,v) e F(T)siysélosiu<vyv—u<k
El siguiente lema ser4 util para la prueba del teorema principal.
Lema 5.4. Sea D una digrdfica semicompleta, posiblemente infinita. Si D no posee conjuntos ab-

sorbentes de tamario a lo mds k, entonces Asym(D) posee una subdigrdfica isomorfa a Ty, (12,0 k) =

T.

Demostracion. Procederemos por induccidn sobre k. Si k = 1, entonces D no posee absorben-
tes de tamafio 1, por lo que para todo v € V(D), existe u € V(D)\{v} tal que uv € F(Asym(D)).
Asi T = (v,u) es isomorfo a Ty(1y es la subdigrifica que buscamos. Supongamos ahora que to-
da digrafica semicompleta (infinita) sin absorbentes de tamafio a lo mas k posee una 7 112, x)
como subdigréfica inducida en Asym(D).

Sea D como en las hipétesis, sin conjuntos absorbentes de tamafio a lo méas k£ + 1. Por hipéte-
sis de induccion, sabemos que Asym(D) posee una subdigrifica inducida isomorfa a Ti 112,45
digamos T = (vi,v2,...,Vks1). Como S = {v,vz,...vs1} no puede ser absorbente y D es se-

micompleta, existe w € V(D)\S tal que viw € F(Asym(D)). Asi T' = D[SU{w}] C Asym(D) y

T' = Tio(10,.. kt1) O

Teorema 5.5. Si D es una digrdfica semicompleta, posiblemente infinita, y existe k € N tal que todo
ciclo dirigido de longitud | > 2k + 1 y toda subdigrdfica isomorfa a T.,(1 2. k) poseen una flecha

simétrica, entonces D contiene un conjunto absorbente S con |S| < k.

Demostracion. Sea D semicompleta (infinita) sin conjuntos absorbentes de tamafio a lo més k.

Supongamos que D no posee una subdigrafica isomorfa a 7,1 5, 1) sin flechas simétricas.
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Sea m el mayor entero tal que Asym(D) contiene una subdigréfica H isomorfa a T,,,(1 5 x)- Por
el lema anterior, sabemos que m > k+ 1. Sean x1,x3,...x, los vértices de H en el orden dado por
Tn(12,..k)- Como el conjunto S = {x;, 11, -, X} nO puede ser absorbente en D, existe y € V(D)\S
tal que (x;y) € F(Asym(D)) para toda i € {m—k+1,...,m}. Notemos que por la eleccién de m,
y€V(H).Y como (xjxy,_+1) € F(D) paratoda j € {m—2k+1,...,m—k}; lo que implica que
y € V(H)\{Xm—2k+1,---%m} porloque y=x;con j € {1,2,...m—2k}.

Porlo tanto C = (y =xj,Xj41,...,Xm,) €s un ciclo de longitud / > 2k + 1 sin flechas simétricas.

]

Teorema 5.6. Sean D y H digrdficas, si D es una digrdfica semicompleta posiblemente infinita H -
coloreada tal que todo ciclo de longitud | = 2k+ 1 es H-coloreado y toda subdigrdfica isomorfa a
To(12,... k) POSee una flecha simétrica, entonces D tiene un conjunto H-absorbente por trayectorias

(caminos) de cardinalidad a lo mds k.

Demostracion. Afirmamos que Cy (D), la H-cerradura por trayectorias (por caminos) de D posee
un conjunto absorbente de cardinalidad a lo més k.

Primero veamos que todo ciclo en Cy(D) de longitud > 2k + 1 posee una flecha simétrica.

Supongamos por contradiccion que existe C un ciclo de longitud [ > 2k + 1 tal que C C
Asym(Cn(D)).

Observemos que C es un ciclo en D. Sea C = (x1,x2,...,X;,x1), por definicién de Cy (D), como
xixi+1 € F(Asym(Cy (D)), existe una x;x;;| H-trayectoria (camino) en D, pero no hay una x;; x;
H-trayectoria (camino) en D; en particular la flecha x;;1x; ¢ F(D) y dado que D es semicompleta
xixiy1 € F(D), Asi, C C D. En [7] H. Galeana y S. Rajsbaum demostraron que si 7 es un torneo
hamiltoniano, con ciclo hamiltoniano C, para cada 3 < m < n— 1 existe un ciclo de longitud m que
intersecta a C en al menos una arista.

Consideremos 7" un torneo en D generado por C.

Sil=2k+1yaque C C Dy por hipétesis C es un H-ciclo, se sigue que Cy(D)[{x1,x2,...X}]
es una digréifica completa y por lo tanto, C posee una flecha simétrica.

Sil > 2k+ 1, de la observacion anterior sabemos que existe un ciclo C7 de longitud 2k + 1 que
intersecta a C en al menos una flecha, digamos uv. Como C’ C D y por lo tanto es un H-ciclo,
Cy(D)[V(C)] es una digréfica completa; por lo tanto, uv es una flecha simétrica en Cy (D), lo que

contradice que C C Asym(Cg(D)).
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Ahora veamos que si Cy(D) contiene una subdigrafica T =2 T.(12,..k)> T tiene una flecha
simétrica en Cy (D).

Supongamos por contradiccion que T C Asym(Cg (D) ). Observemos que si uv € F(AsymCy (D)),
entonces uv € F(Asym(D)) yaque uv € F(Asym Cy (D)) siy s6lo si hay una uv H- trayectoria (ca-
mino) en D y no hay una vu-trayectoria (camino) en D, en particular vu ¢ F(D); y como D es
semicompleta, tenemos que uv € F(Asym(D)). Por lo tanto T C Asym(D) lo cual es una contradic-
cion, por lo que todo ciclo dirigido de longitud [ > 2k + 1y toda subdigrafica isomorfa a T,y 5 x)
en Cy (D) poseen una flecha simétrica. Se sigue del Teorema 5.5 que Cy (D) contiene un conjunto
absorbente S con |S| < k.

Finalmente, de la definicién de Cy (D), podemos concluir que S es un conjunto H-absorbente

por trayectorias (caminos) de cardinalidad a lo més k. U

Corolario 5.7. Si D es una digrdfica semicompleta finita, m-coloreada tal que todo ciclo de lon-
gitud | = 2k + 1 es monocromdtico, entonces D tiene un conjunto absorbente por trayectorias

monocromdticas de cardinalidad a lo mds k.

Demostracion. Consideremos H la digrafica de orden m, con conjunto de vértices V = {vy,va,..., v}
y conjunto de flechas F = {v;v; : i € {1,...m}} y sea { una H-coloracién de D. Observemos que
toda H-trayectoria (camino) en D es una trayectoria monocromadtica. Del teorema anterior, se sigue
que D posee un conjunto H-absorbente S de cardinalidad a lo mas k, y por tanto lo S es absorbente

por trayectorias monocromaticas. ]
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Conclusion

En este trabajo expusimos un resumen de resultados sobre la existencia de conjuntos absorben-
tes en digraficas, principalmente en digrificas semicompletas. También presentamos y demostra-
mos resultados nuevos que obtuvimos sobre la existencia de conjuntos absorbentes de tamafio a lo
mas k, tanto en digrificas como en digraficas H-coloreadas.
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