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Resumen

Por medio de esta tesis se estudia la reaccion quimica, difusion y conveccion de
masa de un sistema de recubrimiento en el cual una especie se encuentra en un
fluido entre dos cilindros concéntricos, los diametros de los cilindros para el caso de
esta tesis se consideran muy grandes, y el diametro del cilindro menor se aproxima
al didmetro del cilindro mayor por lo que se puede considerar que el fluido se
encuentra entre placas paralelas, el cilindro de menor didmetro presenta

movimiento con direccidn hacia las manecillas del reloj con velocidad constante.

Se presenta la ecuacién que representa los fendmenos de transferencia de masay
reaccion quimica de primer orden en forma adimensional del sistema, la cual es una
ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden y parabdlica, su variable
dependiente es el perfil de concentraciones. Aparece la funcion de perfil de
velocidades la cual es una ecuacion cuadratica a causa de la presion del sistema,
gue se sustituira en la ecuacion diferencial de difusion de masa. Posteriormente, se
supone la solucidn al perfil de concentraciones de acuerdo al método de separacion
de variables, y al sustituirla en la ecuacion diferencial de difusion de masa, se aplica
el método de separacion de variables resultando dos ecuaciones diferenciales mas
simples, una con respecto a la diferencia de didmetros la cual se resuelve y resulta
una funcion cilindrica parabdlica, y otra ecuacion con respecto a la circunferencia

del sistema la cual se resuelve de acuerdo al teorema de Sturm-Leuville.
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Nomenclatura

U: Velocidad caracteristica del fluido

ux: velocidad en la direccion x

Cso: Concentracion inicial de la especie B

Cg: Concentracion de la especie B en cualquier punto del sistema
Ho: Distancia total de la separacion radial de ambos cilindros
y: Separacion radial de ambos cilindros

Lo: Didmetro promedio total de los cilindros.

X: Didmetro del promedio de los cilindros

D: Difusividad masica

k: Constante de reaccion quimica

d: Diametro de un tubo

Das: Coeficiente de difusion de masa

P: Presion dentro del sistema

Pam: Presion atmosférica

t: Tiempo

Letras griegas
p: Densidad

W: Viscosidad
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NUmeros adimensionales

NUmero de Reynolds

El nimero de Reynolds es un numero adimensional utilizado en mecénica de
fluidos, disefio de reactores y fendbmenos de transporte que relaciona las fuerzas
inerciales y fuerzas viscosas, por lo que con esta relacion se puede deducir si el
fluido es de tipo laminar o turbulento. Esto puede ser interpretado de la siguiente
manera: cuando las fuerzas viscosas son dominantes (en el caso del flujo lento y
bajo numero de Reynolds) el fluido puede mantener todas las particulas alineadas,
en este caso se trata de flujo laminar. También un bajo nimero de Reynolds indica

gue el fluido es muy viscoso, y sus efectos de inercia son insignificantes.

Cuando las fuerzas inerciales dominan sobre las fuerzas viscosas (cuando el fluido
fluye muy rapido y tiene gran nimero de Reynolds) se trata de un flujo turbulento.
La relacion de fuerzas que representa el nimero de Reynolds se muestra a

continuacion.

fuerzas inerciales
Re =

fuerzas viscosas

La relacién que existe entre estas fuerzas se puede expresar por medio de los

siguientes términos.

vd
Rezp—
u

Donde p representa la densidad, V la velocidad de flujo, d el diametro del tubo, y
finalmente p la viscosidad.

(Sclichting Herrmann, 2000)



Numero de Schmidt

El nimero de Schmidt es un nimero adimensional que relaciona la difusividad de
momentum con la difusividad de masa, este nUmero adimensional usualmente es

usado en los analisis de sistemas con trasferencia de masa.

Este numero adimensional es (til para caracterizar fluidos en los cuales ocurren
procesos en el cual interviene la transferencia de momentum, difusion de masa y

conveccion

tasa de difusion viscosa

c= ——— -
tasa de difucion masica

Puede expresarse por medio de los siguientes términos

Donde D representa la difusividad masica.

(Neutrium, 2014)

Numero de Peclet de masa

El nimero de Peclet, fue llamado asi por el fisico francés Jean Claude Eugéne
Péclet, existe un numero de Péclet que considera fenbmenos masicos y otro sobre
fendmenos térmicos, el nimero de Péclet esta definido como la relacion de la tasa

de difusién (de masa o energia) y un gradiente de velocidad.

En problemas de transferencia de masa, el nimero de Péclet es el producto del
namero de Reynolds el cual describe el régimen del flujo, y el nUmero de Schmidt
el cual es usado para caracterizar el flujo del fluido y sus procesos simultaneos de
momentum, difusion de masa y conveccién. Con este nimero es posible deducir si

en el sistema predominan los fendmenos convectivos o los procesos difusivos.



El nimero de Péclet se representa como se muestra a continuacion

_ UH?
"~ LDyg

Pe,,

(Glasstone & Sesonske, 1994)

NUmero de Damkohler |l

El nimero de Damkdhler es una proporcion para determinar si las tasas de difusion
0 las tasas de reaccién quimica predominan en el sistema, para definir una
distribucion quimica en estado estable en las escalas de longitud y tiempo de

interés. Lo cual se expresa de la siguiente manera

tasa de reaccion quimica
tasa de difusion de masa

ap

O lo que es lo mismo

tiempo de difusion de masa

ap = >, .
'™ tiempo de reaccién quimica

La ecuacién que se muestra a continuacion representa al nimero de Damkdhler |l
en términos medibles del sistema.
HZ2k

Da” -
AB

(Fitzgerald, 2014)



Introduccion

La aplicacién de la reologia ha sido esencial para el desarrollo de las siguientes
areas: aeronautica, tratamiento de contaminantes, industria de los plasticos y
cualquier area que necesite tratamiento de mecanica de fluidos y mecanica de

solidos.

En el caso de esta tesis, se estudia el proceso de recubrimiento en el cual se usa la

reologia para modelar al fluido que se encuentra en el proceso.

Existe una gran variedad de recubrimientos de acuerdo al material en el cual sera
aplicado o los propésitos de este proceso. Los recubrimientos mas Utiles y mas
usados en la industria son de polimeros, estos recubrimientos son liquidos cuando
son formulados, pero cuando se plastifican se forma una pelicula delgada sobre el

material que se recubre.

Los recubrimientos tienen las siguientes funciones: proteger la superficie del
material contra dafios externos, mejorar el aspecto del producto, aumentar la
resistencia al desgaste y reducir la friccion de la superficie. (Julia M. Irtiz Reyes,
2013)

Se ha estudiado a lo largo de los afios las reacciones quimicas entre polimeros, y
se han clasificado de muchas formas, para el estudio de esta tesis se usa un tipo
de reaccién quimica sencilla, la cual solo considera la concentracidn de los reactivos

y la constante cinética.

A través de la investigacion del campo de la deformacion de fluidos, en reologia se
desarrolla una relacién consecutiva o0 un modelo matematico para obtener las

funciones materiales o propiedades que caracterizan el material.

Las funciones materiales y relaciones consecutivas se usan de acuerdo al sistema

de estudio y la informacién que tenemos sobre él.

Los objetivos principales del estudio de un sistema en mecénica de fluidos por

medio de ambos métodos son:
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e Predecir el comportamiento macroscopico del fluido en condiciones de
proceso para lo cual se hace uso de las relaciones constitutivas y de las
funciones materiales.

e Entender la microestructura del fluido y evaluar los efectos de varios factores,

para esto se comparan las funciones materiales o propiedades reoldgicas.

Los fluidos son todos los liquidos, gases y otras sustancias de composicion mas
compleja tales como emulsiones, suspensiones, pastas y polimeros fundidos. Los
fluidos son capaces de deformarse continuamente cuando estdn expuestos a

fuerzas externas.

Los fendmenos de transporte siempre tienen lugar en aquellos procesos conocidos
como procesos de transferencia, en los que existe el movimiento de una propiedad
ya sea de masa, momento o energia, en una o varias direcciones bajo la acciéon de

una fuerza impulsora. Al movimiento de una de estas propiedades de se llama flujo.

Los fenomenos de transferencia de masa nos permiten estudiar la concentracion de
los reactivos del sistema dentro un proceso en el que haya un gradiente de

concentraciones.

Para el modelamiento de algun proceso con fenGmenos de transporte. Se estudia

cada uno de los fendmenos en dos partes

1. Se calcula la solucién de la ecuacion diferencial que gobierna el proceso
2. Se simulan los fendmenos a partir de mecanismos basicos simples. La
simulacion nos permitira explicar las facetas esenciales de la descripcion

matematica del fendbmeno en cuestion.

(Abrahan A., 1989) , (Barnes, Hutton, & Walters, 1989), (Darby, 1996)

11



Antecedentes

Este trabajo esta basado en la tesis de maestria Recubrimiento de superficies con
fluidos Newtonianos y no Newtonianos con reaccion quimica del Doctor Leonardo
Soria, en la cual se estudioé un sistema entre placas paralelas dentro de las cuales
se encuentran dos fluidos A y B, donde A est4 en gran concentracion dentro del
sistema y B presenta una concentracién mucho menor, supuso que Ay B presentan

la siguiente reaccion quimica
A+B - C

Siendo la reaccidn anterior irreversible, considerando que la concentracion de A es

mucho mayor que la concentracion B se obtiene que la rapidez de reaccién es
RB = _kch

Se hizo uso de la ecuacién de continuidad para coordenadas rectangulares con
densidad y coeficiente de difusién constantes y dadas las propiedades del sistema
se lleg6 a la siguiente ecuacion

U 0Cy _ ) 62CB+R

H, y ax  AB y? B
Fue sustituida la ecuacion de Rs en la ecuacioén anterior, y se aplicaron las siguientes

relaciones adimensionales

C Y
n=-t

Cgo

Dando como resultado la siguiente ecuacion

00 1 90 Day,
Yo = Pe,, dn? Pe,,

El Doctor Soria supuso un perfil de velocidades ¢ constante para el caso de
recubrimiento con reaccion quimica, para el caso de esta tesis se usara la
siguiente ecuacion del perfil de concentraciones la cual tiene un comportamiento

cuadratico causado por la presion del sistema, y la cual también se obtuvo por

12



medio de la tesis de maestria del Doctor Leonardo Soria para el caso de

recubrimiento sin reaccion quimica.

*

P
@:7(T12—T])+1

(Leonardo S. R., 2016)
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Objetivos

Modelar un sistema de recubrimiento entre placas paralelas con fenbmenos
de transporte de masa, reaccion quimica de primer orden y con un perfil de
concentraciones cuadratico.

Resolver la ecuacion diferencial del perfil de concentraciones que modela el
recubrimiento de un fluido Newtoniano, y los fendmenos de transferencia de

masa.

14



CAPITULO 1

RECUBRIMIENTO, REACCION QUIMICA Y
FENOMENOS DE TRANSPORTE DEL

SISTEMA

15



Proceso de recubrimiento

El proceso de recubrimiento es la aplicacion de un espesor finito de un polimero
sobre algun material. (Universidad Tecnolégica de Pereira , 2015). Los
recubrimientos son utilizados para modificar las propiedades de la superficie del
material y asi mismo obtener una mejora en algin proceso, o para realizar una
funcion en especifico recubrimientos funcionales, en muchas de las aplicaciones, la
capa delgada de recubrimiento es suficiente para determinar las propiedades de

todo el sistema.
Tipos de recubrimiento:

e Recubrimientos duros de piezas moviles del motor.

e Recubrimientos antirreflejantes y antihumedad para lentes, visores, espejos,
ventanas, etc.

e Capas activas y funcionales de discos 6pticos.

e Capas magnéticas para discos duros, etiquetas magnéticas, etc.

e Sensores (utilizado en diversos sectores industriales)

(Albella, 2003)

Perfil de velocidades para un fluido laminar

La llustracion 1 muestra un sistema de un fluido contenido entre dos placas muy
grandes y paralelas, separadas entre si por una distancia muy pequefia Y, es un
sistema en reposo en t<0, y al t=0 la lamina inferior se pone en movimiento en
direccién del eje x dada por una fuerza constante, el sistema llega a estado
estacionario y se establece un perfil de velocidades como se muestra en el ultimo

dibujo de la llustracién 1.

(Bird, Stewart, & Lightfoot, 2013)

16
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llustracion 1.- Representacion del perfil de concentraciones de un flujo laminar

Imagen extraida de (E.B. Bird; W.E Stewart; E.N Lightfoot 2013, Formacién del perfil de velocidad
en estado estacionario para un fluido contenido entre dos |ldminas [Figura 1.1-1] Recuperado de:
fendmenos de transporte

Difusion de masa

La difusion masica es el movimiento de moléculas a través de un fluido por medio
de los desplazamientos individuales y desordenados, debido a una diferencia de
concentraciones. Las velocidades de los componentes individuales que se difunden
en la mezcla son distintas, existen varios métodos adecuados para promediar las
velocidades de todos los componentes con el fin de obtener la velocidad local de la
mezcla. La difusién puede ocurrir en sistemas de fluidos estancados o en fluidos

en movimiento, pueden ser liquidos, gases, o con menor frecuencia en sélidos.

Las moléculas de la sustancia disuelta en el medio se mueven de los puntos de

mayor concentracion hacia los de menor concentracion.

17



En la llustracién 2 se observa un ejemplo de difusion en la cual la trayectoria de la
particula A que se mueve al difundirse del punto 1 al punto 2 a través de las

particulas B

llustracion 2.- Representacion del sistema de difusion

Imagen extraida de (Masciarrelli Roque; Stancich Silvia; Stoppani Fernando, 2012, Diagrama
esquematico del proceso de difusion molecular. Recuperado de:
https://www.frro.utn.edu.ar/repositorio/catedras/quimica/4_anio/ingenieria_reaciones/Transfer
encia_de_Materia.pdf

El factor que mas influye en este fenomeno es el gradiente de concentraciones de
la especie que se esta difundiendo en el medio, que la mayoria de las veces se
representa como dc/dx, el cual representa la concentracién de la especie que se
esta difundiendo en una direccion de interés definida por x, la difusion también
puede ser originada por un gradiente de presion, de temperatura, o por la aplicacién

de una fuerza externa.

(Masciarelli, Stancich, & Fernando, 2012)
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Conveccidon masica

La conveccidn es el arrastre de una especie quimica en un medio liquido, si un
sistema solo presentara este proceso, la especie quimica viajaria a la misma
velocidad del medio, y el perfil de concentraciones de la especie quimica seria

constante.

La conveccidén esta presente en procesos tales como crecimiento de cristales,
disefio de intercambiadores, procesos de destilacién, sistemas de proteccion

térmica, etc.

Existen dos tipos de conveccion la natural y la forzada

Conveccion forzada

En este tipo de conveccion, el fluido se mueve bajo la influencia de una fuerza
externa (diferencia de presiones) es en el caso de transferencia de liquidos por

bombas, o0 en el caso de gases por medio de compresores.

Conveccion natural

En este caso, la conveccion ocurre por el desarrollo de corrientes, si hay algun
cambio de densidad dentro de la fase fluida. La variacion de la densidad puede ser
causada por diferencias de temperatura o por una gran diferencia de

concentraciones.
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Tasa de conveccion

La ecuacion de la tasa de conveccion de transferencia de masa (natural o forzada)

Se presenta a continuacion.
Ny =k AC,
Donde:
Na: Flux molar o de masa de la especie A, promedio relativo.
Kc: Coeficiente de transferencia de masa convectivo

ACa: Es la diferencia de concentraciones entre la concentracion del limite de la
superficie y la concentracion promedio de la difusividad de las especies en

movimiento por la corriente del fluido.

En la llustracion 3 se muestra el fendmeno de conveccidén masica.

o

L

llustracion 3.-Sistema que solo presenta conveccion

La llustracién 3 representa como la especie representada de color azul es arrastrada
por la corriente, presentando movilidad a lo largo del sistema hacia donde se dirige

el flujo.

20



Difusion de masa y conveccién

Si en un punto de un medio sin flujo depositamos cierta cantidad de una fluido (tinta
morada), después de algin tiempo se observara que el punto inicial se habra
ampliado y difuminado. Esto ocurre cuando los procesos de difusion de masa y

conveccion de masa ocurren simultaneamente como es el caso de la llustracion 5.

Es importante distinguir visualmente los fenémenos de difusion de masa y
conveccion de masa, en la llustracion 4 se muestra dos vasos los cuales se
encuentran en reposo, y a ambos se les afiadié una pequefia cantidad de tinta
morada. En el vaso del lado derecho muestra la presencia de conveccién de masa,
se observa como la tinta recorre una trayectoria sin casi expandirse la tinta. En el
vaso del lado izquierdo la tinta morada se expande recorriendo menos trayectoria
gue en el caso del vaso derecho. Es evidente que ambos vasos presentan los dos
fendmenos, pero en cada vaso predomina en mayor proporcion solo el fenémeno

de masa ya mencionado.

llustracion 4.- Proceso de conveccion y difusion por separado

[lustracién 4 extraida de (Maria Cotto (2011) YouTube [Difusion de tinta y conveccion]
https://www.pinterest.com.mx/pin/186617978295083402/
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En la llustracién 5 se representa un sistema de dos componentes, A es el medio y
B son las particulas representadas de color azul, en el cual se presentan los dos
fendmenos (conveccion y difusion masica) en la misma proporcién, se observa que
la especie B recorre una trayectoria (conveccion de masa), y se va expandiendo a

lo largo del camino recorrido (difusion de masa)

(Roman, 2012)

llustracion 5.- Sistema con transferencia de masa y adveccion

llustraciones 3 y 5 extraidas de (Sanchez San Roman Javier (2012) Transporte de contaminantes
[Figura 1] http://hidrologia.usal.es/temas/Transporte_de_contaminantes.pdf

Propiedades del sistema de estudio

El sistema de estudio consta de un fluido entre dos cilindros conceéntricos, el
diametro de los cilindros es muy grande, y el didmetro del cilindro menor se
aproxima al diametro del cilindro mayor, por lo que se puede considerar que el flujo
se encuentra entre placas paralelas, y la placa de menor diametro se encuentra en
movimiento constante. La llustracion 6 representa el sistema de estudio, y la
llustracion 7 representa el sistema de estudio considerandolo como placas

paralelas.
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@
llustracion 6.- Sistema de estudio
Ho ro
Ro
| |
| Co |

llustracion 7.- Consideracion del sistema de estudio

Imagenes 6, y 7 de dominio del autor de esta tesis

En un punto del sistema entre los cilindros, a la altura de Ho/2 y x=0 hay una especie
B con concentracion Cso que presenta difusion de masa, conveccion y reaccion

guimica de primer orden con el fluido que se encuentra disperso.

Por lo tanto, inicialmente en t<0 cuando el cilindro inferior alin no estd en movimiento

se considera que la concentracion en el sistema de la especie B es cero.

La especie B presenta movimiento a través del flujo del sistema dado por la especie

A, por medio de los fendmenos de transporte

Se considera siempre que los medios en los que tienen lugar los fenémenos de

transporte son continuos.
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El perfil de velocidad de flujo que presenta el sistema tiene un comportamiento
parabdlico, y solo depende de 1 por lo que solo tiene dependencia con la diferencia
de diametros de los cilindros donde se encuentra el fluido, no depende directamente

con la circunferencia del sistema, dicha ecuacion se presenta a continuacion

*

P
¢=>0-n+1

Ecuacion 1

La ecuacion anterior representa el perfil de velocidades de la sustancia B, este perfil
de velocidades es causado por la presion del sistema que se aplica hacia la

direccién de ¢ el cual es constante, y no repercute en n.

En la llustracion 8 se muestra una grafica en la que se observa la relacién del perfil
de velocidades con respecto a n, en n igual a cero es el limite entre la pared del
cilindro de menor diametro con el fluido, y cuando n es uno es el limite donde el
fluido se encuentra en contacto con la placa superior, siendo n igual a 0.5 el flujo

gue se encuentra con la misma separacion con la placa superior y la placa inferior.

1.02

0.98
0.96
0.94
0.92

0.9
0.88

0.86

llustracion 8.- Grdfica de n con respecto al perfil de velocidades
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La llustracion 9 es un dibujo que representa el perfil de concentraciones del
sistema en t>0, en la parte inferior del dibujo se observa la placa que esta en

movimiento, y en la parte superior la placa que se encuentra estética.

|

————__

|V

s

Vo=
Vf, Vmax

llustracion 9.- Perfil de concentraciones del sistema
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CAPITULO 2

Presentacion de soluciones de ecuaciones
diferenciales
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Ecuaciones diferenciales parciales

Una ecuacion diferencial parcial es una relacion donde aparece una funcion
incégnita u con al menos una derivada parcial, ya que como su nombre lo indica

aparecen parciales, entonces u depende de al menos dos variables independientes.

Las ecuaciones diferenciales parciales tienen la forma

ou ou okly okny _ 0
dx,” " 0x, T AxK T Oxphn |

F <x1,x2, e X Uq,
xiVi= 1, 2, -
Se cumple que k;,V,=1, 2, ...,n.S0n enteros positivos

ki+ k2 +...+kn=m

Por ejemplo, la siguiente ecuacion es una ecuacion diferencial parcial

El orden de una ecuacién diferencial parcial es el orden superior de las derivadas

parciales que figuran en la ecuacion.

Asi si x y z son variables independientes, y u=u(x,z) es la funcion buscada . Las
soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales dan como resultado familias de
funciones. Existen ecuaciones diferenciales parciales que tienen conjuntos de

soluciones muy pequefios y en algunos casos nulos.
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Propiedades de las Ecuaciones diferenciales parciales homogéneas

Teorema 1

Si u(x,y) es la solucion de la ecuacion diferencial homogénea L[u]=0, entonces
ku(x,y) es también solucién de la ecuacion homogénea para toda k que existe en

los reales.
Teorema 2

Si u1(x,y) y u2(x,y) son soluciones de la ecuacion diferencial homogénea L[u]=0

entonces ui(X,y) + uz(X,y) es también solucion de esta ecuacion.
Teorema 3

Si cada una de las funciones ui(x,y), i=1, 2, ...,k es solucion de L[u]=0,

¥k . ciui(x, y) es también solucion de la ecuacién homogénea
Vc€ERconi =1,2,..,k
Teorema 4
Sea L[u]=f(x,y)

a) Si u(x,y) es solucién de L[u]=f y v(x,y) es solucion de L[u]=0, entonces
u(x,y)+v(x,y) es también solucion de L[u]=f

b) Si u(x,y) es solucion de L[u]=f1 y v(X,y) es solucion de L[U]=f2, entonces
u(x,y)+v(x,y) es solucion de la ecuacién L[u]=fi+f> por principio de

superposicion.

(Soria, 2017)
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Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

Las ecuaciones en derivadas parciales son lineales si esta es lineal con respecto a

la funcion buscada y todas sus derivadas que forman parte de la ecuacion.

Sea la ecuacion diferencial parcial de segundo orden

L[ul=f(x.y)

2 2

d“u

2

Uu a°u ou ou
220y + C(x, y)a—yz + a(x, y)a + b(x,y) 3y + c(x, y)ulx, y)

=f(xy)

En una cierta region del plano del sistema

Definicién

Para una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden definimos el

discriminante como
A= B? — 4AC
Y la ecuacion diferencial parcial se clasifica segun el valor del discriminante
Eliptica A= B? —4AC <0
Hiperbdlica A= B? —4AC >0
Parabdlica A= B? —4AC =0

(SPH, s.f.)
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En esta tesis solo se mencionan las propiedades de las ecuaciones diferenciales

parciales lineales parabdlicas de segundo orden.

Se realiza un cambio no singular de los valores independientes
c=exy) ¥y n=9¢&xy) ¢ yn €R

Se obtiene el tipo candnico mas simple de la ecuacion diferencial parcial

Si la ecuacion diferencial parcial es de tipo parabodlica A=0 entonces toma la

siguiente forma

0%u

ou du
e = 0 (e )

.g,%

Aqui ® es una funcién que depende de la funcién buscada, sus primeras

derivadas y las variables independientes las cuales sonny ¢
(Garza & Ortiz, 2013)
(Soria, 2017)

Separacion de variables

El método de separacion de variables es uno de los métodos mas antiguos para
encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferenciales lineales. Reduce la
dificultad de una ecuacion diferencial a problemas de resolucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias, constituye el elemento basico de los métodos de desarrollo
en auto funciones para determinar soluciones de problemas de contorno y de

condiciones iniciales.

En este procedimiento se supone que la funcién buscada u(x,y) es de la forma

ulx,y) =F(x)G(y)

Con esta suposicion se cumple
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ou(x,y)

o F'(x)G(y)
du(x,y) ,
By F(x)G'(y)
0%u(x,y) . )
“oyax F'(x)G'(y)
’ulx,y)
Tz - F'(x)G(y)
0%u(x,y) .,
“oyz =F(x)G"(y)
Y en general
0"u

Ux.xy.y = W(x, y) = F ) (x)G(n—k)(y)

Sustituyendo estas expresiones en la Ecuacion diferencial parcial es posible,

obtener dos ecuaciones diferenciales de més facil resolucion que la funcién original.

Operadores diferenciales

Sea L un operador diferencial lineal actuando sobre funciones diferenciales en un

conjunto y de R"

0 0 6)

L=L(x X1y oo Xp—1;
(V)] ) y‘*n—1» axo ) axl ) raxn_l

La cual se puede expresar de la siguiente forma

!/

Lu = Z a,(x)D%u
a

L efectla derivaciones con respecto a las variables (Xo, X1,...,Xn.1) Y SUS

coeficientes as=au(x) dependen de estas variables.
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Definicion
Se dice que L es un operador separable respecto de la variable xo si puede
descomponerse en suma de dos operadores

L= A+B

De la forma

d d d
A=A<x0;a—x0>, B=B(X1,...,Xn_1;a—x1,...,ax 1)
n—

Es decir A solo efectua derivaciones respecto de xoY sus coeficientes solo dependen

de xo, mientras que B deriva respeto a las variables (xu,..., Xn-1).

Teorema de Sturm-Lioville

El método de separacion de variables aplicado a la resolucion de ecuaciones en
derivadas parciales de segundo orden nos conduce al estudio de problemas de

contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo
ao()u" (x) + a; (x)u'(x) + a, () ulx) = Au(x)
a<x<b

Donde ao, a1, a2: [a,b] son funciones reales continuas. Suponiendo ao(x)<0 y

llamando
00 = R
) =P 2
-8

Sustituyendo las dltimas tres relaciones a la ecuacion inicial queda
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—(pu')' + qu = Asu

Dado un sistema de Sturm-Lioville regular y casi coercivo, se tiene que el conjunto

de sus valores propios es una sucesién creciente de numeros reales
M <A <<y
JlimA, = o
n — oo

Ademas existe una base ortonormal de Ls?([a,b]) formada por funciones propias

{en}mnzl

En el caso en que u € Do = {u € €2 ([a,b]) B1(u)=B2(u)=0} la serie de Fourier

Yn=1 < @, en> ey

B1(u)=B1(y)=0} Son condiciones de frontera homogéneas

Converge uniformemente a y

En general los problemas de valores a la frontera en las ecuaciones
y"'(x) +Ay(x) =0 y(x)=0; y(O)=0
y'(x) +Ay(x) =0 y'(0)=0; y' (D=0

Son casos especiales del siguiente problema

Sea p, q, ry r funciones de valor real continuas es [a,b] y sea r(x) r>0 y p(x)>0

para toda x que exista en el intervalo [a,b]

El valor a la frontera con dos puntos es

d
2 Ty (0] +1a () + Ap(x)] = 0
La ecuacion anterior puede presentarse de la siguiente manera
a;y(a) + B1y'(a) =0

ayy(b) + By'(b) =0
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ay, @z, B, B2 € {R— 0}
En algunos casos se llega a la siguiente ecuacion
y'(x)+ky(x)=0
k € R — {0}
Cuya solucion es
y(x) = Cie™*

Y en otros casos se llega a la siguiente ecuacion, dependiendo del modelo

matematico de estudio

y"'(x) + Ay(x) =0

Cuyas soluciones dependen del valor de A como se muestra a continuacion

A>0 y = cysen(VAx) + ¢, cos(Vax)

Funciones cilindricas parabdlicas

Las coordenadas cilindricas parabdlicas son un sistema de coordenadas
ortogonales tridimensionales que resultan de la proyeccion del sistema de
coordenadas parabdlicas bidimensional en la direccion perpendicular a z.

Las funciones cilindricas parabdlicas también son llamadas funciones de Weber

Whitaker y Watson definen las funciones parabdlicas cilindricas Dv(z) como

soluciones de la ecuacioén diferencial de Weber.

y'(x) + (v +%— %zz>y(x) =0

34



La ecuacion anterior tiene la siguiente forma

2

E-l_ (az?+bz+c)f(z) =0

La ecuacion anterior tiene dos formas estandar
La primera forma estandar es

d*f

P_GZZ +a)f(z) =0

Y la segunda forma estandar

d*f

17 +(4z —a)f(z)—O

Las soluciones par e impar para la primera ecuacion estandar son

Donde ambas ecuaciones tienen funciones hipergeométricas confluentes. Si son
soluciones para la primera ecuacién estandar, entonces la segunda ecuacion
estandar tiene la solucién del tipo
. s . s
y(tia, ze™),y(Fia,ze™ )

Abramowitz y Stegun definen soluciones estandar para la primera ecuacion

estandar como

o=+ Sl e
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A Ll caa O LA DI
r(z-a

Donde

En términos de las funciones de Whittaker y Watson

U(a,z) = D_a_l(z)
2

r (% + a) [sen(na)D_a_%(z) + D_a_%(—z)

V(a,z) = -

Para los enteros no negativos la solucion se reduce a
n z? 7z z?
D,(z) =2 2e 4 H (—) = ¢4 Hen(®
n n \/E
Donde Hn(z) es un polinomio de Hermite y el Hen es un polinomio de Hermite

modificado
Las funciones cilindricas parabdlicas Dy satisfacen las relaciones de recurrencia

Dy41(z) — zD,(z) + vD,_41(2) = 0
1
D', (z) + EZDU(Z) —vD,_4(2)=0
Las funciones cilindricas parabdlicas para integral se pueden definir en términos de

la siguiente funcion
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A

1
D,(z) = ;f sen(nf — z senf)do
0

(Abramowitz, 1972), (lyanaga, 1980), (Spanier, 1987)

Presentacion de casos

La Ecuacion 2 representa los fendmenos de transferencia de masa y reaccion
guimica de primer orden en forma adimensional del sistema, la cual es una ecuacion
diferencial lineal con respecto al perfil de concentraciones de segundo orden y
parabdlica, donde el perfil de concentraciones de la especie B depende de n y de
E.

900 1 02Q Day
Poe = Pey 0n? Pey

Ecuacion 2
El primer término de la Ecuacién 2 corresponde al perfil de velocidades de la especie
B, el cual esta expresado en la Ecuacién 1, al sustituir la Ecuacion 1 en la Ecuacion
2, surge la siguiente ecuacion.

(P*( 2 ) n 1) a0 _ 1 829 Da” Q0
2 0E  Pey 0n? Pey

Ecuacion 3

De acuerdo a la Ecuacién 2 la cual tiene una diferencial de primer orden del perfil
de concentraciones () con respecto a €, y una diferencial de segundo orden con
respecto a n, se supone que la distribucion de concentraciones Q es funcion de €y
n de acuerdo al método de variables separables, con esta suposicion la
concentracion del sistema de la especie B depende de dos distancias medibles, una
con respecto a la diferencia de diametros Ho y la otra con la circunferencia del
sistema Lo, las cuales ya estan expresadas con las relaciones adimensionales ny €.
Se supuso que el perfil de concentraciones tiene la forma de la Ecuacion 4 de

acuerdo a lo mencionado anteriormente.
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2(€n) =E(m)o(e)

Ecuacion 4
Se sustituye la Ecuacién 4 en la Ecuacion 3.
P IEMOE) 1 *(EmO(E) Day
— M2 - 1 = - g
(G -+ 1) T = o L - T (e )
Ecuacion 5

De la Ecuaciéon 5 se sacan las constantes de las derivadas, y solo quedan las

funciones que dependan de sus respectivas derivadas.

P _, ,000(8) _ 0(€) 0*(E(m)) Day
( JEO = -

— M?=m+1 36 "o, anE  Pa, CWO®)

2

Ecuacion 6

Se separa la Ecuacion 6 en las variables € y i por el método de variables separables

P’ . 00©) (1 9*(EW) Day_
(G- +1) 2 =557 = | 5o =g~ e 2 | 0®)

Ecuacion 7
o€y 1 [ 1 aZ(E(rl))_Da,, 1

0 6(€) |\ Pey 0n? Pey = (% Mm?—-n) + 1) Em)

Ecuacion 8

La Ecuacion 8 ya esta separada en las dos variables, € del lado izquierdo de la
ecuacion y n del lado derecho de la ecuacion. Se aplica el método de variables
separables, y se iguala la Ecuacion anterior a menos una constante, por el teorema

del punto pozo que hace que tienda a la solucion.
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o0®) 1 _[ 1 (=w) Day 1 _ a2
€  0(€) \Pey 0n? Pew ™" (%(nz—n)“)ﬂ"(n)

Ecuacion 9

La Ecuacion 9 se separa en dos ecuaciones de acuerdo al método de variables

separables, una ecuacion depende de €y la otra ecuacion de 1.

Funcion que depende de € de la ecuacion del perfil de concentraciones

Una de las dos ecuaciones que sale de la Ecuacion 9 es la Ecuacion 10 que es

funcién de €.

(e®) 1

P IO —¢*

Ecuacion 10

La ecuacion anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden que

cumple con la Teoria de Sturm- Liouville.
La Ecuacién 10 es reacomodada de la siguiente manera
a(e(e)

0€

O

Ecuacion 11

Se multiplica la Ecuacion 11 por la diferencial d€ en ambos lados de la ecuacion.

a(e(9))
%ds - j —d2de
Ecuacion 12
Integrando ambos lados de la Ecuacion 12
In(0(8)) = —€¢* + ¢,
Ecuacion 13

Se despeja O(€) de la Ecuacion 13
@(E) — e—€¢2+cl
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Ecuacion 14

La constante de integracion que aparecio en la Ecuacién 12 puede reacomodarse
de acuerdo a las propiedades de las exponenciales, por lo que la Ecuacién 14

toma la siguiente forma

0(€) = d e &
Ecuacion 15
La Ecuacién 15 es solucion a la Ecuacion diferencial 10, que expresa la parte de la

Ecuacion 9 que depende de €.
Los valores de € van desde 0 a 1 dada la relacion adimensional que representa.

En la Tabla 2 del Anexo se muestra los valores que toma la funcion @(€) cuando
la constante de separacion toma diferentes valores, cuando la constante de
separacion es menor de uno el comportamiento de la funcién es similar a una
linea recta decreciente, pero los valores son muy cercanos, y solo disminuye en
centésimas. Cuando la constante de separacion toma el valor de 1, el
comportamiento de la funcion va en decremento, y a pesar de que el
comportamiento es casi lineal, a partir del valor 0.5 de ¢ la funcidon comienza a
presentar un comportamiento ligeramente exponencial, y finalmente, cuando la
constante de separacién toma valores mayores a 1, la funcion decrece de forma

exponencial, pero los valores decrecen en gran magnitud tendiendo a cero.
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Funcion que depende de n de la ecuacién del perfil de concentraciones

La otra parte de la Ecuacién 9 la cual es funcién de n que salié6 del método de

variables separables aparece a continuacion

1 *(E) Da,, H() 1 e
Pey  on* (P7 (2 —n) + 1) 2(n)

Se reacomoda la Ecuacion 16 para clasificar la ecuacion diferencial

1 az('-' (Il)) Da,,
Pey  0n?

o) | = 42 (02 -+ 1) 20

1 az(u (rl)) Da,,

s+ 7 (5 02 =+ 1) 50 =0

Pey  0n?
1 62(... (rl)) 5 Daj
Pey, [Cl) ( _n)+1)_PeM -

Ecuacion 16

Ecuacion 17

Ecuacion 18

Ecuacion 19

La Ecuacién anterior es una Ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden

gue presenta la forma de la Ecuacion de Weber, por lo que la solucion de la

Ecuacion 19 es la funcioén cilindrica parabolica que se presenta a continuacion.
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><A§/—_1WWW(ZT] — 1))

E() = C1Di< 8ivV2Da , iv2®VPe(P*-8) 8 2§
Z

16\oypPeyp  VP*
3
(—1)7 {2 YPeP*(2n - 1)

3
24

+C2DL< 8iv2Da iWV2®VPe(P*—8) 8>
16\ ovPeVP* VP*

Ecuacion 20

La Ecuacion 20 es una funcién que depende de n que representa como cambia la
concentracion de B a lo largo de Ho. La repercusién de la constante de separacién
en la parte cilindrica parabdlica de la Ecuacién 20 es insignificante ya que aparece
en el denominador y numerador de dos divisiones en la parte cilindrica parabdlica,
por lo que el valor de ® afecta minimamente la frecuencia de oscilaciones. Mientras
gue las funciones que estan multiplicando a las partes cilindricas parabdlicas tienen
el término ® en el numerador, por lo que valores muy pequeiios, disminuiria el rango

en £(n), mientras que valores muy grandes aumentarian este rango.

Solucién al perfil de concentraciones

Al sustituir la Ecuacion 15 y la Ecuacion 20 en la Ecuacién 4 que representa el perfil

de velocidades del sistema resulta la ecuacion que se muestra a continuacion

3
24

4’__14/(1)24/P€4‘/P*(2T]—1)
a2
Q€ ) = dye™® ClDi< 8ivZDa_, iZoVPe(P'~8) 8)(

6\ovpevp VP

(—1)% \d2 YPeVP*(2n - 1)

3
24

+CZDL< 8iv2Da iv2dvPe(P*—8) 8)
16\ o+/PeVP* VP*

Ecuacion 21
Se consideran las constantes C1 y C2 de la siguiente manera
C; =dicg
C, = dqcy

Al sustituirlas en la Ecuacion 21, resulta la siguiente ecuacion
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Y=13/$2VPeyVP (2n - 1))
3

_om2
2(En =e & 1D 1( 8ivV2Da  iv29\/Pe(P*-8) 8)( 2%
2

16\p\PeVP* VP*

(—1)1 492 YPe¥/P (2 — 1)

3
24

+ CzDi< 8ivZDa iV2dVPe(P*—8) 8)
@\/PeVP* VP*

16

Ecuacion 22
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CAPITULO 3

APLICACION DE LAS CONDICIONES A LA
FRONTERA
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Condiciones a la frontera del sistema

Se consideran las siguientes condiciones a la frontera para conocer a las constantes
CiyCe2

Q,0=0

Ecuacion 23
Q¢&,1)=0

Ecuacion 24
Q0,7 =1

Ecuacion 25

De acuerdo a las condiciones de frontera dadas por las Ecuaciones 23 y 24, en la
superficie de los rodillos de mayor y de menor didmetro la concentracién de B es
igual a cero, mientras que la Ecuacion 25 nos indica que en el punto de la
circunferencia del sistema en la cual se coloco la especie B, la concentracion de B

es Ceoy homogénea a lo largo de Ho.
Recordando la ecuacion 4
(g ) =Eme)

La multiplicacién de las funciones Z(n) y ©(€) definidas en las condiciones de las
Ecuaciones 23, 24 y 25 tienen que coincidir con los resultados de dichas

condiciones al aplicarlas en la Ecuacion 4.

A continuacién, aparece la Ecuacién 22 la cual es la solucién de la Ecuacion 4

)(‘%/—T‘{/F‘{/P_e‘i/ﬁ(zn - 1))

a2
(€ ) = e ClDi( 8iv2Da_ 2eVPe(P'=8) 2
2

16\ p\/PeVP* VP~

(—1)7 432 YPe'/P(2n — 1)
3
24

teDy ( 8iv2Da__iyZd\Pe(P*—8) 8)
16\ oyPevP VP
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De acuerdo a la Ecuacion 23, para que la Ecuacion 22 evaluada en n=0 tenga un
valor de cero, la parte algebraica representada por =(n) también tiene que ser

cero, por lo que quedaria la siguiente expresion

VTP Pe P
C1Di< 8iv2Da ,iv2®VPe(P*—8) 8) 3
16\ p\PeVP* VP* 24

(—1) 47 Py

+ CZDL< 8iv2Da iW2®dVPe(P*—8) 8) 3 =0
16\ ovPevP* VP* 24
Ecuacion 26

La segunda condicién a la frontera dada por la Ecuacion 24, al ser aplicada en la
Ecuacion 22 da como resultado la Ecuacion 26, por lo que al aplicar la primera 'y

segunda condicién a la frontera ambas dan la misma ecuacion.

VTR VPe VP
C1Di< 8iv2Da _ iv2o\Pe(P*—8) 8) 3
16\ oyPevp® | VP* 24

3
(—1)= 3/dp2? YPe/P
+ c,D 1( 8ivV2Da i2®\Pe(P*—8) 8) 3 -
oVPeVP VP e

16

Y finalmente, en la dltima condicion a la frontera del sistema de estudio 2 toma el
valor de 1, de acuerdo a la Condicién a la Frontera de la Ecuacion 25 € toma un
valor de cero, y al aplicarlo a la exponencial de la ecuacion que representa a 0(€)
toma un valor de uno, por lo tanto la parte de la funcion que depende de Z(n) tiene
gue ser uno es por ello que se llega a la siguiente ecuacion.

V=13/p2VPeVP*(2n — 1))
3

c1D 1( 8iv2Da , iv2®y/Pe(P*—8) 8)( 3
24

16\ pyPeVP* VP*

(—1)% Vo2 YPeVP*(2n - 1)

3
24

+CzDi< 8iv2Da iv2dvPe(P*—8) 8)
16\ o@\/PeVP* VP*

=1

Ecuacion 27
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Con las Ecuaciones 26 y 27 no es posible conocer a las constantes C1 y Cz es
necesario usar otras herramientas con las que sea posible llegar a ellas. En el
caso de esta tesis solo se dejaran expresadas las 2 ecuaciones que resultaron de

sustituir las condiciones de frontera a la solucién matemaéatica del sistema
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CAPITULO 4

Efecto de los numeros adimensionales y términos
en la Solucion del perfil de concentraciones.
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Analisis y conclusiones del sistema

De acuerdo al método de variables separables la ecuacion diferencial de segundo
orden que representa el perfil de concentraciones de la especie B en la Ecuaciéon 3
que depende de n y €, se separa en dos ecuaciones que dependen de ambas
variables ya mencionadas, se hace un analisis de ambas ecuaciones y

posteriormente de la ecuacién ya integrada con ambas soluciones.

La solucion de 0(€) es una exponencial cuyo argumento es € y ®, en la Tabla 2 del
Anexo se muestra de forma numérica como cambian los valores de @(€) con
respecto a € y @, cuando el valor de ® es menor a uno la conveccion hacia la
circunferencia del sistema es muy grande ya que la concentracion en todo el sistema
es la maxima y es practicamente uniforme, cuando la constante toma el valor de 1
la conveccion se da a lo largo del sistema pero no tan uniforme ni con altas
concentraciones, y finalmente cuando la constante de separacion toma valores
mayores a 1 no existe conveccion en el sistema y practicamente la concentracion

de B a lo largo de la circunferencia es igual a cero.

La solucion de =(n) es una funcion cilindrica parabdlica la cual depende de la
constante de separacion, de los numeros adimensionales Peclet de masa y
Damkohler 11, y de la presion del sistema la cual se considera constante. Mientras
mayores sean los valores del nimero de Peclet de masa y de la constante de
separacion mayor sera la concentracion de B a lo largo de Ho, asi mismo mientras
mayor sea el numero de Damkdhler 1| mayor seria la frecuencia de oscilacion de la
especie B en Ho presentando una mayor concentracion de B en la difusién hacia Ho.
Para estudiar con mayor profundidad el efecto o de estos nUmeros adimensionales
en el sistema se recurre al apartado de esta tesis Numeros Adimensionales en la
gue menciona que el Numero de Damkdhler 1l es una relacion de la tasa de difusion
de masa y la tasa de reaccion quimica, mientras que el Numero de Peclet de masa
es una relaciéon de la tasa de difusién quimica y de conveccién masica. El sistema
al presentar altos valores de los numeros de Damkohler 1l y de Peclet de masa

predomina la difusion y una alta concentracion de la especie B se difumina hacia
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Ho, cuando el numero de Damkohler 1l es pequefio y el nimero de Peclet es grande
el sistema aparte de presentar una gran difusion presenta una alta reaccion quimica
disminuyendo la concentracion de B, cuando el numero de Damkohler Il es grande
y el nimero de Peclet es pequefio la conveccion y la difusion de masa estan en
competencia. Y finalmente, cuando ambos nameros son pequefios la difusion de
masa es baja en el sistema y hay una mayor conveccion y reaccion quimica de B

con el flujo en el que se encuentra disperso.

Al integrarse las dos soluciones en la Ecuacion 22, cuando la constante de
separacion toma valores menores a 1 la conveccion de masa predomina sobre la
difusibn de masa, mientras que a valores mayores a 1 la difusion hacia Ho

predomina en el sistema.

Las variables independientes de la Ecuacion 22 n y € toman valores de 0 a 1 dadas
las relaciones adimensionales que presentan, la variable € tiene mayor impacto en
la ecuacién ya que aparece en un término exponencial que estd multiplicando a toda

la ecuacion, mientras que n aparece en dos términos de forma lineal.
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Anexo

H (i) H p
0 1 0.6 0.88
0.1 0.955 0.7 0.895
0.2 0.92 0.8 0.92
0.3 0.895 0.9 0.955
0.4 0.88 1 1
0.5 0.875

Tabla 1.- Perfil de velocidades con respecto a la relacion adimensional n de longitudes en x

o
E <1 1 >1

0 1 1 1
0.1 0.9990005 0.90483742 4.54E-05
0.2 0.998002 0.81873075 2.0612E-09
0.3 0.9970045 0.74081822 9.3576E-14
0.4 0.99600799 0.67032005 4.2484E-18
0.5 0.99501248 0.60653066 1.9287E-22
0.6 0.99401796 0.54881164 8.7565E-27
0.7 0.99302444 0.4965853 3.9754E-31
0.8 0.99203191 0.44932896 1.8049E-35
0.9 0.99104038 0.40656966 8.194E-40

1 0.99004983 0.36787944 3.7201E-44

Tabla 2.- Valores que toma la Ecuacion 10 con diferentes constantes

Se supusieron tres valores de ® para encontrar el comportamiento de €, 0.5, 1y 5

para la columna de menor a uno, igual a uno y mayor a uno respectivamente, y
con ello se puede deducir como cambia la conveccién hacia la circunferencia de

los cilindros.
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