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Resumen

En este trabajo, se estudia la teoŕıa semiclásica de la interacción materia-luz y su des-

cripción en términos de un sistema de osciladores armónicos clásicos acoplados. Primero, se

abordan las transiciones de Landau-Zener y su analoǵıa clásica. Después, se emplea un modelo

de un átomo de dos niveles para estudiar el fenómeno de las oscilaciones de Rabi desde el

enfoque semiclásico. Luego, se presenta una analoǵıa clásica, en forma una modulación de los

parámetros del sistema clásico. Finalmente, se ampĺıa la descripción a un sistema de dos niveles

asimétrico. Asimismo, se extiende la analoǵıa para este caso y se discute brevemente el efecto

de la violación de la simetŕıa en el sistema clásico.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La analoǵıa es un proceso muy importante para comprender algún fenómeno de la Natu-

raleza. Al analizar y comparar fenómenos distintos que se relacionan por algunas propiedades

comunes, podemos lograr un entendimiento más completo de algún tema de interés [1].

En el siglo XX, el surgimiento de la mecánica cuántica llevó a una revolución cient́ıfica y

tecnológica sin precedentes [2]. Conocidas las aplicaciones de la mecánica cuántica y el enorme

impacto cient́ıfico y tecnológico que ha tenido su desarrollo, es fácil ver por qué es importante

tener el mejor entendimiento posible sobre esta área del conocimiento. Sin embargo, la mecánica

cuántica posee una gran cantidad de conceptos que son contraintuitivos y que contradicen la

experiencia cotidiana. Por ello, los estudiantes suelen tener problemas para asimilar los temas,

y los profesores suelen tener problemas para comunicar los conceptos de manera clara.

Por otro lado, la f́ısica clásica, que incluye a la mecánica clásica y la teoŕıa electromagnéti-

ca, se encuentra presente en muchas áreas de la vida cotidiana [1]. De hecho, la f́ısica clásica

puede explicar una gran parte de los fenómenos que ocurren en la vida cotidiana. Por ello, re-

sulta natural buscar conexiones entre los fenómenos cuánticos y clásicos. Además, las analoǵıas

pueden ayudar a comprender las diferencias entre la mecánica clásica y la mecánica cuántica.

En el pasado, se han encontrado analoǵıas entre algunos conceptos clásicos y cuánticos.

Por ejemplo, se han encontrado analoǵıas para la precesión del esṕın en un campo magnético

[3] y las interacciones esṕın-órbita de Rashba-Dresselhaus [4]. Esto es particularmente notable,

ya que el esṕın del electrón es uno de los fenómenos cuánticos que no tiene análogo clásico

[1, 2]. Otro caso interesante es el del entrelazamiento cuántico, pues se considera que tampoco

posee ningún análogo clásico. Sin embargo, se ha encontrado una analoǵıa limitada para el

entrelazamiento entre distintas propiedades de una part́ıcula [5].

En mecánica cuántica, los sistemas de dos niveles son de gran interés, ya que existen una

gran cantidad de fenómenos que pueden tratarse como un problema de dos niveles. Algunos

ejemplos de esto son las oscilaciones de Rabi [6], las transiciones de Landau-Zener [7], entre

otros. En general, estos sistemas poseen el distintivo de que los niveles enerǵıa forman una

región de anticruce caracteŕıstica, cuando existe una perturbación que acopla los niveles [8].

Las analoǵıas de estos sistemas, al igual que en el caso cuántico, comparten muchos
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conceptos en común. Se han encontrado analoǵıas clásicas para algunos temas como la trans-

parencia autoinducida [9] y las transiciones diabáticas y adiabáticas [10, 11]

Anteriormente, se han descrito múltiples sistemas en distintos contextos que exhiben el

comportamiento caracteŕıstico de un sistema cuántico de dos niveles. Por ejemplo, Spreeuw

et al. utilizaron un arreglo de resonadores ópticos para reproducir las oscilaciones de Rabi

y transiciones de Landau-Zener [12]. Más tarde, se encontró que los sistemas optomecánicos

también pueden simular un sistema cuántico de dos niveles. Un ejemplo interesante consiste en

una cavidad con dos modos, acoplada a una membrana dieléctrica que se desplaza [13]. Aqúı,

el acoplamiento produce la caracteŕıstica separación de niveles. Además, es posible acoplar y

controlar los modos de oscilación de una nanopart́ıcula de śılice que se encuentra bajo levitación

óptica [14, 15].

En otro trabajo, se empleó un sistema micrométrico compuesto de resonadores acoplados

a un par de detectores. Con este arreglo, se reproducen diferentes experimentos como el de

Rabi, el de Ramsey y el del eco de Hahn [16]. Más tarde, este arreglo se utilizó para ampliar el

experimento y observar oscilaciones de Stückelberg [17].

En este trabajo, se estudiará la teoŕıa semiclásica de la interacción entre un campo eléctri-

co clásico y un sistema cuántico de dos niveles. Además, estudiaremos la relación entre este

sistema y su descripción en términos de un sistema clásico de osciladores armónicos acoplados.

Por ello, son de particular interés los trabajos de Frimmer y Novotny, ya que proveen una visión

intuitiva de algunos fenómenos como las oscilaciones de Rabi y las franjas de Ramsey [18, 19].

Por último, se utilizarán los conceptos revisados durante este trabajo para ampliar la analoǵıa

al caso de un sistema cuántico de dos niveles sin simetŕıa de inversión. Durante el desarrollo

del tema, se cuidará la claridad en todos los pasos, con el objetivo de que este trabajo pueda

ser de utilidad para un curso donde se introduzcan conceptos como las oscilaciones de Rabi, la

esfera de Bloch, operaciones coherentes, entre otros.
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Caṕıtulo 2

Osciladores armónicos clásicos acopla-

dos

2.1. Motivación

El cruce o anticruce de niveles es uno de los temas más interesantes en relación a un

sistema cuántico de dos niveles. A grandes rasgos, el problema consiste en evaluar la interacción

de un sistema f́ısico de dos niveles con una perturbación. Dicha perturbación provoca una

separación entre los niveles de enerǵıa, formando hipérbolas cuyas aśıntotas son las ĺıneas rectas

que describen las enerǵıas no perturbadas [8]. Este problema puede ser entendido de manera

intuitiva desde un punto de vista clásico, utilizando osciladores armónicos acoplados [18].

En este caṕıtulo se utiliza un modelo de osciladores armónicos acoplados como analoǵıa

del régimen cuántico de acoplamiento fuerte. Además, se deriva la separación de frecuencias y

se encuentran las condiciones para que se produzcan transiciones diabáticas y adiabáticas. La

analoǵıa entre osciladores armónicos clásicos y un sistema cuántico de dos niveles es particu-

larmente importante, ya que existen una gran variedad de fenómenos cuánticos que pueden ser

comprendidos en términos clásicos, como la transparencia autoinducida [20], los procesos no

adiabáticos [10] o las oscilaciones de Rabi [6]. Entonces, el valor de las analoǵıas radica en que

son una herramienta para comprender los conceptos cuánticos en términos más sencillos.

2.2. Perspectiva clásica del anticruce de niveles

2.2.1. Ecuaciones de movimiento

A lo largo de este caṕıtulo, consideraremos el sistema de osciladores armónicos débil-

mente acoplados por un resorte con constante κ, como se muestra en la Figura 2.1. Además,

consideramos que el movimiento está restringido a la ĺınea que conecta a las dos masas, por lo

que sólo existen dos grados de libertad, denotados por las coordenadas xA y xB, medidas desde
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la posición de equilibrio. Para la masa A, la constante de resorte es kA y para la masa B, la

constante es kB [18, 21].

Figura 2.1 Sistema de osciladores armónicos acoplados con masas y constantes de resorte distintas [18].

Si movemos la masa A, hasta una distancia xA de la posición de equilibrio, la fuerza sobre

ella es −kAxA − κ (xA − xB). Para la masa B, la fuerza seŕıa −kBxB − κ (xB − xA). Entonces

las ecuaciones de movimiento del sistema se escriben [18, 21]

mAẍA + kAxA + κ (xA − xB) = 0 ,

mBẍB + kBxB − κ (xA − xB) = 0 .
(2.1)

Si dividimos cada ecuación (2.1) entre la respectiva masa y definimos ωA,B ≡
√

(kA,B + κ) /mA,B

tenemos, en forma matricial:

d2

dt2

(
xA

xB

)
+

(
ω2
A −κ/mA

−κ/mB ω2
B

)(
xA

xB

)
=

(
0

0

)
. (2.2)

En la expresión anterior definimos

x ≡

(
xA

xB

)
;M ≡

(
ω2
A −κ/mA

−κ/mB ω2
B

)
. (2.3)

El movimiento de estos sistemas puede ser complicado, pero siempre es posible describirlo

en términos de modos normales. Estos modos oscilan de manera independiente con una

frecuencia única y bien definida. Por cada oscilador armónico en el sistema, existe un modo

normal, por lo que se puede describir el movimiento como una superposición de modos normales

[21]. Entonces, nuestro objetivo es encontrar los modos normales para resolver el problema.

En general, un acoplamiento débil se traduce en un movimiento en el que las coordenadas

xA y xB tienen una forma sinusoidal, con una amplitud que cambia lentamente. Esta situación

se ilustra en la Figura 2.2. En este caso, mientras una amplitud incrementa lentamente, la otra

disminuye, y viceversa. Entonces, la enerǵıa se transfiere de un oscilador a otro [21].
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Figura 2.2 Evolución de las coordenadas en caso de un acoplamiento débil. En ambos casos, las masas tienen
una componente de alta frecuencia que oscila dentro de una envolvente lenta [21].

2.2.2. Cambio de base con eigenvalores y eigenvectores

Una manera eficiente de encontrar los modos normales de oscilación es tratando el pro-

blema como un problema de eigenvalores. En forma vectorial la expresión (2.2) se escribe

ẍ+Mx = 0. Entonces, realizamos un cambio de base a las coordenadas normales y = (x+, x−)T

por medio de la transformación x = Sy, donde S es la matriz cuyas columnas son los eigen-

vectores ŝ1, ŝ2 de M. Reemplazando en la ecuación (2.2) resulta Sÿ + MSy = 0. Finalmente

multiplicamos por S−1 por la izquierda para obtener ÿ+S−1MSy = 0, pero S−1MS = Λ, donde

Λ es la matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores λ1,2 de M. Entonces, obtenemos

la ecuación ÿ + Λy = 0 y habremos desacoplado el sistema de ecuaciones. Por otra parte,

sabemos que este sistema sólo tiene soluciones no triviales si det (M− λI) = 0, donde I es la

matriz identidad. Esto nos da

det (M− λI) =
(
ω2
± − ω2

A

) (
ω2
± − ω2

B

)
− κ2/mAmB = 0 .

Definimos Γ ≡
(√

κ
mA

√
κ
mB

)
/
√
ωAωB y después de algo de álgebra obtenemos [18]

λ1,2 = ω2
± =

1

2

[
ω2
A + ω2

B ±
√

(ω2
A − ω2

B)
2

+ 4Γ2ωAωB

]
. (2.4)

Entonces, para cada eigenfrecuencia ω±, existe una ecuación de eigenvalores. Utilizamos es-

te hecho para obtener los eigenvectores. Por ejemplo, para ω+, tenemos que M ŝ1 = ω2
+ŝ1.

Escribiendo ŝ1 = (x+
A, x

+
B)T nos da(

ω2
A − ω2

+

)
x+
A − (κ/mA)x+

B = 0

− (κ/mB)x+
A +

(
ω2
B − ω2

+

)
x0
B = 0
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De aqúı, obtenemos que x+
B = (κ/mB)x+

A/
(
ω2
B − ω2

+

)
x0
B. Escribiendo x+

A = ω2
B − ω2

+ y norma-

lizando obtenemos

ŝ1 =
1√

(ω2
B − ω2

+)
2

+ (κ/mB)2

(
ω2
B − ω2

+

κ/mB

)
. (2.5)

Aplicando la condición de ortonormalidad ŝ1 · ŝ2 = 0, obtenemos

ŝ2 =

(
x+
B

−x+
A

)
=

1√
(ω2

B − ω2
+)

2
+ (κ/mB)2

(
κ/mB

−
(
ω2
B − ω2

+

)) . (2.6)

Ahora, definimos el ángulo β por la expresión

tan β =
ω2
B − ω2

+

κ/mB

= −
ω2
A − ω2

−

κ/mA

. (2.7)

La segunda igualdad en la ecuación anterior corresponde a los eigenvectores definidos en térmi-

nos del eigenvalor ω−. La elección es indiferente. La definición del ángulo β es natural dado que

los eigenvectores se encuentran normalizados. Con esta notación, la matriz de eigenvectores S
se escribe

S =

(
sin β cos β

cos β − sin β

)
. (2.8)

2.2.3. Modos normales

Ahora que hemos encontrado la matriz de eigenvectores, podemos hacer la transformación

a la base de modos normales (x+, x−). Entonces, las coordenadas xA,B toman la forma [18, 21]

xA(t) = x+(t) sin β + x−(t) cos β ,

xB(t) = x+(t) cos β − x−(t) sin β .
(2.9)

Sustituyendo estas expresiones para xA y xB en (2.2) y multiplicando por la izquierda por S−1

obtenemos [18]

ẍ+(t) + ω2
+ x+(t) = 0 ,

ẍ−(t) + ω2
− x−(t) = 0 .

(2.10)

Estas dos expresiones representan a dos osciladores armónicos independientes. Cada coordenada

x± posee una frecuencia de oscilación única ω± y el movimiento será una superposición de

la oscilaciones de estas coordenadas [21]. Más adelante, investigaremos el caso en que estas

frecuencias se convierten en una función del tiempo.
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2.2.4. Modulación de la constante de resorte

Para ilustrar el cruce de niveles de Landau-Zener [7], escribimos kA = k0, kB = k0 + ∆k y

mA = mB = m0. En la Figura 2.3a, se grafican las frecuencias de las dos masas sin acoplamiento.

La frecuencia de la masa A es constante, mientras que la frecuencia del oscilador B vaŕıa desde

cero a
√

2k0/m. Además, las dos curvas se interceptan en la resonancia, cuando ∆k = 0.

Sin embargo, cuando introducimos el acoplamiento, las curvas ya no se interceptan, como se

muestra en la Figura 2.3b. Cerca de la resonancia (∆k = 0), existe una región de anticruce

caracteŕıstica de los sistemas cuánticos de dos niveles. En nuestro sistema de osciladores la

separación entre frecuencias es

ω+ − ω− =

√
k0 + 2κ

m
−
√
k0

m
=

√
k0

m

(
1 +

2κ

k0

)
−
√
k0

m
.

Figura 2.3 a) Eigenfrecuencias de dos osciladores desacoplados (κ = 0) con constantes de resorte kA = k0 y
kB = k0 + ∆k. b) Eigenfrecuencias de los osciladores con un acoplamiento κ = 0,08k0. Se forma una
región de anticruce que escala con la fuerza de acoplamiento [18].

En la sección 2.2.1, hab́ıamos considerado que el acoplamiento es débil, entonces κ� k0.

Realizamos una aproximación por serie de Taylor en el primer radical y obtenemos [18]

ω+ − ω− =
κ√
mk0

≈ Γ . (2.11)

Entonces, la separación mı́nima entre los niveles escala con la fuerza de acoplamiento de las

masas, de manera consistente con el caso cuántico [8, 18]. En este análisis, hemos ignorado el

hecho de que, al modular el parámetro ∆k, se convierte en función del tiempo. En las próximas

secciones, se tomará en cuenta este punto y se considerará la velocidad en la variación.
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2.2.5. Transición adiabática

En esta sección, se supondrá que ∆k vaŕıa muy lentamente en comparación con la escala

de tiempo determinada por las frecuencias ωA,B. Esto significa que, después de un tiempo ∆t,

el sistema permanece esencialmente constante [18]. Entonces, después de cada intervalo tiempo

∆t, el movimiento de las dos masas es el de un sistema donde no existe una modulación,

pero la frecuencia de oscilación está determinada por el valor instantáneo de kB. Esto implica

que, si inicialmente el oscilador A está activo y el oscilador B en reposo, la amplitud de las

oscilaciones de A se reducirá lentamente, hasta llegar al estado de reposo. Mientras tanto, la

amplitud del movimiento del oscilador B aumentará gradualmente. En la Figura 2.4a, se ilustra

el comportamiento del sistema cuando ∆k vaŕıa de −k0 a k0 lentamente.

A tiempo t = 0, ∆k = −k0. Si únicamente el oscilador A está activo inicialmente, y

comenzamos en el modo de oscilación con frecuencia ω+. Entonces, en la ecuación (2.7) vemos

que β ∼ −π/2, ya que la separación es demasiado grande, o sea ωA−ω− � Γ. Entonces, vemos

que inicialmente sólo el modo x+ está activo. Si variamos ∆k lentamente hasta k0, entonces

ωA − ω− � Γ y β ∼ 0. Esto significa que permanecemos en el modo x+, que ahora tiene una

frecuencia ω+ ≈ ωB. Por lo tanto, concluimos que la enerǵıa se ha transferido completamente

al oscilador B (ver Figura 2.4a) [18]. Este fenómeno también se ha estudiado en un sistema de

péndulos débilmente acoplados. Mientras se manteńıa fija la longitud de uno de los péndulos,

la longitud del otro vaŕıa lentamente y la enerǵıa se transfiere de un péndulo al otro [10].

En el caso cuántico, esta transición se conoce como transición adiabática [7, 18]. El teore-

ma adiabático establece que cuando un sistema atraviesa la región de cruce evitado de manera

lenta, entonces permanecerá en ese estado. Por ejemplo, si el sistema posee los estados ψ1 y ψ2 e

inicialmente se encuentra en el estado ψ2, después del cruce adiabático, permanecerá en el esta-

do ψ2 [7]. Sin embargo, es preciso mencionar que los valores del estado ψ2 estarán determinados

por el valor instantáneo del Hamiltoniano, que está determinado por la perturbación.

Como hab́ıamos mencionado, ∆k ahora es una función del tiempo, por lo que las frecuen-

cias ωB y ω± también lo serán. Asumiendo que vaŕıan lentamente, proponemos una solución

de la forma x±(t) = x±(t0)eif(t), donde t0 es un tiempo inicial y f(t) debe variar lentamente,

ya que estamos suponiendo que el proceso de modulación es adiabático. Sustituimos en las

ecuaciones (2.10) y obtenemos

if̈(t)− ḟ 2(t) + ω2
± = 0 .

Debido a que f(t) vaŕıa lentamente, sus derivadas (razones de cambio) serán muy pequeñas,

por lo que |id2f/dt2| � |df/dt|2. Esto nos permite depreciar la segunda derivada para obtener

f(t) ≈
∫ t
t0
ω±(t′) dt′. Entonces, la evolución adiabática de los modos normales está dada por
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[18]

x±(t) = x±(t0)Re

{
exp

[
i

∫ t

t0

ω±(t′)dt′
]}

. (2.12)

Observe que, en caso de que las frecuencias ω± no dependan del tiempo, recuperamos los

resultados de la sección 2.2.3.

Figura 2.4 Transiciones diabáticas y adiabáticas causadas por una modulación ∆k que vaŕıa en el tiempo.
a) En el caso adiabático, la evolución del sistema no se ve afectada por la modulación, y el sistema
evoluciona a lo largo de los eigenmodos ω±. b) En el caso diabático, la evolución rápida de ∆k da lugar
a un cruce de niveles, una transición de un eigenmodo a otro [18].

2.2.6. Transición diabática

Ahora, consideraremos una evolución más rápida de la modulación. Si sólo se encuen-

tra activo el oscilador A inicialmente, partimos de una frecuencia próxima a ωA. Después de

atravesar la brecha, el oscilador A tendrá su misma frecuencia, pero el modo de oscilación

cambiará de ω+ a ω−, como se muestra en la Figura 2.4b. Esto se conoce como cruce diabático

[18]. Si únicamente el oscilador A se encuentra activo inicialmente, tenemos que cB(−∞) = 0.

Utilizamos el ansatz

xA(t) = x0cA(t)eiωAt ,

xB(t) = x0cB(t)eiωAt ,
(2.13)

donde x0 es una constante que asegura que |cA|2 + |cB|2 = 1. Nótese que en ambas expresiones

aparece la frecuencia ωA, debido a las suposiciones que se hicieron. Sustituimos en la ecuación

(2.1) para obtener

c̈A + 2iωAċA =
κ

mA

cB

c̈B + 2iωAċB +
[
ω2
B(t)− ω2

A

]
cB =

κ

mB

cA .
(2.14)
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Recordando que el acoplamiento es débil, podemos suponer que las amplitudes cA y cB vaŕıan

muy lentamente en comparación con el término eiωAt [18, 21]. Entonces |c̈A,B| � |iωAċA,B|, lo

cual nos permite despreciar las segundas derivadas. Por lo tanto, se puede reescribir el sistema

anterior como

2iωAċA =
κ

mA

cB ,

2iωAċB +
[
ω2
B(t)− ω2

A

]
cB =

κ

mB

cA .
(2.15)

En la primera ecuación, podemos derivar y obtener ċB. Además, se obtiene cB directamente al

despejar. Sustituyendo estos resultados en la ecuación obtenemos [18]

c̈A + i

[
ω2
B(t)− ω2

A

2ωA

]
ċA +

κ/mAmB

4ω2
A

cA = 0 . (2.16)

En la región de interés, cerca de la brecha, tenemos que ωB(t) ≈ ωA, lo cual implica que

ω2
B(t)− ω2

A

2ωA
=

1

2ωA
(ωA + ωB) (ωB − ωA) ≈ ωB − ωA .

Por lo mismo, tenemos que Γ ≈ κ2/mAmBω
2
A. Por último, consideramos que la diferencia entre

las frecuencias de los osciladores escala de manera lineal con el tiempo, o sea ωB − ωA = αt.

Aqúı, α juega un papel similar a una aceleración angular. Sustituimos esto en la ecuación

anterior y obtenemos [18]

c̈A − iαt ċA + Γ2cA/4 = 0 . (2.17)

En esta ecuación, pese a que no existe una solución anaĺıtica, nos interesa el comportamiento

para tiempos largos. Utilizando una integral de contorno en el plano complejo (ver Apéndice

A) encontramos que la solución para t→∞ es

cA(∞) = e−πΓ2/4α . (2.18)

Por lo tanto, la probabilidad de un cruce diabático es

Pdiab = |cA(∞)|2 = e−πΓ2/2α = e−Γτ , (2.19)

donde τ ≡ Γπ/2α. Esta ecuación es el análogo clásico de la fórmula de Landau-Zener, que

establece la probabilidad de que un sistema salte de un estado a otro, sin sufrir un cambio de

naturaleza [7]. Clásicamente, la fórmula define la probabilidad de que el oscilador A conserve su

enerǵıa al cruzar la región de separación de manera diabática, como se ilustra en la Figura 2.4b.

Esta transición, además, equivale a un cambio en el modo de oscilación del sistema de osciladores

10



acoplados. En otras palabras, la fórmula de Landau-Zener clásica indica la probabilidad de

atravesar la región de cruce evitado, cambiando de un modo de vibración a otro. Por lo tanto,

la probabilidad de transición adiabática es Padiab = 1 − Pdiab [7, 18]. En la Figura 2.5 se

ejemplifica la analoǵıa para dos velocidades distintas de separación de las frecuencias.

Figura 2.5 Probabilidad de transición diabática para dos distintos valores de α, usando κ = 0,08k0. Cuando
α = 0,003ω2

A, Pdiab = 0,06. En cambio, cuando α = 0,075ω2
A, Pdiab = 0,89 [18].

En general, la probabilidad de transición diabática depende de la separación ω+−ω− ≈ Γ

y el tiempo τ ∼ Γ/α que dura la transición. Si α es suficientemente grande, entonces Γτ �
1 y la probabilidad de transición diabática es alta. En cambio, para tiempos donde Γτ �
1, la transición adiabática es mucho más probable. En resumen, es posible controlar en qué

eigenmodo termina el sistema de osciladores, al controlar la velocidad a la que modulamos el

parámetro ∆k [18].
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Caṕıtulo 3

Interacción materia-luz: sistema de dos

niveles

3.1. Tratamiento semiclásico

3.1.1. Átomo de dos niveles: Hamiltoniano

La interacción entre la materia y la luz es uno de los temas más importantes en el desarrollo

de la mecánica cuántica. En particular, uno de los problemas más importantes en la interacción

materia-luz es el problema clásico de Rabi. Una forma común de abordar el fenómeno proviene

de la aproximación por un átomo de dos niveles (ver Figura 3.1). En el modelo teórico que

emplearemos, la materia se representa con un sistema cuántico de dos niveles, mientras que la

luz tiene una naturaleza clásica. Este modelo es válido especialmente cuando la frecuencia ω

de la luz se encuentra cercana a la frecuencia ω0 de una de las transiciones entre niveles en el

átomo, lo cual implica [22, 23]

|ω0 − ω| � ω0 (3.1)

Para abordar el problema de Rabi, utilizaremos un átomo que posee un estado excitado |a〉 =

(1, 0)T , y un estado base |b〉 = (0, 1)T , con enerǵıas Ea y Eb, y con Ea > Eb. Obsérvese que

estos estados forman una base. Con esto, podemos expresar el estado del átomo como una

combinación lineal de los estados |a〉 y |b〉. En este modelo de interacción, cuando se absorbe

o emite un cuanto de luz, con frecuencia ω0, el átomo salta entre los niveles cuantizados de

enerǵıa, como se muestra en la Figura 3.1. La diferencia entre estos dos niveles de enerǵıa

es Ea − Eb = ~ω0. Es preciso notar que existen otros niveles de enerǵıa en un átomo, y las

transiciones ópticas entre éstos pueden ser posibles. Sin embargo, en esta aproximación sólo

nos centraremos en la transición con enerǵıa ~ω0 e ignoraremos las demás [22-24].

Los estados |a〉 y |b〉 son eigenestados del Hamiltoniano atómico sin interacción Ĥ0 y
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Figura 3.1 Interacción resonante en un átomo de dos niveles.

obedecen las ecuaciones de eigenvalores

Ĥ0 |a〉 = Ea |a〉 ,

Ĥ0 |b〉 = Eb |b〉 ,
(3.2)

Para encontrar la forma matricial del Hamiltoniano atómico, utilizamos la relación de completez

|a〉〈a| + |b〉〈b| = I. Además, usamos la relación de ortonormalidad 〈i|j〉 = δij, donde δij es la

delta de Kronecker. Aśı, encontramos

Ĥ0 = (|a〉〈a|+ |b〉〈b|)H0 (|a〉〈a|+ |b〉〈b|)

= Ea |a〉〈a|+ Eb |b〉〈b| =
1

2
(Ea + Eb) I +

1

2
(Ea − Eb) σ̂z ,

(3.3)

donde σ̂z es la matriz de Pauli. Definimos E0 ≡ 1
2

(Ea + Eb) y tenemos:

Ĥ0 = E0 I +
~ω0

2
σ̂z . (3.4)

Por conveniencia, desplazaremos la escala de enerǵıa, de manera que el cero se encuentre a

la mitad de la separación entre los dos niveles de enerǵıa, tal que Ea = +~ω0/2 y Eb = −~ω0/2

[24]. Para esto, hacemos la transformación

|ψ′(t)〉 = ÛE(t) |ψ(t)〉 = eiE0tI/~ |ψ(t)〉 , (3.5)

donde ÛE(t) es un operador unitario. Ahora, determinaremos cómo se transforma el Hamilto-

niano (3.4) bajo la acción de algún operador unitario Û . Asumimos que el estado transformado

|ψ′(t)〉 obedece una ecuación de Schrödinger de la forma i~ d
dt
|ψ′(t)〉 = Ĥ ′ |ψ′(t)〉. Sustituimos

(3.5) y después de reordenar términos, obtenemos

i~
d

dt

(
Û(t) |ψ(t)〉

)
=

[
i~

d Û(t)

dt
+ Û(t)

(
i~

d

dt

)]
|ψ(t)〉

=

(
i~

d Û(t)

dt
+ Û(t)Ĥ

)
|ψ(t)〉 = Ĥ ′ Û(t) |ψ(t)〉 .
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Multiplicando por la derecha por Û−1(t) resulta:

Ĥ ′ = i~
d Û(t)

dt
Û−1(t) + Û(t)Ĥ Û−1(t) . (3.6)

Finalmente, sustituimos las expresiones para H0 y ÛE(t) que hemos definido anteriormente, por

lo que el Hamiltoniano transformado se escribe como:

Ĥ ′0 = i~ (iE0 I/~) + Ĥ0 =
~ω0

2
σ̂z . (3.7)

En la aproximación dipolar, la interacción se describe por el llamado Hamiltoniano de

interacción, dado por [23, 24]

Ĥint = −d̂ · E(t) , (3.8)

donde E(t) ≡ E0 cosωt es un campo eléctrico armónico clásico con amplitud E0. Además,

d̂ = er̂ es el operador de momento dipolar. En la base {|a〉 , |b〉} , este operador se puede

escribir como una matriz 2 × 2, cuyos elementos de matriz están dados por dij = 〈i|d̂|j〉. En

esta base, tenemos

d̂ = daa |a〉〈a|+ dab |a〉〈b|+ dba |b〉〈a|+ dbb |b〉〈b| =

(
daa dab

dba dbb

)
. (3.9)

Sabemos que cualquier matriz 2×2 puede expresarse como una combinación lineal de la matriz

identidad y las matrices de Pauli, como M̂ = a0I+ a · σ̂, donde a0 = 1
2
Tr(M̂), a = 1

2
Tr(M̂ σ̂) =

1
2

(M12 +M21) x̂ + i
2

(M12 −M21) ŷ + 1
2

(M11 −M22) ẑ y σ̂ = σ̂xx̂ + σ̂yŷ + σ̂zẑ es el vector de las

matrices de Pauli. Entonces, el operador de momento dipolar se escribe:

d̂ =
1

2
(daa + dbb) I +

1

2
(dab + dba) σ̂x +

i

2
(dab − dba) σ̂y +

1

2
(daa − dbb) σ̂z . (3.10)

Definiendo los operadores de subida y bajada, σ̂± = 1
2

(σ̂x ± iσ̂y)1, tenemos

d̂ =
1

2
(daa + dbb) I + dab σ̂+ + dba σ̂− +

1

2
(daa − dbb) σ̂z . (3.11)

Entonces, el Hamiltoniano de interacción (3.8) se escribe

Ĥint = −1

2
(daa + dbb) · E0 cosωt I− 1

2
(daa − dbb) · E0 cosωt σ̂z

− (dab · E0 σ̂+ + dba · E0 σ̂−) cosωt .
(3.12)

1Los operadores de subida y bajada satisfacen las ecuaciones σ̂+ |a〉 = 0, σ̂+ |b〉 = |a〉, σ̂− |a〉 = |b〉 y
σ̂− |b〉 = 0
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Ahora, hacemos una transformación similar a aquélla realizada en (3.7), esta vez con

Ûd̂(t) = exp
[
−i
2~ (daa + dbb) · E0 I

∫ t
0

cosωt′dt′
]

= exp
[ −i

2~ω (daa + dbb) · E0 sinωt I
]
. Entonces, la

ecuación (3.7) para Ĥ ′int queda

Ĥ ′int = i~
[
−i

2~ω
(daa + dbb) · E0 ω cosωt

]
I + Ĥint

= −1

2
E0 · (daa − dbb) cosωt σ̂z − E0 · (dab σ̂+ + dba σ̂−) cosωt .

(3.13)

Utilizando las ecuaciones (3.7) y (3.13), podemos escribir el Hamiltoniano del sistema de

dos niveles con interacción como

Ĥ ′ = Ĥ ′0 + Ĥ ′int =
1

2
[~ω0 − E0 · (daa − dbb)] σ̂z − E0 · (dab σ̂+ + dba σ̂−) cosωt . (3.14)

3.2. Modelo clásico de Rabi

3.2.1. Consideraciones importantes y Hamiltoniano

En este caṕıtulo, consideraremos que los estados |a〉 y |b〉 tienen una paridad definida,

por lo que el sistema tiene simetŕıa de inversión espacial. Como d̂ = er̂ es un operador impar,

tenemos que daa = dbb = 0. Además, suponemos que los elementos no diagonales del operador

de momento dipolar son reales, lo cual implica que dab = dba [22, 23].

Para simplificar la notación, sustituimos Ĥ ′ → Ĥ y |ψ′(t)〉 → |ψ(t)〉, recordando que

hemos desplazado la escala de enerǵıa con las transformaciones realizadas en las ecuaciones

(3.7) y (3.13). Entonces, el Hamiltoniano del sistema se escribe [25]

Ĥ(t) =
~ω0

2
σ̂z + ~ΩR cosωt σ̂x , (3.15)

donde ΩR ≡ −E0 ·dab/~ es la frecuencia de Rabi, que determina la fuerza de acoplamiento entre

los dos estados atómicos y el campo eléctrico incidente [22, 25]. Más adelante, en el caṕıtulo 5,

estudiaremos el caso con violación de la simetŕıa de inversión.

Para resolver el problema clásico de Rabi, existen dos maneras de proceder, utilizando

transformaciones unitarias, de la forma Û(φ) ∼ eiφσ̂·n̂. En ambos casos, es necesario transformar

la función de onda |ψ(t)〉 a un sistema de referencia rotatorio. Sin embargo, la manera de

abordar los siguientes pasos es distinta. En la primera, se realiza la aproximación cuasi-resonante
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o aproximación de onda rotatoria2 (RWA, por sus siglas en inglés) en la función de onda

transformada. Luego, el problema consiste en encontrar la ecuación de Schrödinger que obedece

la función de onda transformada, |ψ′(t)〉 y resolverla, como hacen Frimmer y Novotny [24].

La segunda opción consiste en transformar el Hamiltoniano (3.15) a un marco de referencia

rotatorio y llevar a cabo la RWA. Luego, se obtiene el operador de evolución y éste se aplica

sobre la función de onda transformada a tiempo t = 0. En ambos casos, se obtiene la función

de onda transformada, y basta con invertir la transformación usando Û−1 para obtener |ψ(t)〉.
En adelante, utilizaremos el segundo método, por ser más directo.

3.2.2. Transformación a un marco de referencia rotatorio y aproxi-

mación cuasi-resonante

Cualquier sistema de dos niveles es formalmente equivalente a un sistema con esṕın ficticio
1
2
. Por ello, notamos que se puede ver el Hamiltoniano (3.15) como la interacción de un sistema

con esṕın ficticio 1
2

con el campo magnético B(t) = ~ΩR cosωt x̂+ ~ω0

2
ẑ, donde el primer término

representa la interacción con un campo magnético uniforme y dependiente del tiempo [23, 25].

Más adelante aprovecharemos este hecho.

Buscamos una solución a la ecuación de Schrödinger en la forma de una superposición

de los dos estados atómicos, es decir, |ψ(t)〉 = ca(t) |a〉+ cb(t) |b〉. Para simplificar el problema,

nos trasladamos a un marco de referencia rotatorio, efectuando una rotación en sentido horario

por un ángulo φ = ωt con la transformación unitaria

Ûz(φ) = eiφ σ̂z/2 . (3.16)

Aplicando esta transformación a la función de onda, el estado |ψ′(t)〉 = a(t) |a〉 + b(t) |b〉 =

Ûz(φ) |ψ(t)〉 se escribe

a(t) = ca(t)e
iωt/2 ,

b(t) = cb(t)e
−iωt/2 .

(3.17)

Con la transformación (3.16), podremos separar el Hamiltoniano (3.15) en dos partes:

una estática y una dependiente del tiempo que oscila a una frecuencia mayor. El Hamiltoniano

2La aproximación cuasi-resonante es más conocida como aproximación de onda rotatoria, aunque en este
contexto es más apropiado el primer nombre, ya que estudiamos el sistema en el dominio cercano a la resonancia
ω0 ≈ ω.
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transformado, dado por la ecuación (3.6) se escribe

Ĥ ′(t) = eiφσ̂z/2
(
~ω0

2
σ̂z + ~ΩR cosωt σ̂x

)
e−iφσ̂z/2 − ~ω

2
σ̂z . (3.18)

Usando eiθσ̂iσ̂je
−iθσ̂i = σ̂iδij + (1− δij) (cos 2θ σ̂j − sin 2θ

∑
k εijkσ̂k), donde εijk es el tensor de

Levi-Civita (ver Apéndice B), resulta

Ĥ ′(t) =
~
2

(ω0 − ω)σ̂z + ~ΩR cosωt (cosωt σ̂x − sinωt σ̂y)

=
~
2

(ω0 − ω)σ̂z +
~ΩR

2
σ̂x +

~ΩR

2
(cos 2ωt σ̂x − sin 2ωt σ̂y) .

(3.19)

En esta expresión, los primeros dos términos son estáticos, mientras que los dos últimos oscilan

rápidamente. En la aproximación cuasi-resonante, estos dos últimos términos se despre-

cian debido a que sus efectos en tiempos largos se pierden y por lo tanto dan contribuciones

despreciables a los promedios [23, 26]. Entonces, el Hamiltoniano del sistema se escribe

Ĥ ′(t) ≈ Ĥ ′RWA =
~
2

(ω0 − ω)σ̂z +
~ΩR

2
σ̂x . (3.20)

De manera alternativa, podemos notar que se puede reescribir la interacción en (3.15) en

términos de los operadores de subida y bajada σ̂± como

Ĥint(t) =
~ΩR

2

(
σ̂+ e−iωt + σ̂− eiωt + σ̂+ eiωt + σ̂− e−iωt

)
.

En esta expresión, los primeros dos términos indican que el átomo se excita al absorber un

fotón y decae al nivel inferior al emitir un fotón, respectivamente. Como la condición (3.1)

implica que ω ∼ ω0, estos términos son resonantes y son mucho más importantes que los

términos no resonantes [22, 25]. Por lo tanto, podemos conservar sólo los términos resonantes,

y luego de aplicar la transformación Û = eiω0tσ̂z/2 y después Û = e−i(ω0−ω)σ̂z/2, recuperamos el

Hamiltoniano (3.20).

3.2.3. Solución de la ecuación de Schrödinger

Como hab́ıamos mencionado en la sección 3.2.2, se puede escribir el Hamiltoniano (3.20)

como el producto punto del operador de esṕın 1
2
, Ŝ = ~σ̂/2 con un campo vectorial Ω =

ΩR x̂+(ω0−ω) ẑ = Ω n̂, donde Ω2 = |Ω|2 = (ω0−ω)2+Ω2
R es la frecuencia de Rabi generalizada,
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incluyendo un desajuste dado por δ ≡ ω0 − ω [25, 26]. Entonces escribimos

Ĥ ′ ≈ Ĥ ′RWA =
~Ω

2
σ̂ · n̂ . (3.21)

Ya que este Hamiltoniano no depende del tiempo, podemos obtener la función de onda al aplicar

el operador de evolución en la función de onda a un tiempo t = 0. A partir de la expresión

anterior, identificamos que el operador de evolución toma la forma [2]

Ŝ ′RWA(t) = exp

(
−iĤ

′
RWAt

~

)
= exp

(
−iΩt

2
σ̂ · n̂

)
. (3.22)

Preparamos el estado |ψ′(t)〉 = a(t) |a〉+ b(t) |b〉 a un tiempo t = 0, con las condiciones iniciales

arbitrarias a(0) = a0 y b(0) = b0. Entonces, el estado |ψ′(t)〉 está dado por

|ψ′(t)〉 = exp

(
−iΩt

2
σ̂ · n̂

)
|ψ′(0)〉 =

[
cos

(
Ωt

2

)
− i sin

(
Ωt

2

)
σ̂ · n̂

]
|ψ′(0)〉

= cos

(
Ωt

2

)(
a0

b0

)
− i sin

(
Ωt

2

)(
δ/Ω ΩR/Ω

ΩR/Ω −δ/Ω

)(
a0

b0

)
,

De la ecuación anterior se desprende que [24]

a(t) =

[
cos

(
Ωt

2

)
− i δ

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
a0 − i

ΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
b0 ,

b(t) = −iΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
a0 +

[
cos

(
Ωt

2

)
+ i

δ

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
b0 .

(3.23)

Finalmente, invertimos la transformación (3.16) y obtenemos la función de onda |ψ(t)〉 =

ca |a〉+ cb |b〉 = Û−1
z (φ) |ψ′(t)〉, dada por

ca(t) = e−iωt/2
{[

cos

(
Ωt

2

)
− i δ

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
a0 − i

ΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
b0

}
,

cb(t) = eiωt/2
{
−iΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
a0 +

[
cos

(
Ωt

2

)
+ i

δ

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
b0

}
.

(3.24)

3.2.4. Oscilaciones de Rabi

Con las soluciones obtenidas en la ecuación (3.24), podemos calcular la probabilidad

de transición entre un estado y otro al tiempo t. Suponiendo que inicialmente, el átomo se

encuentra en el estado excitado |a〉, tenemos que a0 = 1, b0 = 0. Entonces, a tiempo t, los
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coeficientes ca, cb del estado |ψ(t)〉 se escriben [26]

ca(t) =

[
cos

(
Ωt

2

)
− i δ

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
e−

iωt
2 ,

cb(t) = −iΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
e
iωt
2

(3.25)

En esta ecuación, las cantidades |ca(t)|2 y |cb(t)|2 indican la probabilidad de que el átomo se

encuentre en el estado excitado o en el estado base, a cualquier tiempo t, respectivamente.

También, indican la probabilidad de transición de un estado a otro en la interacción cerca de

la resonancia (ω ∼ ω0). Entonces,la probabilidad de transición al estado base |b〉 está dada por

[2, 22, 26]

Pa→b(t) = |〈b|ψ(t)〉|2 = |cb(t)|2 =
Ω2
R

Ω2
sin2

(
Ωt

2

)
. (3.26)

Esta expresión es conocida como fórmula de Rabi y fue derivada originalmente en el contexto

de la resonancia magnética nuclear [6]. En el contexto de la interacción materia-luz, la fórmula

de Rabi indica la probabilidad de transición al estado base [26].

Figura 3.2 a) Oscilaciones de Rabi para distintos valores de ∆. El color claro indica una mayor probabilidad
[27]. b) Oscilaciones de Rabi para los valores de δ = ΩR y δ = 2ΩR [26].

La Figura 3.2a muestra la probabilidad de transición como función del tiempo para dis-

tintos valores de δ. Se puede notar que para cada valor de δ existe un máximo en la amplitud

[27]. Además, en la Figura 3.2b, notamos que la probabilidad oscila a la frecuencia de Rabi

generalizada Ω, entre cero y un valor máximo, el cual está determinado por el desajuste δ,

que por la condición (3.1), debe ser pequeño [26]. En los otros dos casos, mostrados con ĺıneas

punteadas, la frecuencia aumenta pero el máximo de la probabilidad disminuye. En todos los

casos, existe un máximo en la probabilidad cuando t = π/Ω, dado por [22, 26]

Pmáx
a→b =

Ω2
R

Ω2
R + δ2

. (3.27)
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La probabilidad de transición tiene una forma lorentziana y un ancho 2ΩR a la mitad de la

altura (FWHM). El ancho de la lorentziana depende entonces de ΩR, que a su vez depende de

la intensidad del campo eléctrico aplicado. Por lo tanto, el ancho de la resonancia aumenta con

la intensidad del campo eléctrico [2, 26].

La función de probabilidad posee una resonancia cuando ω = ω0, como se observa en la

figura 3.2b. Entonces, Ω tiene su valor mı́nimo y la amplitud de la función de la probabilidad de

transición tiene su máximo valor posible, igual a la unidad [2, 22-26]. Esto implica que podemos

tener una inversión completa de la población, siempre que la duración de la interacción sea de

τ = π/Ω, tiempo conocido como pulso-π. Luego, si la interacción continúa, la población sigue

oscilando a la frecuencia de Rabi [26].

En la práctica, las oscilaciones de Rabi se pueden observar experimentalmente. Por ejem-

plo, se pueden observar de manera indirecta al irradiar un láser de rub́ı en un cristal de rub́ı, co-

mo hicieron McCall y Hahn originalmente [20]. Para transiciones en el rango visible, comúnmen-

te se requieren haces intensos. En muchos casos, estos láseres que se emplean son pulsados, por

lo que la amplitud del campo eléctrico E0 vaŕıa en el tiempo. Por ello, la frecuencia de Rabi

ΩR también vaŕıa en el tiempo, y por lo tanto se define el área de pulso como [22]

Θ =

∣∣∣∣∣∣dab~
∞∫

−∞

E0(t) dt

∣∣∣∣∣∣. (3.28)

El área del pulso es un parámetro adimensional que está determinado por la enerǵıa del pulso.

En la fórmula de Rabi, hace las veces del término Ωt. Un área de π es un pulso-π.

En el experimento de McCall y Hahn, se observó lo que se conoce como transparencia

autoinducida. En teoŕıa, cuando el área del pulso se aproxima a 2π, los átomos del cristal

sufren una excitación y terminan en su estado base al final del pulso. Esto implica que no

hay una absorción neta de enerǵıa al final de la interacción. Sin embargo, la enerǵıa del pulso

debe ser suficiente para producir una inversión de la población completa, o al menos lo más

cercana posible [20]. Por este motivo, es complicado observar las oscilaciones de Rabi de manera

experimental. Para potencias bajas, es posible que ocurran eventos de emisión espontánea que

destruyan la coherencia de los estados, ya que el periodo de oscilación es mayor que la vida

radiativa. Por lo tanto, se requieren potencias altas para acortar el periodo de las oscilaciones

de Rabi, lo cual puede ser dif́ıcil de lograr en la práctica [20, 22, 26].
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3.2.5. Momento dipolar inducido

Debido a la interacción del sistema de dos niveles con el campo eléctrico, se produce un

momento dipolar entre ambos niveles. Este momento dipolar inducido está dado por el valor

de expectación del operador de momento dipolar. Al igual que en la sección anterior, asumimos

que comenzamos en el estado excitado, por lo que el estado del átomo de dos niveles tendrá la

forma (3.25), o sea [28]

d(t) = 〈ψ(t)|d̂|ψ(t)〉

= dab
ΩR

2Ω

[
δ

Ω
eiωt − 1

2

(
1 +

δ

Ω

)
ei(ω+Ω)t +

1

2

(
1− δ

Ω

)
ei(ω−Ω)t

]
+ c.c.

(3.29)

donde hemos reordenado términos. Por lo tanto, vemos que el momento dipolar inducido oscila

y posee tres contribuciones: una a frecuencia ω, y dos más a frecuencias ω ± Ω. En el caso de

resonancia (δ = 0), el momento dipolar toma la forma [28]

d(t) =
1

2
dab [cos (ω0t− ΩRt)− cos (ω0t+ ΩRt)] = dab sinω0t sin ΩRt . (3.30)

En este caso, tenemos únicamente dos contribuciones al momento dipolar, con frecuencias ω0±
Ω. Estos resultados son caracteŕısticos de la interacción materia-luz con simetŕıa de inversión

[26]. Más adelante, veremos qué ocurre en caso de rompimiento de la simetŕıa de inversión.

3.3. Esfera de Bloch

3.3.1. Definición de la esfera de Bloch

La equivalencia matemática entre un sistema de dos niveles y un sistema con esṕın ficticio
1
2

es más que una mera coincidencia. Podemos asociar los estados del sistema de dos niveles

con los del esṕın como |a〉 ↔ |+〉 y |b〉 ↔ |−〉 [25].

Es posible aprovechar esta equivalencia matemática para representar geométricamente los

estados de un sistema de dos niveles. Una representación de gran importancia es aquélla desa-

rrollada originalmente por Bloch en 1946 [29] como parte de sus investigaciones en resonancia

magnética nuclear. Más tarde, en 1957, la representación de Bloch fue adaptada a sistemas

de dos niveles por Feynman et al. [30]. El estado de un sistema de dos niveles se representa

vectorialmente en el espacio real tridimensional por el vector de Bloch [22, 31].

El vector de Bloch define una esfera unitaria y su posición representa el estado de su-
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perposición del sistema de dos niveles. Una manera de definir el vector de Bloch es a par-

tir del eigenestado |χ+〉 =
(
cos (θ/2), sin (θ/2)eiφ

)T
del operador σ̂ · n̂, donde n̂ es un vec-

tor unitario tridimensional en coordenadas esféricas y los ángulos θ y φ son los ángulos po-

lar y azimutal, respectivamente [31]. Entonces, el vector de Bloch se puede escribir como

s ≡ 〈σ̂〉 = 〈χ+|σ̂|χ+〉 = 〈ψ′(t)|σ̂|ψ′(t)〉. En coordenadas cartesianas, se escribe [22, 30]

sx = ab∗ + a∗b = 2 Re {ab∗} = sin θ cosφ ,

sy = i (ab∗ − a∗b) = −2 Im {ab∗} = sin θ sinφ ,

sz = aa∗ − bb∗ = |a|2 − |b|2 = cos θ ,

(3.31)

donde a y b son los coeficientes (3.23). En la Figura 3.3, se ilustran algunos puntos de interés

en la esfera de Bloch.

Figura 3.3 Representación de algunos puntos en la esfera de Bloch [19].

El vector de Bloch se encuentra en el polo Norte s = (0, 0, 1)T cuando a = 1 y b = 0. En

este estado, el átomo de dos niveles se encuentra en su estado excitado. En cambio, cuando el

átomo se encuentra en el estado base, tenemos que a = 0 y b = 1, por lo que el vector de Bloch

se encuentra en el polo Sur. Por otro lado, todos los puntos que se encuentran en el ecuador

corresponden a una superposición de poblaciones iguales |a(t)|2 = |b(t)|2 = 1/
√

2. La posición

exacta del vector de Bloch depende de la fase relativa φ entre los dos estados.

Para entender la evolución temporal del vector de Bloch, hacemos uso de la ecuación de

Heisenberg d
dt
〈σ̂〉 = 1

i~ 〈[σ̂, Ĥ
′] 〉, con Ĥ ′ dado por la expresión (3.20). Para la componente i

tenemos
d

dt
〈σ̂i〉 = −iΩ

2
〈[σ̂i, σ̂jnj]〉 = εijkΩnj 〈σ̂k〉 ,

donde hemos hecho uso del convenio de la suma de Einstein y las relaciones de conmutación de
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las matrices de Pauli. En forma vectorial, esta expresión queda

d

dt
〈σ̂〉 = Ω× 〈σ̂〉 . (3.32)

Esta expresión es la ecuación clásica de precesión. Nos indica que el vector de Bloch precesa

alrededor del vector Ω con velocidad angular Ω en el marco de referencia rotatorio [31].

3.3.2. Oscilaciones de Rabi en la esfera de Bloch

En el modelo clásico de Rabi, los pulsos resonantes aplicados a un sistema de dos niveles se

consideran operaciones coherentes, ya que mantienen el estado de superposición del sistema

de dos niveles [22]. Si escogemos un vector de rotación Ω adecuado, en conjunto con una

duración de pulso espećıfica, podemos alcanzar cualquier punto en la esfera de Bloch [22, 31].

Esto significa que un pulso actúa como operador de rotación. Para ilustrar estas operaciones,

escribimos las amplitudes (3.23) de manera expĺıcita. Asumiendo que el sistema se encuentra

originalmente en el estado excitado tenemos (con δ = 0)

a(t) = cos

(
ΩRt

2

)
,

b(t) = −i sin

(
ΩRt

2

)
.

(3.33)

En la representación de espines, cada operación en la esfera de Bloch tiene una expresión

matricial. Por ejemplo, un pulso-π (t = π/ΩR) en resonancia produce una inversión de la

población y el vector de Bloch se desplaza al polo Sur s = (0, 0, 1)T . Mientras tanto, en la

representación de espines, equivale a la operación σ̂x |+〉 = |−〉. Luego, un segundo pulso-π

regresará el sistema a su estado inicial. Entonces, para todo tiempo t, en las oscilaciones de

Rabi el vector de Bloch oscila entre los polos de la esfera unitaria, con una frecuencia ν = ΩR/2π,

la frecuencia de Rabi [22]. Además, con ayuda de las ecuación (3.32) y la definición del vector

Ω en la sección 3.2.3, podemos notar que el vector de Bloch describe estas oscilaciones girando

alrededor del eje x, sobre el plano yz.

Entonces, se puede manipular el vector de Bloch a voluntad con una secuencia definida

de pulsos coherentes de amplitud y duración determinadas [22]. La forma más fácil de alcanzar

la superposición coherente es partir de alguno de los dos estados en el eje z y luego aplicar

un pulso resonante para alcanzar el plano xy. Estas operaciones tienen una aplicación muy

importante en el campo emergente de la computación cuántica [31].

Sin embargo, el control sobre el vector de Bloch ya no es completo si los pulsos no son
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resonantes. Fuera de la resonancia, las ecuaciones (3.23) tienen la forma (3.25) sin la fase e±iωt/2.

En este caso, el vector de Bloch nunca puede alcanzar el polo Sur, ya que |b(t)|2 6= 1 para todo

tiempo t [26].
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Caṕıtulo 4

Ecuaciones clásicas de Bloch

4.1. Introducción

En el caṕıtulo 3, estudiamos un sistema cuántico de dos niveles con simetŕıa de inversión

y su interacción con un campo eléctrico clásico. El desarrollo de esta teoŕıa es el sustento de

diversos fenómenos interesantes como las oscilaciones de Rabi [6, 23] o la transparencia auto-

inducida [20]. Sin embargo, los conceptos involucrados en esta teoŕıa, al igual que en cualquier

teoŕıa cuántica, suelen ser contraintuitivos. Por ello, se han investigado múltiples analoǵıas

entre la f́ısica clásica y la mecánica cuántica.

Más allá de la equivalencia matemática, las analoǵıas conocidas entre ambas teoŕıas pue-

den ayudar a entender de una manera más clara y profunda los fenómenos cuánticos y clásicos

[1]. Con esta motivación, Frimmer y Novotny [19] han presentado una interesante analoǵıa entre

el sistema semiclásico descrito en el caṕıtulo anterior y un sistema clásico compuesto por un par

de osciladores armónicos acoplados. En este caṕıtulo se desarrollará dicha analoǵıa y se discu-

tirán los puntos en común y las diferencias con la teoŕıa semiclásica presentada anteriormente.

A partir de la segunda ley de Newton, se pueden realizar algunas aproximaciones razonables

para obtener un par de ecuaciones diferenciales que son formalmente equivalentes a la ecuación

de Schrödinger para el sistema de dos niveles discutido anteriormente.

4.2. Átomo mecánico

4.2.1. Ecuaciones de movimiento

Comenzaremos reemplazando el átomo cuántico por un átomo mecánico, compuesto de

dos osciladores armónicos acoplados por un resorte con constante κ y débilmente amortiguados,

con una tasa γ, como se muestra en la Figura 4.1. Supondremos que las masas son iguales y

que el acoplamiento es débil. Además, consideraremos que el movimiento está restringido a la

ĺınea que conecta a las dos masas, por lo que sólo existen dos grados de libertad, denotados por
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las coordenadas xA y xB, medidas desde la posición de equilibrio [19, 21]. En este sistema, el

oscilador A puede estar sujeto una fuerza externa F (t). Para la masa A, la constante de resorte

es kA = k − ∆k(t), donde la modulación ∆k(t) es pequeña. Para la masa B, la constante de

resorte es kB = k + ∆k(t) [19].

Si se desplaza la masa A de su posición de equilibrio por una cantidad xA, la fuerza sobre

ella es − [kA −∆k(t)]xA − γẋA − κ (xA − xB) + F (t). Similarmente, la fuerza en la masa B es

− [k + ∆k(t)]xB − γẋB − κ (xB − xA). Entonces las ecuaciones de movimiento son [19, 21]

ẍA + γẋA +

[
k + κ

m
− ∆k(t)

m

]
xA −

κ

m
xB =

F (t)

m
,

ẍB + γẋB +

[
k + κ

m
+

∆k(t)

m

]
xB −

κ

m
xA = 0 .

(4.1)

Figura 4.1 Sistema de osciladores armónicos acoplados con un resorte de constante κ con masas mA y mB y
constantes de resorte kA = k −∆k(t) y kB = k + ∆k(t). El oscilador A puede estar sujeto a una fuerza
externa F (t) [19].

Para simplificar la notación, hacemos las definiciones siguientes: la frecuencia portadora,

Ω2
0 ≡ (k + κ)/m, la frecuencia de la modulación Ω2

d ≡ ∆k/m y la frecuencia de acoplamiento

Ω2
c ≡ κ/m. En forma matricial, la expresión anterior tiene la forma

(
d2

dt2
+ γ

d

dt
+ Ω2

0

)(
xA

xB

)
+

(
−Ω2

d −Ω2
c

−Ω2
c Ω2

d

)(
xA

xB

)
=

(
f(t)

0

)
. (4.2)

donde definimos:

x ≡

(
xA

xB

)
;M ≡

(
−Ω2

d −Ω2
c

−Ω2
c Ω2

d

)
(4.3)
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Figura 4.2 Eigenfrecuencias Ω± de los osciladores acoplados como función de la modulación ∆k. La separa-
ción en resonancia es proporcional a la fuerza de acoplamiento κ [19].

4.2.2. Eigenvalores y eigenvectores

Para encontrar los modos normales del sistema, nuevamente diagonalizaremos la matriz Ω,

de manera análoga a la sección 2.2.2. Para ello, hemos de considerar primero el caso de desajuste

constante (∆k = constante), y encontrar la matriz S cuyas columnas son los eigenvectores

s1, s2 de M. Para encontrar las eigenfrecuencias del sistema de osciladores acoplados, debemos

considerar también el término Ω2
0. Es decir, debemos encontrar los eigenvalores de la matriz

A = M + Ω2
0 I. Sin embargo, por simplicidad, basta con diagonalizar únicamente la matriz M.

Recordamos que la matriz A sólo tiene eigenvectores no nulos si det (A− Ω±I) = 0, donde Ω±

son los eigenvalores del sistema. Llevando a cabo la operación obtenemos [19]

Ω± =

(
Ω2

0 ∓
√

Ω4
d + Ω4

c

)1/2

, (4.4)

donde el término dentro del radical corresponde a los eigenvalores de M. Si las graficamos las

eigenfrecuencias Ω± como función de ∆k(t), podremos observar el comportamiento del sistema.

En la figura 4.2 observamos que, cuando el acoplamiento es nulo, Ωc = 0, los osciladores son

independientes y sus gráficas forman rectas que intersectan en la resonancia, cuando ∆k = 0.

Sin embargo, si existe un acoplamiento, las curvas no se intersectan y forman una separación

caracteŕıstica [8, 19].

Recordando que hab́ıamos considerado un acoplamiento débil, podemos asumir que Ωc �
Ω0. En el caso de resonancia la separación entre las frecuencias es

∆Ω = Ω− − Ω+ ≈
Ω2
c

Ω0

, (4.5)

donde hemos realizado una aproximación por serie de Taylor en las eigenfrecuencias (4.4).

Nótese que la separación es proporcional a la fuerza de acoplamiento κ [19].

27



Para obtener los eigenvectores, consideramos las dos ecuaciones de eigenvalores; M s1 =

− (Ω4
d + Ω2

c)
1/2

s1, y M s2 = + (Ω4
d + Ω2

c)
1/2

s2. Sea s1 = (s11, s21)T , entonces tenemos el par de

ecuaciones

−Ω2
d s11 − Ω2

c s21 = −
√

Ω4
d + Ω4

c s11 ,

−Ω2
c 11 + Ω2

d s21 = −
√

Ω4
d + Ω4

c s21 .

Despejando s21 de la segunda ecuación y luego de racionalizar y eligir s11 = 1, obtenemos s1.

Después de hacer un procedimiento similar para el otro eigenvalor, obtenemos la matriz de

eigenvectores

S =

 1 1

− (Ωd/Ωc)
2 +

√
1 + (Ωd/Ωc)

4 − (Ωd/Ωc)
2 −

√
1 + (Ωd/Ωc)

4

 . (4.6)

4.2.3. Modos normales

Ahora, podemos encontrar los modos de oscilación simétrico y antisimétrico al diago-

nalizar y desacoplar el sistema de ecuaciones diferenciales. Por conveniencia, realizaremos la

transformación

x = U−1y =
(
S−1
)T

y , (4.7)

donde U es la matriz de transformación y y ≡ (yA, yB)T son los eigenmodos del sistema.

Entonces, tenemos

UMx = UMU−1y = STMT
(
S−1
)T

y ,

pero STMT (S−1)
T

= (S−1MS)
T

= ΛT = Λ, donde Λ es la matriz de eigenvalores de M.

Aplicando la transformación (4.7) en la ecuación (4.1) y multiplicando por la izquierda por U
resulta [19]

(
d2

dt2
+ γ

d

dt
+ Ω2

0

)(
yA

yB

)
+

(
−
√

Ω4
d + Ω4

c 0

0
√

Ω4
d + Ω4

c

)(
yA

yB

)
=

(
f(t)

f(t)

)
. (4.8)

Como podemos notar, hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales para las coorde-

nadas yA y yB en donde éstas son independientes. En particular, nos interesa la evolución de los

eigenmodos x+ y x− cerca del la resonancia (∆k = 0). En este caso la matriz de transformación

U, se escribe [19]

U(∆k → 0) =

(
1 1

1 −1

)
. (4.9)
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Si aplicamos esta transformación, los eigenmodos toman la forma

x+ ≡ yA(∆k → 0) = xA + xB ,

x− ≡ yB(∆k → 0) = xA − xB .
(4.10)

Por un lado, tenemos un modo de oscilación simétrico, denotado por x+, con frecuencia Ω+(∆k =

0) =
√
k/m. En este modo de oscilación, ambas masas se desplazan en la misma dirección en

cualquier instante dado; es decir, oscilan en fase. Además, se debe notar que en este modo, la

frecuencia de oscilación es la frecuencia en ausencia de acoplamiento. Esto es debido a que el

resorte que acopla cada una de las masas individuales no posee ningún efecto. Por otro lado,

tenemos un modo antisimétrico, denotado por x−, con frecuencia Ω−(∆k = 0) =
√

(k + 2κ)/m.

En este modo, las masas se desplazan en direcciones contrarias (fuera de fase). La frecuencia

en este caso es mayor, debido a que el sistema se encuentra bajo la acción del acoplamiento

[19, 21].

Siguiendo el mismo procedimiento empleado para obtener (4.8), utilizamos (4.7), con

U−1(∆k = 0) para transformar el sistema de ecuaciones (4.1). Multiplicamos por U(∆k = 0)

por la izquierda y obtenemos(
d2

dt2
+ γ

d

dt
+ Ω2

0

)(
x+

x−

)
+

(
−Ω2

c −Ω2
d

−Ω2
d Ω2

c

)(
x+

x−

)
=

(
f(t)

f(t)

)
. (4.11)

Comparando la expresión (4.11) con (4.2), puede observarse que los modos normales ahora se

encuentran acoplados por la modulación. A partir de ahora, suponemos que f(t) = 0 para

investigar la dinámica del sistema sin forzamiento [19].

4.2.4. Envolvente lenta

Tomando en cuenta que el acoplamiento débil se traduce en una transferencia de enerǵıa

entre los osciladores, podemos proponer soluciones de la forma [21]

x+ = Re
{
ca(t) eiΩ0t

}
x− = Re

{
cb(t) eiΩ0t

} (4.12)

para la evolución de los eigenmodos. En esta expresión, los términos ca(t) y cb(t) son amplitudes

complejas que vaŕıan lentamente, en comparación a la alta frecuencia Ω0 con la que oscilan los

29



eigenmodos (4.12) [19]. Sustituyendo (4.12) en (4.11) se obtiene[
c̈a + 2iΩ0ċa − Ω2

0ca + γċa + iΩ0γca + Ω2
0ca − Ω2

cca − Ω2
dcb
]

eiΩ0t = 0 ,[
c̈b + 2iΩ0ċb − Ω2

0cb + γċb + iΩ0γcb + Ω2
0cb − Ω2

dca + Ω2
ccb
]

eiΩ0t = 0 .

Como se hab́ıa mencionado anteriormente, suponemos que las envolventes ca y cb vaŕıan

lentamente, por lo que no cambian notoriamente en un periodo T = 2π/Ω0. Entonces asumimos

que |c̈a| � |ca| y |c̈b| � |cb|. Esta suposición nos permite despreciar los términos que contienen

las segundas derivadas. Además, tomamos en cuenta el hecho de que el amortiguamiento es

débil, por lo que 2iΩ0 + γ ≈ 2iΩ0 [19]. Tomado en cuenta estas consideraciones obtenemos

i

(
ċa

ċb

)
=

1

2

(
∆Ω− iγ ωd

ωd −∆Ω− iγ

)(
ca

cb

)
, (4.13)

donde hemos definido la frecuencia de modulación re-escalada ωd ≡ Ω2
d/Ω0 y hemos utilizado

la ecuación (4.5) para simplificar la notación [19].

4.2.5. Modulación paramétrica

Para entender cómo se comportaŕıa el átomo mecánico, consideramos una modulación

armónica de la forma [19]

∆k(t) = −2Ω0mA cos (ωmt) , (4.14)

donde A y ωm son la amplitud y la frecuencia de la modulación, respectivamente. De esta

manera, tenemos que ωd = −A (eiωmt + e−iωmt). Sustituyendo esto en (4.13) se obtiene

i

(
ċa

ċb

)
=

(
∆Ω− iγ −2A cosωmt

−2A cosωmt −∆Ω− iγ

)(
ca

cb

)
. (4.15)

Nótese que esta ecuación es formalmente equivalente a la ecuación de Schrödinger para el

Hamiltoniano (3.15) cuando el amortiguamiento es nulo. Este resultado es importante, puesto

que establece la analoǵıa entre un sistema cuántico y uno clásico. En este caso, la separación

de enerǵıa entre niveles es ~∆Ω y el acoplamiento ~ωd/2. Con esta notación, el Hamiltoniano

tendŕıa la forma ~∆Ωσ̂z/2 + ~ωdσ̂x/2. De esta manera, el sistema de dos osciladores armónicos

clásicos puede considerarse como un átomo mecánico, cuyo estado base o excitado corresponde

a los eigenmodos simétrico o antisimétrico, respectivamente [19]. Además, el desajuste ∆k,

establece el acoplamiento entre los eigenmodos y en particular, la amplitud A representa la

frecuencia de Rabi en el caṕıtulo 3. De manera análoga, el acoplamiento entre niveles se produce
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por la interacción entre el sistema de dos niveles y el campo eléctrico [19, 24].

4.2.6. Solución general

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (4.13), debemos trasladarnos a un

marco de referencia rotatorio, como se hace en la sección 3.2.2. En esta ocasión, hacemos uso

de la transformación [19, 24]

ca(t) = a(t) e−iωmt/2 ,

cb(t) = b(t) eiωmt/2 .
(4.16)

Esta transformación es equivalente a la transformación (3.16); esta vez con Ûz(t) = eiωmtσ̂z/2.

Con esto, nos trasladamos a un marco de referencia que oscila con la frecuencia de la modulación.

Si sustituimos (4.16), junto con (4.14) en (4.13) se obtiene

i

(
ȧ− i

2
ωma

)
=

1

2
(∆Ω− iγ) a− A

2

(
e2iωmt + 1

)
b ,

i

(
ḃ+

i

2
ωmb

)
= −A

2

(
1 + e−2iωmt

)
a− 1

2
(∆Ω + iγ) b .

Como se observa en las expresiones anteriores, tenemos términos de la forma e±2iωmt que oscilan

rápidamente. Aplicamos la aproximación cuasi-resonante, y despreciamos estos términos, debido

a que sus efectos se pierden en tiempos suficientemente largos [23, 26]. Después de reordenar

términos obtenemos [19]

i

(
ȧ

ḃ

)
=

1

2

(
δ − iγ −A
−A −δ − iγ

)(
a

b

)
, (4.17)

donde δ ≡ ∆Ω − ωm es la diferencia entre la separación de los niveles y la modulación [19].

Obsérvese la semejanza entre la matriz en esta expresión y el Hamiltoniano (3.20). Si utilizamos

las condiciones iniciales arbitrarias, a(0) = a0 y b(0) = b0, obtenemos la solución general [19]

a(t) =

{[
cos

(
ΩRt

2

)
− i δ

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)]
a0 + i

A

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)
b0

}
e−γt/2 ,

b(t) =

{
i
A

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)
a0 +

[
cos

(
ΩRt

2

)
+ i

δ

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)]
b0

}
e−γt/2,

(4.18)

donde ΩR ≡
√
A2 + δ2 es la frecuencia de Rabi generalizada. En el Apéndice C se encuentra el

procedimiento detallado para obtener esta solución. Excepto por el factor de amortiguamiento

e−γt/2, esta solución es idéntica a la solución (3.23).
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Después de revertir las transformaciones (4.16), (4.12) y (4.10) encontramos la solución

general al problema de un sistema de osciladores armónicos acoplados con una constante de

resorte que vaŕıa de manera armónica. Sin embargo, esta solución se sustenta en la aproximación

cuasi-resonante, que impone la condición de que la frecuencia de Rabi debe ser tal que ΩR � ωm.

Esto es debido a que en la aproximación cuasi-resonante despreciamos términos que oscilan con

frecuencias ±2ωm. El hecho de que la frecuencia de Rabi debe ser pequeña nos indica que δ

también debe ser suficientemente pequeña, lo cual implica que ∆Ω ∼ ωm. Por otra parte, la

amplitud de la modulación también debe ser tal que asegure que la frecuencia de Rabi no sea

demasiado grande [19].

Por otro lado, la aproximación realizada en la sección 4.2.4 nos indica que la frecuencia

de modulación debe cumplir que ωm � Ω0 para que la envolvente tenga una variación lenta.

Es decir, la frecuencia de oscilación natural de las masas (en ausencia de acoplamiento) debe

ser mucho mayor que la de la modulación [19, 21].

4.3. Esfera de Bloch Clásica

4.3.1. Definición de la esfera de Bloch

En la sección 3.3, se introdujo el vector de Bloch, definido como el valor esperado del

vector de las matrices de Pauli. Para el estudio de la analoǵıa presentada en este caṕıtulo,

es pertinente escribir un vector de Bloch clásico, partiendo de la definición cuántica. Con

esto, es posible estudiar cómo evoluciona nuestro sistema de osciladores armónicos clásicos y

profundizar en la analoǵıa con el sistema cuántico de dos niveles. El vector de Bloch clásico

tiene las componentes cartesianas [19, 30]

sx = ab∗ + a∗b = 2 Re {ab∗} ,

sy = i (ab∗ − a∗b) = −2 Im {ab∗} ,

sz = aa∗ − bb∗ = |a|2 − |b|2 .

(4.19)

Para que nuestro sistema pueda representarse en la esfera de Bloch, debe estar norma-

lizado, de forma que |a|2 + |b|2 = 1, y en ausencia de amortiguamiento (γ = 0), entonces el

vector definido en las ecuaciones s = (sx, sy, sz)
T describe una esfera unitaria [19, 31].

Ahora, ilustraremos algunos puntos interesantes en la esfera de Bloch, mostrados en la

Figura 4.3. El polo Norte s = (0, 0, 1)T corresponde al estado (a, b) = (1, 0). En este estado

únicamente el modo simétrico se encuentra activo. Por otra parte, en el estado (a, b) = (0, 1),
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el vector de Bloch se encuentra en el polo Sur y solamente el modo antisimétrico se encuentra

activo. Finalmente, todos los puntos en el ecuador corresponden a una superposición igual de

los eigenmodos, pero con distinta fase. Por ejemplo, el punto s = (1, 0, 0)T corresponde al estado

(a, b) = (1, 1)/
√

2 [19].

Figura 4.3 Representación de algunos puntos en la esfera de Bloch clásica, correspondientes a diferentes
estados de superposición de los eigenmodos x± [19].

Para investigar cómo evoluciona el vector de Bloch en el tiempo, calculamos su derivada.

Para la componente sx, tenemos

ṡx = ȧb∗ + aḃ∗ + ȧ∗b+ a∗ḃ

= −γsx − δsy ,

donde hemos hecho uso de la ecuación (4.17) y simplificado. Después de un procedimiento

similar para las demás componentes, obtenemos [19]

d

dt

sxsy
sz

 =

−γ −δ 0

δ −γ A

0 −A −γ


sxsy
sz

 . (4.20)

Podemos compactar el sistema de ecuaciones anterior escribiendo Ω ≡ (−A, 0, δ)T . Entonces,

resulta la expresión

ṡ = Ω× s− γs . (4.21)

Cuando el amortiguamiento es nulo, la ecuación ṡ = Ω× s es la ecuación clásica que describe

la precesión del vector de Bloch alrededor del vector Ω, con frecuencia angular ΩR [19, 23,

30]. Estos resultados definen las ecuaciones de Bloch clásicas. En resumen, el estado de nuestro

sistema de osciladores armónicos acoplados está determinado por las amplitudes complejas a(t)

33



y b(t) y cada estado en particular tiene una representación en la esfera de Bloch.

En principio, podemos escoger una amplitud A y un valor δ tal que logremos trasladar el

vector de Bloch de un punto cualquier a otro, en el tiempo adecuado, dado por las ecuaciones

(4.18). Esta es la idea central del concepto de control coherente [19, 22, 26]. Como se discutió

en la sección 3.3.2, se puede lograr el control coherente al manipular el un sistema por medio

de una secuencia de pulsos resonantes, con una duración bien definida [22]. En el caso clásico

presentado en este caṕıtulo, el control coherente depende completamente de la modulación ∆k

en los resortes [19].

4.3.2. Oscilaciones de Rabi clásicas

En esta sección discutiremos cómo cambia el vector de Bloch cuando modulamos el

parámetro ∆k(t) en resonancia (∆Ω = ωm). En este caso la modulación tiene la forma ∆k ∝
A cos (∆Ωt). Suponiendo que el vector de Bloch comience en el punto s = (0, 0, 1)T , entonces

precesará alrededor del eje Ω = −Ax̂. Las amplitudes complejas (4.18) tienen la forma [19]

a(t) = cos

(
At

2

)
e−γt/2 ,

b(t) = i sin

(
At

2

)
e−γt/2 .

(4.22)

Por ahora, se ignorará el amortiguamiento, por lo que γ = 0. Después de un tiempo t = π/A,

tendremos que a(π/A) = 0 y b(π/A) = 1. Éste es el llamado pulso-π [22]. Entonces, el vector de

Bloch habrá rotado al polo Sur. De manera similar, para un tiempo de modulación de t = 2π/A,

el sistema habrá vuelto a su estado original [19]. Entonces, la esfera de Bloch representa el estado

del sistema considerando la población de los eigenmodos, dada por

|a(t)| = cos2

(
At

2

)
e−γt ,

|b(t)| = sin2

(
At

2

)
e−γt .

(4.23)

Entonces, cuando γ = 0, los modos oscilan entre el simétrico y el antisimétrico y el vector de

Bloch lo hace entre el polo Norte y el polo Sur, como se observa en la Figura 4.4.

En este caso, la población se invierte con un periodo de T = 2π/A [19, 26]. Éste es el

fenómeno que ocurre en las oscilaciones de Rabi en un sistema de dos niveles [22]. Sin embargo,

el amortiguamiento lleva a cáıda de las poblaciones de ambos eigenmodos con el tiempo y la

magnitud del vector de Bloch no se conserva [19]. Para una diferencia δ 6= 0, las amplitudes
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son

a(t) =

[
cos

(
ΩRt

2

)
− i δ

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)]
e−γt/2 ,

b(t) = i
A

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)
e−γt/2 .

(4.24)

Estas expresiones revelan que, en el caso de operaciones no resonantes, el vector de Bloch

precesa alrededor de un eje Ω que tiene una componente en el eje z, por lo que nunca alcanzará

el polo Sur. Esto también se puede entender a partir de que |b(t)|2 6= 1 para cualquier tiempo

t, ya que ΩR ≥ A [19].

Figura 4.4 Oscilaciones de Rabi en la esfera de Bloch. El vector de Bloch rota aldedor del eje Ω = −Ax̂ [19].

4.3.3. Franjas de Ramsey clásicas

En la sección anterior, vimos que las modulaciones resonantes producen oscilaciones de

Rabi en el sistema de osciladores acoplados. Ahora, veremos qué ocurre cuando escogemos un

desajuste δ 6= 0 y despreciamos el amortiguamiento.

Una forma de visualizar el efecto del desajuste δ es por medio del experimento de Ramsey.

Comenzamos preparando el sistema en el estado correspondiente al polo Norte en la esfera

de Bloch. Después de un pulso-π/2 resonante (δ = 0), el sistema se encontrará en el punto

s = (0, 1, 0)T , como se puede ver utilizando las ecuaciones (4.19). Ahora esperamos un tiempo

t, escogemos A = 0. Entonces, tenemos que δ = ∆Ω, y las condiciones iniciales son (a0, b0) =
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(1, i)/
√

2. Las ecuaciones (4.18) toman la forma

a(t) =
1√
2

[
cos

(
δt

2

)
− i sin

(
δt

2

)]
,

b(t) =
i√
2

[
cos

(
δt

2

)
+ i sin

(
δt

2

)]
.

(4.25)

Entonces, podemos notar que el vector de Bloch se desplazará aunque no exista una modulación

(A = 0), ya que los eigenmodos adquieren una fase relativa, dada por la diferencia de frecuencia

∆Ω en los niveles [19]. Luego, esperamos un tiempo T y el vector de Bloch habrá rotado un

ángulo Φ = δT sobre el ecuador. Después, aplicamos un nuevo pulso-π/2. El experimento de

Ramsey consiste en medir la población de cada estado para cada tiempo de espera T . Si el

tiempo de espera fue T = π/δ, regresamos al polo Norte después del segundo pulso-π/2. En

la Figura 4.5a se puede observar la trayectoria del vector de Bloch para este caso. En general

podemos notar en la ecuación (4.25) que cada tiempo t = nπ/δ, se produce una inversión en la

población [19, 22]. Si medimos las poblaciones después del segundo pulso-π/2, encontraremos

las franjas caracteŕısticas del experimento de Ramsey mostradas en la Figura 4.5b.

Figura 4.5 a) Trayectoria del vector de Bloch en el experimento de Ramsey para un tiempo T = π/δ. b)
Patrón de franjas de Ramsey, formado cuando se mide la población de cada estado después de un tiempo
T de evolución del vector de Bloch en el ecuador [19].

4.3.4. Experimento de Hahn clásico

Ya que hemos establecido el efecto de los pulsos resonantes y los tiempos de esfera, es

posible refinar el método anterior. Si comenzamos en el polo Sur s = (0, 0, 1)T , y aplicamos

un pulso de π/2, alcanzamos el estado s = (0, 1, 0)T , al igual que en la sección anterior. Sin

embargo, ahora esperamos un tiempo T/2 para que el vector de Bloch evolucione a lo largo del

ecuador. Luego, aplicamos un pulso resonante π, por lo que el vector de Bloch rotará un ángulo

π alrededor del eje x, como se establece en la ecuación (4.21). Después de un tiempo adicional

T/2, el vector de Bloch siempre alcanzará el punto s = (0,−1, 0)T . Luego de un pulso-3π/2
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adicional, el vector de Bloch regresa al punto s = (0, 0, 1)T . La trayectoria del vector de Bloch

se muestra en la Figura 4.6a. Sin embargo, esto sólo se cumple si no existe amortiguamiento

[19].

Figura 4.6 a) Trayectoria del vector de Bloch en el experimento de Hahn. b) Población del eigenmodo x−
después del experimento de Hahn. Además, se encuentran esquematizados los pulsos [19].

Cuando existe amortiguamiento, las amplitudes decaen con un factor e−γt/2. Si medimos el

resultado del experimento de Hahn, encontraremos lo siguiente. La población del modo simétrico

es cero, mientras que la población del modo antisimétrico es |b(T )|2 = e−γT . En la Figura 4.6b

se muestra una gráfica de la población del eigenmodo x−. Entonces, si se modifica el tiempo

se espera T y se mide la enerǵıa el eigenmodo x−, se puede determinar el amortiguamiento.

En el experimento de Hahn cuántico se puede eliminar la contribución de la relajación por

decaimiento de la población y medir el amortiguamiento debido a la pérdida de coherencia [19].

4.4. Diferencias con el sistema de dos niveles

A lo largo de este caṕıtulo, se ha establecido la analoǵıa entre el sistema cuántico de

dos niveles y el sistema de osciladores armónicos clásicos acoplados. Sin embargo, existe una

importante diferencia. En el sistema clásico, el amortiguamiento causa la desaparición de am-

bos modos. En cambio, un sistema cuántico de dos niveles siempre cae al estado base como

consecuencia del amortiguamiento [22]. En el modelo de Rabi, uno de los mecanismos de amor-

tiguamiento es la emisión espontánea. En este mecanismo, los átomos tienden a caer al estado

base y emiten el exceso de enerǵıa. El número de átomos en el estado excitado decae expo-

nencialmente y el resultado final es que todos los átomos se encontrarán en el estado base

[22].

El proceso de emisión espontánea está caracterizado por las constantes fenomenológicas

T1 y T2, introducidas por Bloch en su modelo de resonancia magnética nuclear, donde se rela-

cionan a los procesos de relajación del esṕın [29]. En el contexto de la interacción materia-luz, la
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constante T1, llamada relajación longitudinal, está determinada por el decaimiento de la pobla-

ción. Por otra parte, la constante T2, llamada relajación transversal, está relacionada al proceso

de desfase. Cuando ocurren eventos que no alteran la población del estado excitado, pero śı

la fase de la función de onda, y entonces se pierde la coherencia y por lo tanto se pierden las

oscilaciones de Rabi [22, 26]. En ambos casos, se produce una cáıda en la población, mientras

que en el sistema clásico se pierden los modos de oscilación. Por esto, la emisión espontánea es

un fenómeno cuántico que no puede ser modelado en términos clásicos [19, 22].
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Caṕıtulo 5

Interacción materia-luz: sistema de dos

niveles asimétrico

5.1. Transformación del Hamiltoniano a un marco de re-

ferencia rotatorio

En el caṕıtulo 3, estudiamos la interacción entre un sistema cuántico de dos niveles y

asumimos que exist́ıa simetŕıa de inversión. Nuevamente, buscaremos una solución a la ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo que se escriba como una superposición de los estados

{|a〉 , |b〉}. Es decir, escribiremos la función de onda como |ψ(t)〉 = ca(t) |a〉 + cb(t) |b〉. En

este caṕıtulo, haremos una suposición importante, que no existe la simetŕıa de inversión. Esto

implica que los estados{|a〉 , |b〉} no tienen una paridad definida, por lo que podemos suponer

que daa,dbb 6= 0. Esto significaŕıa que hay momentos dipolares permanentes asociados al estado

base y al estado excitado [32]. En el caṕıtulo 3, obtuvimos el Hamiltoniano para el sistema de

dos niveles en interacción con un campo eléctrico clásico:

Ĥ(t) =
1

2
[~ω0 − E0 · (daa − dbb) cosωt] σ̂z − E0 · (dab σ̂+ + dba σ̂−) cosωt . (5.1)

Nuevamente, haremos una rotación alrededor del eje z,con una transformación unitaria definida

como

Ûz(t) = exp

{
i

~

∫ t

0

1

2
[~ω0 − E0 · (daa − dbb) cosωt′] dt′

}
= ei(ω0t−κ sinωt)σ̂z/2 , (5.2)

donde hemos definido el parámetro de violación de la simetŕıa κ ≡ E0 · (daa − dbb) /~ω [32].

Siguiendo un procedimiento análogo a la sección 3.2.2, escribimos la función de onda transfor-

mada como |ψ′(t)〉 = a(t) |a〉+ b(t) |b〉. En términos de los coeficientes ca, cb tenemos

a(t) = ca(t) eiθ/2 ,

b(t) = cb(t) e−iθ/2 ,
(5.3)
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donde hemos definido θ(t) ≡ ω0t− κ sinωt. Ahora, evaluamos cómo se transforma el Hamilto-

niano del sistema (5.1) bajo la acción de Ûz(t). Utilizando la ecuación 3.6, encontramos

Ĥ ′(t) = −~
2

(ω0 − κω cosωt) σ̂z + ei
θ
2
σ̂zĤ(t) e−i

θ
2
σ̂z

= −
(
E0 · dab eiθσ̂+ + E0 · dba e−iθσ̂−

)
cosωt .

(5.4)

Definimos la intensidad de campo eléctrico renormalizada como

Ẽ(t) ≡ E0 eiκ sinωt = E0

∞∑
n=−∞

Jn(κ) einωt , (5.5)

donde Jn(κ) son las funciones de Bessel del primer tipo y orden entero. Con esto, reescribimos

el Hamiltoniano (5.4) como

Ĥ ′(t) = −
(
Ẽ∗(t) · dab eiω0t σ̂+ + Ẽ(t) · dba e−iω0t σ̂−

)
cosωt

= −E0 ·
∞∑

n=−∞

Jn(κ)
(
dab e−inωt eiω0tσ̂+ + dba einωt e−iω0tσ̂−

)
cosωt .

(5.6)

Observamos en el Hamiltoniano que existen nuevas resonancias,cuando nω = ω0, con n =

1, 2, 3, . . . Esto es un efecto del rompimiento de la simetŕıa de inversión, ya que el campo eléctri-

co se ha transformado en un oscilador armónico paramétrico [32]. Reescribimos la expresión

anterior en términos de las funciones Bessel como

Ĥ ′(t) = −1

2
E0 · dab

∞∑
n=−∞

Jn(κ)
(
e−i(n−1)ωt + e−i(n+1)ωt

)
eiωot σ̂+

−1

2
E0 · dba

∞∑
n=−∞

Jn(κ)
(
ei(n+1)ωt + ei(n−1)ωt

)
e−iω0t σ̂− .

(5.7)

5.2. Aproximación cuasi-resonante

Ahora, asumiremos que la frecuencia ω del campo eléctrico se encuentra cerca de la m-

ésima resonancia ω0/m. Al estudiar el comportamiento con tiempos largos, la única contribución

considerable vendrá de los términos n = m ± 1. La aproximación cuasi-resonante nos permite
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ignorar las contribuciones de armónicos distintos [22, 25, 28, 32]. Entonces queda

Ĥ ′(t) ≈ −1

2
E0 ·

(
dab ei∆t σ̂+ + dba e−i∆t σ̂−

)
[Jm+1(κ) + Jm−1(κ)]

= −1

2
E0 ·

(
dab ei∆t σ̂+ + dba e−i∆t σ̂−

) [2mJm(κ)

κ

]
,

(5.8)

donde se ha definido ∆ ≡ ω0 −mω y además se han utilizado las propiedades de las funciones

Bessel. Para que nuestra aproximación tenga validez, se deben cumplir dos condiciones. La

primera es que

∣∣∣∣E0 · dabmJm(κ)

κ

∣∣∣∣ & |~ (ω0 −mω)|. (5.9)

Esta condición implica que el acoplamiento en la m-ésima resonancia debe ser lo bastante fuerte

como para que nos permita restringir el problema a un sistema de dos niveles. La segunda

condición es

∣∣∣∣E0 · dabnJn(κ)

κ

∣∣∣∣� |~ (ω0 − nω)|, (5.10)

donde n 6= m. Esta condición nos permite despreciar las interacciones fuera de la m-ésima

resonancia, es decir, fuera de la aproximación cuasi-resonante [32].

Ahora, asumimos que los elementos no diagonales del operador de momento dipolar son

reales, por lo que dab = dba. Definimos la frecuencia de Rabi como

Ω̃R ≡ E0 · dab
(

2mJm(κ)

~κ

)
(5.11)

en la vecindad de la m-ésima resonancia. Ahora, la frecuencia de Rabi ya no sólo es proporcional

a la intensidad del campo eléctrico. De hecho, puede anularse si la intensidad del campo eléctrico

es tal que κ sea una de las ráıces de la función Bessel [32]. Con esto, podemos escribir una

aproximación al Hamiltoniano con simetŕıa de inversión rota como

Ĥ ′(t) ≈ −~Ω̃R

2

(
ei∆t σ̂+ + e−i∆t σ̂−

)
. (5.12)

5.3. Solución de la ecuación de Schrödinger

Para resolver la ecuación de Schrödinger de una manera más sencilla, efectuamos una

nueva rotación alrededor del eje z, de forma que el Hamiltoniano (5.12) sea estático. Utilizamos
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la transformación unitaria

Ûz(t) = e−i
∆t
2
σ̂z . (5.13)

Entonces, la función de onda |ψ̃(t)〉 se escribe |ψ̃(t)〉 = ã(t) |a〉+ b̃(t) |b〉 = Ûz(t) |ψ′(t)〉. Expĺıci-

tamente, tenemos:

ã(t) = e−i
∆t
2 a(t) ,

b̃(t) = ei
∆t
2 b(t) .

(5.14)

Después de la transformación, el Hamiltoniano (3.20) resulta

H̃ =
~∆

2
σ̂z + e−i

∆t
2
σ̂zĤ ′(t)ei

∆t
2
σ̂z

=
~∆

2
σ̂z −

~Ω̃R

2
σ̂x .

(5.15)

Obsérvese que este Hamiltoniano es independiente del tiempo. Esto nos permite aplicar el ope-

rador de evolución asociado para obtener la función de onda para H̃ [2]. Luego, simplemente

invertimos la transformación y obtenemos la función de onda |ψ′(t)〉. De nueva cuenta, obser-

vamos que podemos interpretar el Hamiltoniano (5.15) como la interacción de un sistema con

esṕın ficticio 1
2

con el campo vectorial Ω ≡ −Ω̃Rx̂ + ∆ẑ = Ωn̂, donde Ω =
√

Ω̃2
R + ∆2 es la

frecuencia de Rabi modulada [25, 32]. Entonces, la ecuación (5.15) toma la forma compacta

H̃ ′ =
~Ω

2
σ̂ · n̂ . (5.16)

Entonces, el operador de evolución Ŝ(t) = e−iĤ
′t/~ toma la forma simple [2]

Ŝ(t) = e−i
Ωt
2
σ̂·n̂ = cos

(
Ωt

2

)
I− i sin

(
Ωt

2

)
σ̂ · n̂. (5.17)

Utilizando condiciones iniciales arbitrarias, escribimos el estado | ˜ψ(t)〉 con la forma inicial

|ψ̃(0)〉 = (a0, b0)T . Después de un tiempo t tiene la forma

|ψ̃(t)〉 = Ŝ(t) |ψ̃(0)〉 = cos

(
Ωt

2

)(
a0

b0

)
− i sin

(
Ωt

2

)(
∆/Ω −Ω̃R/Ω

−Ω̃R/Ω −∆/Ω

)(
a0

b0

)
.
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Invirtiendo la transformación (5.14) resulta

a(t) = ei
∆t
2

{[
cos

(
Ωt

2

)
− i∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
a0 + i

Ω̃R

Ω
sin

(
Ωt

2

)
b0

}
,

b(t) = e−i
∆t
2

{
i
Ω̃R

Ω
sin

(
Ωt

2

)
a0 +

[
cos

(
Ωt

2

)
+ i

∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
b0

}
.

(5.18)

Finalmente, invertimos la transformación (5.2) y obtenemos [32]

ca(t) = e−i
mωt

2 ei
κ sinωt

2

{[
cos

(
Ωt

2

)
− i∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
a0 + i

Ω̃R

Ω
sin

(
Ωt

2

)
b0

}
,

cb(t) = ei
mωt

2 e−i
κ sinωt

2

{
i
Ω̃R

Ω
sin

(
Ωt

2

)
a0 +

[
cos

(
Ωt

2

)
+ i

∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
b0

}
.

(5.19)

En conjunto, estas ecuaciones son la solución aproximada a la ecuación de Schrödinger para un

sistema de dos niveles sin simetŕıa de inversión. La probabilidad de que el sistema se encuentre

en el estado base o en el estado excitado está dada por |cb(t)|2 y |ca(t)|2, respectivamente. Asu-

miendo que el sistema se encuentra inicialmente en el estado excitado, entonces la probabilidad

de transición está dada por

Pa→b(t) = |〈b|ψ(t)〉|2 =
Ω̃2
R

Ω2
sin2

(
Ωt

2

)
. (5.20)

En esta ecuación, la amplitud de las oscilaciones de Rabi tiene un perfil lorentizano. Sin embar-

go, el ancho ahora también escala con el número m, además de la diferencia entre la frecuencia

del campo eléctrico y la frecuencia de la transición entre niveles. De igual manera, la máxima

amplitud se encuentra en las distintas resonancias, cuando ω = ω0/m y entonces puede produ-

cirse una inversión completa de la población [26]. F́ısicamente, esto implica que existen nuevas

frecuencias proporcionales a la frecuencia de transición del átomo de dos niveles [32].

5.4. Momento dipolar inducido

Como se vio en la sección 3.2.5, la interacción entre el campo eléctrico y el sistema de

dos niveles causa la formación de un momento dipolar. Éste está definido como el valor de

expectación del operador de momento dipolar [28, 32]. Para entender cómo el rompimiento

de la simetŕıa de inversión afecta la dispersión de la luz, nuevamente realizaremos este cálculo.

Suponiendo que a t = 0, el sistema se encuentra en el estado excitado, entonces a0 = 1 y b0 = 0.

Para ello, necesitamos escribir el estado del sistema a tiempo t, |ψ(t)〉 = ca(t) |a〉 + cb(t) |b〉,
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donde

ca(t) = e−imωt/2
[
cos

(
Ωt

2

)
− i∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
eiκ sinωt/2 ,

cb(t) = ieimωt/2
Ω̃R

Ω
sin

(
Ωt

2

)
e−iκ sinωt/2 .

(5.21)

Sustituyendo los coeficientes ca(t) y cb(t), y luego de algo de álgebra, obtenemos [32]

d(t) = 〈ψ(t)|d̂|ψ(t)〉 = daa −
1

2
(daa − dbb)

Ω̃2
R

Ω2
(1− cos Ωt)

− dab
Ω̃R

2Ω

∞∑
n=−∞

Jm−n(κ)

[
∆

Ω
einωt − 1

2

(
1 +

∆

Ω

)
ei(nω+Ω)t +

1

2

(
1− ∆

Ω

)
ei(nω−Ω)t + c.c.

]
(5.22)

para el momento dipolar inducido cerca de la m-ésima resonancia. Aqúı, se hace notorio que

existe un momento dipolar permanente, independientemente de las resonancias. Además, ob-

servamos que la radiación del dipolo para este sistema consiste en un espectro con un singlete a

frecuencia Ω y una serie de tripletes con frecuencias nω, nω±Ω, como se muestra en la Figura

5.1 [32].

Figura 5.1 Esquema de la dispersión de la luz en un sistema de dos niveles asimétrico, en la vecindad de la
m-ésima resonancia [32].

Para ilustrar las oscilaciones del momento dipolar, nos centraremos en un caso particular

interesante. Cuando la violación de la simetŕıa de inversión es débil, tenemos que |κ| � 1. En

tal caso, al efecto de la asimetŕıa es mucho más notorio en la primera resonancia m = 1, cuando

ω ≈ ω0. En el caso de un campo eléctrico resonante, entonces ∆ = 0, Ω = Ω̃R y el momento

dipolar se reduce a la expresión

d(t) =
1

2
(daa + dbb) +

1

2
(daa − dbb) cos Ω̃Rt

+
1

2
dab

[
cos
(
nωt+ Ω̃Rt

)
− cos

(
nωt− Ω̃Rt

)]
.

(5.23)
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En esta situación, la frecuencia de Rabi toma la forma Ω̃R = E0·dab/~. Usualmente, la frecuencia

de Rabi es mucho más pequeña que la del campo eléctrico aplicado (Ω̃R � ω0), por lo que

tenemos tres contribuciones que oscilan en el momento dipolar. La primera proviene de la

violación de la simetŕıa y oscila a la frecuencia de Rabi. Además, tenemos los términos que

oscilan a las frecuencias ω0 ± Ω̃R, los cuales se encuentran cuando existe simetŕıa de inversión

[32].

Por su tamaño, los puntos cuánticos son un sistema apto para observar el efecto de la

asimetŕıa. En los puntos cuánticos el estado base |b〉 corresponde a la ausencia de portadores

de carga libres. Además, el estado excitado |a〉 representa el estado con electrones en la banda

de conducción y huecos en la banda de valencia. En particular, los arreglos de puntos cuánticos

de nitruros del grupo III pueden ser útiles para la emisión en el rango de los THz [32]. Un

ejemplo de la utilidad de estos arreglos se encuentra en los láseres de cascada cuántica [33]. Por

otro lado, el efecto de la violación de la simetŕıa podŕıa observarse también en los nanotubos

de carbono quirales, ya que la quiralidad rompe la simetŕıa de inversión cuando no existe un

centro de inversión [34].
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Caṕıtulo 6

Sistema de dos niveles asimétrico: análo-

go clásico

6.1. Introducción

En el caṕıtulo 4 discutimos la analoǵıa entre un sistema cuántico de dos niveles con

simetŕıa de inversión y un sistema de osciladores armónicos clásicos acoplados. Luego, en el

caṕıtulo 5 discutimos cómo el rompimiento de la simetŕıa de inversión introdućıa nuevas re-

sonancias en la frecuencia de Rabi y la aparición de una serie infinita de tripletes. En este

caṕıtulo, extenderemos la analoǵıa de Frimmer y Novotny [19] al caso del rompimiento de la

simetŕıa de inversión. Para ello, se incluirá un acoplamiento variable en las ecuaciones (4.1), tal

que se mantenga la validez de la aproximación por una envolvente lenta. Luego, con base en

los procedimientos realizados en los caṕıtulos anteriores, se encontrará una solución general al

problema, análoga a las ecuaciones (5.18).

6.2. Átomo mecánico

6.2.1. Ecuaciones de movimiento

Comenzaremos proponiendo un modelo de un átomo mecánico, compuesto de dos osci-

ladores armónicos acoplados por un resorte y débilmente amortiguados, con una tasa γ (ver

Figura 4.1). Supondremos que las masas son iguales y que el acoplamiento es débil. En este

sistema, el oscilador A puede ser dirigido por una fuerza externa F (t). Para la masa A, la cons-

tante de resorte es kA = k − ∆k(t), donde la modulación ∆k(t) es pequeña. Para la masa B,

la constante de resorte es kB = k + ∆k(t) [19]. Finalmente, proponemos un acoplamiento mo-

dulado de la forma κ(t) = κ0 + δκ(t), donde κ(t)� k. Entonces, las ecuaciones de movimiento
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toman la forma [19, 21]

ẍA + γ ẋA +

[
k −∆k(t)

m

]
xA +

[
κ0 + δκ(t)

m

]
(xA − xB) =

F (t)

m

, ẍB + γ ẋB +

[
k + ∆k(t)

m

]
xB +

[
κ0 + δκ(t)

m

]
(xB − xA) = 0

(6.1)

Para simplificar la notación, redefinimos la frecuencia portadora como Ω2
0 ≡ (k + κ0) /m, la

frecuencia de modulación de resorte Ω2
d = ∆k(t)/m y la frecuencia del acoplamiento modulada

Ω2
c ≡ (κ0 + δκ(t))/m. En forma matricial, las ecuaciones de movimiento toman la forma [19]

(
d2

dt2
+ γ

d

dt
+ Ω2

0

)(
xA

xB

)
+

(
−Ω2

d −Ω2
c

−Ω2
c Ω2

d

)(
xA

xB

)
, (6.2)

donde definimos

x ≡

(
xA

xB

)
;M ≡

(
−Ω2

d −Ω2
c

−Ω2
c Ω2

d

)
(6.3)

6.2.2. Eigenmodos

Nuevamente, nos centraremos en encontrar soluciones en forma de una superposición de

los modos normales de oscilación. Para ello, consideramos el caso de modulaciones constantes

(δκ,∆k = constante). Podemos encontrar los eigenmodos utilizando la transformación

x = U−1y =
(
S−1
)T

y , (6.4)

donde U es la matriz de transformación definida por la matriz de eigenvectores (4.6). De nueva

cuenta, los eigenvalores tienen la forma [19]

Ω± =

(
Ω2

0 ∓
√

Ω4
d + Ω4

c

)1/2

, (6.5)

Asumiendo que Ωc � Ω0, podemos hacer una aproximación por serie de Taylor en los eigenva-

lores Ω± y la separación entre niveles toma la forma

∆Ω(t) ≈ Ω2
c

Ω0

=
[κ0 + δκ(t)] /m√

(k + κ0)/m
. (6.6)

En esta ocasión, notamos que la separación de niveles depende expĺıcitamente del tiempo.

Ahora, transformamos a la base de eigenmodos (x+, x−), restringiendo el dominio a los valores

cercano a las dos resonancias ∆k, δκ→ 0. Empleamos la matriz U definida en la sección 4.2.3
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para el caso de resonancia. Repetimos el procedimiento y obtenemos(
d2

dt2
+ γ

d

dt
+ Ω2

0

)(
x+

x−

)
+

(
−Ω2

c −Ω2
d

−Ω2
d Ω2

c

)(
x+

x−

)
=

(
0

0

)
. (6.7)

En esta expresión, hemos asumido que F (t) = 0 debido a que nos interesa la dinámica del

sistema sin ningún forzamiento.

6.2.3. Envolvente lenta

Como se discutió anteriormente, un acoplamiento débil nos permite proponer soluciones

de la forma

x+ = Re
{
ca(t)e

iΩ0t
}
,

x− = Re
{
cb(t)e

iΩ0t
}
,

(6.8)

donde ca y cb son las amplitudes complejas que vaŕıan lentamente [19, 21]. En contraste, los

eigenmodos x+ y x− oscilan rápidamente a la frecuencia Ω0. Sustituimos (6.8) en (6.7) y des-

preciamos los términos que contienen las segundas derivadas. Además, ya que consideramos un

amortiguamiento débil, suponemos que 2iΩ0 + γ ≈ 2iΩ0. Entonces obtenemos(
ċa

ċb

)
=

1

2

(
∆Ω(t)− iγ ωd

ωd −∆Ω(t)− iγ

)(
ca

cb

)
, (6.9)

donde hemos definido la frecuencia de modulación de resorte re-escalada ωd = Ω2
d/Ω0.

6.2.4. Modulación paramétrica del acoplamiento

Ahora, estudiaremos cómo se comporta el átomo mecánico cuando variamos la constante

de resorte y el acoplamiento. Proponemos las modulaciones armónicas

∆k(t) = −2mAΩ0 cosωmt ,

δκ(t) = −2mBΩ0 cosωmt ,
(6.10)

donde ωm es la frecuencia de la modulación. De esta manera, tenemos que ωd = −2A cosωmt y

ωκ ≡ −2B cosωmt. Sustituyendo las modulaciones en (6.9) obtenemos

i

(
ċa

ċb

)
=

1

2

(
ω0 − 2B cosωmt− iγ −2A cosωmt

−2A cosωmt −ω0 + 2B cosωmt− iγ

)(
ca

cb

)
, (6.11)
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donde ω0 ≡ κ0/mΩ0 es la frecuencia de acoplamiento en resonancia re-escalada. Notamos que,

en ausencia de amortiguamiento, esta ecuación se asemeja a la ecuación de Schrödinger para

la interacción materia-luz sin simetŕıa de inversión. La matriz en esta expresión equivale al

Hamiltoniano (5.1) [32]. Ahora, tenemos una separación de niveles de ~ω0 y una interacción

con el campo eléctrico dada por los términos que oscilan. Aqúı, la modulación de la constante de

resorte k es análoga al acoplamiento entre los dos niveles debida a la interacción [19]. Además,

la modulación del acoplamiento de los osciladores armónicos introduce el rompimiento de la

simetŕıa de inversión.

6.2.5. Solución general

Para resolver las ecuaciones (6.11), reescribimos las amplitudes ca(t) y cb(t) como [32]

ca(t) = a(t) e−
i
2

(ω0t−κK sinωmt) ,

cb(t) = b(t)e
i
2

(ω0t−κK sinωmt) ,
(6.12)

donde κK ≡ 2B/ωm es el nuevo parámetro de violación de la simetŕıa [32]. Esta transformación

es equivalente a la transformación de la función de onda (5.2). Sustituyendo ca(t) en la ecuación

(6.11) y reordenando términos obtenemos

iȧ(t) = −iγ
2
a(t)− A cos (ωmt) eiω0t e−iκK sinωmtb(t) .

Luego, pasamos la función cosωmt a su forma de exponenciales complejas y reescribimos la

expresión anterior en términos de las funciones Bessel del primer tipo, Jn(κk) para obtener

iȧ(t) = −iγ
2
a(t)− A

2
eiω0t

(
eiωmt + e−iωmt

) +∞∑
n=−∞

Jn(κK)e−inωmtb(t)

= −iγ
2
a(t)− A

2
eiω0t

+∞∑
n=−∞

Jn(κK)
(
e−i(n+1)ωmt + e−i(n−1)ωmt

)
b(t) .

(6.13)

Ahora, suponemos los términos que se encuentran en la suma oscilan rápidamente, excepto

cundo la frecuencia ωm de la modulación se encuentra cerca de lam-ésima resonanciamωm = ω0.

Al estudiar el comportamiento con tiempos largos, la única contribución considerable vendrá

de los términos n = m ± 1. Utilizando la aproximación cuasi-resonante, ignoramos los demás
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términos para obtener [22, 25, 28, 32]

iȧ(t) = −iγ
2
a(t)− A

2
ei∆t [Jm+1(κK) + Jm−1(κK)] b(t)

= −iγ
2
a(t)− A

2
ei∆t

[
2mJm(κK)

κK

]
b(t) ,

(6.14)

donde ∆ ≡ ω0 −mωm. Aqúı, podemos definir la frecuencia de Rabi como

ΩR,m ≡
2mAJm(κK)

κK
. (6.15)

Realizamos el mismo procedimiento para la otra ecuación diferencial y obtenemos

i

(
ȧ

ḃ

)
=

1

2

(
−iγ −ΩR,m ei∆t

−ΩR,m e−i∆t −iγ

)(
a

b

)
. (6.16)

Nótese el parecido con el Hamiltoniano (5.12). Es importante hacer notar que la nueva frecuencia

de Rabi tiene distintos valores, dependiendo de la amplitud de la modulación del acoplamiento

entre los resortes. Además, puede anularse si la amplitud B es tal que coincida con una de las

ráıces de la función Bessel [32]. Derivamos la primera ecuación del sistema anterior respecto al

tiempo y obtenemos

ä = −γ
2
ȧ+

iΩR,m

2

(
i∆b+ ḃ

)
ei∆t .

Despejamos b(t) de la primera ecuación y ḃ(t) de la segunda en (6.16). Sustituimos en la

expresión anterior y obtenemos

ä− (i∆− γ) ȧ+
1

4

(
Ω2
R,m + γ2 − 2i∆γ

)
a = 0 (6.17)

Para resolver esta ecuación diferencial, utilizamos el ansatz a(t) = αeiω̃t. Luego, utilizamos la

ecuación (6.16) para obtener b(t). Finalmente, utilizamos las condiciones iniciales arbitrarias

a(0) = a0 y b(0) = b0 y obtenemos la solución general (ver Apéndice D para más detalles) [32]

a(t) = ei
∆t
2

{[
cos

(
Ωt

2

)
− i∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
a0 + i

ΩR,m

Ω
sin

(
Ωt

2

)
b0

}
e−γt/2,

b(t) = e−i
∆t
2

{
i
ΩR,m

Ω
sin

(
Ωt

2

)
a0 +

[
cos

(
Ωt

2

)
+ i

∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
b0

}
e−γt/2,

(6.18)

donde Ω ≡ Ω2
R,m + ∆2 es la frecuencia de Rabi generalizada. Despreciando el factor de amor-

tiguamiento, esta solución es idéntica a la solución (5.18) y es el principal resultado de este

trabajo.
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6.3. Discusiones

Después de revertir las transformaciones (6.12) y (6.8), las ecuaciones (6.18) conforman

la solución general aproximada al sistema de osciladores armónicos acoplados con una modu-

lación armónica en las constantes de acoplamiento y de resorte. Para ilustrar f́ısicamente el

comportamiento del sistema, consideraremos dos casos interesantes.

En particular, cuando no existe violación de la simetŕıa sólo ocurre una resonancia, cuando

m = 1 y ωm = ω0. En este caso, tenemos que ∆ = 0 y la frecuencia de Rabi generalizada es

Ω = ΩR,m [32]. En este caso, recuperamos el resultado de la sección 4.2.6 y podemos observar

las oscilaciones de Rabi en el átomo mecánico, y representar estos resultados en la esfera de

Bloch [19].

La solución general (6.18) revela además, que hay nuevas resonancias ωm = ω0/m en las

que el modo de oscilación exhibe el comportamiento de las oscilaciones de Rabi. Ilustraremos

este hecho escribiendo las amplitudes de los eigenmodos como

a(t) = cos

(
ΩR,mt

2

)
,

b(t) = i sin

(
ΩR,mt

2

)
,

(6.19)

donde hemos considerado que el sistema se encuentra inicialmente en el eigenmodo x+. Estas

expresiones implican que el átomo mecánico oscila entre el modo simétrico y el antisimétrico,

transfiriendo enerǵıa completamente de un modo al otro.

Por otro lado, para un desajuste δ 6= 0, si el sistema se encuentra inicialmente en el modo

simétrico tenemos

a(t) = ei
∆t
2

[
cos

(
Ωt

2

)
− i∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
,

b(t) = ie−i
∆t
2

ΩR,m

Ω
sin

(
Ωt

2

)
.

(6.20)

Entonces, la población del eigenmodo x− está dada por

|b(t)|2 =
Ω2
R,m

Ω2
sin2

(
Ωt

2

)
. (6.21)

Esta expresión nos indica que no podemos tener un modo de oscilación completamente anti-

simétrico, ya que |b(t)|2 ≤ 1 para todo tiempo t. De manera análoga al caso del un sistema

cuántico de dos niveles asimétrico, podemos notar que el ancho de la lorentizana Ω2
R,m/Ω

2 escala
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con el número m, además de la diferencia. Por otro lado, obtenemos un máximo en la amplitud

cuando ωm = ω0/m y entonces podemos tener una transferencia completa de enerǵıa entre los

modos de oscilación.

Finalmente, concluimos que la analoǵıa clásica de las oscilaciones de Rabi se puede ex-

tender al caso de un sistema de dos niveles asimétrico. En el sistema de osciladores acoplados,

el rompimiento de la simetŕıa de inversión está dado por una modulación pequeña de la cons-

tante de acoplamiento κ. Sin embargo, es importante señalar que la solución obtenida depende

completamente de la validez de la aproximación en la que asumimos que la envolvente evolu-

ciona lentamente. Esto implica que la velocidad de cambio de las amplitudes ca y cb debe ser

suficientemente baja para que no sea apreciable en la escala de tiempo de la frecuencia Ω0 [19].

Esto impone un ĺımite en la magnitud de la frecuencia de Rabi generalizada, o sea Ω� Ω0.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, estudiamos un sistema de osciladores armónicos acoplados y las

condiciones en que estos sistemas pueden considerarse como análogos de los conceptos cuánticos.

Comenzamos encontrando un análogo para la fórmula de Landau-Zener. Encontramos que el

sistema de osciladores puede atravesar la brecha de manera adiabática, permaneciendo en el

mismo modo y transfiriendo enerǵıa de una masa a la otra. Además, encontramos que se puede

realizar un cruce diabático de niveles, y el sistema cambia de modo de oscilación, pero la masa

que oscila inicialmente conserva su enerǵıa.

Después, estudiamos la interacción materia-luz por medio de un sistema cuántico de dos

niveles simétrico. Utilizando operadores de rotación, simplificamos el problema y encontramos

la fórmula de Rabi. Además, se introdujo el concepto de la esfera de Bloch y se describieron

las oscilaciones de Rabi en ella.

Luego, encontramos un análogo clásico para el sistema de dos niveles simétrico. Al modu-

lar la constante de resorte k de los osciladores, se pueden reproducir fenómenos cuánticos como

las oscilaciones de Rabi, las franjas de Ramsey y el experimento de Hahn. Dichos fenómenos

se pueden representar en la esfera de Bloch clásica. Sin embargo, la analoǵıa está limitada, ya

que el amortiguamiento no puede reproducir el fenómeno cuántico del amortiguamiento debido

a la emisión espontánea.

Después, se extendió el estudio de la interacción materia-luz al caso asimétrico. Se en-

contró que la violación de la simetŕıa introduce nuevas resonancias para las oscilaciones de

Rabi.

Finalmente, con todo el marco teórico como base, extendimos la analoǵıa para la inter-

acción materia-luz al caso de un sistema de dos niveles asimétrico. Al modular la constante de

acoplamiento κ y la constante de resorte k, podemos reproducir el efecto de la asimetŕıa, ya

que se introdujeron nuevas resonancias.

En los caṕıtulos anteriores, estuvieron presentes muchos conceptos relacionados como

procesos diabáticos y adiabáticos, oscilaciones de Rabi, transparencia autoinducida, eco de

Hahn, entre otros. Estos conceptos comparten una curiosa conexión matemática con un sistema

de osciladores armónicos acoplados. Es posible aprovechar esta conexión para establecer una
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analoǵıa que ayude a comprender estos conceptos y otros relacionados de manera intuitiva. Por

esto, se concluye que las analoǵıas son una herramienta muy útil para asimilar ciertos conceptos

en términos de otros más sencillos, sin perder de vista las limitaciones de la analoǵıa.
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págs. 1-4. doi: 10.1103/PhysRevLett.102.023601.

[33] Benjamin S. Williams. “Terahertz quantum-cascade lasers”. En: Nat. Photonics 1.9 (2007),
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Apéndice A

Obtención de la fórmula de Landau-Zener

A.1. Procedimiento

Comenzamos con ecuación diferencial ordinaria (2.17)

iα
ċA
cA

=
Γ2

4t
+
c̈A
cAt

, (A.1)

donde hemos reordenado términos. En el lado izquierdo de esta expresión, notamos que ċA/cA =

d ln cA/dt. Como nos interesa el comportamiento en tiempos largos, integramos y obtenemos

∞∫
−∞

d

dt
ln cA dt =

1

iα

∞∫
−∞

1

t

(
Γ2

4
+
c̈A
cA

)
dt ≡ It

iα
. (A.2)

Para encontrar la solución a esta ecuación, consideremos la función compleja

f(z) =
1

z

(
Γ2

4
+
c̈A
cA

)
(A.3)

y supongamos que es anaĺıtica en todo el plano complejo, excepto en el polo z = 0. Integramos

la función a lo largo del contorno cerrado C mostrado en la Figura A.1.

Figura A.1 Contorno de integración.
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Por el teorema del residuo, tenemos que
∮
C f(z) dz = 0, ya que el contorno no encierra al

polo en z = 0. En los ĺımites cuando ε→ 0 y R→∞, la integral a lo largo de C es

∮
C
f(z) dz = ĺım

ε→0
R→∞

−ε∫
−R

f(z) dz −
∫
γ

f(z) dz + ĺım
ε→0
R→∞

R∫
ε

f(z) dz +

∫
Σ

f(z) dz = 0 . (A.4)

Por el lema de Jordan, cuando R→∞, la integral sobre Σ se anula. Entonces, tenemos que

It = ĺım
ε→0
R→∞

 −ε∫
−R

f(z) dz +

R∫
ε

f(z) dz

 =

∫
γ

f(z) dz . (A.5)

Reemplazamos z por su representación polar y obtenemos, para la integral a lo largo del con-

torno γ ∫
γ

f(z) dz =

0∫
π

1

εeiθ

(
Γ2

4
+
c̈A
cA

)
iε eiθdθ ≈ −iπΓ2

4
. (A.6)

Ésta es la solución de la ecuación (A.2). Para obtener esto, hemos despreciado la contribución del

término que contiene la segunda derivada, ya que decae muy rápidamente y se puede despreciar

en tiempos muy largos. En la siguiente sección, se derivará una prueba intuitiva de la veracidad

de esta afirmación. Retornando al a ecuación (A.2), tenemos que

∞∫
−∞

d

dt
ln cA(t) dt = ln |cA(∞)| = −πΓ2

4α
(A.7)

ya que cA(−∞) = 1. Resolviendo para cA, obtenemos la formula de Landau-Zener

cA(∞) = e−
πΓ2

4α . (A.8)

A.2. Sustento de la solución

Como se mencionó anteriormente, la validez de esta solución radica en la afirmación de

que c̈A/cA decae rápidamente. En la ecuación (A.1), podemos despreciar la segunda derivada,

ya que su magnitud es despreciable, como se hab́ıa mencionado en la sección 2.2.6. Entonces,

la ecuación (A.1) se reduce a
ċA
cA

=
−iΓ2

4αt
(A.9)
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cuya solución es

cA(t) = |t|−iΓ
2/4α (A.10)

Entonces, calculando la segunda derivada, obtenemos que

c̈A
cA

=
iΓ2

4α

(
iΓ2

4α
+ 1

)
cA(t)

t2
∼ 1

t2
, (A.11)

lo cual implica que c̈A/cA → 0 en tiempos largos, que son de interés para la transición diabática.

61



Apéndice B

Identidad útil para transformaciones uni-

tarias

En las transformaciones unitarias, suelen aparecer términos del tipo eiθσ̂iσ̂je
−iθσ̂i . Si i = j,

entonces eiθσ̂j σ̂je
−iθσ̂j = σ̂j, por la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff. En cambio, si i 6= j,

podemos encontrar una identidad muy útil. Para encontrarla, comenzamos usando e±iθσ̂i =

cos θ I± i sin θσ̂i. Entonces tenemos

eiθσ̂iσ̂je
−iθσ̂i = (cos θ I + i sin θ σ̂i) σ̂j (cos θ I− i sin θ σ̂i)

= cos2 θ σ̂j + i sin θ cos θ[σ̂i, σ̂j] + sin2 θ σ̂iσ̂jσ̂i .
(B.1)

Usando la relación de conmutación y la identidad σ̂iσ̂j = δijI + iεijkσ̂k obtenemos

eiθσ̂iσ̂je
−iθσ̂i =

(
1− 2 sin2 θ

)
σ̂j − sin 2θεijk σ̂k (B.2)

cuando i 6= j. Generalizando a los dos casos para los ı́ndices i, j obtenemos

eiθσ̂iσ̂je
−iθσ̂i = σ̂jδij + (1− δij) (cos 2θ σ̂j − sin 2θεijk σ̂k) . (B.3)

En los caṕıtulos 3 y 5, estos términos aparecen cuando hacemos transformaciones unitarias,

como rotaciones alrededor del eje z. Para mostrar la utilidad de esta identidad, consideraremos

dos ejemplos. En primer lugar, si i = z y j = x, entonces

eiθσ̂z σ̂xe
−iθσ̂z = cos 2θ σ̂x − sin 2θ σ̂y . (B.4)

Por otro lado, si i = z y j = y, entonces

eiθσ̂z σ̂ye
−iθσ̂z = cos 2θ σ̂y + sin 2θ σ̂x . (B.5)
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Apéndice C

Obtención de la fórmula clásica de Rabi

El objetivo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (4.17)(
ȧ

ḃ

)
=

1

2

(
−iδ − γ iA

iA iδ − γ

)(
a

b

)
. (C.1)

Esta ecuación tiene la forma vectorial ẋ = Mx− γ
2
Ix, donde

M =
1

2

(
−iδ iA

iA iδ

)
; x =

(
a(t)

b(t)

)
. (C.2)

Si realizamos una transformación a la base definida por los eigenvectores de M , podemos

desacoplar las ecuaciones. Escribimos x = Sy, donde S es la matriz cuyas columnas son los de

eigenvectores s1, s2 de M. Reemplazando esto en (C.1), obtenemos Sẏ = MS s−γSy/2. Después

de multiplicar por la izquierda por S−1, vemos que las coordenadas y = (yA, yB)T obedecen el

sistema de ecuaciones diferenciales ẏ = (Λ− γI/2) y. Este sistema de ecuaciones es mucho más

fácil de resolver.

El sistema sólo tiene soluciones no triviales si det (M− λI) = 0. Expandiendo el determi-

nante obtenemos los eigenvalores

λ = ±iΩR

2
, (C.3)

donde ΩR = A2 + δ2 es la frecuencia de Rabi generalizada. Para el eigenvalor λ1 = +iΩR/2,

tenemos la ecuación de eigenvalores Ms1 = λ1s1. Escribiendo s1 = (s11, s21)T en la ecuación de

eigenvalores obtenemos el primer eigenvector. Luego, realizamos un procedimiento igual para

el otro eigenvector y obtenemos

S =

(
A A

ΩR + δ −ΩR + δ

)
. (C.4)
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Luego, realizamos la transformación x = Sy y obtenemos el sistema de ecuaciones

ẏ1 =

(
i
ΩR

2
− γ

2

)
y1 ,

ẏ2 =

(
−iΩR

2
− γ

2

)
y2 .

(C.5)

Las soluciones a este sistema de ecuaciones son y1,2 = c1,2e±
iΩRt

2 e−
γt
2 . Entonces la solución

general de las ecuaciones (C.1) es

x = Sy =

(
Ac1 eiΩRt/2 + Ac2 e−iΩRt/2

(ΩR + δ) c1 eiΩRt/2 + (−ΩR + δ) c2 e−iΩRt/2

)
e−γt/2 . (C.6)

Luego de aplicar las condiciones iniciales arbitrarias a(0) = a0 y b(0) = b0 y algo de álgebra,

encontramos las constantes c1 y c2. Aśı obtenemos la solución general

a(t) =

{[
cos

(
ΩRt

2

)
− i δ

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)]
a0 + i

A

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)
b0

}
e−γt/2 ,

b(t) =

{
i
A

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)
a0 +

[
cos

(
ΩRt

2

)
+ i

δ

ΩR

sin

(
ΩRt

2

)]
b0

}
e−γt/2.

(C.7)
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Apéndice D

Solución general del análogo clásico de

un sistema de dos niveles asimétrico

Tenemos que resolver la ecuación diferencial

ä− (i∆− γ) ȧ+
1

4

(
Ω2
R + γ2 − 2i∆γ

)
a = 0 . (D.1)

Proponemos una solución de la forma a(t) = αeiω̃t. Insertando esto en (D.1) obtenemos

ω̃2 + (i∆− γ) i− 1

4

(
Ω2
R + γ2 − 2i∆γ

)
= 0 , (D.2)

cuya solución está dada por la fórmula general

ω̃ =
1

2

[
iγ + ∆±

(
∆2 + Ω2

R

)1/2
]
. (D.3)

Definimos la frecuencia de Rabi generalizada como Ω2 = Ω2
R + ∆2 y sustituimos en el ansatz

para obtener la solución general

a(t) =
[
α1ei(∆+Ω)t/2 + α2ei(∆−Ω)t/2

]
e−γt/2 (D.4)

De la ecuación (6.16) tenemos que b(t) = − 2i
ΩR

(
ȧ+ γ

2
a
)

e−i∆t. Reemplazando a(t) obtenido

previamente resulta

b(t) =
1

ΩR

[
(∆ + Ω)α1e−i(∆−Ω)t/2 + (∆− Ω)α2e−i(∆+Ω)t/2

]
e−γt/2 . (D.5)

Aplicando las condiciones iniciales arbitrarias a(0) = a0 y b(0) = b0, podemos determinar las

constantes α1,2. Entonces, se obtiene, luego de algo de álgebra

a(t) = ei
∆t
2

{[
cos

(
Ωt

2

)
− i∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
a0 + i

ΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
b0

}
e−γt/2,

b(t) = e−i
∆t
2

{
i
ΩR

Ω
sin

(
Ωt

2

)
a0 +

[
cos

(
Ωt

2

)
+ i

∆

Ω
sin

(
Ωt

2

)]
b0

}
e−γt/2.

(D.6)
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