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Introducción

En las áreas de ingenieŕıa, f́ısica y matemáticas, frecuentemente se encuentran
problemas los cuales conducen a ecuaciones del tipo de convolución, ver [1] y [2].
Entonces estudiar la invertibilidad de los operadores del tipo de convolución se con-
vierte en una tarea sumamente interesante, pues mostrando que un operador de
convolución es invertible se puede garantizar la existencia de una solución a la ecua-
ción de convolución. Estos operadores en el semieje positivo pueden ser estudiados
recurriendo a los métodos y resultados de la teoŕıa de operadores de Wiener-Hopf.
Particularmente, los operadores de convolución con núcleos continuos o continuos a
trozos sobre intervalos finitos, pueden ser transformados en operadores de Wiener-
Hopf con śımbolos matriciales cuyas entradas son funciones casi periódicas, ver [3] y
[4]. La clase de funciones casi periódicas surge de forma natural cuando se considera
al álgebra generada por el operador integral singular de Cauchy.

Los problemas sobre la invertibilidad de los operadores de Wiener-Hopf con
śımbolos continuos o continuos a trozos sobre intervalos finitos están ı́ntimamen-
te relacionados con los problemas fundamentales de factorización de matrices casi
periódicas convirtiendo a la teoŕıa de factorización casi periódica en una fuerte he-
ramienta en la solución de problemas donde las ecuaciones del tipo de convolución
emergen naturalmente, ver [5] y [6]. Se han obtenido algunos resultados sobre fac-
torizaciones expĺıcitas y teoremas de existencia en [6], [7] y [8].

Entre otras aplicaciones de la factorización casi periódica se incluyen problemas
de dispersión de ondas [9] y procesamiento de señales [8].

La tesis está dedicada al estudio de la factorización casi periódica de la función
matricial

Gf =

[
eλ 0
f e−λ

]
, (1)

donde eλ(x) = eiλx para x, λ ∈ R y f es una función casi periódica. Este tipo de
funciones están relacionadas con el estudio de la invertibilidad de operadores de
convolución finitos Wλ(f) en los espacios Lp(0, λ), 1 < p <∞.

Particularmente, consideraremos la función matricial Gf con f una función casi
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2

periódica de la forma

f(x) = c−1e−α(x)− c0 + c1eβ(x) (2)

c−1, c0, c1 ∈ C, c−1c0c1 6= 0, αβ > 0, β/α 6∈ Q. (3)

Después se construye la teoŕıa de Fredholm (un criterio de Fredholm y una formula
de ı́ndice) para el operador de Wiener-Hopf Wλ(Gf ) en el espacio Lp2(R+) donde Gf

tiene la forma (1) y f es una función semi casi periódica.

En [10] se han publicado condiciones necesarias y suficientes para que Gf admita
factorización casi periódica en el caso en que β+α = λ, se afirma que la factorización
casi periódica de (1) en esta situación existe si y solo si

|c−1|β |c1|α 6= |c0|λ . (4)

Si se satisface (4), la factorización en cuestión es canónica y por lo tanto una facto-
rización casi periódica de Wiener (APW ). En [11] se establecen fórmulas explicitas
para esta factorización. Uno de los objetivos de este trabajo es encontrar un criterio
similar a (4) para el caso cuando λ = 2β + 2α, aśı como las fórmulas explicitas de
al factorización casi periódica.

La restricción de los exponentes α, β en (3) está justificado por el echo de que,
con αβ < 0 o β/α ∈ Q en (3), es conocido que la función matricial (1) es factori-
zable (ver [7, Caṕıtulo 14]). Si f está dada por (2) con β + α > λ también se tiene
que siempre existe una factorización casi periódica (AP ) (ver [10, Teorema 6.1], ver
también [7, Caṕıtulo 15]). Esta es inclusive canónica y puede ser construida expĺıci-
tamente en varias formas (ver [12, Sección 5] y [13, Teorema 2.1]).

El estudio de la factorización casi periódica de las funciones matriciales Gf está
fuertemente relacionada con el siguiente problema de salto en el espectro.

Dada una función casi periódica de Wiener f , encontrar otra función casi pe-
riódica de Wiener g tal que

Ω(g) ⊂ [−λ, 0] mientras que Ω(fg) ∩ (−λ, 0) = ∅. (5)

Veremos que esta equivalencia se puede utilizar para encontrar una factorización
canónica casi periódica.

El contenido de la tesis se organiza de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1 se recuerdan algunas definiciones y conceptos sobre álgebras
de Banach, C∗-álgebras y operadores de convolución y se fija la notación que será
utilizada posteriormente. Se introduce el concepto de operador de convolución con
śımbolo matricial y se dan resultados para el operador de convolución sobre un in-
tervalo.
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En el Caṕıtulo 2 se introducen los conceptos de valor medio, espectro de Bohr-
Fourier, el valor medio de movimiento y el valor medio geométrico para el caso
escalar. Se prueba que el espectro de Bohr-Fourier de una función matricial es a lo
más numerable y se da una demostración del teorema de Bohr.

En el Caṕıtulo 3 se definen las álgebras AP y APW , se introducen los conceptos
de factorizaciones AP y APW derechas e izquierdas. Después se esboza una prueba
de la unicidad de estas factorizaciones. Se introduce el concepto de ı́ndices AP y
se define el concepto de valor medio geométrico para el caso matricial. También se
da un ejemplo de una función en APW2×2 la cual no posee una factorización APW
mostrando aśı que no todas las funciones matriciales en APWN×N tienen una facto-
rización APW . Además se dan algunos resultados sobre los ı́ndices AP y se plantea
el problema de Riemann-Hilbert y se da una equivalencia para la existencia de una
factorización AP con un problema de tipo espectral.

En el Caṕıtulo 4 se escriben algunos resultados de [14] en los que se obtiene un
criterio de manera constructiva para la factorización APW de la función matricial
triangular dada por (1) donde f = c−1e−α− c0 + c1eβ, las constantes cj son distintas
de cero y 0 < α < β < α + β < λ ≤ 2β + α.

En el Caṕıtulo 5, siguiendo las ideas de [14] usadas en el Caṕıtulo 4, se obtiene
una condición necesaria para la existencia de una factorización canónica APW de
la función matricial (1) con f = c−1e−α− 1 + c1eβ, donde 0 < α < β < α+ 2β < λ y
los coeficientes c±/c0 son lo suficientemente pequeños. El resultado obtenido en este
caṕıtulo se utilizará en el Caṕıtulo 6 donde el criterio de factorización casi periódica
para coeficientes pequeños es un caso particular de este.

En el Caṕıtulo 6, siguiendo un razonamiento análogo a las ideas en el Caṕıtulo 4
y apoyándose de los resultados en el Caṕıtulo 5, se obtiene un criterio de mane-
ra constructiva para la factorización APW de la función matricial triangular dada
por (1) donde f = c−1e−α − c0 + c1eβ, las constantes cj son distintas de cero y
0 < α < β < 2β + α < λ = 2β + 2α. Posteriormente se prueba un resultado para el
valor medio de la función matricial (1) el cual será de ayuda al momento de aplicar
el criterio obtenido para establecer un criterio de Fredholm y una fórmula de ı́ndice
del operador de Wiener-Hopf con śımbolo matricial en el conjunto de funciones semi
casi periódicas de Wiener (SAPW ).

Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se da la definición de ı́ndice de Cauchy para una
matriz semi casi periódica. Se definen los multiplicadores de Fourier en el espacio de
Lebesgue Lp(R+). Se definen las clases de funciones APp, Cp(R) y SAPp. Por último,
se enuncian algunos resultados para las funciones en SAPp [7, Caṕıtulos 17-19] y
se establece un criterio de Fredholm y una fórmula de ı́ndice para operadores de
Wiener-Hopf con śımbolos matriciales triangulares en SAPW .
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Álgebras de Banach y C∗-álgebras

Definición 1.1. Un Álgebra de Banach es un espacio de Banach complejo A con
una multiplicación asociativa y distributiva que satisface ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖ para todo
a, b ∈ A. Un álgebra de Banach es llamada unitaria si tiene un elemento e ∈ A tal
que ea = ae = a para todo a ∈ A, el cual se llamará elemento unitario.

El elemento unitario también conocido como identidad se denota usualmente por e,
1 o I. Siempre se pedirá que ‖e‖ = ‖1‖ = ‖I‖ = 1.

Definición 1.2. Sea A un álgebra de Banach con elemento unitario e. Se dice que un
elemento a ∈ A es invertible (en A) si existe un elemento b ∈ A tal que ab = ba = e.
La colección de elementos invertibles de A será denotada por GA.

Sea a un elemento de un álgebra de Banach unitaria A con elemento unitario e.
Si existe b ∈ A tal que ba = ab = e, se puede mostrar que b está únicamente
determinado, de esta forma se pude referir a b como el inverso de a. También se
puede probar que GA es un subconjunto abierto de A y que GA es un grupo con
respecto a la multiplicación de A.

Definición 1.3. El espectro de un elemento a ∈ A es el conjunto

spA(a) := {λ ∈ C : a− λe 6∈ GA}.

Cuando sea claro el álgebra a la que se hace referencia se escribirá sp(a) en lugar de
spA(a).

Se puede probar que el espectro sp(a) es siempre un subconjunto compacto no vaćıo
de C el cual está contenido en el disco {λ ∈ C : |λ| ≤ ‖a‖}.

Ejemplo 1.4. Si X es un espacio de Banach, entonces el conjunto B(X) de todos
los operadores lineales acotados en X es un álgebra de Banach unitaria bajo las
operaciones algebraicas naturales y la norma de operadores. El elemento unitario es
el operador identidad I. Para un operador A ∈ B(X), el conjunto spB(X)(A) será
llamado el espectro del operador A. �

5



6 Caṕıtulo 1. Preliminares

Ejemplo 1.5. Para 1 ≤ p ≤ ∞, se denotará por Lp(R) el espacio de Lebesgue usual
en la recta real R. La norma en Lp(R) será denotada por ‖·‖p. El espacio L∞(R)
es un álgebra de Banach unitaria bajo el producto puntual de funciones y la norma
‖·‖∞. A pesar de que los elementos de Lp(R) son clases de funciones, siempre se
referirá a ellas como funciones. Una función a ∈ L∞(R) es invertible en L∞(R) si y
solo si

essinf
x∈R

|a(x)| > 0,

donde

essinf(f) := sup {b ∈ R+ : µ({x ∈ R : |f(x)| < b}) = 0} .

El espectro spL∞(R)(a) de a ∈ L∞(R) es llamado rango esencial de a y es denotado
por R(a). �

Definición 1.6. Un elemento a de un álgebra de Banach unitaria A se dice que
es invertible por la izquierda (derecha respectivamente) si existe un b ∈ A tal que
ba = e (ab = e respectivamente).

Un álgebra de Banach A es llamada conmutativa si ab = ba para todo a, b ∈ A.
Dada un álgebra de Banach conmutativa con unidad e, se denotará por G0A la
componente conexa de GA que contiene a e. Es bien conocido que

G0A = {exp(b) : b ∈ A} (1.1)

donde exp(b) :=
∞∑
n=0

bn

n
.

Definición 1.7. Sea A un álgebra de Banach. Para un subconjunto E ⊂ A, se
denotará por algAE o simplemente algE, a la subálgebra cerrada más pequeña que
contiene a E, es decir, la intersección de todas las subálgebras cerradas de A que
contienen a E. Equivalentemente,

algAE = Clos

{∑
j

γj
∏
k

ajk : γj ∈ C, ajk ∈ E

}
,

donde la suma y el producto ordenado son finitos; aqúı Clos es la cerradura en A.
Dados subconjuntos E,F, . . . ⊂ A y elementos a, b, . . . ∈ A , se pondrá

alg(E,F, . . . , a, b, . . .) := alg(E ∪ F ∪ . . . ∪ {a, b, . . .}).

Definición 1.8. Sean A y B álgebras de Banach. Un operador lineal acotado ϕ:
A→ B es llamado homomorfismo de álgebras de Banach si ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para
todo a, b ∈ A. Si además ϕ resulta ser un operador biyectivo se dirá que ϕ es un
isomorfismo de álgebras de Banach.
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Definición 1.9. Un mapeo a 7→ a∗ de un álgebra de Banach en si misma es llamado
una involución si

(a∗)∗ = a, (λa)∗ = λa∗, (a+ b)∗ = a∗ + b∗, (ab)∗ = b∗a∗

para todo λ ∈ C y todo a, b ∈ A. Un álgebra de Banach A con una involución a 7→ a∗

es llamada C∗-álgebra si ‖aa∗‖ = ‖a‖2 para todo a ∈ A.

Ejemplo 1.10. Si H es un espacio de Hilbert, entonces B(H) es una C∗-álgebra
con la involución T 7→ T ∗, donde T ∗ es el operador adjunto de T . El álgebra de
Banach L∞(R) es una C∗-álgebra bajo la involución a∗(x) := a(x), donde la barra
denota el complejo conjugado. �

Definición 1.11. Una subálgebra B de un C∗-álgebra con involución ∗ es llamada
auto-adjunta si b∗ ∈ B para todo b ∈ B.

Definición 1.12. Sea A un álgebra de Banach con elemento unitario e y sea B una
subálgebra cerrada de A que contiene a e. Si spB(b) = spA(b) para todo b ∈ B,
entonces B es llamado inversamente cerrado en A. El hecho de que B sea inversa-
mente cerrado en A es equivalente a decir que si b ∈ B es invertible en A entonces
b también es invertible en B.

Definición 1.13. Un homomorfismo de álgebras de Banach ϕ : A → B entre dos
C∗-álgebras A y B es llamado C∗-álgebra homomorfismo si ϕ(a∗) = (ϕ(a))∗ para
todo a ∈ A. Un C∗-álgebra isomorfismo es un C∗-álgebra homomorfismo biyectivo.

Proposición 1.14. Sean A y B dos C∗-álgebras y sea ϕ : A → B un C∗-álgebra
homomorfismo.

a) Tenemos que ‖ϕ(a)‖ ≤ ‖a‖ para todo a ∈ A.

b) Si ϕ es inyectivo, entonces ϕ es una isometŕıa, esto es, ‖ϕ(a)‖ = ‖a‖ para
toda a ∈ A.

c) La imagen ϕ(A) es un conjunto cerrado y aśı una C∗-subálgebra de B.

d) Si ϕ es inyectivo, entonces spA(a) = spB(ϕ(a)) para todo a ∈ A.

Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad. Se denotará por M el conjunto
de todos los homomorfismos de álgebras de Banach no nulos m:A → C. Se puede
probar que el conjunto M es un espacio compacto Hausdorff en la topoloǵıa débil
estrella del espacio dual A∗ y es llamado espacio de ideales maximales de A. El
mapeo

Γ:A→ C(M), (Γa)(a) := m(a)

es un homomorfismo de álgebras de Banach y es llamado el mapeo de Gelfand.
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Teorema 1.15 (Gelfand). Sea un álgebra de Banach conmutativa con unidad y
sea Γ:A→ C(M) el mapeo de Gelfand. Entonces un elemento a ∈ A es invertible si
y solo si (Γa)(m) 6= 0 para toda m ∈M .

Teorema 1.16 (Gelfand-Naimark).

a) Si A es un C∗-álgebra conmutativa con unidad, entonces el mapeo de Gelfand
es un C∗-álgebra isomorfismo de A sobre C(M).

b) Si A es cualquier C∗-álgebra , entonces existe un espacio de Hilbert H y un
C∗-álgebra homomorfismo inyectivo ϕ : A → B(H). En otras palabras, cada
C∗-álgebra puede ser identificada con una C∗-subálgebra de B(H) para algún
espacio de Hilbert H.

1.2 Operadores de convolución en la recta

Un operador de convolución está formalmente dado por

(Af)(t) =

∫
k(t− s)f(s)ds.

Se hará referencia a la función k como el kernel o núcleo de convolución de A.
Consideraremos al operador de convolución sobre el espacio de Hilbert L2(R):

(Af)(t) =

∫
R
k(t− s)f(s)ds, t ∈ R. (1.2)

Denotemos por F : L2(R)→ L2(R) a la transformada de Fourier,

(Ff)(x) := f̂(x) :=

∫
R
f(t)eitxdt, x ∈ R (1.3)

y sea F−1 : L2(R)→ L2(R) la inversa de F ,

(F−1g)(t) :=
1

2π

∫
R
g(x)e−itxdx, t ∈ R.

El operador (1.2) puede ser escrito formalmente como

A = F−1k̂F (1.4)

o equivalentemente, (̂Af)(x) = k̂(x)f̂(x), x ∈ R. De esta forma, la transformada de

Fourier lleva la convolución por k a la multiplicación por k̂. La función k̂ es llamada
el śımbolo del operador (1.4).

Dada una función a en L∞(R), se denotará por aI al operador de multiplicación
por a en L2(R):

aI : L2(R)→ L2(R), g 7→ ag.
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Como |a(x)| ≤ ‖a‖∞, ‖aI‖ ≤ ‖a‖∞ y aI es acotado en L2(R). No es dif́ıcil probar que
‖aI‖ = ‖a‖∞. En caso de que el operador aI esté precompuesto con otro operador,
digamos X, se omitirá la I abreviando aIX como aX. Para a ∈ L∞(R), se define el
operador W 0(a) por

W 0(a) : L2(R)→ L2(R), f 7→ F−1aFf.

Dado que ‖aI‖ = ‖a‖∞ y 1
2π
F es una isometŕıa de L2(R), se tiene que ‖W 0(a)‖ =

‖a‖∞. De (1.2) y (1.4), el operador W 0(a) es llamado el operador de convolución
con śımbolo a.

Proposición 1.17. El mapeo

W 0 : L∞(R)→ B(L2(R)), a 7→ W 0(a)

es un homomorfismo isométrico de C∗-álgebras. Además si a ∈ L∞(R) entonces

sp(W 0(a)) = R(a),

y si a ∈ GL∞(R) entonces el inverso del operador W 0(a) es el operador W 0(a−1).

Demostración. Sean a, b ∈ L∞(R), f ∈ L2(R) y λ ∈ C. Luego

W 0(λa+ b)(f) = F−1(λa+ b)F(f)

= F−1(λa(F(f)) + b(F(f)))

= λF−1aF(f) + F−1b(f)

= (λW 0(a) +W 0(b))(f)

por lo que W 0 es lineal.
Por otro lado

W 0(ab) = F−1abF(f) = F−1aFF−1bF(f) = W 0(a)W 0(b)(f),

aśı, W 0 es homomorfismo, de donde se sigue que (W 0(a))−1 = W 0(a−1). De la defi-
nición de W 0(a) se tiene que ‖W 0(a)‖ = ‖a‖∞ y por tanto W 0(a) es una isometŕıa.

Además se tiene que si A y B son C∗-álgebras y ϕ : A → B es un C∗-
homomorfismo inyectivo, entonces spA(a) = spA(ϕ(a)) para todo a ∈ A, en este
caso se tiene que

spL∞(R)(a) = spB(L2(R))(W
0(a)). �

Aśı, el problema de encontrar el espectro del operador de convolución (1.2) es
equivalente a encontrar el rango esencial de su śımbolo.

Ejemplo 1.18. Si k ∈ L1(R), entonces k̂ es una función continua que se anula en
infinito y tenemos ∫

R
k(t− s)f(s)ds = (W 0(k̂)f)(t), t ∈ R.
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Si γ ∈ C, entonces γI = W 0(γ). Notar que γI puede ser interpretado como la
convolución por γδ(t) donde δ(t) es la función Delta de Dirac. Entonces el operador
A dado por

(Af)(t) = γf +

∫
R
k(t− s)f(s)ds, t ∈ R,

con γ ∈ C y k ∈ L1(R) tiene el śımbolo γ+ k̂(x). Esta es una función continua en R
cuyos limites en ±∞ existen y son iguales a γ. Consecuentemente, por la Proposición
1.17,

sp(W 0(γ + k̂)) = {γ + k̂(x) : x ∈ R} ∪ {γ}. �

Denotemos por C(R) al conjunto de todas las funciones continuas de R en C y
sea BC(R) := C(R) ∩ L∞(R) las funciones continuas y acotadas en R.

Sean
.
R := R ∪ {∞} y C(

.
R) el conjunto de las funciones a ∈ BC(R) para las

cuales los ĺımites

a(−∞) := ĺım
x→−∞

a(x), a(+∞) := ĺım
x→+∞

a(x)

existen y coinciden. El valor común de estos dos ĺımites será denotado por a(∞).

Finalmente definimos C0(
.
R) como la colección de todas las funciones a ∈ C(

.
R) para

las que a(∞) = 0. Notar que BC(R), C(
.
R) y C0(

.
R) son C∗-subálgebras de L∞(R).

1.3 Śımbolos casi periódicos

Se comenzará estudiando una importante clase de operadores de convolución en
L2(R).

Ejemplo 1.19. Dado λ ∈ R fijo, se define el operador de traslación Uλ ∈ B(L2(R))
por

(Uλf)(t) := f(t− λ), t ∈ R.
Como

Ûλf(x) =

∫
R
f(t− λ)eitxdt =

∫
R
f(s)ei(s+t)xds = eiλxf̂(x),

se puede ver que Uλ = W 0(eλ) con eλ(x) := eiλx. Aśı Uλ es el operador de convolución
con śımbolo eλ. Usando la delta de Dirac δ(t), se tiene que

(Uλf)(t) =

∫
R
δ(t− λ− s)f(s)ds, t ∈ R,

lo que muestra que Uλ es la convolución por el kernel δ(t − λ). De la Proposición
1.17 se deduce que sp(Uλ) = T := {z ∈ C : |z| = 1} siempre que λ 6= 0. �

Definición 1.20. La subálgebra cerrada más pequeña de L∞(R) que contiene todas
las funciones eλ (λ ∈ R) será denotada por AP y nombrada como el álgebra de
funciones casi periódicas :

AP := algL∞(R){eλ : λ ∈ R}, eλ(x) := eiλx.
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Una función casi periódica p : R → C que puede ser representada como una suma
finita de la forma p =

∑
rjeλj , con rj ∈ C y λj ∈ R, es llamada polinomio casi

periódico. La colección de todos los polinomios casi periódicos será denotada por
APP . Además, AP es la cerradura de APP en L∞(R). Se puede probar que AP
es una C∗-subálgebra de L∞(R). La subálgebra cerrada más pequeña de B(L2(R))
la cual contiene los operadores de traslación Uλ puede ser caracterizada como la
imagen de AP bajo el mapeo W 0:

algB(L2(R)){Uλ : λ ∈ R} = W 0(AP ).

1.4 Propiedades de las funciones casi periódicas

Muchas propiedades de las funciones casi periódicas están eventualmente basa-
das en el Teorema de Kronecker. A continuación se verá este resultado y algunas
consecuencias. No se escribirá la demostración de este teorema ni de algunas de sus
implicaciones, sin embargo, pueden ser consultadas en la Sección 1.4 de [7].

Definición 1.21. Una colección de números reales λ1, . . . , λm se dice racionalmente
dependiente si existen k1, . . . , km ∈ Z tales que k1λ1 + . . . + kmλm ∈ Z y no todos
los k1, . . . , km son iguales a cero.

De otra forma, si k1λ1 + . . .+ kmλm ∈ Z con k1, . . . , km ∈ Z solo es posible para
k1 = . . . = km = 0, entonces se dice que λ1, . . . , λm son racionalmente independien-
tes.

Teorema 1.22 (Kronecker). Sean λ1, . . . , λm ∈ R y considere el mapeo

φ : Z→ Tm, l 7→ (e2πiλ1l, . . . , e2πiλml).

Si los números λ1, . . . , λm son racionalmente independientes, entonces φ(N) es un
subconjunto denso de Tm := T× · · · × T︸ ︷︷ ︸

m veces

, donde T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Definición 1.23. Se dice que una colección finita λ1, . . . , λm de números reales
es linealmente independiente sobre Z si la igualdad k1λ1 + . . . + kmλm = 0 con
k1, . . . , km ∈ Z implica que k1 = . . . = km = 0.

Si λ1, . . . , λm son racionalmente independientes, entonces son linealmente indepen-
dientes sobre Z. La implicación inversa no es cierta: por ejemplo, un solo número
λ es linealmente independiente sobre Z si y solo si λ 6= 0, mientras que λ es racio-
nalmente independiente si y solo si λ es irracional. De hecho se puede decir más,
λ1, . . . , λm son racionalmente independientes exactamente si λ1, . . . , λm, 1 son lineal-
mente independientes sobre Z.

Corolario 1.24. Sean λ1, . . . , λm ∈ R, t ∈ R y sea ψ el mapeo

ψ : (t,∞)→ Tm, x 7→ (eiλ1x, . . . , eiλmx).

Si los números λ1, . . . , λm son linealmente independientes sobre Z, entonces ψ((t,∞))
es un subconjunto denso de Tm.
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Lema 1.25. Dada cualquier colección finita λ1, . . . , λn de números reales, existe una
colección finita β1, . . . , βm con m ≤ n de números reales linealmente independientes
sobre Z tales que

λj = k
(j)
1 β1 + . . .+ k(j)m βm, con k

(j)
1 , . . . , k(j)m ∈ Z (1.5)

para j ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 1.26. Sean a ∈ AP y µ ∈ R(a). Si ε > 0, entonces cada conjunto (t,∞)
(también (−∞, t)) contiene un punto x tal que |a(x)− µ| < ε. En particular,

‖a‖∞ = ĺım sup
x→+∞

|a(x)| = ĺım sup
x→−∞

|a(x)| . (1.6)

Demostración. Sea x0 ∈ R tal que |a(x0)− µ| < ε
4

y escojamos un polinomio casi
periódico p =

∑
rjeλj tal que ‖a− p‖ < ε

4
. Como

|a(x)− µ| ≤ |a(x)− p(x)|+ |p(x)− p(x0)|+ |p(x0)− a(x0)|+ |a(x0)− µ|
≤ ε

4
+ |p(x0)− p(x)|+ ε

4
+
ε

4
,

es suficiente probar que existe x ∈ (t,∞) tal que |p(x0)− p(x)| < ε
4
.

Por el Lema 1.25, existen β1, . . . , βm los cuales satisfacen (1.5) y son linealmente
independientes sobre Z. Se tiene que

p(x) =
n∑
j=1

rje
iλjx =

n∑
j=1

rj(e
iβ1x)k

(j)
1 . . . (eiβmx)k

(j)
m ,

y por el Corolario 1.24, cada vecindad abierta de (eiβ1x0 , . . . , eiβmx0) ∈ Tm contiene
un punto (eiβ1x, . . . , eiβmx) con x ∈ (t,∞). Entonces se puede encontrar x ∈ (t,∞)
tal que |p(x)− p(x0)| < ε

4
. Remplazando a(x) por a(−x), se obtiene el resultado

para (−∞, t). �

Regresando a los operadores de convolución. Considerar la C∗-álgebra

algB(L2(R))({Uλ : λ ∈ R}, {W 0(k̂) : k ∈ L1(R)}), (1.7)

es decir, la subálgebra cerrada más pequeña de B(L2(R)) que contiene todos los ope-

radores de traslación Uλ y todos los operadores de convolución W 0(k̂) con núcleo o
kernel en L1(R). Notar que γI = γU0, aśı que esta álgebra contiene automáticamente

a los operadores W 0(γ + k̂) con γ ∈ C y k ∈ L1(R)

Definición 1.27. Denotemos por PC := PC(
.
R) la C∗-álgebra de todas las fun-

ciones continuas a trozos acotadas sobre
.
R. Por definición, a ∈ PC si y solo si

a ∈ L∞(R) y los ĺımites

a(x0 − 0) := ĺım
x→x0−0

a(x), a(x0 + 0) := ĺım
x→x0+0

a(x)

existen para cada x0 ∈
.
R; por convención,

a(∞− 0) := a(+∞) := ĺım
x→+∞

a(x),

a(∞+ 0) := a(−∞) := ĺım
x→−∞

a(x).
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Notemos que el conjunto de funciones constantes a trozos que a lo sumo tienen un
número finito de saltos es denso en PC. También que una función a ∈ PC tiene a
lo más un conjunto numerable de saltos y que para cada δ > 0 el conjunto

{x ∈
.
R : |a(x+ 0)− a(x− 0)| > δ}

es finito. Finalmente, definiremos C(R) := C(R)∩PC, PC0 := {a ∈ PC : a(±∞) =
0}. Claramente C(R) y PC0 son C∗-subálgebras de PC.

Definición 1.28. La C∗-álgebra SAP de todas las funciones semi-casi periódicas
en R es definida como la subálgebra cerrada más pequeña de L∞(R) que contiene a
AP y C(R).

Teorema 1.29. Sea u ∈ C(R) alguna función para la cual u(−∞) = 0 y u(+∞) =

1. Si a ∈ SAP , entonces existen al, ar ∈ AP y a0 ∈ C0(
.
R) tales que

a = (1− u)al + uar + a0. (1.8)

Las funciones al, ar son únicamente determinadas por a e independientes de la elec-
ción particular de u. Las funciones

a 7→ al, a 7→ ar (1.9)

son C∗-álgebra homomorfismos de SAP en AP .

Demostración. Si a ∈ AP , entonces a = (1 − u)a + ua es una representación de a
en la forma (1.8).

Para f ∈ C(R), la función f0 = f − (1−u)f(−∞)−uf(+∞) pertenece a C0(
.
R).

Aśı,
f = (1− u)f(−∞) + uf(+∞) + f0

es una representación de f en la forma deseada. Sean al, ar, bl, br ∈ AP y a0, b0 ∈
C0(

.
R). Entonces tenemos

((1− u)al + uar + a0)((1− u)bl + ubr + b0) = (1− u)2albl + u2arbr + c0 (1.10)

con algún c0 ∈ C0(
.
R), y como (1− u)2 − (1− u) y u2 − u están en C0(

.
R), se sigue

que (1.10) es de la forma

(1− u)albl + uarbr + d0 (1.11)

con d0 ∈ C0(
.
R). Aśı, SAP = alg(AP,C(R)) es la cerradura del conjunto

{(1− u)al + uar + a0 : al, ar ∈ AP, a0 ∈ C0(
.
R)}. (1.12)

Para al, ar ∈ AP y a0 ∈ C0(
.
R), deducimos de (1.12) que

‖al‖∞ = ĺım sup
x→−∞

|al(x)|

= ĺım sup
x→−∞

|(1− u(x))al(x) + u(a)ar(x) + a0(x)|

≤ ‖(1− u)al + uar + a0‖∞ (1.13)
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y análogamente,

‖ar‖∞ ≤ ‖(1− u)al + uar‖∞ = a0. (1.14)

Consecuentemente, si {(1 − u)a
(n)
l + ua

(n)
r + a

(n)
0 } es una sucesión de Cauchy en el

conjunto (1.12), entonces {a(n)l } y {a(n)r } son sucesiones de Cauchy en AP y {a(n)0 }
es una sucesión de Cauchy en C0(

.
R). Esto muestra que el conjunto (1.12) es cerrado

y además coincide con SAP . En particular, cada función en SAP es de la forma
(1.8).

De (1.13) y (1.14) podemos inferir que la representación (1.8) es única. Combi-
nando (1.10), (1.11), (1.13) y (1.14) es fácil ver que el mapeo (1.9) es un C∗-álgebra
homomorfismo. �

Definición 1.30. Para a ∈ SAP , las funciones al ∈ AP y ar ∈ AP dadas por (1.8)
son llamadas representaciones casi periódicas de a en −∞ y +∞ respectivamente.
Los sub́ındices l y r indican ”izquierda”(−∞) y ”derecha”(+∞), respectivamente.

1.5 Operadores de convolución sobre la semirrec-

ta

Sea R+ := (0,∞) el conjunto de números reales positivos. Extendiendo las fun-
ciones en L2(R+) por cero a todo R, se puede considerar a L2(R+) como subespacio
de L2(R). Se denotará por χ+ a la función caracteŕıstica de R+ y también a la
proyección canónica de L2(R) en L2(R+):

χ+ : L2(R)→ L2(R+), f 7→ χ+f

Definición 1.31. Para a ∈ L∞(R), la compresión del operador de convolución
W 0(a) ∈ B(L2(R)) a L2(R+) es denotado porW (a) y llamado el operador de Wiener-
Hopf con śımbolo a. Aśı,

W (a) : L2(R+)→ L2(R+), f 7→ χ+W
0(a)f. (1.15)

Frecuentemente se escribe

W (a) = χ+W
0(a)|Imχ+ o W (a) = χ+W

0(a)χ+|Imχ+.

Notar que mediante un simple cambio de variable el operador de convolución en una
semirrecta arbitraria, puede ser reducido al operador de Wiener-Hopf, es decir, al
operador de convolución sobre R+. El mapeo W : L∞(R)→ B(L2(R+)), a 7→ W (a)
es lineal y continuo. Se puede mostrar que W es también una isometŕıa, es decir,

‖W (a)‖ = ‖a‖∞ para todo a ∈ L∞(R).



1.6. Operadores de convolución en intervalos finitos 15

No obstante, a diferencia del mapeo W 0, la aplicación W no es un homomorfismo
de álgebras: por ejemplo, W (e1)W (e−1) es la multiplicación por la función carac-
teŕıstica de (1,∞) y por ende diferente a W (e1e−1) = I. La falta de esta propiedad
multiplicativa hace a la teoŕıa espectral de operadores de Wiener-Hopf menos trivial
pero mucho más interesante que la teoŕıa espectral de operadores de convolución
sobre la recta completa.

1.6 Operadores de convolución en intervalos fini-

tos

El propósito de esta sección es mostrar que la teoŕıa de operadores de convolución
en intervalos finitos es equivalente a la teoŕıa de operadores de Wiener-Hopf con
śımbolos matriciales de 2× 2.

Sea λ ∈ (0,∞) y sea χ(0,λ) la función caracteŕıstica del intervalo (0, λ). Se identifi-
cará L2(0, λ) con χ(0,λ)L

2(R+) y se considerará L2(0, λ) como subespacio de L2(R+).

Definición 1.32. Para a ∈ L∞(R), el operador (finito) de convolución Wλ(a) es
definido por

Wλ(a) : L2(0, λ)→ L2(0, λ), f 7→ χ(0,λ)W (a)f.

Aśı, Wλ(a) es la compresión del operador de Wiener-Hopf W (a) a L2(0, λ). Por su-
puesto, uno puede pensar también a Wλ(a) como la compresión de W 0(a) a L2(0, λ).
Si I ⊂ R es cualquier intervalo de longitud λ, entonces la compresión de W 0(a) a
L2(I) puede ser transformada mediante un cambio de variable a Wλ(a).

Dado un subconjunto medible E ⊂ R se denotará por L2
N(E) a la suma directa

de N copias de L2(E). Sea L∞N×N(R) el álgebra de todas las funciones matriciales
a : R → CN×N con entradas en L∞(R). Si A es una subálgebra de L∞(R), se
denotará por AN×N o [A]N×N a las funciones matriciales a : R → CN×N cuyas
entradas pertenecen a A.

Definición 1.33. Para a = (ajk)
N
j,k=1 ∈ L∞N×N(R), el operador de multiplicación aI,

el operador de convolución W 0(a), el operador de Wiener-Hopf W (a) y el operador
de convolución finita Wλ(a) son definidos de forma natural por:

aI : L2
N(R)→ L2

N(R), (fj)
N
j=1 7→

(∑N
k=1 ajkfk

)N
j=1
,

W 0(a) : L2
N(R)→ L2

N(R), (fj)
N
j=1 7→

(∑N
k=1W

0(ajk)fk

)N
j=1
,

W (a) : L2
N(R+)→ L2

N(R+), (fj)
N
j=1 7→

(∑N
k=1W (ajk)fk

)N
j=1
,

Wλ(a) : L2
N(0, λ)→ L2

N(0, λ), (fj)
N
j=1 7→

(∑N
k=1Wλ(ajk)fk

)N
j=1
.

En otras palabras, se pensará L2
N(E) como un espacio de columnas y el operador

como un operador matricial de N×N actuando en este. Sea X un espacio de Banach
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y A ∈ B(X). El kernel Ker A y la imagen ImA están definidos por

Ker A := {x ∈ X : Ax = 0}, ImA := {Ax : x ∈ X}.

El kernel y la imagen son subespacios de X, además Ker A siempre es cerrado.

Definición 1.34. Sea X un espacio de Banach y A ∈ B(X). Se dice que el ope-
rador A es normalmente soluble si Im(A) es un subespacio cerrado de X. Si A es
normalmente soluble el cokernel Coker(A) es definido como

Coker A := X/ImA.

Para un operador normalmente soluble A, se escribirá

n(A) := dimKer A, d(A) := dimCoker A. (1.16)

Notar que n(A) y d(A) pertenecen a N ∪ {∞}. También se puede ver que

n(A) = d(A∗), d(A) = n(A∗)

donde A∗ ∈ B(X) es el operador adjunto de A.

Definición 1.35. Sean X, Y espacios de Banach. Dos operadores A ∈ B(X) y B ∈
B(Y ) son fuertemente φ-equivalentes si ninguno de los dos son normalmente solubles
o los dos son normalmente solubles y n(A) = n(B), d(A) = d(B).

Definición 1.36. Sea X un espacio de Banach y sea a ∈ B(X). Supongamos que
A es normalmente soluble. Se dice que el operador A es de Fredholm si n(A) y d(A)
definidos por (1.16) son finitos, en este caso se define el ı́ndice de A como

Ind A := n(A)− d(a).

Proposición 1.37. Sean A,B ∈ B(X), si B es un operador invertible, entonces el
operador A es fuertemente φ-equivalente a los operadores AB y BA.

Demostración. Supongamos que B es un operador invertible, entonces particular-
mente es suprayectivo, aśı ImA = Im(AB) con lo que A es normalmente soluble
si y solo si AB es normalmente soluble. Ahora si A es normalmente soluble por
ser B inyectiva se tiene que n(A) = n(AB). Como ImA = Im(AB), entonces
d(A) = d(AB), con lo que A es fuertemente φ-equivalente a AB.

Ahora se mostrará que A es fuertemente φ-equivalente a BA. Para esto notemos
que

ImA = A(X) = B−1(Im(BA)) = B−1(BA(X))

e
Im(BA) = BA(X) = (B−1)−1(A(X)),

es decir, ImA es la imagen inversa de Im(BA) bajo B, e Im(BA) es la imagen
inversa inversa de ImA bajo B−1, con lo que A es normalmente soluble si y solo si
BA lo es. Supongamos entonces que A es normalmente soluble, como B en biyectiva
se tiene que Ker A = Ker(BA) y además dim(ImA) = dim(Im(BA)), con lo que
n(A) = n(BA) y d(A) = d(BA), entonces A es fuertemente φ-equivalente a BA. �
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Teorema 1.38. Si a ∈ L∞N×N(R) y λ ∈ (0,∞), entonces Wλ(a) ∈ B(L2
N(0, λ)) es

fuertemente φ-equivalente al operador W (Ha) ∈ B(L2
2N(R+)) donde Ha es la función

matricial en L∞2N×2N(R) dada por

Ha(x) =

[
e−iλxI 0
a(x) eiλxI

]
, (1.17)

donde I es la matriz identidad de N ×N .

Demostración. Definamos Pλ en L2
N(R+) por Pλ := χ(0,λ)I, hagamos Qλ := I − Pλ,

y pongamos Vλ = W (eλI), V−λ = W (e−λI). Se puede verificar directamente que
Qλ = VλV−λ.

Tenemos que el operador Wλ(a) = PλW (a)Pλ|Im(Pλ) es fuertemente φ-equivalente
al operador PλW (a)Pλ +Qλ. Dado que

PλW (a)Pλ +Qλ = (W (a)Pλ +Qλ)(I −QλW (a)Pλ)

e I −QλW (a)Pλ es invertible, con inversa I = QλW (a)Pλ, de la Proposición 1.37 se
sigue que Wλ(a) es fuertemente φ-equivalente a

Bλ := W (a)Pλ +Qλ = W (a)− (W (a)− I)VλV−λ.

La Proposición 1.37 y la igualdad[
I C
B A

]
=

[
I 0
B I

] [
I 0
0 A−BC

] [
I C
0 I

]

muestra que A − BC es fuertemente φ-equivalente a

[
I C
B A

]
. Consecuentemente,

Bλ es fuertemente φ-equivalente a[
I V−λ

(W (a)− I)Vλ W (a)

]
,

y como esta última matriz es igual a[
V−λ 0
W (a) Vλ

] [
Vλ I
−I 0

]
= W (Ha)

[
Vλ I
−I 0

]
,

usando la Proposición 1.37 se llega a la conclusión que Wλ(a) es fuertemente φ-
equivalente a W (Ha). �

De acuerdo con [15, Lema 2], se tiene la siguiente generalización del Teorema
1.38

Lema 1.39. Si a ∈ [SAP ]N×N y λ ∈ (0,∞), entonces Wλ(a) ∈ B(LpN(0, λ)) es
fuertemente φ-equivalente al operador de Wiener-Hopf W (Ha) ∈ B(Lp2N(R+)) donde
Ha es la función matricial en SAP2N×2N dada por (1.17).
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Caṕıtulo 2

Valor medio, espectro de
Bohr-Fourier y valor medio
geométrico

2.1 Valor medio y espectro de Bohr-Fourier

Primero se establecerán dos propiedades básicas de las funciones casi periódicas.

Proposición 2.1. Sea A ∈ (0,∞) un conjunto no acotado y sea {Iα}α∈A = {(xα, yα)}α∈A
una familia de intervalos Iα ⊂ R tales que |Iα| = yα − xα →∞ cuando α→∞. Si
a ∈ AP entonces el ĺımite

M(a) := ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

a(x)dx

existe, es finito, e independiente de la elección particular de la familia {Iα}.

Demostración. Sea p(x) =
∑

j rje
iλjx un polinomio casi periódico y supongamos que

λ0 = 0.
Como

1

|Iα|

∫
Iα

dx = 1,
1

|Iα|

∫
Iα

eiλxdx =
eiλyα − eiλxα
iλ(yα − xα)

−→ 0 cuando α→∞ si (λ 6= 0),

se sigue que M(p) existe, es igual a r0 y esto es independiente de la elección de {Iα}.
Además

|M(p)| =
∣∣∣∣ ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

p(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

|p(x)| dx ≤ ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

‖p(x)‖∞ dx = ‖p‖∞ .

Esto muestra que M : APP → C es un operador lineal acotado. Como APP es
denso en AP , el operador M puede ser extendido a un operador lineal acotado
M : AP → C. Esto prueba todas las afirmaciones de la proposición. �
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Proposición 2.2. Si a ∈ AP entonces el conjunto

Ω(a) := {λ ∈ R : M(ae−λ) 6= 0}

es a lo más numerable.

Demostración. Si p(x) =
∑N

j=1 γjeλj es un polinomio casi periódico, entonces

M(pe−λ) = ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

p(x)e−iλxdx = ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

N∑
j=1

γje
iλjxe−iλxdx

= ĺım
α→∞

1

|Iα|

∫
Iα

N∑
j=1

γje
ix(λj−λ)dx = ĺım

α→∞

1

|Iα|

N∑
j=1

γj

∫
Iα

eix(λj−λ)dx

=

{
γj si λ = λj
0 si λ 6∈ {λ1, . . . , λN},

y aśı Ω(p) = {λ1, . . . , λN} es finito.
Como

Ω(a) = {λ ∈ R : M(ae−λ) 6= 0} =
∞⋃
n=1

{λ ∈ R : |M(ae−λ)| > 1/n}

y la unión numerable de conjuntos finitos es numerable, para probar que Ω(a) es a
lo más numerable para toda a ∈ AP , es suficiente probar que

Ωn(a) := {λ ∈ R : |M(ae−λ)| > 1/n}

es a lo más finito para cada n ∈ N. Fijemos n y escojamos un polinomio casi periódico
p tal que ‖a− p‖∞ < 1

2n
. Puesto que

|M(ae−λ)−M(pe−λ)| ≤ ‖a− p‖∞ <
1

2n
,

resulta que |M(pe−λ)| > 1
2n

para todo λ ∈ Ωn(a). Pero como Ω(p) es finito, existen
a lo más un número finito de λ’s para los cuales |M(pe−λ)| > 1

2n
. Esto prueba que

Ωn(a) es a lo más finito. �

Definición 2.3. Sea a ∈ AP . El número M(a) dado por la Proposición 2.1 es
llamado el valor medio de Bohr o simplemente el valor medio de a. El conjunto
Ω(a) de la Proposición 2.2 es referido como el espectro de Bohr-Fourier de a.

2.2 Teorema de Bohr y valor medio de movimien-

to

Cualquier argumento continuo de una función periódica, continua e invertible
es la suma de una función lineal y una función periódica. Los siguientes teoremas
muestran que cualquier argumento de una función casi periódica invertible puede
ser representado como la suma de una función lineal y una función casi periódica.
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Teorema 2.4 (Bohr). Si a ∈ GAP entonces existe un número real k(a) y una
función b ∈ AP tales que

a(x) = eik(a)xeb(x) para todo x ∈ R. (2.1)

Demostración. Sea δ := ı́nfx∈R |a(x)| y escojamos un polinomio casi periódico

p(x) =
n∑
j=1

rje
iλjx (2.2)

tal que ‖a− p‖∞ < δ/2. Entonces p ∈ GAP y ‖1− a/p‖∞ < 1. Entonces, por (1.1),
a/p = ec con algún c ∈ AP . Ahora solo nos falta probar el teorema en el caso en que
a = p es el polinomio casi periódico (2.2). Sean β1, . . . , βm como en el Lema 1.25.
Entonces

p(x) =
n∑
j+1

rje
i(k

(j)
1 β1+...+k

(j)
m βm)x

con k
(j)
1 , . . . , k

(j)
m ∈ Z. Definamos q : Rm → C por

q(x1, . . . , xm) :=
n∑
j=1

rje
i(k

(j)
1 x1+...+k

(j)
m xm).

Por el Corolario 1.24, cada punto (eix1 , . . . , eixm) ∈ Tm pertenece a la cerradura del
conjunto

{(eiβ1x, . . . , eiβmx) ∈ Tm : x ∈ R}.

De esta forma, q(Rm) es un subconjunto de la cerradura de p(R), lo cual implica
que |q| ≥ δ

2
sobre Rm. Sea φ : Rm → R cualquier función continua tal que

q(x1, . . . , xm) = |q(x1, . . . , xm)| eiφ(x1,...,xm).

Dado que las funciones q y |q| son 2π periódicas en cada variable, existen enteros
l1, . . . , lm tales que

φ(x1, . . . , xj−1, xj + 2π, xj+1, . . . , xm) = φ(x1, . . . , xm) + 2πlj

para todo (x1, . . . , xm) ∈ Rm. Haciendo

ψ(x1, . . . , xm) := ψ(x1, . . . , xm)− (l1x1 + · · ·+ lmxm)

se obtiene que ψ(x1+2π, . . . , xm+2π) = ψ(x1, . . . , xm) para todo (x1, . . . , xm) ∈ Rm.
De esta forma,

q(x1, . . . , xm) = eθ(x1,...,xm)ei(x1l1+···+lmxm),

con θ = log |q|+ iψ, y

θ(x1 + 2π, . . . , xm + 2π) = θ(x1, . . . , xm) (2.3)
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para todo (x1, . . . , xm) ∈ Rm. Ahora para x ∈ R se tiene que

p(x) = q(β1x1, . . . , βmxm) = eθ(β1x1,...,βmxm)ei(β1x1+···+βmxm)x.

En resumen, hemos conseguido la representación (2.1) con

k(a) = l1β1 + · · ·+ lmβm, y b(x) = c(x) + θ(β1x, . . . , βmx),

solo resta probar que x 7→ θ(β1x, . . . , βmx) es una función en AP . Dado que la
aplicación θ : Rm → C es continua y satisface (2.3), se puede aproximar θ por
un polinomio trigonométrico s : Rm → C. Pero si s : Rm → C es un polinomio
trigonométrico, entonces la aplicación x 7→ s(β1x, . . . , βmx) es un polinomio casi
periódico. Esto prueba que x 7→ θ(β1x, . . . , βmx) es una función en AP . �

Definición 2.5. Para a ∈ GAP el número k(a) ∈ R, cuya existencia es garantizada
por el Teorema 2.4, está únicamente determinado. Este es llamado el valor medio
de movimiento de a.

Por el teorema de Bohr, cualquier argumento continuo arg a de a ∈ GAP es de
la forma (arg a)(x) = k(a)x + b(x), donde k(a) es la media de movimiento de a
y b es una función real valuada en AP . Dado que b es necesariamente acotada, se
puede apreciar que los argumentos continuos de funciones en GAP son esencialmente
lineales.

Proposición 2.6. Sea A ⊂ (0,∞) un conjunto no acotado y sea {(xα, yα)}α∈A una
familia de intervalos cuyas longitudes yα − xα tienden a infinito cuando α tiende a
infinito. Si a ∈ GAP y arg a es cualquier argumento continuo de a, entonces

k(a) = ĺım
α→∞

(arg a)(yα)− (arg a)(xα)

yα − xα
.

Demostración. Por el Teorema 2.4, (arg a)(x) = k(a)x+ b(x) con una función real
valuada b ∈ AP ⊂ L∞(R). Entones,

ĺım
α→∞

(arg a)(yα)− (arg a)(xα)

yα − xα
= ĺım

α→∞

k(a)(yα − xα) + b(yα)− b(xα)

yα − xα
,

y como |b(yα)− b(xα)| ≤ 2 ‖b‖∞, el ĺımite es k(a). �

Las elecciones canónicas de los intervalos en las Proposiciones 2.1 y 2.6 son
(−α, α), (0, α), (−α, 0). Frecuentemente se piensa α como el extremo de un intervalo
de tiempo y se escribe t en lugar de α. Aśı, la Proposición 2.1 implica que los tres
ĺımites

ĺım
t→∞

1

2t

∫ t

−t
a(x)dx, ĺım

t→∞

1

t

∫ t

0

a(x)dx, ĺım
t→∞

1

t

∫ 0

−t
a(x)dx

son iguales a M(a), mientras que la Proposición 2.6 muestra que los ĺımites

ĺım
t→∞

(arg a)(t)− (arg a)(−t)
2t

, ĺım
t→∞

(arg a)(t)− (arg a)(0)

t
, ĺım
t→∞

(arga a)(0)− (arg a)(−t)
t

son iguales a k(a).
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Definición 2.7. Sea a ∈ GAP , por el Teorema 2.4,

a(x) = eik(a)xeψ(x) (2.4)

con ψ ∈ AP . El número
d(a) := eM(ψ)

es llamado la media geométrica de la función a. Notar que si ψ1 y ψ2 ∈ AP satisfacen
(2.4), entonces ψ1 − ψ2 = 2kπi con k ∈ Z, por lo tanto M(ψ1) −M(ψ2) = 2kπi.
Esto muestra que d(a) está bien definido. Si k(a) = 0 también se puede escribir

d(a) = eM(log(a)),

donde log(a) ∈ AP es cualquier función para la cual a = elog(a) (ver (1.1)).
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Caṕıtulo 3

Factorización AP

3.1 Factorización casi periódica

En esta sección se dará la definición de factorización casi periódica.

Definición 3.1. Recordemos que eλ(x) := eiλx, se definirá

AP+ := algL∞(R){eλ : λ ≥ 0}, AP− := algL∞(R){eλ : λ ≤ 0}. (3.1)

Se puede probar que AP− ∩ AP+ = C, que Ω(a) ⊂ [0,∞) para a ∈ AP+ y que
Ω(a) ⊂ (−∞, 0] para a ∈ AP−. Las implicaciones inversas son menos directas y
puede consultarse la demostración en [7, Sección 7.2].

Dado un subconjunto no vaćıo E ⊂ R, se denotará por APE la cerradura de
todos los polinomios casi periódicos p =

∑
j rjeλj con λj ∈ E. En particular, AP+ =

AP[0,∞) y AP− = AP(−∞,0]. Además, se puede probar que

APE = {a ∈ AP : Ω(a) ⊂ E}. (3.2)

(ver Corolario 7.6 de [7])

Definición 3.2. Se dice que una función matricial a ∈ GAPN×N admite una facto-
rización AP derecha si esta puede ser representada en la forma

a(x) = a−(x)d(x)a+(x) para todo x ∈ R (3.3)

con

a− ∈ GAP−N×N , a+ ∈ GAP
+
N×N (3.4)

y

d(x) = diag(eiλ1x, . . . , eiλNx), x ∈ R. (3.5)

Recordar que AP± está definido en (3.1).
Una factorización AP derecha con d(x) = I es llamada factorización AP canóni-

ca derecha.

25
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Reemplazando (3.3) por

a(x) = a+(x)d(x)a−(x), x ∈ R,

tendremos las definiciones de factorización AP izquierda y factorización AP canóni-
ca izquierda.

Definición 3.3. En virtud de la Proposición 2.2, el espectro de Bohr-Fourier

Ω(a) := {λ ∈ R : M(ae−λ) 6= 0}

es a lo más numerable para toda a ∈ AP . Entonces a cada a ∈ AP se le puede
asociar la serie ∑

j

aje
iλjx, λj ∈ Ω(a), aj = M(ae−λj).

Se denotará por APW las funciones en AP para las cuales esta serie converge
absolutamente. Equivalentemente, a ∈ APW si y solo si a puede ser representada
en la forma

a(x) =
∑
j

aje
iλjx, λj ∈ R, ‖a‖W :=

∑
j

|aj| <∞.

Se puede probar que APW es un álgebra de Banach con las operaciones puntuales y
la norma ‖·‖W . Se denotarán por APW+ y APW− a los conjuntos de todas las fun-
ciones a ∈ APW para las cuales Ω(a) ⊂ [0,∞) y Ω(a) ⊂ (−∞, 0], respectivamente.
También es posible mostrar que APW± son subálgebras cerradas de APW .

Definición 3.4. Una factorización AP derecha (respectivamente izquierda) o una
factorización AP canónica derecha (respectivamente izquierda) de una función ma-
tricial a ∈ GAPN×N es llamada factorización APW derecha (respectivamente iz-
quierda) o factorización APW canónica derecha (respectivamente izquierda) si en
lugar de (3.4) se tiene la condición

a− ∈ GAPW−, a+ ∈ GAPW+. (3.6)

Es claro que que si a ∈ GAPN×N admite una factorización APW izquierda o derecha,
necesariamente a ∈ GAPWN×N .

3.2 Unicidad de la factorización AP

Teorema 3.5. Sea a ∈ GAPN×N y supongamos que

a = a−da+, d(x) = diag(eiλjx), λ1 ≥ . . . ≥ λN ,

es una factorización AP derecha. Entonces todas las posibles factorizaciones AP
derechas son descritas por por a = b−fb+ donde

b− = a−dh
−1d−1π, f = π−1dπ, b+ = π−1ha+,

π es una matriz de permutación y h = (hjk)
N
j,k=1 es una función matricial en

GAPN×N tal que Ω(hjk) ⊂ [0, λk−λj] (con la convención de que hjk = 0 si λk < λj).
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Demostración. Sea h como en el teorema, de (3.2) tenemos que h ∈ AP+
N×N . La

estructura triangular por bloques de h y la invertibilidad de h implican que det h
es una constante distinta de cero. Consecuentemente, h−1 ∈ AP+

N×N . La entrada jk
de d(x)h(x)d−1(x) es

ei(λj−λk)xhjk(x) (3.7)

y de esta forma, de (3.2) se sigue que dhd−1 ∈ AP−N×N . Como det(dhd−1) = det h
es una constante distinta de cero, se sigue que dh−1d−1 ∈ AP−N×N . Aśı, para cada
función h sujeta a las condiciones del teorema y para cada matriz de permutación
π, a = b−fb+ es también una factorización AP derecha.

Ahora, si suponemos que a = b−fb+, f = diag(eνj) es una factorización AP
derecha. Entonces existe una matriz de permutación π tal que

πfπ−1 = diag(eνj), ν1 ≤ . . . ≤ νN ,

y se tiene que a = (b−π
−1)(πfπ−1)(πb+). De acuerdo con [7, Teorema 8.1], tenemos

que πfπ−1 = d, b−π
−1 = a−dh

−1d−1, πb+ = ha+ donde h es una función matricial
entera con determinante constante distinto de cero y satisface

hjk(z) =

{
0 si λk < λj,
cjk = constante si λk = λj.

(3.8)

Solo nos resta probar que Ω(hjk) ⊂ [0, λk − λj] siempre que λk > λj. Pero esto se
deduce del hecho que dhd−1 = πb−1− a− pertenece a AP−N×N y que la entrada jk de
dhd−1 está dada por (3.7). �

3.3 Índices AP y valor medio geométrico

Definición 3.6. El Teorema 3.5 muestra que si a ∈ GAPN×N admite una factori-
zación AP derecha a = a−da+, d = diag(eλj), entonces los números λ1, . . . , λN ∈ R,
salvo ordenamiento, son independientes de la elección particular de la factorización.
Se hará referencia a λ1, . . . , λN como ı́ndices AP derechos de a. Si a admite cualquier
factorización AP derecha, entonces, por el Teorema 3.5, existe una factorización AP
derecha tal que λ1 ≥ . . . ≥ λN ; El vector de ı́ndices AP derechos monótonamente
decrecientes será denotado por k(a), es decir,

k(a) := (λ1, . . . , λN), λ1 ≥ . . . ≥ λN .

Análogamente, si a ∈ GAPN×N admite una factorización AP izquierda a = a+fa−,
con f = diag(eµj), entonces los números µ1, . . . , µN están únicamente determinados
siempre que se pida µ1 ≥ . . . ≥ µN . Se llamará a µ1 ≥ . . . ≥ µN los ı́ndices AP
izquierdos de a y se pondrá

k̃(a) := (µ1, . . . , µN), µ1 ≥ . . . ≥ µN .

Si a ∈ GAPN×N tiene factorizaciones AP derecha e izquierda, entonces k(a) y k̃(a)
no necesariamente coinciden. Se puede verificar que las siguientes son equivalencias:
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a) a tiene una factorización AP izquierda/derecha con ı́ndices AP izquierdos/-
derechos ν1, . . . , νN ;

b) a∗, la adjunta compleja de a, tiene una factorización AP izquierda/derecha
con ı́ndices AP izquierdos/derechos −ν1, . . . ,−νN ;

c) aT , la transpuesta de a, tiene factorización AP derecha/izquierda con ı́ndices
AP derechos/izquierdos ν1, . . . , νN ;

d) a−1 tiene factorización AP derecha/izquierda cuyos ı́ndices AP derechos/iz-
quierdos son los números −ν1, . . . ,−νN ;

e) ã, donde ã(x) := a(−x), tiene una factorización AP derecha/izquierda con
ı́ndices AP derechos/izquierdos −ν1, . . . ,−νN .

Definición 3.7. Si a ∈ GAPN×N , se define

M(a) :=

M(a11) · · · M(a1N)
...

. . .
...

M(aN1) · · · M(aNN)


Proposición 3.8. Si a ∈ GAPN×N tiene una factorización AP derecha con ı́ndices
AP derechos iguales,

a = a−da+, d(x) = diag(eiλx, . . . , eiλx),

entonces la matriz

d(x) := M(a−)M(a+) ∈ CN×N

es independiente de la elección particular de la factorización AP derecha.

Demostración. Sea a = b−db+ otra factorización AP derecha. Entonces por el Teo-
rema 3.5, b− = a−h

−1 y b+ = ha+ donde h ∈ CN×N y det(h) 6= 0. De esta forma,

M(b−)M(b+) = M(a−)h−1hM(a+) = M(a−)M(a+). �

Definición 3.9. La matriz d(a) dada por la Proposición 3.8 para cada función
matricial a ∈ GAPN×N con factorización AP derecha e ı́ndices AP iguales es llamada
valor medio geométrico de a, o más precisamente, valor medio geométrico derecho de
a y será denotada por dr(a). Análogamente, si a ∈ GAPN×N tiene una factorización
AP izquierda de la forma

a = b+fb−, f(x) = diag(eiµx, . . . , eiµx),

se definirá el valor medio geométrico izquierdo por dl(a) := M(b+)M(b−).
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En el caso escalar (N = 1) tenemos que dr(a) = dl(a). En la Definición 2.4, se
introdujo d(a) para funciones escalares en GAP mediante d(a) = eM(ψ) donde
a(x) = eik(a)xeψ(x) es la factorización garantizada por el teorema de Bohr. Si a ∈
GAP tiene una factorización AP derecha a = a−eλa+ entonces esta definición es
consistente con la Definición 2.7.

No todas las funciones a ∈ GAPWN×N poseen una factorización APW derecha
e izquierda a la vez, incluso polinomios matriciales casi periódicos no necesariamen-
te poseen una factorización AP (por ende, no necesariamente tiene factorización
APW ). Aqúı un contra-ejemplo.

Teorema 3.10. El polinomio matricial casi periódico

a(x) =

[
e−i(1+α)x 0

e−iαx − 1 + eix ei(1+α)x

]
, α =

√
5− 1

2

es invertible pero no admite una factorización AP derecha.

3.4 Problema de Riemann-Hilbert y factorización

APW

Considere la función matricial

Gf =

[
eλ 0
f e−λ

]
, con f ∈ APW. (3.9)

Para construir una factorización canónica izquierda APW de la función matricial

Gf , necesitamos encontrar dos soluciones linealmente independientes

[
g±
ϕ±

]
,

[
g̃±
ϕ̃±

]
∈

APW± para el problema de Riemann-Hilbert[
eλ 0
f e−λ

] [
g−
ϕ−

]
=

[
g+
ϕ+

]
. (3.10)

En efecto, en este caso[
eλ 0
f e−λ

]
G− = G+ con G± =

[
g± g̃±
ϕ± ϕ̃±

]
. (3.11)

Dado que detG− = detG+ donde detG± ∈ APW±, concluimos que

detG− = detG+ = const =: c.

Esta constante c no es cero porque las soluciones

[
g±
ϕ±

]
y

[
g̃±
ϕ̃±

]
son linealmente

independientes. Aśı, las funciones matriciales G± ∈ APW±
2×2 son invertibles con

inversas

G−1± =
1

c

[
ϕ̃± −g̃±
−ϕ± g±

]
∈ APW±

2×2, (3.12)
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y por lo tanto, por (3.11), Gf = G+G
−1
− es una factorización canónica APW izquier-

da de Gf .
El problema (3.10) puede ser reescrito de la forma{

eλg− = g+,

fg− = ϕ+ − e−λϕ−.
(3.13)

Aśı, necesitamos encontrar g− ∈ APW[−λ,0] tal que el espectro de Bohr-Fourier
Ω(fg−) de fg− no incluya puntos en (−λ, 0). Para encontrar las funciones g̃± y ϕ̃±
necesitamos resolver el sistema análogo{

eλg̃− = g̃+,

f g̃− = ϕ̃+ − e−λϕ̃−.
(3.14)

Debido a la estructura algebraica de las matrices (3.9), su factorización canónica
está estrechamente relacionado con el siguiente problema espectral (gap) (ver, e.g.,
[14]):

Dado f ∈ APW , encontrar χ ∈ APW tal que

Ω(χ) ⊂ [−λ, 0] mientras que Ω(fχ) ∩ (−λ, 0) = ∅. (3.15)

Teorema 3.11. [14, Teorema 2.1] La función matricial (3.9) con f ∈ APW admite
una factorización canónica AP si y solo si el problema (3.15) tiene una solución
χ = g− tal que −λ /∈ Ω(g−), 0 ∈ Ω(fg−) y una solución g̃− tal que −λ ∈ Ω(g̃−).
Estas soluciones, cuando existen, pueden ser sujetas a la condición adicional de que
0 /∈ Ω(fg̃−), y están entonces definidas salvo múltiplos constantes distintas de cero.
Más aún, su espectro de Bohr-Fourier es tal que

Ω(g−) ⊂ Σ0, Ω(g̃−) ⊂ −λ+ Σ0, (3.16)

donde Σ0 es el subgrupo aditivo de R generado por Ω(f).

Note que si λ /∈ Σ0, entonces las condiciones −λ /∈ Ω(g−), 0 /∈ Ω(fg̃−) se siguen
automáticamente de (3.16).

Notemos que una factorización canónica AP de Gf (si esta existe) se obtiene
mediante (3.11)–(3.14) por cualquier par g−, g̃− de soluciones linealmente indepen-
dientes de (3.15), sin importar si las condiciones adicionales en sus espectros de
Bohr-Fourier son validas. Sin embargo, los requerimientos −λ /∈ Ω(g−), 0 /∈ Ω(fg̃−)
garantizan que −λ ∈ Ω(g̃−), 0 ∈ Ω(fg−). En efecto, −λ /∈ Ω(g−) implica que
0 /∈ Ω(g+) mientras que 0 /∈ Ω(fg̃−) implica que 0 /∈ Ω(ϕ̃+). De la invertibilidad
de M(G+) se sigue que 0 ∈ Ω(ϕ+), 0 ∈ Ω(g̃+). Consecuentemente, 0 ∈ Ω(fg−) y
−λ ∈ Ω(g̃−).

También se sigue del Teorema 3.11 que para f dada por

f = c−1e−α − c0 + c1eβ, c−1c0c1 6= 0,
β

α
6∈ Q y 0 < βα, (3.17)
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estas funciones pueden ser buscadas de la forma

g− =
∑
j∈Z

∑
d jβα e≤k≤bλ+jβα c

aj,kejβ−kα, g̃− =
∑
j∈Z

∑
d jβ−λα e≤k≤b jβα c

bj,kejβ−kα−λ. (3.18)

Más aún, si λ 6∈ Σ0 entonces necesariamente 0 ∈ Ω(g−) y −λ ∈ Ω(g̃−). En efecto,
si 0 6∈ Ω(g−) entonces, de la invertibilidad de G− se tiene que 0 ∈ Ω(ϕ−). Equiva-
lentemente, −λ ∈ Ω(fg−), lo cual es imposible ya que Ω(fg−) ⊂ Σ0 junto con Ω(f)
y Ω(g−). Similarmente, si −λ 6∈ Ω(g̃−), entonces 0 6∈ Ω(g̃+), de donde 0 ∈ Ω(ϕ̃+)
debido a la invertibilidad de G+. Pero entonces 0 ∈ Ω(fg̃−), lo que contradice nue-
vamente (3.16).
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Caṕıtulo 4

Trinomios: El caso
0 < α < β < α+ β < λ ≤ 2β + α

Los resultados en este caṕıtulo han sido extraidos de [14]. Estos resultados serán
utilizados como gúıa para los nuevos casos considerados en los caṕıtulos siguientes.

Considerar la función matricial

Gf =

[
eλ 0
f e−λ

]
, (4.1)

donde f ∈ APP es tal que

f = c−1e−α − c0 + c1eβ, c−1c0c1 6= 0,
β

α
6∈ Q y 0 < βα. (4.2)

Debido a la identidad Gf = JG∗
f
J , donde J =

[
0 1
1 0

]
, existe una relación en-

tre la factorización de Gf y Gf , descrita expĺıcitamente en [7, Proposición 13.2].

Cambiando de f a f si es necesario.
Como [

1 0
0 c

]
Gf

[
1 0
0 c−1

]
= Gcf , (4.3)

podemos escalar la entrada debajo de la diagonal en la matriz (4.1) por cualquier
escalar distinto de cero sin cambiar sus propiedades de factorización. De esta forma,
sin perdida de generalidad podemos normalizar (4.2) poniendo c0 = 1:

f = c−1e−α − 1 + c1eβ. (4.4)

Esta convención nos ayudará a simplificar un poco los cálculos en las siguientes
secciones. Después se restablecerá el resultado en forma general.

4.1 Factorización canónica: c±1/c0 pequeño

Notemos que si en (4.4) c1 = c−1 = 0, entonces claramente la respectiva Gf se

puede factorizar como
[
1 −eλ
0 1

] [
0 1
−1 e−λ

]
. De la estabilidad de la propiedad de factori-

zación canónica, se sigue que Gf sigue admitiendo una factorización canónica casi

33
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periódica si en la función (4.4) c± es suficientemente pequeño. El objetivo de esta
sección es cuantificar esta afirmación. De acuerdo con [14], se buscará g− de la forma

g− = 1 +
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

aj,kejβ−kα. (4.5)

Entonces

fg− = c−1e−α − 1 + c1eβ +
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

c−1aj,kejβ−(k+1)α

−
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

aj,kejβ−kα +
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

c1aj,ke(j+1)β−kα

=

c−1e−α +
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+2

c−1aj,k−1ejβ−kα (4.6)

−
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

aj,kejβ−kα +
∞∑
j=1

d (j−1)β+λ
α e−1∑

k=b jβα c+1

c1aj−1,kejβ−kα


−1 + c1eβ +

∞∑
j=0

c−1aj,d jβ+λα e−1ejβ−d jβ+λα eα +
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b (j−1)β

α c+1

c1aj−1,kejβ−kα,

entonces automáticamente 0 ∈ Ω(fg−), mientras −λ 6∈ Ω(g−). Para que g− sea una
solución del problema (3.15), necesitamos eliminar los términos en paréntesis.

Para j = 0 queda el sistema{
a0,1 = c−1,
a0,k = c−1a0,k−1

(
k = 2, 3, ...,

⌈
λ
α

⌉
− 1
) (4.7)

lo cual implica que

a0,k = ck−1

(
k = 1, 2, ...,

⌈
λ

α

⌉
− 1

)
.

Para j ∈ N, de las desigualdades 0 < α < β < α + β < λ ≤ 2β + α se sigue que

(j − 2)β + λ

α
≤ jβ

α
+ 1 <

(j − 1)β + λ

α
<
jβ + λ

α
,

y por tanto⌈
(j − 2)β + λ

α

⌉
− 1 ≤

⌊
jβ

α

⌋
+ 1 ≤

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
− 1 <

⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1. (4.8)
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De esta forma obtenemos los siguientes sistemas para los coeficientes aj,k donde
j ∈ N y k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, ...,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1 :

aj,b jβα c+1 = c1aj−1,b jβα c+1,

aj,k = c−1aj,k−1 + c1aj−1,k

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 2, ...,

⌈
(j−1)β+λ

α

⌉
− 1
)
,

aj,k = c−1aj,k−1

(
k =

⌈
(j−1)β+λ

α

⌉
, ...,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
.

(4.9)

Lema 4.1. La solución general del sistema (4.7) y (4.9) es

aj,k = nj,kc
j
1c
k
−1

(
j ∈ Z, k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, ...,

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
− 1

)
(4.10)

donde n0,k = 1 para k = 1, 2, ...,
⌈
λ
α

⌉
− 1,

n1,k :=

{
k −

⌊
β
α

⌋
si k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, ...,

⌈
λ
α

⌉
− 1,⌈

λ
α

⌉
−
⌊
β
α

⌋
− 1 si k =

⌈
λ
α

⌉
, ...,

⌈
β+λ
α

⌉
− 1,

(4.11)

y, para cada j = 2, 3, ...,

nj,k :=

 (k −
⌊
jβ
α

⌋
)
∏j−1

s=1

(⌈
(s−1)β+λ

α

⌉
−
⌊
sβ
α

⌋
− 1
)
,∏j

s=1

(⌈
(s−1)β+λ

α

⌉
−
⌊
sβ
α

⌋
− 1
) (4.12)

para

k =


⌊
jβ
α

⌋
+ 1, ...,

⌈
(j−1)b+λ

α

⌉
− 1,⌈

(j−1)β+λ
α

⌉
, ...,

⌈
jβ+λ
a

⌉
− 1,

(4.13)

respectivamente.

Demostración. Para j = 0 deducimos de (4.7) que

a0,k = ck−1

(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ

α

⌉
− 1

)
, (4.14)

lo cual es consistente con (4.10) ya que n0,k = 1. Para j = 1, podemos ver de (4.9)
que

a1,k =

{(
k −

⌊
β
α

⌋)
c1c

k
−1 si k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
− 1(⌈

λ
α

⌉
−
⌊
β
α

⌋
− 1
)
c1c

k
−1 si k =

⌈
λ
α

⌉
, . . . ,

⌈
β+λ
α

⌉
− 1.

(4.15)

Con n1,k dado por (4.11), deducimos de (4.15) que

a1,k = n1,kc1c
k
−1 para todo k =

⌊
β

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
β + λ

α

⌉
− 1.
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Lo cual es nuevamente consistente con (4.10) en el caso j = 1. Más aún, si cono-
cemos los coeficientes aj−1,d jβα e+1 =: χj−1, entonces, en vista de las primeras dos

desigualdades en (4.8), deducimos de (4.9) que

aj−1,k = c
k−b jβα c−1
−1 χj−1

(
k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
− 1

)
.

Aplicando estas formulas a (4.9) se deduce que

aj,k =


(
k −

⌊
jβ
α

⌋)
c1c

k−b jβα c−1
−1 χj−1,(⌈

(j−1)β+λ
α

⌉
−
⌊
jβ
α

⌋
− 1
)
c1c

k−b jβα c−1
−1 χj−1,

(4.16)

si

k =


⌊
jβ
α

⌋
+ 1, ...,

⌈
(j−1)b+λ

α

⌉
− 1,⌈

(j−1)β+λ
α

⌉
, ...,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1,

respectivamente.

En particular, tomando en cuenta (4.8), (4.16) implica que para j = 1, 2, . . .,

χj := a
j,b (j+1)β

α c+1
=

(⌈
(j − 1)β

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
c1c
b (j+1)β

α c−b jβα cχj−1.

−1 (4.17)

Como χ0 = a0,b βαc+1 = c
b βαc+1

−1 , deducimos de (4.17) que

χj =

j∏
s=1

(⌈
(s− 1)β + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
cj1c
b (j+1)β

α c+1

−1 .

Aśı, de (4.16) se sigue que aj,k para j = 2, 3, . . . y k =
⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1 están

dados por (4.10) con nj,k como en (4.12). �

Ahora buscaremos g̃− en la forma

g̃− = e−λ +
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

bj,kejβ−kα−λ. (4.18)
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Entonces −λ ∈ Ω(g̃−). También,

fg̃− = (c−1e−α − 1 + c1eβ)e−λ +
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

c−1bj,kejβ−(k+1)α−λ

−
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

bj,kejβ−kα−λ +
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

c1bj,ke(j+1)β−kα−λ

=

c−1eβ−λ +
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+2

c−1bj,k−1ejβ−kα−λ (4.19)

−
∞∑
j=1

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

bj,kejβ−kα−λ +
∞∑
j=2

b (j−1)β
α c∑

k=b jβ−λα c+1

c1bj−1,kejβ−kα−λ


c−1e−α−λ − e−λ +

∞∑
j=1

c−1bj,b jβα cejβ−(b jβα c+1)α−λ +
∞∑
j=2

b jβ−λα c∑
k=b (j−1)β−λ

α c+1

c1bj−1,kejβ−kα−λ,

y los términos en paréntesis necesitan ser cancelados para que g̃− sea una solución
de (3.15).

Como λ − β > α, deducimos que
⌊
β−λ
α

⌋
≤ −2. Entonces, para j = 1 las condi-

ciones de cancelación toman la forma
b1,bβ−λα c+1 = 0

c−1b1,k−1 − b1,k = 0
(
k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,−1

)
,

c1 + c−1b1,−1 − b1,0 = 0,

c−1b1,k−1 − b1,k = 0
(
k = 1, 2, . . . ,

⌊
β
α

⌋)
.

(4.20)

Si j = 2, 3, . . . de las desigualdades 0 < α < β < α + β < λ ≤ 2β + α se sigue que

(j − 2)β

α
≤ jβ − λ

α
+ 1 ≤ (j − 1)β

α
≤ jβ

α
,

y por tanto ⌊
(j − 2)β

α

⌋
≤
⌊
jβ − λ
α

⌋
+ 1 ≤

⌊
(j − 1)β

α

⌋
<

⌊
jβ

α

⌋
. (4.21)

Para estos valores de j las condiciones de cancelación toman la forma
bj,k = c1bj−1,k

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
,

bj,k = c−1bj,k−1 + c1bj−1,k

(
k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊
(j−1)β
α

⌋)
,

bj,k = c−1bj,k−1

(
k =

⌊
(j−1)β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋)
.

(4.22)
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Lema 4.2. La solución general de los sistemas (4.20) y (4.22) es

bj,k = mj,kc
j
1c
k
−1

(
j ∈ N, k =

⌊
jβ − λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ

α

⌋)
, (4.23)

donde m1,k = 0 para k =
⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1 y m1,k = 1 para k = 0, 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋
,

m2,k =

{
k −

⌊
2β−λ
α

⌋
si k =

⌊
2β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋⌊
β
α

⌋
−
⌊
2β−λ
α

⌋
si k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋ (4.24)

y para j = 3, 4, . . . ,

mj,k =


(
k −

⌊
jβ−λ
α

⌋)∏j−1
s=2

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)
,∏j

s=2

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋) (4.25)

si

k =


⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
(j−1)β
α

⌋
,⌊

(j−1)β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋ (4.26)

respectivamente.

Demostración. Si j = 1, entonces de (4.20) se sigue que

b1,k =

{
0 si k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

c1c
k
−1 si k = 0, 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋
,

(4.27)

lo cual es consistente con (4.23) debido a las fórmulas para m1,k.
Para j = 2, se puede ver de (4.22) que

b2,k =

{(
k −

⌊
2β−λ
α

⌋)
c21c

k
−1 si k =

⌊
2β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋(⌊
β
α

⌋
−
⌊
2β−λ
α

⌋)
c21c

k
−1 si k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋
,

(4.28)

lo que es nuevamente consistente con (4.23) debido a (4.24).
Poniendo ahora yj−1 := bj−1,b jβ−λα c+1 para todo j = 2, 3, . . . y tomando en cuenta

las primeras dos desigualdades en (4.21), se infiere de (4.22) que

bj−1,k = c
k−b jβ−λα c−1
−1 yj−1

(
k =

⌊
jβ − λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
(j − 1)β

α

⌋)
.

Aplicando estas fórmulas, se deduce de (4.22) que

bj,k =


(
k −

⌊
jβ
α

⌋)
c1c

k−b jβα c−1
−1 yj−1 si k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, ...,

⌈
(j−1)b
α

⌉
(⌊

(j−1)β
α

⌋
−
⌊
jβ−λ
α

⌋)
c1c

k−b jβ−λα c−1
−1 yj−1 si k =

⌊
(j−1)β
α

⌋
, ...,

⌊
jβ
α

⌋
.

(4.29)
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Como ⌊
(j − 1)β

α

⌋
≤
⌊

(j − 1)β − λ
α

⌋
+ 1 ≤

⌊
jβ

α

⌋
,

se infiere de (4.29) que

yj = b
j,b (j+1)β−λ

α c+1
=

(⌊
(j − 1)β

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋)−1
c1c
b (j+1)β−λ

α c−b jβ−λα c
−1 yj−1.

(4.30)
Como y1 = b1,b 2β−λα c+1 y 0 ≤

⌊
2β−λ
α

⌋
+ 1 ≤

⌊
jβ
α

⌋
, deducimos de (4.27) que y1 =

c1c
b 2β−λα c+1

−1 y, después, de (4.30), se sigue que que para j = 2, 3, . . .,

yj =

j∏
s=2

(⌊
(s− 1)β

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋)−1
cj1c
b (j+1)β−λ

α c+1

−1 .

Finalmente, aplicando la última fórmula y (4.25), se infiere de (4.29) que bj,k, para
j = 3, 4, . . . y k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
, está también definida por (4.23). �

Entonces, si el problema (3.15) admite soluciones de la forma (4.5), (4.18), sus
coeficientes de Bohr-Fourier están dados por el Lema 4.1 y 4.2 respectivamente.
Sin embargo, aún resta determinar las condiciones sobre c± bajo las cuales las se-
ries formales resultantes convergen absolutamente, esto es, que sean efectivamente
funciones en APW . Para este fin, las sucesiones

Γj :=

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
−1 ≥ 1, Gj :=

⌊
(j − 1)β

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋
≥ 1 (4.31)

jugarán un rol decisivo.
Dado que el número α/β es irracional, los números (j−1)β+λ

α
y jβ−λ

α
pueden ser

enteros para a lo más un valor de j. Sea j0 ∈ N el mı́nimo valor de j ∈ N para el

cual (j−1)β+λ
α

y jβ−λ
α

no son enteros. Entonces Γj :=
⌊
(j−1)β+λ

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
para todo

j ≥ j0. Entonces para estos valores de j tenemos

Γj =
λ− β
α
−
{

(j − 1)β + λ

α

}
+

{
jβ

α

}
, Gj =

λ− β
α
−
{

(j − 1)β

α

}
+

{
jβ − λ
α

}
donde {x} = x− bxc es la parte fraccionaria de x ∈ R. Aśı, para j ≥ j0,

Γj =

⌊
(j − 1)β + λ

α

⌋
−
⌊
jβ

α

⌋

=


⌊
jβ
α

⌋
si
{

(j−1)β+λ
α

}
−
{
jβ
α

}
=
{
λ−β
α

}
≥ 0⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si

{
(j−1)β+λ

α

}
−
{
jβ
α

}
=
{
λ−β
α

}
− 1 < 0

=

{⌊
jβ
α

⌋
si 0 <

{
jβ
α

}
< 1−

{
λ−β
α

}
,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si 1−

{
λ−β
α

}
≤
{
jβ
α

}
< 1,

(4.32)
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y por lo tanto 1 ≤ Γj ≤
⌊
λ−β
α

⌋
+ 1. Similarmente, para j ≥ j0,

Gj =

⌊
(j − 1)β

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋

=


⌊
jβ
α

⌋
si
{

(j−1)β
α

}
−
{
jβ−λ
α

}
=
{
λ−β
α

}
≥ 0⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si

{
(j−1)β
α

}
−
{
jβ−λ
α

}
=
{
λ−β
α

}
− 1 < 0

=

{⌊
jβ
α

⌋
si 0 <

{
jβ−λ
α

}
< 1−

{
λ−β
α

}
,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si 1−

{
λ−β
α

}
≤
{
jβ−λ
α

}
< 1,

(4.33)

y por tanto 1 ≤ Gj ≤
⌊
λ−β
α

⌋
+ 1

Lema 4.3. Si 0 < α < β < α + β < λ ≤ 2β + α y el número α/β es irracional,
entonces los limites %1 := ĺımm→∞(Γ1Γ2 · · ·Γm)1/m, %2 := ĺımm→∞(G1G2 · · ·Gm)1/m

existen y son ambos iguales a

% := pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p, (4.34)

donde p :=
⌊
λ−β
α

⌋
.

Teorema 4.4. Sea G dada por (4.1) y (4.4) donde 0 < α < β < α+β < λ ≤ 2β+α,
el número α/β irracional y c±1 ∈ C. Entonces G admite una factorización canónica
APW si

% |c1| |c−1|β/α < 1, (4.35)

donde % está dado por (4.34).

Demostración. De (4.10)-(4.12), para j ∈ N y todo k =
⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1,

tenemos que

(Γ1Γ2, · · ·Γj−1)1/j ≤ n
1/j
j,k ≤ (Γ1Γ2 · · ·Γj)j−1 (4.36)

y, por lo tanto

(Γ1Γ2, · · ·Γj−1)1/j |c1| |c−1|(b
jβ
α c+1)/j ≤ |aj,k|1/j

≤ (Γ1Γ2, · · ·Γj)1/j |c1| |c−1|(d
jβ+λ
α e−1)/j ,

(4.37)
donde Γ1Γ2, · · ·Γj−1 := 1 si j = 1. De (4.36) y el Lema 4.3,

ĺım
j→∞

máx
k=b jβα c+1,··· ,d jβ+λα e−1

n
1/j
j,k = ĺım

j→∞
(Γ1Γ2, · · ·Γj)1/j = %. (4.38)

Por otra parte, como ⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1 ≤

⌈
jβ

α

⌉
+

⌊
λ

α

⌋
+ 1,
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inferimos que, para todo k =
⌊
jβ
α

⌋
+ r con r = 1, 2, . . . ,

⌊
λ
α

⌋
+ 1,

ĺım
j→∞

k

j
= ĺım

j→∞

⌊
jβ
α

⌋
+ r

j
= ĺım

j→∞

(
β

α
+
−
{
jβ
α

}
+ r

j

)
=
β

α
.

Entonces, para cada k =
⌊
jβ
α

⌋
+ 1, · · · ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1,

ĺım
j→∞
|c1| |c−1|k/j = |c1| |c−1|β/α . (4.39)

Combinando (4.37), (4.38), (4.39) y (4.35), concluimos que

ĺım
j→∞

máx
k=b jβα c+1,··· ,d jβ+λα e−1

|aj,k|1/j = % |c1| |c−1|β/α < 1. (4.40)

Por lo tanto,

‖g−‖W = 1 +
∞∑
j=0

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

|aj,k| <∞.

Similarmente,

ĺım
j→∞

máx
k=b jβ−λα c+1,··· ,b jβα c

|bj,k|1/j = % |c1| |c−1|β/α < 1, (4.41)

lo cual implica que,

‖g̃−‖W = 1 +
∞∑
j=0

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

|bj,k| <∞.

Solo queda invocar la parte de suficiencia del Teorema 3.11. �

4.2 Factorización canónica: c±1/c0 grande

En contraste con la situación en el apartado anterior, no hay razones aparentes
para esperar factorizaciones AP canónicas para el caso en que c±1 en (4.2) son
grandes respecto a c0. En efecto, la respectiva función matricial con c0 = 0 es APP
factorizable pero sus ı́ndices no son cero, a menos que λ/(α+ β) sea un entero. Por
otro lado, una factorización no-canónica es inestable, entonces es plausible que una
suma de una constante pequeña a f haga a (4.1) canónicamente AP factorizable.
Efectivamente este es el caso

Teorema 4.5. Sea G dada por (4.1) y (4.4), donde 0 < α < β < α + β < λ ≤
2β+α, el número α/β es irracional y c±1 ∈ C. Entonces G admite una factorización
APW canónica si

% |c1| |c−1|β/α > 1, (4.42)

donde % está definido por (4.34).
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Prueba. En contraste con (4.5), se busca g− de la forma

g− = 1 +

j=0∑
−∞

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

aj,kejβ−kα. (4.43)

Entonces, como vimos anteriormente −λ 6∈ Ω(g−) y además

fg− =c−1e−α − 1 + c1eβ +

j=0∑
−∞

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

c−1aj,kejβ−(k+1)α

−
j=0∑
−∞

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

aj,kejβ−kα +

j=0∑
−∞

d jβ+λα e∑
k=b jβα c+1

c1aj,ke(j+1)β−kα

=

(
c−1e−α +

j=0∑
−∞

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

c−1aj,k−1ejβ−kα

−
j=0∑
−∞

d jβ+λα e−1∑
k=b jβα c+1

aj,kejβ−kα +

j=1∑
−∞

d (j−1)β+λ
α e−1∑

k=b jβα c+1

c1aj−1,kejβ−kα

)

− 1 + c1eβ +

j=0∑
−∞

c−1aj,d jβ+λα e−1ejβ−d jβ+λα eα +

j=1∑
−∞

d jβα e∑
k=b (j−1)β

α c+1

c1aj−1,kejβ−kα.

(4.44)

Aśı que 0 ∈ Ω(fg−) y, para que g− sea una solución del problema (3.15), los términos
entre paréntesis necesitan ser cancelados. Para j = 1 las condiciones de cancelación
producen

a0,k = 0

(
k =

⌊
β

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
λ

α

⌉
− 1

)
, (4.45)

donde por convención a0,0 = 1. Para j = 0, de (4.44) obtenemos el sistema{
a0,k = c−1a0,k−1 + c1a−1,k

(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ−β
α

⌉
− 1
)
,

a0,k = c−1a0,k−1
(
k =

⌈
λ−β
α

⌉)
, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
− 1.

(4.46)

Finalmente, las condiciones de cancelación en (4.44) implica que para cada j =
−1,−2, . . . el sistema para determinar los coeficientes aj,k,

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)

tiene la misma forma que (4.9), esto es, estos sistemas son de la forma
aj,b jβα c+1 = c1aj−1,b jβα c+1,

aj,k = c−1aj,k−1 + c1aj−1,k

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌈
(j−1β+λ)

α

⌉
− 1
)
,

aj,k = c−1aj,k−1

(
k =

⌈
(j−1)β+λ

α

⌉
, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
.

(4.47)
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Por lo tanto, en particular, las formulas (4.16) y (4.17) se cumplen para todo j =
−1,−2, . . .. Como

⌈
λ−β
α

⌉
− 1 ≤

⌊
β
α

⌋
+ 1 para λ ≤ 2β + α, inferimos de (4.45) y el

segundo grupo de ecuaciones en (4.46) que

a0,k = 0 para todo k =

⌈
λ− β
α

⌉
− 1,

⌈
λ− β
α

⌉
, . . . ,

⌈
λ

α

⌉
− 1. (4.48)

El primer grupo de ecuaciones en (4.46), en vista de que a0,0 = 1, implican que

a0,k = ck−1 +
k∑
s=1

ck−s−1 c1a−1,s

(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ− β
α

⌉
− 1

)
. (4.49)

La desigualdad λ ≤ 2β + α implica que
⌈
λ−2β
α

⌉
− 1 ≤ 1. Por lo tanto para j = −1

se sigue de el tercer grupo de ecuaciones en (4.47) que

a−1,k = ck−1−1 a−1,1

(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ− β
α

⌉
− 1

)
.

Sustituyendo esto en (4.49) obtenemos

a0,k = ck−1 + kck−1−1 c1a−1,1

(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ− β
α

⌉
− 1

)
, (4.50)

luego por (4.48) se tiene que a0,k = 0 para k =
⌈
λ−β
α

⌉
−1. Poniendo χj := a

j,b (j+1)β
α c+1

para j = −1,−2, . . ., deducimos de (4.50) que

a0,dλ−βα e−1 = c
dλ−βα e−1
−1 +

(⌈
λ− β
α

⌉
− 1

)
c
dλ−βα e−2
−1 c1χ−1 = 0.

Consecuentemente,

χ−1 = − 1⌈
λ−β
α

⌉
− 1

c−1c
−1
1 . (4.51)

Dado que a−1,1 = χ−1, inferimos de (4.50), (4.51) y (4.48) quea0,k =
dλ−βα e−k−1
dλ−βα e−1

ck−1
(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ−β
α

⌉
− 2
)
,

a0,k = 0
(
k =

⌈
λ−β
α

⌉
− 1, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
− 1
)
.

(4.52)

Entonces, por (4.7), que sigue siendo valido para j = −1,−2, . . ., se tiene que para
cada j = −2,−3, . . .,

χj =
−2∏
s=j

(⌈
sβ + λ

α

⌉
−
⌊

(s+ 1)β

α

⌋
− 1

)−1
cj+1
1 c
b (j+1)β

α c
−1 χ−1.

Esto junto con (4.51) implican que para j = −2,−3, . . .,

χj = − 1⌈
λ−β
α

⌉
− 1

−2∏
s=j

(⌈
sβ + λ

α

⌉
−
⌊

(s+ 1)β

α

⌋
− 1

)−1
cj1c
b (j+1)β

α c+1

−1
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Como todos los χj para −j ∈ N son conocidos, inferimos de las formulas (4.16),
las cuales siguen siendo validas para valores negativos de j, que para cada j =
−1,−2, . . .

aj,k =


(
k −

⌊
jβ
α

⌋)
c1c

K−b jβα c−1
−1 χj−1,(⌈

(j−1)β+λ
α

⌉
−
⌊
jβ
α

⌋
− 1
)
c1c

k−b jβα c−1
−1 χj−1,

y por lo tanto

aj,k =


− k−b jβα c
dλ−βα e−1

∏−2
s=j−1

(⌈
sβ+λ
α

⌉
−
⌊
(s+1)β
α

⌋
− 1
)−1

cj1c
k
−1,

− 1

dλ−βα e−1
∏−2

s=j

(⌈
sβ+λ
α

⌉
−
⌊
(s+1)β
α

⌋
− 1
)−1

cj1c
k
−1,

(4.53)

con la elección de la linea determinada por (4.13). Aqúı por convención

−2∏
s=−1

(⌈
sβ + λ

α

⌉
−
⌊

(s+ 1)β

α

⌋
− 1

)−1
= 1

Por analoǵıa con (4.40) concluimos de (4.42) y (4.53) que

ĺım
j→−∞

{
máx

k=b jβα c+1,...,d jβ+λα e−1
|aj,k|1/|j|

}
= %−1 |c1|−1 |c−1|−β/α < 1.

Por lo tanto la serie (4.43) con coeficientes aj,k dados por (4.52) y (4.53) converge.

Ahora buscaremos la segunda solución a el problema (3.15) de la siguiente forma

g̃− =

j=1∑
−∞

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

bj,kejβ−kα−λ, (4.54)
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con b0,0 = 1. Entonces −λ ∈ Ω(g̃−), mientras que

fg̃− =

j=1∑
−∞

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

c−1bj,kejβ−(k+1)α−λ

−
j=1∑
−∞

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

bj,kejβ−kα−λ +

j=1∑
−∞

b jβα c∑
k=b jβ−λα c+1

c1bj,ke(j+1)β−kα−λ

=

(
j=1∑
−∞

b jβα c
′∑

k=b jβ−λα c+2

c−1bj,k−1ejβ−kα−λ

−
j=1∑
−∞

b jβα c
′∑

k=b jβ−λα c+1

bj,kejβ−kα−λ +

j=2∑
−∞

b (j−1)β
α c∑

k=b jβ−λα c+1

c1bj−1,kejβ−kα−λ

)

+

j=1∑
−∞

c−1bj,b jβα cejβ−(b jβα c+1)α−λ + c−1b0,−1e−λ − b0,0e−λ

+

j=2∑
−∞

b jβ−λα c∑
k=b (j−1)β−λ

α c+1

c1bj−1,kejβ−kα−λ. (4.55)

(el supeŕındice prima simboliza que el término correspondiente a (k, j) = (0, 0) es
quitado de la respectiva suma). Como antes, los términos en paréntesis deben ser
cancelados para que g̃− sea una solución del problema (3.15). Para j = 2 la condición
de cancelación implica que

b1,k = 0

(
k =

⌊
2β − λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
β

α

⌋)
. (4.56)

tomando en cuenta la relación
⌊
β−λ
α

⌋
≤ −2, para j = 1 obtenemos el sistema

b1,bβ−λα c+1 = c1b0,bβ−λα c+1,

b1,k = c−1b1,k−1 + c1b0,k = 0
(
k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 2, . . . , 0

)
,

b1,k = c−1b1,k−1
(
k = 1, 2, . . . ,

⌊
β
α

⌋)
.

(4.57)

�

La desigualdad λ ≤ 2β+α implica que
⌊
2β−λ
α

⌋
+1 ≥ 0. Consecuentemente, inferimos

de (4.56) y (4.57) que

b1,k = 0 para todo k = 0, 1, . . . ,

⌊
β

α

⌋
. (4.58)
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Los coeficientes b0,k, para k =
⌊−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1, están determinados por el siguiente

sistema, derivado de las condiciones de cancelación en (4.55):
b0,k = c1b−1,k

(
k =

⌊−λ
α

⌋
+ 1
)
,

b0,k = c−1b0,k−1 + c1b−1,k
(
k =

⌊−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊−β
α

⌋)
,

b0,k = c−1b0,k−1
(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

)
.

(4.59)

Sea y0 := b0,bβ−λα c+1. Como
⌊
β−λ
α

⌋
+ 1 ≥ máx

{⌊−λ
α

⌋
+ 1,

⌊−β
α

⌋}
, de (4.59) se sigue

que

b0,k = c
k−bβ−λα c−1
−1 y0

(
k =

⌊
β − λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

)
. (4.60)

Luego, deducimos de (4.57) que

b1,k =

k−bβ−λα c∑
s=1

c1c
k−bβ−λα c−s
−1 b0,bβ−λα c+s

(
k =

⌊
β − λ
α

⌋
+ 1, . . . , 0

)
,

donde b1,0 = 0 debido a (4.58) y b0,0 = 1. Esto, junto con (4.60) implica queb1,k =
(
k −

⌊
β−λ
α

⌋)
c1c

k−bβ−λα c−1
−1 y0

(
k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

)
,

b1,0 =
(
−1−

⌊
β−λ
α

⌋)
c1c
−bβ−λα c−1
−1 y0 + c1 = 0.

Aśı

y0 =
1⌊

β−λ
α

⌋
+ 1

c
bβ−λα c+1

−1 (4.61)

y por lo tanto b1,k =
k−bβ−λα c
bβ−λα c+1

c1c
k
−1

(
k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

)
,

b1,k = 1
(
k = −, 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋)
.

(4.62)

Como en el caso de g−, para j = 0,−1,−2, . . ., los sistemas para los coeficien-
tes bj,k

(
k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋)
tienen la misma forma que (4.22). Sea yj :=

b
j,b (j+1)β−λ

α c+1
para todo j = 0,−1,−2, . . .. Por (4.30), que sigue siendo valida para

j = −1,−2, . . . , obtenemos

yj =
0∏

s=j+1

(⌊
(s− 1)β

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋)−1
cj1c
b (j+1)β−λ

α c−bβ−λα c
−1 y0,

lo cual, en vista de (4.61), implica que para j = −2,−3, . . .,

yj = − 1⌊
λ−β
α

⌋
+ 1

0∏
s=j+1

(⌊
(s− 1)β

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋)−1
cj1c
b (j+1)β−λ

α c+1

−1 . (4.63)
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Aplicando ahora (4.63) y (4.60), deducimos de (4.29), la cual sigue siendo valida
para todo j = −1,−2, . . ., que para j = 0 y todo k =

⌊−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊−β
α

⌋
,

b0,k =


k−b−λα c
bβ−λα c+1

(⌊−β
α

⌋
−
⌊−λ
α

⌋)−1
ck−1 si k =

⌊−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊−β
α

⌋
,

1

bβ−λα c+1
ck−1 si k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . ,−1,

1 si k = 0.

(4.64)

Análogamente, para todo j = −1,−2, . . . y k =
⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
,

bj,k =


k−b jβ−λα c
bβ−λα c

∏0
s=j

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)−1
cj1c

k
−1,

1

bβ−λα c
∏0

s=j+1

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)−1
cj1c

k
−1,

(4.65)

con la elección de la linea determinada por (4.26). Dado que −bxc = 1 + b−xc para
x ∈ R \ Z, podemos reescribir (4.65) en la forma

bj,k =


−k−b jβ−λα c
bλ−βα c

∏0
s=j

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)−1
cj1c

k
−1,

− 1

bλ−βα c
∏0

s=j+1

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)−1
cj1c

k
−1.

(4.66)

La condición (4.64) puede ser reescrita análogamente.
Como fue el caso con (4.41), concluimos de (4.42) y (4.65) que

ĺım
j→−∞

{
máx

k=b jβα c+1,...,b jβ+λα c
|bj,k|1/|j|

}
= %−1 |c1|−1 |c−1|−β/α < 1.

Entonces las series (4.54), con coeficientes bj,k, dados por (4.62) y (4.65) con b0,0 = 1,
convergen. Esto completa la prueba del Teorema 4.5.

Lema 4.6. Los coeficientes aj,k en (4.43) están dados por

aj,k = ñj,kc
j
1c
k
−1

(
j = 0,−1,−2, . . . ; k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, ...,

⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1

)
,

donde

ñ0,k :=

d
λ−β
α e−k−1
dλ−βα e−1

si k = 1, 2, . . . ,
⌈
λ−β
α

⌉
− 2

0 si k =
⌈
λ−β
α

⌉
− 1, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
− 1,

y, para cada j = −1,−2, ...,

ñj,k :=


− k−b jβα c
dλ−βα e−1

∏−2
s=j−1

(⌈
sβ+λ
α

⌉
−
⌊
(s+1)β
α

⌋
− 1
)−1

,

− 1

dλ−βα e−1
∏−2

s=j

(⌈
sβ+λ
α

⌉
−
⌊
(s+1)β
α

⌋)−1
.
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para

k =


⌊
jβ
α

⌋
+ 1, ...,

⌈
(j−1)b+λ

α

⌉
− 1,⌈

(j−1)β+λ
α

⌉
, ...,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1,

respectivamente.

Lema 4.7. Los coeficientes bj,k en (4.54) están dados por

bj,k = m̃j,kc
j
1c
k
−1

(
j = 1, 0,−1, . . . ; k =

⌊
jβ − λ
α

⌋
+ 1, ...,

⌊
jβ

α

⌋)
,

donde

m̃1,k :=

−
k−bβ−λα c
bλ−βα c+1

si
⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . , ,−1

0 si k = 0, 1, . . . ,
⌊
β
α

⌋
,

m̃0,k :=


−k−b−λα c
bλ−βα c

(⌊−β
α

⌋
−
⌊−λ
α

⌋)−1
si k =

⌊−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊−β
α

⌋
,

− 1

bλ−βα c
si k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . ,−1,

1 si k = 0,

(4.67)

y, para cada j = −1,−2, ...,

m̃j,k :=


−k−b jβ−λα c
bλ−βα c

∏0
s=j

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)−1
si k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, ...,

⌊
(j−1)b+λ

α

⌋
− 1

bλ−βα c
∏0

s=j+1

(⌊
(s−1)β
α

⌋
−
⌊
sβ−λ
α

⌋)−1
si k =

⌊
(j−1)β
α

⌋
+ 1, ...,

⌊
jβ
α

⌋
.

4.3 Factorización canónica: Forma explicita

Ajustando las formulas para g, g̃ para el caso de c0 6= 0 arbitrario con el uso de
(4.3), y extrayendo las fórmulas para g+, g̃+, ϕ±, ϕ̃± de las representaciones (3.13)
y (3.14), se llega a las siguientes conclusiones.

Si % |c1| |c−1|β/α < |c0|1+β/α, donde % = pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p y p =
⌊
λ−β
α

⌋
,

entonces de la prueba del Teorema 5.6 se sigue que

g+ = eλ +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g− = 1 +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ+ = −c0 + c1 eβ + c0
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
nj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ− = −c0
∑∞

j=0
nj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα,

(4.68)
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donde los coeficientes nj,k están definidos en el Lema 4.1, y

g̃+ = 1 +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

g̃− = e−λ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ,

ϕ̃+ = c0
∑∞

j=2

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
mj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ,

ϕ̃− = c0 − c−1 e−α − c0
∑∞

j=1
mj,b jβα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβα c+1

ejβ−(b jβα c+1)α,

(4.69)

donde los coeficientes mj,k están dados por el Lema 4.2.
Análogamente, si % |c1| |c−1|β/α > |c0|1+β/α, entonces de los resultados de la Sec-

ción 4.2 que

g+ = eλ +
∑0

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

ñj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g− = 1 +
∑0

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

ñj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ+ = −c0 + c1eβ + c0
∑1

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
ñj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ− = −c0
∑0

j=−∞
ñj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα,

(4.70)

donde los coeficientes ñj,k están dados por el Lema 4.6, y

g̃+ =
∑1

j=−∞

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

m̃j,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g̃− =
∑1

j=−∞

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

m̃j,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ̃+ = c0
∑2

j=−∞

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
m̃j−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ̃− = −c0
∑1

j=−∞
m̃j,b jβα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβα c+1

ejβ+λ−(b jβα c+1)α − c0m̃0,−1 + c0

= c0 − c−1e−α − c0m̃0,−1 − c0
∑−1

j=−∞
m̃j,b jβα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβα c+1

ejβ−(b jβα c+1)α

(4.71)
donde los coeficientes m̃j,k están dados por el Lema 4.7. La última transformación
en (4.71) hace uso del hecho de que m̃1,b βαc = 0 y que m̃0,0 = 1.

Ahora podemos escribir el siguiente teorema.

Teorema 4.8. Sea G dada por (4.1) y (4.2) donde 0 < α < β < α+β < λ ≤ 2β+α,
el número α/β es irracional y c−1c0c1 6= 0. Entonces G admite una factorización
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AP canónica G = G+G
−1
− si y solo si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β 6= |c0|α+β.

Si esta condición se cumple, todas las entradas de G± en (3.11) son funciones en
APW definidas por (4.68), (4.69) con coeficientes nj,k y mj,k dados por los Lemas
4.1 y 4.4 si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β < |c0|α+β.

o definidas por (4.70) y (4.71) con coeficientes ñj,k y m̃j,k dados por los Lemas 4.6
y 4.7 si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β > |c0|α+β.



Caṕıtulo 5

Trinomios: El caso
0 < α < β < 2β + α < λ

Aplicando las ideas de la Sección 5.1 vamos a estudiar el caso de Gf donde f es
un trinomio con la propiedad de que 0 < α < β < 2β + α < λ.

5.1 Solución de los sistemas (3.13) y (3.14) para

c±1/c0 pequeños

Consideremos ahora la función matricial (4.1) con f dada por

f = c−1e−α − 1 + c1eβ, (5.1)

donde

0 < α < β < 2β + α < λ, α/β /∈ Q, c±1 ∈ C. (5.2)

Por analoǵıa con [14, Sección 3], buscaremos g− de la forma

g− = 1 +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα. (5.3)

51
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Entonces inferimos de (5.1)–(5.3) que

fg− = c−1 e−α − 1 + c1 eβ +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

c−1 aj,k ejβ−(k+1)α

−
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

c1 aj,k e(j+1)β−kα

=

(
c−1 e−α +

∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+2

c−1 aj,k−1 ejβ−kα

−
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα +
∑∞

j=1

∑d (j−1)β+λ
α e−1

k=b jβα c+1
c1 aj−1,k ejβ−kα

)
− 1 + c1 eβ +

∑∞

j=0
c−1 aj,d jβ+λα e−1 ejβ−d jβ+λα eα

+
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
c1 aj−1,k ejβ−kα, (5.4)

donde, de acuerdo a (3.13), necesitamos eliminar los términos en paréntesis. Cuando
hagamos esto, obtendremos

g+ = eλ +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα+λ,

ϕ+ = −1 + c1 eβ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=
⌊

(j−1)β
α

⌋
+1
c1 aj−1,k ejβ−kα,

ϕ− = −
∑∞

j=0
c−1 aj,d jβ+λα e−1 ejβ+λ−d jβ+λα eα.

(5.5)

Eliminando los términos en paréntesis en (5.4), para j = 0, obtenemos el sistema{
a0,1 = c−1,

a0,k = c−1 a0,k−1
(
k = 2, 3, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
− 1
)
,

(5.6)

mientras que para j ∈ N, los correspondientes sistemas son de la forma:
aj,b jβα c+1 = c1 aj−1,b jβα c+1,

aj,k = c−1 aj,k−1 + c1 aj−1,k
(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌈
(j−1)β+λ

α

⌉
− 1
)
,

aj,k = c−1aj,k−1
(
k =

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
.

(5.7)

Aqúı tomamos en cuenta que
⌊
jβ
α

⌋
+1 <

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
−1 ya que λ > 2β+α > β+2α.

Para todo j ∈ N, ahora ponemos

ηj :=

⌈
jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1, sj :=

⌊
jβ

α

⌋
−
⌊

(j − 1)β

α

⌋
(5.8)

y definimos las matrices numéricas ηj × ηj−1 Γj =
(
γ
(j)
l,s

)
con entradas no negativas
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γ
(j)
l,s dadas para l = 1, 2, . . . , ηj por

γ
(j)
l,s :=


0 si s = 1, 2, . . . , sj;

1 si s = sj + 1, sj + 2, . . . , ηj−1 y s− sj ≤ l;

0 si s = sj + 1, sj + 2, . . . , ηj−1 y s− sj > l.

(5.9)

Lema 5.1. La solución general de los sistemas (5.6) y (5.7) es de la forma

aj,k = nj,kc
j
1c
k
−1

(
j ∈ Z+, k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1

)
(5.10)

donde n0,k = 1
(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
− 1
)

y, para todo j ∈ N,
nj,b jβα c+1

...
nj,d jβ+λα e−1

 = Γj


n
j−1,b (j−1)β

α c+1

...
n
j−1,d (j−1)β+λ

α e−1

 . (5.11)

Demostración. Para j = 0 y k = 1, 2, . . . ,
[
λ
α

]
−1, deducimos de (5.6) que a0,k = ck−1,

lo cual es consistente con (5.10) en el caso n0,k = 1. Supongamos que (5.10)–(5.11)
se cumple para j = 1, 2, . . . , j0− 1 y verifica el cumplimiento de (5.10) y (5.11) para
j = j0. Anteriormente omitimos el ı́ndice 0 para j. Como⌊

(j − 1)β

α

⌋
+ 1 <

⌊
jβ

α

⌋
+ 1 ≤

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
− 1

ya que λ > β + 2α, inferimos de (5.7) que

aj,b jβα c+1 = c1 aj−1,b jβα c+1 = nj−1,b jβα c+1 c
j
1 c
b jβα c+1

−1 , (5.12)

lo que da (5.10) con
nj,b jβα c+1 = nj−1,b jβα c+1. (5.13)

Además, por inducción con respecto a k =
⌊
jβ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
− 1, obtenemos

aj,k = c−1 aj,k−1 + c1 aj−1,k = c−1 nj,k−1 c
j
1 c

k−1
−1 + c1 nj−1,k c

j−1
1 ck−1

= (nj,k−1 + nj−1,k) c
j
1 c

k
−1, (5.14)

de donde (5.10) se cumple con

nj,k = nj,k−1 + nj−1,k. (5.15)

Por último, para k =
⌈ (j−1)β+λ

α

⌉
, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1,

aj,k = c−1 aj,k−1 = c−1 nj,k−1 c
j
1 c

k−1
−1 = nj,k−1 c

j
1 c

k
−1, (5.16)
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y por lo tanto para estas k la relación (5.10) se cumple con

nj,k = nj,k−1. (5.17)

De (5.13), (5.15) y (5.17) se sigue que

nj,k =


∑k

s=b jβα c+1
nj−1,s si k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
− 1,

∑d (j−1)β+λ
α e−1

s=b jβα c+1
nj−1,s si k =

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1.

(5.18)

Consecuentemente, para cada j ∈ N, obtenemos (5.11) con

Γj =
[
γ
(j)
l,s

]
l=1,2,...,ηj ; s=1,2,...,ηj−1

, (5.19)

donde γ
(j)
l,s y ηj están definidas por (5.9) y (5.8), respectivamente. �

Dado que todas las normas de las matrices numéricas Γj de tamaño ηj × ηj−1
dadas por (5.19) son equivalentes, vamos a tomar la norma

‖Γj‖ := máx
k=1,2,...,ηj

∑
s=1,2,...,ηj−1

∣∣γ(j)k,s∣∣, (5.20)

la cual en vista de (5.8) y (5.9) es igual a

‖Γj‖ = ηj−1 − sj =

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1. (5.21)

Ahora buscamos g̃− ∈ APW[−λ,0) de la forma

g̃− = e−λ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

bj,k ejβ−kα−λ. (5.22)

Entonces, similarmente a [14, Sección 3], inferimos de (5.1) y (5.22) que

fg̃− =
(
c−1 e−α − 1 + c1 eβ

)
e−λ +

∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

c−1 bj,k ejβ−(k+1)α−λ

−
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

bj,k ejβ−kα−λ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

c1 bj,k e(j+1)β−kα−λ

=

(
c1 eβ−λ +

∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+2

c−1 bj,k−1 ejβ−kα−λ

−
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

bj,k ejβ−kα−λ +
∑∞

j=2

∑b (j−1)β
α c

k=b jβ−λα c+1
c1 bj−1,k ejβ−kα−λ

)
+ c−1 e−α−λ − e−λ +

∑∞

j=1
c−1 bj,b jβα c ejβ−(b jβα c+1)α−λ

+
∑∞

j=2

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
c1 bj−1,k ejβ−kα−λ, (5.23)
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donde necesitamos eliminar los términos en paréntesis de acuerdo a (3.14). Cuando
hagamos esto en (5.23), obtendremos (3.14), donde

g̃+ = 1 +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

bj,k ejβ−kα,

ϕ̃+ =
∑∞

j=2

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
c1 bj−1,k ejβ−kα−λ,

ϕ̃− = 1− c−1 e−α −
∑∞

j=1
c−1 bj,b jβα c ejβ−(b jβα c+1)α.

(5.24)

Como λ > β + 2α, deducimos que
⌊
β−λ
α

⌋
≤ −3. Aśı, si j = 1, entonces

b1,bβ−λα c+1 = 0,

c−1 b1,k−1 − b1,k = 0
(
k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,−1

)
,

c1 + c−1 b1,−1 − b1,0 = 0,

c−1 b1,k−1 − b1,k = 0
(
k = 1, 2, . . . ,

⌊
β
α

⌋)
,

, (5.25)

lo cual implica que

b1,k =

{
0 si k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1;

c1c
k
−1 si k = 0, 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋
.

(5.26)

Para j = 2, 3, . . ., obtenemos los siguientes sistemas para (5.23):
bj,k = c1 bj−1,k

(
k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1
)
,

bj,k = c−1 bj,k−1 + c1 bj−1,k
(
k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊ (j−1)β
α

⌋)
,

bj,k = c−1 bj,k−1
(
k =

⌊ (j−1)β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋)
,

(5.27)

donde
⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 2 ≤

⌊
(j−1)β
α

⌋
y
⌊
(j−1)β
α

⌋
+ 1 ≤

⌊
jβ
α

⌋
.

Para todo j ∈ N, introducimos los números

η̃j :=

⌊
jβ

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋
, s̃j :=

⌊
jβ − λ
α

⌋
−
⌊

(j − 1)β − λ
α

⌋
, (5.28)

η̃0 := −
⌊
− λ

α

⌋
, y las matrices numéricas Gj de tamaño η̃j × η̃j−1 con entradas g

(j)
l,s

dadas para l = 1, 2, . . . , η̃j por

g
(j)
l,s :=


0 si s = 1, 2, . . . , s̃j;

1 si s = s̃j + 1, s̃j + 2, . . . , η̃j−1 y s− s̃j ≤ l;

0 si s = s̃j + 1, s̃j + 2, . . . , η̃j−1 y s− s̃j > l.

(5.29)
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Lema 5.2. La solución general de los sistemas (5.25) y (5.27) es de la forma

bj,k = mj,k c
j
1 c

k
−1

(
j ∈ N, k =

⌊
jβ − λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ

α

⌋)
, (5.30)

donde m0,k = 0 para k =
⌊
−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1, m0,0 = 1 y, para todo j ∈ N,

mj,b jβ−λα c+1

...
mj,b jβα c

 = Gj


m
j−1,b (j−1)β−λ

α c+1

...
m
j−1,b (j−1)β

α c

 . (5.31)

Demostración. Si j = 1, entonces para (5.26) se sigue que (5.30) se cumple con

m1,k =

{
0 si k =

⌊
β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1,

1 si k = 0, 1, . . . ,
⌊
β
α

⌋
,

(5.32)

lo cual es consistente con (5.31) para j = 1 debido a (5.29).
Por analoǵıa con el Lema 5.1, aplicando inducción matemática, uno puede probar

(5.30)–(5.31) para j = 2, 3, . . .. En efecto, supongamos que bj,k = mj,k c
j
1 c

k
−1 para

todo j = 1, 2, . . . , N y todo k =
⌊
jβ−λ
α

⌋
+1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
. Entonces, para todo j ≥ N+1,

inferimos de (5.27) que

bj,b jβ−λα c+1 = c1 bj−1,b jβ−λα c+1 = mj−1,b jβ−λα c+1 c
j
1 c
b jβ−λα c+1

−1 , (5.33)

lo que da

mj,b jβ−λα c+1 = mj−1,b jβ−λα c+1. (5.34)

Además, por inducción con respecto a k =
⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊ (j−1)β
α

⌋
, deducimos de

(5.27) que

bj,k = c−1 bj,k−1 + c1 bj−1,k = c−1mj,k−1 c
j
1 c

k−1
−1 + c1mj−1,k c

j−1
1 ck−1

= (mj,k−1 +mj−1,k) c
j
1 c

k
−1, (5.35)

y por tanto, para éstos k,

mj,k = mj,k−1 +mj−1,k. (5.36)

Finalmente, para k =
⌊ (j−1)β

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
, concluimos de (5.27) que

bj,k = c−1 bj,k−1 = c−1mj,k−1 c
j
1 c

k−1
−1 = mj,k−1 c

j
1 c

k
−1, (5.37)

lo que da

mj,k = mj,k−1. (5.38)
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De (5.34), (5.36) y (5.38) se sigue que

mj,k =


∑k

s=b jβ−λα c+1
mj−1,s si k =

⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊ (j−1)β
α

⌋
,

∑b (j−1)β
α c

s=b jβ−λα c+1
mj−1,s si k =

⌊ (j−1)β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
.

(5.39)

Consecuentemente, para todo j ∈ N, obtenemos (5.11) con

Gj =
[
g
(j)
l,s

]
l=1,2,...,η̃j ; s=1,2,...,η̃j−1

, (5.40)

donde g
(j)
l,s y η̃j están definidos por (5.28) y (5.29), respectivamente. �

Análogamente a (5.20), tomando la norma para las matrices numéricas Gj de
tamaño η̃j × η̃j−1 dadas por (5.40), tenemos

‖Gj‖ := máx
k=1,2,...,η̃j

∑
s=1,2,...,η̃j−1

∣∣g(j)k,s∣∣, (5.41)

inferimos de (5.28) y (5.29) que

‖Gj‖ = η̃j−1 − s̃j =

⌊
(j − 1)β

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋
. (5.42)

Calculemos expĺıcitamente los coeficientes bj,k para los primeros valores de j ∈ N.
Para j = 1 los coeficientes bj,k están dados por (5.26). Sea j = 2. Como λ > 2β +α,
concluimos que

⌊
2β−λ
α

⌋
+ 1 < 0 <

⌊
β
α

⌋
. Aśı, para j = 2, el sistema (5.27) en vista de

(5.26) se transforma en el sistema
b2,k = 0

(
k =

⌊
2β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

)
,

b2,k = c1 b1,k (k = 0),

b2,k = c−1 b2,k−1 + c1 b1,k
(
k = 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋)
,

b2,k = c−1 b2,k−1
(
k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋)
,

(5.43)

lo que implica que

b2,k =


0 si k =

⌊
2β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1;

(k + 1)c21c
k
−1 si k = 0, 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋
;(⌊

β
α

⌋
+ 1)c21c

k
−1 si k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋
.

(5.44)

Ahora tomemos j = 3. Si λ > 3β + α, entonces
⌊
3β−λ
α

⌋
+ 1 < 0 <

⌊
2β
α

⌋
. Aśı, en

ese caso, para j = 3, el sistema (5.27) en vista de (5.44) se transforma en el sistema
b3,k = 0

(
k =

⌊
3β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1

)
,

b3,k = c1 b2,k (k = 0),

b3,k = c−1 b3,k−1 + c1 b2,k
(
k = 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋)
,

b3,k = c−1 b3,k−1
(
k =

⌊
2β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
3β
α

⌋)
,

(5.45)
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lo que implica que

b3,k =


0 si k =

⌊
3β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,−1;

(k+1)(k+2)
2

c31c
k
−1 si k = 0, 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋
;

(b 2β
α
c+1)(b 2β

α
c+2)

2
c31c

k
−1 si k =

⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋
.

(5.46)

Si λ ≤ 3β + α, entonces 0 ≤
⌊
3β−λ
α

⌋
+ 1. En ese caso, el sistema (5.27) en vista

de (5.44) se transforma en el sistema
b3,k = c1 b2,k

(
k =

⌊
3β−λ
α

⌋
+ 1
)
,

b3,k = c−1 b3,k−1 + c1 b2,k
(
k =

⌊
3β−λ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊
2β
α

⌋)
,

b3,k = c−1 b3,k−1
(
k =

⌊
2β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
3β
α

⌋)
,

(5.47)

lo cual implica que

b3,k =



(k+b 3β−λ
α
c+3)(k−b 3β−λ

α
c)

2
c31c

k
−1 si k =

⌊
3β−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
β
α

⌋
;(

(b β
α
c+b 3β−λ

α
c+3)(b β

α
c)−b 3β−λ

α
c)

2
+
(
k −

⌊
β
α

⌋)(⌊
β
α

⌋
+ 1
))
c31c

k
−1

si k =
⌊
β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
2β
α

⌋
;(

(b β
α
c+b 3β−λ

α
c+3)(b β

α
c)−b 3β−λ

α
c)

2
+
(
b2β
α
c −

⌊
β
α

⌋)(⌊
β
α

⌋
+ 1
))
c31c

k
−1

si k =
⌊
2β
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
3β
α

⌋
.

(5.48)

Es claro que siempre podemos tomar el mı́nimo número N ∈ N tal que λ ≤
Nβ + α, lo cual implica que 0 ≤

⌊
Nβ−λ
α

⌋
+ 1. Supongamos que bj,k = mj,k c

j
1 c

k
−1

para todo j = 1, 2, . . . , N y k =
⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
. Entonces, para todo j ≥ N ,

inferimos de (5.27) que mj,b jβ
α
c+1 6= 0.

Luego, de (5.9) y (5.29) se sigue que

sup
j∈N
‖Γj‖ <∞, sup

j∈N
‖Gj‖ <∞. (5.49)

Aśı, por (5.49), existen los números

%̃1 := ĺım sup
m→∞

∥∥Γm . . .Γ2 Γ1

∥∥1/m <∞ (5.50)

y

%̃2 := ĺım sup
m→∞

∥∥Gm . . . G2G1

∥∥1/m <∞. (5.51)

Conjetura 1. Los números %̃1 y %̃2 coinciden.

Lema 5.3. Si j, s ∈ N y (5.2) se satisfacen, entonces∣∣∣∣(⌈jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
−
(⌈

λ

α

⌉
− 1

)∣∣∣∣ ≤ 1, (5.52)∣∣∣∣(⌊jβα
⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋)
−
⌈
λ

α

⌉∣∣∣∣ ≤ 1, (5.53)∣∣∣∣(⌈jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
−
(⌊

sβ

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋)∣∣∣∣ ≤ 1. (5.54)
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Demostración. Los números
⌈
jβ+λ
α

⌉
y
⌈
λ
α

⌉
no pueden ser enteros simultáneamente

porque β/α /∈ Q y j ∈ N. Denotando por {x} = x− bxc ≥ 0 a la parte fraccionaria
de x ∈ R y tomando en cuenta el hecho de que

dxe =

{
x si x ∈ Z,
x+ 1− {x} si x ∈ R \ Z,

obtenemos que∣∣∣∣(⌈jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
−
(⌈

λ

α

⌉
− 1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣⌈jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
−
⌈
λ

α

⌉∣∣∣∣
=


∣∣{ jβ

α

}
+
{
λ
α

}
− 1
∣∣ ≤ 1 si jβ+λ

α
∈ Z,∣∣1− { jβ+λ

α

}
+
{
jβ
α

}∣∣ ≤ 1 si λ
α
∈ Z,∣∣− { jβ+λ

α

}
+
{
jβ
α

}
+
{
λ
α

}∣∣ ≤ 1 si jβ+λ
α
, λ
α
/∈ Z,

lo que da (5.52). Análogamente,∣∣∣∣(⌊jβα
⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋)
−
⌈
λ

α

⌉∣∣∣∣
=


∣∣− { jβ

α

}
+
{
jβ−λ
α

}∣∣ ≤ 1 si λ
α
∈ Z,∣∣− { jβ

α

}
+
{
jβ−λ
α

}
+
{
λ
α

}
− 1
∣∣ ≤ 1 si λ

α
/∈ Z,

lo cual prueba (5.53).
Además, para j, s ∈ N, inferimos de (5.52) y (5.53) que(⌈

jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
−
(⌊

sβ

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋)
=

(⌈
jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
−
⌈
λ

α

⌉)
−
(⌊

sβ

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋
−
⌈
λ

α

⌉)
− 1 ≤ 1

y, análogamente,(⌊
sβ

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋)
−
(⌈

jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1

)
=

(⌊
sβ

α

⌋
−
⌊
sβ − λ
α

⌋
−
⌈
λ

α

⌉)
−
(⌈

jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
−
⌈
λ

α

⌉)
+ 1 ≥ −1,

lo que da (5.54). �

Teorema 5.4. Sea G de la forma (4.1) y sea %̃ := máx{%̃1, %̃2}, donde f está dada
por (5.1) y (5.2), y los números %̃1 y %̃2 están dados por (5.50) y (5.51), respectiva-
mente. Si

%̃ |c1| |c−1|β/α < 1, (5.55)
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entonces G admite una factorización canónica APW

G =

[
g+ g̃+
ϕ+ ϕ̃+

] [
ϕ̃− −g̃−
−ϕ− g−

]
,

con g±, ϕ± y g̃±, ϕ̃± dados por (5.3), (5.5) y (5.22), (5.24), respectivamente.

Demostración. Para j ∈ N y k =
⌊
jβ
α

⌋
+ 1, sea Ej,k el vector renglón de longitud

ηj =
⌈
jβ+λ
α

⌉
−
⌊
jβ
α

⌋
− 1, donde su

(
k −

⌊
jβ
α

⌋)
-ésima entrada es igual a 1 y todas

las demás entradas son cero, y sea I0 el vector columna de longitud η0 =
⌈
λ
α

⌉
− 1

con entradas igual a 1. Se sigue de (5.10) y (5.11) que, para todo j ∈ N y todo
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1,∣∣aj,k∣∣1/j = n

1/j
j,k |c1| |c−1|

k/j =
∣∣Ej,kΓjΓj−1 . . .Γ1I0

∣∣1/j|c1| |c−1|k/j. (5.56)

Luego, de acuerdo con (5.52),

ηj =

⌈
jβ + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1 ≤

⌈
λ

α

⌉
,

inferimos que, para todo k =
⌊
jβ
α

⌋
+ r con r = 1, 2, . . . ,

⌈
λ
α

⌉
,

ĺım
j→∞

k

j
= ĺım

j→∞

⌊
jβ
α

⌋
+ r

j
= ĺım

j→∞

(
β

α
+

{
jβ
α

}
+ r

j

)
=
β

α
. (5.57)

Aśı, inferimos de (5.56), (5.57), (5.50) y (5.55) que

ĺım sup
j→∞

máx

{∣∣aj,k∣∣1/j : k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1

}
≤ ĺım sup

j→∞

∥∥ΓjΓj−1 . . .Γ1

∥∥1/j |c1| |c−1|β/α = %̃1 |c1| |c−1|β/α < 1. (5.58)

Por lo tanto,

‖g−‖W = 1 +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

∣∣aj,k∣∣ <∞. (5.59)

Análogamente, de acuerdo a (5.51), obtenemos

ĺım sup
j→∞

máx

{∣∣bj,k∣∣1/j : k =

⌊
jβ − λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ

α

⌋}
≤ ĺım sup

j→∞

∥∥GjGj−1 . . . G1

∥∥1/j |c1| |c−1|β/α = %̃2 |c1| |c−1|β/α < 1, (5.60)

lo que implica que

‖g̃−‖W = 1 +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

∣∣bj,k∣∣ <∞. (5.61)
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Aśı, g±, g̃± ∈ APW±, y por (5.5) y (5.24), también ϕ±, ϕ̃± ∈ APW±. Dado que

las soluciones

[
g±
ϕ±

]
,

[
g̃±
ϕ̃±

]
∈ APW± del problema de Riemann-Hilbert (3.10) son

linealmente independientes, aplicando las fórmulas de la Sección 3.4 para factori-
zaciones canónicas APW en términos de estas soluciones y tomando en cuenta el
hecho de que, por construcción,

M(detG−) = M(g−)M(ϕ̃−)−M(g̃−)M(ϕ−) = M(g−)M(ϕ̃−) = 1

ya que M(g̃−) = 0 y M(g−) = M(ϕ̃−) = 1, hemos completado la prueba. �

5.2 Condiciones suficientes para factorización canóni-

ca APW

Vamos a estimar de arriba los números %̃1 y %̃2 dados por (5.50) y (5.51), respec-
tivamente.

Dado que el número α/β es irracional, cada uno de los números (j−1)β+λ
α

y jβ−λ
α

puede ser entero para a lo más un valor de j. Sea j0 ∈ N el mı́nimo j ∈ N tal que
(j−1)β+λ

α
y jβ−λ

α
no son enteros. Entonces, para todo j ≥ j0,

‖Γj‖ =

⌊
(j − 1)β + λ

α

⌋
−
⌊
jβ

α

⌋
≥ 1,

‖Gj‖ =

⌊
(j − 1)β

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋
≥ 1.

(5.62)

Entonces, para todo j ≥ j0, obtenemos

‖Γj‖ =
λ− β
α
−
{

(j − 1)β + λ

α

}
+

{
jβ

α

}
,

‖Gj‖ =
λ− β
α
−
{

(j − 1)β

α

}
+

{
jβ − λ
α

}
,

donde {x} := x− bxc es la parte fraccionaria de x ∈ R. Aśı, por analoǵıa con [14],
para j ≥ j0, inferimos que

‖Γj‖ =

⌊
(j − 1)β + λ

α

⌋
−
⌊
jβ

α

⌋

=


⌊
λ−β
α

⌋
si
{

(j−1)β+λ
α

}
−
{
jβ
α

}
=
{
λ−β
α

}
≥ 0,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si

{ (j−1)β+λ
α

}
−
{
jβ
α

}
=
{
λ−β
α

}
− 1 < 0,

=


⌊
λ−β
α

⌋
si 0 <

{
jβ
α

}
< 1−

{
λ−β
α

}
,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si 1−

{
λ−β
α

}
≤
{
jβ
α

}
< 1,

(5.63)
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y por lo tanto 1 ≤ ‖Γj‖ ≤
⌊
λ−β
α

⌋
+ 1. Similarmente, para j ≥ j0,

‖Gj‖ =

⌊
(j − 1)β

α

⌋
−
⌊
jβ − λ
α

⌋

=


⌊
λ−β
α

⌋
si
{ (j−1)β

α

}
−
{
jβ−λ
α

}
=
{
λ−β
α

}
≥ 0,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si

{ (j−1)β
α

}
−
{
jβ−λ
α

}
=
{
λ−β
α

}
− 1 < 0,

=


⌊
λ−β
α

⌋
si 0 ≤

{
jβ−λ
α

}
< 1−

{
λ−β
α

}
,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si 1−

{
λ−β
α

}
≤
{
jβ−λ
α

}
< 1,

(5.64)

y por lo tanto 1 ≤ ‖Gj‖ ≤
⌊
λ−β
α

⌋
+ 1.

Por analoǵıa con [14, Lema 3.3], donde el caso

0 < α < β < α + β < λ ≤ 2β + α

fue considerado, establecemos lo siguiente.

Lema 5.5. Si 0 < α < β < 2β + α < λ y el número α/β es irracional, entonces
para todo s ∈ N los limites

%1 := ĺım
m→∞

(
‖Γm‖ . . . ‖Γ2‖ ‖Γ1‖

)1/m
,

%2 := ĺım
m→∞

(
‖Gm‖ . . . ‖G2‖ ‖G1‖

)1/m (5.65)

existen y ambos son iguales a

% := pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p, (5.66)

donde p :=
⌊
λ−β
α

⌋
.

Demostración. Ciertamente, para calcular los limites en cuestión, sin perdida de
generalidad podemos asumir que j0 = 1. De (5.63) se sigue que ‖Γj‖ = Γ

({
jβ
α

})
donde

Γ(x) =


⌊
λ−β
α

⌋
si x ∈

(
0, 1−

{
λ−β
α

})
,⌊

λ−β
α

⌋
+ 1 si x ∈

[
1−

{
λ−β
α

}
, 1
)

es una función constante a trozos en el intervalo [0,1].
Es bien conocido (ver e.g. [16, Caṕıtulo 7, § 2, Teorema 1] o [17, Ejemplo 2.1])

que la parte fraccionaria de los números irracionales xj := jβ
α

está uniformemente
distribuido en el intervalo [0, 1]. Por lo tanto [17, Corolario 1.1], para cualquier
función Riemann integrable f ,

ĺım
n→∞

1

n

∑n

j=1
f(xj) =

∫ 1

0

f(x) dx.
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En particular,

ĺım
n→∞

1

n

∑n

j=1
ln ‖Γj‖ =

∫ 1

0

ln Γ(x) dx.

Aśı, en vista de la relación
{
λ−β
α

}
= λ−β

α
− p, inferimos que

∫ 1

0

ln Γ(x) dx =

∫ 1−
{
λ−β
α

}
0

ln p dx+

∫ 1

1−
{
λ−β
α

} ln (p+ 1) dx

=
(
p+ 1− (λ− β)/α

)
ln p+

(
(λ− β)/α− p

)
ln (p+ 1).

Finalmente,

ĺım
m→∞

(
‖Γm‖ . . . ‖Γ2‖ ‖Γ1‖

)1/m
= exp

(∫ 1

0

ln Γ(x) dx

)
= pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p.

Por [16, Caṕıtulo 7, § 2, Teorema 1], las partes fraccionarias de los números irra-
cionales tj := jβ−λ

α
están también uniformemente distribuidos en [0, 1]. Aśı, tomando

en cuenta (5.64) y la relación 1 ≤ ‖Gj‖ ≤
⌊
λ−β
α

⌋
+ 1, análogamente concluimos que

ĺım
m→∞

(
‖Gm‖ . . . ‖G2‖ ‖G1‖

)1/m
= pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p,

lo cual completa la prueba. �

Teorema 5.6. Sea Gf la función matricial dada por (4.1) y (5.1), donde 0 < α <
β < 2β + α < λ, el número α/β es irracional, y c±1 ∈ C. Entonces Gf admite una
factorización canónica APW si

% |c1| |c−1|β/α < 1, (5.67)

donde % = pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p con p =
⌊
λ−β
α

⌋
.

Demostración. Como

‖Γm . . .Γ2 Γ1‖ ≤ ‖Γm‖ . . . ‖Γ2‖ ‖Γ1‖,
‖Gm . . . G2G1‖ ≤ ‖Gm‖ . . . ‖G2‖ ‖G1‖,

concluimos de (5.50), (5.51), (5.65) y del Lema 5.5 que

%̃1 ≤ %1 = %, %̃2 ≤ %2 = %, (5.68)

donde % está dado por (5.66) con p =
⌊
λ−β
α

⌋
. Solo queda aplicar el Teorema 5.4,

donde la condición (5.55) se sigue de (5.67) en vista de (5.68). �
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Aśı, si % |c1| |c−1|β/α < |c0|1+β/α, donde % = pp+1−(λ−β)/α(p + 1)(λ−β)/α−p y p =⌊
λ−β
α

⌋
, entonces de la prueba del Teorema 5.6 se sigue que

g+ = eλ +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g− = 1 +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ+ = −c0 + c1 eβ + c0
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
nj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ− = −c0
∑∞

j=0
nj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα,

(5.69)

donde los coeficientes nj,k están definidos en el Lema 5.1, y

g̃+ = 1 +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

g̃− = e−λ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ,

ϕ̃+ = c0
∑∞

j=2

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
mj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ,

ϕ̃− = c0 − c−1 e−α − c0
∑∞

j=1
mj,b jβα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβα c+1

ejβ−(b jβα c+1)α,

(5.70)

donde los coeficientes mj,k están dados por el Lema 5.2.
El Teorema 5.6 implica lo siguiente.

Teorema 5.7. Sea G dada por (4.1) y (5.1) donde 0 < α < β < 2β + α < λ, el
número α/β es irracional, y c0, c±1 ∈ C\{0}. Entonces G admite una factorización
canónica izquierda APW G = G+G

−1
− si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β < |c0|α+β. (5.71)

La función matricial G±, G
−1
± ∈ APW±

2×2 está dada por

G± =

[
g± g̃±
ϕ± ϕ̃±

]
, G−1± =

[
ϕ̃± −g̃±
−ϕ± g±

]
c−10 , (5.72)

y sus entradas están definidas por (5.69) y (5.70) con coeficientes nj,k y mj,k dados
por el Lema 5.1 y 5.2.



Caṕıtulo 6

Caso de frontera

Supongamos ahora que f = c−1e−α − 1 + c1eβ, donde

0 < α < β < 2β + α < λ = 2β + 2α, α/β /∈ Q, (6.1)

c±1 ∈ C y c±1 6= 0. El caso para coeficientes pequeños está investigado en el Caṕıtu-
lo 5.

6.1 Coeficientes grandes

Considere el caso de valores grandes de |c±1|.
Buscamos una solución g− ∈ APW(−λ,0) del problema (3.13) de la forma

g− =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα. (6.2)

Entonces obtenemos

fg− =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

c−1 aj,k ejβ−(k+1)α

−
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα

+
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

c1 aj,k e(j+1)β−kα

=

(∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+2

c−1 aj,k−1 ejβ−kα

−
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα

+
∑0

j=−∞

∑d (j−1)β+λ
α e−1

k=b jβα c+1
c1 aj−1,k ejβ−kα

)
+
∑−1

j=−∞
c−1 aj,d jβ+λα e−1 ejβ−d jβ+λα eα

+
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
c1 aj−1,k ejβ−kα. (6.3)

65



66 Caṕıtulo 6. Caso de frontera

Entonces 0 ∈ Ω(fg−) y, para que g− sea una solución de (3.13), los términos en
paréntesis en (6.3) deben ser cero. Igualando estos a cero obtenemos

g+ =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

aj,k ejβ−kα+λ,

ϕ+ =
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
c1 aj−1,k ejβ−kα,

ϕ− = −
∑−1

j=−∞
c−1 aj,d jβ+λα e−1 ejβ+λ−d jβ+λα eα.

(6.4)

Para j = 0, las condiciones de cancelación producen

a−1,k = 0

(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ− β
α

⌉
− 1

)
. (6.5)

Para j = −1, obtenemos de (6.3) el sistema
a−1,k = c1 a−2,k

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1
)
,

a−1,k = c−1 a−1,k−1 + c1 a−2,k
(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 2, . . . , 1

)
,

a−1,k = c−1a−1,k−1
(
k = 2, . . . ,

⌈
λ−β
α

⌉
− 1
)
.

(6.6)

Aśı, el sistema (6.6) se transforma en vista de (6.5) en el sistema

a−1,k =


c1 a−2,k

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1
)
,

c−1 a−1,k−1 + c1 a−2,k
(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 2, . . . , 1

)
,

0
(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ−β
α

⌉
− 1
)
.

(6.7)

Las condiciones de cancelación en (6.3) implican que, para cada j = −2,−3, . . .,
el sistema para determinar los coeficientes aj,k

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)

tiene
la forma (cf. (5.7)):

aj,k = c1 aj−1,k
(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
,

aj,k = c−1 aj,k−1 + c1 aj−1,k
(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
− 1
)
,

aj,k = c−1aj,k−1
(
k =

⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
.

(6.8)

Análogamente a (5.10),

aj,k = nj,kc
j
1c
k
−1

(
j = −1,−2, . . . ; k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1

)
, (6.9)

podemos reescribir los sistemas (6.7) y (6.8), respectivamente en la forma

n−1,k =

{∑k
s=b−β

α
c+1 n−2,s

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1 . . . , 1

)
,

0
(
k = 1, 2, . . . ,

⌈
λ−β
α

⌉
− 1
)
,

(6.10)
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y, para todo j = −2,−3, . . .,

nj,k =


∑k

s=b jβ
α
c+1 nj−1,s si

(
k =

⌊
jβ
α
c+ 1, . . . ,

⌈
(j−1)β+λ

α

⌉
− 1
)
,∑d (j−1)β+λ

α
e−1

s=b jβ
α
c+1

nj−1,s si
(
k =

⌈
(j−1)β+λ

α

⌉
, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
.

(6.11)

Para todo j = −1,−2, . . ., definimos los números dominados

xj := n
j,b (j+1)β

α
c+1

y yj := n
j,d (j−1)β+λ

α
e−1. (6.12)

Si j = −1, entonces⌈
−3β + λ

α

⌉
− 1 =

⌊
−β
α

⌋
+ 2,

⌈
−2β + λ

α

⌉
− 1 =

⌊
0 · β
α

⌋
+ 1. (6.13)

Dado que λ = 2β + 2α y como β/α es un número irracional, deducimos de (6.12)
que x−1 = y−1 = n−1,1, mientras que x−2 = n−2,b−β

α
c+1 y y−2 = n−2,b−β

α
c+2. Más aún,

por (6.10) y (6.11),{
n−1,k = y−1 para todo k = 1, 2, . . . ,

⌈−β+λ
α

⌉
− 1,

n−2,k = y−2 para todo k =
⌈−β
α

⌉
+ 2, . . . ,

⌈−2β+λ
α

⌉
− 1.

(6.14)

Entonces podemos reescribir los sistemas (6.10) en la forma
n−1,k = x−2 +

(
k −

⌊−β
α

⌋
− 1
)
y−2

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0

)
,

n−1,k = x−2 −
⌊−β
α

⌋
y−2 = 0

(
k = 1

)
,

n−1,k = 0
(
k = 2, 3, . . . ,

⌈
λ−β
α

⌉
− 1
)
.

(6.15)

Dado que x−1 = y−1 = n−1,1 = 0, obtenemos de (6.15) el siguiente sistema para los
números dominados x−1, y−1 y x−2, y−2:{

x−1 = 0 = x−2 −
⌊−β
α

⌋
y−2,

y−1 = 0 = x−2 −
⌊−β
α

⌋
y−2.

(6.16)

Este sistema se puede resolver y tiene soluciones continuas x−2, y−2. Tomando su
solución x−2 =

⌊−β
α

⌋
, y−2 = 1. Entonces deducimos de (6.15) que

n−1,k =

{
k − 1 si k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0;

0 si k = 1, 2, . . . ,
⌈
λ−β
α

⌉
− 1.

(6.17)

Por (6.12) , para cada j = −2,−3, . . ., concluimos que

xj := n
j,b (j+1)β

α
c+1

y yj := n
j,d (j−1)β+λ

α
e−1 = n

j,b (j+1)β
α
c+2

(6.18)
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en vista de las igualdades⌈
(j − 2)β + λ

α

⌉
− 1 =

⌊
jβ

α

⌋
+ 2,

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
− 1 =

⌊
(j + 1)β

α

⌋
+ 2. (6.19)

Entonces podemos reescribir los sistemas (6.11) para cada j = −2,−3, . . . en la
forma

nj,k =

{
xj−1 +

(
k −

⌊
jβ
α

⌋
− 1
)
yj−1 (k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊ (j+1)β
α

⌋
+ 1
)
,

xj−1 +
(⌊

(j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
yj−1

(
k =

⌊
(j+1)β
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
.

(6.20)
En vista de (6.18) esto implica que{

xj = xj−1 +
(⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋)
yj−1,

yj = xj−1 +
(⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
yj−1.

(6.21)

Reescribiendo el sistema (6.21) en la forma[
xj
yj

]
=

[
1

⌊
(j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
1
⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1

][
xj−1
yj−1

]
, (6.22)

inferimos que[
xj−1
yj−1

]
=

[⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1 −

(⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋)
−1 1

][
xj
yj

]
(6.23)

Aśı, establecimos fórmulas recursivas, que nos permiten calcular xj−1 y yj−1 para j
negativos mediante xj y yj, respectivamente. Teniendo estos coeficientes dominados
xj−1 y yj−1 en las manos, tenemos la posibilidad de calcular todos los coeficientes nj,k
para todo j = −2,−3, . . . y todo k =

⌊
jβ
α

⌋
+1, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
−1 por las fórmulas (6.20),

esto es, vamos en la dirección positiva. Por lo tanto, obtenemos aj,k = nj,kc
j
1c
k
−1 para

todos estos j y k.
Por lo tanto, obtenemos lo siguiente.

Lema 6.1. Sea f dada por (5.1), donde (6.1) se cumple, c±1 ∈ C y c±1 6= 0.
Entonces la solución general de los sistemas (6.7) para j = −1 y (6.8) para j =
−2,−3, . . . es de la forma

aj,k = nj,kc
j
1c
k
−1

(
j = −1,−2, . . . ; k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
jβ + λ

α

⌉
− 1

)
, (6.24)

donde

n−1,k =

{
k − 1 si k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0,

0 si k = 1, 2, . . . ,
⌈
λ−β
α

⌉
− 1,
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para j = −2,−3, . . .,

nj,k =

{
xj−1 +

(
k −

⌊
jβ
α

⌋
− 1
)
yj−1 (k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊ (j+1)β
α

⌋
+ 1
)
,

xj−1 +
(⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
yj−1

(
k =

⌊ (j+1)β
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌈
jβ+λ
α

⌉
− 1
)
,

y los números xj−1 y yj−1 para j = −2,−3, . . . son calculados recursivamente de xj
y yj por (6.23), con x−2 =

⌊−β
α

⌋
y y−2 = 1.

Similarmente a la Sección 5.2, la convergencia absoluta de las series (6.2) depende
del comportamiento de los productos Bj−2 . . . B−3B−2 como matrices

Bj =

[⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1 −

(⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋)
−1 1

]
(j = −2,−3, . . .). (6.25)

Por (6.19), las matrices (6.25) pueden ser reescritas en la forma

Bj =

[⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
−
⌊
jβ
α

⌋
− 2 −

(⌈ (j−1)β+λ
α

⌉
−
⌊
jβ
α

⌋
− 3
)

−1 1

]
(j = −2,−3, . . .),

(6.26)

y la norma de la matriz Bj =
[
bj,k,l

]2
k,l=1

puede ser calculada por la fórmula ‖Bj‖ =

máxl=1,2(|bj,1,l|+ |bj,2,l|. En ese caso, para j = −2,−3, . . ., obtenemos

‖Bj‖ =

⌈
(j − 1)β + λ

α

⌉
−
⌊
jβ

α

⌋
− 1, (6.27)

lo cual coincide con ‖Γj‖ =
⌈ (j−1)β+λ

α

⌉
−
⌊
jβ
α

⌋
− 1 para j negativos por (5.21). Aśı,

similarmente al Lema 5.5,

ĺım sup
n→∞

(
‖B−n−2‖ . . . ‖B−3‖ ‖B−2‖

)1/n
= % = pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p, (6.28)

donde p =
⌊
λ−β
α

⌋
. Finalmente, obtenemos la estimación

ĺım sup
j→−∞

máx
k=b jβ

α
c+1,...,d jβ+λ

α
e−1
|aj,k|1/|j| = %|c1|−1|c−1|−β/α, (6.29)

lo cual implica que las series (6.2) convergen absolutamente si

%|c1|−1|c−1|−β/α < 1 o, equivalentemente, %−1|c1||c−1|β/α > 1. (6.30)

Ahora pasaremos a resolver el sistema (3.14). Para este fin, buscamos g̃− ∈
APW[−λ,0] en la forma

g̃− = 1 +
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

bj,k ejβ−kα, (6.31)
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Entonces obtenemos

fg̃− =
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

c−1 bj,k ejβ−(k+1)α

−
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

bj,k ejβ−kα

+
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

c1 bj,k e(j+1)β−kα

=

(
c−1e−α +

∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+2

c−1 bj,k−1 ejβ−kα

−
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

bj,k ejβ−kα

+
∑0

j=−∞

∑b (j−1)β+λ
α c

k=b jβα c+1
c1 bj−1,k ejβ−kα

)
− 1 + c1eβ +

∑−1

j=−∞
c−1 bj,b jβ+λα c ejβ−(b jβ+λα c+1)α

+
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
c1 bj−1,k ejβ−kα. (6.32)

Como antes, los términos entre paréntesis deben cancelarse para que g̃− sea una
solución de (3.14). Cuando hacemos esto obtenemos fg̃− = ϕ̃+ − e−λϕ̃−, donde

g̃+ = eλ +
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

bj,k ejβ−kα+λ,

ϕ̃+ = −1 + c1eβ +
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
c1 bj−1,k ejβ−kα,

ϕ̃− = −
∑−1

j=−∞
c−1 bj,b jβ+λα c ejβ+λ−(b jβ+λα c+1)α.

(6.33)

Para j = 0, la condición de cancelación significa que

b−1,1 = −c−1c−11 , b−1,k = 0

(
k = 2, 3, . . . ,

⌊
λ− β
α

⌋)
. (6.34)

Más aún, la condición de cancelación para j = −1 conduce al sistema


b−1,k = c1 b−2,k

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1
)
,

b−1,k = c−1 b−1,k−1 + c1 b−2,k
(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 2, . . . , 2

)
,

b−1,k = c−1b−1,k−1
(
k = 3, . . . ,

⌊
λ−β
α

⌋)
.

(6.35)
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Aśı, el sistema (6.35) se transforma en vista de (6.34) en el sistema

b−1,k =



c1 b−2,k
(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1
)
,

c−1 b−1,k−1 + c1 b−2,k
(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 2, . . . , 0

)
,

c−1 b−1,k−1 + c1 b−2,k = −c−11 c−1
(
k = 1

)
,

c−1 b−1,k−1 + c1 b−2,k = 0
(
k = 2

)
,

0
(
k = 3, . . . ,

⌊
λ−β
α

⌋)
.

(6.36)

La condición de cancelación en (6.32) implica que para cada j = −2,−3, . . .
el sistema para determinar los coeficientes bj,k

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ+λ
α

⌋)
tiene la

forma 
bj,k = c1 bj−1,k

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
,

bj,k = c−1 bj,k−1 + c1 bj−1,k
(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊ (j−1)β+λ
α

⌋)
,

bj,k = c−1bj,k−1
(
k =

⌊ (j−1)β+λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ+λ
α

⌋)
.

(6.37)

Haciendo

bj,k := mj,kc
j
1c
k
−1

(
j = −1,−2, . . . ; k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ + λ

α

⌋)
, (6.38)

deducimos de los sistemas (6.36) y (6.37), respectivamente, los sistemas

m−1,k =



∑k
s=b−β

α
c+1m−2,s

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0

)
,∑1

s=b−β
α
c+1m−2,s = −1

(
k = 1

)
,∑2

s=b−β
α
c+1m−2,s = 0

(
k = 2

)
,

0
(
k = 3, . . . ,

⌊
λ−β
α

⌋)
,

(6.39)

y, para todo j = −2,−3, . . .,

mj,k =


∑k

s=b−β
α
c+1mj−1,s

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊ (j−1)β+λ
α

⌋)
,∑b (j−1)β+λ

α
c

s=b−β
α
c+1

mj−1,s
(
k =

⌊ (j−1)β+λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ+λ
α

⌋)
.

(6.40)

Para todo j = −1,−2, . . ., introducimos los números dominados

x̃j := m
j,b (j+1)β

α
c+1
, ỹj := m

j,b (j−1)β+λ
α

c (6.41)

Dado que λ = 2β+2α y como β/α es un número irracional, deducimos de (6.41)

y la igualdad
⌊
(j−1)β+λ

α

⌋
=
⌊
(j+1)β
α

⌋
+ 2 que

x̃j := m
j,b (j+1)β

α
c+1
, ỹj := m

j,b (j+1)β
α
c+2

para todo j = −1,−2, . . . . (6.42)
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Aplicando (6.42) para j = −1 y j = −2, reescribimos el sistema (6.39) en la forma

m−1,k =


x̃−2 + (k −

⌊−β
α

⌋
− 1)ỹ−2

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0

)
,

x̃−2 −
⌊−β
α

⌋
ỹ−2 = −1

(
k = 1

)
,

x̃−2 + (1−
⌊−β
α

⌋
)ỹ−2 = 0

(
k = 2

)
,

0
(
k = 3, . . . ,

⌊
λ−β
α

⌋)
.

(6.43)

Dado que x̃−1 = m−1,1 = −1 y ỹ−1 = m−1,2 = 0 de acuerdo con (6.42) y (6.43),
obtenemos de (6.43) el sistema{

x̃−2 −
⌊−β
α

⌋
ỹ−2 = −1,

x̃−2 + (1−
⌊−β
α

⌋
)ỹ−2 = 0,

(6.44)

el cual tiene solución única x̃−2 =
⌊−β
α

⌋
− 1, ỹ−2 = 1. Entonces

m−1,k =

{
k − 2

(
k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0, 1

)
,

0
(
k = 2, 3, . . . ,

⌊
λ−β
α

⌋)
.

(6.45)

Para todo j = −2,−3, . . ., inferimos de (6.40), (6.42) y la igualdad
⌊
(j−1)β+λ

α

⌋
=⌊ (j+1)β

α

⌋
+ 2, que

mj,k =

x̃j−1 +
(
k −

⌊
jβ
α

⌋
− 1
)
ỹj−1

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
(j+1)β
α

⌋
+ 1
)
,

x̃j−1 +
(⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
ỹj−1

(
k =

⌊ (j+1)β
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊
jβ+λ
α

⌋)
.

(6.46)
Aśı, por (6.42) y (6.46),x̃j = x̃j−1 +

(⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋)
ỹj−1,

ỹj = x̃j−1 +
(⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
ỹj−1.

(6.47)

Luego, similarmente a (6.23), obtenemos[
x̃j−1
ỹj−1

]
=

[⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1 −

(⌊ (j+1)β
α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋)
−1 1

][
x̃j
ỹj

]
. (6.48)

Lema 6.2. Sea f dada por (5.1), donde (6.1) se cumple, c±1 ∈ C y c±1 6= 0.
Entonces la solución general de los sistemas (6.36) para j = −1 y (6.37) para
j = −2,−3, . . . es de la forma

bj,k = mj,kc
j
1c
k
−1

(
j = −1,−2, . . . ; k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ + λ

α

⌋
− 1

)
, (6.49)
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donde

m−1,k =

{
k − 2 si k =

⌊−β
α

⌋
+ 1, . . . , 0, 1,

0 si k = 2, 3, . . . ,
⌊
λ−β
α

⌋
,

para j = −2,−3, . . .,

mj,k =

x̃j−1 +
(
k −

⌊
jβ
α

⌋
− 1
)
ỹj−1

(
k =

⌊
jβ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊ (j+1)β
α

⌋
+ 1
)
,

x̃j−1 +
(⌊ (j+1)β

α

⌋
−
⌊
jβ
α

⌋
+ 1
)
ỹj−1

(
k =

⌊ (j+1)β
α

⌋
+ 2, . . . ,

⌊
jβ+λ
α

⌋)
.

y los números x̃j−1 y ỹj−1 para j = −2,−3, . . . son calculados recursivamente de x̃j
y ỹj por (6.48), con x̃−2 =

⌊−β
α

⌋
− 1 y ỹ−2 = 1.

Dado que la matriz en (6.48) coincide con la matriz (6.25), de manera similar a
(6.29) deducimos que

ĺım sup
j→−∞

máx
k=b jβ

α
c+1,...,b jβ+λ

α
c
|bj,k|1/|j| = %|c1|−1|c−1|−β/α, (6.50)

donde % = pp+1−(λ−β)/α(p + 1)(λ−β)/α−p y p =
⌊
λ−β
α

⌋
, lo cual implica que las series

(6.31) converge absolutamente si (6.30) se cumple.

Teorema 6.3. Sea G dado por (4.1) con f dada por (5.1) donde 0 < α < β <
2β + α < λ = 2β + 2α, el número α/β es irracional, y c± ∈ C. Si

% |c1| |c−1|β/α < 1, o %−1 |c1| |c−1|β/α > 1, (6.51)

donde
% = pp+1−(λ−β)/α(p+ 1)(λ−β)/α−p

y p :=
⌊
λ−β
α

⌋
, entonces la función matricial G admite una factorización canónica

APW izquierda

G =

[
g+ g̃+
ϕ+ ϕ̃+

]
·
[
ϕ̃− −g̃−
−ϕ− g−

]
,

con g±, ϕ±, g̃±, ϕ̃± dados por (5.3), (5.5), (5.22), (5.24) y, respectivamente, por (6.2),
(6.4), (6.31), (6.33).

6.2 Factorización canónica: Forma explicita

Recolectando los resultados del Caṕıtulo 5 y la Sección 6.1 y aplicando el es-
quema de la Sección 3.4, podemos obtener condiciones suficientes para el criterio de
factorización APW y construir expĺıcitamente tal factorización en caso de existir.

Considera ahora la función matricial (4.1) con f dada por (5.1). Tomando en
cuenta el coeficiente c0 6= 0, vamos a modificar las fórmulas para g±, g̃±, ϕ±, ϕ̃±, que
se obtuvieron anteriormente bajo las condiciones del Teorema 5.6 y del Teorema 6.3.
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Aśı, si % |c1| |c−1|β/α < |c0|1+β/α, donde % = pp+1−(λ−β)/α(p + 1)(λ−β)/α−p y p =⌊
λ−β
α

⌋
, entonces de la prueba del Teorema 5.6 se sigue que

g+ = eλ +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g− = 1 +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ+ = −c0 + c1 eβ + c0
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
nj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ− = −c0
∑∞

j=0
nj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα,

(6.52)

donde los coeficientes nj,k están definidos en el Lema 5.1, y

g̃+ = 1 +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

g̃− = e−λ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ,

ϕ̃+ = c0
∑∞

j=2

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
mj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ,

ϕ̃− = c0 − c−1 e−α − c0
∑∞

j=1
mj,b jβα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβα c+1

ejβ−(b jβα c+1)α,

(6.53)

donde los coeficientes mj,k están dados por el Lema 5.2.
Análogamente, si % |c1| |c−1|β/α > |c0|1+β/α, entonces deducimos de la prueba del

Teorema 6.3 que

g+ =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g− =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ+ = c0
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
nj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ− = −c0
∑−1

j=−∞
nj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα,

(6.54)

donde los coeficientes nj,k están dados por el Lema 6.1, y

g̃+ = eλ +
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

g̃− = 1 +
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ̃+ = −c0 + c1eβ + c0
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
mj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

ϕ̃− = −c0
∑−1

j=−∞
mj,b jβ+λα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβ+λα c+1

ejβ+λ−(b jβ+λα c+1)α

(6.55)
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donde los coeficientes mj,k están dados por el Lema 6.2.
El Teorema 5.6 implica lo siguiente.

Teorema 6.4. Sea G dada por (4.1) y (5.1) donde 0 < α < β < 2β + α < λ, el
número α/β es irracional, y c0, c±1 ∈ C\{0}. Entonces G admite una factorización
canónica izquierda APW G = G+G

−1
− si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β < |c0|α+β. (6.56)

La función matricial G±, G
−1
± ∈ APW±

2×2 está dada por

G± =

[
g± g̃±
ϕ± ϕ̃±

]
, G−1± =

[
ϕ̃± −g̃±
−ϕ± g±

]
c−10 , (6.57)

y sus entradas están definidas por (6.52) y (6.53) con coeficientes nj,k y mj,k dados
por el Lema 5.1 y 5.2.

Finalmente, el Teorema 6.3 implica lo siguiente.

Teorema 6.5. Sea G dada por (4.1) y (5.1) donde 0 < α < β < 2β + α < λ =
2β + 2α, el número α/β es irracional, y c0, c±1 ∈ C \ {0}. Entonces G admite una
factorización canónica izquierda APW G = G+G

−1
− si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β < |c0|α+β, (6.58)

o bien
p−(p+1)α+λ−β(p+ 1)−λ+β+pα |c1|α |c−1|β > |c0|α+β, (6.59)

donde p =
⌊
λ−β
α

⌋
. Las funciones matriciales G±, G

−1
± ∈ APW±

2×2 están dadas por

G± =

[
g± g̃±
ϕ± ϕ̃±

]
, G−1± =

[
ϕ̃± −g̃±
−ϕ± g±

]
c−10 , (6.60)

y sus entradas están definidas por (6.52) y (6.53) con coeficientes nj,k y mj,k dados
por los Lemas 5.1 y 5.2 si (6.58) se satisface; y por (6.54) y (6.55) con coeficientes
nj,k y mj,k definidos por los Lemas 6.1 y 6.2 si se cumple (6.59).

Del teorema anterior podemos extraer el siguiente resultado, el cual nos será útil
más adelante para calcular una fórmula de ı́ndice.

Corolario 6.6. Sea G dada por (4.1) y (5.1) donde 0 < α < β < 2β + α < λ =
2β + 2α, el número α/β es irracional, y c0, c±1 ∈ C \ {0}. Sea p =

⌊
λ−β
α

⌋
. Si

p(p+1)α−λ+β(p+ 1)λ−β−pα |c1|α |c−1|β < |c0|α+β. (6.61)

Entonces la matriz d(G) está dada por

d(G) =

[
0 c−10

−c0 m1,−2c
2
1c
−2
−1

]
, (6.62)
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donde m1,−2 está dado por el Lema 5.2.
Por otro lado, si

p−(p+1)α+λ−β(p+ 1)−λ+β+pα |c1|α |c−1|β > |c0|α+β. (6.63)

Entonces la matriz d(G) está dada por

d(G) =

[
m−2,2c

−4
1 c4−1 0

(−c0 + c0m−1,0)(n−2,1c
−2
1 c2−1) −n−1,0

]
, (6.64)

donde los coeficientes nj,k y mj,k están definidos por los Lemas 6.1 y 6.2.

Demostración. Supongamos (6.61) es valida. Entonces del Teorema 6.5, la función
matricial G admite una factorización canónica APW izquierda G = G+G

−1
− , donde

las funciones matriciales G±, G
−1
± están dadas por (6.60), las entradas de estas

matrices por (6.52) y (6.53) con coeficientes de las dados por los Lemas 5.1 y 5.2.
De esta forma, tenemos que

d(G) = M(G+)M(G−1− ) =

[
M(g+) M(g̃+)
M(ϕ+) M(ϕ̃+)

] [
M(ϕ̃−) −M(g̃−)
−M(ϕ−) M(g−)

]
c−10 . (6.65)

De la Proposición 2.1 se sigue que al calcular el valor medio de una función en AP
solo sobreviven aquellos coeficientes que acompañan a los términos con exponen-
tes igual a cero. Entonces, si conocemos los términos constantes de las funciones
g±, g̃±, ϕ± y ϕ̃±, podremos calcular d(G).

Para este caso

g+ = eλ +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ

y los exponentes de la función son {2α + 2β, (j + 2)β − (k − 2)α} donde

j = 0, 1, . . . y k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
(j + 2)β + 2α

α

⌉
− 1,

como α/β 6∈ Q, g+ no tiene términos constantes, por lo que M(g+) = 0.
Tenemos que

g− = 1 +
∑∞

j=0

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα

los exponentes son {0, jβ − kα} donde

j = 0, 1, . . . y k =

⌊
jβ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌈
(j + 2)β + 2α

α

⌉
− 1,

notemos que jβ − kα 6= 0, entonces M(g−) = 1.
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Como

ϕ+ = −c0 + c1 eβ + c0
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
nj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα

los exponentes son {0, β, jβ − kα} con

j = 1, 2, . . . y k =

⌊
(j − 1)β

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ

α

⌋
nuevamente jβ − kα 6= 0, entonces M(ϕ+) = −c0.

Para

ϕ− = −c0
∑∞

j=0
nj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα

los exponentes son
{

(j + 2)β −
(⌈

(j+2)β+2α
α

⌉
− 2
)
α
}

donde j = 0, 1, . . . . Entonces

ϕ− no tiene términos constantes y M(ϕ−) = 0.
Tenemos que

g̃+ = 1 +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα

cuyos exponentes son {0, jβ − kα} donde j = 1, 2, . . . y k =
⌊
jβ−λ
α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ
α

⌋
,

por lo que 1 es el único termino constante de g̃+ y M(g̃+) = 1.
Para

g̃− = e−λ +
∑∞

j=1

∑b jβα c
k=b jβ−λα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ

los exponentes son {−λ, (j − 2)β − (k + 2)α} donde j = 1, 2, . . ., por lo que g̃− no
tiene términos constantes y M(g̃−) = 0.

Tenemos además que

ϕ̃+ = c0
∑∞

j=2

∑b jβ−λα c
k=b (j−1)β−λ

α c+1
mj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα−λ

que tiene exponentes {(j − 2)β − (k + 2)α} con j = 1, 2, . . . y k =
⌊
(j−1)β−λ

α

⌋
+ 1, . . . ,

⌊
jβ−λ
α

⌋
.

Entonces el termino constante es cuando j = 2 y k = −2, es decir, M(ϕ̃+) =
c0m1,−2c

2
1c
−2
−1

Para

ϕ̃− = c0 − c−1 e−α − c0
∑∞

j=1
mj,b jβα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβα c+1

ejβ−(b jβα c+1)α

los exponentes son
{

0,−α, jβ −
(⌊

jβ
α

⌋
+ 1
)
α
}

con j = 1, 2, . . .. Por tanto ϕ̃− solo
tiene un termino constante y M(ϕ̃−) = c0.
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Luego

d(G) =

[
0 1
−c0 c0m1,−2c

2
1c
−2
−1

] [
c0 0
0 1

]
c−10

=

[
0 c−10

−c0 m1,−2c
2
1c
−2
−1

]
.

Por otro lado, si se cumple (6.63). Entonces nuevamente del Teorema 6.5, la
función matricial G admite una factorización canónica APW izquierda G = G+G

−1
− ,

donde las funciones matriciales G±, G
−1
± están dadas por (6.60), las entradas de estas

matrices por (6.54) y (6.55) con coeficientes de las dados por los Lemas 6.1 y 6.2.
En este caso tenemos:

g+ =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ,

que tiene exponentes {(j + 2)β − (k − 2)α}, los cuales no se anulan para los rangos
de j y k, por lo que M(g+) = 0.

De manera similar, para

g− =
∑−1

j=−∞

∑d jβ+λα e−1
k=b jβα c+1

nj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

los exponentes son {jβ − kα} y no se anulan para los rangos de j y k, aśı M(g−) = 0.
La función

ϕ+ = c0
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
nj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα,

tiene termino constante cuando k = j = 0, de esta forma M(ϕ+) = c0n−1,0.
Por otra parte

ϕ− = −c0
∑−1

j=−∞
nj,d jβ+λα e−1

(c1
c0

)j(c−1
c0

)d jβ+λα e
ejβ+λ−d jβ+λα eα

tiene exponentes de la forma
{

(j + 2)β −
( ⌈

(j+2)β+2α
α

⌉
− 2
)
α
}

, por lo que el termino

constante se obtiene para j = −2, de donde M(ϕ−) = −c0n−2,1c−21 c2−1.
La función

g̃+ = eλ +
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα+λ

tiene exponentes {λ, (j + 2)β − (k − 2)α} por lo que el termino constante es cuando
j = −2 y k = 2, por lo que M(g̃+) = m−2,2c

−2
1 c2−1.

El termino constante de

g̃− = 1 +
∑−1

j=−∞

∑b jβ+λα c
k=b jβα c+1

mj,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα
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es el 1, por lo que M(g̃−) = 1.
Para

ϕ̃+ = −c0 + c1eβ + c0
∑0

j=−∞

∑b jβα c
k=b (j−1)β

α c+1
mj−1,k

(c1
c0

)j(c−1
c0

)k
ejβ−kα

tenemos que los exponentes son {0, β, jβ − kα} y el termino constante se obtiene
con j = 0 = k. Aśı M(ϕ̃+) = −c0 + c0m−1,0.

Por último, para

ϕ̃− = −c0
∑−1

j=−∞
mj,b jβ+λα c

(c1
c0

)j(c−1
c0

)b jβ+λα c+1

ejβ+λ−(b jβ+λα c+1)α

los exponentes son de la forma
{

(j + 2)β −
(⌊

jβ+λ
α

⌋
− 1
)
α
}

, los cuales no se anulan
en el rango de j. Aśı, M(ϕ̃−) = 0.

Por tanto, en este caso tenemos que

d(G) =

[
0 m−2,2c

−2
1 c2−1

c0n−1,0 −c0 + c0m−1,0

] [
0 −1

c0n−2,1c
−2
1 c2−1 0

]
c−10 .

=

[
c0n−2,1m−2,2c

−4
1 c4−1 0

(−c0 + c0m−1,0)(c0n−2,1c
−2
1 c2−1) −c0n−1,0

]
c−10

=

[
n−2,1m−2,2c

−4
1 c4−1 0

(−c0 + c0m−1,0)(n−2,1c
−2
1 c2−1) −n−1,0

]
. �
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Caṕıtulo 7

Operadores de Wiener-Hopf con
śımbolos SAP sobre espacios Lp

En este capitulo se enuncia un criterio de Fredholm y una formula de ı́ndice
para operadores de Wiener-Hopf con śımbolos matriciales en SAPW , donde SAPW
denota el álgebra de todas las funciones semi casi periódicas cuyos representantes
casi periódicos al y ar están en APW .

7.1 Invertibilidad de los representantes casi pe-

riódicos y fórmula de ı́ndice

Recordemos que si tenemos una función u ∈ C(R) tal que u(−∞) = 0 y u(∞) =
1, podemos representar cada función matricial a ∈ SAPN×N en la forma

a = (1− u)al + uar + a0 (7.1)

donde a0 ∈ [C0(
.
R)]N×N y al, ar ∈ APN×N están únicamente determinados. Además,

las funciones al y ar son llamadas representaciones casi periódicas de a en −∞ y
+∞, respectivamente.

Lema 7.1. Si K ∈ K(L2(R)) y hn −→ +∞, entonces ehnKe−hnI converge fuerte-
mente a cero.

Lema 7.2. Si a1, . . . , aM ∈ APPN×N es una colección finita de polinomios matri-
ciales casi periódicos, entonces existe una sucesión {hn} ⊂ R tal que

hn −→ +∞ y ‖(an)hn − am‖∞ −→ 0

para cada m ∈ {1, . . . ,M} cuando n→∞.

Teorema 7.3. Los mapeos

µr : χ±I 7→ χ±I, W
0(a) 7→ W 0(ar) (a ∈ SAPN×N),

µr : χ±I 7→ χ±I, W
0(a) 7→ W 0(al) (a ∈ SAPN×N),

81
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se pueden extender a C∗-álgebra homomorfismos de F sobre A tales que

‖µr(A)‖ ≤ ‖A‖ess , ‖µl(A)‖ ≤ ‖A‖ess

para todo A ∈ F .

Corolario 7.4. Si A ∈ F es Fredholm, entonces µr(A) y µr(A) son invertibles.

Corolario 7.5. Sea a ∈ SAPN×N . Si W (a) es Fredholm, entonces W (al) y W (ar)
son invertibles.

El siguiente teorema es un resultado que puede ser consultado en los Caṕıtulos 9 y
10 de [7]. Este resultado es muy importante en la teoŕıa de operadores de convolución
pues reduce el estudio de la invertibilidad de los operadores de Wiener-Hopf con
śımbolo en GAPWN×N a verificar si el śımbolo del operador tiene una factorizacion
APW . La demostración de este teorema puede ser consultada en la Sección 10.2 de
[7].

Corolario 7.6. Para a ∈ GAPWN×N lo siguiente es equivalente:

a) W (a) es Fredholm;

b) W (a) es invertible;

c) a tiene una factorización canónica AP derecha;

d) a tiene una factorización canónica APW derecha.

Sea GSAP0,0 el conjunto de todas las funciones invertibles a ∈ SAP tales que
k(al) = k(ar) = 0. (ver Definición 2.5). En esta sección estableceremos una Formula
de ı́ndice para operadores Fredholm de Wiener-Hopf con śımbolos en SAP .

Lema 7.7. Sea A ⊂ (0,∞) un conjunto no acotado y sea

{Iα}α∈A = {(xα, yα)}α∈A

una familia de intervalos tales que xα > 0 y |Iα| := yα − xα → ∞ cuando a → ∞.
Si a ∈ GSAP0,0 y arg a es cualquier argumento continuo de a, entonces el limite

1

2π
ĺım
a→∞

1

|Iα|

∫
Iα

(
(arg a)(x)− (arg a)(−x)

)
dx (7.2)

existe, es finito y es independiente de la elección particular de {Iα}α∈A y arg a.

Definición 7.8. Para a ∈ GASP0,0, denotamos el limite (7.2) por ind a y lo llama-
remos el ı́ndice de Cauchy de a.
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7.2 Multiplicadores de AP y SAP

Una función a ∈ L∞(R) es llamada multiplicador de Fourier en Lp(R) si la apli-
cación f 7→ F−1aFf mapea L2(R) ∩ Lp(R) en si mismo y se puede extender a un
operador acotado en Lp(R) (Notar que L2(R) ∩ Lp(R) es denso en Lp(R)). Denota-
remos por W 0(a) a este mapeo y por Mp al conjunto de todos los multiplicadores de
Fourier en Lp(R). Se puede probar que Mp es un álgebra de Banach bajo la siguiente
norma

‖a‖Mp
:=
∥∥W 0(a)

∥∥
B(Lp(R)) .

Se puede caracterizar el espacio Mp como sigue. Se dice que un operador A ∈
B(Lp(R)) es invariante ante traslaciones si UhAU

−1
h = A para todo h ∈ R, donde

(Uhf)(t) := f(t− h). El siguiente resultado es bien conocido.

Teorema 7.9 (Hörmander). Un operador A ∈ B(Lp(R)) es invariante bajo tras-
laciones si y solo si A = W 0(a) con a ∈Mp.

Notemos también que Mp = Mq (1/p + 1/q = 1) y que si a ∈ Mp entonces a ∈ Mr

para toda r entre p y q. Además, Mp está continuamente embebido en M2 = L∞(R)
para todo p ∈ (1,∞). Más aún,

‖a‖∞ ≤ ‖a‖Mp
= ‖a‖Mq

. (7.3)

Denotaremos por Cp(
.
R) (respectivamente PCp) a la cerradura del conjunto de

todas las a ∈ C(
.
R) (respectivamente PC) con variación total finita en Mp.

Dado que W 0(eλ) es el operador de traslación Uλ, los polinomios casi periódicos
son elementos de Mp. Denotaremos por APp a la cerradura del conjunto de todos los
polinomios casi periódicos en Mp. Además, denotaremos por AP+

p (respectivamen-
te AP−p ) la cerradura en Mp del conjunto de todos los polinomios casi periódicos∑

j ajeλj con λj ≥ 0 (respectivamente λj ≤ 0). Claramente,

APW ⊂ APp ⊂ AP, APW± ⊂ AP±p ⊂ AP±.

El álgebra Cp(R) está dada por

Cp(R) := {a ∈ PCp : a|R es continua.} (7.4)

Definimos SAPp como la subálgebra cerrada más pequeña de Mp que contiene a
Cp(R) y a APp. Sea SAPpW := SAPp ∩ SAPW . Notemos que

SAPpW ⊂ SAPp ⊂ SAP.

7.3 Teoŕıa de Fredholm y fórmula de ı́ndice de

operadores de Wiener-Hopf

Proposición 7.10. Cada función a ∈ SAPp puede ser representada de forma única
de la forma

a = (1− u)al + uar + a0, (7.5)
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donde al, ar ∈ APp, a0 ∈ Cp(
.
R), a0(∞) = 0. Las aplicaciones a 7→ al y a 7→ ar son

homomorfismos de álgebras de Banach (continuos) de SAPp sobre APp.

Definición 7.11. Una matriz a ∈ APp tiene una factorización APp derecha si esta
tiene una representación de la forma a = a−diag(eλ1 , . . . , eλn)a+ con λj ∈ R y
a± ∈ G[AP±p ]N×N .

Sean 1 < p < ∞ y q tal que 1/p + 1/q = 1. Desde ahora enfocaremos nuestra
atención a operadores de Wiener-Hopf sobre el espacio de Lebesgue LpN(R+).

Teorema 7.12. Sea a ∈ [SAPp]N×N y suponga que al y ar tienen una factorización
APp derecha. Entonces W (a) es un operador de Fredholm en LpN(R+) si y solo si

a ∈ GSAPN×N , k(al) = k(ar) = (0, 0, . . . , 0) (7.6)

y una de las siguientes dos condiciones equivalentes se satisfacen:

(i)
1

p
+

1

2π
arg ξj

(
d−1(ar)d(al)

)
6∈ Z

para todos los valores propios ξj = ξj(d
−1(ar)d(al)) de d−1(ar)d(al);

(ii) sp(
(
d−1(ar)d(al)

)
) ∩ Σ[1/q, 1/q] 6= ∅,

donde Σ[1/q, 1/q] es el rayo
{
re2πi/q : r ≥ 0

}
. Si W (a) es un operador de Fredholm,

entonces

Ind(W (a)) = −ind(det(a)) +
N

p
−

N∑
j=1

{
1

p
+

1

2π
arg ξj

}
. (7.7)

7.4 Teoŕıa de Fredholm para operadores de Wiener-

Hopf con śımbolos matriciales triangulares en

SAPW

Usando los resultados del Caṕıtulo 6 y el Teorema 7.12 estamos en condiciones
de establecer un criterio de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con śımbolos
matriciales triangulares en SAPW .

Sean 1 < p < ∞, a ∈ SAPp y λ ∈ (0,∞). Consideremos el espacio Lp(0, λ) =
χ(0,λ)L

p(R+) y el operador finito de convolución Wλ(a) introducido en la Defini-
ción 1.32. Supongamos que

a = (1− u)al + uar + a0,

con al, ar ∈ APW ⊂ APp, u(x) =
1 + tanh(x)

2
∈ Cp(R) y a0(x) ∈ Cp(

.
R) con

a0(∞) = 0. Sean

al = cl,−1eαl − cl,0 + cl,1eβl , (7.8)

ar = cr,−1eαr − cr,0 + cr,1eβr , (7.9)
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donde {
cl,±1, cl,0 ∈ C, cl,−1cl,0cl,1 6= 0, βl/αl 6∈ Q,

0 < αl < βl < 2βl + αl < λl = 2βl + 2αl
(7.10)

y {
cr,±1, cr,0 ∈ C, cr,−1cr,0cr,1 6= 0, βr/αr 6∈ Q,

0 < αr < βr < 2βr + αr < λr = 2βr + 2αr.
(7.11)

Por el Lema 1.39, el operador Wλ(a) es un operador de Fredholm en el espacio
Lp(0, λ) si y solo si, el operador de Wiener-Hopf W (Ha) con

Ha :=

[
e−λ 0
a eλ

]
(7.12)

es un operador de Fredholm en el espacio Lp2(R+).
Denotemos por

Hal :=

[
e−λ 0
al eλ

]
, Har :=

[
e−λ 0
ar eλ

]
(7.13)

donde al y ar son los representantes casi periódicos de a. Sea

G :=

[
eλ 0
a e−λ

]
= JHT

a J, (7.14)

donde J =

[
0 1
1 0

]
, y HT

a es la matriz transpuesta de Ha definida en (7.12). Si las

matrices Hal y Har admiten factorizaciones canónicas APp derechas

Hal = H−alH
+
al
, Har = H−arH

+
ar , (7.15)

de acuerdo con [7, Proposición 13.1], las funciones matriciales

Gal :=

[
eλ 0
al e−λ

]
, Gar :=

[
eλ 0
ar e−λ

]
, (7.16)

admiten una factorización canónica APp izquierda, donde

H+
al

= J(G+
al

)TJ, H+
ar = J(G+

ar)
TJ

H−al = J [(G−al)
−1]TJ, H−ar = J [(G−ar)

−1]TJ.

Por lo tanto

d(Gal) = M(G+
al

)M [(G−al)
−1], d(Gar) = M(G+

ar)M [(G−ar)
−1],

d(Hal) = M(H−al)M(H+
al

), d(Har) = M(H−ar)M(H+
ar).
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Aśı

d(Hal) = M
(
J [(G−al)

−1]TJ
)
M
(
J(G+

al
)TJ
)

=
(
J(M [(G−al)

−1]TJ
) (
JM [(G+

al
)T ]J

)
= J

(
M(G+

al
)M [(G−al)

−1]
)T
J

= J [d(Gal)]
TJ.

Análogamente,
d(Har) = J [d(Gar)]

TJ.

Entonces podemos escribir el siguiente resultado del Teorema 7.12.

Teorema 7.13. Sea Ha ∈ [SAPp]2×2 la función matricial definida por (7.12), su-
pongamos que al y ar están dadas por (7.8) y (7.9), y que satisfacen (7.10) y (7.11),
respectivamente. Si

p
(pl+1)αl−λ+βl
l (pl + 1)λ−βl−plαl |cl,1|αl |cl,−1|βl < |cl,0|αl+βl , (7.17)

donde pl =
⌊
λ−βl
αl

⌋
y

p−(pr+1)αr+λ−βr
r (pr + 1)−λ+βr+prαr |cr,1|αr |cr,−1|βr > |cr,0|αr+βr , (7.18)

donde pr =
⌊
λ−βr
αr

⌋
. Entonces W (Ha) es un operador de Fredholm en el espacio

Lp2(R) si y solo si una de las siguientes dos condiciones equivalentes se satisfacen:

(i)
1

p
+

1

2π
arg ξj

(
d−1(Har)d(Hal)

)
6∈ Z

para todos los valores propios ξj = ξj(d
−1(Har)d(Hal) de d−1(Har)d(Hal);

(ii) sp(d−1(Har)d(Hal)) ∩ Σ[1/q, 1/q] 6= ∅,

donde Σ[1/q, 1/q] es el rayo
{
re2πi/q : r ≥ 0

}
. Si W (Ha) es un operador de Fredholm,

entonces

Ind(W (a)) =
2

p
−

2∑
j=1

{
1

p
+

1

2π
arg ξj

}
. (7.19)
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