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gracias por todo el amor y el apoyo incondicional que siempre me han brindado.
A Manuel por ser mi primer ejemplo de pensamiento cŕıtico. A David por ser
siempre mi más puro ejemplo de la bondad y la nobleza. A Néstor por ser un
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e hijas tuvieran el lugar en el mundo moderno que él no alcanzó. Los esfuerzos de
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Índice general

Introducción 1

1. El espaciotiempo 5
1.1. Singularidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Espaciotiempo de Schwarzschild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3. Espaciotiempo de Reissner-Nordström . . . . . . . . . . . . . . . 10

2. Hipersuperficies 17
2.1. Definición de hipersuperficies y su vector normal. . . . . . . . . . 17
2.2. Métrica Inducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Introducción

En el marco de la teoŕıa de la relatividad general, el colapso gravitacional
de un cuerpo cuya densidad está por encima de un valor cŕıtico da origen a
una singularidad de curvatura[26] en el espaciotiempo que puede o no estar
cubierta por una hipersuperficie llamada horizonte de eventos. Cuando se pre-
senta un horizonte de eventos el sistema se conoce como agujero negro; cuando
la singularidad no esta cubierta por un horizonte de eventos se le conoce como
singularidad desnuda. En general, un agujero negro como estado final inmediato
de un colapso es un sistema sumamente energético, y su dinámica depende de
muchos parámetros. En consecuencia la descripición del espaciotiempo generado
por estos objetos es una tarea sumamente complicada. Sin embargo, durante la
formación de un agujero negro se rad́ıa enerǵıa en forma de ondas gravitacio-
nales, de modo que si se deja pasar suficiente tiempo un agujero negro aislado
perderá enerǵıa hasta convertirse en un sistema estacionario. Por otro lado, aún
siendo estacionario, la f́ısica de un agujero negro podŕıa depender, por ejemplo,
del tipo de materia que compone al sistema. Esta posibilidad queda anulada
según la conjetura de no pelo, la cual, en esencia, establece que para caracteri-
zar un agujero negro estacionario en presencia de un campo electromagnético es
necesario conocer únicamente tres parámetros: masa, carga eléctrica y momento
angular (agujero negro de Kerr-Newmann); mientras que un agujero negro esta-
cionario en vaćıo depende sólo de dos parámetros: masa y momento angular 1.
La métrica asociada a este último espaciotiempo es la de Kerr[14], la cual repre-
senta el espaciotiempo exterior a un cuerpo de masa M rotando con momento
angular espećıfico a = J/M . En caso de existir, el horizonte de eventos de Kerr
se encuentra en un radio rh = M +

√
M2 − a2 por lo que si los parámetros del

sistema cumplen a > M , no puede existir horizonte de eventos y se obtiene una
singularidad desnuda.

El tema de las singularidades desnudas ha sido un tanto polémico debido
a que atenta contra la predictibilidad del espaciotiempo pues en este caso la
singularidad (un objeto no descriptible con la relatividad general) puede afectar
causalmente las regiones del espaciotiempo que se pretenden describir con la
relatividad general. Para evitar este conflicto, la conjetura de la censura cósmica,
formulada por R. Penrose en 1969 [21], establece que un colapso gravitacional no

1Si bien existen ejemplos en los que se demuestra la invalidez de esta conjetura, en [18] se
propone una versión más “modesta” que es válida aún en los ejemplos donde la primera no lo
es.
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2 Introducción

puede tener como estado final una singularidad desnuda, al menos bajo ciertas
condiciones f́ısicamente razonables. Si bien no se ha logrado una demostración
formal de la censura cósmica (con el rigor de los teoremas de singularidades
de Hawking[10]), se han realizado estudios que parecen corroborar su validez.
Por ejemplo, se ha demostrado [6, 2, 24] que en sistemas astrof́ısicos comunes,
rodeados por discos de acreción, una singularidad desnuda de Kerr es un sistema
altamente inestable que decae rápidamente a un agujero negro de Kerr. También
se ha mostrado que bajo ciertas condiciones un colapso gravitacional no puede
conducir a una singularidad desnuda, si no a un agujero negro. Todo esto indica
que al menos las singularidades desnudas (de Kerr) no son objetos muy comunes
en la naturaleza y que las singularidades quedan ocultas por un horizonte de
eventos, es decir, invisibles para un observador en infinito.

Por otro lado, se han realizado estudios [12] sobre el colapso gravitacional
f́ısicamente razonable de una distribución inhomogénea de materia (lo cual es
de hecho más realista que asumir una distribución perfectamente homogénea).
Se ha encontrado que existe un valor cŕıtico de inhomogeneidad, por debajo del
cual se forma un agujero negro. Pero si el grado de inhomogeneidad rebasa ese
valor, el colapso da origen a una singularidad desnuda. Además, la formación
de una singularidad desnuda se ve favorecida a medida que el colapso ocurre
más rápidamente y sin simetŕıa esférica. En [13] se muestra que dentro de la
familia de soluciones de Tolman-Bondi existe un subgrupo de soluciones que
derivan en una singularidad desnuda. Estos hechos abren la posibilidad de que
las singularidades desnudas realmente existan en la naturaleza2.

Por todo esto es necesario continuar la discusión sobre la posibilidad de la
existencia de singularidades desnudas. Ese es el objetivo de este trabajo. Para
ello analizaremos uno de los modelos más sencillos del colapso gravitacional, el
cual consiste en una distribución de materia infinitamente delgada idealmente
concentrada en un cascarón.

A pesar de que se trata de un modelo muy simple, vale la pena explorarlo
pues se aplica de manera exacta todo el formalismo de cascarones desarrollado
por W. Israel [11]. Este formalismo devuelve las condiciones necesarias para que
el espaciotiempo admita un cascarón que lo divide en dos subvariedades métri-
cas (M1, g1) y (M2, g2). Cuando el cascarón es imaginario y sólo tiene sentido
como frontera entre las dos regiones, la geometŕıa de cada subvariedad se esco-
ge arbitrariamente y mediante las condiciones de juntura de Darmois, es decir,
continuidad de la primera y la segunda forma fundamental inducida, se fijan las
condiciones necesarias para encajar los dos espaciotiempos, las cuales pueden
o no tener sentido f́ısico. Sin embargo, cuando el cascarón no es únicamente la
frontera entre dos regiones espaciotemporales y tiene sentido f́ısico por śı mismo,
es decir, cuando está compuesto de materia, la segunda condición de juntura

2En [19] incluso se propone un método para discriminar observacionalmente entre la forma-
ción de una singularidad desnuda y un agujero negro usando el corrimiento al rojo de fotones
que atraviesan el centro de una nube inhomogenea de polvo que colapsa. En [20] se generaliza
el tratamiento a fotones con momento angular, lo cual produce una especie de sombra cuyas
propiedades dependen también del resultado final del colapso (presencia o ausencia de un
horizonte de eventos).
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falla y entonces se asocia el tensor de enerǵıa momento propio del cascarón con
la discontinuidad en la segunda forma fundamental inducida desde el interior
y el exterior del cascarón. De este modo se obtienen las condiciones necesarias
para encajar dos espaciotiempos en la superficie de un cascarón.

En este trabajo el cascarón está consituido por polvo (sin presión) cargado
eléctricamente, por lo que el exterior está dado por el espaciotiempo de Reissner-
Nordström, mientras que el interior se fija como el espaciotiempo plano de Min-
kowski. En las condiciones que se obtienen se involucra el radio y su derivada
respecto al tiempo propio del cascarón, aśı como los parámetros que caracteri-
zan los espaciotiempos, la masa y la carga. Estas condiciones toman la forma
de la ecuación de movimiento del cascarón mismo.

Debido a la dinámica (no necesariamente estacionaria) del cascarón, no es
posible utilizar vectores y horizontes de Killing para encontrar el horizonte de
eventos de la manera habitual. En su lugar, usamos la norma de la 3-velocidad
de una part́ıcula de prueba que se mueve a lo largo del cascarón. Buscamos el
radio en el que es cero e interpretamos eso como el punto en el que el cascarón
coincide con una hipersuperficie nula, es decir, el horizonte de eventos. Esta
asociación se debe a que una part́ıcula dentro de una hipersuperficie nula debe
moverse a la velocidad de la luz. Bajo ciertas condiciones, encontramos una
expresión anaĺıtica para el radio del horizonte, y de ah́ı la condición para que
no exista. El colapso de un cascarón que obedezca esta condición dará lugar a
una singularidad desnuda.

Para presentar los resultados obtenidos dividimos el trabajo en las siguientes
partes:

En el caṕıtulo 1 se hace un breve recuento de las singularidades de curvatura
en la relatividad general aśı como de las caracteŕısticas globales del espaciotiem-
po de Reissner-Nordström usando diagramas de Penrose.

En el caṕıtulo 2 se introducen los conceptos de la primera forma funda-
mental (o la métrica inducida) y de la segunda forma fundamental (o curvatura
extŕınseca). A lo largo del caṕıtulo se muestra que toda la información geométri-
ca de una hipersuperficie (encajada) en un espaciotiempo está codificada en las
dos formas fundamentales inducidas.

En el caṕıtulo 3 desarrollamos las condiciones de juntura de Darmois siguien-
do el razonamiento de W. Israel y E. Poisson.

En el caṕıtulo 4 se aplican las condiciones de juntura para obtener la ecua-
ción de movimiento de un cascarón infinitamente delgado constituido por polvo
sin presión cargado eléctricamente. Además graficamos el colapso del cascarón
para unos valores determinados de masa y carga eléctrica, sujetos además a la
condición inicial de que el cascarón parte del reposo.

En el caṕıtulo 5 desarrollamos dos criterios para obtener el radio del hori-
zonte de eventos. En un primer intento se obtiene una expresión anaĺıtica, pero
posteriormente se discute por qué no es útil y de hecho repetitiva. Finalmente
aplicamos el criterio discutido en esta introducción para obtener el radio del
horizonte, asumiendo además un valor conveniente para una constante. Bus-
cando las condiciones para que el radio sea imaginario se obtiene una relación
relativamente simple entre los parámetros de masa y carga sujetos a la misma
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condición incial del caṕıtulo 4 y se obtiene una gráfica donde se observa que,
bajo tales condiciones, la formación de una singularidad desnuda derivada del
cascarón es posible.

En la sección de conclusiones se hace una reflexión respecto a los resultados
obtenidos.



Caṕıtulo 1

El espaciotiempo

Uno de los grandes logros de la teoŕıa de la relatividad general de Eins-
tein es el acertado cambio de paradigma respecto a la teoŕıa de Newton. En su
art́ıculo de 1914[7], Einstein inicia con argumentos machianos para contrariar
la idea del espacio absoluto de Newton. Si bien su teoŕıa no incorpora el prin-
cipio de Mach debido a la existencia de soluciones en vaćıo donde los objetos
giran y sienten fuerzas inerciales [23] (como en el espaciotiempo de Kerr), śı le
sirvió como gúıa para desechar el concepto de sistemas de referencia preferen-
tes, fuertemente ligado a la geometŕıa que casi inconscientemente se asignaba
al espaciotiempo. La geometŕıa del espaciotiempo de la mecánica de Galileo y
Newton se asumı́a de manera axiomática y en general incuestionada; consta de
una estructura euclideana tres-dimensional para cada instante de tiempo [16],
donde el tiempo es una coordenada absoluta en el sentido de que transcurre a
un mismo ritmo en todo punto del espacio e independientemente del estado de
movimiento del reloj. El cambio de paradigma fue ya no asumir esta geometŕıa
y permitir que sea una variable de la f́ısica. En este caṕıtulo se estudiarán dos
geometŕıas posibles del espaciotiempo según la relatividad general, en las cuales
se presentan dos fenómenos sin precedentes en la f́ısica clásica: una singulari-
dad en el espaciotiempo mismo y un horizonte de eventos. El estudio de estas
patoloǵıas se aborda mediante diagramas de Penrose en el espaciotiempo de
Reissner-Nordström.

1.1. Singularidades

El resultado de incorporar el principio de equivalencia, el principio de cova-
riancia y otras consideraciones de geometŕıa Riemanniana tales como compa-
tibilidad de la métrica con la derivada covariante (lo cual unifica la estructura
af́ın y la estructura métrica del espaciotiempo) son las ecuaciones de campo de
Einstein, las cuales ligan la geometŕıa del espaciotiempo con la distribución de

5



6 CAPÍTULO 1. EL ESPACIOTIEMPO

materia que hay en él:

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν . (1.1)

Poco tiempo después de encontrar las primeras soluciones a las ecuaciones de
Einstein, se descubrió que algunas de estas presentan singularidades en el es-
paciotiempo, entendiendo el término de singularidad como un comportamiento
divergente en la magnitud f́ısica de interés: la curvatura. Tras decadas de estu-
dio, el problema de las singularidades en relatividad general se ha vuelto más
sutil de lo que empezó, pues las divergencias en el tensor de curvatura no son las
únicas patoloǵıas que puede presentar un espaciotiempo [26]. Y aún más, la no-
ción de singularidad como un lugar del espaciotiempo no tiene sentido, pues este
se define como una variedad pseudo riemanniana (”bien comportada”) en todos
sus puntos, y evidentemente una singularidad no tiene un comportamiento suave
en el espaciotiempo. Este tipo de razonamientos han llevado a los f́ısicos teóricos
a elevar la discusión de singularidades a un nivel mucho más complejo. Intentan-
do dar una definición apropiada de singularidad se han desarrollado conceptos
como “g-boundary” y “b-boundary”, los cuales pretenden devolver la noción
de singularidad como un lugar mediante la implementación (independiente de
coordenadas) de una frontera que separa los puntos regulares del espaciotiempo
de los singulares, sin embargo hay ejemplos en los que estas fronteras tienen
comportamientos patológicos [26]. También se ha atacado el problema de las
singularidades mediante la noción de incompletéz geodésica: un espaciotiempo
tiene una singularidad si existe al menos una geodésica inextendible de longi-
tud finita; este concepto de singularidad es el que se utiliza en los teoremas de
singularidades [10].

A pesar de no ser la más rigurosa (y en buena medida debido a eso), la
noción de singularidad como la divergencia de los escalares derivados del tensor
de curvatura es la más usada. Una de las razones por las que esta noción falla
es que un espaciotiempo cuya curvatura “explota” en infinito no es candidato
a ser llamado singular. Sin embargo, en este trabajo lidiaremos sólo con dos
espaciotiempos muy particulares y para los que esta definición de singularidad
es suficiente.

1.2. Espaciotiempo de Schwarzschild

Sólo unos meses después de la publicación de las ecuaciones de campo de
Einstein, el f́ısico Karl Schwarzschild, entonces enlistado en el frente ruso de la
primera guerra mundial, derivó la primera solución exacta a las ecuaciones en
vaćıo que describe un sistema estático con simetŕıa esférica. A esta solución se
le conoce como el espaciotiempo de Schwarzschild y está descrito por la métrica
(a partir de este punto se escribirán todas las expresiones en unidades naturales
c = 1 = G)

ds2 = −(1− 2M

r
)dt2 + (1− 2M

r
)−1dr2 + r2dθ2 + r2Sin2(θ)dϕ2; (1.2)
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véase la referencia [26] para una deducción formal. El parámetro M se puede
identificar con la masa del sistema tomando el ĺımite de campo débil y comparan-
do con gravedad newtoniana. Un importante resultado en torno a esta solución
es que es el único espaciotiempo posible con simetŕıa esférica en vaćıo; la condi-
ción de estaticidad es innecesaria para derivar esta solución (véase el apéndice
B de [10] para una demostración). Este resultado conocido como ”Teorema de
Birkhoff”será puesto en uso en el caṕıtulo 4.

En estas mismas coordenadas consideremos el vector ra = (∂/∂r)a y el vector
ta = (∂/∂t)a cuyas normas están dadas por

rara = gαβr
αrβ = grr = (1− 2M

r
)−1,

tata = gαβt
αtβ = gtt = 1− 2M

r
.

De acuerdo al signo del cuadrado de las normas podemos afirmar que para
valores de r > 2M estos vectores son tipo espacio y tipo tiempo respectivamente,
sin embargo, para valores de r < 2M la naturaleza de estos vectores se invierte:
el vector que era tipo espacio es ahora tipo tiempo y viceversa. Recordando el
carácter unidireccional en la dimensión temporal de las part́ıculas, esto ya nos
está diciendo que dentro del radio de Schwarzschild, rs = 2M , una part́ıcula
se verá forzada a ir en la dirección en la que r decrece. Esta patoloǵıa va más
allá de un simple fallo en el sistema de coordenadas que estamos usando debido
a que la norma de la cuadrivelocidad es independiente de las coordenadas que
usemos.

Un primer paso para analizar si este fenómeno realmente refleja una propie-
dad intŕınseca de la geometŕıa del espaciotiempo es observar el comportamiento
de los conos de luz pues estos determinan la causalidad del espaciotiempo. Para
esto consideremos ahora una part́ıcula tipo luz (ds2 = 0) que se mueve radial-
mente (θ = cte, ϕ = cte); de la métrica (1.2) se sigue que para esta part́ıcula se
cumple

dt

dr
= ±

(
1− 2M

r

)−1

. (1.3)

Integrando obtenemos que

t = ±r∗ + cte, (1.4)

donde r∗ = r+2Mln( r
2M −1). Hacemos énfasis en que estas son las trayectorias

que siguen los rayos de luz geodésicos radiales en las coordenadas (r, t). Dicho
esto, definimos las coordenadas adaptadas a las geodésicas nulas

v = t+ r∗,

u = t− r∗.
(1.5)

Estas coordenadas son adaptadas en el sentido de que cada uno de sus valores
constantes determina una geodésica. La expresión (1.3) representa la pendiente
de los conos de luz. Evidentemente, conforme r −→ 2M la inclinación de los conos
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se va haciendo mayor, dt
dr −→ ±∞, permitiendo cada vez un menor movimiento

radial (en el exterior) para intervalos fijos de t. Dado que las part́ıculas que cono-
cemos se deben mover dentro del cono de luz en cada punto del espaciotiempo,
esto nos dice que un observador externo estático jamás verá que una part́ıcula
en cáıda radial cruce la superficie r = 2M ; para el observador, dicha part́ıcula
se acercará asintóticamente a este radio pero jamás lo cruzará. Es importante
mencionar que si bien el observador externo jamás verá que la part́ıcula cruce
el horizonte, esta part́ıcula śı atravesará tal superficie en un intervalo finito de
su tiempo propio [26]. En la figura 1.1 se observa la unidireccionalidad espacial
de las part́ıculas en la región r < 2M aśı como la pendiente de los conos de luz
cerca de r = 2M .

Figura 1.1: Imagen recuperada y editada de [10]. El eje horizontal representa la
coordenada r y el eje vertical la coordenada t. Los conos de luz se forman de la
intersección de las curvas etiquetadas con w y v constantes.

Es importante mencionar que para los objetos astronómicos más comunes co-
mo estrellas o planetas, esta discusión no tiene relevancia pues el valor de r = 2M
es demasiado pequeño en comparación al radio de la superficie del cuerpo (por
ejemplo el radio de la superficie del sol es aproximadamente r = 106M , muy por
encima del llamado radio de Schwarzschild rs = 2M) y como este espaciotiempo
es solución a las ecuaciones de Einstein en vaćıo, dentro del cuerpo astrof́ısico ya
no es válido todo lo que se pueda derivar de esta discusión. Se necesitan objetos
extremadamente densos para que se descubran estos fenómenos. Sin embargo,
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mediante un análisis de las soluciones estáticas con simetŕıa esférica de un fluido
perfecto (modelando el interior de una estrella), se fija una ĺımite para la masa
en función del radio, Mmax = 4

9R; la teoŕıa no permite situaciones estáticas en
sistemas con una masa mayor a esa, por lo que colapsará descubriendo even-
tualmente la superficie r = 2M . Aunque esto es válido para sistemas idealmente
esféricos, el problema del colapso ha sido estudiado de manera más detallada
concluyendo lo siguiente: Es bien sabido que el combustible nuclear de las es-
trellas como el sol se termina en determinado momento, por lo que las fuerzas
de reacciones nucleares, que sosteńıan la superficie del astro contra su propia
gravedad, se acaban, dando lugar a cuerpos astrof́ısicos muy abundantes en el
universo llamados enanas blancas. Estos objetos fueron estudiados por el f́ısico
S. Chandrasekhar [5], quien además calculó el valor de la masa máxima que
una enana blanca estable puede tener considerando la presión de degeneración
de Pauli como contrapeso a la gravedad; un objeto con una masa mayor a esta
colapsará uniendo electrones con protones en un proceso de decaimiento beta
inverso formando una estrella de neutrones, cuya masa está acotada por el ĺımi-
te de Oppenheimer-Volkoff; si una estrella de neutrones sobrepasa esta masa,
colapsará sin tener ya ningún retén descubriendo aśı la superficie del radio de
Schwarzschild.

Notemos que que si insertamos un parámetro M < 0 en la métrica de Sch-
warzschild, los vectores tipo tiempo y tipo espacio no intercambiarán su natu-
raleza y nada especial ocurrirá con los conos de luz en r = 2M , sin embargo
un parámetro aśı no tiene sentido f́ısico pues M está asociado con la masa del
sistema, y es nada claro el significado de una masa negativa.

De acuerdo a la previa discusión sobre singularidades, el punto etiquetado
por r = 0 presenta una singularidad en el espaciotiempo de Schwarzschild. Para
ver esto basta con calcular el escalar de Kretschmann [4]

RabcdR
abcd =

48M2

r6
,

el cual claramente diverge en r = 0.
Con lo que se ha discutido hasta ahora, la imagen que podemos tener de el

espaciotiempo generado por un objeto esféricamente simétrico que ha colapsado
a un punto matemático es uno con un agujero en r = 0 y con una envoltura
especial en r = 2M sobre la que se invierte la naturaleza de los vectores tipo
espacio y tipo tiempo y la cual, para un observador externo estático, no puede
ser cruzada hacia dentro ni hacia fuera por una part́ıcula; a este sistema se
le llama agujero negro. La designación de agujero proviene de la ruptura del
espaciotiempo (la curvatura es infinita en r = 0) y el adjetivo negro se debe al
hecho de que una vez que una part́ıcula (incluso un fotón) cruza la superficie
r = 2M , a la que ahora llamaremos horizonte de eventos, esta no puede volver
al exterior, condición que impide dramáticamente obtener cualquier tipo de
información del interior del horizonte de eventos; no se puede ver hacia dentro.

Todos estos hechos ya nos invitan a analizar más a detalle qué de especial
tiene la hipersuperficie r = 2M , cuya coordenada radial es la ráız de la ecuación
gtt = 0. La manera más elegante de hacer este análisis es usando los diagramas
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de Penrose, y en este mismo análisis se ve reflejado el carácter singular del punto
r = 0. Sin embargo dejaremos ese estudio para el caso más relevante de este
trabajo: la métrica de Reisner-Nordström.

1.3. Espaciotiempo de Reissner-Nordström

En 1916 y 1918, el ingeniero Hans Reissner y el f́ısico Gunnar Nordström
derivaron de manera independiente una generalización a la solución de Sch-
warzschild. Esta generalización describe un sistema esféricamente simétrico y
estático pero ya no en vaćıo, el tensor de enerǵıa momento asociado es el del
electromagnetismo. Esta solución está dada por:

ds2 = −
(

1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2, (1.6)

donde dΩ2 = dθ2 + sin2(θ)dϕ2. En esta solución, además del parámetro de
masa M, aparece el parámetro Q asociado a la carga eléctrica de la fuente, el
cual puede tomar cualquier valor dado que viene de la teoŕıa de Maxwell en la
que no hay cotas sobre este parámetro. Para el estudio de este espaciotiempo
notemos primero que, análogamente al caso de Schwarzschild, la norma de los
vectores ra = (∂/∂r)a y ta = (∂/∂t)a está dada por

rara =

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)−1

,

tata = 1− 2M

r
+
Q2

r2
.

(1.7)

Aśı mismo, en estas coordenadas las geodésicas radiales nulas estarán gober-
nadas por la ecuación

dt

dr
= ±

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)−1

. (1.8)

Ya de estos dos hechos resulta muy útil conocer las ráıces de la ecuación

∆(r) ≡ 1− 2M

r
+
Q2

r2
= 0 (1.9)

pues en los valores donde se anula esa función ocurren los mismos fenómenos
descritos en la sección anterior. Las ráıces de ∆(r) están dadas por

r± = M ±
√
M2 −Q2. (1.10)

Como ya se mencionó, ninguna cota existe a priori sobre el valor del parámetro
Q respecto al de M, por lo que la situación ahora se divide en tres casos: Q < M ,
Q = M y Q > M . La curva asociada a ∆(r) se muestra para los tres casos en
la figura 1.2.
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Figura 1.2: Imagen editada y recuperada de [3]. Gráfica cualitativa de ∆(r) para
las tres relaciones posibles entre M y Q.

Antes de analizar las diferentes situaciones, notemos que en cualquier caso,
el espaciotiempo tiene una singularidad en r = 0 dada por la divergencia del
escalar de Kretschmann [17]:

RabcdR
abcd =

48M2

r6

(
1− 2Q2

Mr
+

7Q4

6M2r2

)
. (1.11)

Esto significa que independientemente de los valores relativos de M y Q existe
una singularidad en r = 0. Como veremos a continuación, esta singularidad
puede estar cubierta por un horizonte de eventos o puede estar al descubierto,
desnuda.

1.3.1. Q < M(Q < ε0GM)

En este caso las dos ráıces de la ec. (1.9) dadas por la ecuación (1.10) son
reales. De la figura 1.2 y la ec. (1.7) es claro que en la región r > r+ el vector ra

es espacialoide mientras que en la zona r− < r < r+ es temporaloide, por lo que
en esta región se presenta la unidireccionalidad en la coordenada radial de una
particula y los conos de luz se deforman del mismo modo que en el horizonte de
eventos del espaciotiempo de Schwarzschild, por lo tanto este sistema presenta
un horizonte de eventos idéntico al del agujero negro de Schwarzschild; este es
un agujero negro cargado eléctricamente.

En la región r < r− el vector ra recupera su caracter espacialoide y las
part́ıculas en esta región recobran la posibilidad de escoger en qué dirección
radial moverse, sin embargo, debido a que la superficie r = r− es nula, una
part́ıcula que ha llegado a esta última zona jamás podrá cruzar esta misma
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superficie para retornar al universo del que partió. Por su parte, la singularidad
es tipo tiempo ya que, a diferencia del agujero negro de Schwarzschild, en la
región interna del agujero negro las superficies r = cte recuperan el carácter
temporaloide que tienen en el exterior. La part́ıcula se queda atrapada en la
región r < r− donde se encuentra la singularidad.

Sin embargo, como se muestra en la figura 1.3, en la extensión maximal de
este espaciotiempo ese no es el final de la historia. Una part́ıcula P que parte
de la región I (r > r+) cayendo al agujero negro atraviesa la superficie r = r+ y
llega a la región II (r− < r < r+), donde las superficies r = cte son espacialoides
y son atravesadas por P hasta llegar al radio r = r− llegando aśı a la región III
(r < r−), la cual, por un lado, está acotada por la singularidad r = 0, y por
otro lado está acotada por una copia de la superficie r = r− recién atravesada.
Esta copia de la superficie r = r− śı puede ser atravesada por P. Una part́ıcula
que ha llegado a esta región III puede cruzar una copia de la superficie por
la cual llegó para entonces encontrarse en una copia de la región II pero esta
vez la unidireccionalidad en la coordenada radial apunta hacia una copia de la
región I, hacia fuera del agujero negro. Aśı, nuestra part́ıcula emergerá desde
un agujero blanco a una copia del universo del que partió. Esta copia, como
tal, cuenta con un agujero negro idéntico al primero al cual puede entrar para
repetir el proceso y continuar viajando aśı entre copias del espaciotiempo de
Reissner-Nordström; este es un ejemplo de un agujero de gusano.
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[h]

Figura 1.3: Imagen tomada y editada de [10]. Diagrama de Penrose de la exten-
sión maximal del espaciotiempo de Reissner-Nordström. Se muestra un pequeño
fragmento de la trayectoria de una part́ıcula P que entra a este agujero negro.
La superficie r = r− es el horizonte de Cauchy de la sección espacial t = 0.
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1.3.2. Q =M(Q = ε0GM)

En este caso la ecuación (1.9) sólo tiene la ráız r = M . Además, nuevamente
observando la figura 1.2 y teniendo en cuenta la ecuación (1.7) podemos concluir
que el carácter temporaloide o espacialoide de los vectores no se ve alterado al ir
de la región r > M a la región r < M y que la singularidad en r = 0 es tempo-
raloide y por lo tanto eludible. El diagrama de Penrose de la extensión maximal
de este espaciotiempo nuevamente muestra estas caracteŕısticas y añade las co-
pias de las regiones I y III (en este caso no hay región II) análogamente al caso
anterior. Similarmente, una part́ıcula podrá visitar diferentes copias de nuestro
universo.

[h]

Figura 1.4: Imagen obtenida y editada de [10]. Se muestra el diagrama de Pen-
rose del espaciotiempo de Reissner-Nordström con Q = M .
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1.3.3. Q > M (Q > ε0GM)

En este caso los radios r± de la ecuación (1.10) son imaginarios. Por lo tanto,
como se ve en la figura 1.2, la función ∆(r) nunca se anula, lo que significa que
todas las patoloǵıas en los conos de luz y en la naturaleza de los vectores de
las que hemos venido hablando, propias de un horizonte de eventos, no se pre-
sentarán en este espaciotiempo. Un sistema que cumpla con esta caracteŕıstica
inducirá un espaciotiempo con una singularidad en r = 0 sin un horizonte de
eventos que la oculte del resto del universo; se genera una singularidad desnuda
con la condición Q > M .

Usando el vector de Killing temporal de este espaciotiempo es sencillo obte-
ner el potencial efectivo al que una part́ıcula geodésica estará sujeta, y a partir
de este se obtiene que la part́ıcula siempre se acerca a la singularidad hasta un
punto mı́nimo rmin que depende de su enerǵıa y después se aleja nuevamente;
la interacción gravitacional se interpreta como repulsiva en ese punto.

Figura 1.5: Imagen obtenida y editada de [10]. Diagrama de Penrose de la ex-
tensión maximal del espaciotiempo de Reissner-Nordström con Q > M . La
singularidad de curvatura en r = 0 no está cubierta por una superficie nula
(horizonte de eventos) que impida la salida de señales luminosas, es decir, la
observación. Se trata de una singularidad desnuda.

Si bien el diagrama de Penrose de este espaciotiempo es el más sencillo,
codifica una estructura espaciotemporal muy polémica debido a la controversia
respecto a la Conjetura de la censura cósmica, la cual afirma que cualquier
singularidad generada por el colapso gravitacional de un cuerpo que satisfaga
ciertas condiciones de enerǵıa, quedará cubierta por un horizonte de eventos que
impedirá su observación desde cualquier punto del universo externo al sistema
que genera la singularidad. En el resto del trabajo intentaremos producir una
singularidad desnuda a partir del colapso gravitacional de un cascarón de polvo
cargado eléctricamente. Pero antes desarrollaremos dos conceptos fundamentales
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para este propósito: Hiperuperficies y condiciones de juntura.



Caṕıtulo 2

Hipersuperficies

Una hipersuperficie es una generalización de una superficie 2-dimensional
(como un plano, una esfera o un toro) encajada en un espacio 3-dimensional; se
trata de una subvariedad de n dimensiones encajada en una variedad de dimen-
sión mayor. Este concepto tiene una amplia gama de aplicaciones en relatividad
general, donde las hipersuperficies son subvariedades 3 dimensionales de la varie-
dad 4-dimensional llamada espaciotiempo. Por ejemplo, al estudiar condiciones
iniciales se requiere de superficies de Cauchy; la causalidad está asociada al
concepto de horizonte de Cauchy (el cual también es una hipersuperficie); los
horizontes de eventos generalmente se identifican con los horizontes de Killing
(nuevamente hipersuperficies). En nuestro trabajo usaremos hipersuperficies pa-
ra modelar el colapso gravitacional de un cuerpo astrof́ısico. En este caṕıtulo
se introducirán los conceptos de la primera forma fundamental (o métrica indu-
cida) y la segunda forma fundamental (o curvatura extŕınseca), y se mostrará
que la información geométrica intŕınseca de la hipersuperficie está codificada
en la primera forma fundamental, mientras que la segunda forma fundamental
está ı́ntimamente asociada a la forma en que está encajada la hipersuperficie,
es decir, la información geométrica extŕınseca. En conjunto, estas dos cantida-
des caracterizan la hipersuperficie en cuestión como una subvariedad encajada
en una variedad. Esto se hace evidente en la última ecuación del caṕıtulo, la
ecuación de Gauss-Weingarten.

2.1. Definición de hipersuperficies y su vector
normal.

Consideremos la variedad del espaciotiempo 4 dimensional. Una hipersuper-
ficie 3 dimensional es una subvariedad del espaciotiempo en cuestión que puede
ser definida mediante una relación entre las coordenadas de la variedad, es decir,
mediante una función Φ tal que

Φ(xα) = 0, (2.1)

17
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o bien considerando las coordenadas del espaciotiempo como dependientes de
tres parámetros ya (a=1, 2, 3), los cuales etiquetan cada punto de la hipersuper-
ficie por lo que se les conoce como coordenadas de la hipersuperficie, es decir,
si ya son las coordenadas de la hipersuperficie,

xα = xα(ya). (2.2)

Esto es análogo al caso de superficies 2 dimensionales encajadas en espacios
3 dimensionales, donde, por ejemplo, se puede definir la 2 esfera mediante la
función de las coordenadas

Φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 −R2 = 0,

o bien mediante las relaciones

x = RSin(θ)Cos(φ), y = RSin(θ)Sin(φ), z = RCos(θ).

Una hipersuperficie Σ puede ser espacial, temporal, o bien nula; las hipersu-
perficies con las que trataremos serán temporales, por lo tanto desde ahora nos
enfocaremos en el caso de Σ temporal.

Notemos ahora que la derivada direccional de la función Φ, Φ,α , es un vec-
tor ortogonal a la hipersuperficie que define debido a que dicha función sólo
vaŕıa en las direcciones que conducen fuera de la hipersuperficie. Imponiendo
normalización, tenemos que el vector normal está dado por

nα =
Φ,α

|gµνΦ,µ Φ,ν |1/2
, (2.3)

de modo que

nαnα = 1, (2.4)

como es de esperarse de un vector tipo espacio.

2.2. Métrica Inducida

Buscamos ahora la métrica inducida a Σ por medio de las ecuaciones pa-
ramétricas xα = xα(ya). Para esto simplemente hay que aplicar el pull − back
a la métrica del espaciotiempo en cuestión:

hab := gαβe
α
ae
β
b , (2.5)

donde

eαa :=
∂xα

∂ya
(2.6)

es el jacobiano del encajamiento de Σ en el espaciotiempo y hab es la métri-
ca inducida o primera forma fundamental. Es importante tener en cuenta que
aunque hab se comporta como tensor bajo transformaciones ya → ya′ de las
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coordenadas de Σ, se comporta como un escalar bajo transformaciones de las
coordenadas del espaciotiempo xα− > xα′.

Notemos que dxα = eαady
a, es decir, los entes eαa son las componentes de la

base de 1-formas tangentes a Σ (se comportan como un vector bajo transfor-
maciones del tipo ya− > ya′, y de hecho los vectores {eαa}a=1,2,3 son tangentes
a Σ pues inducen desplazamientos a lo largo de cada uno sus tres parámetros).
De modo que se deben cumplir las relaciones de ortogonalidad eαanα = 0.

El intervalo restringido a Σ toma la forma

ds2
Σ = habdy

adyb. (2.7)

Por otro lado, sabemos que el push-forward de hab (la inversa de la métrica
inducida), el cual está dado por

hαβ = habeαae
β
b , (2.8)

es un tensor tangente a Σ, lo cual implica que no contiene información de la
geometŕıa en las direcciones perpendiculares a Σ. Dicho esto, resulta evidente
que si queremos expresar a la métrica completa gαβ como una combinación de
hαβ y otro término,

gαβ = hαβ + fαβ ,

el término fαβ deberá contener la información de las direcciones perpendiculares
a Σ. Evidentemente el mejor candidato es el vector normal a la hipersuperficie
multiplicado por algún factor que dependa de los puntos p del espaciotiempo:

fαβ = f(p)nαnβ .

Sin embargo, dado que

nα = gαβnβ = (hαβ + fαβ)nβ = hαβnβ + fαβnβ = habeαae
β
b nβ + f(p)nαnβnβ ,

y usando la ortogonalidad entre los vectores tangentes y normales a Σ aśı como
la ec(2.4), tenemos que f(p) = 1. Finalmente, se obtiene la relación

gαβ = hαβ + nαnβ . (2.9)

2.3. Geometŕıa intŕınseca y extŕınseca.

Una hipersuperficie Σ, en su calidad de variedad, tiene su propio espacio
tangente; analizaremos cómo se relaciona este espacio tangente con el del espa-
ciotiempo.

El push forward de un tensor Aab... del espacio tangente de Σ al del espacio-
tiempo está dado por

Aαβ... = Aab...eαae
β
b ... (2.10)
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Dado que nαA
αβ... = Aab...eαae

β
b ...nα = 0 (pues eαanα = 0), tenemos que Aαβ...

es un tensor tangente a Σ. Aśı mismo, si contamos con un tensor Bαβ... en el es-
paciotiempo, no necesariamente tangente a Σ, podemos aplicarle genéricamente
el pull back para obtener el tensor asociado en el espacio tangente a Σ, Bab...:

Bab... = Bαβ...e
α
ae
β
b ... (2.11)

Al igual que la métrica inducida, Bab... y Aab... se comportan como tensores
bajo transformaciones ya− > ya′, pero como escalares bajo transformaciones
xα− > xα′.

Es muy importante tener en cuenta que al aplicar el pull-back a un tensor
Bαβ... no tangencial a Σ, se está perdiendo su información en la dirección de nα
pues Bab... es puramente tangencial a la hipersuperficie. Por lo tanto, el push-
forward del dual a Bab..., B

ab... = Bmn...h
amhbn..., es decir, B′αβ = Bab...eαae

β
b ...,

no necesariamente es el dual a el tensor original Bαβ... pues la información
perdida en la dirección ortogonal a Σ no se recuperó.

Por otro lado, si Aαβ... es tangente a Σ, entonces se cumple simultáneamente
que

Aab... = Amn...h
amhbn... Aαβ... = Aµν...g

αµgβν ... (2.12)

Aαβ... = Aab...eαae
β
b ... Aab... = Aαβ...e

α
ae
β
b ... (2.13)

lo cual reafirma el papel de hab como la métrica de Σ pues ”sube” y ”baja”́ındi-
ces.

Consideremos ahora un vector Aα que satisface todo lo anterior (y por lo
tanto es tangente a Σ). Usando las ecuaciones 2.9, 2.8, la ortogonalidad entre
Aµ y nµ, y la ecuación 2.10, la derivada covariante de este vector a lo largo de

eβb es

Aα;β e
β
b = gαµAµ;β e

β
b

= (hαµ + nαnµ)Aµ;β e
β
b

= (hameαae
µ
m + nαnµ)Aµ;β e

β
b

= ham(Aµ;β e
µ
me

β
b )eαa + (nµAµ;β e

β
b )nα

= ham(Aµ;β e
µ
me

β
b )eαa + (−nµ;β A

µeβb )nα

= ham(Aµ;β e
µ
me

β
b )eαa −Aa(nµ;β e

µ
ae
β
b )nα.

En este punto introducimos dos términos sumamente importantes: para cual-
quier vector tangente a Σ, Aµ, y su vector normal, nµ, definimos

Aa|b, := Aα;β e
α
ae
β
b (2.14)

y
Kab := nα;βe

α
ae
β
b (2.15)
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Sustituyendo las ecuaciones 2.14 y 2.15 en la derivada covariante de Aα tenemos
que

Aα;β e
β
b = (hamAm|b)e

α
a −AaKabn

α.

Sin embargo, como veremos enseguida, la ecuación 2.14 define una derivada
covariante intŕınseca a Σ que es compatible con hab, es decir que ham|b = 0.
Utilizando esto, finalmente obtenemos una expresión para la derivada covariante
de un vector tangente a Σ que separa la parte tangencial (primer término) de
la parte normal (segundo término):

Aα;β e
β
b = Aa|be

α
a −AaKabn

α. (2.16)

Desarrollemos la ecuación 2.14. Utilizando el producto de Leibniz para deri-
vadas, las ecuaciones 2.11 y 2.10, el hecho de que Aa se comporta como escalar
en el espaciotiempo completo y la regla de la cadena, se sigue que

Aa|b = Aα;β e
α
ae
β
b

= (Aαe
α
a );β e

β
b −Aαe

α
a ;β e

β
b

= Aa;β e
β
b −A

dedαe
α
a ;β e

β
b

=
Aa
∂xβ

∂xβ

∂yb
− hcdeαa ;β edαe

β
bAc

= Aa,b−hcdeαa ;β edαe
β
bAc.

Definimos ahora los coeficientes de la derivada intŕınseca:

Γcab = hcdeαa ;β edαe
β
b . (2.17)

Tenemos aśı la expresión para la derivada covariante intŕınseca

Aa|b = Aa,b−ΓcabAc. (2.18)

Para demostrar que esta derivada inducida en efecto es compatible con la
métrica inducida, basta ver que

hab|c = hαβ ;γ e
α
ae
β
b e
γ
c

= (gαβ − nαnβ);γ e
α
ae
β
b e
γ
c

= gαβ ;γe
α
ae
β
b e
γ
c − (nα;γ nβe

α
ae
β
b e
γ
c + nβ ;γ nαe

α
ae
β
b e
γ
c )

= 0.

Donde la última igualdad se explica por la compatibilidad de la métrica con la
derivada del espaciotiempo y el hecho de que eαanα = 0. Siguiendo el procedi-
miento usual para expresar los śımbolos de Christoffel en términos de la métrica,
se tiene que

Γcab =
1

2
hcd(had,b + hbd,a − hab,d). (2.19)
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Con lo desarrollado hasta aqúı, podemos entender el primer término del
lado derecho en la ecuación 2.16 como la parte tangencial e intŕınseca a Σ de la
derivada covariante de un vector tangente a la hipersuperficie en cuestión. ¿Qué
hay acerca del segundo término?.

El término Kab := nα;β e
α
ae
β
b en la ecuación 2.16 es conocido como curvatura

extŕınseca o segunda forma fundamental (hay que tener cuidado de no confundir
este segundo nombre con el de las p-formas de una variedad). La curvatura
extŕınseca resulta ser simétrica en sus dos ı́ndices siempre que los vectores de la
base tengan derivada de Lie nula cuando se transportan entre ellos (eαa ;βe

β
b =

eαb ;βe
β
a)

nα;βe
α
ae
β
b = −nαeαa ;βe

β
b = −nαeαb ;βe

β
a = nα;βe

α
b e
β
a .

Es decir,
Kab = Kba. (2.20)

De lo anterior se sigue que en la definición de la curvatura extŕınseca única-
mente sobrevive la parte simétrica de la derivada del vector normal, n(α;β), pero
esta es precisamente la derivada de Lie de la métrica en la dirección normal a
Σ:

Kab =
1

2
( Lngαβ)eαae

β
b . (2.21)

Con esto en mente es evidente que la curvatura extŕınseca está muy re-
lacionada con la forma en la que está encajada la hipersuperficie dentro del
espaciotiempo, pues depende de cómo cambia la métrica en la dirección normal
a la superficie.

La traza de la curvatura extŕınseca está dada por

K := habKab = nα;α. (2.22)

Hemos dado una interpretación a los dos términos que aparecen del lado
derecho de la ecuación 2.16. Para concluir esta parte del caṕıtulo, sustituiremos
en dicha ecuación el vector Aα = eαa (Ac = δca):

eαa ;βe
β
b = Γcabe

α
c −Kabn

α. (2.23)

La expresión 2.23 es conocida como la ecuación de Gauss-Weingarten y ha-
ce expĺıcito el hecho de que la forma en que está encajada la hipersuperficie
(curvatura extŕınseca) hace que falle el definir una geometŕıa intŕınseca de la
hipersuperficie puramente en términos de cantidades inducidas con pull-back o
push-forward.

Toda la geometŕıa del espaciotiempo, según la relatividad general, está co-
dificada en la métrica debido a que la conexión es compatible con la derivada
covariante, lo cual unifica la estructura métrica y la estructura af́ın. En este
caṕıtulo se desarrolló una derivada covariante que es compatible con la métrica
inducida en una hipersuperficie. Sin embargo, de acuerdo a lo que se mencio-
na en el parrafo anterior, la métrica hab de la hipersuperficie, en su calidad de
cantidad inducida, no define completamente la geometŕıa de la hipersuperficie
dentro del espaciotiempo; hace falta considerar la curvatura extŕınseca Kab. En
conjunto, hab y Kab definen la geometŕıa de la hipersuperficie.



Caṕıtulo 3

Condiciones de juntura

Consideremos una hipersuperficie que parte el espaciotiempo en dos regio-
nes, V + y V −. ¿Es f́ısicamente posible, en el marco de la teoŕıa de la relatividad
general, tener una geometŕıa en V − y una geometŕıa totalmente diferente en
V +? En el intento por dar respuesta a esta cuestión han surgido las llamadas
condiciones de juntura formuladas por G. Darmois en 1927, las cuales a pesar
de no ser las únicas son las más útiles debido a su formulación covariante y rela-
tivamente sencilla. Es de notar la confusión existente en torno a la equivalencia
entre las diferentes condiciones de juntura que se han formulado [15]. En este
caṕıtulo desarrollaremos las condiciones de juntura de Darmois y veremos que la
discontinuidad en la segunda forma fundamental está asociada con la presencia
de materia en el cascarón.

3.1. Sistemas de coordenadas

Sea Σ una hipersuperficie que divide al espaciotiempo en las dos regiones
V + y V −. En V + la geometŕıa está descrita por la métrica g+

αβ y se puede

instalar el sistema de coordenadas {xα+}, en V − la geometŕıa está descrita por
la métrica g−αβ y se puede instalar el sistema de coordenadas {xα−}. Los sistemas
de coordenadas {xα±} pueden diferir entre ellos, sin embargo supondremos que
existe un tercer sistema de coordenadas {xα} que traslapa en V + con {xα+}
y en V − con {xα−}. Además se asume la existencia de un único sistema de
coordenadas {ya} a ambos lados de la hipersuperficie. Tanto xα como ya se
suponen cont́ınuas al pasar de V − a V +. Por convención, nα apunta de V −

hacia V +.

Supongamos ahora que la hipersuperficie es atravesada perpendicularmente
por una congruencia de geodésicas espaciales parametrizadas por la distancia
propia l, y ajustamos la parametrización de modo que l = 0 sobre Σ, l <
0 en V − y l > 0 en V +. Adaptamos ahora el sistema de coordenadas a la
superficie tomando las coordenadas xα = (l, xa), donde l es la distancia propia
de las geodésicas y xa son las coordenadas en las direcciones perpendiculares a
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24 CAPÍTULO 3. CONDICIONES DE JUNTURA

la geodésica. Evidentemente, en este sistema de coordenadas el vector normal
estará dado por

nα = ∂αl. (3.1)

Se define la discontinuidad en el tensor A al atravesar Σ como

[A] := A(V +)|Σ −A(V −)|Σ.

Dado que las coordenadas xα y ya son cont́ınuas al pasar de V − a V +, se sigue
directamente que

[nα] = 0

[eαa ] = 0.
(3.2)

Para nuestro desarrollo de las condiciones de juntura de Darmois, se vuelve
necesario introducir la función de distribución de Heaviside Θ(l) y tres de sus
principales propiedades:

Θ(l) =


1, l > 0

0, l < 0

indeterminado, l = 0

Θ2(l) = Θ(l), Θ(l)Θ(−l) = 0,
d

dl
Θ(l) = δ(l), (3.3)

donde δ(l) es la distribución de Dirac.

3.2. Primera condición de juntura

Con ayuda de la distribución de Heaviside podemos expresar la métrica de
todo el espaciotiempo en las coordenadas xα como[22]

gαβ = Θ(l)g+
αβ + Θ(−l)g−αβ . (3.4)

De lo aprendido en relatividad general, al buscar situaciones f́ısicamente
posibles resulta razonable pedir en primera instancia una transición suave en la
curvatura del espaciotiempo al pasar de V − a V +. Para calcular la curvatura
debemos empezar por derivar la métrica:

gαβ,γ = Θ(l)g+
αβ,γ + Θ(−l)g−αβ,γ + Θ,γ(l)g+

αβ + Θ,γ(−l)g−αβ
= Θ(l)g+

αβ,γ + Θ(−l)g−αβ,γ + Θ,l(l)(∂γ l)g
+
αβ + Θ,l(l)(−∂γ l)g−αβ

= Θ(l)g+
αβ,γ + Θ(−l)g−αβ,γ + δ(l)nγg

+
αβ − δ(l)nγg

−
αβ .

(3.5)

Es decir,
gαβ,γ = Θ(l)g+

αβ,γ + Θ(−l)g−αβ,γ + δ(l)nγ [gαβ ]. (3.6)

El último término en la primer derivada de la métrica produce una divergencia
al evaluarla en Σ (debido a la delta de Dirac), lo cual impide un comportamiento
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suave del tensor de Riemann (recordemos que este depende de las primeras y
segundas derivadas de la métrica). Para eliminar esta divergencia en la curvatura
se impone

[gαβ ] = 0. (3.7)

Aunque esta no es una expresión covariante pues sólo es válida en las coorde-
nadas xα, notemos que es equivalente a

g+
αβ = g−αβ . (3.8)

De la ecuación 3.2, e+α
a = e−αa := eαa , de donde se sigue que la expresión 3.8 es

equivalente a

g+
αβe

α
ae
β
b = g−αβe

α
ae
β
b ,

pero esta última ya es una expresión covariante pues involucra únicamente a la
métrica inducida a ambos lados de Σ, la cual es un escalar en el espaciotiempo
completo. La primera condición de juntura es entonces:

[hab] = 0. (3.9)

3.3. Segunda condición de juntura.

De acuerdo con la primera condición de juntura los śımbolos Christoffel están
dados por

Γγαβ =
1

2
gγµ{gαµ,β + gβµ,α − gαβ,µ}

=
1

2
{Θ(l)gγµ+ + Θ(−l)gγµ− }{(Θ(l)g+

αµ,β + Θ(−l)g−αµ,β) + (Θ(l)g+
µβ,α

+ Θ(−l)g−µβ,α)− (Θ(l)g+
αβ,µ + Θ(−l)g−αβ,µ)}.

Utilizando las propiedades de la distribución de Heaviside descritas en la ecua-
ción (3.3), los términos cruzados se anulan y se obtiene la expresión

Γγαβ =
1

2
{Θ(l)gγµ+ (g+

αµ,β+g+
µβ,α−g

+
αβ,µ)+Θ(−l)gγµ− (g−αµ,β+g−µβ,α−g

−
αβ,µ)},

lo cual es simplemente

Γγαβ = Θ(l)Γ+γ
αβ + Θ(−l)Γ−γαβ . (3.10)

Hasta este punto la primera condición de juntura garantiza que no haya
divergencias en la curvatura, sin embargo, un cálculo idéntico al de la ec. (3.5),
muestra que

Γγαβ,δ = Θ(l)Γ+γ
αβ,δ + Θ(−l)Γ−γαβ,δ + δ(l)[Γγαβ ]nδ. (3.11)
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Nuevamente aparece una divergencia en el último término del lado derecho; para
eliminarla basta imponer

[Γγαβ ] = 0. (3.12)

Pero esta vuelve a ser una expresión válida únicamente en el sistema de coor-
denadas xα; transformarla en una expresión covariante es un poco más sutil.

Notemos primero que nα,β = ∂β∂αl = 0 y por lo tanto

[nα;β ] = [−Γγαβnγ ]

= −[Γγαβ ]nγ

La curvatura extŕınseca está dada entonces por

[Kab] = [nα;βe
α
ae
β
b ]

= [nα;β ]eαae
β
b

= −[Γγαβ ]nγe
α
ae
β
b .

La ĺınea de razonamiento es la siguiente: [Γγαβ ] = 0 ⇐⇒ Γ+γ
αβ = Γ−γαβ ⇐⇒

Γ+γ
αβnγe

α
ae
β
b = Γ−γαβnγe

α
ae
β
b ⇐⇒ [Γγαβ ]nγe

α
ae
β
b = 0 ⇐⇒ [Kab] = 0.

La segunda condición de juntura (que garantiza una transición suave en la
curvatura al pasar de V − a V +) es

[Kab] = 0. (3.13)

3.4. Tensor de enerǵıa momento superficial.

Las dos condiciones de juntura de Darmois,

[hab] = 0 y [Kab] = 0,

garantizan una transición suave en el tensor de Riemann al pasar de V − a V +.
Sin embargo, si la segunda condición falla, la misma teoŕıa de la relatividad
general nos permite dar una interpretación f́ısica muy natural a la divergencia
de la curvatura: La divergencia es causada por una distribución de materia o
enerǵıa.

Para hacer menos grandes las cuentas, se define

καβ := [gαβ,γn
γ ] = [gαβ,γ ]nγ , (3.14)

de donde al multiplicar por nγ se tiene

[gαβ,γ ] = καβnγ . (3.15)
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Reescribimos los śımbolos de Christoffel en términos de καβ :

[Γγαβ ] = [
1

2
gγµ{gαµ,β + gβµ,α − gαβ,µ}]

=
1

2
gγµ[gαµ,β + gβµ,α − gαβ,µ]

=
1

2
gγµ([gαµ,β ] + [gβµ,α]− [gαβ,µ])

=
1

2
gγµ(καµnβ + κβµnα − καβnµ).

Contrayendo ı́ndices, esto se reduce a

[Γγαβ ] =
1

2
(κγαnβ + κγβnα − καβn

γ). (3.16)

Supongamos que la segunda condición falla (la primera condición se mantie-
ne), entonces la derivada de los śımbolos de Christoffel está dada por la ecuación
(3.11). Insertando esto en el cálculo del tensor de Riemann se obtiene

Rαβγδ = Γαβδ,γ − Γαβγ,δ + ΓαεγΓεβδ − ΓαεδΓ
ε
βδ

= (Θ(l)Γ+α
βδ,γ+Θ(−l)Γ−αβδ,γ+δ(l)[Γαβδ]nγ)−(Θ(l)Γ+α

βγ,δ+Θ(−l)Γ−αβγ,δ+δ(l)[Γ
α
βγ ]nδ)

+ (Θ(l)Γ+α
εγ + Θ(−l)Γ−αεγ )(Θ(l)Γ+ε

βδ + Θ(−l)Γ−εβδ )

− (Θ(l)Γ+α
εδ + Θ(−l)Γ−αεδ )(Θ(l)Γ+ε

βγ + Θ(−l)Γ−εβγ )

Nuevamente, en virtud de las propiedades de Θ(l), se anulan los términos cru-
zados. Factorizando las funciones Θ y δ se obtiene

Rαβγδ = Θ(l)(Γ+α
βδ,γ − Γ+α

βγ,δ + Γ+α
εγ Γ+ε

βδ − Γ+α
εδ Γ+ε

βγ )

+ Θ(−l)(Γ−αβδ,γ − Γ−αβγ,δ + Γ−αεγ Γ−εβδ − Γ−αεδ Γ−εβγ ) + δ(l)([Γαβδ]nγ − [Γαβγ ]nδ).

Definiendo R±
α
βγδ en V ± como de costumbre, tenemos que

Rαβγδ = Θ(l)R+α
βγδ + Θ(−l)R−αβγδ + δ(l)Aαβγδ, (3.17)

donde hemos definido el término singular en el tensor de Riemann como

Aαβγδ = [Γαβδ]nγ − [Γαβγ ]nδ. (3.18)

Se contraen ı́ndices en (3.17) para obtener el tensor y el escalar de Ricci, y a
su vez el tensor de Einstein Gαβ = Rαβ − 1

2Rgαβ . Sustituyendo esto en las
ecuaciones de campo de la relatividad general,

Gαβ = 8πTαβ ,

y siguiendo la linea de razonamiento de este caṕıtulo, es fácil ver que

Θ(l)G+
αβ + Θ(−l)G−αβ + δ(l)(Aαβ −

1

2
Agαβ) = 8πTαβ ,
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donde Aαβ = Aµαµβ , A = Aαα. De modo que al separar el tensor de enerǵıa-
momento en lo que corresponde a la región V +, T+

αβ , y lo que corresponde a la

región V −, T−αβ , también se debe añadir un término proporcional a δ(l), es decir

Tαβ = Θ(l)T+
αβ + Θ(−l)T−αβ + δ(l)Sαβ . (3.19)

De la ec. (3.19), se asocia a

8πSαβ ≡ Aαβ −
1

2
Agαβ (3.20)

con el tensor de enerǵıa-momento superficial de Σ. Es decir que el fallo de la
segunda condición de juntura se asocia a una distribución de materia superfi-
cial que impide que la curvatura extŕınseca sea la misma a ambos lados de la
hipersuperficie.

Sustituyendo (3.16) en (3.18), se tiene que el término δ en el tensor de
Riemann es

Aαβγδ =
1

2
(καδ nβnγ − καγnβnδ − κβδnαnγ + κβγn

αnδ). (3.21)

Para obtener el término singular en el tensor de Ricci simplemente se contraen
ı́ndices (α = γ):

Aαβ := Aµαµβ =
1

2
(κµαn

µnβ + κµβn
µnα − κnαnβ − καβ), (3.22)

donde κ := καα. Una contracción más nos devuelve el término divergente en el
escalar de curvatura:

A := Aαα = κµνn
µnν − κ. (3.23)

Sustituyendo (3.22) y (3.23) en (3.20) podemos escribir

16πSαβ = κµαn
µnβ + κµβn

µnα − κnαnβ − καβ − (κµνn
µnν − κ)gαβ , (3.24)

Ahora estamos en condiciones de hacer fácilmente el producto entre Sαβ y nα:

Sαβn
α =

1

16π
(κµαn

µnβn
α + κµβn

µ − κnβ − καβnα − κµνnµnνnβ + κnβ) = 0.

Por lo tanto Sαβ es un tensor tangente a Σ y en consecuencia satisface las ecs
(2.12) y (2.13) (véase comentario previo a dichas ecuaciones). Calculemos el
tensor asociado en el espacio tangente a Σ usando la ec. (3.24):

Sab ≡ Sαβeαae
β
b =

1

16π
(−καβeαae

β
b − (kµνn

µnν − κ)hab)

=
1

16π
(−καβeαae

β
b − (kµν(gµν − hmneµmeνn)− κ)hab)

=
1

16π
(−καβeαae

β
b − (κ− hmnκµνeµmeνn − κ)hab)

=
1

16π
(−καβeαae

β
b + hmnκµνe

µ
me

ν
nhab)
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Para simplificar esta relación, notemos que al multiplicar (3.16) por nγ se
obtiene

[Γγαβ ]nγ =
1

2
(καγnβ + κβγnα − καβnγ)nγ

=
1

2
(καγnβn

γ + κβγnαn
γ − καβ),

y ya se obtuvo que [Kab] = [nα;β ]eαae
β
b = −[Γγαβ ]nγe

α
ae
β
b , por lo tanto

[Kab] =
1

2
καβe

α
ae
β
b . (3.25)

La ec. (3.25) nos permite reescribir de manera elegante el tensor de enerǵıa
momento como

Sab = − 1

8π
([Kab]− [K]hab). (3.26)

Es más clara ahora la interpretación de el salto en la curvatura extŕınseca
al atravesar Σ como la manifestación de una capa delgada de materia sobre Σ
que induce un tensor de enerǵıa momento.

En conclusión, las condiciones de Juntura de Darmois e Israel,

[hab] = 0 = [Kab],

garantizan una transición suave en la geometŕıa del espaciotiempo entre las dos
regiones del espaciotiempo, V − y V +, separadas por una hipersuperficie Σ. Si
la curvatura extŕınseca no es la misma a ambos lados, se revela la existencia
de una capa (infinitesimalmente) delgada de materia distribuida sobre Σ, la
cual a su vez explica la singularidad en la transición entre las dos regiones del
espaciotiempo.
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Caṕıtulo 4

Cascarón

El colapso gravitacional de una estrella cargada puede ser sumamente com-
plicado de describir. Sin embargo, el formalismo recién desarrollado nos permite
abordar el colapso gravitacional de un cascarón constitúıdo de la misma materia
de la que estaŕıa compuesta la estrella pero en cuyo interior no hay materia. La
situación f́ısica de una estrella es evidentemente diferente a la de un cascarón
debido, entre otras cosas, a que la estrella presenta una presión en su interior,
mientras que el cascarón sólo padece una presión superficial. Si consideramos
un polvo sin presión esta diferencia pareciera desaparecer y suena muy plausi-
ble obtener, con el formalismo aplicado a cascarones, resultados semejantes a
los que se obtendŕıan para la situación más realista de una estrella rellena de
materia. Veamos qué resultados arroja este formalismo en comparación a lo que
se espera de lo visto en la sección de singularidades.

4.1. Planteamiento f́ısico del cascarón

Un cascarón es una hipersuperficie f́ısica hecha de una distribución de mate-
ria cuya proyección en el espacio es una esfera, es decir, para cualquier valor fijo
de la coordenada temporal, el intervalo cuadrado corresponde al de la 2 esfera;
ds2 = a2(dθ2 + sin2θdϕ2). El cascarón que analizaremos está hecho de pol-
vo cargado eléctricamente, sin presión y es homogéneo e isotrópico. Bajo estas
condiciones el cascarón tendrá la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) con constante de curvatura positiva, la cual, en las coordenadas
ya = (τ, θ, ϕ), toma la forma:

ds2 = −dτ2 + a2(τ)(dθ2 + sin2(θ)dϕ2) = −dτ2 + a2(τ)dΩ2; (4.1)

donde dΩ2 = dθ2+sin2θdϕ2 es el elemento de ángulo sólido y τ el tiempo propio
del cascarón. Aśı, la métrica del cascarón tiene componentes

hττ = −1, hθθ = a2(τ), hϕϕ = a2(τ)sin2(θ). (4.2)
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Por otro lado, el tensor de enerǵıa momento sobre el cascarón está dado por

Sab = σuaub, (4.3)

donde σ es la densidad de materia y ua la cuadrivelocidad del cascarón.
Al estar compuesto de materia, el cascarón sufrirá un colapso gravitacional,

sin embargo asumiremos también que la simetŕıa esférica se mantiene durante
todo el colapso.

4.2. Exterior del cascarón

Dada la simetŕıa esférica y la carga eléctrica, el exterior del cascarón estará
determinado por la métrica de Reissner-Nordstrom, es decir que en coordenadas
xα = (t, r, θ, ϕ)

ds2
+ = −(1− 2M

r
+
Q2

r2
)dt2 + (1− 2M

r
+
Q2

r2
)
−1

dr2 + r2dΩ2

≡ −f+(r)dt2 + f−1
+ (r)dr2 + r2dΩ2,

(4.4)

donde se ha definido

f+(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
.

Dicho de otra forma, las componentes no nulas de la métrica (y su inversa) son

gtt = −f+, grr = f−1
+ , gθθ = r2, gϕϕ = r2sin2θ

gtt = −f−1
+ , grr = f+, gθθ = r−2, gϕϕ = r−2sin−2θ.

(4.5)

Debido al colapso, las coordenadas t y r del cascarón se vuelven dependientes del
tiempo propio τ , es decir, t|Σ = t|Σ(τ) y r|Σ = r|Σ(τ); es conveniente entonces
definir:

t|Σ(τ) ≡ T (τ), r|Σ(τ) ≡ R(τ); (4.6)

por otro lado, las coordenadas angulares son constantes debido a la simetŕıa del
colapso:

θ|Σ = θ, ϕ|Σ = ϕ.

Aśı pues, los vectores base de la hipersuperficie eαa no nulos son

etτ = Ṫ (τ) erτ = Ṙ (4.7)

eθθ = 1 eϕϕ = 1, (4.8)

donde el punto representa la derivada respecto a τ . A partir de esto podemos
calcular las componentes distintas de cero de la métrica inducida en el cascarón
desde el exterior, hab = gαβe

α
ae
β
b ,

hττ = gtte
t
τ

2
+ grre

r
τ

2, hθθ = gθθe
θ
θ

2
, hϕϕ = gϕϕe

ϕ
ϕ

2,
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donde se sobreentiende la evaluación de la métrica sobre Σ. Haciendo las res-
pectivas sustituciones y definiendo f+|Σ = F+ obtenemos las componentes

hττ = −F+Ṫ
2 + F−1

+ Ṙ2, hθθ = R2, hϕϕ = R2Sin2(θ), (4.9)

por lo tanto la métrica inducida sobre el cascarón desde el exterior es

ds2
+|Σ = −(F+Ṫ

2 − F−1
+ Ṙ2)dτ2 +R2dΩ2. (4.10)

Comparando (4.10) y (4.2) se obtiene la primera condición de juntura (en la
siguiente sección igualaremos esto mismo a las componentes inducidas desde el
interior)

F+Ṫ
2 − F−1

+ Ṙ2 = 1; R(τ) = a(τ) (4.11)

o equivalentemente, multiplicando por F+,

F+Ṫ =

√
Ṙ2 + F+ ≡ β+(R, Ṙ). (4.12)

Por otro lado, de la ec. (4.7) y las relaciones de ortogonalidad eαanα = 0 se
demuestra que

nθ = 0, nϕ = 0 y ntṪ + nrṘ = 0 (⇒ nt = −nrṘ/Ṫ ). (4.13)

Por lo tanto la condición de normalización, gαβnαnβ = 1, es

1 = gttn2
t + grrn2

r

= −F−1
+ n2

t + F+

(
ntṪ

Ṙ

)2

,

donde además se usaron las componentes de la métrica descritas en (4.5). Mul-
tiplicando por F+ y despejando nt, obtenemos

nt = −
(

F+

(F+Ṫ )2/Ṙ2 − 1

)1/2

= −

(
F+Ṙ

2

(F+Ṫ )
2 − Ṙ2

)1/2

= −

(
F+Ṙ

2

Ṙ+ F+ − Ṙ2

)1/2

= −Ṙ,

donde se usó la ec. (4.12) en la penúltima igualdad y se escogió el signo menos
para que el vector normal apunte en la dirección positiva de la coordenada
temporal (pues siendo un colapso, Ṙ < 0). Por lo tanto nt = −Ṙ y con esto
obtenemos que

nα = (−Ṙ, Ṫ , 0, 0). (4.14)
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Teniendo las componentes del vector normal estamos en condiciones de
calcular la segunda forma fundamental del cascarón inducida desde el exte-
rior. Notemos que, debido a las relaciones de ortogonalidad, 0 = (nαe

α
τ );β =

nα;βe
α
τ + nαe

α
τ ;β , es decir, nα;βe

α
τ = −nαeατ ;β . Por lo tanto,

Kττ = −nαeατ ;βe
β
τ

= −ntetτ ;βe
β
τ − nrerτ ;βe

β
τ .

Usando los śımbolos de Christoffel no nulos para Schwarzschild [9] (las compo-
nentes no nulas son las mismas que las de Reissner-Nordström) se encuentra
una expresión para la primer derivada:

−ntetτ ;βe
β
τ = Ṙ

(
etτ ,βe

β
τ + Γtβαe

α
τ e
β
τ

)
= Ṙ

(
Ṫ,β

∂xβ

∂τ
+ F−1F ′Ṫ Ṙ

)
= Ṙ

(
Ṫ,τ + F−1F ′Ṫ Ṙ

)
= Ṙ

(
T̈ + F−1F ′Ṫ Ṙ

)
,

donde la prima sobre F representa la derivada respecto a r. La segunda derivada
es

−nrerτ ;βe
β
τ = −Ṫ

(
erτ ,βe

β
τ + Γrβαe

α
τ e
β
τ

)
= −Ṫ

(
R̈+

1

2
FF ′Ṫ 2 +

1

2
F (F−1)

′
Ṙ2

)
Insertando estos dos términos en Kττ , se obtiene

Kττ = ṘT̈ + F−1F
′
Ṫ Ṙ2 − Ṫ R̈− 1

2
FF

′
Ṫ 3 − 1

2
F (F−1)

′
Ṙ2Ṫ . (4.15)

Después un poco de álgebra usando la primera condición de juntura (ver Apéndi-
ce A), se obtiene

Kττ = − β̇+

Ṙ
. (4.16)

Por otro lado,

Kθθ = nα;βe
α
ae
β
b = nθ;θ = −Γαθθnα = −Γrθθnr = FRṪ , (4.17)

y
Kϕϕ = nϕ;ϕ = −Γrϕϕnr = FRSen2(θ)Ṫ . (4.18)

Usando la métrica (4.2) para subir un ı́ndice a las expresiones (4.16), (4.17) y
(4.18), se encuentran las componentes de la curvatura extŕınseca en su forma
más simple:

Kτ
+τ

=
β̇+

Ṙ
, Kθ

+θ
=
β+

R
, Kϕ

+ϕ
=
β+

R
. (4.19)
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4.3. Interior del Cascarón

El interior del cascarón, dada la simetŕıa esférica y el vaćıo en el que se
encuentra, está determinado por la métrica de Minkoski, la cual tiene la forma

ds2
− = −f−(r)dt2 + f−1

− (r)dr2 + r2dΩ2,

donde convenientemente hemos definido f−(r) = 1 pues de esta forma podemos
hacer una calca de los cálculos en el exterior del cascarón, es decir

Ṫ 2 − Ṙ2 = 1, (4.20)

y por lo tanto, la primera condición de juntura desde el interior es

Ṫ =
√

1 + Ṙ2 ≡ β−(Ṙ). (4.21)

El vector normal tendrá la misma forma y las componentes de la curvatura
extŕınseca serán

Kτ
−τ =

β̇−

Ṙ
, Kθ

−θ =
β−
R
, Kϕ

−ϕ =
β−
R
. (4.22)

Tenemos todo lo necesario para deducir la dinámica del cascarón.

4.4. Ecuación de Movimiento

Insertando las ecuaciones (4.19) y (4.22) en la ec. (3.26), se encuentra que

Sτ τ = − 1

8π

(
β̇+ − β̇−

Ṙ
− (

β̇+ − β̇−
Ṙ

+ 2
β+

R
− 2

β−
R

)

)
.

Sθθ = Sϕϕ = − 1

8π

(
β+ − β−

Ṙ
− (

β̇+ − β̇−
Ṙ

+ 2
β+

R
− 2

β−
R

)

)
.

(4.23)

Simplificando estas expresiones,

Sτ τ =
β+ − β−

4πR
y Sθθ = Sϕϕ =

1

8π

(
β̇+ − β̇−

Ṙ
+
β+ − β−

R

)
. (4.24)

Pero el cascarón está hecho de polvo sin presión por lo que su tensor de enerǵıa
momento está dado por la expresión (4.3) donde la cuadrivelocidad es

ua =
∂ya

∂τ
= (1, 0, 0)

y nuevamente usamos la métrica (4.2) para bajar ı́ndices.
Las ecuaciones de movimiento son entonces

−σ =
β+ − β−

4πR
y 0 =

1

8π

(
β̇+ − β̇−

Ṙ
+
β+ − β−

R

)
. (4.25)
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De la segunda ecuación se sigue que

β̇+ − β̇−
Ṙ

= −β+ − β−
R

⇒
∫
−dR
R

=

∫
d(β+ − β−)

β+ − β−

Al integrar esta expresión tenemos que

(β+ − β−)R = cte ≡ −m, (4.26)

lo cual no tiene una interpretación directa, sin embargo, al sustituir en la primer
ecuación de (4.25), resulta (y justifica la sugerente definición de la constante)
que

4πR2σ = m(= cte), (4.27)

es decir que la cantidad 4πR2σ permanece constante a lo largo del colapso, y
dado que es el producto del área del cascarón con su densidad de materia, nos
invita a pensar en la masa en reposo del sistema a la cual le llamamos m.

Volviendo a la ecuación (4.26), sustituyendo las definiciones (4.12) y (4.21)
obtenemos que √

1 + Ṙ2 −
√
F+ + Ṙ2 =

m

R

Entonces, √
1 + Ṙ2 − m

R
=

√
F+ + Ṙ2,

elevando al cuadrado y sustituyendo la definición de F+ = 1− 2M/R+Q2/R2

se obtiene

1 + Ṙ2 +
m2

R2
− 2m

R

√
1 + Ṙ2 = 1 + Ṙ2 − 2M

R
+
Q2

R2
.

Multiplicando por R/2, se obtiene la ecuación de movimiento:

M = m
√

1 + Ṙ2 +
Q2 −m2

2R
. (4.28)

La ecuación (4.28) da pie a la interpretación de M como la enerǵıa total
del sistema pues se expresa como la suma de la enerǵıa total relativista (pri-
mer término del lado derecho) y la potencial eléctrica y gravitacional (segundo
término). En esta expresión se involucran todas las constantes que caracterizan
el sistema: la masa gravitacional M, la carga eléctrica total del cascarón Q y la
masa en resposo del cascarón m = 4πR2σ; aśı como las cantidades dinámicas
de interés: R y Ṙ.

La solución general de la ecuación (4.28) está dada por∫
mR√

(M2 −m2)R2 +M(m2 −Q2)R+ 1
4 (m2 −Q2)

2
dR = −τ + cte, (4.29)

donde el signo menos del lado derecho corresponde al hecho de que se trata
de un colapso. Usando las condiciones iniciales se puede expresar el valor de
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m en términos de M y Q. Por ejemplo, si imponemos que el cascarón parta
del reposo (Ṙ = 0) en el radio inicial (digamos R0 = 100), se cumple que

M = m + Q2−m2

200 , es decir m = 100 ±
√

10000− 200M +Q2. La gráfica para
estas condiciones iniciales se muestra en las figuras 4.1 y 4.21, donde se observa
que el cascarón colapsa a un punto (pues R = 0 para un tiempo propio finito)
independientemente de si se cumple Q > M o Q < M ; esto significa que el
espaciotiempo que resulta del colapso tiene una singularidad en el origen.

Figura 4.1: Radio del cascarón en función de su tiempo propio según la ecuación
de movimiento (4.28) para los valores de Q = 10 y M = 15.

Figura 4.2: Radio del cascarón en función de su tiempo propio según la ecuación
de movimiento (4.28) para los valores de Q = 30 y M = 20.

1Insertando unidades, la figura 4.1 es para los valores
√
G/c4ε0Q = 10m y GM/c2 = 15m

mientras 4.2 es para
√
G/c4ε0Q = 30m y GM/c2 = 20m.
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En el siguiente caṕıtulo se buscarán las condiciones bajo las cuales esta
singularidad es producida sin que en el proceso se obtenga un horizonte, es
decir, las condiciones suficientes para producir una singularidad desnuda.



Caṕıtulo 5

Cascarón desnudo

Como ya se mencionó en el primer caṕıtulo, la hipótesis de la censura cósmi-
ca propuesta por Roger Penrose en 1969 [21], en su formulación débil, afirma
que toda singularidad, salvo el Big-Bang, debe estar cubierta por un horizonte
de eventos; en otras palabras, las singularidades desnudas no se pueden presen-
tar en la naturaleza. Una motivación para esta conjetura surge de reflexionar lo
siguiente: Dado que las singularidades son entes no comprensibles con la relativi-
dad general, la teoŕıa con la que se pretende explicar el espaciotiempo externo a
una singularidad, ninguna región causalmente conectada con un observador f́ısi-
co puede ser afectada por la singularidad, pues de no ser aśı se pierde el carácter
determinista de la teoŕıa. Sin embargo existen ejemplos de espaciotiempos en
los que se produce una singularidad desnuda. En este último caṕıtulo mostra-
remos, usando la ecuación de movimiento y una part́ıcula de prueba, (y tras
un primer intento infructuoso en el que se usa otro criterio) que un cascarón
cargado eléctricamente también puede dar origen a una singularidad desnuda.

5.1. Criterio de asintoticidad

En el primer caṕıtulo se mostró que, para un observador externo en infinito,
una part́ıcula cayendo a un agujero negro se acerca asintóticamente al horizonte
de eventos pero jamás lo cruza. La expresión analitica de este hecho toma la
forma

dt

dr

r−→rh−−−−→∞, (5.1)

donde rh es el radio al cual se encuentra el horizonte de eventos, cuyo valor se
encontró calculando las ráıces de la ecuación gtt = 0. Dado que identificamos
una singularidad desnuda con la ausencia de un horizonte de eventos, se propone
buscar una expresión para el radio al cual se presenta este fenómeno usando las
ecuaciones de el cascarón para, de acuerdo a tal expresión, establecer las con-
diciones bajo las cuales no es posible formar un horizonte de eventos y obtener
aśı una singularidad desnuda.

39
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En particular, el comportamiento asintótico al horizonte será observado en
las part́ıculas mismas que componen al cascarón que colapsa. La cuadrivelocidad
de una de estas part́ıculas está dada por

FṪ 2 − F−1Ṙ2 = 1. (5.2)

Por otro lado, despejando Ṙ2 de la ecuación (4.25) se tiene que

Ṙ2 =

(
M

m
− Q2 −m2

2mR

)2

− 1. (5.3)

Ahora se divide la ecuación de la cuadrivelocidad entre Ṙ2 y se sustituye la
ecuación 5.3, obteniendo que

F

(
Ṫ

Ṙ

)2

− F−1 =

((
M

m
− Q2 −m2

2mR

)2

− 1

)−1

. (5.4)

Identificamos ahora Ṫ
Ṙ

= dT
dR . Tras un poco de álgebra, la relación anterior se

convierte en (
dT

dR

)2

=
F +

(
M
m −

Q2−m2

2mR

)2

− 1

F 2

((
M
m −

Q2−m2

2mR

)2

− 1

) . (5.5)

Este resultado ya es alentador: el radio en el que dt
dr −→∞, se obtiene igualando

el denominador a cero, cuya primer solución es F = 0, pero F = −gtt, es decir,
una solución usando este criterio para encontrar un horizonte de eventos coincide
con lo obtenido en el primer caṕıtulo. Por otro lado, el resultado de igualar a
cero el término entre paréntesis del denominador es

Rh =
Q2 −m2

2(M −m)
. (5.6)

En primera instancia este resultado parece interesante pues se obtiene una ex-
presión sencilla, en términos de los parámetros M y Q, para localizar un hori-
zonte de eventos. Desde esta perspectiva, esta expresión es semejante a la de la
ecuación (1.10) e invita a pensar en la posibilidad de que un cascarón produce
un horizonte de eventos no identificado en el análisis del caṕıtulo 1. Siguiendo
esta ĺınea de razonamiento, este resultado nos permite indentificar una singu-
laridad desnuda derivada del cascarón con las condiciones Q < m < M o con
Q > m > M pues en este caso la solución de la ecuación (5.6) es un radio negati-
vo, es decir, no existe en la naturaleza. Para darle sustento a este razonamiento
seŕıa necesario mostrar que estas condiciones son f́ısicamente posibles según la
ecuación (4.25). Sin embargo, sólo comparando con esa misma ecuación, se ob-
serva que la ecuación (5.6) refiere al radio inicial que se obtiene de la ecuación
(4.25) cuando el cascarón parte del reposo (Ṙ = 0), lo cual tiene mucho sentido
pues si parte del reposo, también se cumple dR

dT = 0, es decir, dT
dR = ∞. Esto

indica que este desarrollo en realidad no aporta un método útil para identificar
la formación de una singularidad desnuda.
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5.2. Criterio de hipersuperficie nula

Una transformación conforme se caracteriza por preservar ángulos. Por lo
tanto en un diagrama de Penrose, siendo este el resultado de una transformación
conforme de un espaciotiempo, aquellas curvas y superficies que tengan carácter
nulo (es decir, una inclinación de 45◦) representan curvas que en el espaciotiempo
original también son nulas. Teniendo esto en cuenta, se sigue de las figuras
1.3 y 1.4 que la hipersuperficie del horizonte de eventos del espaciotiempo de
Reissner-Nordström (cuando existe) es nula. Usaremos ahora este criterio para
identificar el radio al que se puede descubrir un horizonte de eventos alrededor
de la singularidad producida por el colapso del cascarón.

Consideremos una part́ıcula sobre el cascarón moviéndose tangencialmen-
te. Una part́ıcula sobre una superficie nula sólo puede moverse a la velocidad
de la luz, es decir que su cuadrivelocidad es u2 = 0. De modo que cuando la
hipersuperficie del cascarón coincida con un horizonte de eventos, la part́ıcu-
la necesariamente deberá moverse a la velocidad de la luz y la norma de su
cuadrivelocidad será nula.

La cuadrivelocidad de esta part́ıcula, en las coordenadas del cascarón, está
dada por

va =
d

dλ
(τ, θ, φ) =

(
vτ , vθ, vϕ

)
, (5.7)

donde λ es el tiempo propio de la part́ıcula, el cual no necesariamente es el
mismo que el del cascarón (τ). Por simplicidad, supongamos que la part́ıcula
se mueve sobre el plano ecuatorial θ = π/2 a velocidad constante, cunpliéndose
entonces vϕ = cϕ = cte y vθ = 0. En este caso se tiene que

v2 = habv
avb = hττ

(
dτ

dλ

)2

+ hϕϕc
2
ϕ

= −
(
dτ

dλ

)2

+R2c2ϕ,

(5.8)

donde se usaron las componentes de la métrica en las coordenadas del cascarón.
Supongamos que existe un radio Rh tal que en ese punto v2 = 0, entonces se
cumple (

dτ

dλ

)2

= R2
hc

2
ϕ ≡ C2

R. (5.9)

Por lo tanto se puede escribir que

v2 = −C2
R +R2C2

ϕ (5.10)

Usando ahora la primera condición de juntura desde el exterior, es decir, usando
que FṪ 2 − F−1Ṙ2 = 1, tenemos que

v2 = −(FṪ 2 − F−1Ṙ2)C2
R +R2C2

ϕ (5.11)

Por lo tanto, la condición v2 = 0 puede ser escrita como

−FṪ 2C2
R + F−1Ṙ2C2

R + C2
R = 0. (5.12)
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Buscamos ahora soluciones de la forma

FṪ 2 = C1

F−1Ṙ2 = C2,
(5.13)

donde C1 y C2 son constantes que satisfacen −C2
RC1 + C2

RC2 + C2
R = 0.

De las ecuaciones (5.13) se sigue directamente que

FṪ 2 =
C1

C2
F−1Ṙ2. (5.14)

Sustituyendo esto último en la relación FṪ 2 − F−1Ṙ2 = 1 se obtiene que(
C1

C2
− 1

)
F−1Ṙ2 = 1, (5.15)

es decir

Ṙ2 =
C2

C1 − C2
F ≡ CF. (5.16)

Comparando esto con la ecuación de movimiento (5.3), y sustituyendo la defi-
nición de F , se tiene que

C

(
1− 2M

R
+
Q2

R2

)
=

(
M

m
− Q2 −m2

2mR

)2

− 1. (5.17)

Las ráıces de la ecuación (5.17) tienen una expresión muy larga por lo que
este es un buen punto para dar valores a algunas de las constantes que hasta
aqúı han aparecido. La expresión para las ráıces se simplifica considerablemente
si tomamos

C = −1/2. (5.18)

Antes de escribir las ráıces dadas por esta elección, veamos qué implicaciones
tiene. El escoger C = −1/2 es, por definición,

C2

C1 − C2
= −1

2
, (5.19)

lo cual implica C1 = −C2. Pero estas constantes deben satisfacer la ecuación
−C1C

2
R + C2C

2
R + C2

R = 0. Entonces se tiene que C2
R(2C2 + 1) = 0, es decir

que C2 = −1/2 y por lo tanto C1 = 1/2. En principio no hay nada que impida
tomar estos valores para las constantes que aparecen en la ecuación (5.13).

Bajo estas suposiciones, el radio en el que la part́ıcula de prueba se mueve
a la velocidad de la luz (ráıces de la ec. (5.17)), es decir, el punto en el que el
cascarón coincide con un horizonte de eventos, es

Rh =
MQ2 ±

√
M2Q4 −

(
M2 − m2

2

)
(Q4 +m4)

2M2 −m2
. (5.20)
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Tenemos ahora la expresión que nos permite buscar las condiciones bajo
las cuales el colpaso del cascarón da origen a una singularidad desnuda. Estas
condiciones surgen de forzar el radio de la ecuación (5.20) a ser imaginario, es
decir, el término dentro de la ráız debe ser negativo (análogamente al termino
dentro de la ráız de la ecuación (1.10)). Esto, tras un poco de álgebra conduce
a

Q4 < m2
(
2M2 −m2

)
. (5.21)

La región del plano M − Q que satisface esta desigualdad se muestra som-
breada en la figura 5.1.

Figura 5.1: Regiones en las que se satisface la desigualdad (5.21); condicionado a
que C = −1/2, un cascarón cuyos parámetros M y Q están en la zona sombreada
darán origen a una singularidad desnuda.

Se observa que la condición es simétrica respecto al signo de la carga eléctrica
(como es de esperarse) y que la formación de una singularidad desnuda derivada
del cascarón, bajo los criterios señalados, es plausible debido a la amplia región
del plano que satisface la desigualdad 5.21 (zona sombreada). Además, al graficar
la ecuación de movimiento (4.29) con algunos valores de M y Q que estén dentro
de la región sombreada, digamos Q = 30 y M = 50 (y fijando la constante de
integración, cte = 40 en este caso), se observa que en efecto el cascarón colapsa
hasta R = 0 en un tiempo propio finito τ ≈ 123, formándose aśı una singularidad
(véase figura 5.2). Esto indica que, bajo los criterios señalados en este trabajo, el
colapso gravitacional de un cascarón de polvo sin presión cargado eléctricamente
puede formar una singularidad desnuda.
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Figura 5.2: Radio de un cascarón con Q = 30 y M = 50 en función de su
tiempo propio. El sistema parte del reposo en R = 100. Bajo estas condiciones,
aplicando los criterios desarrollados en este trabajo, no se produce un horizonte
de eventos. Dado que el cascarón colapsa a R = 0 en un tiempo propio finito,
este proceso daŕıa origen a una singularidad desnuda.

Es muy importante, sin embargo, también tener en cuenta que estas condicio-
nes son derivadas de imponer C = −1/2, lo cual se hizo por mera conveniencia
algebráica, sin tener en cuenta justificación f́ısica alguna. Es posible entonces
que la desigualdad (5.21) no sea válida en un sistema real; y en su lugar habŕıa
que buscar unas condiciones que obedezcan un valor f́ısicamente sustentado de
C.



Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo era estudiar la posibilidad de que el
colapso gravitacional de un cascarón culmine en una singularidad desnuda.

Siguiendo el formalismo de cascarones desarrollado por W. Israel en su
art́ıculo de 1969, donde aplica las condiciones de juntura primeramente for-
muladas por Darmois, se demostró que esto es posible en el caso de un cascarón
infinitamente delgado constituido por un polvo homogéneo sin presión y cargado
elécrticamente en cuyo interior el espaciotiempo es plano y está descrito por la
métrica de Minkowski, y cuyo exterior se encuentra en electrovaćıo dando lugar
a la métrica de Reissner-Nordström. Además el cascarón parte del reposo.

Nuestro método para detectar el horizonte de un agujero negro derivado del
cascarón, o “cascarón negro”, consiste en analizar la norma de la 3-velocidad de
una part́ıcula de prueba que se mueve a lo largo del cascarón durante el proceso
de colapso. Cuando la part́ıcula se mueve en el plano ecuatorial a velocidad
azimutal constante, encontramos el radio al cual la part́ıcula se mueve a la
velocidad de la luz y asociamos este fenómeno al momento en el que el cascarón
coincide con una hipersuperficie nula, es decir, con el horizonte de eventos. Una
vez que se tiene la expresión anaĺıtica para el radio del horizonte, con el fin
de simplificar las cuentas se hace una elección de una constante, lo cual es
crucial para el resultado final. Las condiciones para que el radio del horizonte
sea imaginario son las condiciones para que se forme una singularidad desnuda
a partir del cascarón, o un “cascarón desnudo”. Esta condición se expresa por
medio de la desigualdad (5.21). Las regiones del plano M − Q que satisfacen
este criterio se muestran en la figura 5.1.

En la figura 5.2 se muestra el colapso de un cascarón cuya carga y masa
satisfacen la desigualdad (5.21). Se observa que el cascarón colapsa hasta R = 0,
lo que significa que, bajo los criterios aqúı señalados y tomando C = −1/2, el
proceso del colapso de un cascarón de polvo sin presión cargado eléctricamente
puede dar origen a una singularidad desnuda.

Ya existe una variedad de trabajos donde se dan ejemplos de singularidades
sin horizonte de eventos [13, 1, 25], (aunque no se hab́ıa utilizado el modelo de
un cascarón para tales fines). La aportación de este trabajo es que aún con el
modelo más sencillo de un colapso gravitacional (cascarones) es posible producir
una singularidad desnuda. La posibilidad de que las singularidades desnudas
ocurran de manera natural en el universo, para cuya detección se han derivado
ya algunos métodos que consisten en utilizar lentes gravitacionales o corrimiento
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al rojo [20, 8], queda abierta.
La elección muy particular de C = −1/2 no tiene a priori ningún argumento

de por qué es f́ısicamente razonable o por qué no, y es muy importante tener en
cuenta que el resultado obtenido se basó en esta elección por lo que un siguiente
paso puede ser buscar un valor de C f́ısicamente sustentado.



Apéndice A

Cálculo de la curvatura
extŕınseca

Partimos de la expresion (4.15):

Kττ = ṘT̈ + F−1F
′
Ṫ Ṙ2 − Ṫ R̈− 1

2
FF

′
Ṫ 3 − 1

2
F (F−1)

′
Ṙ2Ṫ .

Notemos primero que como F−1F = 1, entonces
(
F−1F

)′
= 0 y por lo tanto

F (F−1)
′

= −F−1F
′

Entonces tenemos que

Kττ = ṘT̈ − Ṫ R̈− 1

2
FF

′
Ṫ 3 +

3

2
F−1F

′
Ṫ Ṙ2

=
1

Ṙ

(
Ṙ2T̈ − ṘṪ R̈− 1

2
FḞ Ṫ 3 +

3

2
F−1Ḟ Ṫ Ṙ2

)
.

Recordemos ahora que FṪ 2 − F−1Ṙ2 = 1, es decir FṪ 2 = 1 + F−1Ṙ2. Sustitu-
yendo esto obtenemos que

Kττ =
1

Ṙ

(
Ṙ2T̈ − ṘṪ − 1

2
Ḟ Ṫ

(
1 + F−1Ṙ2

)
+

3

2
F−1Ḟ Ṫ Ṙ2

)
=

1

Ṙ

(
Ṙ2T̈ − ṘṪ R̈− 1

2
Ḟ Ṫ + F−1Ḟ Ṫ Ṙ2

)
.

Por otro lado, por definición β(R, Ṙ) = FṪ =
√
Ṙ2 + F . Derivando en cada

término se tiene que

β̇ = Ḟ Ṫ + FT̈ =
2ṘR̈+ Ḟ

2β
.

Manipulando los dos últimos términos, es fácil ver que β
(
Ḟ Ṫ + FT̈

)
− Ḟ

2 = ṘR̈.

Sustituyendo ahora esto en la última expresión de la curvatura extŕınseca se
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tiene que

Kττ =
1

Ṙ

(
Ṙ2T̈ − FḞ Ṫ 3 − F 2Ṫ 2T̈ +

1

2
Ḟ Ṫ − 1

2
Ḟ Ṫ + F−1Ḟ Ṫ Ṙ2

)
=

1

Ṙ

(
T̈
(
Ṙ2 − F 2Ṫ 2

)
+ Ḟ Ṫ

(
F−1Ṙ2 − FṪ 2

))
=

1

Ṙ

(
FT̈

(
F−1Ṙ2 − FṪ 2

)
− Ḟ Ṫ

)
=
−1

Ṙ

(
FT̈ + Ḟ Ṫ

)
= − β̇

Ṙ
.

De modo que

Kττ = − β̇
Ṙ
.
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[15] K. Lake. Revisiting the darmois and lichnerowicz junction conditions.

[16] T. Maudlin. Philosophy of Physics: Space and Time. Princeton University
Press, 2012.

[17] H. A. C. Montero. Un estudio sobre los agujeros negros estacionarios. 2014.

[18] D. Nunez, H. Quevedo, and D. Sudarsky. How short can the hair of a black
hole be? 1995.

[19] N. Ortiz, O. Sarbach, and T. Zannias. Observational distinction between
black holes and naked singularities: the role of the redshift function. Clas-
sical and Quantum gravity, 32(24), November 2015.

[20] N. Ortiz, O. Sarbach, and T. Zannias. Shadow of a naked singularity. Phys.
Rev. D, 92:044035, Aug 2015.

[21] R. Penrose. Gravitational collapse: The role of general relativity. Riv.
Nuovo Cimento, 1:252–276, 1969.

[22] E. Poisson. A Relativist’s Toolkit: The Mathematics of Black-Hole Mecha-
nics. Cambridge university press, 2004.

[23] D. J. Raine. Mach’s Principle in General Relativity. Monthly Notices of
the Royal Astronomical Society, 171:507–528, 1975.

[24] W. Rudnicki. Acta Phys. B, 29:981, 1998.

[25] J. M. M. Senovilla and R. Vera. Cylindrically symmetric dust space-time.
Class. Quant. Grav., 17:2843, 2000.

[26] R. M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press, 1984.


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. El Espaciotiempo
	Capítulo 2. Hipersuperficies
	Capítulo 3. Condiciones de Juntura
	Capítulo 4. Cascarón
	Capítulo 5. Cascarón Desnudo
	Conclusiones
	Bibliografía

