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Introduccion

En el marco de la teoria de la relatividad general, el colapso gravitacional
de un cuerpo cuya densidad estd por encima de un valor critico da origen a
una singularidad de curvatura[26] en el espaciotiempo que puede o no estar
cubierta por una hipersuperficie llamada horizonte de eventos. Cuando se pre-
senta un horizonte de eventos el sistema se conoce como agujero negro; cuando
la singularidad no esta cubierta por un horizonte de eventos se le conoce como
singularidad desnuda. En general, un agujero negro como estado final inmediato
de un colapso es un sistema sumamente energético, y su dindmica depende de
muchos parametros. En consecuencia la descripicion del espaciotiempo generado
por estos objetos es una tarea sumamente complicada. Sin embargo, durante la
formacién de un agujero negro se radia energia en forma de ondas gravitacio-
nales, de modo que si se deja pasar suficiente tiempo un agujero negro aislado
perdera energia hasta convertirse en un sistema estacionario. Por otro lado, ain
siendo estacionario, la fisica de un agujero negro podria depender, por ejemplo,
del tipo de materia que compone al sistema. Esta posibilidad queda anulada
segun la conjetura de no pelo, la cual, en esencia, establece que para caracteri-
zar un agujero negro estacionario en presencia de un campo electromagnético es
necesario conocer unicamente tres parametros: masa, carga eléctrica y momento
angular (agujero negro de Kerr-Newmann); mientras que un agujero negro esta-
cionario en vacfo depende sélo de dos pardmetros: masa y momento angular *.
La métrica asociada a este ltimo espaciotiempo es la de Kerr[14], la cual repre-
senta el espaciotiempo exterior a un cuerpo de masa M rotando con momento
angular especifico a = J/M. En caso de existir, el horizonte de eventos de Kerr
se encuentra en un radio r, = M + v M?2 — a2 por lo que si los pardmetros del
sistema cumplen a > M, no puede existir horizonte de eventos y se obtiene una
singularidad desnuda.

El tema de las singularidades desnudas ha sido un tanto polémico debido
a que atenta contra la predictibilidad del espaciotiempo pues en este caso la
singularidad (un objeto no descriptible con la relatividad general) puede afectar
causalmente las regiones del espaciotiempo que se pretenden describir con la
relatividad general. Para evitar este conflicto, la conjetura de la censura césmica,
formulada por R. Penrose en 1969 [21], establece que un colapso gravitacional no

1Si bien existen ejemplos en los que se demuestra la invalidez de esta conjetura, en [18] se
propone una versién méas “modesta” que es valida atin en los ejemplos donde la primera no lo
es.
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puede tener como estado final una singularidad desnuda, al menos bajo ciertas
condiciones fisicamente razonables. Si bien no se ha logrado una demostracion
formal de la censura césmica (con el rigor de los teoremas de singularidades
de Hawking[10]), se han realizado estudios que parecen corroborar su validez.
Por ejemplo, se ha demostrado [6, 2, 24] que en sistemas astrofisicos comunes,
rodeados por discos de acrecién, una singularidad desnuda de Kerr es un sistema
altamente inestable que decae rapidamente a un agujero negro de Kerr. También
se ha mostrado que bajo ciertas condiciones un colapso gravitacional no puede
conducir a una singularidad desnuda, si no a un agujero negro. Todo esto indica
que al menos las singularidades desnudas (de Kerr) no son objetos muy comunes
en la naturaleza y que las singularidades quedan ocultas por un horizonte de
eventos, es decir, invisibles para un observador en infinito.

Por otro lado, se han realizado estudios [12] sobre el colapso gravitacional
fisicamente razonable de una distribucién inhomogénea de materia (lo cual es
de hecho més realista que asumir una distribucién perfectamente homogénea).
Se ha encontrado que existe un valor critico de inhomogeneidad, por debajo del
cual se forma un agujero negro. Pero si el grado de inhomogeneidad rebasa ese
valor, el colapso da origen a una singularidad desnuda. Ademads, la formacién
de una singularidad desnuda se ve favorecida a medida que el colapso ocurre
més rapidamente y sin simetria esférica. En [13] se muestra que dentro de la
familia de soluciones de Tolman-Bondi existe un subgrupo de soluciones que
derivan en una singularidad desnuda. Estos hechos abren la posibilidad de que
las singularidades desnudas realmente existan en la naturaleza?.

Por todo esto es necesario continuar la discusién sobre la posibilidad de la
existencia de singularidades desnudas. Ese es el objetivo de este trabajo. Para
ello analizaremos uno de los modelos més sencillos del colapso gravitacional, el
cual consiste en una distribucién de materia infinitamente delgada idealmente
concentrada en un cascardn.

A pesar de que se trata de un modelo muy simple, vale la pena explorarlo
pues se aplica de manera exacta todo el formalismo de cascarones desarrollado
por W. Israel [11]. Este formalismo devuelve las condiciones necesarias para que
el espaciotiempo admita un cascarén que lo divide en dos subvariedades métri-
cas (M1,q1) v (Ma, g2). Cuando el cascarén es imaginario y sélo tiene sentido
como frontera entre las dos regiones, la geometria de cada subvariedad se esco-
ge arbitrariamente y mediante las condiciones de juntura de Darmois, es decir,
continuidad de la primera y la segunda forma fundamental inducida, se fijan las
condiciones necesarias para encajar los dos espaciotiempos, las cuales pueden
o no tener sentido fisico. Sin embargo, cuando el cascarén no es inicamente la
frontera entre dos regiones espaciotemporales y tiene sentido fisico por si mismo,
es decir, cuando estd compuesto de materia, la segunda condiciéon de juntura

2En [19] incluso se propone un método para discriminar observacionalmente entre la forma-
cién de una singularidad desnuda y un agujero negro usando el corrimiento al rojo de fotones
que atraviesan el centro de una nube inhomogenea de polvo que colapsa. En [20] se generaliza
el tratamiento a fotones con momento angular, lo cual produce una especie de sombra cuyas
propiedades dependen también del resultado final del colapso (presencia o ausencia de un
horizonte de eventos).
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falla y entonces se asocia el tensor de energia momento propio del cascarén con
la discontinuidad en la segunda forma fundamental inducida desde el interior
y el exterior del cascarén. De este modo se obtienen las condiciones necesarias
para encajar dos espaciotiempos en la superficie de un cascaron.

En este trabajo el cascarén esta consituido por polvo (sin presién) cargado
eléctricamente, por lo que el exterior estda dado por el espaciotiempo de Reissner-
Nordstrém, mientras que el interior se fija como el espaciotiempo plano de Min-
kowski. En las condiciones que se obtienen se involucra el radio y su derivada
respecto al tiempo propio del cascarén, asi como los parametros que caracteri-
zan los espaciotiempos, la masa y la carga. Estas condiciones toman la forma
de la ecuaciéon de movimiento del cascarén mismo.

Debido a la dindmica (no necesariamente estacionaria) del cascarén, no es
posible utilizar vectores y horizontes de Killing para encontrar el horizonte de
eventos de la manera habitual. En su lugar, usamos la norma de la 3-velocidad
de una particula de prueba que se mueve a lo largo del cascarén. Buscamos el
radio en el que es cero e interpretamos eso como el punto en el que el cascarén
coincide con una hipersuperficie nula, es decir, el horizonte de eventos. Esta
asociacién se debe a que una particula dentro de una hipersuperficie nula debe
moverse a la velocidad de la luz. Bajo ciertas condiciones, encontramos una
expresion analitica para el radio del horizonte, y de ahi la condicién para que
no exista. El colapso de un cascarén que obedezca esta condicién dara lugar a
una singularidad desnuda.

Para presentar los resultados obtenidos dividimos el trabajo en las siguientes
partes:

En el capitulo 1 se hace un breve recuento de las singularidades de curvatura
en la relatividad general asi como de las caracteristicas globales del espaciotiem-
po de Reissner-Nordstrom usando diagramas de Penrose.

En el capitulo 2 se introducen los conceptos de la primera forma funda-
mental (o la métrica inducida) y de la segunda forma fundamental (o curvatura
extrinseca). A lo largo del capitulo se muestra que toda la informacién geométri-
ca de una hipersuperficie (encajada) en un espaciotiempo estd codificada en las
dos formas fundamentales inducidas.

En el capitulo 3 desarrollamos las condiciones de juntura de Darmois siguien-
do el razonamiento de W. Israel y E. Poisson.

En el capitulo 4 se aplican las condiciones de juntura para obtener la ecua-
cién de movimiento de un cascarén infinitamente delgado constituido por polvo
sin presién cargado eléctricamente. Ademas graficamos el colapso del cascarén
para unos valores determinados de masa y carga eléctrica, sujetos ademas a la
condicién inicial de que el cascarén parte del reposo.

En el capitulo 5 desarrollamos dos criterios para obtener el radio del hori-
zonte de eventos. En un primer intento se obtiene una expresion analitica, pero
posteriormente se discute por qué no es ttil y de hecho repetitiva. Finalmente
aplicamos el criterio discutido en esta introduccién para obtener el radio del
horizonte, asumiendo ademéas un valor conveniente para una constante. Bus-
cando las condiciones para que el radio sea imaginario se obtiene una relacién
relativamente simple entre los pardmetros de masa y carga sujetos a la misma
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condicion incial del capitulo 4 y se obtiene una grafica donde se observa que,
bajo tales condiciones, la formacion de una singularidad desnuda derivada del
cascarén es posible.

En la seccién de conclusiones se hace una reflexién respecto a los resultados
obtenidos.



Capitulo 1

El espaciotiempo

Uno de los grandes logros de la teoria de la relatividad general de Eins-
tein es el acertado cambio de paradigma respecto a la teoria de Newton. En su
articulo de 1914[7], Einstein inicia con argumentos machianos para contrariar
la idea del espacio absoluto de Newton. Si bien su teoria no incorpora el prin-
cipio de Mach debido a la existencia de soluciones en vacio donde los objetos
giran y sienten fuerzas inerciales [23] (como en el espaciotiempo de Kerr), sf le
sirvié como guia para desechar el concepto de sistemas de referencia preferen-
tes, fuertemente ligado a la geometria que casi inconscientemente se asignaba
al espaciotiempo. La geometria del espaciotiempo de la mecanica de Galileo y
Newton se asumia de manera axiomdtica y en general incuestionada; consta de
una estructura euclideana tres-dimensional para cada instante de tiempo [16],
donde el tiempo es una coordenada absoluta en el sentido de que transcurre a
un mismo ritmo en todo punto del espacio e independientemente del estado de
movimiento del reloj. El cambio de paradigma fue ya no asumir esta geometria
y permitir que sea una variable de la fisica. En este capitulo se estudiardn dos
geometrias posibles del espaciotiempo segun la relatividad general, en las cuales
se presentan dos fendémenos sin precedentes en la fisica cldsica: una singulari-
dad en el espaciotiempo mismo y un horizonte de eventos. El estudio de estas
patologias se aborda mediante diagramas de Penrose en el espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom.

1.1. Singularidades

El resultado de incorporar el principio de equivalencia, el principio de cova-
riancia y otras consideraciones de geometria Riemanniana tales como compa-
tibilidad de la métrica con la derivada covariante (lo cual unifica la estructura
afin y la estructura métrica del espaciotiempo) son las ecuaciones de campo de
Einstein, las cuales ligan la geometria del espaciotiempo con la distribucién de
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materia que hay en él:

1 81G
R, — §ng = CTTW' (1.1)
Poco tiempo después de encontrar las primeras soluciones a las ecuaciones de
Einstein, se descubrié que algunas de estas presentan singularidades en el es-
paciotiempo, entendiendo el término de singularidad como un comportamiento
divergente en la magnitud fisica de interés: la curvatura. Tras decadas de estu-
dio, el problema de las singularidades en relatividad general se ha vuelto mas
sutil de lo que empezo, pues las divergencias en el tensor de curvatura no son las
unicas patologias que puede presentar un espaciotiempo [26]. Y ain més, la no-
cién de singularidad como un lugar del espaciotiempo no tiene sentido, pues este
se define como una variedad pseudo riemanniana (”bien comportada”) en todos
sus puntos, y evidentemente una singularidad no tiene un comportamiento suave
en el espaciotiempo. Este tipo de razonamientos han llevado a los fisicos tedricos
a elevar la discusion de singularidades a un nivel mucho mas complejo. Intentan-
do dar una definicién apropiada de singularidad se han desarrollado conceptos
como “g-boundary” y “b-boundary”, los cuales pretenden devolver la nocién
de singularidad como un lugar mediante la implementacién (independiente de
coordenadas) de una frontera que separa los puntos regulares del espaciotiempo
de los singulares, sin embargo hay ejemplos en los que estas fronteras tienen
comportamientos patolégicos [26]. También se ha atacado el problema de las
singularidades mediante la nocién de incompletéz geodésica: un espaciotiempo
tiene una singularidad si existe al menos una geodésica inextendible de longi-
tud finita; este concepto de singularidad es el que se utiliza en los teoremas de
singularidades [10].

A pesar de no ser la mds rigurosa (y en buena medida debido a eso), la
nocién de singularidad como la divergencia de los escalares derivados del tensor
de curvatura es la més usada. Una de las razones por las que esta nocién falla
es que un espaciotiempo cuya curvatura “explota” en infinito no es candidato
a ser llamado singular. Sin embargo, en este trabajo lidiaremos sélo con dos
espaciotiempos muy particulares y para los que esta definicién de singularidad
es suficiente.

1.2. Espaciotiempo de Schwarzschild

Sélo unos meses después de la publicacion de las ecuaciones de campo de
Einstein, el fisico Karl Schwarzschild, entonces enlistado en el frente ruso de la
primera guerra mundial, derivé la primera solucion exacta a las ecuaciones en
vacio que describe un sistema estatico con simetria esférica. A esta solucién se
le conoce como el espaciotiempo de Schwarzschild y estd descrito por la métrica
(a partir de este punto se escribirdn todas las expresiones en unidades naturales
c=1=0G)

ds®* = —(1 — %)dtQ +(1- %)_1&2 +72d6? 4 r2Sin?(0)dp?; (1.2)

T T
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véase la referencia [26] para una deduccién formal. El pardmetro M se puede
identificar con la masa del sistema tomando el limite de campo débil y comparan-
do con gravedad newtoniana. Un importante resultado en torno a esta solucién
es que es el inico espaciotiempo posible con simetria esférica en vacio; la condi-
ci6n de estaticidad es innecesaria para derivar esta solucién (véase el apéndice
B de [10] para una demostracién). Este resultado conocido como ” Teorema de
Birkhoff”serd puesto en uso en el capitulo 4.

En estas mismas coordenadas consideremos el vector r* = (9/9r)? y el vector
t* = (0/0t)* cuyas normas estdn dadas por

2M | _
rir, = gaﬁTarﬁ =g = (1 - T) .

2M
t%% = gapt®t® =g =1 — —

De acuerdo al signo del cuadrado de las normas podemos afirmar que para
valores de r > 2M estos vectores son tipo espacio y tipo tiempo respectivamente,
sin embargo, para valores de r < 2M la naturaleza de estos vectores se invierte:
el vector que era tipo espacio es ahora tipo tiempo y viceversa. Recordando el
caracter unidireccional en la dimensién temporal de las particulas, esto ya nos
estd diciendo que dentro del radio de Schwarzschild, rs = 2M, una particula
se verd forzada a ir en la direccién en la que r decrece. Esta patologia va més
alla de un simple fallo en el sistema de coordenadas que estamos usando debido
a que la norma de la cuadrivelocidad es independiente de las coordenadas que
usemos.

Un primer paso para analizar si este fenémeno realmente refleja una propie-
dad intrinseca de la geometria del espaciotiempo es observar el comportamiento
de los conos de luz pues estos determinan la causalidad del espaciotiempo. Para
esto consideremos ahora una particula tipo luz (ds? = 0) que se mueve radial-
mente (6 = cte, ¢ = cte); de la métrica (1.2) se sigue que para esta particula se

cumple
dt oM\ !
—=+(1-— . 1.3
dr ( r ) (13)
Integrando obtenemos que
t = +r* 4+ cte, (1.4)
donde r* = r+2Min(55; —1). Hacemos énfasis en que estas son las trayectorias

que siguen los rayos de luz geodésicos radiales en las coordenadas (r,t). Dicho
esto, definimos las coordenadas adaptadas a las geodésicas nulas

v=t+r",

1.5
u=t—r". (15)
Estas coordenadas son adaptadas en el sentido de que cada uno de sus valores
constantes determina una geodésica. La expresién (1.3) representa la pendiente
de los conos de luz. Evidentemente, conforme r — 2M la inclinacién de los conos
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se va haciendo mayor, % — +o00, permitiendo cada vez un menor movimiento

radial (en el exterior) para intervalos fijos de t. Dado que las particulas que cono-
cemos se deben mover dentro del cono de luz en cada punto del espaciotiempo,
esto nos dice que un observador externo estatico jamds verd que una particula
en caida radial cruce la superficie r = 2M; para el observador, dicha particula
se acercard asintéticamente a este radio pero jamas lo cruzard. Es importante
mencionar que si bien el observador externo jamas vera que la particula cruce
el horizonte, esta particula si atravesard tal superficie en un intervalo finito de
su tiempo propio [26]. En la figura 1.1 se observa la unidireccionalidad espacial
de las particulas en la regién r < 2M asi como la pendiente de los conos de luz
cerca de r = 2M.

w = constant—

Figura 1.1: Imagen recuperada y editada de [10]. El eje horizontal representa la
coordenada r y el eje vertical la coordenada t. Los conos de luz se forman de la
interseccién de las curvas etiquetadas con w y v constantes.

Es importante mencionar que para los objetos astronémicos més comunes co-
mo estrellas o planetas, esta discusion no tiene relevancia pues el valor de r = 2M
es demasiado pequetio en comparacién al radio de la superficie del cuerpo (por
ejemplo el radio de la superficie del sol es aproximadamente r = 105M, muy por
encima del llamado radio de Schwarzschild r, = 2M) y como este espaciotiempo
es solucién a las ecuaciones de Einstein en vacio, dentro del cuerpo astrofisico ya
no es valido todo lo que se pueda derivar de esta discusién. Se necesitan objetos
extremadamente densos para que se descubran estos fenémenos. Sin embargo,
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mediante un andlisis de las soluciones estaticas con simetria esférica de un fluido
perfecto (modelando el interior de una estrella), se fija una limite para la masa
en funcién del radio, M4 = %R; la teoria no permite situaciones estaticas en
sistemas con una masa mayor a esa, por lo que colapsard descubriendo even-
tualmente la superficie r = 2M. Aunque esto es valido para sistemas idealmente
esféricos, el problema del colapso ha sido estudiado de manera maés detallada
concluyendo lo siguiente: Es bien sabido que el combustible nuclear de las es-
trellas como el sol se termina en determinado momento, por lo que las fuerzas
de reacciones nucleares, que sostenian la superficie del astro contra su propia
gravedad, se acaban, dando lugar a cuerpos astrofisicos muy abundantes en el
universo llamados enanas blancas. Estos objetos fueron estudiados por el fisico
S. Chandrasekhar [5], quien ademds calculé el valor de la masa mdxima que
una enana blanca estable puede tener considerando la presién de degeneracion
de Pauli como contrapeso a la gravedad; un objeto con una masa mayor a esta
colapsara uniendo electrones con protones en un proceso de decaimiento beta
inverso formando una estrella de neutrones, cuya masa esta acotada por el limi-
te de Oppenheimer-Volkoff; si una estrella de neutrones sobrepasa esta masa,
colapsard sin tener ya ningin retén descubriendo asi la superficie del radio de
Schwarzschild.

Notemos que que si insertamos un parametro M < 0 en la métrica de Sch-
warzschild, los vectores tipo tiempo y tipo espacio no intercambiaran su natu-
raleza y nada especial ocurrird con los conos de luz en r = 2M, sin embargo
un parametro asi no tiene sentido fisico pues M estd asociado con la masa del
sistema, y es nada claro el significado de una masa negativa.

De acuerdo a la previa discusiéon sobre singularidades, el punto etiquetado
por r = 0 presenta una singularidad en el espaciotiempo de Schwarzschild. Para
ver esto basta con calcular el escalar de Kretschmann [4]

48 M2
6

RabcdRade —

)

el cual claramente diverge en r = 0.

Con lo que se ha discutido hasta ahora, la imagen que podemos tener de el
espaciotiempo generado por un objeto esféricamente simétrico que ha colapsado
a un punto matematico es uno con un agujero en r = 0 y con una envoltura
especial en r = 2M sobre la que se invierte la naturaleza de los vectores tipo
espacio y tipo tiempo y la cual, para un observador externo estatico, no puede
ser cruzada hacia dentro ni hacia fuera por una particula; a este sistema se
le llama agujero negro. La designacién de agujero proviene de la ruptura del
espaciotiempo (la curvatura es infinita en » = 0) y el adjetivo negro se debe al
hecho de que una vez que una particula (incluso un fotén) cruza la superficie
r =2M, ala que ahora llamaremos horizonte de eventos, esta no puede volver
al exterior, condicién que impide dramadaticamente obtener cualquier tipo de
informacion del interior del horizonte de eventos; no se puede ver hacia dentro.

Todos estos hechos ya nos invitan a analizar méas a detalle qué de especial
tiene la hipersuperficie r = 2M, cuya coordenada radial es la raiz de la ecuacién
gi+ = 0. La manera més elegante de hacer este andlisis es usando los diagramas
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de Penrose, y en este mismo andlisis se ve reflejado el cardcter singular del punto
r = 0. Sin embargo dejaremos ese estudio para el caso mas relevante de este
trabajo: la métrica de Reisner-Nordstrom.

1.3. Espaciotiempo de Reissner-Nordstrom

En 1916 y 1918, el ingeniero Hans Reissner y el fisico Gunnar Nordstrom
derivaron de manera independiente una generalizaciéon a la soluciéon de Sch-
warzschild. Esta generalizacién describe un sistema esféricamente simétrico y
estatico pero ya no en vacio, el tensor de energia momento asociado es el del
electromagnetismo. Esta solucién estd dada por:

oM Q2 oM Q2\ !
gt =~ (1-2M QN gy (1 oM@ dr® +r?2dQ*,  (1.6)
r r2 r r2

donde d)? = df? + sin?(0)de?. En esta solucién, ademds del pardmetro de
masa M, aparece el parametro QQ asociado a la carga eléctrica de la fuente, el
cual puede tomar cualquier valor dado que viene de la teoria de Maxwell en la
que no hay cotas sobre este pardmetro. Para el estudio de este espaciotiempo
notemos primero que, andlogamente al caso de Schwarzschild, la norma de los
vectores 1 = (9/0r)* y t* = (9/0t)* estd dada por

(1.7)

Asi mismo, en estas coordenadas las geodésicas radiales nulas estardn gober-
nadas por la ecuacion

-1
dti(12fn\4+QQ) : (1.8)

Afr)=1-"24%_ =0 (1.9)

pues en los valores donde se anula esa funcién ocurren los mismos fenémenos
descritos en la seccién anterior. Las raices de A(r) estdn dadas por

re = M+ /M2 — Q2. (1.10)

Como ya se menciond, ninguna cota existe a priori sobre el valor del parametro
Q respecto al de M, por lo que la situacién ahora se divide en tres casos: Q) < M,
Q =My Q> M. La curva asociada a A(r) se muestra para los tres casos en
la figura 1.2.
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A(r)
— (1) M2<Q?

M2 Q2 — Q=0
4 (Schwarzschild)

Figura 1.2: Imagen editada y recuperada de [3]. Gréfica cualitativa de A(r) para
las tres relaciones posibles entre M y Q.

Antes de analizar las diferentes situaciones, notemos que en cualquier caso,
el espaciotiempo tiene una singularidad en r = 0 dada por la divergencia del
escalar de Kretschmann [17]:

48 M2 20Q? Q4

abed

= 1 _— — R .
R 76 ( Mr + 6M 22 )

Rabed (1'11)

Esto significa que independientemente de los valores relativos de M y @ existe
una singularidad en r = 0. Como veremos a continuacién, esta singularidad
puede estar cubierta por un horizonte de eventos o puede estar al descubierto,
desnuda.

1.3.1. Q< M(Q < eGM)

En este caso las dos raices de la ec. (1.9) dadas por la ecuacién (1.10) son
reales. De la figura 1.2 y la ec. (1.7) es claro que en la regién r > r el vector r®
es espacialoide mientras que en la zona r_ < r < ry es temporaloide, por lo que
en esta regién se presenta la unidireccionalidad en la coordenada radial de una
particula y los conos de luz se deforman del mismo modo que en el horizonte de
eventos del espaciotiempo de Schwarzschild, por lo tanto este sistema presenta
un horizonte de eventos idéntico al del agujero negro de Schwarzschild; este es
un agujero negro cargado eléctricamente.

En la region r < r_ el vector r* recupera su caracter espacialoide y las
particulas en esta regién recobran la posibilidad de escoger en qué direccién
radial moverse, sin embargo, debido a que la superficie » = r_ es nula, una
particula que ha llegado a esta ultima zona jamas podrd cruzar esta misma
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superficie para retornar al universo del que partié. Por su parte, la singularidad
es tipo tiempo ya que, a diferencia del agujero negro de Schwarzschild, en la
region interna del agujero negro las superficies » = cte recuperan el caracter
temporaloide que tienen en el exterior. La particula se queda atrapada en la
region r < r_ donde se encuentra la singularidad.

Sin embargo, como se muestra en la figura 1.3, en la extensién maximal de
este espaciotiempo ese no es el final de la historia. Una particula P que parte
de la regién I (r > r4) cayendo al agujero negro atraviesa la superficie r = ry y
llega a la region I (r— < r < r4 ), donde las superficies r = cte son espacialoides
y son atravesadas por P hasta llegar al radio » = r_ llegando asi a la regién 111
(r < r_), la cual, por un lado, estd acotada por la singularidad » = 0, y por
otro lado esta acotada por una copia de la superficie » = r_ recién atravesada.
Esta copia de la superficie r = r_ si puede ser atravesada por P. Una particula
que ha llegado a esta region III puede cruzar una copia de la superficie por
la cual llegd para entonces encontrarse en una copia de la regién II pero esta
vez la unidireccionalidad en la coordenada radial apunta hacia una copia de la
regién I, hacia fuera del agujero negro. Asi, nuestra particula emergerd desde
un agujero blanco a una copia del universo del que partié. Esta copia, como
tal, cuenta con un agujero negro idéntico al primero al cual puede entrar para
repetir el proceso y continuar viajando asi entre copias del espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom; este es un ejemplo de un agujero de gusano.
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r=0
(singularidad)

Figura 1.3: Imagen tomada y editada de [10]. Diagrama de Penrose de la exten-
si6on maximal del espaciotiempo de Reissner-Nordstrom. Se muestra un pequenio
fragmento de la trayectoria de una particula P que entra a este agujero negro.
La superficie 7 = r_ es el horizonte de Cauchy de la seccién espacial ¢t = 0.
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1.3.2. Q= M(Q = ¢GM)

En este caso la ecuacién (1.9) sélo tiene la raiz » = M. Ademds, nuevamente
observando la figura 1.2 y teniendo en cuenta la ecuacién (1.7) podemos concluir
que el caracter temporaloide o espacialoide de los vectores no se ve alterado al ir
de la regién r > M a la region r < M y que la singularidad en » = 0 es tempo-
raloide y por lo tanto eludible. El diagrama de Penrose de la extension maximal
de este espaciotiempo nuevamente muestra estas caracteristicas y anade las co-
pias de las regiones I y III (en este caso no hay regién II) andlogamente al caso
anterior. Similarmente, una particula podra visitar diferentes copias de nuestro
universo.

r=10
(singularidad)

r=10
(singularidad)

r=0
(singularidad)

(1]

Figura 1.4: Imagen obtenida y editada de [10]. Se muestra el diagrama de Pen-
rose del espaciotiempo de Reissner-Nordstrém con Q = M.
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1.3.3. Q@ >M (Q > e¢GM)

En este caso los radios r+ de la ecuacién (1.10) son imaginarios. Por lo tanto,
como se ve en la figura 1.2, la funcién A(r) nunca se anula, lo que significa que
todas las patologias en los conos de luz y en la naturaleza de los vectores de
las que hemos venido hablando, propias de un horizonte de eventos, no se pre-
sentaran en este espaciotiempo. Un sistema que cumpla con esta caracteristica
inducird un espaciotiempo con una singularidad en » = 0 sin un horizonte de
eventos que la oculte del resto del universo; se genera una singularidad desnuda
con la condicién @ > M.

Usando el vector de Killing temporal de este espaciotiempo es sencillo obte-
ner el potencial efectivo al que una particula geodésica estara sujeta, y a partir
de este se obtiene que la particula siempre se acerca a la singularidad hasta un
punto minimo r,,;, que depende de su energia y después se aleja nuevamente;
la interaccion gravitacional se interpreta como repulsiva en ese punto.

S+
e r =00
r=0 t= constante}
(singularidad) 40
o Superficies
r = o0 homogéneas

{r = constante}

Figura 1.5: Imagen obtenida y editada de [10]. Diagrama de Penrose de la ex-
tension maximal del espaciotiempo de Reissner-Nordstrom con Q > M. La
singularidad de curvatura en r = 0 no esta cubierta por una superficie nula
(horizonte de eventos) que impida la salida de sefiales luminosas, es decir, la
observacién. Se trata de una singularidad desnuda.

Si bien el diagrama de Penrose de este espaciotiempo es el mds sencillo,
codifica una estructura espaciotemporal muy polémica debido a la controversia
respecto a la Conjetura de la censura césmica, la cual afirma que cualquier
singularidad generada por el colapso gravitacional de un cuerpo que satisfaga
ciertas condiciones de energia, quedara cubierta por un horizonte de eventos que
impedird su observacion desde cualquier punto del universo externo al sistema
que genera la singularidad. En el resto del trabajo intentaremos producir una
singularidad desnuda a partir del colapso gravitacional de un cascarén de polvo
cargado eléctricamente. Pero antes desarrollaremos dos conceptos fundamentales
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para este proposito: Hiperuperficies y condiciones de juntura.



Capitulo 2

Hipersuperficies

Una hipersuperficie es una generalizaciéon de una superficie 2-dimensional
(como un plano, una esfera o un toro) encajada en un espacio 3-dimensional; se
trata de una subvariedad de n dimensiones encajada en una variedad de dimen-
sion mayor. Este concepto tiene una amplia gama de aplicaciones en relatividad
general, donde las hipersuperficies son subvariedades 3 dimensionales de la varie-
dad 4-dimensional llamada espaciotiempo. Por ejemplo, al estudiar condiciones
iniciales se requiere de superficies de Cauchy; la causalidad estd asociada al
concepto de horizonte de Cauchy (el cual también es una hipersuperficie); los
horizontes de eventos generalmente se identifican con los horizontes de Killing
(nuevamente hipersuperficies). En nuestro trabajo usaremos hipersuperficies pa-
ra modelar el colapso gravitacional de un cuerpo astrofisico. En este capitulo
se introducirdn los conceptos de la primera forma fundamental (o métrica indu-
cida) y la segunda forma fundamental (o curvatura extrinseca), y se mostrard
que la informacién geométrica intrinseca de la hipersuperficie estd codificada
en la primera forma fundamental, mientras que la segunda forma fundamental
estd intimamente asociada a la forma en que esta encajada la hipersuperficie,
es decir, la informacién geométrica extrinseca. En conjunto, estas dos cantida-
des caracterizan la hipersuperficie en cuestién como una subvariedad encajada
en una variedad. Esto se hace evidente en la 1ltima ecuacion del capitulo, la
ecuacién de Gauss-Weingarten.

2.1. Definicion de hipersuperficies y su vector
normal.

Consideremos la variedad del espaciotiempo 4 dimensional. Una hipersuper-
ficie 3 dimensional es una subvariedad del espaciotiempo en cuestién que puede
ser definida mediante una relacién entre las coordenadas de la variedad, es decir,
mediante una funcién ® tal que

B(z*) = 0, (2.1)
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o bien considerando las coordenadas del espaciotiempo como dependientes de
tres pardmetros y* (a=1, 2, 3), los cuales etiquetan cada punto de la hipersuper-
ficie por lo que se les conoce como coordenadas de la hipersuperficie, es decir,
si y® son las coordenadas de la hipersuperficie,

x® = x%(y*). (2.2)

Esto es andlogo al caso de superficies 2 dimensionales encajadas en espacios
3 dimensionales, donde, por ejemplo, se puede definir la 2 esfera mediante la
funcién de las coordenadas

®(z,y,2) =22 +y* + 22 — R* =0,
o bien mediante las relaciones
x = RSin(8)Cos(¢), y= RSin(0)Sin(¢), z= RCos(0).

Una hipersuperficie ¥ puede ser espacial, temporal, o bien nula; las hipersu-
perficies con las que trataremos seran temporales, por lo tanto desde ahora nos
enfocaremos en el caso de ¥ temporal.

Notemos ahora que la derivada direccional de la funcién @, ®,, , es un vec-
tor ortogonal a la hipersuperficie que define debido a que dicha funcién sélo
varia en las direcciones que conducen fuera de la hipersuperficie. Imponiendo
normalizacién, tenemos que el vector normal estda dado por

Pa

na = 4|gulj(b7” (b”/ |1/27 (23)

de modo que
n“ng =1, (2.4)

como es de esperarse de un vector tipo espacio.

2.2. Métrica Inducida

Buscamos ahora la métrica inducida a 3 por medio de las ecuaciones pa-
ramétricas x® = z*(y*). Para esto simplemente hay que aplicar el pull — back
a la métrica del espaciotiempo en cuestién:

hap 1= g(weg‘ebﬂ, (2.5)
donde 5
:Z:a
&= 2.6
= G (2.6

es el jacobiano del encajamiento de 3 en el espaciotiempo y hgp es la métri-
ca inducida o primera forma fundamental. Es importante tener en cuenta que
aunque hgp, se comporta como tensor bajo transformaciones y* — y*' de las
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coordenadas de X, se comporta como un escalar bajo transformaciones de las
coordenadas del espaciotiempo z%— > %'

Notemos que dz® = e5dy®, es decir, los entes e son las componentes de la
base de 1-formas tangentes a ¥ (se comportan como un vector bajo transfor-
maciones del tipo y*— >y, y de hecho los vectores {eJ }4=1,2,3 son tangentes
a ¥ pues inducen desplazamientos a lo largo de cada uno sus tres pardmetros).
De modo que se deben cumplir las relaciones de ortogonalidad eSn, = 0.

El intervalo restringido a ¥ toma la forma

ds% = hapdy®dy’. (2.7)

Por otro lado, sabemos que el push-forward de h?® (la inversa de la métrica
inducida), el cual estd dado por

hB = h“be;“ef, (2.8)

es un tensor tangente a X, lo cual implica que no contiene informacion de la
geometria en las direcciones perpendiculares a .. Dicho esto, resulta evidente
que si queremos expresar a la métrica completa ¢g*® como una combinacién de
h*? y otro término,
aB _ paB af
g - h + f )

el término f*# debera contener la informacién de las direcciones perpendiculares
a Y. Evidentemente el mejor candidato es el vector normal a la hipersuperficie
multiplicado por algun factor que dependa de los puntos p del espaciotiempo:

o7 = fp)nn”.
Sin embargo, dado que
n® = g*¥ng = (h*% + f*¥Yng = hFng + fPng = h*eSelng + f(p)n“n’ng,

y usando la ortogonalidad entre los vectores tangentes y normales a ¥ asi como
la ec(2.4), tenemos que f(p) = 1. Finalmente, se obtiene la relacién

9P = h*f + nonf, (2.9)

2.3. Geometria intrinseca y extrinseca.

Una hipersuperficie 3, en su calidad de variedad, tiene su propio espacio
tangente; analizaremos como se relaciona este espacio tangente con el del espa-
ciotiempo.

El push forward de un tensor A% del espacio tangente de ¥ al del espacio-
tiempo estd dado por

AP = pabeoel (2.10)
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Dado que n, A% = Aab“'egeb’g...na =0 (pues e2n, = 0), tenemos que A5
es un tensor tangente a X. As{ mismo, si contamos con un tensor B,gs... en el es-
paciotiempo, no necesariamente tangente a 3., podemos aplicarle genéricamente
el pull back para obtener el tensor asociado en el espacio tangente a X, By,

Bap.. = Bap..€2€b ... (2.11)

Al igual que la métrica inducida, By, v A% ge comportan como tensores
bajo transformaciones y*— > y%/, pero como escalares bajo transformaciones
%— > %,

Es muy importante tener en cuenta que al aplicar el pull-back a un tensor
B,g... no tangencial a X, se estd perdiendo su informacién en la direccién de n,
pues Bgp... es puramente tangencial a la hipersuperficie. Por lo tanto, el push-
forward del dual a Bgy., B = Bpn.. h*™hb™ .., es decir, B8 = B“b'"eg‘eg...,
no necesariamente es el dual a el tensor original B,g... pues la informacién
perdida en la direccién ortogonal a ¥ no se recuperé.

Por otro lado, si Aqgp... es tangente a X, entonces se cumple simultdneamente
que

Aab... = Amn.,,hamhbn... Aaﬁ... = A#U...gaugﬁu“‘ (2]‘2)

AB = Aab“'eg‘ef... Agp. = Aaﬁmeg‘e’g... (2.13)

lo cual reafirma el papel de h*® como la métrica de ¥ pues "sube” y ”baja” indi-
ces.

Consideremos ahora un vector A® que satisface todo lo anterior (y por lo
tanto es tangente a ). Usando las ecuaciones 2.9, 2.8, la ortogonalidad entre
A"y ny,, y la ecuacién 2.10, la derivada covariante de este vector a lo largo de
ef es

A%gey) = g™ Ausey

= (b 4 n*n") A5 ¢;

= (h*"egel, +nn") A8 ef

= D (Ayip eher)Jeq + (0 Ausp e )n®

= B (Apip ey Jeq + (~myip Aep)n®

= W (Apip ey Jeq — A (nyip elieyIn®
En este punto introducimos dos términos sumamente importantes: para cual-
quier vector tangente a X, A,, y su vector normal, n,, definimos

Aap, = Aasp eg‘ebﬁ (2.14)

Kap := na;ge;“ebﬁ (2.15)
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Sustituyendo las ecuaciones 2.14 y 2.15 en la derivada covariante de A% tenemos
que
Aa;ﬁ ebﬁ — (hamAm|b)eg o AaKabna~

Sin embargo, como veremos enseguida, la ecuacion 2.14 define una derivada
covariante intrinseca a ¥ que es compatible con h?, es decir que hem, = 0.
Utilizando esto, finalmente obtenemos una expresién para la derivada covariante
de un vector tangente a ¥ que separa la parte tangencial (primer término) de
la parte normal (segundo término):

A%ge) = A%ped — A®K yn®. (2.16)

Desarrollemos la ecuacién 2.14. Utilizando el producto de Leibniz para deri-
vadas, las ecuaciones 2.11 y 2.10, el hecho de que A, se comporta como escalar
en el espaciotiempo completo y la regla de la cadena, se sigue que

Aapp = Aaip egef

= (Aae)is ey — Aaclip ey
= Aqi ef — Adedaeg;g ef
Ay oxP
— 0zP Oyb

d o, B
= Ay —heg ;s edaey Ac.

— theg;g edaefAc

Definimos ahora los coeficientes de la derivada intrinseca:

c _ pecd o, B
ap = h™egg edaey - (2.17)
Tenemos asi la expresion para la derivada covariante intrinseca

Aapp = Aayy —T, A, (2.18)

Para demostrar que esta derivada inducida en efecto es compatible con la
métrica inducida, basta ver que

_ . B
hab|c = hag,,y egeb 62
_ . oLapB
= (gaﬁ - nanﬁ)v’y €q €y ez
_ B . B . B
= JaBiv€ap el — (Naiy npegey €l + npsy naege, el)

=0.

Donde la tultima igualdad se explica por la compatibilidad de la métrica con la
derivada del espaciotiempo y el hecho de que ein, = 0. Siguiendo el procedi-
miento usual para expresar los simbolos de Christoffel en términos de la métrica,
se tiene que

1
= §h°d(had,b + hid,a — Pab,d)- (2.19)
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Con lo desarrollado hasta aqui, podemos entender el primer término del
lado derecho en la ecuacion 2.16 como la parte tangencial e intrinseca a 3 de la
derivada covariante de un vector tangente a la hipersuperficie en cuestién. ;Qué
hay acerca del segundo término?.

El término Kop := nq;p ege’g en la ecuacién 2.16 es conocido como curvatura
extrinseca o segunda forma fundamental (hay que tener cuidado de no confundir
este segundo nombre con el de las p-formas de una variedad). La curvatura
extrinseca resulta ser simétrica en sus dos indices siempre que los vectores de la

base tengan derivada de Lie nula cuando se transportan entre ellos (eg;ge’g =

e?;geg)
B

a-

a B _ a B _ a _ @
Na;86q6p = ~Nalq;86, = ~Nabp ;,365 = Na;p6€, €
Es decir,

Koy = Kpa. (2.20)

De lo anterior se sigue que en la definicién de la curvatura extrinseca tnica-
mente sobrevive la parte simétrica de la derivada del vector normal, n (., pero
esta es precisamente la derivada de Lie de la métrica en la direccién normal a
pIY

1
Ko = §(Lnga5)ege'g. (2.21)

Con esto en mente es evidente que la curvatura extrinseca estd muy re-
lacionada con la forma en la que estd encajada la hipersuperficie dentro del
espaciotiempo, pues depende de como cambia la métrica en la direccién normal
a la superficie.

La traza de la curvatura extrinseca estd dada por

K :=h"Kq =n,. (2.22)

Hemos dado una interpretacion a los dos términos que aparecen del lado
derecho de la ecuacién 2.16. Para concluir esta parte del capitulo, sustituiremos
en dicha ecuacidn el vector A% = e% (A¢ = 0%):

e2.pel) =T es — Kqpn®. (2.23)

La expresién 2.23 es conocida como la ecuacién de Gauss-Weingarten y ha-
ce explicito el hecho de que la forma en que estd encajada la hipersuperficie
(curvatura extrinseca) hace que falle el definir una geometria intrinseca de la
hipersuperficie puramente en términos de cantidades inducidas con pull-back o
push-forward.

Toda la geometria del espaciotiempo, segin la relatividad general, esta co-
dificada en la métrica debido a que la conexién es compatible con la derivada
covariante, lo cual unifica la estructura métrica y la estructura afin. En este
capitulo se desarrollé una derivada covariante que es compatible con la métrica
inducida en una hipersuperficie. Sin embargo, de acuerdo a lo que se mencio-
na en el parrafo anterior, la métrica hy, de la hipersuperficie, en su calidad de
cantidad inducida, no define completamente la geometria de la hipersuperficie
dentro del espaciotiempo; hace falta considerar la curvatura extrinseca K. En
conjunto, hgp v Kgyp definen la geometria de la hipersuperficie.
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Condiciones de juntura

Consideremos una hipersuperficie que parte el espaciotiempo en dos regio-
nes, V* y V. ; Es fisicamente posible, en el marco de la teoria de la relatividad
general, tener una geometria en V'~ y una geometria totalmente diferente en
V*? En el intento por dar respuesta a esta cuestién han surgido las llamadas
condiciones de juntura formuladas por G. Darmois en 1927, las cuales a pesar
de no ser las tnicas son las mas tiles debido a su formulacién covariante y rela-
tivamente sencilla. Es de notar la confusién existente en torno a la equivalencia
entre las diferentes condiciones de juntura que se han formulado [15]. En este
capitulo desarrollaremos las condiciones de juntura de Darmois y veremos que la
discontinuidad en la segunda forma fundamental estd asociada con la presencia
de materia en el cascaron.

3.1. Sistemas de coordenadas

Sea ¥ una hipersuperficie que divide al espaciotiempo en las dos regiones
VT y V7. En V1 la geometria estd descrita por la métrica g:ﬂ y se puede
instalar el sistema de coordenadas {x¢}, en V™ la geometria esta descrita por
la métrica g, 5 y se puede instalar el sistema de coordenadas {z%}. Los sistemas
de coordenadas {z%} pueden diferir entre ellos, sin embargo supondremos que
existe un tercer sistema de coordenadas {z®} que traslapa en VT con {z%}
y en V= con {z%}. Ademds se asume la existencia de un tnico sistema de
coordenadas {y®} a ambos lados de la hipersuperficie. Tanto z® como y“ se
suponen continuas al pasar de V= a V. Por convencién, n, apunta de V—
hacia V.

Supongamos ahora que la hipersuperficie es atravesada perpendicularmente
por una congruencia de geodésicas espaciales parametrizadas por la distancia
propia [, y ajustamos la parametrizacién de modo que [ = 0 sobre X, | <
Oen V™ y Il > 0en VT, Adaptamos ahora el sistema de coordenadas a la
superficie tomando las coordenadas = = (I,2%), donde [ es la distancia propia
de las geodésicas y z® son las coordenadas en las direcciones perpendiculares a

23
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la geodésica. Evidentemente, en este sistema de coordenadas el vector normal
estara dado por
N = Oal. (3.1)

Se define la discontinuidad en el tensor A al atravesar ¥ como
[A] == A(VT)|s — A(V7)lz.

Dado que las coordenadas = y y° son continuas al pasar de V™~ a VT, se sigue
directamente que

[na] =0

3.2

€51 =0. >

Para nuestro desarrollo de las condiciones de juntura de Darmois, se vuelve

necesario introducir la funcién de distribucién de Heaviside O(1) y tres de sus
principales propiedades:

1, >0
o) =40, <0
indeterminado, [ =0

(1) = 6(), OMO(-1) =0, 6w =), (33)

donde 6(1) es la distribucién de Dirac.

3.2. Primera condicién de juntura

Con ayuda de la distribucién de Heaviside podemos expresar la métrica de
todo el espaciotiempo en las coordenadas x* como[22]

gop = O(D)gas + O(=1)gs- (3.4)

De lo aprendido en relatividad general, al buscar situaciones fisicamente
posibles resulta razonable pedir en primera instancia una transicion suave en la
curvatura del espaciotiempo al pasar de V™~ a V. Para calcular la curvatura
debemos empezar por derivar la métrica:

gasr = OWgas, +O(D)gos, +©~(1)gis + 04 (~1)gss
=0()gap +O(=1)gop, + 0,110 )gts +©:(1) (=0, 19,5  (3.5)
=0()gts, +O(-D)gap, +0(Dnygts = 6(Dnygs.
Es decir,
Gopy = OW)gts., +O(=Dgms., + (1)1 [gas)- (3.6)

El ultimo término en la primer derivada de la métrica produce una divergencia
al evaluarla en ¥ (debido a la delta de Dirac), lo cual impide un comportamiento
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suave del tensor de Riemann (recordemos que este depende de las primeras y
segundas derivadas de la métrica). Para eliminar esta divergencia en la curvatura
se impone

[9as] = 0. (3.7)

Aunque esta no es una expresion covariante pues sélo es véalida en las coorde-
nadas %, notemos que es equivalente a

g:B = Gop- (3.8)
De la ecuacién 3.2, ef® = e;* := €2, de donde se sigue que la expresién 3.8 es

equivalente a

giﬁeg‘ebﬂ = g;ﬁegebﬁa

pero esta ultima ya es una expresién covariante pues involucra tinicamente a la

métrica inducida a ambos lados de ¥, la cual es un escalar en el espaciotiempo
completo. La primera condicién de juntura es entonces:

[hab] =0. (39)

3.3. Segunda condicion de juntura.

De acuerdo con la primera condicién de juntura los simbolos Christoffel estan
dados por

1
Pip = 597" 9aus + 9ppa = Gapu}
1 , B
i{e(l)glﬂ +O(=0)g"H(O)g, 5 +O(—1)ga,5) + (O)g,15 0
+O0(-03g,5.0) — (OW)gts , +O(=Dgrs,)}-

Utilizando las propiedades de la distribucién de Heaviside descritas en la ecua-
cién (3.3), los términos cruzados se anulan y se obtiene la expresién

1 _ _ _
F’oyzﬁ = i{e(l)glu(giﬂ7ﬂ+g:ﬁ,a_gzﬁ”u,)+®<_l>gzu(gaﬂ7ﬁ+gl_¢ﬁ,a_gaﬁ,p)}7
lo cual es simplemente
I, =00r)+oe(-)r,j. (3.10)
Hasta este punto la primera condicién de juntura garantiza que no haya

divergencias en la curvatura, sin embargo, un cdlculo idéntico al de la ec. (3.5),
muestra que

Dlss = O35 +O(=D 7 5 + 6D slns. (3.11)
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Nuevamente aparece una divergencia en el tiltimo término del lado derecho; para
eliminarla basta imponer

[Tasl = 0. (3.12)

Pero esta vuelve a ser una expresion valida tinicamente en el sistema de coor-
denadas z%; transformarla en una expresién covariante es un poco mas sutil.
Notemos primero que nq 3 = 9gdsl = 0 y por lo tanto

[nais] = [-T35m4]
—[Flﬁ]”w

La curvatura extrinseca estd dada entonces por
[Kap] = [na;ﬁegeg]

= [n(,;g}ez‘eg

=~ slnedey.

La linea de razonamiento es la siguiente: [[')5] = 0 <= Fzg =T, <

F:gnveg‘e’f = F_gnvegebﬂ = [[slnqeqe, =0 <= [Ku] = 0.

La segunda condicién de juntura (que garantiza una transicién suave en la
curvatura al pasar de V=~ a V1) es

[Kab) = 0. (3.13)

3.4. Tensor de energia momento superficial.
Las dos condiciones de juntura de Darmois,
[hat] =0 'y [Kap] =0,
garantizan una transicién suave en el tensor de Riemann al pasar de V= a V.
Sin embargo, si la segunda condicién falla, la misma teoria de la relatividad
general nos permite dar una interpretacion fisica muy natural a la divergencia
de la curvatura: La divergencia es causada por una distribucién de materia o

energia.
Para hacer menos grandes las cuentas, se define

Kag 1= [gapn'] = [gap~In", (3.14)
de donde al multiplicar por n, se tiene

[9ap ] = Kapny. (3.15)
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Reescribimos los simbolos de Christoffel en términos de kqg:

1 L
[Flﬁ} = [ng {gamﬁ + 9Bu,a — ga,@,u}]
1
= 59" 9ans + 9pu.a — Jap.ul

= L (o] + (951.0] — [905.])

2
- igw('%(wnﬁ + Kpuna — Kapmy)-
Contrayendo indices, esto se reduce a
1
[Cos] = 5(’%3”5 + Kjna — Kapn?). (3.16)

Supongamos que la segunda condicién falla (la primera condicién se mantie-
ne), entonces la derivada de los simbolos de Christoffel est4 dada por la ecuacién
(3.11). Insertando esto en el calculo del tensor de Riemann se obtiene

Rys = Ty — Ty + TeThs — Tesl s
— (O +O(=D)T58, +(D)T55]n,) —(OUT 2 +6(=)I5%+3(D[TS, Ins)
+(OUIEL + (=IO +6(-)Ts)

ey

— (O + O (=IO + 6 (=)'

Nuevamente, en virtud de las propiedades de ©(1), se anulan los términos cru-
zados. Factorizando las funciones © y § se obtiene

R = 04, ~ T4y + TETS ~ TTEe)
+O(-)(T58, —T5%5 + TotTaf — ToT55) + 6(D)([Tslny — [T, Ins).

Definiendo Rig,ﬂ; en V* como de costumbre, tenemos que
RY s =O()RS s+ O(—1)R 5,5 + 6()ASs, (3.17)
donde hemos definido el término singular en el tensor de Riemann como
Bro = [[slny — [T, 105 (3.18)

Se contraen indices en (3.17) para obtener el tensor y el escalar de Ricci, y a
su vez el tensor de Einstein Gos = Rag — 2 Rgas. Sustituyendo esto en las
ecuaciones de campo de la relatividad general,

Ga@ = 87TT05,

y siguiendo la linea de razonamiento de este capitulo, es facil ver que

_ 1
@(Z)G;rﬁ + 9(_Z)Gaﬁ + () (Anp — iAgaB) = 81Ty,
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donde Ang = A*y,8, A = AZ. De modo que al separar el tensor de energia-
momento en lo que corresponde a la regién VT, T(jﬁ, y lo que corresponde a la

regiéon V—, T 8 también se debe anadir un término proporcional a (1), es decir

Top = OWT 5 +O(=1)T 5+ 6(1)Sas. (3.19)

(03

De la ec. (3.19), se asocia a
1
87T5a5 = Aaﬁ — §Aga5 (320)

con el tensor de energia-momento superficial de ¥. Es decir que el fallo de la
segunda condicién de juntura se asocia a una distribucién de materia superfi-
cial que impide que la curvatura extrinseca sea la misma a ambos lados de la
hipersuperficie.

Sustituyendo (3.16) en (3.18), se tiene que el término ¢ en el tensor de
Riemann es

1
G5 = §(n§nﬂn7 — Kngng — Kgsn®n, + Kkgynng). (3.21)

Para obtener el término singular en el tensor de Ricci simplemente se contraen
indices (o = 7):

1
Aap = Al ,5 = 5("%04"”“[3 + Kupntng — Kneng — Kag), (3.22)

donde k := k%. Una contraccién mds nos devuelve el término divergente en el
escalar de curvatura:
R a UV
A= AL = Kunfn” — k. (3.23)

Sustituyendo (3.22) y (3.23) en (3.20) podemos escribir
167mSap = Kuanf'ng + kupntng — knang — Kag — (Kuntn” — K)gag, (3.24)

Ahora estamos en condiciones de hacer ficilmente el producto entre S,g y n®:

1
Sapn® = ﬁ(nﬂan“ngna + Kpupnt — kng — Kapn® — Kntn'ng + kng) = 0.

Por lo tanto S, es un tensor tangente a X y en consecuencia satisface las ecs
(2.12) y (2.13) (véase comentario previo a dichas ecuaciones). Calculemos el
tensor asociado en el espacio tangente a ¥ usando la ec. (3.24):

1
Sap = Saﬁeg‘ef = ﬁ(fﬁaﬁegef — (kun*n” — K)hap)

1 (e v mn v

= o (e — (g — Bl — )hs)
1

= ﬁ(—naﬁegef — (k= h™" kel er — k)hap)
1 a, B mn w o v

= 16771_(—,%0436(1% + R kel el hap)
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Para simplificar esta relacién, notemos que al multiplicar (3.16) por n, se
obtiene

1
[Flﬂ]”v = 5(“&7”/5 + KgyNa = Kapny )1

1
= 5 (Kayngn” + Kgynan’ — Kag),

y ya se obtuvo que [Kyp| = [na:gle =—-[7.]n eaeﬁ, por lo tanto
B apl’"Y"a b

1
[Kap) = §/<;aﬁegebﬁ. (3.25)
La ec. (3.25) nos permite reescribir de manera elegante el tensor de energfa
momento como

Sap = 75([1(& ] = [K]hab)- (3.26)

Es mas clara ahora la interpretacién de el salto en la curvatura extrinseca
al atravesar ¥ como la manifestacion de una capa delgada de materia sobre X
que induce un tensor de energia momento.

En conclusién, las condiciones de Juntura de Darmois e Israel,

[hab} =0= [Kab]a

garantizan una transicién suave en la geometria del espaciotiempo entre las dos
regiones del espaciotiempo, V'~ y VT, separadas por una hipersuperficie . Si
la curvatura extrinseca no es la misma a ambos lados, se revela la existencia
de una capa (infinitesimalmente) delgada de materia distribuida sobre X, la
cual a su vez explica la singularidad en la transicién entre las dos regiones del
espaciotiempo.
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Capitulo 4

Cascaron

El colapso gravitacional de una estrella cargada puede ser sumamente com-
plicado de describir. Sin embargo, el formalismo recién desarrollado nos permite
abordar el colapso gravitacional de un cascarén constituido de la misma materia
de la que estaria compuesta la estrella pero en cuyo interior no hay materia. La
situacién fisica de una estrella es evidentemente diferente a la de un cascarén
debido, entre otras cosas, a que la estrella presenta una presiéon en su interior,
mientras que el cascarén sélo padece una presiéon superficial. Si consideramos
un polvo sin presién esta diferencia pareciera desaparecer y suena muy plausi-
ble obtener, con el formalismo aplicado a cascarones, resultados semejantes a
los que se obtendrian para la situacion mads realista de una estrella rellena de
materia. Veamos qué resultados arroja este formalismo en comparacién a lo que
se espera de lo visto en la seccién de singularidades.

4.1. Planteamiento fisico del cascaron

Un cascardn es una hipersuperficie fisica hecha de una distribucién de mate-
ria cuya proyeccién en el espacio es una esfera, es decir, para cualquier valor fijo
de la coordenada temporal, el intervalo cuadrado corresponde al de la 2 esfera;
ds? = a®(df? + sin?0dyp?). El cascarén que analizaremos estd hecho de pol-
vo cargado eléctricamente, sin presién y es homogéneo e isotrépico. Bajo estas
condiciones el cascarén tendrd la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) con constante de curvatura positiva, la cual, en las coordenadas
y* = (1,0, ), toma la forma:

ds® = —dr? + a®(7)(d6? + sin®(0)dp?) = —dr? + a®(7)dQ?;  (4.1)

donde dQ? = df? +sin’0dp? es el elemento de dngulo sélido y 7 el tiempo propio
del cascarén. Asi, la métrica del cascarén tiene componentes

hTT = _17 h90 = GQ(T)v htptp = a2(7')sin2(9). (42)
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Por otro lado, el tensor de energia momento sobre el cascarén estda dado por
S = guu®, (4.3)

donde o es la densidad de materia y u® la cuadrivelocidad del cascardn.

Al estar compuesto de materia, el cascarén sufrird un colapso gravitacional,
sin embargo asumiremos también que la simetria esférica se mantiene durante
todo el colapso.

4.2. Exterior del cascaréon

Dada la simetria esférica y la carga eléctrica, el exterior del cascarén estard
determinado por la métrica de Reissner-Nordstrom, es decir que en coordenadas
02—
Tr = (tv T, 97 410)

2 1 2 1 2 2 2

= —f(r)dt® + f7 (r)dr? + r2dQ?,

(4.4)

donde se ha definido

Dicho de otra forma, las componentes no nulas de la métrica (y su inversa) son

—1 2 2 - 2
gt = —fr, Grr= f+ y 900 =T 5 Gpp =T 81N 0

00 2

- . i (4.5)
gt =—ft g =fr, ¢ =172,

g¥% = r2sin"20.

Debido al colapso, las coordenadas t y r del cascarén se vuelven dependientes del
tiempo propio 7, es decir, t|s = t|s(7) y r|s = r|x(7); es conveniente entonces
definir:
to(r) =T(r),  rls(r) = R(7); (4.6)
por otro lado, las coordenadas angulares son constantes debido a la simetria del
colapso:
Os =0, ¢ls=¢.

Asi pues, los vectores base de la hipersuperficie €& no nulos son

(&

=1T(7) e

=1 e

R (4.7)
]-7

43

(&

D 3+
€6
|

donde el punto representa la derivada respecto a 7. A partir de esto podemos
calcular las componentes distintas de cero de la métrica inducida en el cascarén
desde el exterior, hy, = gaﬁeg‘ef,

t2 2 02 2
her = girer + grre: , heo = Joo€g hgacp = ggacpei )
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donde se sobreentiende la evaluacion de la métrica sobre Y. Haciendo las res-
pectivas sustituciones y definiendo f |y = F; obtenemos las componentes

hey = —Fy T2+ FTYR?, hgg = R®,  hyy = R2Sin?(6), (4.9)
por lo tanto la métrica inducida sobre el cascarén desde el exterior es
ds? | = —(FyT% — F'R?)dr? + R* Q2. (4.10)

Comparando (4.10) y (4.2) se obtiene la primera condicién de juntura (en la
siguiente seccién igualaremos esto mismo a las componentes inducidas desde el
interior)

Fi 17?2 - F'R*=1;  R(7) =a(r) (4.11)

o equivalentemente, multiplicando por F},

F,T=1\/R2+F, =5,.(R,R). (4.12)

Por otro lado, de la ec. (4.7) y las relaciones de ortogonalidad e%n, = 0 se
demuestra que

ng=0, n,=0 y nmTH+nR=0 (=n=-nR/T). (4.13)

Por lo tanto la condicién de normalizacion, gaﬁnan@ =1, es

L= g+ g0

L\ 2
— ntT
= F+1”?+F+<R> )

donde ademds se usaron las componentes de la métrica descritas en (4.5). Mul-
tiplicando por Fy y despejando ny, obtenemos

o2 1/2
-\’ - R

. 1/2
B F, R /
 \R+F, —R

=-R,

ny =

donde se usé la ec. (4.12) en la peniltima igualdad y se escogié el signo menos
para que el vector normal apunte en la direccién positiva de la coordenada
temporal (pues siendo un colapso, R < 0). Por lo tanto n; = -R y con esto
obtenemos que

ne = (—R,T,0,0). (4.14)
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Teniendo las componentes del vector normal estamos en condiciones de
calcular la segunda forma fundamental del cascarén inducida desde el exte-
rior. Notemos que, debido a las relaciones de ortogonalidad, 0 = (nqe2).s =
Na;peY + Naed.3, es decir, ng;ged = —nqe.g. Por lo tanto,

K. = _naeg;ﬁeé
t T
= —nteﬂﬁe’f — nTeT;Bef.

Usando los simbolos de Christoffel no nulos para Schwarzschild [9] (las compo-
nentes no nulas son las mismas que las de Reissner-Nordstrém) se encuentra
una expresion para la primer derivada:

—ntetr;ﬁe’f =R (ei’ﬁef + I‘tgaefef)

or
(7 + F ' FTR)

P .
R <T,5x + F‘lF’TR)

R
=R

(7+FFTR),

donde la prima sobre F representa la derivada respecto a r. La segunda derivada
es

—nre:;Bef =T (e:’ﬁef + Frlgaegef)

. . 1 . 1 ;-
=-T (R + 5FF'T2 + 5F(F*l) R2>
Insertando estos dos términos en K., se obtiene
K., =RT+F 'FTR> -TR - SFF 13— 5F(F*l) RT. (4.15)

Después un poco de élgebra usando la primera condicién de juntura (ver Apéndi-
ce A), se obtiene

K. = —&. (4.16)
R
Por otro lado,
Kgg = na;ﬁeg‘ef =Ng;p = —Faggna = —Frggnr = FRT, (4.17)
y .
Kopp = Ngp = —T" pon, = FRSen?(0)T. (4.18)

Usando la métrica (4.2) para subir un indice a las expresiones (4.16), (4.17) y
(4.18), se encuentran las componentes de la curvatura extrinseca en su forma
mas simple:

0 _ B+ _ B+
Ki,=— K? —.

b
I R “t¢ R

) 4.19
+r R ( )
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4.3. Interior del Cascaréon

El interior del cascarén, dada la simetria esférica y el vacio en el que se
encuentra, estéd determinado por la métrica de Minkoski, la cual tiene la forma

ds? = —f_(r)dt* + = (r)dr® + r?dQ?,

donde convenientemente hemos definido f_(r) = 1 pues de esta forma podemos
hacer una calca de los cédlculos en el exterior del cascarén, es decir

T2 - R? =1, (4.20)
y por lo tanto, la primera condicién de juntura desde el interior es
T=vV1+R2=p5_(R). (4.21)

El vector normal tendrad la misma forma y las componentes de la curvatura
extrinseca seran

_B; K9 :B; K¥ :ﬁ;_

L= Y= Kf = (4.22)

Tenemos todo lo necesario para deducir la dindmica del cascarén.

4.4. FEcuacion de Movimiento

Insertando las ecuaciones (4.19) y (4.22) en la ec. (3.26), se encuentra que

. L (By=B  By—B By B
stﬂ< g g +2R2R)>'
o (4.23)
1 —fB_ — fB_ _
ngsg:_&r<ﬂ+RB _(5+Rﬂ +2BR+_2ﬂR)>.

Simplificando estas expresiones,

STT:HySg:SW¢:1<5+_ﬁ+5+_ﬁ> (424)

4R 8 R R

Pero el cascarén esta hecho de polvo sin presién por lo que su tensor de energia
momento estd dado por la expresién (4.3) donde la cuadrivelocidad es

_ oy
o7

y nuevamente usamos la métrica (4.2) para bajar indices.
Las ecuaciones de movimiento son entonces

ol o (BE Lt

a

= (1,0,0)

4R 8m R R
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De la segunda ecuacién se sigue que

By—B-  Br—B- —dR _ [d(B; — B)
r R :’/R‘ B — -

Al integrar esta expresién tenemos que
(B+ — B-)R = cte = —m, (4.26)

lo cual no tiene una interpretacién directa, sin embargo, al sustituir en la primer
ecuacién de (4.25), resulta (y justifica la sugerente definicién de la constante)
que

47 R%*0 = m(= cte), (4.27)

es decir que la cantidad 47 R?c permanece constante a lo largo del colapso, y

dado que es el producto del area del cascarén con su densidad de materia, nos

invita a pensar en la masa en reposo del sistema a la cual le llamamos m.
Volviendo a la ecuacién (4.26), sustituyendo las definiciones (4.12) y (4.21)

obtenemos que
- . m
V14+R2—\/F_ +R2=—
LR
T m .
V1+R?— — =1\/F, + R2
* R 7

elevando al cuadrado y sustituyendo la definicién de F, =1 —2M/R + Q*/R?
se obtiene

Entonces,

. m2 2m T . 2M Q2
1+ R+ — - " —V1+R=1+R*- " 4+ =
+R 4 VL + =+ 73

Multiplicando por R/2, se obtiene la ecuacién de movimiento:

Q27m2

M = 1+ R2
m + + oR

(4.28)

La ecuacién (4.28) da pie a la interpretacién de M como la energfa total
del sistema pues se expresa como la suma de la energfa total relativista (pri-
mer término del lado derecho) y la potencial eléctrica y gravitacional (segundo
término). En esta expresion se involucran todas las constantes que caracterizan
el sistema: la masa gravitacional M, la carga eléctrica total del cascarén Q y la
masa en resposo del cascarén m = 47 R?c0; asi como las cantidades dindmicas
de interés: Ry R.

La solucién general de la ecuacién (4.28) estd dada por

mR
/ VL —m) R + M(m? — Q)R+ 1§ (m? — Q)7

dR = —7 + cte, (4.29)

donde el signo menos del lado derecho corresponde al hecho de que se trata
de un colapso. Usando las condiciones iniciales se puede expresar el valor de
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m en términos de M y (). Por ejemplo, si imponemos que el cascarén parta
del reposo (R = 0) en el radio inicial (digamos Ry = 100), se cumple que

M=m+¥% m2, es decir m = 100 + /10000 — 200M + Q2. La grafica para

2
estas condicigg%s iniciales se muestra en las figuras 4.1 y 4.2', donde se observa
que el cascarén colapsa a un punto (pues R = 0 para un tiempo propio finito)
independientemente de si se cumple @ > M o @ < M; esto significa que el
espaciotiempo que resulta del colapso tiene una singularidad en el origen.

loo -
| T
—
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40 1

[¥] 20 40 __ 60 80 100
L

Figura 4.1: Radio del cascarén en funcién de su tiempo propio segun la ecuaciéon
de movimiento (4.28) para los valores de @ =10 y M = 15.
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Figura 4.2: Radio del cascarén en funcién de su tiempo propio segin la ecuaciéon
de movimiento (4.28) para los valores de Q = 30 y M = 20.

Mnsertando unidades, la figura 4.1 es para los valores /G /cte0Q = 10m y GM/c? = 15m
mientras 4.2 es para \/G/cte0Q = 30m y GM/c? = 20m.
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En el siguiente capitulo se buscaran las condiciones bajo las cuales esta
singularidad es producida sin que en el proceso se obtenga un horizonte, es
decir, las condiciones suficientes para producir una singularidad desnuda.



Capitulo 5

Cascaron desnudo

Como ya se menciond en el primer capitulo, la hipétesis de la censura césmi-
ca propuesta por Roger Penrose en 1969 [21], en su formulacién débil, afirma
que toda singularidad, salvo el Big-Bang, debe estar cubierta por un horizonte
de eventos; en otras palabras, las singularidades desnudas no se pueden presen-
tar en la naturaleza. Una motivacion para esta conjetura surge de reflexionar lo
siguiente: Dado que las singularidades son entes no comprensibles con la relativi-
dad general, la teoria con la que se pretende explicar el espaciotiempo externo a
una singularidad, ninguna regién causalmente conectada con un observador fisi-
co puede ser afectada por la singularidad, pues de no ser asi se pierde el cardcter
determinista de la teorfa. Sin embargo existen ejemplos de espaciotiempos en
los que se produce una singularidad desnuda. En este tltimo capitulo mostra-
remos, usando la ecuacién de movimiento y una particula de prueba, (y tras
un primer intento infructuoso en el que se usa otro criterio) que un cascarén
cargado eléctricamente también puede dar origen a una singularidad desnuda.

5.1. Criterio de asintoticidad

En el primer capitulo se mostré que, para un observador externo en infinito,
una particula cayendo a un agujero negro se acerca asintoticamente al horizonte
de eventos pero jamas lo cruza. La expresién analitica de este hecho toma la

forma

dt r—>7r}
B 5.1
dr o (5.1)

donde 7}, es el radio al cual se encuentra el horizonte de eventos, cuyo valor se
encontré calculando las raices de la ecuacion g = 0. Dado que identificamos
una singularidad desnuda con la ausencia de un horizonte de eventos, se propone
buscar una expresién para el radio al cual se presenta este fenémeno usando las
ecuaciones de el cascarén para, de acuerdo a tal expresion, establecer las con-
diciones bajo las cuales no es posible formar un horizonte de eventos y obtener
asi una singularidad desnuda.
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En particular, el comportamiento asintético al horizonte serd observado en
las particulas mismas que componen al cascarén que colapsa. La cuadrivelocidad
de una de estas particulas estd dada por

FT? - F'R*=1. (5.2)
Por otro lado, despejando R? de la ecuacién (4.25) se tiene que

o (M Q2 — m? 2

Ahora se divide la ecuacién de la cuadrivelocidad entre R2 y se sustituye la
ecuacién 5.3, obteniendo que

F<£>2—F_1: <<Z-W>2—1>1. (5.4)

Identificamos ahora £ = %. Tras un poco de éalgebra, la relacién anterior se

R
convierte en

(5.5)

= : 5 .
2( (M _ @-m2\" _

F ( ( m 2mR 1
Este resultado ya es alentador: el radio en el que % — 00, se obtiene igualando
el denominador a cero, cuya primer solucién es F' = 0, pero F' = —gy, es decir,
una solucién usando este criterio para encontrar un horizonte de eventos coincide

con lo obtenido en el primer capitulo. Por otro lado, el resultado de igualar a
cero el término entre paréntesis del denominador es

Q2_m2

Rh—m.

(5.6)
En primera instancia este resultado parece interesante pues se obtiene una ex-
presion sencilla, en términos de los parametros M y @, para localizar un hori-
zonte de eventos. Desde esta perspectiva, esta expresion es semejante a la de la
ecuacién (1.10) e invita a pensar en la posibilidad de que un cascarén produce
un horizonte de eventos no identificado en el andlisis del capitulo 1. Siguiendo
esta linea de razonamiento, este resultado nos permite indentificar una singu-
laridad desnuda derivada del cascarén con las condiciones Q < m < M o con
@ > m > M pues en este caso la solucién de la ecuacion (5.6) es un radio negati-
vo, es decir, no existe en la naturaleza. Para darle sustento a este razonamiento
serfa necesario mostrar que estas condiciones son fisicamente posibles segin la
ecuacién (4.25). Sin embargo, sélo comparando con esa misma ecuacién, se ob-
serva que la ecuacién (5.6) refiere al radio inicial que se obtiene de la ecuacién
(4.25) cuando el cascarén parte del reposo (R = 0), lo cual tiene mucho sentido
pues si parte del reposo, también se cumple % = 0, es decir, 2% = oo. Esto
indica que este desarrollo en realidad no aporta un método 1til para identificar
la formacién de una singularidad desnuda.
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5.2. Criterio de hipersuperficie nula

Una transformacién conforme se caracteriza por preservar angulos. Por lo
tanto en un diagrama de Penrose, siendo este el resultado de una transformacién
conforme de un espaciotiempo, aquellas curvas y superficies que tengan caracter
nulo (es decir, una inclinacién de 45°) representan curvas que en el espaciotiempo
original también son nulas. Teniendo esto en cuenta, se sigue de las figuras
1.3 y 1.4 que la hipersuperficie del horizonte de eventos del espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom (cuando existe) es nula. Usaremos ahora este criterio para
identificar el radio al que se puede descubrir un horizonte de eventos alrededor
de la singularidad producida por el colapso del cascardn.

Consideremos una particula sobre el cascarén moviéndose tangencialmen-
te. Una particula sobre una superficie nula sélo puede moverse a la velocidad
de la luz, es decir que su cuadrivelocidad es 4?2 = 0. De modo que cuando la
hipersuperficie del cascarén coincida con un horizonte de eventos, la particu-
la necesariamente deberda moverse a la velocidad de la luz y la norma de su
cuadrivelocidad sera nula.

La cuadrivelocidad de esta particula, en las coordenadas del cascardén, esta
dada por

a

v T,0,0) = (UT,ve,v‘P) , (5.7)

o d
~dA (
donde A es el tiempo propio de la particula, el cual no necesariamente es el
mismo que el del cascarén (7). Por simplicidad, supongamos que la particula
se mueve sobre el plano ecuatorial = 7/2 a velocidad constante, cunpliéndose
entonces v¥ = ¢, = cte y v’ = 0. En este caso se tiene que

2
v? = hayv®o® = hey (lej—\) + hw,ciJ
2 (5.8)
__(aeTr 2 2
= <d)\) + R [

donde se usaron las componentes de la métrica en las coordenadas del cascaron.
Supongamos que existe un radio R, tal que en ese punto v? = 0, entonces se
cumple

dr* 22 _ 2

a = Rhcw = CR (59)
Por lo tanto se puede escribir que

v = -Ch+ R*C} (5.10)

Usando ahora la primera condicién de juntura desde el exterior, es decir, usando
que FT? — F~1R? = 1, tenemos que

v* = —(FT? - F'R*)C} + R*C? (5.11)
Por lo tanto, la condicién v? = 0 puede ser escrita como

—FT2C% + F7'R*C% + C% = 0. (5.12)
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Buscamos ahora soluciones de la forma

FT? =0,

. 5.13
FI1R? = Cs, ( )

donde C; y Cs son constantes que satisfacen —C’%C’l + 012%02 + C’?% =0.
De las ecuaciones (5.13) se sigue directamente que

FT? = —~F~'R% (5.14)

Sustituyendo esto tdltimo en la relaciéon F T2 — F~1R? = 1 se obtiene que

Gy C1 52
— 1) F =1 1
(02 ) -1, (5.15)
es decir o
R2=_"2 F=CF 5.16
0, (5.16)

Comparando esto con la ecuacién de movimiento (5.3), y sustituyendo la defi-
niciéon de F', se tiene que

oM Q2 (M Q*—m2\’
C(I_R+R2)_<m_2mR) ~ 1. (5.17)

Las raices de la ecuacién (5.17) tienen una expresién muy larga por lo que
este es un buen punto para dar valores a algunas de las constantes que hasta
aqui han aparecido. La expresién para las raices se simplifica considerablemente
si tomamos

C=-1/2. (5.18)
Antes de escribir las raices dadas por esta eleccion, veamos qué implicaciones
tiene. El escoger C' = —1/2 es, por definicién,
C 1
= (5.19)
Cy —Cy 2
lo cual implica C; = —C5. Pero estas constantes deben satisfacer la ecuacion

—01012% + CQCI% + 012% = 0. Entonces se tiene que C%{(2Cz + 1) = 0, es decir
que Cy = —1/2 y por lo tanto Cy = 1/2. En principio no hay nada que impida
tomar estos valores para las constantes que aparecen en la ecuacién (5.13).

Bajo estas suposiciones, el radio en el que la particula de prueba se mueve
a la velocidad de la luz (raices de la ec. (5.17)), es decir, el punto en el que el
cascarén coincide con un horizonte de eventos, es

s g ()@

R
h 2M?2 —m?2

(5.20)
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Tenemos ahora la expresiéon que nos permite buscar las condiciones bajo
las cuales el colpaso del cascarén da origen a una singularidad desnuda. Estas
condiciones surgen de forzar el radio de la ecuacién (5.20) a ser imaginario, es
decir, el término dentro de la raiz debe ser negativo (andlogamente al termino
dentro de la raiz de la ecuacién (1.10)). Esto, tras un poco de algebra conduce
a

Q* <m? (2M? —m?). (5.21)

La regién del plano M — @) que satisface esta desigualdad se muestra som-
breada en la figura 5.1.

B0 |
40|

20|

20
40|

50 |

1] 20 40 14}
M

Figura 5.1: Regiones en las que se satisface la desigualdad (5.21); condicionado a
que C = —1/2, un cascarén cuyos pardmetros M y @ estan en la zona sombreada
daran origen a una singularidad desnuda.

Se observa que la condicién es simétrica respecto al signo de la carga eléctrica
(como es de esperarse) y que la formacién de una singularidad desnuda derivada
del cascardn, bajo los criterios senalados, es plausible debido a la amplia region
del plano que satisface la desigualdad 5.21 (zona sombreada). Ademads, al graficar
la ecuacién de movimiento (4.29) con algunos valores de M y @ que estén dentro
de la regién sombreada, digamos @ = 30 y M = 50 (y fijando la constante de
integracion, cte = 40 en este caso), se observa que en efecto el cascarén colapsa
hasta R = 0 en un tiempo propio finito 7 ~ 123, forméndose asi una singularidad
(véase figura 5.2). Esto indica que, bajo los criterios seialados en este trabajo, el
colapso gravitacional de un cascarén de polvo sin presion cargado eléctricamente
puede formar una singularidad desnuda.
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Figura 5.2: Radio de un cascarén con Q = 30 y M = 50 en funcién de su
tiempo propio. El sistema parte del reposo en R = 100. Bajo estas condiciones,
aplicando los criterios desarrollados en este trabajo, no se produce un horizonte
de eventos. Dado que el cascarén colapsa a R = 0 en un tiempo propio finito,
este proceso darfa origen a una singularidad desnuda.

Es muy importante, sin embargo, también tener en cuenta que estas condicio-
nes son derivadas de imponer C' = —1/2, lo cual se hizo por mera conveniencia
algebraica, sin tener en cuenta justificacion fisica alguna. Es posible entonces
que la desigualdad (5.21) no sea vélida en un sistema real; y en su lugar habria

que buscar unas condiciones que obedezcan un valor fisicamente sustentado de
C.



Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo era estudiar la posibilidad de que el
colapso gravitacional de un cascarén culmine en una singularidad desnuda.

Siguiendo el formalismo de cascarones desarrollado por W. Israel en su
articulo de 1969, donde aplica las condiciones de juntura primeramente for-
muladas por Darmois, se demostrd que esto es posible en el caso de un cascarén
infinitamente delgado constituido por un polvo homogéneo sin presién y cargado
elécrticamente en cuyo interior el espaciotiempo es plano y estd descrito por la
métrica de Minkowski, y cuyo exterior se encuentra en electrovacio dando lugar
a la métrica de Reissner-Nordstrom. Ademads el cascarén parte del reposo.

Nuestro método para detectar el horizonte de un agujero negro derivado del
cascarén, o “cascarén negro”, consiste en analizar la norma de la 3-velocidad de
una particula de prueba que se mueve a lo largo del cascarén durante el proceso
de colapso. Cuando la particula se mueve en el plano ecuatorial a velocidad
azimutal constante, encontramos el radio al cual la particula se mueve a la
velocidad de la luz y asociamos este fenomeno al momento en el que el cascarén
coincide con una hipersuperficie nula, es decir, con el horizonte de eventos. Una
vez que se tiene la expresion analitica para el radio del horizonte, con el fin
de simplificar las cuentas se hace una eleccién de una constante, lo cual es
crucial para el resultado final. Las condiciones para que el radio del horizonte
sea imaginario son las condiciones para que se forme una singularidad desnuda
a partir del cascarén, o un “cascarén desnudo”. Esta condicién se expresa por
medio de la desigualdad (5.21). Las regiones del plano M — @ que satisfacen
este criterio se muestran en la figura 5.1.

En la figura 5.2 se muestra el colapso de un cascarén cuya carga y masa
satisfacen la desigualdad (5.21). Se observa que el cascarén colapsa hasta R = 0,
lo que significa que, bajo los criterios aqui senalados y tomando C' = —1/2, el
proceso del colapso de un cascarén de polvo sin presién cargado eléctricamente
puede dar origen a una singularidad desnuda.

Ya existe una variedad de trabajos donde se dan ejemplos de singularidades
sin horizonte de eventos [13, 1, 25], (aunque no se habia utilizado el modelo de
un cascarén para tales fines). La aportacién de este trabajo es que aun con el
modelo més sencillo de un colapso gravitacional (cascarones) es posible producir
una singularidad desnuda. La posibilidad de que las singularidades desnudas
ocurran de manera natural en el universo, para cuya deteccién se han derivado
ya algunos métodos que consisten en utilizar lentes gravitacionales o corrimiento
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al rojo [20, 8], queda abierta.

La eleccién muy particular de C' = —1/2 no tiene a priori ningin argumento
de por qué es fisicamente razonable o por qué no, y es muy importante tener en
cuenta que el resultado obtenido se basé en esta eleccién por lo que un siguiente
paso puede ser buscar un valor de C' fisicamente sustentado.



Apéndice A

Calculo de la curvatura
extrinseca

Partimos de la expresion (4.15):
L ’oe . C o 1 . 1 ) oea e
K., =RT+F 'FTR> -TR - 5FF 73 — 5F(F—l) R?T.

Notemos primero que como F~'F = 1, entonces (F‘lF) = 0 y por lo tanto
F(F~Y =-F'F

Entonces tenemos que

K., =RT —-TR— 5FF T3 + gF”F TR?
1 Co PR R OE: NP Rap
= - |R*T—RTR—- =FFT®>+ =“F'FTR?).
R 2 2

Recordemos ahora que F12 — F~1R? =1, es decir F12? = 1+ F~!R2. Sustitu-
yendo esto obtenemos que

3

K., - (R?f SRT - LT (14 PR 4 F—lpmz)
R 2 2

2 T
=z <R2T ~RTR— JFT+ FlFTR2> .
Por otro lado, por definicién B(R, R) = FT = v R? + F. Derivando en cada
término se tiene que o )
2RR+F
28

Manipulando los dos ultimos términos, es facil ver que 3 (F T+ F T) — g = RR.

B=FT+FT=

Sustituyendo ahora esto en la ultima expresion de la curvatura extrinseca se
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tiene que
Kor = (RT N R FFTR)
- % (7 (72~ P21?) + BT (P82 - F1?))
_ % (FT (PR - FT?) - FT)
- ‘?} (Fi+ FT)
__L
R

De modo que
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