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Resumen

Sea G = (VG, AG) una gráfica simple con n vértices, m aristas y sin
vértices aislados. Para alguna α con 0 < α ≤ 1 y un conjunto S ⊆ VG,
decimos que S es un conjunto α-dominante de G si para todo v ∈ VG −
S, |N(v) ∩ S| ≥ α |N(v)|. El mı́nimo de las cardinalidades de todos los
conjuntos S que cumplen con esa propiedad es llamado el número de α-
dominación de G y se denota por γα(G).

En esta tesis, desarrollamos a detalle algunas secciones de tres art́ıculos:
el primero es el de “α-Domination” de J. E. Dunbar, D. G. Hoffman, R.
C. Laskar y L. R. Markus [8] el cual abarca del caṕıtulo 2 al 6, donde
introducimos el concepto de α-dominación, discutimos cotas para γ1/2(G)
para la gráfica del Rey y damos cotas para γα(G) para una α en general,
0 < α ≤ 1; el segundo art́ıculo es el de “Some remarks on α-Domination”
de Franz Dahme, Dieter Rautenbach y Lutz Volkmann [4] el cual abarca
el caṕıtulo 7, donde realizamos algunas observaciones sobre α-dominación;
por último, en el caṕıtulo 8, estudiamos los efectos de la eliminación de un
vértice (concepto introducido por Nader Jafari Rad y Lutz Volkmann [17])
en la α-dominación de G.
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Caṕıtulo 1

Definiciones básicas

Una gráfica G consiste de un conjunto finito no vaćıo VG de objetos
llamados vértices y un conjunto AG, cuyos objetos se llaman aristas, que
consiste de subconjuntos de dos elementos del conjunto VG. Se acostumbra
escribir a G como G = (VG, AG).

El orden de una gráfica G es el número de vértices de G y el tamaño
de G es el número de aristas de G.

Se acostumbra representar una gráfica con un diagrama, donde cada
vértice se representa con un pequeño ćırculo y cada arista se representa con
una ĺınea entre dos vértices.

Figura 1.1: Gráfica

Si {u, v} ∈ A(G), escribiremos a la arista e = {u, v} como e = uv y
diremos que u y v son adyacentes o que son vecinos.

Si e = uv es una arista de G, decimos que e incide en u y en v. También
decimos que los vértices extremos de e son u y v.

7



8 CAPÍTULO 1. DEFINICIONES BÁSICAS

Si dos aristas inciden en el mismo vértice, se dice que las aristas son
adyacentes.

La vecindad abierta NG(v) de un vértice v ∈ VG es el conjunto de
vértices que son adyacentes a v, es decir, NG(v) = {u ∈ VG | uv ∈ AG}.

La vecindad cerrada NG [v] de VG es NG(v) ∪ {v}.

Similarmente, si S ⊆ VG, definimos la vecindad abierta de S (respecti-
vamente, vecindad cerrada) como NG(S) = ∪v∈SN(v) (respectivamente,
NG [S] = N(S) ∪ S).

Para v ∈ VG, el grado de v, escrito d(v) (o dG(v) si se necesita identificar
a la gráfica G), es el número de vecinos de v en G, d(v) = |N(v)|. El grado
mı́nimo de G es δ(G) = mı́n{d(v) | v ∈ VG} y el grado máximo de G es
∆(G) = máx{d(v) | v ∈ VG}.

Sea G una gráfica de orden n y v ∈ VG, entonces:

Si d(v) = 0, v se llama aislado.

Si d(v) = 1, v se llama hoja.

Si d(v) = n− 1, v se llama universal.

Si e = uv ∈ AG y d(v) = 1, u se llama vértice soporte.

Sean Ω = {v | v es una hoja de G} y u ∈ VG. Si |N(u) ∩ Ω| = 1, u se
llama soporte débil. Si |N(u) ∩ Ω| > 1, u se llama soporte fuerte.

A continuación, enunciaremos algunas familias de gráficas.

Sea G = (VG, AG) una gráfica de orden n con VG = {v1, . . . , vn},

Si n = 1, la gráfica se llama trivial.

Si para todo {vi, vj} ⊆ VG se tiene que vivj ∈ AG, la gráfica se llama
completa y se denota por Kn.

Figura 1.2: K4
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Si AG = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn}, la gráfica se llama trayectoria de
longitud n− 1 y se denota por Pn = v1v2 · · · vn.

Si AG = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn, vnv1}, la gráfica se llama ciclo de
longitud n y se denota por Cn = v1v2 · · · vnv1.

Si para todo v ∈ VG tenemos que d(v) = r, se dice que G es una gráfica
r-regular.

Si AG = {v1vj | 2 ≤ j ≤ n}, G se llama estrella con centro en v1 y se
denota por K1,n−1.

Sean G = (VG, AG) y H = (VH , AH) gráficas, decimos que H es una
subgráfica de G, H ≤ G, si VH ⊆ VG y AH ⊆ AG.

Sea H ≤ G, entonces:

Si VH 6= VG o AH 6= AG se dice que H es subgráfica propia de G.

Si VH = VG, entonces H se llama subgráfica generadora de G.

Sea S = VH y supongamos que uv ∈ AH si y sólo si uv ∈ AG, se dice
que H es la subgráfica de G inducida por S y escribimos H = G[S].

Dada una gráfica G, podemos asociarle una nueva gráfica, Ḡ, llamada el
complemento de G, tal que VḠ = VG y uv ∈ AḠ si y sólo si uv /∈ AG.

Sean u, v ∈ VG, una uv-trayectoria es una subgráfica Pk < G de la
forma Pk = uv1v2 . . . vk−2v, k ≥ 2.

Se define la distancia entre dos vértices u, v de la gráfica G como:

distG(u, v) =

{
∞, si no existen uv-trayectorias en G
mı́n{número de aristas en Pk|Pk es una uv-trayectoria}, en otro caso.

Observemos que:

distG(u, v) =

{
0, si u = v
1, si uv ∈ AG.

Una gráfica G es conexa si para todo par de vértices x, y ∈ VG, existe
una xy-trayectoria en G.
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Supongamos que G no es conexa. Consideremos una partición de VG =
V1∪V2∪· · ·∪Vs tal que Gi = G[Vi], 1 ≤ i ≤ s, es una gráfica conexa maximal
(es decir, Gi es conexa y no contiene aristas que incidan en los vértices que
no pertenezcan a Gi). Entonces escribiremos G = G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ Gs y
decimos que cada una de las subgráficas inducidas Gi, 1 ≤ i ≤ s, es una
componente conexa de G.

Un conjunto de vértices S ⊆ VG se llama independiente si AG[S] = ∅.

Con estas definiciones podemos recordar otras familias importantes de
gráficas:

Un árbol es una gráfica conexa sin ciclos.

Figura 1.3: Árbol

Una gráfica cactus es una gráfica conexa en donde cualesquiera dos
ciclos en la gráfica no tienen aristas en común. Equivalentemente, es
una gráfica conexa en donde cualesquiera dos ciclos tienen a lo más un
vértice en común.

Figura 1.4: Cactus

Una gráfica G se dice que es bipartita si existe una partición de
VG = {V1, V2} tal que V1 y V2 son conjuntos independientes en G.

Una gráfica bipartita con partición de sus vértices {V1, V2} tal que
|V1| = r y |V2| = s se llama bipartita completa, denotada por Kr,s,
si para todo u ∈ V1 y para todo v ∈ V2, se tiene que uv ∈ AG.
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Figura 1.5: K5,4

Observe que la gráfica estrella K1,n−1, definida previamente, es una gráfi-
ca bipartita completa con |V1| = 1 y |V2| = n− 1.

El número de cubierta por vértices de G, α0(G), es el mı́nimo de
las cardinalidades de los conjuntos S ⊆ VG tales que cada arista de G tiene
al menos uno de sus vértices extremos en S.

Un conjunto S ⊆ VG se dice que domina a la gráfica G (o es un conjun-
to dominante de G) si para cada vértice v ∈ VG se tiene que |N [v]∩S| ≥ 1
(equivalentemente, si para toda v ∈ VG − S se tiene que |N(v) ∩ S| ≥ 1).

Figura 1.6: Los vértices amarillos forman un conjunto dominante

El número de dominación de G, γ(G), es el mı́nimo de las cardinali-
dades de todos los conjuntos dominantes de G.

Si S es un conjunto de cardinalidad mı́nima que domina a G, a S lo
llamamos un γ-conjunto (o γ(G)-conjunto cuando pueda existir confusión).

Sea G = (VG, AG) una gráfica de orden n con δ(G) ≥ 1. Consideremos
S ⊆ VG y α ∈ R con 0 < α ≤ 1. El conjunto S se llama α-dominante si
para todo v ∈ VG − S se tiene que |N(v) ∩ S| ≥ α|N(v)|.
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El número de α-dominación de G, γα(G), es el mı́nimo de las cardi-
nalidades de todos los conjuntos α-dominantes de G.

Para cualquier gráfica G y para cualquier α, con 0 < α ≤ 1, si S es un
conjunto de cardinalidad mı́nima que α-domina a G, a S lo llamamos un
γα-conjunto (o γα(G)-conjunto cuando pueda existir confusión).

Una coloración propia de una gráfica G es una función que asigna
colores a los vértices de G de tal forma que ningún par de vértices adyacentes
tengan el mismo color.

El número cromático de una gráfica G es el mı́nimo número de colores
que se necesitan para colorear propiamente a G.

Sean G una gráfica, v ∈ VG y S = VG − {v}. Denotamos por G − v a
la subgráfica de G inducida por S (G− v := G[S]). Un vértice v ∈ G es un
vértice de corte de G si G− v tiene más componentes conexas que G.

Un bloque de una gráfica es una subgráfica conexa maximal sin vértices
de corte.

Sean E ⊆ AG y V ⊆ VG. Se dice que E satura los vértices de V si para
todo vértice v en V existe alguna arista e en E tal que v es vértice extremo
de e.

Un conjunto independiente de aristas, también llamado aparea-
miento, en una gráfica G es un subconjunto M ⊆ AG tal que ningún par
de aristas en M inciden en un mismo vértice. Un apareamiento perfecto
es un apareamiento que satura todos los vértices de la gráfica.

Sea G una gráfica y P ⊆ VG. Decimos que P es un empaquetamiento
de G si para todo {u, v} ⊆ P se cumple que N [u] ∩N [v] = ∅. Se le conoce
como número de empaquetamiento al mayor número k tal que existe
un empaquetamiento P con |P | = k; se denota por p(G).

La operación subdivisión para una arista uv ∈ AG es eliminar la
arista uv de la gráfica G, agregar un nuevo vértice w y agregar dos aristas
nuevas uw y wv.

Una estrella subdividida se obtiene de una estrella con al menos dos
aristas, subdividiendo cada arista exactamente una vez.
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La corona, cor(H), de una gráfica H es la gráfica obtenida de H al
añadir a cada vértice de H una arista y un vértice tal que el grado de este
último sea 1 en la gráfica cor(H).

Figura 1.7: Corona de K4

Para un γα(G)-conjunto S en una gráfica G y un vértice x ∈ S, si S−{x}
es un conjunto α-dominante de G−x, entonces denotamos pnα(x, S) = {x}.

Una gráfica G es cŕıtica por vértices en cuanto a dominación o sim-
plemente γ-cŕıtica por vértices si al eliminar cualquier vértice, el número
de dominación disminuye.

Decimos que una gráfica G es cŕıtica por vértices en cuanto a α-
dominación o simplemente γα-cŕıtica por vértices si al eliminar cual-
quier vértice, el número de α-dominación disminuye.

El diámetro de una gráfica G = (VG, AG) se define como máx{dist(u, v)
| u, v ∈ VG} y se denota por diám(G).



Caṕıtulo 2

Introducción a la
α-dominación

En este caṕıtulo introducimos el concepto de α-dominación, presentamos
la motivación del problema y desarrollamos el estudio de α-dominación para
trayectorias, ciclos, gráficas completas y bipartitas completas.

2.1. Motivación del problema

En 1995, David Woolbright [8] propuso el siguiente acertijo:

Acomodar guardias y prisioneros en un tablero de 6 × 6 de tal manera
que todas las casillas estén ocupadas y que cada prisionero esté rodeado de
al menos el mismo número de guardias que de prisioneros, es decir, que al
menos la mitad de sus vecinos sean guardias. La vecindad de una casilla es
el conjunto de casillas que se encuentran al movernos vertical, horizontal o
diagonalmente una casilla. Mark Liatti [8] mostró que la mı́nima cardinali-
dad sobre los conjuntos que cumplen esta propiedad es 14, como observamos
en la figura 2.1.

Sea G = (VG, AG) una gráfica con n vértices, m aristas y sin vértices
aislados. Consideremos un tablero de ajedrez de s × t. La gráfica del Rey
K[s× t] se forma de la siguiente manera: cada vértice representa una casilla
del tablero de ajedrez y dos vértices son adyacentes en la gráfica si y sólo si
las casillas representadas por estos vértices son una jugada (un movimiento)
del Rey en el tablero de ajedrez. Recordemos que un Rey se puede mover
solamente una casilla, ya sea horizontal, vertical o diagonalmente.

14
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Figura 2.1: Acertijo de Woolbright

En el lenguaje de teoŕıa de gráficas, el acertijo propuesto por Woolbright
se puede escribir como:

Sean G una gráfica y S ⊆ VG tal que para todo v ∈ VG − S, se tiene
que |NG(v) ∩ S| ≥ |NG(v) ∩ (VG − S)|. Decimos que S es un conjunto de
Woolbright de G.

Se define el número de Woolbright de G como w(G) = mı́n{|S|
| S es un conjunto de Woolbright de G}. Resolver el acertijo mencionado
equivale a encontrar el número de Woolbright de la gráfica del Rey K[6×6].

Recordemos los siguientes conceptos:

Un conjunto S ⊆ VG se dice que domina a la gráfica G (o es un conjunto
dominante de G) si para cada vértice v ∈ VG se tiene que |N [v] ∩ S| ≥ 1
(equivalentemente, si para toda v ∈ VG − S se tiene que |N(v) ∩ S| ≥ 1).
El mı́nimo de las cardinalidades de los conjuntos dominantes de G es el
número de dominación de G y se denota por γ(G). Un conjunto dominante
de cardinalidad γ(G) es un γ(G)-conjunto.

Al agregar condiciones al concepto de dominación, se ha dado lugar a
un gran número de nuevos parámetros en la teoŕıa de gráficas. Uno de ellos
es el de α-dominación que es el corazón de este trabajo.
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Definición. Sea G = (VG, AG) una gráfica de orden n con δ(G) ≥ 1.
Consideremos S ⊆ VG y α ∈ R con 0 < α ≤ 1. El conjunto S se llama
α-dominante si para todo v ∈ VG−S se tiene que |N(v)∩S| ≥ α|N(v)|. El
número de α-dominación de G, γα(G), es el mı́nimo de las cardinalidades
de todos los conjuntos α-dominantes de G. Un conjunto α-dominante de
cardinalidad γα(G) se llama un γα-conjunto.

Observación Si α = 1
2 , un conjunto es α-dominante si para todo v ∈ VG−S

se tiene que |N(v)∩S| ≥ 1
2 |N(v)|, es decir, |N(v)∩S| ≥ |N(v)∩ (VG−S)|.

Por lo tanto, el número de α-dominación de G es una generalización del
número de Woolbright de G.

Terminamos esta sección mostrando la relación entre γ(G) y γα(G).

Notemos que si S ⊆ VG es un conjunto α-dominante, entonces para todo
vértice v ∈ VG − S, |N(v) ∩ S| ≥ α|N(v)|. Como 0 < α ≤ 1, |N(v) ∩ S| está
en los enteros positivos y d(v) ≥ 1, entonces |N(v) ∩ S| ≥ 1. Es decir, todo
conjunto α-dominante de G es un conjunto dominante de G, y por lo tanto:

Lema 1 Para toda gráfica G = (VG, AG) y para toda α, con 0 < α ≤ 1, se
tiene que γ(G) ≤ γα(G).

Observemos que no todo conjunto dominante es α-dominante. Por ejem-
plo, sean G = K3 y α = 2

3 . Como se muestra en la figura 2.2, el conjunto
S = { } es un conjunto dominante. Sin embargo, S no es 2

3 -dominante
para K3 porque para todo v ∈ VG − S, |N(v) ∩ S| = 1 < 4

3 = 2
3 |N(v)|.

Figura 2.2: K3

Observación Para toda gráfica G de orden n sin vértices aislados y α ∈
(0, 1], se tiene que γ(G) ≤ γα(G) ≤ n− 1 < n.

2.2. α-dominación de familias de gráficas

A continuación, enunciaremos resultados para gráficas espećıficas.
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Proposición 2 Si Pn es una trayectoria con n vértices, entonces

a)
γα(Pn) = dn/3e si 0 < α ≤ 1/2,

b)
γα(Pn) = bn/2c si 1/2 < α ≤ 1.

Demostración:

Sea VG = V (Pn) = {v1, v2, . . . , vn} el conjunto de vértices de Pn. En [16]
se muestra que γ(Pn) = dn3 e, para todo n ≥ 3. Para todo vértice v en Pn,
tenemos dos casos: d(v) = 1 o d(v) = 2.

(a) Por demostrar que γα(Pn) = dn/3e si 0 < α ≤ 1/2. Sea S ⊆ VG un
conjunto dominante de Pn. Esto quiere decir que para todo v ∈ VG − S se
tiene que |N(v) ∩ S| ≥ 1 que es la misma condición necesaria y suficiente
para que S sea un conjunto α-dominante de Pn cuando 0 < α ≤ 1

2 . Por lo
tanto, γα(Pn) = γ(Pn) = dn3 e.

(b) Por demostrar que γα(Pn) = bn/2c si 1/2 < α ≤ 1. Sea S ⊆ VG un
conjunto α-dominante de Pn. Esto quiere decir que para todo v ∈ VG − S,
|N(v) ∩ S| ≥ α|N(v)|. Si 1

2 < α ≤ 1, entonces |N(v) ∩ S| ≥ 1 si d(v) = 1, y
|N(v) ∩ S| ≥ 2 si d(v) = 2.

Si n = 2k o n = 2k+1, S = {v2, v4, . . . , v2k} es un conjunto α-dominante
con |S| = bn2 c (figuras 2.3 y 2.4). Veamos que S es mı́nimo. Supongamos
que existe un conjunto, D, α-dominante con |D| < bn2 c.

Si n = 2k, |D| ≤ k− 1 y |VG−D| ≥ k+ 1, entonces para α-dominar a
VG−D se necesitan al menos 2(k−1)+2 aristas que salgan de VG−D
hacia D (lo mı́nimo que puede pasar es que el primer y el último
vértice de la trayectoria estén en VG − D, por lo que solamente una
arista saldŕıa de cada uno de ellos, y de los demás vértices en VG −D
(k − 1) saldŕıan dos aristas). Pero el número máximo de aristas que
pueden salir de D hacia VG −D es 2(k − 1) (máximo dos aristas por
cada vértice en D). Por lo tanto, D no puede α-dominar a VG −D.

Si n = 2k+1 y |D| < bn2 c = k, entonces |D| ≤ k−1 y |VG−D| ≥ k+2.
Para que D α-domine a VG −D se necesitan al menos 2k + 2 aristas
que salgan de VG−D hacia D. Pero el número máximo de aristas que
pueden salir de D hacia VG−D es 2(k− 1). Por lo tanto, D no puede
α-dominar a VG −D.
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Aśı, γα(Pn) = bn2 c con 1
2 < α ≤ 1.

Figura 2.3: P6

Figura 2.4: P7

�

Proposición 3 Si Cn es un ciclo con n vértices, entonces

a)
γα(Cn) = dn/3e si 0 < α ≤ 1/2,

b)
γα(Cn) = dn/2e si 1/2 < α ≤ 1.

Demostración:

Sea VG = V (Cn) = {v1, v2, . . . , vn} el conjunto de vértices de Cn. En [16]
se muestra que γ(Cn) = dn3 e, para todo n ≥ 3. Para todo vértice v en Cn,
tenemos que d(v) = 2.

(a) Por demostrar que γα(Cn) = dn/3e si 0 < α ≤ 1/2. Sea S ⊆ VG
un conjunto dominante de Cn, esto implica que para todo v ∈ VG − S se
tiene que |N(v) ∩ S| ≥ 1 que es la misma condición necesaria y suficiente
para que S sea un conjunto α-dominante de Cn cuando 0 < α ≤ 1

2 pues
|N(v) ∩ S| ≥ α|N(v)| ≥ α · 2 si y sólo si |N(v) ∩ S| ≥ 1. Por lo tanto,
γα(Cn) = γ(Cn) = dn3 e.

(b) Por demostrar que γα(Cn) = dn/2e si 1/2 < α ≤ 1. Sea S ⊆ VG
un conjunto α-dominante con 1

2 < α ≤ 1/2, esto implica que para todo
v ∈ VG − S se tiene que |N(v) ∩ S| ≥ 2.

Es claro que si tomamos S = {v2, v4, . . . , vn} para n = 2k o S = {v2,
v4, . . .,vn−1,vn} para n = 2k + 1, entonces S es un conjunto α-dominante
(figuras 2.5 y 2.6). En ambos casos, |S| = dn2 e. Demostremos que |S| =
dn2 e = γα(Cn). Sea D un conjunto α-dominante de Cn.
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Si n = 2k y |D| < dn2 e = k, entonces |VG −D| ≥ k + 1, lo que implica
que para α-dominar a VG −D se necesitan al menos 2(k + 1) aristas
que salgan de VG−D hacia D. Pero el número máximo de aristas que
pueden salir de D hacia VG−D es 2(k− 1). Por lo tanto, D no puede
α-dominar a VG −D.

Si n = 2k+1 y |D| < bn2 c = k+1, entonces |D| ≤ k y |VG−D| ≥ k+1.
Para que D α-domine a VG−D se necesitan al menos 2(k+ 1) aristas
que salgan de VG − D hacia D. Pero el número máximo de aristas
que pueden salir de D hacia VG −D es 2k. Por lo tanto, D no puede
α-dominar a VG −D.

Figura 2.5: C6

Figura 2.6: C7

�
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Proposición 4 Si Kn es la gráfica completa con n vértices, entonces

γα(Kn) = dα(n− 1)e.

Demostración:

Para cualquier α, con 0 < α ≤ 1, sea G = Kn y sea S ⊆ VG un conjunto
α-dominante, es decir, para todo vértice v ∈ VG − S, |N(v) ∩ S| ≥ α|N(v)|.
Como Kn es completa, entonces para todo vértice v ∈ VG, d(v) = n − 1,
es decir, |N(v)| = n − 1. Por lo tanto, para todo vértice v ∈ VG − S,
|N(v)∩S| ≥ α(n−1) lo que implica que |S| ≥ α(n−1). Ahora, sea D ⊆ VG
tal que |D| = dα(n − 1)e. Si v ∈ VG − D, entonces |N(v) ∩ D| = dα(n −
1)e ≥ α(n − 1) = α|N(v)|, por lo que D es un conjunto α-dominante. Aśı,
γα(Kn) = dα(n− 1)e.

�

Proposición 5 Si Km,n es una gráfica bipartita completa con 1 ≤ m ≤ n,
entonces

γα(Km,n) = mı́n{dαme+ dαne,m}.

Demostración:

Sea {V1, V2} la partición de V (Km,n) en conjuntos independientes tal
que |V1| = m y |V2| = n. Para todo vértice v ∈ V (Km,n) tenemos dos casos:
v ∈ V1 o v ∈ V2. Si v ∈ V1, entonces d(v) = n, es decir, |N(v)| = n. Si
v ∈ V2, entonces d(v) = m, es decir, |N(v)| = m.

Notemos que V1 es un conjunto α-dominante ya que para todo vértice
v ∈ VG−V1, es decir, para todo vértice v ∈ V2 se cumple m = |N(v)∩V1| ≥
α|N(v)| = αm. Por lo tanto, γα(Km,n) ≤ m.

Suponiendo que γα(Km,n) < m:

Sea S un γα-conjunto de Km,n tal que S = S1 ∪ S2 con S1 ⊆ V1 y
S2 ⊆ V2. Si v ∈ V1, entonces |N(v) ∩ S2| ≥ α|N(v)|, pero N(v) ⊆ V2 por lo
que N(v)∩S2 = S2 y |N(v)| = n. Aśı, |S2| = dαne. Análogamente, Si v ∈ V2,
entonces |N(v) ∩ S1| ≥ α|N(v)|, pero N(v) ⊆ V1 por lo que N(v) ∩ S1 = S1

y |N(v)| = m. Aśı, |S1| = dαme. Como S = S1 ∪ S2 y S1 ∩ S2 = ∅, entonces
|S| = |S1|+ |S2| = dαme+ dαne. Por lo tanto, γα(Km,n) = dαme+ dαne.

Aśı, γα(Km,n) = mı́n{dαme+ dαne,m}.
�



Caṕıtulo 3

Resultados preliminares
respecto a γα(G)

Nos interesa estudiar la relación entre el parámetro de α-dominación
y otros parámetros relacionados con dominación. Existen más de 80 tipos
de dominación y parámetros relacionados con dominación (véase [16]). Por
ejemplo, un tipo de dominación introducido por Fink y Jacobson [10] es el
de r-dominación, con r ∈ N. Un conjunto S ⊆ VG es r-dominante si para
cada v ∈ VG − S, |N(v) ∩ S| ≥ r. Esto es, cada vértice que no está en el
conjunto r-dominante, S, tiene al menos r de sus vecinos en S. El mı́nimo de
las cardinalidades de los conjuntos r-dominantes de una gráfica G se llama
γr(G).

Afirmación Sea G una gráfica k-regular, entonces para α = r/k, γα(G) =
γr(G).

Demostración:

Sea G = (VG, AG) una gráfica k-regular. Para α = r/k, un conjunto
S ⊆ VG es α-dominante si para todo vértice v ∈ VG−S, |N(v)∩S| ≥ r

k |N(v)|.
Si G es una gráfica k-regular, entonces para todo vértice v ∈ VG, d(v) = k, es
decir, |N(v)| = k. Aśı, |N(v)∩S| ≥ r

k |N(v)| si y sólo si |N(v)∩S| ≥ r
k ·k = r.

Es decir, S es r
k -dominante si y sólo si S es r-dominante.

�

Dunbar et al. [7] introdujeron el concepto de dominación con signo. Sea G
una gráfica. Una función f : VG → {−1, 1} se llama una función dominante

21
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con signo si para cada vértice v ∈ VG, f(N [v]) ≥ 1, donde f(N [v]) =∑
x∈N [v] f(x). El número de dominación con signo γS(G) es igual a:

γS(G) = mı́n
{ ∑
v∈VG

f(v)|f es una función dominante con signo de G
}
.

Notemos que si f es una función dominante con signo en una gráfica G,
para cada u ∈ VG con f(u) = −1, más de la mitad de los vecinos de u deben
tener peso 1. Esto es, para cada u tal que f(u) = −1, podemos partir a
N [u] = {U+, U−} donde U+ = {y ∈ N(u) | f(y) = 1} y U− = {z ∈ N [u]
| f(z) = −1}. Aśı, U+ es un conjunto 1

2 -dominante en G[U ], donde U =
U+ ∪ U−, y como se cumple para todo u ∈ VG tal que f(u) = −1, entonces
∪U+ es un conjunto 1

2 -dominante en G. Por lo tanto, la dominación con
signo es similar pero no igual a la 1

2 -dominación.

Figura 3.1: Ejemplo de dominación con signo

Hemos visto que el número de dominación es una cota inferior para el
número de α-dominación. Ahora enunciaremos dos lemas para demostrar
que el número de cubierta por vértices de una gráfica G, α0(G), es una cota
superior de γα(G).

Lema 6 Para toda gráfica G se tiene que γ1(G) = α0(G).

Demostración:

Sea D ⊆ VG un γ1(G)-conjunto de G. Entonces, por definición, para todo
vértice v ∈ VG −D se tiene que |N(v) ∩D| ≥ 1|N(v)|.

Es decir, para cada vértice v ∈ VG − D, N(v) ∩ D = N(v), en otras
palabras, cada arista tiene al menos uno de sus extremos en D. Por lo tanto,
D es una cubierta por vértices de G, lo que implica que γ1(G) = |D| ≥
α0(G).
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Sea S una cubierta por vértices tal que |S| = α0(G). Entonces, para toda
e = uv ∈ AG se tiene que |{u, v} ∩ S| ≥ 1, lo que implica que para todo
v ∈ VG − S, |N(v) ∩ S| ≥ |N(v)|. Aśı, S es un γ1-conjunto y α0(G) = |S| ≥
γ1(G).

Por lo tanto, α0(G) = γ1(G).
�

Lema 7 Sea G una gráfica sin vértices aislados. Si α1 ≤ α2, entonces
γα1(G) ≤ γα2(G).

Demostración:

Si S ⊆ VG es un γα2-conjunto de G, entonces |N(v) ∩ S| ≥ α2|N(v)| ≥
α1|N(v)| lo que implica que S es un γα1-conjunto de G. Por lo tanto,
γα1(G) ≤ |S| = γα2(G).

�

Proposición 8 Para toda gráfica G y para toda 0 < α ≤ 1, γ(G) ≤ γα(G) ≤
α0(G).

Demostración:

Por el lema 1, sabemos que γ(G) ≤ γα(G). Como α ≤ 1, usando el
lema 7, obtenemos que γα(G) ≤ γ1(G), y usando el lema 6, tenemos que
γα(G) ≤ γ1(G) = α0(G). Por lo tanto, γ(G) ≤ γα(G) ≤ α0(G).

�

Las siguientes dos proposiciones nos dan condiciones suficientes para
obtener las igualdades γ(G) = γα(G) y γα(G) = α0(G).

Proposición 9 Si G tiene grado máximo ∆(G) y 0 < α ≤ 1/∆(G), enton-
ces γα(G) = γ(G).

Demostración:

Por el lema 1, γ(G) ≤ γα(G) para toda α. Sólo es necesario demostrar que
γα(G) ≤ γ(G) para 0 < α ≤ 1/∆(G). Sea S un γ-conjunto. Si v /∈ S, como
S es un conjunto dominante sabemos que |N(v) ∩ S| ≥ 1 y por definición
de ∆(G), |N(v)| ≤ ∆(G). Esto implica que α|N(v)| ≤ α∆(G). También
notemos que 0 < α ≤ 1

∆(G) si y sólo si α∆(G) ≤ 1. Por todo lo anterior,
obtenemos lo siguiente:

α|N(v)| ≤ α∆(G) ≤ 1 ≤ |N(v) ∩ S|.
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Por lo tanto, S es un conjunto α-dominante y por consiguiente, γα(G) ≤
|S| = γ(G). Es decir, γα(G) ≤ γ(G).

�

El rećıproco de la proposición 9 es falso. La gráfica G se llama doble
estrella si se obtiene al hacer adyacentes los vértices de grado máximo en las
dos estrellas K1,r y K1,s. Es claro que γ(G) = 2. Sea S = {u, v} donde u y v
son los centros de las estrellas K1,r y K1,s, respectivamente. S es un conjunto
α-dominante pues para todo x ∈ VG − {u, v} se tiene que |N(x) ∩ S| = 1 ≥
α · 1 = α|N(x)|. Por lo tanto, γα(G) ≤ 2. Además, por el lema 1, sabemos
que γα(G) ≥ γ(G) = 2. Aśı, γα(G) = 2 = γ(G).

Por ejemplo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que r ≥ s.
Sea r = 6 y s = 5. Si α = 1

2 , entonces α = 1
2 >

1
7 = 1

r+1 = 1
∆(G) , es decir,

α > 1
∆(G) .

Contraejemplo del rećıproco de la proposición 9

Proposición 10 Sea G una gráfica. Si (∆(G)−1)/∆(G) < α ≤ 1, entonces
γα(G) = α0(G).

Demostración:

Por la proposición 8, γα(G) ≤ α0(G), para todo G.

Ahora, sólo basta demostrar que γα(G) ≥ α0(G). Sea S un γα-conjunto
de una gráfica G, con (∆(G) − 1)/∆(G) < α ≤ 1. Sea v un vértice tal que
v /∈ S. Notemos que |N(v)| − |N(v) − S| = |N(v) ∩ S|. Si k = |N(v) − S|,
entonces |N(v)| − k = |N(v) ∩ S|, lo que implica que ∆(G)(|N(v)| − k) =

∆(G)(|N(v) ∩ S|). Por otro lado, |N(v) ∩ S| ≥ α|N(v)| > ∆(G)−1
∆(G) |N(v)| si

y sólo si ∆(G)(|N(v) ∩ S|) > (∆(G)− 1)|N(v)| = ∆(G)|N(v)| − |N(v)|. Lo
que implica que:

∆(G)(|N(v)| − k) > ∆(G)|N(v)| − |N(v)|
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−∆(G)k > −|N(v)|
∆(G)k < |N(v)|.

Si k ≥ 1, entonces ∆(G) < |N(v)|, lo cual es una contradicción. Por
lo tanto, k = 0 = |N(v) − S|, lo que implica que N(v) ⊆ S para todo
v ∈ VG − S, por ende, no hay aristas en VG − S. Por lo tanto, S es una
cubierta por vértices de G y aśı, α0(G) ≤ |S| = γα(G).

�

Observemos que si G satisface γ(G) = α0(G), entonces γα(G) ≥ α0(G),
y por la proposición 8 se tiene que γα(G) = α0(G). Las gráficas G tales que
satisfacen esta igualdad, se examinan en [15, 22].

Por las proposiciones 9 y 10, si G satisface γ(G) < γα(G) < α0(G),

entonces 1
∆(G) ≤ α ≤

∆(G)−1
∆(G) .

Por ejemplo, para G = Kn sabemos que γ(Kn) = 1, α0(Kn) = n − 1 y
γα(Kn) = dα(n− 1)e. Por lo tanto, 1

n−1 ≤ α ≤
n−2
n−1 .

Sea G = K4. Por lo tanto:

∆(G) = 3⇒ 1

∆(G)
=

1

3

y
∆(G)− 1

∆(G)
=

3− 1

3
=

2

3
.

Por lo anterior, γ(K4) = 1. Si α = 2
3 , entonces, por la proposición 4,

γ2/3(K4) = d2
3(4− 1)e = 2 y es inmediato ver que α0(G) = 3, entonces:

γ(K4) < γ2/3(K4) < α0(K4).

Lo siguiente que nos preguntamos es, ¿si γ(G) = r, α0(G) = t y r < s <
t, siempre existe un valor de α para el cual γα(G) = s? Consideremos un ciclo
Cn, para n ≥ 11. Esta gráfica tiene γ(Cn) = dn/3e y α0(Cn) = dn/2e. Sin
embargo, por la proposición 3, γα(Cn) es igual a γ(Cn) o a α0(Cn) para toda
α. Por lo tanto, no siempre existe α tal que γα(G) sea un valor intermedio
entre γ(G) y α0(G).



Caṕıtulo 4

Resultados de tipo
Nordhaus-Gaddum

En 1956, Nordhaus y Gaddum [19] dieron cotas justas para la suma del
número cromático de una gráfica y el de su complemento. Los resultados
similares al anterior para otros parámetros de gráficas son conocidos como
resultados de tipo Nordhaus-Gaddum (N-G). En este caṕıtulo estudiamos
resultados tipo N-G para el número de α-dominación de una gráfica.

En 1988, Woodall demuestra el siguiente teorema enunciado con anterio-
ridad (1985, pero no probado) por Cowen y Emerson, [23]. Para cualquier
gráfica G = (VG, AG) y un conjunto C = {1, 2, ..., k}, definimos una colora-
ción de G como una función f :VG → C. A f(v) lo llamamos el color de v.
Denotamos por Si al conjunto de todos los vértices con color i.

Teorema 11 Sea G = (VG, AG) una gráfica, sea C = {1, 2, ..., k} y sean
p1, p2, ..., pk números reales no-negativos tales que

∑
pi ≥ 1. Entonces exis-

te una coloración f :VG → C tal que |N(v) ∩ Si| ≤ pf(v) |N(v)| para cada
vértice v.

Utilizaremos el teorema 11 como herramienta para demostrar lo siguien-
te:

Teorema 12 Si 0 < α < 1, entonces para cualquier gráfica G, γα(G) +
γ1−α(G) ≤ n.

Demostración:

26
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Por el teorema 11, sean k = 2, p1 = α y p2 = 1− α, entonces existe una
coloración de G, f : VG → {1, 2}, tal que |N(v) ∩ Si| ≤ pf(v) |N(v)| para
cada vértice v en G.

Por lo tanto, |N(v) ∩ S1| ≤ pf(v) |N(v)| y |N(v) ∩ S2| ≤ pf(v) |N(v)|.
Como consecuencia, tenemos las siguientes afirmaciones:

a) El conjunto S1 es un conjunto α-dominante de G. En efecto:

Sea v ∈ S2, entonces f(v) = 2 y

|N(v) ∩ S1| ≤ p2|N(v)| = (1− α)|N(v)|.

|N(v) ∩ S2| ≤ p2|N(v)| = (1− α)|N(v)|.

Además,

|N(v) ∩ S1| = |N(v)| − |N(v) ∩ S2| ≥ |N(v)| − (1− α)|N(v)| = α|N(v)|.

b) El conjunto S2 es un conjunto (1− α)-dominante de G. En efecto:

Sea v ∈ S1, entonces f(v) = 1 y

|N(v) ∩ S1| ≤ p1|N(v)| = α|N(v)|.

|N(v) ∩ S2| ≤ p1|N(v)| = α|N(v)|.

Además,

|N(v) ∩ S2| = |N(v)| − |N(v) ∩ S1| ≥ |N(v)| − α|N(v)| = (1− α)|N(v)|.

De (a) y (b), γα(G) + γ1−α(G) ≤ |S1|+ |S2| = n.
�

No es posible dar una buena cota inferior para esta expresión. Si G es
una estrella K1,n−1, entonces γα(G)+γ1−α(G) = 2 para todos los valores de
α (pues γα(K1,n−1) = 1 para 0 < α < 1 y para toda n ≥ 3). Por otro lado,
si G es una gráfica completa con n vértices, podemos utilizar la proposición
4 para ver que n − 1 ≤ γα(G) + γ1−α(G) para todos los valores de α (con
0 < α < 1). Esto es, γα(G) + γ1−α(G) = dα(n − 1)e + d(1 − α)(n − 1)e. Y
como α(n − 1) ≤ dα(n − 1)e y (1 − α)(n − 1) ≤ d(1 − α)(n − 1)e, entonces
α(n− 1) + (1−α)(n− 1) ≤ γα(G) + γ1−α(G)⇔ αn−α+ n− 1−αn+α =
n− 1 ≤ γα(G) + γ1−α(G). Por lo tanto, n− 1 ≤ γα(G) + γ1−α(G) ≤ n.

Aśı, la cota superior en el teorema 12 es justa para una gráfica completa
Kn cuando α(n− 1) no es un entero.

Los siguientes corolarios son inmediatos.
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Corolario 13 Para cualquier gráfica G, γ1/2(G) ≤ bn/2c.

Demostración:

Por el teorema 12, para α = 1
2 , tenemos que γ1/2(G) + γ1−1/2(G) =

γ1/2(G) + γ1/2(G) = 2γ1/2(G) ≤ n ⇔ γ1/2(G) ≤ n/2 y como γ1/2(G) es un
número entero, entonces γ1/2(G) ≤ bn/2c. �

Esta cota es justa, por ejemplo, para toda n, γ1/2(Kn) = d1
2 (n− 1)e =

bn2 c.

El siguiente corolario es un resultado de tipo N-G para α = 1
2 .

Corolario 14 Si G y Ḡ no tienen vértices aislados, entonces

γ1/2(G) + γ1/2(Ḡ) ≤ n.

Demostración:

Por el corolario 13, para toda gráfica G, γ1/2(G) ≤ bn/2c y γ1/2(Ḡ) ≤
bn/2c. Por lo tanto, γ1/2(G) + γ1/2(Ḡ) ≤ bn/2c+ bn/2c = 2bn/2c ≤ n. �

Esta cota es justa. Consideremos la gráfica C4, entonces γ 1
2
(C4) = 2 =

γ 1
2
(C̄4).

No tenemos un resultado de tipo N-G para α en general. Sin embargo, es
posible obtener una generalización del teorema 12 de una manera natural.

Corolario 15 Sea G una gráfica y sean k ≥ 2, α1 +α2 + · · ·+αk ≤ 1, donde
0 < αi < 1 para toda i, entonces γα1(G) + γα2(G) + · · ·+ γαk(G) ≤ kn/2.

Demostración:

Procederemos por inducción sobre k. Para k = 2, tenemos que α1 +α2 ≤
1. Por el teorema 12 y el lema 7, sabemos que γα1(G) + γα2(G) ≤ γα1(G) +
γ1−α1(G) ≤ n. Supongamos que k > 2 y que el resultado es verdadero para
enteros positivos menores que k. Al menos unos de los valores αi debe de
satisfacer que αi ≤ 1

2 . Supongamos sin pérdida de generalidad que αk ≤ 1
2 .

Entonces, por el corolario 13, sabemos que γαk(G) ≤ n/2. Finalmente, usan-
do la hipótesis de inducción, vemos que [γα1(G)+γα2(G)+ · · ·+γαk−1

(G)]+
γαk(G) ≤ (k − 1)n/2 + n/2 = kn/2.

�
El siguiente teorema es lo más cercano que conocemos a un resultado

tipo N-G para α-dominación.
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Teorema 16 Si G y Ḡ no tienen vértices aislados y si 0 < α < 1, entonces

γα(G) + γ1−α(Ḡ) ≤ b(3n/2)c − 2.

Demostración:

Supongamos sin pérdida de generalidad que α ≤ 1
2 . Por el lema 7,

γα(G) ≤ γ1/2(G), y el corolario 13 implica que γα(G) ≤ bn/2c. Como G
no tiene vértices aislados, entonces Ḡ no tiene ningún vértice universal, lo
que implica que existe {x, y} ⊆ VḠ tal que (x, y) /∈ AḠ. Aśı, VḠ − {x, y}
forma una cubierta por vértices para Ḡ. Notemos que |VḠ − {x, y}| = n− 2.
Por lo tanto, α0(Ḡ) ≤ n− 2. Por la proposición 8, γ1−α(Ḡ) ≤ α0(Ḡ). Por lo
tanto, tenemos que γ1−α(Ḡ) ≤ n− 2.

Por lo tanto, γα(G) + γ1−α(Ḡ) ≤ bn/2c+ n− 2 ≤ b3n/2c − 2. �

Veamos que la cota se alcanza si G = mK2 (con m ∈ Z+) y α < 1/(n−2),
donde mK2 es la gráfica de m copias de K2.

G = mK2 lo que implica que n = 2m.

Basta con demostrar que γα(G) + γ1−α(Ḡ) = b3n/2c− 2 = b3(2m)/2c−
2 = 3m− 2.

¿Qué valor tiene γα(G)?

Observemos que para todo v ∈ VG se tiene que |N(v)| = 1 lo que implica
que |N(v) ∩ S| ≤ 1. Por lo tanto, S ⊆ VG es α-dominante si para todo
v ∈ VG − S, 1 ≥ |N(v) ∩ S| ≥ α |N(v)| = α y como α 6= 0 (pues estamos
considerando 0 < α < 1) y |N(v) ∩ S| es un entero, entonces |N(v) ∩ S| = 1
lo que implica que γα(G) = m.

¿Qué valor tiene γ1−α(Ḡ)?

Ahora, observemos que para todo v ∈ VḠ se tiene que |N(v)| = 2m− 2,
lo que implica que 2m− 2 ≥ |N(v) ∩ S|.

Por otro lado, α < 1
n−2 ⇔ −α > −

1
n−2 ⇔ 1− α > 1− 1

n−2 = 1− 1
2m−2 .

Aśı, S ⊆ VḠ es (1 − α)-dominante si para todo v ∈ VḠ − S, 2m − 2 ≥
|N(v) ∩ S| ≥ (1−α) |N(v)| >

(
1− 1

2m−2

)
(2m− 2) =

(
2m−2−1

2m−2

)
(2m− 2) =

2m − 3. Es decir, 2m − 2 ≥ |N(v) ∩ S| > 2m − 3 y como |N(v) ∩ S| es un
entero, entonces |N(v) ∩ S| = 2m−2, lo que implica que γ1−α(Ḡ) = 2m−2.

Por lo tanto, γα(G) + γ1−α(Ḡ) = m+ 2m− 2 = 3m− 2.



Caṕıtulo 5

Cotas para γα(G)

Proposición 17 Sean G una gráfica y S un γα(G)-conjunto. Entonces:

αδ(G)|VG − S| ≤
∑

v∈VG−S
αd(v) ≤

∑
v∈S

d(v) ≤ ∆(G)|S|.

Demostración:

1. Primero demostraremos que αδ(G)|VG − S| ≤
∑

v∈VG−S αd(v).

Como δ(v) ≤ d(v) para todo v ∈ VG, entonces αδ(v)|VG − S| ≤∑
v∈VG−S αd(v).

2. Ahora demostraremos que
∑

v∈VG−S αd(v) ≤
∑

v∈S d(v).

Para todo v ∈ VG − S tenemos que |N(v) ∩ S| ≥ αd(v).

Por lo tanto,
∑

v∈VG−S αdG(v) ≤ |E(VG − S, S)| = |E(S, VG − S)| ≤∑
v∈S d(v), donde E(A,B) es el conjunto de aristas que salen del con-

junto A hacia el conjunto B.

3. Finalmente demostraremos que
∑

v∈S d(v) ≤ ∆(G)|S|.

Es inmediato pues d(v) ≤ ∆(G) para todo v ∈ VG.

�

Proposición 18 Para toda gráfica G de orden n y S un γα-conjunto, se
tiene

αδ(G)n

∆(G) + αδ(G)
≤ γα(G).

30
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Demostración:

Por la proposición 17, αδ(G)|VG−S| = αδ(G)(n−γα(G)) ≤ ∆(G)γα(G),
lo que implica que αδ(G)n ≤ ∆(G)γα(G) + αδ(G)γα(G). Por lo tanto,

αδ(G)n
∆(G)+αδ(G) ≤ γα(G).

�

Proposición 19 Para toda gráfica G,

γα(G) ≤ ∆(G)n

∆(G) + (1− α)δ(G)
.

Demostración:

Por el teorema 12, γα(G)+γ1−α(G) ≤ n⇔ γα(G) ≤ n−γ1−α(G). Por la

proposición 18, (1−α)δ(G)n
∆(G)+(1−α)δ(G) ≤ γ1−α(G)⇔ −γ1−α(G) ≤ − (1−α)δ(G)n

∆(G)+(1−α)δ(G) .

Por lo tanto, γα(G) ≤ n− (1−α)δ(G)n
∆(G)+(1−α)δ(G) = ∆(G)n+(1−α)δ(G)n−(1−α)δ(G)n

∆(G)+(1−α)δ(G) . Es

decir, γα(G) ≤ ∆(G)n
∆(G)+(1−α)δ(G) . �

Corolario 20 Para todo árbol T y para toda α con 0 < α ≤ 1,

αn

∆(T ) + α
≤ γα(T ) ≤ ∆(T )n

∆(T ) + 1− α
.

Demostración:

Como T es árbol, entonces δ(T ) = 1. Por la proposición 18, αn
∆(T )+α ≤

γα(T ). Por la proposición 19, γα(T ) ≤ ∆(T )n
∆(T )+1−α . Por lo tanto, αn

∆(T )+α ≤
γα(T ) ≤ ∆(T )n

∆(T )+1−α . �

Proposición 21 Para toda gráfica G con m aristas, 2αm
(α+1)∆(G) ≤ γα(G).

Demostración:

Sea S un γα-conjunto de G. Por la proposición 17:∑
v∈VG−S

αd(v) ≤ ∆(G)|S|.

Como d(v) ≤ ∆(G) para todo v ∈ VG, entonces∑
v∈S

αd(v) ≤ α∆(G)|S|.
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Por un lado, α
∑

v∈VG d(v) =
∑

v∈S αd(v)+
∑

v∈VG−S αd(v) ≤ (α+1)∆(G)|S|
pero por otro lado, α

∑
v∈VG d(v) = α2m. Por lo tanto, (α + 1)∆(G)|S| ≥

α2m, y como |S| = γα(G), entonces

γα(G) ≥ 2αm

(α+ 1)∆(G)
.

�

Proposición 22 Para cualquier gráfica G con grado máximo ∆(G) y m

aristas, γα(G) ≤ (2−α)∆(G)n−(2−2α)m
(2−α)∆(G) .

Demostración:

Por la proposición 21, γ1−α(G) ≥ 2(1−α)m
(1−α+1)∆(G) . Por el teorema 12, γα(G) ≤

n − γ1−α(G) ≤ n − 2(1−α)m
(−α+2)∆(G) = (2−α)∆(G)n−(2−2α)m

(2−α)∆(G) . Es decir, γα(G) ≤
(2−α)∆(G)n−(2−2α)m

(2−α)∆(G) . �

A continuación, consideraremos cotas para gráficas k-regulares.

Notemos que, si G es k-regular, entonces γ1/k(G) = γ(G). En efecto, G
es k-regular implica que para todo vértice v se tiene que |N(v)| = k. Sea
S un conjunto 1

k -dominante, esto es, para todo v ∈ VG − S, |N(v) ∩ S| ≥
1
k |N(v)| = 1

kk = 1. Aśı, el mı́nimo sobre las cardinalidades de los conjuntos
S que cumplen la propiedad anterior es tanto un γ-conjunto como un γ1/k-
conjunto.

Aplicando las proposiciones 21 y 22 a gráficas k-regulares, tenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 23 Para una gráfica k-regular G de orden n y para cualquier α
con 0 < α ≤ 1,

αn

1 + α
≤ γα(G) ≤ n

2− α
.

Demostración:

Por ser G k-regular, δ(G) = ∆(G) = k y el número de aristas, m, es

kn
2 . Por la proposición 21, 2αm

(α+1)∆(G) =
2α( kn2 )
(α+1)k = αkn

(α+1)k = αn
α+1 ≤ γα(G).

Por la proposición 22, γα(G) ≤ (2−α)∆(G)n−(2−2α)m
(2−α)∆(G) =

(2−α)kn−(2−2α)( kn2 )
(2−α)k =
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(2−α)kn−(1−α)(kn)
(2−α)k = (2−α)n−(1−α)n

2−α = 2n−αn−n+αn
2−α = n

2−α . Por lo tanto,
αn

1+α ≤ γα(G) ≤ n
2−α . �

Sea α = i
k , donde i es un entero con 1 ≤ i ≤ k, entonces obtenemos la

siguiente cota inferior.

Corolario 24 Si G es una gráfica k-regular e i es un entero con 1 ≤ i ≤ k,
entonces ⌈ in

i+ k

⌉
≤ γi/k(G).

Demostración:

Si α = i/k, por el corolario 23,
i
k
n

1+ i
k

≤ γi/k(G). Como
i
k
n

1+ i
k

= in
k+i y como

γi/k(G) es un número natural, entonces d ini+ke ≤ γi/k(G).
�

Ejemplo de una gráfica G, 3-regular tal que para α = 1
3 se alcanza la

cota del corolario 24:

Gráfica G. Los vértices amarillos forman un γ 1
3
-conjunto para G de

cardinalidad d ini+ke = d8
4e = 2 = γ1/3(G).

El corolario 23 también nos da una cota superior.

Corolario 25 Si G es k-regular, entonces γi/k(G) ≤ b kn
2k−ic.

Demostración:

Por el corolario 23, γi/k(G) ≤ n
2− i

k

= n
2k−i
k

= kn
2k−i y como γi/k(G) es un

número entero, entonces γi/k(G) ≤ b kn
2k−ic.

�



Caṕıtulo 6

La Gráfica del Rey

Regresamos al problema original de encontrar γ1/2(G), donde G = K[s×
t].

Podemos pensar a la gráfica del Rey K[s× t] teniendo s filas o renglones
de vértices y t columnas de vértices. Para cualquier gráfica K[s × t], si S
es un γ1/2-conjunto para la gráfica, entonces decimos que una columna está
vaćıa con respecto a S si la columna no tiene vértices en S. Similarmente,
una columna está llena con respecto a S si todos sus vértices están en S.
Cuando no haya lugar a confusión con respecto a S, hablaremos sólo de

34
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columnas vaćıas o llenas. Primero, consideremos las gráficas del Rey tales
que s = 2 y 1 ≤ t ≤ 4.

Para los siguientes incisos, sea S un γ1/2-conjunto para la gráfica del Rey
correspondiente en cada uno de ellos.

Es inmediato ver que γ1/2(K[2× 1]) = 1 (figura 6.1).

γ1/2(G = K[2 × 2]) = 2, esto es porque para todo vértice v en VG,
se tiene que |N(v)| = 3, en particular, para v ∈ VG − S, se tiene que
|N(v) ∩ S| ≥ 1

2 · 3 implica que |N(v) ∩ S| ≥ 2, lo que implica que
|S| ≥ 2. Notemos que tomando cualesquiera dos vértices, obtenemos
un conjunto 1

2 -dominante mı́nimo (figura 6.2). Aśı, γ1/2(K[2×2]) = 2.

γ1/2(G = K[2 × 3]) = 2, esto es porque para cada vértice v en VG se
tienen dos posibilidades: o |N(v)| = 3 o |N(v)| = 5. En el primer caso
obtenemos que para v ∈ VG−S, se tiene que |N(v)∩S| ≥ 1

2 ·3 implica
que |N(v) ∩ S| ≥ 2, lo que implica que |S| ≥ 2; en el segundo caso
obtenemos que para v ∈ VG−S, se tiene que |N(v)∩S| ≥ 1

2 ·5 implica
que |N(v) ∩ S| ≥ 3, lo que implica que |S| ≥ 3. Aśı, tomando S igual
a los vértices centrales de la figura 6.3 excluimos el segundo caso y
obtenemos un conjunto 1

2 -dominante mı́nimo. Aśı, γ1/2(K[2× 3]) = 2.

γ1/2(K[2 × 4]) = 4, esto es porque, observando la figura 6.4, tenemos
que hay 4 vértices de grado 5 y 4 de grado 3. Si |S| = 2, entonces
existen al menos dos vértices de grado 5 que no están 1

2 -dominados
por S. Si |S| = 3, entonces existe al menos un vértice de grado 3 que
no está 1

2 -dominado por S (pues en el mejor de los casos tomaŕıamos
S como el conjunto de tres esquinas pero la cuarta esquina no estaŕıa
1
2 -dominada). Por lo tanto, |S| ≥ 4. Observando la figura 6.4, tenemos
que los cuatro vértices centrales forman un γ1/2-conjunto.

Figura 6.1: K[2× 1] Figura 6.2: K[2× 2]
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Figura 6.3: K[2× 3] Figura 6.4: K[2× 4]

Buscamos un resultado para valores más grandes de t, para ello, primero
veamos el siguiente lema.

Lema 26 Siempre existe un γ1/2-conjunto S de K[2× t] tal que la columna
t está vaćıa.

Demostración:

Denotaremos a los vértices de K[2× t] por:

V (K[2× t]) = {u1, u2, . . . , ut, v1, v2, . . . , vt}

donde Cj = {uj , vj} es la j-ésima columna de K[2 × t] formada por los
vértices uj y vj , con 1 ≤ j ≤ t.

Sea S un γ1/2-conjunto de G = K[2 × t], el cual será representado por
los vértices azules. Si la última columna de G, Ct, no está vaćıa, entonces
tenemos dos casos:

1. |S ∩ Ct| = 1. Para 1
2 -dominar al vértice restante de Ct se debe tener

que |S ∩ Ct−1| = 1 (si fuera 2, S no seŕıa mı́nimo pues podŕıamos
quitar el vértice de S que está en la última columna y seguiŕıa siendo
1
2 -dominante pero estamos suponiendo que |S ∩Ct| = 1). Por lo tanto,
tenemos alguna de las siguientes configuraciones:

En ambos casos, reacomodamos los vértices de S de la siguiente ma-
nera:
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Obteniendo aśı un nuevo γ1/2-conjunto S′ con Ct ∩ S′ = ∅.

2. |S ∩ Ct| = 2. Por ser S mı́nimo, |S ∩ Ct−1| = 0, en otro caso, si
S ∩ Ct−1 = {ut−1}, entonces S′ = S − Ct ∪ {vt−1} seŕıa un conjunto
1
2 -dominante para G de cardinalidad menor que |S|, lo cual es una
contradicción.

Y aśı, podemos reacomodar los vértices de la siguiente forma:

�
Como preámbulo de la proposición 27, consideremos las siguientes dos

observaciones.

Observación 1 Si S es un γ1/2-conjunto de K[2 × t], no puede haber
dos columnas vaćıas consecutivas.

Demostración :

Supongamos que (Ci∪Ci+1)∩S = ∅. Si i = 1, entonces u1 y v1 no están
dominados por S. Si i > 1, entonces d(ui) = 5 y |N(ui) ∩ S| ≥ 3 por ser S
un γ1/2-conjunto, pero como Ci+1 ∩ S = ∅, entonces |N(ui) ∩ S| ≤ 2 lo cual
es una contradicción.

�
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Observación 2 Si S es un γ1/2-conjunto de K[2× t] y Ci es vaćıa, con
i 6= t, entonces Ci+1 o Ci+2 está llena.

Demostración :

Si Ci es vaćıa, entonces Ci+1 no es vaćıa. Si Ci+1 está llena, ya termina-
mos.

Supongamos sin pérdida de generalidad que Ci+1 ∩ S = {ui+1}. Como
d(vi+1) = 5 y S es un γ1/2-conjunto, entonces |N(vi+1) ∩ S| ≥ 3 lo que
implica que Ci+2 ∩ S = Ci+2.

�

Proposición 27 Para una gráfica del Rey de tamaño 2×t, γ1/2(K[2×t]) =
t− 1, para toda t ≥ 5.

Demostración:

Primero demostraremos que t − 1 ≤ γ1/2(K[2 × t]). Notemos que todo
vértice en K[2 × t] o tiene grado 3 o tiene grado 5. Si S es un conjunto
1
2 -dominante, entonces |S ∩ N(v)| ≥ 1

2(3), cuando d(v) = 3, lo que implica
que |S| ≥ 2. Si S es un conjunto 1

2 -dominante, entonces |S ∩N(v)| ≥ 1
2(5),

cuando d(v) = 5, lo que implica que |S| ≥ 3.

Sea S es un γ1/2-conjunto. Sea x el número de columnas en la gráfica
con ambos vértices en S. Sea y el número de columnas con exactamente
un vértice en S. Sea z el número de columnas en la gráfica que no tienen
vértices en S. Aśı, t = x + y + z. Por la observación 2, por cada columna
vaćıa, excepto Ct, existe al menos una columna llena, es decir, x ≥ z − 1, lo
que es equivalente a z ≤ x + 1. Por otro lado, |S| = 2x + y. Por lo tanto,
t = x+ y + z ≤ x+ y + (x+ 1) = 2x+ y + 1. Aśı, t− 1 ≤ 2x+ y = |S|, es
decir, t− 1 ≤ |S| = γ1/2(K[2× t]).

Ahora demostraremos que γ1/2(K[2× t]) = t−1 exhibiendo un conjunto
1
2 -dominante de cardinalidad t−1, para toda t ≥ 5. Consideremos tres casos,
t impar, t par congruente con 0 módulo 4 y t par congruente con 2 módulo
4.

i) t = 2k + 1, con k ∈ Z mayor o igual que 2.
ii) t = 2(2p) = 4p, con p ∈ Z mayor o igual 2.
iii) t = 2q, con q ∈ Z impar y mayor o igual a 3.

Para el caso (i), consideremos la siguiente configuración:
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Todas las columnas impares son vaćıas y todas las columnas pares están
llenas, esto es, sea S = C2 ∪ C4 ∪ · · · ∪ C2k. Por lo tanto, tenemos k co-
lumnas llenas y k + 1 columnas vaćıas. Aśı, el γ1/2-conjunto que estamos
proponiendo, S, tiene cardinalidad 2k = t− 1.

Para el caso (ii), consideremos la siguiente configuración:

Fijémonos en las primeras 2p columnas. De ellas, las columnas impares
las hacemos vaćıas y las pares, llenas. Aśı, tenemos p columnas vaćıas y p
columnas llenas. Ahora, hacemos la columna 2p + 1 vaćıa y la 2p + 2 con
exactamente un vértice en el conjunto 1

2 -dominante. Después, hacemos la
columna 2p+ 3 llena, la 2p+ 4 vaćıa y aśı vamos alternando hasta la última
columna (que quedará vaćıa). Aśı, en esta otra mitad, tenemos p−1 columnas
llenas, p columnas vaćıas y una columna con exactamente un vértice. Esto es,
sea S = C2∪C4∪· · ·∪C2p∪C2p+3∪· · ·∪C4p−1∪{v2p+2}. Por lo tanto, el γ1/2-
conjunto que estamos proponiendo, S, tiene cardinalidad 2p+2(p−1)+1 =
4p− 2 + 1 = 4p− 1 = t− 1.

Para el caso (iii), consideremos la siguiente configuración:

Fijémonos en las primeras q − 1 columnas. De ellas, hagamos vaćıas las
impares y llenas las pares. Para la columna q consideremos exactamente
un vértice en el conjunto 1

2 -dominante. Después, hagamos la columna q + 1
vaćıa, q + 2 llena, y aśı vamos alternando hasta terminar. Esto es, sea S =
C2∪C4∪· · ·∪Cq−1∪{vq}∪Cq+2∪Cq+4∪· · ·∪C2q−1. Notemos que la última
columna queda vaćıa. Aśı, el γ1/2-conjunto que estamos proponiendo, S,

tiene cardinalidad 2
(
q−1

2

)
+ 1 + 2

(
q−1

2

)
= 2(q − 1) + 1 = 2q − 2 + 1 =

2q − 1 = t− 1.
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Por lo tanto, en cualquier caso, γ1/2(K[2× t]) = t− 1.
�

Para ver que si G = K[3× t], entonces γ1/2(G) = t, primero haremos las
siguientes observaciones.

Observación 3 Si la columna p, Cp, es vaćıa, entonces Cp+1 6= ∅.

Demostración :

Sea S un conjunto 1
2 -dominante para K[3×t]. Denotaremos a los vértices

de K[3 × t] por V (K[3 × t]) = {vi,j | 1 ≤ i ≤ 3, es decir, i es el número de
renglón y 1 ≤ j ≤ t es el número de columna }. Supongamos que existen
dos columnas consecutivas vaćıas Cp y Cp+1.

Si Cp es la primera columna o Cp+1 es la última columna, entonces el
vértice v1,1 o el véritce v1,p+1 (dependiendo el caso) no estaŕıan 1

2 -dominados
pues necesitaŕıa que dos de sus tres vecinos estuvieran en S pero ninguno
de ellos está pues las columnas son vaćıas.

Si Cp no es la primera columna ni Cp+1 es la última columna, entonces el
vértice v1,p no estaŕıa 1

2 -dominado pues necesitaŕıa que tres de sus sus cinco
vecinos estuvieran en S pero a lo más pueden estar dos porque los otros tres
(v2,p, v1,p+1 y v2,p+1) pertenecen a las columnas vaćıas.

�

Observación 4 Sea Cp vaćıa con p 6= t. Si |Cp+1 ∩ S| = 1, entonces
|Cp+2 ∩ S| = 3.

Demostración :

Notemos que Cp+2 debe existir, de lo contrario, |Cp+2 ∩ S| debeŕıa ser
distinto de 1 para que S fuera 1

2 -dominante.

El vértice de Cp+1 que está en S debe ser v2,p+1 ya que si fuera cualquiera
de los otros dos (v1,p+1 o v3,p+1) entonces existiŕıa un vértice en Cp que no
estaŕıa 1

2 -dominado.
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En este caso, para que el vértice v1,p+1 esté 1
2 -dominado, tres de sus

vecinos deben de estar en S, por lo que necesitamos incluir a los vértices
v1,p+2 y v2,p+2.

Análogamente, para que el vértice v3,p+1 esté 1
2 -dominado, tres de sus

vecinos deben de estar en S, por lo que necesitamos incluir al vértice v3,p+2.

Aśı, |Cp+2 ∩ S| = 3.
�

Como corolario de las observaciones 3 y 4, enunciamos lo siguiente.

Corolario 28 Sea Cp vaćıa con p 6= t. Entonces a la derecha de Cp y a lo
máximo a dos pasos, existe una columna con 2 o 3 elementos en S.
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Proposición 29 Si G = K[3× t], entonces γ1/2(G) = t.

Demostración:

Sea G = K[3× t].

i) Primero demostraremos que γ1/2(G) ≤ t.

Un conjunto 1
2 -dominante se encuentra escogiendo todos los vértices en

el segundo renglón de G. Aśı, si S es un γ1/2-conjunto para G, sabemos que
|S| ≤ t.

ii) Ahora demostraremos que t es una cota inferior para γ1/2(G).

Sea S un γ1/2-conjunto para G. Sea w el número de columnas de G que
tienen los tres vértices en S. Similarmente, sea x (respectivamente, y y z)
el número de columnas de G con dos (respectivamente, uno y cero) vértices
en S. Entonces, |S| = 3w + 2x + y y t = w + x + y + z. Por lo tanto,
|S|− t = 3w+ 2x+ y− (w+x+ y+ z) = 2w+x− z. Si Ct es vaćıa, entonces
w+x ≥ z−1 y w ≥ 1, lo que implica que |S|−t ≥ w+(z−1)−z = w−1 ≥ 0,
es decir, |S| ≥ t. Si Ct no es vaćıa, entonces w + x ≥ z, lo que implica que
|S| − t ≥ w + z − z = w ≥ 0, es decir, |S| ≥ t.

En cualquier caso, t ≤ |S| = γ1/2(G).

�

Para gráficas más grandes K[s × t], buscamos cotas para el número de
1
2 -dominación.

La primera cota es obvia por la demostración anterior. Esto es:

Proposición 30 Sean k, t ∈ Z+. Entonces

γ1/2(K[(2k + 1)× t]) ≤ kt.
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Demostración:

Sea S = {vi,j | i es par, 1 ≤ j ≤ t}.

Si v /∈ S, entonces:

(a) d(v) = 3 implica que |N(v) ∩ S| = 2 ≥ 1
2 · 3 = 1

2 |N(v)|.

(b) d(v) = 5 implica que |N(v) ∩ S| = 3 ≥ 1
2 · 5 = 1

2 |N(v)|.

(c) d(v) = 8 implica que |N(v) ∩ S| = 6 ≥ 1
2 · 8 = 1

2 |N(v)|.

Por lo tanto, S es un conjunto 1
2 -dominante de K[(2k + 1) × t)] con kt

vértices y aśı, γ1/2(K[(2k + 1)× t]) ≤ kt.

�

Luego, examinamos gráficas de la forma K[s× t], con s un entero par y t
suficientemente grande. Primero, notemos que γ1/2(K[4× 4]) ≤ 7, tomando

como conjunto 1
2 -dominante a todos los vértices de la tercera columna, junto

con los vértices v1,1, v3,1, v3,2, donde vij denota el vértice en la fila o renglón
i y la columna j.

Ahora comprobaremos que γ1/2(K[4× 4]) = 7.
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Sea S un conjunto 1
2 -dominante para K[4× 4].

Si {v2,2, v2,3, v3,2, v3,3} ⊆ S, entonces, como las vecindades de las esquinas
son ajenas dos a dos, para 1

2 -dominar a las cuatro esquinas hacen falta al
menos otros cuatro elementos en S. Por lo tanto, |S| ≥ 8.

Si {v2,2, v3,2, v3,3} ⊆ S, entonces, como las vecindades de las esquinas son
ajenas dos a dos, para 1

2 -dominar a las cuatro esquinas hacen falta al menos
otros cuatro elementos en S (uno por cada esquina). Por lo tanto, |S| ≥ 7.

Si {v2,2, v3,3} ⊆ S, entonces, como las vecindades de las esquinas son
ajenas dos a dos, para 1

2 -dominar a las esquinas v1,1 y v1,4 hacen falta al
menos otros dos elementos en S. Además, para 1

2 -dominar a las esquinas v4,1

y v4,4 se necesitan por lo menos cuatro elementos. Por lo tanto, |S| ≥ 8.
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Si {v2,2, v2,3} ⊆ S, entonces, para 1
2 -dominar la primer columna se nece-

sitan al menos tres elementos más y similarmente para la cuarta columna.
Por lo tanto, |S| ≥ 8.

Si v2,3 ∈ S, para 1
2 -dominar a las esquinas v1,4, v4,1 y v4,4 se necesitan al

menos seis elementos más (dos por cada esquina). Por lo tanto, |S| ≥ 7.

Por lo tanto, en cualquier caso, γ1/2(K[4 × 4]) ≥ 7 y ya dimos una
configuración donde es exactamente 7. Aśı, γ1/2(K[4× 4]) = 7.

Proposición 31 Si G = K[4× t], entonces γ1/2(G) ≤ 2t− 2 para t ≥ 5.

Demostración:

Tenemos dos casos:

i) t = 2k + 1 con k ≥ 2 o

ii) t = 2k con k ≥ 3.

i) Para t = 2k+1 con k ≥ 2, sea S = {vi,j | 1 ≤ i ≤ 4 y j es par}. Es claro
de la figura 6.5 que S es un conjunto 1

2 -dominante para K[4×(2k+1)]. Por lo
tanto, escogemos t−1

2 columnas. Aśı, γ1/2 ≤ |S| = 4
(
t−1

2

)
= 2(t−1) = 2t−2.
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Figura 6.5: Conjunto 1
2 -dominante para K[4× (2k + 1)]

ii) Para t = 2k con k ≥ 3, como al menos hay 6 columnas, entonces
sea S = {vi,j | 1 ≤ i ≤ 4 y j ≥ 5 impar} ∪ C2 ∪ {v3,3, v2,4}. Es claro de
la figura 6.6 que S es un conjunto 1

2 -dominante para K[4 × (2k)]. Aśı, el

número de columnas llenas es 2 + 2k−6
2 = 2 + k − 3 = k − 1. Por lo tanto,

γ1/2 ≤ |S| = 4(k − 1) + 2 = 4k − 4 + 2 = 4k − 2 = 2t− 2.

Figura 6.6: Conjunto 1
2 -dominante para K[4× (2k)].

Por lo tanto, γ1/2(G) ≤ 2t− 2 para t ≥ 5.

�

Veamos un ejemplo donde se tiene una desigualdad estricta de la propo-
sición 31.

Existe un conjunto 1
2 -dominante de cardinalidad 13 para la gráfica K[4×

8], como se muestra en la figura 6.7.
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Figura 6.7: conjunto 1
2 -dominante para K[4× 8]

Aśı, para la gráfica G = K[4× 8], γ1/2(G) = 13 < 14 = 2(8)− 2.

Woolbright, en comunicación personal con Dunbar et al. (2000), de-
mostró que γ1/2K[6× 6] es 14. [8]

Observación Notemos que K[s×t] tiene el mismo número de 1
2 -dominación

que la gráfica K[t× s].

Ahora nuestro objetivo es encontrar una cota superior para γ1/2(K[s×t])
para cualquier entero par s ≥ 6.

Proposición 32 γ1/2(K[6× t]) ≤ 3t− 3.

Demostración:

Tenemos dos casos:

i) t = 2k + 1 con k ≥ 2 o
ii) t = 2k con k ≥ 3.
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i) Por la proposición 30 sabemos que γ1/2(K[6 × (2k + 1)]) ≤ 6k =
6k + 3− 3 = 3(2k + 1)− 3 = 3t− 3.

ii) Sea S = {vi,j | i = 2, i ≥ 5 impar y 1 ≤ j ≤ 6} ∪ {v3,2, v4,5}. De la
figura 6.8 se puede ver que S es un conjunto 1

2 -dominante para K[2k × 6].

Por lo tanto, γ1/2(K[6×2k]) ≤ |S| = 6+1+1+6+ 6(2k−6)
2 = 14+3(2k−6) =

14 + 6k − 18 = 6k − 4 = 3t− 4 < 3t− 3.

Figura 6.8: Conjunto 1
2 -dominante para K[2k × 6]

�

Aśı, estamos listos para entender mejor la configuración que garantiza la
siguiente proposición.

Proposición 33 Para k ≥ 3, t ≥ 5, γ1/2(K[2k × t]) ≤ kt− 3.

Demostración:

Sea S un conjunto 1
2 -dominante. Como k ≥ 3, entonces hay al menos seis

renglones. Tomamos todos los vértices de los renglones 2 y 5 más algunos
vértices de los renglones 3 y 4 como parte del conjunto S (como se muestra
en la figura) de tal manera que en los renglones 3 y 4 tenemos d t3e elementos
en S. A partir del renglón 7, tomamos uno lleno y uno vaćıo alternadamente
hasta el último renglón. Aśı, |S| ≤ t(2k−6)

2 + t+ t+d t3e = t(k−3+2)+d t3e =
tk − t+ d t3e ≤ tk − 3 pues t ≥ 5.
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Por lo tanto, γ1/2(K[2k × t]) ≤ kt− 3, para k ≥ 3, t ≥ 5.
�

Resumimos los resultados de este caṕıtulo de la siguiente manera:

γ1/2(K[2× 1]) = 1

γ1/2(K[2× 2]) = 2

γ1/2(K[2× 3]) = 2

γ1/2(K[2× 4]) = 4

γ1/2(K[2× t]) = t− 1, t ≥ 5

γ1/2(K[3× t]) = t

γ1/2(K[4× 4]) = 7

γ1/2(K[4× t]) ≤ 2t− 2, t ≥ 5

γ1/2(K[6× (2k + 1)]) ≤ 6k, k ≥ 2

γ1/2(K[6× 2k]) < 6k − 3, k ≥ 3

γ1/2(K[(2k + 1)× t]) ≤ kt

γ1/2(K[2k × t]) ≤ kt− 3, k ≥ 3, t ≥ 5

Notemos que a partir de s = 4 y t ≥ 5, no tenemos una igualdad para
γ1/2 sino solamente cotas.



Caṕıtulo 7

Algunas observaciones sobre
la α-dominación

Probaremos una serie de cotas superiores para el número de α-dominación
de una gráfica G.

Teorema 34 Si α ∈ (0, 1) y G es una gráfica de orden n, entonces γα(G) ≤(
1− 1

d 1
1−α e

)
n.

Demostración:

Sean r = d 1
1−αe y {V1, V2, . . . , Vr} una partición de VG tal que∑r

t=1

∑
u∈Vt |N(u) ∩ Vt| es mı́nima.

Demostraremos las siguientes dos afirmaciones:

1. Para toda v ∈ Vi se tiene que |N(v) ∩ Vi| ≤ (1− α)d(v).

2. Si v ∈ Vi y
∑r

j=1,j 6=i |N(v) ∩ Vj | ≥ αd(v) para todo i = 1, · · · , r,
entonces v − Vi es α-dominante para todo i = 1, · · · , r.

1. Supongamos por contradicción que |N(v)∩Vi| > (1−α)d(v). Entonces
existe j ∈ {1, . . . , r} tal que |N(v) ∩ Vj | < (1 − α)d(v) ya que, de lo
contrario, se tendŕıa que para toda j = 1, . . . , r, |N(v) ∩ Vj | ≥ (1 −
α)d(v) lo que implicaŕıa que d(v) =

∑r
p=1 |N(v)∩Vp| > r(1−α)d(v) ≥

d(v) lo cual es una contradicción y esta última desigualdad se cumple
pues notemos que r(1−α) ≥ 1. Supongamos sin pérdida de generalidad
que v ∈ V1 y |N(v)∩V2| < (1−α)d(v). Definimos una nueva partición
de VG = {W1,W2, . . . ,Wr} donde W1 = V1 − {v},W2 = V2 ∪ {v} y
Wl = Vl para 3 ≤ l ≤ r. Notemos que:

50
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Como V1 = W1 ∪ {v}, entonces∑
z∈V1

|N(z) ∩ V1| =
∑
z∈W1

|N(z) ∩ V1|+ |N(v) ∩ V1|

=
∑
z∈W1

|N(z) ∩W1|+
∑
z∈W1

|N(z) ∩ {v}|+ |N(v) ∩ V1|.

Observemos que |N(v) ∩ V1| = |N(v) ∩W1|.

Por otro lado,

x ∈ N(v) ∩W1 ⇔ x ∈W1 y x ∈ N(v)⇔ v ∈ N(x).

Por lo tanto, |N(v) ∩W1| =
∑

z∈W1
|N(z) ∩ {v}|.

En conclusión:∑
z∈V1

|N(z) ∩ V1| =
∑
z∈W1

|N(z) ∩W1|+ 2|N(v) ∩W1|.

Como V2 = W2 − {v}, entonces∑
z∈V2

|N(z) ∩ V2| =
∑
z∈W2

|N(z) ∩ V2| − |N(v) ∩ V2|

=
∑
z∈W2

|N(z) ∩W2| −
∑
z∈W2

|N(z) ∩ {v}| − |N(v) ∩ V2|.

Observemos que |N(v) ∩ V2| = |N(v) ∩W2|.

Por otro lado,

x ∈ N(v) ∩ V2 ⇔ x ∈ V2 y x ∈ N(v)

⇔ x ∈ V2 y v ∈ N(x)⇔ x ∈W2 y v ∈ N(x).

Por lo tanto, |N(v) ∩ V2| =
∑

z∈W2
|N(z) ∩ {v}|.

En conclusión:∑
z∈V2

|N(z) ∩ V2| =
∑
z∈W2

|N(z) ∩W2| − 2|N(v) ∩ V2|.
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Aśı,

r∑
t=1

∑
u∈Wt

|N(u)∩Wt| =
∑
u∈W1

|N(u)∩W1|+
∑
u∈W2

|N(u)∩W2|+
r∑
t=3

∑
u∈Wt

|N(u)∩Wt|

=
∑
u∈V1

|N(u)∩V1|−2|N(v)∩V1|+
∑
u∈V2

|N(u)∩V2|+2|N(v)∩V2|+
r∑
t=3

∑
u∈Wt

|N(u)∩Wt|

y como Wt = Vt para 3 ≤ t ≤ r, entonces:

=
r∑
t=1

∑
u∈Vt

|N(u) ∩ Vt| − 2|N(v) ∩ V1|+ 2|N(v) ∩ V2|

<
r∑
t=1

∑
u∈Vt

|N(u) ∩ Vt|

pues |N(v) ∩ V1| > (1− α)d(v) > |N(v) ∩ V2|.

Pero esto es una contradicción pues hab́ıamos supuesto que
∑r

t=1

∑
u∈Vt |N(u)∩

Vt| era mı́nima. Por lo tanto, para cada t ∈ {1, 2, . . . , r} tenemos que
|N(u) ∩ Vt| ≤ (1− α)d(u) para toda u ∈ Vt.

2. Si v ∈ Vt, entonces

d(v) = |N(v)∩Vt|+
r∑

j 6=t,j=1

|N(v)∩Vj | ≤ (1−α)d(v)+
r∑

j 6=t,j=1

|N(v)∩Vj |

lo cual implica que

r∑
j 6=t,j=1

|N(v) ∩ Vj | ≥ αd(v).

Por lo tanto, VG − Vt es un conjunto α-dominante de G para todo
t = 1, · · · , r.

Observación Si para toda t se tiene que |Vt| < n
r , entonces |v| =∑r

t=1 |Vt| < n lo cual es una contradicción. Por lo tanto, existe Vi tal
que |Vi| ≥ n

r .

Sea Vs el máximo de los conjuntos que cumplen |Vi| ≥ n
r . Como VG−Vs

es un conjunto α-dominante de G:

γα(G) ≤ |VG − Vs| ≤ n−
n

r
= n

(
1− 1

r

)
.
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�

Corolario 35 Si α ∈ (0, 1
2 ] y G es una gráfica de orden n, entonces γα(G) ≤

n
2 .

Demostración:

Por el corolario 13, tenemos que γ 1
2
(G) ≤ bn2 c y, como sabemos que α0 ≤

α1 implica que γα0(G) ≤ γα1(G) (lema 7), entonces γα(G) ≤ γ 1
2
(G) ≤ bn2 c

para α ∈ (0, 1
2 ] y para cualquier gráfica G.

�

Proposición 36 Sea α ∈ (0, 1).

i) Si G es una gráfica bipartita de orden n, entonces γα(G) ≤ 1
2n.

ii) Si G es un cactus no-bipartito de orden n y gimp := mı́n{ l(C) |
C es un ciclo impar en G}, entonces γα(G) ≤ 1

2

(
1 + 1

gimp

)
n.

Demostración:

(i) Sea VG = {V1, V2} la partición de los vértices de G en conjuntos
independientes. Sea |V1| = n1 ≤ n2 = |V2|.

Si x ∈ V2, entonces N(x) ⊆ V1 y N(x) ∩ V1 = N(x). Como α ∈ (0, 1),
entonces α|N(x)| ≤ |N(x)| = |N(x)∩V1|. Es decir, para todo x ∈ V2 se tiene
que |N(x)∩V1| ≥ α|N(x)|. Por lo tanto, V1 es un conjunto α-dominante con
|V1| ≤ n

2 . Aśı, γα(G) ≤ n
2 para todo α ∈ (0, 1).

(ii) Sea G un cactus no-bipartito de orden n ≥ 2. Que el cactus sea
no-bipartito implica que al menos contiene un ciclo impar. Denotaremos a
la longitud de un ciclo impar de longitud mı́nima en G como gimp.

Procederemos por inducción sobre el número de bloques, b, de G. Supon-
gamos que b = 1, es decir, G es un ciclo impar de longitud gimp. Por la pro-

posición 3, γα(G) ≤ dn2 e = n+1
2 = 1

2(n+ 1) = 1
2

(
1 + 1

n

)
n = 1

2

(
1 + 1

gimp

)
n,

pues gimp = n. Ahora, sea b > 1 y sea B = (VB, AB) un bloque terminal
de G, es decir, B tiene exactamente un vértice de corte v. Por hipótesis
de inducción, existe un conjunto SB α-dominante para B tal que |SB| ≤
1
2

(
1 + 1

gimp

)
|VB|.



54CAPÍTULO 7. ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE LA α-DOMINACIÓN

Observación Si B es un bloque en el cactus no-bipartito con exacta-
mente un vértice de corte, entonces B = K2 o B es un ciclo impar. Por lo
tanto, podemos escoger SB tal que v ∈ SB.

Sean H1, H2, . . . ,Hl las componentes conexas de G − VB. Notemos que
Hi es un cactus que tiene menos bloques que G tal que Hi o es bipartita o
la longitud del ciclo impar mı́nimo en Hi es al menos gimp para 1 ≤ i ≤ l.

1) Si Hi es bipartita, por i), γα(Hi) ≤
|VHi |

2 ≤ 1
2

(
1 + 1

gimp

)
|VHi |.

2) Si la longitud del ciclo impar mı́nimo en Hi es mayor o igual a gimp,

entonces, por hipótesis de inducción, γα(Hi) ≤ 1
2

(
1 + 1

gimp

)
|VHi |.

Sea Si un conjunto α-dominante de Hi para 1 ≤ i ≤ l tal que |Si| ≤
1
2

(
1 + 1

gimp

)
|VHi |, entonces S = SB ∪ S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sl es un conjunto α-

dominante para G tal que |S| ≤ 1
2

(
1 + 1

gimp

)
(|VB| + |VH1 | + |VH2 | + · · ·+

|VHl |) = 1
2

(
1 + 1

gimp

)
n. Aśı, γα(G) ≤ 1

2

(
1 + 1

gimp

)
n. �

En [20] se demuestra que para toda gráfica G de orden n sin vértices
aislados, γ(G) ≤ n

2 . Además, en [9] y [21] se da una caracterización para las
gráficas G tales que γ(G) = n

2 .

Sin embargo, no es posible dar una caracterización similar para el caso
de la α-dominación. Uno de los problemas más evidentes es que el número de
α-dominación de una gráfica G no es monótono con respecto a subgráficas
generadoras, es decir, si G = (VG, AG) y H = (VH , AH) son gráficas tales
que VG = VH y AH ⊆ AG, entonces γ(H) ≥ γ(G) pero no se puede afirmar
que γα(H) ≥ γα(G).

Por ejemplo, consideremos la estrella K1,5 de orden 6, la gráfica completa
K6 de orden 6 y el árbol T que se construye al subdividir dos aristas de
K1,3. Claramente, K1,5 y T son dos subgráficas generadoras de K6 pero
1 = γ 2

5
(K1,5) < 2 = γ 2

5
(K6) < 3 = γ 2

5
(T ).
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Figura 7.1: K1,5

Figura 7.2: K6

Figura 7.3: K1,3 con dos aristas subdivididas

Cerraremos este caṕıtulo con una caracterización para árboles.

Observación En cualquier gráfica G 6= P2, existe un γα(G)-conjunto
que contiene a todos los vértices soporte de G. Esto se debe a lo siguiente:

Sea S un γα-conjunto, en particular, S es un conjunto dominante. Para
que S sea mı́nimo, sólo es necesario que ocurra exactamente una de las
siguientes posibilidades para los vértices de grado 1, v ∈ VG:

i) v ∈ S o
ii) N(v) ∈ S.

Notemos que si estamos en el caso (i), podemos eliminar a v de S y agregar su
soporte, N(v), a S. Aśı, nos econtramos ahora en el caso (ii) y la cardinalidad
de S no cambia. Por lo tanto, siempre existe un γα(G)-conjunto que contiene
a todos los vértices soporte de G, para cualquier G 6= P2.

Teorema 37 Si α ∈ (0, 1) y T es un árbol de orden n, entonces γα(T ) = n
2

si y sólo si T tiene un apareamiento perfecto M tal que mı́n{dT (u), dT (v)} <
d 1

1−αe para toda uv ∈M .

Demostración:
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Para la necesidad, procederemos por inducción sobre el orden n del árbol
T . Si n = 2, entonces T = K2, por lo tanto, propongo el apareamiento
perfecto M = AT y como γα(T ) = n

2 , entonces γα(T ) = 2
2 = 1. Sean u y v los

dos vértices de T . Notemos que dT (u) = dT (v) = 1, aśı, mı́n{dT (u), dT (v)} =
1 < d 1

1−αe para toda uv ∈M pues α ∈ (0, 1)⇔ −1 < −α < 0⇔ 0 < 1−α <
1⇔ 1 < 1

1−α ≤ d
1

1−αe.

Sea T un árbol de orden n ≥ 3 tal que γα(T ) = n
2 . Sean u una hoja de

T y v el soporte de u en T . Tenemos dos casos: v es soporte fuerte o v es
soporte débil. Si v es soporte fuerte, entonces sea w 6= u otra hoja de T tal
que vw ∈ AT y sea T ′ = T − {u}. Por la observación previa a este teorema,
existe un γα-conjunto S′ de T ′ que contiene a v. Por lo tanto, S′ también
es un conjunto α-dominante de T pues |N(u) ∩ S′| = 1 ≥ α|N(u)| = α, lo
cual implica que γα(T ) ≤ γα(T ′) ≤ n−1

2 lo cual es una contradicción pues
γα(T ) = n

2 . Por lo tanto, todos los vértices soporte de T son débiles.

Observación T − {u, v} es conexo si y sólo si dT (v) = 2. Si dT (v) ≥ 3,
por cada xi ∈ N(v)− {u}, se tiene una componente conexa en T − {u, v}.

Sean T1, T2, . . . , Tl las componentes conexas de T − {u, v} y sea Si un
γα-conjunto para cada Ti. Notemos que {v}∪S1∪S2∪· · ·∪Sl es un conjunto
α-dominante de T y aśı obtenemos lo siguiente

n− 2

2
=
n

2
− 1 = γα(T )− 1 ≤

l∑
i=1

|Si| =
l∑

i=1

γα(Ti) ≤
l∑

i=1

|VTi |
2

=
n− 2

2

lo que implica que
l∑

i=1

γα(Ti) =

l∑
i=1

|VTi |
2

y como γα(Ti) ≤
|VTi |

2 , entonces γα(Ti) =
|VTi |

2 .

Por hipótesis de inducción, para toda i = 1, 2, . . . , l, existe Mi un apa-
reamiento perfecto de Ti. Además, M = {uv} ∪M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Ml es un
apareamiento perfecto de T .

Sólo resta demostrar que mı́n{dT (x), dT (y)} < d 1
1−αe para todo xy ∈M .

Procederemos por contradicción. Sea xy ∈M tal que mı́n{dT (x), dT (y)} ≥
d 1

1−αe. Se define S = { w ∈ T | dist(w, x) es impar y dist(w, x) < dist(w, y)}∪
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{ w ∈ T | dist(w, y) es impar y dist(w, y) < dist(w, x)}. Veamos por ejemplo
la figura 7.4.

Afirmamos que S es un conjunto α-dominante de T tal que x, y /∈ S y
|{u, v} ∩ S| = 1 para toda uv ∈M − {xy}. En efecto:

Si w /∈ S y w 6= x, w 6= y, entonces |N(w) ∩ S| = |N(w)| ≥ α|N(w)|.
Además, |N(x) ∩ S| = |N(x)| − 1 y |N(y) ∩ S| = |N(y)| − 1. Por lo tanto,
se quiere ver que |N(x)| − 1 ≥ α|N(x)| y |N(y)| − 1 ≥ α|N(y)|, lo cual es
cierto pues:

mı́n{dT (x), dT (y)} ≥
⌈ 1

1− α

⌉
⇒ |N(x)| ≥

⌈ 1

1− α

⌉
⇔ |N(x)| ≥ 1

1− α

⇔ |N(x)|(1− α) ≥ 1⇔ |N(x)| − α|N(x)| ≥ 1⇔ |N(x)| − 1 ≥ α|N(x)|.

Análogamente, |N(y)| − 1 ≥ α|N(y)|.

Por lo tanto, S es un conjunto α-dominante de T , esto implica que
γα(T ) ≤ |S| ≤ n−2

2 lo cual contradice que γα(T ) = n
2 .

Aśı, mı́n{dT (x), dT (y)} < d 1
1−αe para todo xy ∈M .

Para la suficiencia, sea T un árbol que tiene un apareamiento perfecto M
tal que mı́n{dT (u), dT (v)} < d 1

1−αe para toda uv ∈M . Sea S un γα-conjunto
de T . Supongamos que existe uv ∈M tal que u, v /∈ S, entonces dT (u)−1 ≥
|N(u) ∩ S| ≥ αdT (u) y análogamente dT (v) − 1 ≥ |N(v) ∩ S| ≥ αdT (v),
es decir, dT (u) ≥ αdT (u) + 1 ⇔ dT (u) − αdT (u) ≥ 1 ⇔ (1 − α)dT (u) ≥
1⇔ dT (u) ≥ 1

1−α ⇒ dT (u) ≥ d 1
1−αe. Análogamente, dT (v) ≥ d 1

1−αe, lo cual

implica que mı́n{dT (u), dT (v)} ≥ d 1
1−αe, que contradice nuestra suposición.

Por lo tanto, para toda uv ∈M , {u, v} ∩S 6= ∅, es decir, |{u, v} ∩S| ≥ 1, lo
que implica que |M | ≤

∑
uv∈M |{u, v} ∩ S|.

Por otro lado, como M es un apareamiento perfecto, |M | = n
2 . Por la

proposición 35 (recordemos que los árboles son gráficas bipartitas), γα(T )
≤ n

2 . Acomodando estos resultados:

n

2
= |M | ≤

∑
uv∈M

|{u, v} ∩ S| = |S| = γα(T ) ≤ n

2

lo que implica que γα(T ) = n
2 .
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Figura 7.4: Ejemplo de T donde los vértices amarillos conforman al conjunto
S, descritos en la demostración del teorema 37.

�

Aplicando el teorema 37, se tiene que γα(T ) = n
2 si y sólo si T tiene un

apareamiento perfecto M tal que mı́n{dT (u), dT (v)} < 2 para toda uv ∈M .
Es decir, para todo uv ∈M , v es una hoja o u es una hoja, y por ser M un
apareamiento perfecto, todo soporte de T es un soporte débil.



Caṕıtulo 8

Eliminación de un vértice en
la α-dominación

Sea S(G) el conjunto de todos los vértices soporte de G.

Proposición 38 Sea G una gráfica sin vértices aislados. Para cualquier
vértice v ∈ VG − S(G) y cualquier 0 < α ≤ 1, se tiene que γα(G) − 1 ≤
γα(G− v) ≤ γα(G) + dG(v)− 1 y estas cotas son justas.

Demostración:

Sea G una gráfica sin vértices aislados y v ∈ VG − S(G). Sea D un
γα(G− v)-conjunto, esto es, para todo x ∈ V (G− v)−D, |NG−v(x)∩D| ≥
α|NG−v(x)| y |D| = γα(G−v), lo que implica que D∪{v} es un conjunto α-
dominante de G. Por lo tanto, γα(G) ≤ |D|+ 1⇔ γα(G) ≤ γα(G− v) + 1⇔
γα(G)− 1 ≤ γα(G− v).

Para demostrar que γα(G− v) ≤ γα(G) + dG(v)− 1:

Sea D un γα(G)-conjunto. Si v /∈ D, entonces D es un conjunto α-
dominante para G−v y por lo tanto γα(G−v) ≤ γα(G) ≤ γα(G)+dG(v)−1.
Aśı, podemos suponer que v ∈ D. Entonces D∪NG(v)−{v} es un conjunto
α-dominante para G− v y por lo tanto γα(G− v) ≤ |D ∪NG(v)− {v}|, es
decir, γα(G− v) ≤ γα(G) + dG(v)− 1.

�

Para ver que la cota superior es justa, sea x el centro de una estrella
K1,k para k ≥ 2, y α ≤ 1

2 . Sea G la gráfica obtenida de K1,k al subdividir
cada arista de K1,k tres veces. Note que G tiene 3k vértices de grado dos, k

59
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vértices de grado uno y un vértice de grado k (el vértice x). Ahora, es fácil
ver que γα(G) = k + 1, y γα(G− x) = 2k. En efecto:

Sea D un conjunto α-dominante, con α ≤ 1
2 .

Si |N(v)| = 1, entonces |N(v) ∩D| ≥ 1.
Si |N(v)| = 2, entonces |N(v) ∩D| ≥ 1.
Si |N(v)| = k, entonces |N(v) ∩D| ≥ k

2 .

Aśı, tomando D como el conjunto de vértices amarillos (figura 8.1), cu-
brimos todas las condiciones para que D sea un conjunto α-dominante, con
α ≤ 1

2 . Además, este conjunto es mı́nimo. Por lo tanto, γα(G) = k + 1. Por
otro lado, γα(G−x) = 2k pues G−x son k copias de P4 y por la proposición
2, γα(P4) = d4

3e = 2 para 0 < α ≤ 1
2 .

Figura 8.1: K1,k

Aśı, γα(G − x) = 2k = (k + 1) + k − 1 = γα(G) + dG(x) − 1. Para
ver que la cota inferior es justa, consideremos el ciclo C4. Sabemos por la
proposición 3 que γα(C4) = 2 para 0 < α ≤ 1. Para cualquier v ∈ V (C4),
γα(C4 − v) = γα(P3) = 1. Aśı, γα(C4)− 1 = γα(C4 − v).

Ahora, podemos dar una definición de gráfica γα-vértice cŕıtica:
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Definición. Llamamos a una gráfica G, α-dominante vértice cŕıtica
o simplemente γα-vértice cŕıtica si para cualquier v ∈ VG−S(G), se tiene
que γα(G− v) < γα(G) o S(G) = VG.

Observemos que P2 es γα-vértice cŕıtica.

Ahora presentaremos algunos resultados en gráficas γα-vértice cŕıticas.

Proposición 39 Una gráfica G es γα-vértice cŕıtica si y sólo si para cual-
quier vértice x tal que x /∈ S(G), existe un γα(G)-conjunto D que contiene
a x tal que pnα(x,D) = {x}.

Demostración:

Para la necesidad, por la proposición 38, x /∈ S(G) implica que γα(G)−
1 ≤ γα(G− x) y γα(G− x) < γα(G)− 1, esto es equivalente a γα(G)− 1 ≤
γα(G − x) < γα(G), lo que implica que γα(G) − 1 = γα(G − x). Sea D′ un
γα(G − x)-conjunto, es decir, |D′| = γα(G − x), entonces D = D′ ∪ {x} es
un conjunto α-dominante de G y pnα(x,D) = {x}.

Para la suficiencia, sean x /∈ S(G) y D un γα(G)-conjunto que contiene
a x tal que pnα(x,D) = {x}. Entonces D−{x} es un conjunto α-dominante
para G − x, lo cual implica que γα(G − x) < γα(G). Por lo tanto, G es
γα-vértice cŕıtica.

�

Observación Para n ≥ 2, x /∈ S(K1,n) implica que x no es el centro de
la estrella. Aśı, γα(G − x) = γα(G). Por lo tanto, K1,n no es γα-vértice
cŕıtica. Cuando n = 1, K1,1 es isomorfa a la gráfica P2 que ya vimos que es
γα-vértice cŕıtica.

Proposición 40 Si G es γα-vértice cŕıtica, entonces todo vértice soporte es
débil.

Demostración:

Sea G una gráfica con n ≥ 2. Supongamos que x ∈ S(G) es soporte
fuerte. Sean y, z ∈ N(x) tales que y, z son hojas. Como n > 1, por la
observación anterior, podemos suponer que G no es estrella, lo que implica
que x tiene un vecino w de grado mayor o igual que 2. EnG−y, x sigue siendo
soporte de z. Por lo tanto, existe un γα(G − y)-conjunto D que contiene a
x, lo cual implica que D es un conjunto α-dominante de G, por lo tanto,
γα(G) = γα(G− y). Aśı, G no es γα-vértice cŕıtica.
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�

Lema 41 Una estrella subdividida no es γα-vértice cŕıtica.

Figura 8.2: Estrella subdividida

Teorema 42 Sea H una gráfica conexa de orden al menos dos. Entonces
G = cor(H) es γα-vértice cŕıtica.

Demostración:

Si G = cor(H), entonces S(G) = VH es un γα-conjunto de G. Sea z ∈
VG − S(G), entonces d(z) = 1 con NG(z) = {x}. Sea D = S(G) − {x},
entonces D es un γα-conjunto de G−{z} lo cual implica que γα(G−{z}) =
|D| = |VH | − 1 < |S(G)| = γα(G). Es decir, G es γα-vértice cŕıtica.

�

Sea F la clase de todos los árboles T tal que T ∈ F si y sólo si:

(1) T = P2 o

(2) diám(T ) ≥ 3, y para cualquier vértice x de T , o x es una hoja o x es
un soporte débil.

Observación F= { cor(T ) | T es un árbol }.
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Teorema 43 Un árbol T es γα-vértice cŕıtico para 0 < α ≤ 1
∆(T ) , si y sólo

si T ∈ F.

Demostración:

Para la necesidad, sea T un árbol γα-vértice cŕıtico. Se tienen tres casos
respecto al diámetro de T :

i) Si diám(T ) = 1, entonces T = P2. Por lo tanto, T ∈ F.

ii) Si diám(T ) = 2, entonces T = K1,n y por la observación previa a la
proposición 40, T = K1,1 = P2. Por lo tanto, T ∈ F.

iii) Si diám(T ) ≥ 3, supongamos por contradicción que existe y ∈ VT tal
que y no es soporte y d(y) > 1.

Supongamos que para cualquier hoja z, dist(y, z) = 2. Como T es γα-
cŕıtico, por la proposición 39 todo vértice soporte de T es débil, lo que
implica que y es el centro de una estrella subdividida y por el lema 41, T no
es γα-cŕıtico, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, existe al menos una hoja x tal que dist(x, y) = t ≥ 3.

Sea P = (x, x1, x2, x3, . . . , xt−1, xt = y) la trayectoria más corta de x a
y.

Observemos que α∆(T ) ≤ 1, por lo tanto, D es un γα-conjunto de T si
y sólo si D es un γ-conjunto de T (dominante clásico).

Supongamos que x2 /∈ S(T ). Por la proposición 39, existe un γα(T )-
conjunto D tal que x2 ∈ D y D − x2 α-domina a T − x2. Como x es
una hoja y x1 su soporte en T − x2, entonces D ∩ {x1, x2} 6= ∅.

a) Si x1 ∈ D, definimos D′ = D − {x2}. Por lo tanto, |D′| < |D| y
D′ α-domina a T porque x1 domina a x2.

b) Si x1 /∈ D, definimos D′ = (D − {x1, x2}) ∪ {x1}. Por lo tanto,
|D′| < |D| y D′ α-domina a T .

En ambos casos, tenemos una contradicción pues |D′| < |D| = γα(T ).
Por lo tanto, x2 ∈ S(T ).
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Sea y2 una hoja adyacente a x2 y supongamos que x3 no es soporte
de T . Nuevamente, por la proposición 39, existe D un γα-conjunto
de T tal que x3 ∈ D y D − x3 α-domina a T − x3. Ahora y2 es
una hoja con soporte x2 en T − x3, por lo tanto, D ∩ {x2, y2} 6= ∅.
Repetimos el proceso anterior y llegamos a una contradicción, por lo
tanto, x3 ∈ S(T ).

Repitiendo los pasos anteriores, tenemos que {x1, x2, . . . , xt−1} ∈ S(T ).

Aplicando de nuevo la proposición 39 a xt = y /∈ S(T ), existe un D
γα-conjunto de T tal que y ∈ D y D − y α-domina a T − y. Por lo tanto,
{xt−1, yt−1} ∩D 6= ∅, donde yt−1 es una hoja con soporte xt−1 lo cual nos
llevaŕıa a que existe un conjunto D′ el cual α-domina a T con y /∈ D′,
xt−1 ∈ D′ y |D′| < |D| = γα(T ). Por lo tanto, y ∈ S(T ) o d(y) = 1.

Para la suficiencia, sea T ∈ F, entonces existe T ′ tal que T = cor(T ′) y
por el teorema 42, T es γα-vértice cŕıtica.

�

Proposición 44 (1) Para 0 < α ≤ 1
2 , la trayectoria Pn es γα-vértice cŕıtica

si y sólo si n ∈ {2, 4}.
(2) Para 1

2 < α ≤ 1, la trayectoria Pn es γα-vértice cŕıtica si y sólo si
n = 2k.

Demostración:

(1) Sea 0 < α ≤ 1
2 .

Para la necesidad, por la proposición 2, γα(Pn) = dn3 e y por el teorema
43, n = {2, 4}.

Para la suficiencia, si n = {2, 4}, entonces Pn es P2 o P4 y ambas gráficas
pertenecen a F, entonces, por el teorema 43, Pn es γα-vértice cŕıtica.

(2) Sea 1
2 < α ≤ 1⇒ α∆(Pn) ≤ 2.

Por la proposición 2 (b), γα(Pn) = bn2 c.

Para la necesidad, demostraremos la contrapositiva.

Sea n impar y sea x una hoja. Entonces γα(Pn) = γα(Pn−x) = γα(Pn−1)
pues bn2 c = bn−1

2 c. Por lo tanto, Pn no es γα-vértice cŕıtica.
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Para la suficiencia, sea n = 2k para algún entero k ≥ 1. Ya vimos que
P2 es γα-vértice cŕıtica. P4 = cor(P2) y por el teorema 42, P4 es γα-vértice
cŕıtica. Por lo tanto, supongamos ahora que n ≥ 6. Sea x un vértice que no
es soporte. Si x es una hoja, por la proposición 2 (b):

γα(Pn − x) = γα(Pn−1) =
⌊n− 1

2

⌋
=
⌊n

2

⌋
− 1 <

⌊n
2

⌋
.

Por lo tanto, supongamos ahora que x no es una hoja. Sea G = Pn − x.
Entonces G tiene dos componentes conexas Pn1 y Pn2 . Como n−1 es impar,
podemos suponer que n1 es par y n2 es impar. Entonces:

γα(G) = γα(Pn1) + γα(Pn2) =
⌊n1

2

⌋
+
⌊n2

2

⌋
=
n1

2
+
n2 − 1

2
=
n1 + n2 − 1

2

<
n1 + n2 + 1

2
=
n

2
=
⌊n

2

⌋
= γα(Pn).

Por lo tanto, Pn es γα-vértice cŕıtica.

�
Usando las Proposiciones 2 y 3, obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 45 (1) Para 0 < α ≤ 1
2 , el ciclo Cn es γα-vértice cŕıtico si y

sólo si n ≡ 1 (mód 3).

(2) Para 1
2 < α ≤ 1, el ciclo Cn siempre es γα-vértice cŕıtico.

Demostración:

Sea x ∈ V (Cn).

(1) Por la proposición 3 (a), sabemos que γα(Cn) = dn3 e y γα(Cn− x) =
dn−1

3 e. Ahora, dn3 e 6= d
n−1

3 e si y sólo si n = 3k + 1, lo cual es equivalente a
n ≡ 1 (mód 3).

(2) γα(Cn−x) = γα(Pn−1) que por la proposición 2 (b), sabemos que es
igual a bn−1

2 c que es menor estricto que dn2 e = γα(Cn) por la proposición 3
(b).

�

Proposición 46 Una gráfica completa Kn de orden n ≥ 2 es γα-vértice
cŕıtica si y sólo si α ≥ dα(n−2)e

n−1 .
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Demostración:

Por la proposición 4, sabemos que γα(Kn) = dα(n−1)e. Kn es γα-vértice
cŕıtica si y sólo si para todo v ∈ VKn se cumple que γα(Kn − v) < γα(Kn).
Como γα(Kn−v) = γα(Kn−1) = dα(n−2)e, entonces sólo necesitamos saber
para cuáles valores de n se tiene que dα(n − 2)e < dα(n − 1)e. Existen dos
casos:

i) Si α(n− 2) es un entero, dα(n− 2)e = α(n− 2).

ii) Si α(n− 2) no es un entero, dα(n− 2)e = bα(n− 2)c+ 1.

En el caso (i):

dα(n− 2)e = α(n− 2) < α(n− 1) ≤ dα(n− 1)e.

En el caso (ii):

dα(n−2)e = bα(n−2)c+1 ≤ α(n−2)+1 < α(n−1)+1 ≤ dα(n−1)e+1 <
dα(n− 1)e.

Por lo tanto, en cualquier caso, dα(n− 2)e < dα(n− 1)e. Notemos que,
en el desarrollo anterior, también obtenemos α(n− 1) ≥ dα(n− 2)e lo cual

implica que α ≥ dα(n−2)e
n−1 .

�

Proposición 47 Si 2 ≤ m < n, entonces Km,n es γα-vértice cŕıtica si y

sólo si m ≥ dαme+ dαne, con α > dα(m−1)e
m y α > dα(n−1)e

n .

Demostración:

Sea {X,Y } la partición de VG = V (Km,n) con |X| = m y |Y | = n.

Para la necesidad, demostraremos la contrapositiva. Supongamos que
m < dαme+ dαne. Por la proposición 5, γα(G) = m. Sea y ∈ Y , la proposi-
ción 5 implica

γα(G−y) = γα(Km,n−1) = mı́n{m, dαme+dα(n−1)e} ≥ mı́n{m, dαme+
dαne − 1} ≥ m,

y por lo tanto, en este caso, G no es γα-vértice cŕıtica.

Para la suficiencia, supongamos que m ≥ dαme+dαne. Esto es, γα(G) =
dαme + dαne. Sean y ∈ Y y x ∈ X. Se quiere demostrar que γα(G − y) <
γα(G) y γα(G− x) < γα(G). Por la proposición 5:

γα(G− y) = γα(Km,n−1) = mı́n{m, dαme+ dα(n− 1)e}.
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Observemos que

mı́n{m, dαme+ dα(n− 1)e} < mı́n{m, dαme+ αn} ⇔ αn > dα(n− 1)e

⇔ α >
dα(n− 1)e

n

Por otro lado,

mı́n{m, dαme+ αn} ≤ mı́n{m, dαme+ dαne} = γα(Km,n) = γα(G).

Aśı, γα(G− y) < γα(G)⇔ α > dα(n−1)e
n .

Análogamente,

dα(m− 1)e+ dαne < αm+ dαne ⇔ αm > dα(m− 1)e

⇔ α >
dα(m− 1)e

m
.

Por otro lado,

αm+ dαne ≤ dαme+ dαne = γα(G).

Aśı, γα(G− x) < γα(G)⇔ α > dα(m−1)e
m .

�
Ejemplo:

K10,13 es γ 1
3
-vértice cŕıtica pues si α = 1

3 , m = 10 y n = 13 entonces:

αm =
10

3
> dα(m− 1)e = 3.

αn =
13

3
> dα(n− 1)e = 4.

10 = m ≥
⌈1

3
· 10
⌉

+
⌈1

3
· 13
⌉

= 4 + 5 = 9.

Proposición 48 Si 2 ≤ m, entonces Km,m es γα-vértice cŕıtica si y sólo si

m ≤ 2dαme o si m > 2dαme y α > dα(m−1)e
m .
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Demostración:

SeaG = Km,m. Por la proposición 5, sabemos que γα(G) = mı́n{m, 2dαme}.

Para la necesidad, supongamos que Km,m es γα-vértice cŕıtica, enton-
ces γα(Km,m−1) < γα(Km,m), es decir, mı́n{m − 1, dαme + dα(m − 1)e} <
mı́n{m, 2dαme}. Si m ≤ 2dαme, se cumple el teorema. En otro caso, m >

2dαme por lo que ahora queremos demostrar que α > dα(m−1)e
m . Como

m > 2dαme, entonces γα(Km,m) = 2dαme. Para toda 0 < α ≤ 1, m ∈
N, se tiene que αm > α(m− 1) lo que implica que dαme ≥ dα(m− 1)e. Por
hipótesis, m > 2dαme ≥ dαme+ dα(m− 1)e. Por lo tanto,

m− 1 ≥ dαme+ dα(m− 1)e

⇒ γα(Km,m−1) = dαme+ dα(m− 1)e < 2dαme

⇒ dα(m− 1)e < dαme

⇒ dα(m− 1)e < αm

⇒ α >
dα(m− 1)e

m
.

Para la suficiencia, supongamos que m ≤ 2dαme. Por la proposición
5, γα(G) = mı́n{m,dαme + dαme} = mı́n{m, 2dαme} = m. Sea x ∈ VG.
Entonces, la proposición 5 implica que

γα(G− x) = γα(Km−1,m) = mı́n{m− 1, dαme+ dα(m− 1)e} ≤ m− 1 < m

y por lo tanto, en este caso, G es γα-vértice cŕıtica.

Ahora, supongamos que m > 2dαme y αm > dα(m − 1)e. Queremos
demostrar que γα(Km,m−1) < γα(Km,m). Por la proposición 5, γα(Km,m) =
2dαme y γα(Km,m−1) = mı́n{m− 1, dαme+ dα(m− 1)e}.

dα(m− 1)e < αm

⇒ dα(m− 1)e < dαme

dα(m− 1)e+ dαme < 2dαme < m

dα(m− 1)e+ dαme ≤ m− 1

⇒ γα(Km,m−1) = dα(m− 1)e+ dαme < 2dαme = γα(Km,m).

Por lo tanto, Km,m es γα-vértice cŕıtica.
�
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Observemos que para H, una gráfica conexa arbitraria, y G = cor(H),
por el teorema 42, G es γα-vértice cŕıtica, es decir, para todo v ∈ VG se tiene
que γα(G − v) < γα(G). Por lo tanto, no puede existir una caracterización
para gráficas γα-vértice cŕıticas en términos de subgráficas inducidas pues
H es una subgráfica inducida de G y es arbitraria.

El siguiente teorema se enunciará sin demostrar pero se utilizará para la
demostración del teorema 50.

Teorema 49 [11] Si G es una gráfica γ-vértice cŕıtica de orden n = (γ(G)−
1)(∆(G) + 1) + 1, entonces G es regular.

Teorema 50 Si G es una gráfica γα-vértice cŕıtica de orden n, entonces
n ≤ (γα(G)− 1)(∆(G) + 1) + 1. Más aún, si δ(G) > 1 y se da la igualdad,
entonces G es regular.

Demostración:

Sea G una gráfica γα-vértice cŕıtica de orden n y sea S un γα(G − v)-
conjunto, donde v ∈ VG−S(G), por la proposición 39, γα(G−v) = γα(G)−1.
Cada vértice en S domina a lo más ∆(G) + 1 vértices de G, incluyendo él
mismo. Por lo tanto, S domina a lo más (γα(G) − 1)(∆(G) + 1) vértices
de G. Notemos que (γα(G) − 1)(∆(G) + 1) ≥ n − 1 = |VG| − |{v}| que es
equivalente a n ≤ (γα(G)− 1)(∆(G) + 1) + 1, como se desea.

Ahora, supongamos que n = (γα(G) − 1)(∆(G) + 1) + 1. Por lo tanto,
cualquier vértice en S domina exactamente 1 + ∆(G) vértices de G, por lo
que tiene grado ∆(G) y aśı para cualquier par de vértices x, y ∈ S, N [x] ∩
N [y] = ∅, es decir, S es un 2-empaquetamiento. Sea u ∈ N(v) − S. Como
δ(G) > 1, el vértice u /∈ VG−S(G). Sea D un γα(G−u)-conjunto. Entonces
|D| = γα(G) − 1 y, como anteriormente, obtenemos que cada vértice en D
tiene grado ∆(G) y D es un 2-empaquetamiento. Como S es un γα(G− v)-
conjunto, u es adyacente a un vértice x ∈ S y ahora dG−u(x) < ∆(G), por
lo tanto x /∈ D. Deducimos que D − S 6= ∅.

Si v ∈ D, entonces d(v) = ∆(G) pero u /∈ G − u lo que implica que
dG−u(v) < ∆(G). Por lo tanto, v /∈ D. Sea w ∈ D − S. Como S es un
γα(G − v)-conjunto, obtenemos que 1 = |N(w) ∩ S| ≥ αd(w) = α∆(G)
y por lo tanto α ≤ 1

∆(G) . Por la proposición 9, γα(G) = γ(G) y también

γα(G− x) = γ(G− x) para cualquier vértice x. Por lo tanto, G es γ-vértice
cŕıtica. Por el teorema 49, G es regular. �
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Teorema 51 Si G es una gráfica γα-vértice cŕıtica de orden n, entonces
para cualquier vértice v ∈ VG − S(G),

γα(G) ≥
⌈αδ(G− v)n+ ∆(G)

αδ(G− v) + ∆(G)

⌉
.

Demostración:

Sea G una gráfica γα-vértice cŕıtica de orden n y sea v ∈ VG−S(G). Por
la proposición 39, existe un γα-conjunto D′ de G tal que v ∈ D′ y D = D′−v
es un γα-conjunto de G − v = H lo que implica que |D| = γα(G) − 1. Sea
M el conjunto de aristas entre D y VH − D. Contando las aristas de D a
VH −D obtenemos:

|M | ≤
∑
v∈D

d(v) ≤ |D|∆(G).

Por otro lado, como S es un conjunto α-dominante para H, tenemos que
para todo v ∈ VH −D, |N(v) ∩D| ≥ αd(v), aśı:

|M | ≥
∑

v∈VH−D
αdH(v) ≥ αδ(H)(|VH | − |D|).

Aśı obtenemos, |D|∆(G) ≥ αδ(H)(n− 1− |D|) pues |VH | = n− 1.

Como |D| = γα(G)− 1 y H = G− v,

(γα(G)− 1)(∆(G)) ≥ αδ(G− v)(n− 1− (γα(G)− 1))

γα(G)∆(G)−∆(G) ≥ αδ(G− v)(n− 1− γα(G) + 1)

γα(G)∆(G)−∆(G) ≥ αδ(G− v)(n− γα(G))

γα(G)∆(G)−∆(G) ≥ αδ(G− v)n− αδ(G− v)γα(G)

αδ(G− v)γα(G) + γα(G)∆(G) ≥ αδ(G− v)n+ ∆(G)

γα(G) ≥
⌈αδ(G− v)n+ ∆(G)

αδ(G− v) + ∆(G)

⌉
.

�

Teorema 52 Si G es una gráfica γα-vértice cŕıtica de orden n y tamaño
m, entonces

γα(G) ≥
⌈2αm− α∆(G) + ∆(G)

∆(G)(α+ 1)

⌉
.
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Demostración:

Sea G una gráfica γα-vértice cŕıtica de orden n y tamaño m. Sean v ∈
VG−S(G) y H = G−v. Sea D un γα(H)-conjunto. Entonces, por definición
de α-dominante,

∑
w∈D dH(w) ≥

∑
z∈VH−D αdH(z). Ahora,

(α+ 1)|D|∆(G) = α|D|∆(G) + |D|∆(G) ≥ α
∑
w∈D

dH(w) +
∑
w∈D

dH(w)

≥ α
∑
w∈D

dH(w) +
∑

z∈VH−D
αdH(z)

≥ α
∑
w∈VH

dH(w)

= α(2m− 2dG(v))

≥ α(2m− 2∆(G)).

Como |S| = γα(G)− 1,

(α+ 1)(γα(G)− 1)∆(G) ≥ 2αm− 2α∆(G)

(α+ 1)(γα(G)∆(G)−∆(G)) ≥ 2αm− 2α∆(G)

(α+ 1)γα(G)∆(G)− (α+ 1)∆(G) ≥ 2αm− 2α∆(G)

(α+ 1)γα(G)∆(G) ≥ 2αm− 2α∆(G) + (α+ 1)∆(G)

γα(G) ≥ 2αm− 2α∆(G) + α∆(G) + ∆(G)

(α+ 1)∆(G)

γα(G) ≥ 2αm− α∆(G) + ∆(G)

∆(G)(α+ 1)
.

�
Como resultado inmediato del teorema 12, obtenemos:

Corolario 53 Sea 0 < α < 1. Si G es una gráfica γα-vértice cŕıtica de
orden n y tamaño m, entonces

γ1−α(G) ≤
⌊(1 + α)∆(G)n+ α∆(G)− 2αm−∆(G)

∆(G)(α+ 1)

⌋
.
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Demostración:

Por el teorema 12 sabemos que γα(G) + γ1−α(G) ≤ n⇔

γ1−α(G) ≤ n− γα(G) ≤ n+
α∆(G)− 2αm−∆(G)

∆(G)(α+ 1)

=
(1 + α)∆(G)n+ α∆(G)− 2αm−∆(G)

∆(G)(α+ 1)
.

�



Caṕıtulo 9

Conclusiones

Este trabajo consistió básicamente en redactar de forma más robusta los
art́ıculos “α-Domination” de J. E. Dunbar, D. G. Hoffman, R. C. Laskar y L.
R. Markus [8], “Some remarks on α-Domination” de Franz Dahme, Dieter
Rautenbach y Lutz Volkmann [4] y “Vertex-removal in α-domination” de
Nader Jafari Rad y Lutz Volkmann [17] . Esto es, desarrollar, profundizar,
explicar y demostrar afirmaciones dadas como evidentes, donde nos encon-
tramos con ciertas dificultades ya que, en la teoŕıa de gráficas, es común
visualizar el diagrama de la gráfica a tratar para asimilar las afirmaciones,
sin embargo, escribir una demostración matemática formal puede resultar
no tan clara o tediosa para el lector.

En el caṕıtulo 1 dimos definiciones básicas sobre la teoŕıa de gráficas. En
el caṕıtulo 2 se da la motivación para definir la α-dominación y se encuentra
el número de α-dominación para familias conocidas de gráficas como trayec-
torias, ciclos, gráficas completas y bipartitas completas. En el caṕıtulo 3 se
compara el número de α-dominación con el de dominación clásica y con el
número de cubierta por vértices. En los caṕıtulo 4 y 5 se dan cotas para el
número de α-dominación.

El caṕıtulo 6 es un ejemplo particular (gráfica del Rey y α = 1
2) donde

se intenta encontrar el número de 1
2 -dominación para tableros de distintos

tamaños, con el objetivo de encontrar el número de 1
2 -dominación para un

tablero de tamaño aleatorio, sin embargo, muchas veces lo mejor que pode-
mos encontrar son cotas y estas son diferentes dependiendo de la paridad de
los renglones o columnas.
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En el caṕıulo 7 se dan condiciones necesarias y suficientes para conocer
el número de α-dominación de un árbol.

En el caṕıtulo 8 se introduce el concepto de gráfica γα-vértice cŕıtica y
se exhiben condiciones para que familias conocidas de gráficas – estrellas,
coronas, árboles, trayectorias, ciclos, gráficas completas y bipartitas comple-
tas – cumplan con la propiedad. Finalmente, se dan cotas para el número
de α-dominación cuando la gráfica es γα-vértice cŕıtica.

A manera de abrir una ventana de oportunidad para próximos proyectos
de investigación, proponemos las siguientes ideas:

¿Qué podŕıamos decir del número de α-dominación para la gráfica del
Rey, con α 6= 1

2 , 0 < α ≤ 1?

¿Qué podŕıamos decir del número de 1
2 -dominación para otras gráficas?

Por ejemplo, la gráfica de la Reina.

¿Qué podŕıamos decir del número de α-dominación para otras gráficas
con 0 < α ≤ 1?

¿Qué pasa con el número de α-dominación al realizar operaciones en
gráficas? Por ejemplo, diferentes tipos de producto.
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