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1.1. Procesos ópticos no lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Generación por suma de frecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Conversión paramétrica descendente espontánea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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4.9.3. Montaje experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.9.5. Conclusiones del análisis numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5. HOM en un acoplador 50/50 85
5.0.6. Interferencia de parejas de fotones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.1. Montaje experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.1.1. HOM de parejas de fotones en un acoplador de fibra 50/50 . . . . . . . . . . 86
5.1.2. Medición de espectros marginales con el uso de una cámara intensificada . . 87
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Resumen

Hemos diseñado y montado en el laboratorio cuatro diferentes fuentes de parejas de fotones,
aprovechando el fenómeno de conversión paramétrica descendente espontánea (SPDC, por sus
siglas en inglés). Éstas tienen diferentes caracteŕısticas, dos de ellas fueron utilizadas para generar
números aleatorios, y las otras dos para medir el coeficiente de simetŕıa de estados de parejas de
fotones y para montar un sistema de tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica QOCT por sus
siglas en inglés. El trabajo aqúı presentado puede ser dividido en dos partes:

Generación y certificación de números aleatorios.
Montamos una fuente de SPDC tipo I de parejas de fotones usando un cristal no lineal de Beta
Borato de Bario BBO y un láser de bombeo de 405 nm. Los fotones señal y acompañante son
degenerados y tienen una longitud de onda de 810 nm. Se localizan en puntos diametralmente
opuestos en el ćırculo que se forma al hacer un corte transversal al cono caracteŕıstico de
este fenómeno. Son acoplados a fibras ópticas multimodales y después guiados hasta un
par de detectores de silicio cuya señal es enviada a un osciloscopio de 2.5 GHz. Utilizando
postprocesamiento se generan series de tiempo para hacer un análisis de las coincidencias
como función del tiempo. Hemos aprovechado la aleatoriedad de la distribución de diferencia
de tiempos de llegada entre una y otra pareja de fotones. Esta distribución nos permite por
medio de una regla, construir cadenas de bits aleatorias. La importancia de este trabajo no
sólo radica en la generación de las cadenas aleatorias, sino en la aplicación de la Normalidad
de Borel como un método para cuantificar la aleatoriedad de una cadena de bits. A diferencia
de los métodos de certificación de aleatoriedad aceptados actualmente (NIST), éste utiliza
una definición formal de aleatoriedad provista por la teoŕıa de información algoŕıtmica. En
este trabajo se hace una comparación entre las pruebas del Instituto Nacional de estándares
y Tecnoloǵıa (NIST, por sus siglas en inglés) y la normalidad de Borel.
Mejoramos el sistema de adquisición de datos realizando un nuevo montaje usando el mismo
cristal de BBO y el láser de bombeo continuo en 405 nm. A diferencia del montaje anterior,
en uno de los brazos (fotón acompañante) de la fuente SPDC colocamos un divisor de haz
para evitar conteos de múltiples fotones, y asegurar el conteo de parejas. Utilizamos tres
detectores de silicio, uno que detecta el fotón señal que es acoplado a una fibra multimodal
a la salida del cristal, y los otros dos, que detectan al fotón acompañante después de ser
reflejado o transmitido por el divisor de haz y guiado hasta el detector por medio de una
fibra multimodal. Los detectores son conectados a un etiquetador de tiempos digital de
la marca ID-Quantique, éste nos permite realizar un registro continuo de los tiempos de
llegada de los fotones a los detectores, a diferencia del osciloscopio que sólo permite el conteo
en ventanas de tiempos muy cortos. Análogamente al caso anterior, construimos cadenas
binarias y certificamos su aleatoriedad. En este caso se desarrolló un método basado en
teoŕıa de Selección de Modelos Bayesiana. Éste es más riguroso que el método de Normalidad
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de Borel. Se muestra que la normalidad de Borel y la Selección de modelos son consistentes
cualitativamente. Ambos métodos superan las pruebas del NIST en formalidad y rigurosidad.

Aplicaciones de la interferencia HOM con parejas de fotones.
Usando un Hamiltoniano de primeros vecinos, modelamos la evolución de parejas de fotones
a lo largo de un sistema de gúıas acopladas en dos dimensiones. Construimos un algoritmo
que nos permite calcular la evolución del estado cuántico a lo largo de la fibra y obtener el
valor de la intensidad espectral conjunta JSI por sus siglas en inglés, en cualquier estado de
la evolución. El algoritmo nos permite explorar la forma de las correlaciones como función
de la temperatura del cristal y sus propiedades como su material, su periodo de polarización
y su longitud. Además, podemos calcular los interferogramas resultantes de realizar interfe-
rencias HOM para un par de fotones que se acoplan ambos en diferentes núcleos de una fibra
multinúcleo. En particular, mostramos los resultados de acoplar parejas de fotones en una
fibra de dos y tres núcleos cuya longitud es tal que si se acopla un fotón en algún núcleo a la
entrada de la fibra, éste presenta una equiprobabilidad de salir por cualquiera de los núcleos.
Nuestros cálculos numéricos muestran la interferencia HOM como función de la temperatura
del cristal. Con los cálculos numéricos hemos logrado determinar la necesidad de un láser
de ancho espectral delgado para poder lograr una visibilidad cercana al 100 %. Construimos
una fuente de parejas de fotones SPDC-II con un cristal PPKTP-II y un láser de bombeo
continuo de longitud de onda 404.75 nm de ancho espectral delgado (∼ 1 MHz), a partir
del control de temperatura del cristal podemos controlar el grado de degeneración de los
fotones señal y acompañante. Caracterizamos esta fuente como función de la temperatura,
midiendo sus espectros condicionales y los intereferogramas HOM con un acoplador 50/50.
En la temperatura de 30.9 C encontramos el estado degenerado en 809.5 nm y al realizar
la interferencia HOM con este estado, alcanzamos una visibilidad de 95.6 %. Esta fuente
está lista para realizar otros experimentos que requieren de un alto control espectral en el
laboratorio.
Aplicaciones en QOCT. Por último, se construyó una fuente de parejas de fotones SPDC-I
con un cristal PPLN, usando como láser de bombeo un Titanio:Zafiro con un ancho de alre-
dedor de ∆λ = 15nm y centrado en 775 nm, éste se usó en modo continuo y en modo pulsado.
Por medio de la temperatura del cristal encontramos la temperatura de degeneración de los
fotones señal y acompañante. Optimizamos la visibilidad para el modo continuo alcanzando
el valor de ∼ 85 %. Utilizando esta fuente realizamos interferencias HOM colocando en uno
de los brazos de la fuente un circulador y una muestra semitransparente construyendo aśı un
sistema de tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica. Por medio de este sistema podemos
medir diferentes interferogramas HOM asociados a diferentes capas de la muestra, esto nos
permite identificar el número de capas en la muestra y la distancia que hay entre ellas, con
muy buena precisión, que en particular depende del ancho del interferograma HOM. Con
nuestro montaje podemos medir la JSI, y por lo tanto podemos conocer las correlaciones es-
pectrales que hay entre los pares de fotones. Este sistema experimental es muy novedoso, ya
que usa un espectrómetro de fibra construido en el laboratorio, éste aprovecha la dispersión
de la luz dentro de un par de fibras de 5 kilómetros, los fotones señal y acompañante son
guiados por estas fibras hasta un par de detectores InGaAs/InP cuya señal se registra en
un etiquetador de tiempos junto con la señal sincronizada con la frecuencia de generación
de pulsos del láser ( 90 Mhz) registrada por un diodo rápido y disminuida por un preescaler
hasta 3Mhz. Podemos decir que este montaje experimental es el resultado del aprendizaje
que obtuvimos de la construcción de los montajes descritos anteriormente, ya que combina
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todos los experimentos e introduce nuevas técnicas. Es muy importante recalcar que este
experimento nos permite proponer una mejora en la técnica de QOCT, ya que mostramos
las ventajas y desventajas de utilizar un bombeo pulsado o un bombeo continuo. Incluimos
resultados experimentales que aun están siendo revisados antes de enviarse a publicación.
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Introducción

Esta tesis es el resultado del trabajo que realicé entre los años 2013 y 2018 para obtener el
Doctorado en F́ısica por parte del Posgrado en Ciencias F́ısicas de la UNAM, todo el trabajo fue
realizado en el laboratorio de Óptica Cuántica del Instituto de Ciencias Nucleares bajo la direc-
ción del Dr. Alfred U’Ren y con el apoyo técnico en el laboratorio del Dr. Héctor Cruz Ramı́rez.
Básicamente desarrollamos cuatro proyectos, todos relacionados con la generación y manipulación
de parejas de fotones obtenidos a partir del proceso de conversión paramétrica descendente en
cristales no lineales o SPDC por sus siglas en inglés. Los primeros dos proyectos consisten en gene-
ración de números realmente aleatorios por medio del proceso SPDC y en propuestas de pruebas
de aleatoriedad [1, 2] que pueden ser aplicados a cadenas binarias “aleatorias” finitas (donde la
“aleatoriedad” está por determinarse con los métodos ah́ı desarrollados). El tercer proyecto incluye
la creación de un algoritmo para explorar las propiedades espectrales de parejas de fotones evolu-
cionando a lo largo de una fibra multinúcleo y su interferencia, además de la implementación en
el laboratorio de un montaje en el que se miden estas propiedades para el caso de un acoplador
50/50 equivalente a una fibra compuesta por dos gúıas acopladas. El cuarto y último proyecto es
una aplicación muy útil, ya que es una propuesta para la mejora de una técnica de tomograf́ıa
para la obtención de imágenes 3D en tejidos orgánicos. La técnica se llama tomograf́ıa de cohe-
rencia óptica cuántica o QOCT por sus siglas en inglés. En este proyecto mostramos ventajas y
desventajas en la medición de tomograf́ıas que se deben a caracteŕısticas de las correlaciones entre
parejas de fotones. Además, mostramos cómo manipular las correlaciones usando diferentes tipos
de láser de bombeo para generar fotones (pulsado y cont́ınuo).

Este trabajo se divide en dos partes principales, se comienza con esta introducción en la que
se describe la organización de la tesis. Como antecedentes generales, en el caṕıtulo 1 se describen
algunas generalidades del fenómeno de generación de parejas de fotones por una fuente SPDC en
cristales no lineales y se introduce el concepto de función espectral conjunta e intensidad espectral
conjunta, JSI por sus siglas en inglés. En la primera parte que comprende los caṕıtulos 2 y 3, se
tratan los proyectos relacionados con la aplicación de las fuentes SPDC para generación de números
aleatorios. El concepto de aleatoriedad es fundamental en la naturaleza y tiene varias aplicaciones
como lo son la criptograf́ıa cuántica o el uso de números aleatorios en métodos computacionales
como el método Montecarlo, sin embargo, actualmente en los estándares internacionales (NIST),
no se tiene una definición formal de aleatoriedad. En el caṕıtulo 2 se describe un método para
cuantificar la aleatoriedad de una cadena binaria finita que utiliza una definición formal de aleato-
riedad tomada de la teoŕıa de información algoŕıtmica. Para asegurar aleatoriedad en una cadena
binaria es necesario que esta cumpla con la Normalidad de Borel, que es una condición sobre las
frecuencias de aparición de 0’s y 1’s en la cadena. Esto es una forma de probar la existencia de
patrones dentro de la cadena. Existen diferentes órdenes de la normalidad de Borel, es decir, una
cadena binaria puede ser Borel normal de orden n si se cumple la condición de normalidad de
Borel para las frecuencias de aparición de subcadenas de n d́ıgitos. Una parte fundamental de este

v



proyecto es la generación de números realmente aleatorios. Esto lo logramos utilizando una fuente
SPDC de parejas de fotones con un cristal BBO, y midiendo los tiempos de arribo de las parejas
en un par de detectores de silicio. Es decir, aprovechamos la naturaleza aleatoria de estas fuentes.
Los resultados de este trabajo fueron publicados en un art́ıculo [1] en colaboración con el Dr. Jorge
Hirsch, y su estudiante el M. en C. Aldo Soĺıs, ambos asociados al Instituto de Ciencias Nucleares
de la UNAM. El trabajo también fue presentado en el seminario de estudiantes del Posgrado en
Ciencias F́ısicas [3] y puede ser consultado en ĺınea.

En el caṕıtulo 3, hemos realizado una mejora del montaje experimental para generar cadenas
de números aleatorios, con el uso de un etiquetador de tiempos y la introducción de un divisor de
haz y un tercer detector de silicio, pudimos discriminar eventos múltiples que representan cuentas
no deseadas en las mediciones. Los datos generados fueron utilizados para aplicar la teoŕıa de
selección de modelos Bayesiana como prueba para determinar la aleatoriedad de cadenas binarias
finitas. En general, esta teoŕıa consiste en que dada una secuencia de datos (una cadena binaria),
se propone una distribución de modelos que pudieron haber generado los datos, donde un modelo
es una distribución de probabilidades particular que modela los datos de la secuencia; se calcula la
verosimilitud de cada uno de estos modelos; aquél cuya verosimilitud es más alta, es el que se elige
como el correspondiente a la fuente generadora. En nuestro caso particular, que corresponde a un
evento dicotómico (los posibles resultados de un evento son 0 ó 1 ya que son secuencias binarias),
hemos divido a los modelos en dos tipos: 1.-Modelos no-sesgados que en realidad es uno sólo y
corresponde al modelo en equilibrio en que se cumple que p = 1

2 es la probabilidad de obtener 0 y
1− p = 1

2 es la probabilidad de obtener 1. 2.-Un modelo sesgado, que agrupa a todos los modelos
correspondientes a (1 − p) de probabilidad de obtener 0 y p de probabilidad de obtener 1, donde
p 6= 1

2 . Para que una secuencia sea aleatoria, esperamos que el modelo más verośımil sea el modelo
en equilibrio, mientras que la verosimilitud de todos los demás modelos sumados sea menor. Hemos
realizado una comparación con la normalidad de Borel, y observamos que el comportamiento es
similar de manera cualitativa, sin embargo, la selección de modelos Bayesiana, representa una
condición más estricta que la normalidad de Borel. Este trabajo también tuvo como resultado una
publicación [2, 4] que se realizó en colaboración con el Dr. Isaac Pérez Castillo y su estudiante,
el M. en C. Rafael Dı́az Hernández Rojas, ambos asociados al Instituto de F́ısica de la UNAM,
además de los dos investigadores mencionados anteriormente. El trabajo también fue presentado
en el seminario de estudiantes del Posgrado en Ciencias F́ısicas [4] y puede ser consultado en ĺınea.

La segunda parte compuesta por los caṕıtulos 4, 5 y 6 describen aplicaciones de las fuentes
SPDC basadas en interferometŕıa. La interferencia Hong-Ou-Mandel o HOM por sus siglas en
inglés, consiste en interferir dos fotones degenerados (con una misma distribución de frecuencias)
que inciden en las dos entradas de un divisor de haz, a la salida del divisor se colocan dos detectores
de un sólo fotón que hacen el conteo de coincidencias como función de la diferencia de camino
óptico entre ambos fotones. El interferograma se caracteriza por tener un valle que corresponde
a la interferencia destructiva entre ambos fotones. Este fenómeno puede ser utilizado para medir
tiempos o distancias con alta precisión o como un medidor de simetŕıa de estados cuánticos. Este
tipo de interferencia puede darse también para estados no degenerados y en sistemas más complejos
que un divisor de haz, como un arreglo de gúıas de onda acopladas. En el caṕıtulo 4, se da una
introducción a las gúıas de onda y se hace una revisión de los estudios que se han realizado, sobre
correlaciones cuánticas y clásicas en arreglos de gúıas de onda acopladas bidimensionales, fabricadas
con inscripción láser en silicio. Aunque se han realizado varios estudios de la evolución de parejas de
fotones en este tipo de arreglos, no hay muchos trabajos que incluyan el grado de libertad espectral
de los fotones evolucionando en los arreglos de gúıas. Aśı que, existe un campo de investigación
abierto en este tema. Nosotros proponemos un proyecto con fibras multinúcleo como arreglos de
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gúıas de onda, ya que el número de cuentas es más alto en comparación con las gúıas de silicio,
y desarrollamos un algoritmo que describe la evolución de parejas de fotones en arreglos de gúıas
tomando en cuenta el grado de libertad espectral. Mostramos una generalización de este algoritmo
para el caso de múltiples fotones evolucionando en un arreglo de N gúıas. Incluimos la interferencia
entre pares de fotones evolucionando dentro de la gúıa. Desarrollamos un programa en MATLAB [5]
con el que podemos simular: la generación de parejas de fotones en un cristal no lineal como función
de su temperatura y las propiedades espectrales del haz de bombeo; la evolución de los fotones
dentro del arreglo de gúıas tomando en cuenta sus distribuciones espectrales; la interferencia que
sufren los fotones en su evolución a lo largo del arreglo de gúıas. Mostramos algunos resultados
numéricos para demostrar los beneficios de este programa, que finalmente utilizamos para comparar
con las mediciones del caṕıtulo 6. En particular, con el análisis de los resultados de este programa,
hemos decidido en el laboratorio, la compra de un láser de ancho espectral delgado para poder
mejorar las interferencias HOM entre fotones generados con una fuente PPKTP.

En el caṕıtulo 5 se describe la caracterización completa de una fuente SPDC-II en el laborato-
rio, el cristal no lineal utilizado es un PPKTP con el que se pueden sintonizar los fotones generados
por medio de cambios en la temperatura del cristal, es importante mencionar que se utilizó un
láser de ancho espectral delgado como bombeo, ya que este mejora el valor de la visibilidad de la
interferencia entre los fotones generados que en nuestro caso particular alcanzó un valor de 95.6 %.
Investigamos las caracteŕısticas espectrales de los estados cuánticos generados por el proceso SPDC
en esta fuente por medio de la medición de los espectros marginales como función de la temperatura
del cristal. Aśı mismo, realizamos una serie de interferencias HOM como función de la temperatu-
ra utilizando un acoplador 50/50, de esta forma mostramos que el estado cuántico puede cambiar
de simetŕıa como función de la asintońıa espectral de los fotones interferidos. Nuestras medicio-
nes experimentales concuerdan con los resultados numéricos obtenidos con nuestro programa. El
montaje y caracterización de esta fuente, nos ha permitido controlar las caracteŕısticas del estado
cuántico generado y es una fuente muy útil para futuras aplicaciones en el laboratorio. Parte de
este proyecto fue realizado en colaboración con el f́ısico Javier Alejandro López Alfaro, con quién
se tuvieron discusiones sobre el experimento y realizó cálculos numéricos que se han publicado en
su tesis de licenciatura [6].

La interferencia HOM, puede ser utilizada para diversas aplicaciones, entre ellas, medir tiempos
muy pequeños del orden de femtosegundos o distancias del orden de micrómetros. En el caṕıtulo 6
describimos un experimento montado en el laboratorio basado en interferencia HOM para realizar
tomograf́ıa QOCT, que es una técnica que se utiliza para analizar la luz que retroreflejada por
una muestra interfiere con el campo incidente. Esta interferencia, contiene información acerca de
la superficie de la muestra o de las múltiples capas que la componen. La técnica funciona para
muestras semitransparentes, en particular ha sido utilizada anteriormente para tejidos orgánicos [7].
En este experimento demostramos que manipulando las correlaciones del estado SPDC podemos
lograr un control sobre efectos de interferencia HOM que se tienen en muestras de múltiples
capas, mejorando aśı la calidad de los interferogramas. Además, mostramos que el control de esta
interferencia podŕıa ser una ventaja que hasta la fecha no se ha aprovechado. Actualmente se
tiene un escrito en proceso de ser enviado [8] para publicación. Este trabajo se realizó en conjunto
con el Dr. Dorilián López Mago, Investigador del Tecnológico de Monterrey, campus Monterrey y
con el apoyo técnico del Dr. Roberto Ramı́rez del Centro de Investigaciones en Óptica en León,
Guanajuato quien construyó un láser pulsado con pulsos de femtosegundos en el laboratorio de
óptica cuántica del ICN. Este trabajo también ha sido presentado en el seminario de estudiantes
del Instituto de F́ısica y puede ser consultado en ĺınea [9].

El último caṕıtulo recoge todas las conclusiones de los diferentes proyectos expuestos en esta
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tesis. Se incluyen tres apéndices relacionados con detalles no desarrollados en el interior de los
caṕıtuos.
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Caṕıtulo 1

Conversión Paramétrica Descendente
espontánea

1.1. Procesos ópticos no lineales
Un fenómeno óptico no lineal es aquel que ocurre en un material como respuesta a un campo

eléctrico que se le aplica, y esta respuesta tiene una dependencia que es no lineal como función
de la intensidad del campo eléctrico aplicado. Para conocer con más detalle las caracteŕısticas de
los procesos no lineales, es necesario conocer la dependencia de la polarización de un material
P (t) como función de la amplitud de campo eléctrico E(t) [10]. Para el caso de la óptica lineal la
dependencia es muy simple,

P (t) = ε0χ
(1)E(t); (1.1)

donde ε0 es la permitividad del vaćıo y χ(1) es la susceptibilidad eléctrica. Para el caso no lineal la
dependencia respecto a la amplitud de campo eléctrico puede ser generalizada como una serie de
potencias,

P (t) = ε0χ
(1)E(t) + ε0χ

(2)E(t)2 + ε0χ
(3)E(t)3 + .... (1.2)

Donde P (2) = ε0χ
(2)E(t)2 y P (3) = ε0χ

(3)E(t)3 se conocen como polarización no lineal de segundo
y tercer orden respectivamente. Existen procesos f́ısicos que están asociados a estas polarizaciones,
a continuación describimos dos de ellos: la generación de campo eléctrico por suma y diferencia de
frecuencias.

1.1.1. Generación por suma de frecuencias
Si se tiene un campo eléctrico que está formado por dos componentes cuyas frecuencias son ω1

y ω2 incidente sobre un material con no-linealidad de segundo orden:

E(t) = E1e
−iω1t + E2e

−iω2t + c.c. (1.3)

La polarización no-lineal de segundo orden para este caso es:

P (2) = ε0
(
E2

1e
−i2ω1t + E2

2e
−i2ω2t + 2E1E2e

−i(ω1+ω2) + 2E1E
∗
2e
−i(ω1−ω2) + c.c.

)
+

+2ε0χ(2) (E1E
∗
1 + E2E

∗
2) (1.4)
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CAPÍTULO 1. CONVERSIÓN PARAMÉTRICA DESCENDENTE ESPONTÁNEA
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Figura 1.1: Izquierda: Proceso de generación por suma de frecuencias. Derecha:Proceso inverso a la
generación por suma de frecuencias, este proceso es también conocido como conversión paramétrica
descendente espontánea (SPDC)

Cada uno de los términos de la polarización corresponde a diferentes procesos no lineales según la
frecuencia de cada una de las componentes. Los términos que aparecen con una doble frecuencia
(2ω1) y (2ω2) son los asociados a los procesos de generación de segundo armónico. La componente
con el término (ω1 − ω2) corresponde al proceso de generación por diferencia de frecuencias; el
último término que no tiene asociada una frecuencia, corresponde a un proceso de rectificación
óptica. Sin embargo, en particular, a nosotros nos interesa el término asociado a un proceso que
involucra la suma de frecuencias (ω1 + ω2).

De estos procesos, se tienen cuatro componentes del campo de salida con frecuencia distinta
a cero. En la práctica al hacer experimentos en el laboratorio, se observa que sólo una de estas
componentes domina sobre las otras tres. Esto sucede porque para que estos procesos ocurran se
tienen que cumplir ciertas condiciones de empatamiento de fase entre los campos que en general
es distinto para cada proceso, ya que depende de la orientación del cristal y la polarización del
campo de entrada.

El proceso( ver figura 1.1) de generación por suma de frecuencias corresponde a incidir sobre
un cristal no lineal, un campo electromagnético con dos componentes cuyas frecuencias son ω1 y
ω2; a la salida del cristal se genera un campo electromagnético con frecuencia ω3 = ω1 +ω2. Como
se representa en los diagramas de niveles de enerǵıa, el proceso consiste en la absorción de dos
fotones por el material y después la enerǵıa decae emitiendo un fotón con una enerǵıa que es igual
a la suma de las enerǵıas de los fotones absorbidos.

1.2. Conversión paramétrica descendente espontánea
La conversión paramétrica descendente espontánea, SPDC por sus siglas en inglés1, es un

proceso que ocurre en medios cuya susceptibilidad de segundo orden χ(2) no es despreciable en la
relación que existe entre la polarización P de un cristal y la intensidad E del campo eléctrico que
lo polariza (ecuación 1.4).

El SPDC puede ser entendido como el inverso del proceso de generación por suma de frecuencias,

1Spontaneous Parametric Down Conversion
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1.2. CONVERSIÓN PARAMÉTRICA DESCENDENTE ESPONTÁNEA

Figura 1.2: Diagrama vectorial del empatamiento de fase.

un fotón proveniente de un haz de bombeo 2 (p) cuya frecuencia es ωp es convertido en un par de
fotones con frecuencia ωs y ωi llamados señal (s) y acompañante (i) (ver figura 1.1). Los fotones
generados están correlacionados por medio de la conservación de la enerǵıa (ωp = ωs + ωi) y la
conservación de momento lineal (kp = ks + ki). Estas dos condiciones se pueden expresar en
términos de la condición de empatamiento de fase,

∆k = kp(ωp)− ks(ωs)− ki(ωp − ωs) = 0 (1.5)

En la figura 1.3 (izquierda) se tiene un esquema del proceso SPDC como se observa en el labora-
torio. Un haz incide sobre un cristal no lineal y se genera un cono de luz formado por los fotones
señal y acompañante. La sección transversal del cono forma una circunferencia cuyos puntos dia-
metralmente opuestos corresponden a las parejas de fotones. A la derecha, en la misma figura se
observa la suma de los vectores de propagación del fotón señal ks(ωs) y acompañante ki(ωi) y la
resultante, que coincide con el vector de propagación asociado al fotón de bombeo kp(ωp). Aśı se
muestra gráficamente la condición de empatamiento de fase 1.5.

1.2.1. Cristales uniaxiales y biaxiales

Los materiales más utilizados para generar parejas de fotones por el proceso SPDC son cristales
anisotrópicos que presentan propiedades no-lineales, en general estos se pueden dividir en dos tipos,
los cristales uniaxiales y los biaxiales. En un cristal uniaxial [11], se tiene una dirección especial
que se conoce como eje óptico (eje Z). A el plano que contiene al vector de propagación k y el eje
óptico del cristal, se le llama plano principal. A un haz de luz cuya polarización es normal al plano
principal se le llama haz-ordinario. Si el vector de polarización del haz se encuentra en el plano
principal, el haz se conoce como haz-extraordinario. El ı́ndice de refracción de el haz-ordinario
no depende de la dirección de propagación, mientras que para el haz-extraordinario el ı́ndice de
refracción depende de la polarización y de la dirección de propagación. En los cristales biaxiales es
más compleja la dependencia del ı́ndice de refracción como función de la dirección de propagación
de la luz y su polarización. Sin embargo, también deben cumplir con la condición de empatamiento
de fase. En estos cristales se pueden definir dos ejes ópticos y la dirección de propagación de ondas
planas está definida por dos ángulos, uno polar θ y uno azimutal φ.

2Por convención se utilizan las letras p, s e i para denotar los fotones de bombeo, señal y acompañante según
las iniciales de su nombre en inglés: pump, signal y idler.
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CAPÍTULO 1. CONVERSIÓN PARAMÉTRICA DESCENDENTE ESPONTÁNEA

Figura 1.3: (Izquierda) Esquema de un láser incidiendo sobre un cristal no lineal (BBO), generando
un cono de luz formado por las parejas de fotones señal y acompañante. (Derecha) fotograf́ıa con
una CCD a colores de la sección transversal del cono generado por el proceso SPDC.(Fotograf́ıa
adquirida con una CCD por el Dr. Roberto Ramı́rez Alarcón)

Figura 1.4: (Izquierda)Esquema de un láser incidiendo sobre un cristal no lineal tipo II, generando
un par de conos de luz formado por las parejas de fotones señal y acompañante, los fotones de
cada pareja tienen polarizaciones ortogonales, cada cono corresponde a una polarización distinta.
(Derecha) fotograf́ıa tomada con una cámara ICCD de un proceso SPDC-II, en la imagen a color
(colores falsos), en la zona roja correspondiente a la intersección de los conos se tienen parejas de
fotones enredados, ya que la polarización es indistinguible.(Imagen tomada en el laboratorio de
óptica cuántica, ICN, tomada de la referencia [15])

1.2.2. Tipos de SPDC

Para poder generar parejas de fotones por medio de SPDC en los cristales, es necesario que se
cumpla la condición de empatamiento de fase. Como función de la polarización de los fotones a la
entrada y a la salida del cristal, existen diversas posibilidades de que se cumpla la condición. Los
detalles, pueden ser consultados en la referencias [11, 12]. Sin embargo, para compreder el fenómeno,
a grandes rasgos podemos clasificar al SPDC en términos de las propiedades de polarización de los
fotones generados en dos tipos [11, 13, 14]. En el tipo I, los fotones generados que cumplen con la
condición 1.5 tienen ambos la misma polarización, no necesariamente la misma que la polarización
del haz de bombeo y se propagan a lo largo de ĺıneas que forman un cono cuyo ángulo de apertura
depende del ángulo θpm formado entre el eje óptico del cristal y el haz de bombeo. En un corte
transversal del cono se forma un anillo en el cual los puntos que son diametralmente opuestos
corresponden a parejas de fotones (ver fig. 1.3). En el tipo II, uno de los fotones generados tiene la
misma polarización que el haz de bombeo, mientras que el otro tiene una polarización ortogonal,
debido a la condición 1.5 los fotones se propagan a lo largo de direcciones que forman dos conos
correspondientes a ambas polarizaciones como se muestra en la figura 1.4. Al aumentar el ángulo
θpm los ejes centrales de los conos se acercan a la dirección del haz de bombeo, mientras que al
disminuir θpm los ejes de los conos se separan del haz de bombeo.
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1.3. FUNCIÓN DE AMPLITUD CONJUNTA

Cuasiempatamiento de fase

Existe otro tipo de generación de pareja de fotones por SPDC que consiste en utilizar cristales
que se fabrican cambiando el valor de χ(2) periódicamente a lo largo de un eje del cristal. El periodo
del cristal, junto con sus propiedades, determina las caracteŕısticas del empatamiento de fase. Para
generar fotones SPDC en este tipo de cristales es necesario que se cumpla el fenómeno de cuasiem-
patamiento de fase o QPM por sus siglas en inglés 3. En este fenómeno, se asocia un vector de onda
a una rejilla de χ(2) para compensar el desfasamiento acumulado entre las ondas que interaccionan
en el cristal y hace posible generar cualquier longitud de onda en el rango de transparencia del
material no lineal [16, 17]. Para estos materiales la condición de cuasiempatamiento de fase es:

∆k = k0(ω0)− ks(ωs)− ki(ω0 − ωs)−
2π
Λ = 0, (1.6)

donde Λ es el periodo de cambio en polarización del material. La técnica más exitosa para lograr
dispositivos QPM es la polarización periódica de cristales ferroeléctricos. En cualquier cristal no
lineal, el ı́ndice de refracción es dependiente de la temperatura y los efectos en la función de
empatamiento de fase debido a este cambio, son más notorios si el espesor del cristal es grande,
en particular, los cristales periódicamente polarizados tienen espesores del orden de decenas de
miĺımetros y son muy utilizados para la sintonización de frecuencias en la generación de parejas
de fotones como función de la temperatura.

Figura 1.5: (Izquierda) Esquema que representa una fuente de PPKTP-II colineal, un láser ultra-
violeta incide en el cristal periódicamente polarizado y genera parejas de fotones a la salida en la
misma dirección del haz incidente. (Derecha) Imagen CCD tomada en el laboratorio, generación de
pares de fotones por SPDC II en un cristal de PPKTP. Los fotones se propagan de forma colineal
a la dirección de propagación del bombeo. Se utilizó un bombeo de 405 nm y el cristal está a una
temperatura de 50◦C, antes de la cámara se colocó un filtro pasabandas de 810 nm con un ancho
de 20 nm.

1.3. Función de amplitud conjunta
El estado cuántico generado por el fenómeno SPDC a la salida del cristal puede escribirse como:

|ΨSPDC〉 =
∫
dωi

∫
dkβi

∫
dωs

∫
dkαs f(ωs,kαs , ωi,k

β
i )|ωs,kαs 〉|ωi,k

β
i 〉. (1.7)

3Quasi phase matching.
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CAPÍTULO 1. CONVERSIÓN PARAMÉTRICA DESCENDENTE ESPONTÁNEA

donde f(ωs, fkαs , ωi,k
β
i ) es la función de amplitud conjunta, JSA por sus siglas en inglés 4.

|f(ωs,kαs , ωi,k
β
i )|2 es la intensidad espectral conjunta, (JSI por sus siglas en inglés5). |ωs,kαs 〉 y

|ωi,kβi 〉 son los estados de los fotones señal y acompañante con frecuencia ωs y ωi y vectores
de propagación kαs y kβi respectivamente, con α y β denotando la polarización. Para el caso de
SPDC-II α y β son ortogonales, mientras que para el tipo I α = β.

En muchos experimentos, en particular los que en este trabajo hemos realizado, podemos eli-
minar las variables asociadas a la distribución espacial, ya que, los fotones son acoplados y guiados
por una fibra óptica. Aśı mismo, podemos utilizar controladores de polarización para igualar po-
larizaciones y olvidarnos de las variables de polarización. El estado cuántico de un par de fotones
generados en el vaćıo por SPDC, acoplados a fibras y con igual polarización se escribe [18]:

|ψin〉 =
∫

dωs
∫

dωif(ωs, ωi)âs†(ωs)âi†(ωi) |0〉 , (1.8)

donde la función de amplitud conjunta f(ωs, ωi) contiene la información de las correlaciones entre
los fotones señal y acompañante y está escrita en términos sólo de las frecuencias. Esta función
puede escribirse como producto de dos funciones [18]:

f(ωs, ωi) = Nα(ωs + ωi)φ(ωs, ωi), (1.9)

donde α(ωs + ωi) = exp(−(ω
0
p−(ωs+ωi)

σ
)2) es una función que describe la envolvente del campo de

bombeo, en este caso particular, una función gaussiana y φ(ωs, ωi) es la función de empatamiento
de fases PMF por sus siglas en inglés 6 y contiene toda la información del cristal, como su longitud
y el ı́ndice de refracción que está incluido impĺıcitamente en las funciones k(ω):

φ(ωs, ωi) = sinc
(
L

2 [kp(ωs + ωi)− ks(ωs)− ki(ωi)]
)
×

× exp
(
−iL2 [kp(ωs + ωi)− ks(ωs)− ki(ωi)]

)
. (1.10)

La intensidad espectral conjunta o JSI, es la probabilidad de encontrar una pareja de fotones en la
que el fotón señal tiene una frecuencia ωs y el fotón acompañante una frecuencia ωi y está definida
como la norma al cuadrado de la amplitud conjunta:

S(ωs, ωi) = |f(ωs, ωi)|2, (1.11)

aunque se pierde información del estado cuántico, dado que no incluye las fases, esta función nos
permite visualizar las correlaciones entre los fotones señal y acompañante. En la figura 1.6 se
muestra una JSI en el espacio de longitudes de onda del fotón señal λs y acompañante λi, aśı como
las funciones |α(ωs + ωi)|2 y |φ(ωs, ωi)|2 que la componen. Es posible controlar la forma de las
correlaciones cambiando las caracteŕısticas del haz de bombeo, o cambiando caracteŕısticas del
cristal no lineal. La manipulación de estas correlaciones hace posible una ingenieŕıa de estados
cuánticos para su uso en diversas aplicaciones. En el último caṕıtulo de esta tesis describimos un
experimento basado en el control de correlación de estados cuánticos que nos permite proponer
una mejora a la tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica.

4Joint spectral amplitude.
5Joint Spectral Intensity
6phase matching function
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1.3. FUNCIÓN DE AMPLITUD CONJUNTA

Figura 1.6: (Izquierda) Cuadrado de la función α(ωs, ωi, ωp) asociada a la parte espectral del campo
incidente de bombeo. (Centro) Módulo cuadrado de la función de empatamiento de fase φ(ωs, ωi).
Al multiplicar estas dos funciones podemos obtener la Intensidad espectral conjunta (JSI). (De-
recha) Intensidad espectral conjunta (JSI), esta función es el modulo cuadrado del resultado del
producto entre el bombeo α(ωs, ωi, ωp) y la función de empatamiento de fase φ(ωs, ωi)
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Parte I

Aleatoriedad
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Caṕıtulo 2

Generación de Números Aleatorios por
parejas de fotones

2.1. Introducción
Los números aleatorios son empleados para cálculos clásicos en ciencias de la computación y la

industria. El método Monte Carlo y otros métodos numéricos requieren del uso de números aleato-
rios eficientemente generados y cuya aleatoriedad haya sido probada [19]. Podemos aprovechar la
propiedad intŕınseca de la aleatoriedad cuántica para varias aplicaciones. La distribución de llave
cuántica 1 o QKD por sus siglas en inglés, es un proceso criptográfico cuya seguridad está garanti-
zada por la aleatoriedad cuántica. Un generador de números aleatorios que es criptográficamente
seguro y no requiere ninguna suposición acerca del funcionamiento interno del dispositivo fue
propuesto en [20, 21]. En sistemas clásicos, una fuerte aleatoriedad como ésta, es imposible. Sin
embargo, es posible en sistemas cuánticos y solo si se certifica por medio de la violación de las de-
sigualdades de Bell. ¿Es acaso la aleatoriedad de los fenómenos cuánticos una propiedad f́ısica que
puede ser probada? Recientemente un conjunto de pruebas desarrollado en el National Institute of
Standards and Technology (NIST) para asegurar la calidad de generadores de números aleatorios
en computadoras, fue empleado para estudiar la aleatoriedad de resultados obtenidos midiendo
la polarización de un sólo fotón, usando parejas de fotones generados por SPDC [22, 23], no se
observaron desviaciones estad́ısticas significativas respecto a la aleatoriedad [22].

¿Es posible probar la aleatoriedad cuántica?

Los resultados mencionados anteriormente sugieren que una secuencia aleatoria generada de
manera computacional tiene tanta aleatoriedad como una cadena aleatoria generada cuánticamen-
te. Sin embargo, hay grandes diferencias entre estas fuentes de números aleatorios. Se puede probar
que la aleatoriedad cuántica es incomputable [24]; es decir, no es exactamente reproducible por
ningún algoritmo, mientras que los números aleatorios generados por medio de un software, cono-
cidos como pseudo-aleatorios, pueden ser reproducidos si el código computacional y la semilla son
conocidos.

Calude et ál. [24] realizaron pruebas finitas de aleatoriedad inspirados en la teoŕıa de infor-
mación algoŕıtimica, analizando la aleatoriedad algoŕıtmica, que es la forma de incomputabilidad
más fuerte. Se hicieron pruebas de aleatoriedad en cadenas pseudoaleatorias (secuencias finitas),

1Quantum key Distribution
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Figura 2.1: Esquema de funcionamiento para el dispositivo Quantis y el dispositivo utilizado por
el grupo de Viena.

generadas con algoritmos computacionales (Mathematica, Maple), ćıclicos y que son fuertemente
computables, los bits del número π, que son computables pero no ćıclicos, y cadenas producidas
con mediciones cuánticas, realizadas con el dispositivo comercial Quantis(ver figura 2.1) y otras
cadenas producidas por el grupo IQOQI de Viena [24]. El funcionamiento dispositivo Quantis y
las cadenas generadas por el grupo de Viena es similar, se tiene una fuente de fotones individuales,
(un láser atenuado) y un espejo semi-transparente 50/50, si se detecta un fotón transmitido por
el espejo se tiene un 0 en la cadena, mientras que si se detecta un fotón reflejado por el espejo,
se genera un 1 en la cadena. La diferencia entre las cadenas generadas por estos dos dispositivos
es que para el caso del Quantis se genera un desbalanceo de la secuencia generada por medio de
una normalización de tipo von Neumann, esto para compensar el desequilibrio natural que aparece
en los dispostivos f́ısicos a estos niveles. Se han reportado que todas las pruebas produjeron evi-
dencia de diferencias entre fuentes cuánticas y no-cuánticas, con diferentes grados de significado
estad́ıstico.

En la figura 2.2 se muestran las desviaciones máximas relativas a la normalidad de Borel
reportadas en [24]. Contrariamente a lo que esperaŕıamos, se observa que las secuencias aleatorias,
no computables, generadas por medio de fotones se alejan mucho más de la normalidad de Borel,
que las secuencias de números generadas con algoritmos de Mathematica, Maple y los d́ıgitos de π.
Las secuencias producidas por el grupo de Viena, fueron obtenidas por medio de un láser atenuado
incidiendo en un divisor de haz, y no pueden ser validadas como aleatorias utilizando el criterio de
normalidad de Borel.

En nuestro caso, hemos obtenido secuencias de números binarios empleando los tiempos de
detección de parejas de fotones generados por SPDC y los analizamos con las herramientas de
la aleatoriedad algoŕıtmica para definir si estas secuencias son aleatorias. Encontramos que, a
diferencia de los resultados reportados en [24], nuestras secuencias pasan todas las pruebas de
aleatoriedad con éxito [1, 3]. Estos resultados son interesantes, y sugieren un análisis más detallado,
comparando diferentes fuentes de fotones individuales y diferentes formas de generar bits aleatorios
por medio de sus tiempos de detección.

En este trabajo [25] usamos la definición de aleatoriedad algoŕıtmica utilizando como marco la
teoŕıa de la información algoŕıtmica [26].La normalidad de Borel en combinación con la complejidad
algoŕıtmica nos provee de una prueba en la que se tiene una condición necesaria pero no suficiente
para asegurar que una cadena de números binarios finita es aleatoria.
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0

2× 10−6

4× 10−6

6× 10−6

8× 10−6

1× 10−5

Maple Mathematica Quantis Viena Pi

Figura 2.2: Desviaciones máximas relativas a la normalidad de Borel reportadas en [24]. La ĺınea
roja discontinua representa la desviación máxima posible permitida por la normalidad de Borel.
Los ćırculos azules representan las desviaciones respecto al valor 1/2m para diferentes órdenes de
m. Algunas secuencias producidas por el grupo de Viena no son Borel normales.

2.2. Aleatoriedad
La aleatoriedad en los fenómenos f́ısicos está relacionada con dos ideas principales. La primera

es la falta de información que tenemos sobre algún fenómeno f́ısico, por ejemplo, cuando lanzamos
una moneda no conocemos las condiciones iniciales al lanzar ésta y por lo tanto no sabremos si
caerá cara o cruz. La segunda es la propiedad intŕınseca de los sistemas cuánticos que tienen un
comportamiento impredecible, por ejemplo, un fotón incidiendo en un divisor de haz. En ambos
casos usamos una aproximación probabiĺıstica para describir al fenómeno sin importar sus diferen-
cias conceptuales. Sin embargo, hay situaciones en las que queremos obtener información acerca
de la aleatorieadad por si misma, sin importar de donde proviene. Es entonces importante, contar
con una definición de aleatoriedad y un marco teórico que nos permita caracterizar o cuantificar
la aleatoriedad. Por ejemplo, el concepto de normalidad de Borel para un número formaliza el
concepto de aleatoriedad de un número real. La teoŕıa de la información algoŕıtmica, basada en la
idea de patrones en un objeto matemático es un buen marco teórico que nos permite junto con la
normalidad de Borel cuantificar la aletaoriedad.

La definición de aleatoriedad desde la teoŕıa de la información algoŕıtmica está inspirada en
la idea de encontrar patrones en números reales. Como ejemplo, para tener una noción de la
definición, imaginemos un sistema que tiene dos posibles resultados, como la moneda o el fotón
en el divisor de haz. Podemos formar una secuencia de números binarios asociando el número 1 a
un resultado y 0 a otro posible resultado. A continuación mostramos tres secuencias posibles para
una serie de repeticiones de este fenómeno. Entonces nos preguntamos sobre los patrones posibles
que pueden tener estas 3 cadenas:

*0101010101010101010101010101010101...

13
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*0100011011000001010011100101110111...
*0100010110100101111010101001001011...

Es muy fácil encontrar un patrón en la primera cadena, ya que después de un 0 sigue un 1, de
manera alternada. Podemos definir fácilmente un algoritmo que nos reconstruya la primera cadena
a partir de unas cuantas instrucciones. No es tan fácil darse cuenta que la segunda cadena también
tiene un patrón. Para reproducir la segunda cadena se escriben primero todos los números binarios
de una cifra, i.e. 0,1; después los de dos cifras: 00,01,10,11; los de tres cifras: 001, 010, 011, 100,
101, etc. Por lo tanto, existe un algoritmo por medio del cuál se pueden generar los d́ıgitos de esta
cadena.

Para saber si la última secuencia de números binarios es aleatoria es necesario definir alguna
regla que nos permita saber si se puede o no crear un algoritmo que nos permita reconstruir la
cadena, o dicho de otra manera, necesitamos saber si podemos encontrar un patrón en la secuencia
binaria. Tomando en cuenta todo esto, podemos dar una definición en términos de programas (o
algoritmos que sigue una computadora):

“Una cadena aleatoria es una cadena que no tiene patrones. i.e. aquella que no puede formarse
a partir de un algoritmo ejecutado por una computadora.”

A esta última definición hay que agregar que el programa debe tener una longitud menor que
la de la cadena, ya que un programa muy sencillo que puede reconstruir la tercera cadena es un
programa que consista en imprimir la cadena misma:

Print(0100010110100101111010101001001011 ...)

este último programa siempre tendrá una longitud mayor a la cadena, tomando en cuenta esto,
la definición queda aśı:

“No hay patrones en una cadena aleatoria, o cada programa que tiene como resultado una
cadena aleatoria es más largo que la propia cadena aleatoria.”

Esta última definición no es formal. Para poder tener noción del concepto de programa, es
necesario hablar de las máquinas universales de Turing y se necesitan especificar śımbolos permi-
tidos en el código. Se puede encontrar un tratamiento más completo del concepto de aleatoriedad
algoŕıtmica en [26, 27].

2.2.1. Normalidad de Borel
Dado que tenemos una secuencia binaria aleatoria esperaŕıamos que la probabilidad de obtener,

por ejemplo, un número de dos cifras como 00, 01, 10, 11 sea la misma, es decir, si la secuencia
es aleatoria, se debeŕıa cumplir que P (00) = P (01) = P (10) = P (11) = (1/2)2, donde P (11) es
la probabilidad de encontrar el número 11 en la secuencia. En general, en una secuencia aleatoria
esperamos que la probabilidad de obtener un número de m cifras sea tal que

P (“número binario de m cifras”) = (1/2)m (2.1)

Una secuencia binaria que cumple con esta propiedad se dice que es Borel normal. Si la secuencia
es finita, el número m estará acotado por la longitud de la secuencia binaria. Una cadena finita de
números aleatorios podŕıa no cumplir exactamente con la normalidad de Borel, sin embargo, si es
algoŕıtmicamente aleatoria, se ha demostrado [28] que cumple con la normalidad de Borel si

|P (“número binario de m cifras”)− (1/2)m| < (log(n)/n)1/2, (2.2)
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donde n es la longitud de la secuencia completa y m es un número que está acotado por

m < log2(log2(n)). (2.3)

Esta condición sobre la probabilidad es una condición necesaria, pero no suficiente para la
aleatoriedad algoŕıtmica en una secuencia de números binarios. Esta prueba es entonces útil para
descartar secuencias que no son aleatorias. Anteriormente en [24] se ha realizado un experimento
cuántico para generar secuencias binarias. Éste consiste en utilizar un láser atenuado incidiendo
en un divisor de haz. Los autores encontraron que las secuencias generadas no cumpĺıan con la
normalidad de Borel para m = 3 y m = 4 (Ver figura 2.2). En este trabajo reportamos los resultados
para un experimento cuántico relacionado con el anteriormente descrito. Nosotros utilizamos la
diferencia en tiempos de llegada entre parejas de fotones generadas por el proceso SPDC para
generar cadenas aleatorias.

2.2.2. Experimento
En el cristal no lineal se generan por el proceso SPDC, dos fotones llamados señal y acom-

pañante, cuyas frecuencias son ωs y ωi. Para el caso de onda continua estos fotones están espec-
tralmente anticorrelacionados, si la frecuencia detectada del fotón señal es ωs, la frecuencia del
foton acompañante será ωi = ωp−ωs siguiendo la conservación de la enerǵıa. Para un haz de bom-
beo idealmente gaussiano con un radio grande del haz en la zona del cinturón, los fotones también
están anticorrelacionados en el vector de onda transversal, ya que si un fotón señal es detectado con
un vector de onda transversal k⊥, el vector de onda transversal para el fotón acompañante debe
ser −k⊥ debido a la conservación del momento lineal. El estado cuántico de las parejas de fotones
emitidos puede ser escrito como |Ψ〉 = |vac〉 + η |Ψ2〉 en términos del vaćıo |vac〉, la componente
de dos fotones |Ψ2〉 y la constante η relacionada con la eficiencia de conversión. Suponiendo que
se tiene un bombeo continuo cuya emisión es en ondas planas, |Ψ2〉 puede ser expresado como:

|Ψ2〉 =
∫
dω

∫
dk⊥F (ω,k⊥)

∣∣∣ω,k⊥〉
s
×
∣∣∣ωp − ω,−k⊥

〉
i
, (2.4)

donde F (ω,k⊥) es la función de amplitud conjunta y
∣∣∣ω,k⊥〉

µ
representa el estado de Fock de un

sólo foton con frecuencia ω en el modo µ donde µ = s, i para el fotón señal o acompañante. Todo
esto suponiendo que el SPDC se da en el régimen espontáneo, de tal forma que los eventos en los
que aparecen múltiples parejas de fotones, pueden ser despreciados.

En la figura 2.3 se observa un esquema del montaje experimental. El haz de bombeo es un diodo
láser de emisión continua de longitud de onda λp = 407nm (DL407) con 60 mW de potencia, éste
incide en un cristal no lineal de segundo orden χ(2), que en nuestro caso es un cristal β borato
de Bario (BBO) de un miĺımetro de espesor. Usamos un filtro Schott BG-39 (F0) para bloquear
fotones del láser de bombeo que no están en la banda ultravioleta. El cristal BBO, que es uniaxial,
está cortado de forma que el ángulo subtendido por el eje óptico respecto al eje del haz de bombeo
es θpm = 29.2◦, de tal manera que se cumplen las condiciones de empatamiento de fase para generar
parejas de fotones no colineales y degenerados en frecuencia. Los fotones señal y acompañante son
emitidos de manera diametralmente opuesta formando un cono de emisión que está centrado en el
eje del haz de bombeo. En nuestro caso el cono tiene un ángulo de 3.6◦. Los fotones del bombeo son
bloqueados, mientras los fotones señal y acompañante son transmitidos al pasar por un filtro pasa
altas que transmite longitudes de onda mayores a 488nm (F1) y después por un filtro pasabandas
(F2) centrado en 800nm con un ancho de 40nm de ancho de banda.
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Figura 2.3: Esquema experimental, un láser de 407 nm incide en un cristal no lineal BBO, y genera
parejas de fotones que son detectadas con fotodiodos de avalancha, se obtienen series de tiempo
con un osciloscopio digital de 2.5GHz

Para poder alinear el sistema con mayor facilidad fue necesario usar un diodo láser gúıa con
longitud de onda λ = 810nm (DL810) con el fin de simular la trayectoria de dos fotones dia-
metralmente opuestos que se generan en el cristal no lineal. El haz se divide en dos ramas por
medio del divisor de haz (BS), usando un sistema de espejos se logra imitar la trayectoria esperada
para los fotones señal y acompañante al generarse dentro del cristal. La alineación de las lentes
y fibras colectoras de luz es mucho más sencilla utilizando este láser intenso, en vez de utilizar la
luz proveniente del fenómeno SPDC. Una vez alineado el sistema, se obstruye el láser de longitud
de onda de 810 nm (DL810), y se enciende el láser de longitud de onda de 405 nm (DL405) para
colectar fotones. La colección de los fotones señal y acompañante, puede hacerse en cualesquiera
dos puntos diametralmente opuestos que se encuentren en el anillo de emisión. Cada uno de los
modos señal y acompañante está determinado por una lente asférica con distancia focal f = 8mm
(L1 y L2), que enfoca la luz en el núcleo de una fibra multimodal (MMF) de 50µm de diámetro
(MMF1 y MMF2). Por conveniencia, el plano definido por las dos fibras colectoras es paralelo a la
mesa óptica. Cada una de los fibras colectoras de fotones gúıa la luz hacia un fotodiodo de avalan-
cha de silicio (APD1 y APD2). Estos detectores emiten un pulso electrónico para cada evento de
detección. El pulso es discriminado en su flanco de subida, resultando en un pulso NIM 2 de 4 ns
de ancho temporal. Debido a que estamos interesados en obtener una serie de tiempo que resulta
de los tiempos de detección, conectamos las dos salidas de los detectores a un osciloscopio digital
de 2.5 GHz (OSC). Se programó el osciloscopio para subdividir los lapsos de detección de 0.512 s
en 256 × 106 bins de tiempo, de tal forma que cada bin tiene una duración de 2ns. El voltaje de
salida del APD es guardado en cada uno de los bins de tiempo para los canales correspondientes a
los fotones señal y acompañante respectivamente. Obtenemos aśı dos series de tiempo compuestas
por los valores de los voltajes. Estas series de tiempo son post-procesadas de tal forma que a los
bins que tienen un voltaje V tal que |V | > Vth se les asigna el valor 1, mientras que a los bins
que tienen un voltaje V tal que |V | < Vth se les asigna el valor 0. Donde Vth representa un voltaje
umbral, cuyo valor es de 450mV. Para cada pareja de series de tiempo generadas por el señal y
su acompañante, generamos una tercera serie de tiempo correspondiente a la detección de eventos
en coincidencia de los dos canales, ésta se define como: cn = sn × in donde sn es el valor 0 ó 1
del enésimo bin en la serie de tiempo correspondiente al fotón señal, mientras que in es el valor

2Módulo de instrumentación nuclear, por sus siglas en inglés NIM.
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0 ó 1 para el enésimo bin correspondiente a la serie del fotón acompañante. Hemos observado
al promediar sobre cientos de experimentos realizados, que el número de detecciones en un sólo
canal, durante el lapso de tiempo de 0.512 s es alrededor de 8.5 × 105, mientras que el promedio
de detecciones correspondiente a eventos en coincidencia es de alrededor de 8 × 104. Es decir, las
cuentas en coincidencia corresponden aproximadamente al 10 % respecto a las cuentas simples.

2.3. Extrayendo cadenas binarias aleatorias de los datos
En las series de tiempo obtenidas, lo que tenemos es una cantidad mayor de ceros que de unos,

ya que la mayor parte del tiempo no hay detecciones de coincidencias. Nuestro objetivo es obtener
cadenas binarias finitas aleatorias, por lo tanto lo primero que deben cumplir es que la cantidad
de ceros y de unos sea la misma. Para lograr esto contamos el lapso de tiempo que existe entre
un evento y otro en la serie de coincidencias. Básicamente esto es equivalente a contar el número
de ceros entre unos y asignar un número entero. Estos intervalos de tiempo pueden ser descritos
por una distribución exponencial que en términos matemáticos puede ser entendido de la siguiente
forma: sea λ la probabilidad de observar una detección por unidad de tiempo en cualquier instante
de tiempo; entonces la probabilidad de no observar una detección en un intervalo corto de tiempo
δt es 1− λδt; ahora, si consideramos un intervalo finito de tiempo t y lo dividimos en n intervalos
con duración t

n
donde n es grande, la probabilidad de no tener una detección en el tiempo t es

igual al producto de las probabilidades para cada intervalo corto de tiempo, es decir:(
1− λt

n

)(
1− λt

n

)
... =

(
1− λt

n

)n
. (2.5)

El lado derecho de esta expresión tiende a eλt cuando n tiende a infinito. Este resultado se da
gracias a que hay una ausencia de correlaciones entre una detección y otra en diferentes tiempos.
En la figura 2.4 se muestra un ejemplo experimental de la distribución de intervalos de tiempo. Ésta
fue medida utilizando parejas de fotones generados por el proceso SPDC en el sistema descrito más
arriba y usando la serie de tiempo de coincidencias, además se muestra una curva exponencial que
se ajusta muy bien a los datos obtenidos. Es importante resaltar que los APD’s que utilizamos para
realizar las detecciones tienen un tiempo muerto de alrededor de Td = 20ns, aśı que en cualquiera
de los dos canales, al realizarse una detección, el detector es incapaz de realizar otra detección
durante un intervalo de tiempo de duración Td. Para tiempos menores a t0 = 2Td, esto tiene un
impacto sobre la distribución, sin embargo, el análisis se realizó en una distribución de intervalos
de tiempo truncada. Los intervalos de tiempo siguen una distribución exponencial, y si quitamos
los intervalos de tiempo para tiempos pequeños, es equivalente a redefinir la variable t→ t− t0. La
distribución de intervalos de tiempo considera intervalos mayores a 15µs, con un tiempo medio de
alrededor de 4µs, por lo tanto, omitir los primeros 40ns en la distribución, tienen un efecto mı́nimo
en el procedimiento para obtener secuencias aleatorias.

Usando nuestro conocimiento de la distribución, los bits aleatorios pueden ser obtenidos divi-
diendo los valores de tiempo para los intervalos en dos tipos de bins: los bins que corresponden a
intervalos de tiempo mayores que el tiempo medio x, y los que corresponden a intervalos de tiempo
menores que x, donde x cumple que:∫ x

0
λe−λtdt =

∫ ∞
x

λe−λtdt = 1
2 . (2.6)

De esta manera podemos construir las cadenas binarias aleatorias asignando un bit 0 si el bin de
tiempo es tal que t < x (zona verde en la distribución de intervalos de tiempo de la figura 2.4), y 1
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Figura 2.4: Histograma de diferencias de tiempos de llegada entre dos parejas de fotones.

Desviación estándar σm
m seq.1 seq. 2 seq. 3 seq. 4
1 0.000980 0.000405 0.000542 0.000760
2 0.001314 0.000750 0.000494 0.000564
3 0.000633 0.000312 0.000535 0.000492
4 0.000619 0.000421 0.000460 0.000451

Tabla 2.1: Desviación estándar de P (i) valores respecto a 1/2m (ver ecuación 2.9), para diferentes
valores de m, calculados para cuatro diferentes secuencias.

si cumple lo contrario (zona rosa en la figura 2.4). La fracción de 0’s y 1’s en cada candena se desv́ıa
del valor exacto de 1

2 debido a las fluctuaciones que hay alrededor de la distribución exponencial
promedio. Las desviaciones respecto a 1/2 se han cuantificado por medio de la desviación estándar
que se muestra en la fila m = 1 de la tabla 2.1. Usando este método, hemos generado 10 secuencias
de 106 bits usando las cadenas de eventos de detección en coincidencia cn obtenidos de la fuente
cuántica descrita en el montaje experimental. Este método puede ser generalizado, dividiendo los
valores de tiempo posibles en más bins, i.e., 4, 8, 16 etc., de esta manera podemos obtener más
bits por cada detección[29–31].

2.4. Resultados
Hemos generado experimentalmente diez secuencias, que tienen un igual número de 0’s y 1’s con

una máxima discrepancia de 0.1 % después de un ajuste cuidadoso del tiempo medio x utilizando
la ecuación 2.6. De la condición 2.3, tenemos que

m < log2log2(106) = 4.3. (2.7)

Por lo tanto, el máximo valor posible para m es 4 en nuestro caso. Para una m dada existen
2m cadenas diferentes de longitud m formando el conjunto Sm. Donde S2 = {00, 01, 10, 11}, S3 =
{000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111}, etc. Evaluamos la probabilidad de ocurrencia de una cadena
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Figura 2.5: Análisis de la normalidad de Borel para m = 2 usando la secuencia 2. Las ĺıneas rojas
corresponden a las máximas desviaciones permitidas por la normalidad de Borel.

dada i ∈ Sm como P (i) = N(i)/Nm, donde N(i) es el número de veces que la cadena i está presente
en la secuencia subdividida en segmentos de m śımbolos, y Nm = Entero[n/m] es el número total
de cadenas de longitud m en la secuencia de longitud n. Por ejemplo, en la secuencia 01010101
encontramos que N(01) = 4 y que N(00) = N(10) = N(11) = 0. Hemos definido las cadenas i de
manera secuencial de tal forma que no hay dos cadenas que se traslapen; para este último ejemplo
en particular, esto significa que la cadena 10 no aparece nunca.

En las figuras 2.5, 2.6 y 2.7 presentamos los resultados del análisis para una secuencia. Cada
histograma muestra la probabilidad P (i). Se presenta en diferentes rangos porque el valor medio
es 0.25 para m = 2 en 2.5, 0.125 para m = 3 en 2.6 y 0.0625 para m = 4 en 2.7. Las ĺıneas
punteadas superior e inferior representan el valor máximo y mı́nimo posibles según la ecuación 2.2,
respectivamente. La ĺınea roja central corresponde al valor promedio esperado. Se puede observar
que en todos los casos se satisface la normalidad de Borel.

|P (i)− 1
2m | <

√
log2106

106 = 0.00441 (2.8)

Estamos interesados en las desviaciones respecto al valor promedio para cada secuencia de
números binarios, por lo tanto exploramos el valor de la desviación estándar (σ) de las probabili-
dades. La desviación estándar está definida como:

σ2
m = 1

2mΣi∈Sm

(
P (i)− 1

2m
)2
, (2.9)

de la ecuación 2.2 se sigue que para que la secuencia sea considerada Borel normal, todos los valores
de σm deben satisfacer la condición:

σm <
log2n

n
= 0.00441. (2.10)
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Figura 2.6: Análisis de la normalidad de Borel para m = 2 usando la secuencia 2. Las ĺıneas rojas
corresponden a las máximas desviaciones permitidas por la normalidad de Borel.
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Figura 2.7: Análisis de la normalidad de Borel para m = 4 usando la secuencia 2. Las ĺıneas rojas
corresponden a las máximas desviaciones permitidas por la normalidad de Borel.
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Figura 2.8: Desviaciones respecto al valor promedio para cada secuencia. La ĺınea roja representa
la máxima desviación perimitida por la normalidad de Borel.

En la tabla 2.1 se muestran los valores para las desviaciones estándar de 4 secuencias. Todas ellas
cumplen con la condición necesaria para ser Borel normales para m = 1, 2, 3, 4, siendo un orden
de magnitud más pequeñas que el ĺımite impuesto por la aleatoriedad algoŕıtmica.

En la figura 2.8 se muestran los resultados obtenidos para las 10 secuencias generadas, cada
una de las cantidades que se muestran se refieren a las desviaciones respecto al valor promedio
para cada secuencia. Las ĺıneas horizontales de la gráfica en forma de caja que se tienen para cada
secuencia se refieren al valor mı́nimo, el primer cuartil, la mediana, el tercer cuartil y el valor
máximo para la diferencia |P (i)− 1

2m |. Estas gráficas incluyen los resultados para m = 2,3 y 4.
Las gráficas de caja, nos permiten ver la gran diferencia entre las desviaciones máximas de la

normalidad de Borel y el valor impuesto por la condicion 2.2. Las desviaciones máximas respecto
al valor promedio llegan hasta el 34 % del ĺımite impuesto por la condicion 2.2 para m = 1, 47 %
para m = 2, 40 % para m = 3, y 27 % para m = 4.

En el trabajo reportado en [24], las secuencias de números aleatorios producidas empleando
detecciones de fotones por el grupo de Viena no cumplen con la normalidad de Borel, y tienen
desviaciones máximas respecto al valor promedio que son hasta el 27 % del ĺımite impuesto por la
condición 2.2 para m = 1, 127 % para m = 2, 103 % para m = 3, y 105 % para m = 4. Mientras
que las secuencias de números pseudoaleatorios generados con algoritmos, pasaron la prueba de
Normalidad de Borel sin problema (ver Figura 2.2).

También hemos realizado el análisis de normalidad de Borel en las secuencias generadas por las
cuentas simples del fotón señal sn y acompañante in respectivamente y hemos encontrado que las
secuencias satisfacen la condición 2.2, sin embargo, las desviaciones son más grandes (81 % para
m = 2, 54 % para m = 3, y 37 % para m = 4)en comparación con la secuencia cn correspondiente
al caso en coincidencias.

Para el caso de los bits aleatorios generados en [24] se tiene un montaje diferente al que hemos
utilizado. Ellos generaron fotones con un LED (diodo emisor de luz) que incide sobre un divisor de
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Test Valor-P Pasaron
Frequency 0.191687 100/100

Block Frequency 0.021999 100/100
Cumulative Sums 0.171867 100/100
Cumulative Sums 0.319084 100/100

Runs 0.383827 98/100
Longest Run 0.224821 100/100

Rank 0.019188 99/100
FFT 0.867692 100/100

Non-Overlapping Template 0.507021 99/100
Overlapping Template 0.304126 99/100
Approximate Entropy 0.319084 99/100

Tabla 2.2: Resultados del conjunto de pruebas de NIST(NIST test suite [32]) para nuestras secuen-
cias aleatorias generadas con fotones.

haz con dos salidas asociadas al valor 0 ó 1 respectivamente. Ellos no realizaron ningún pre o post-
procesamiento de los datos brutos; sin embargo, las salidas fueron constantemente monitoreadas.
Las señales del dispositivo QUANTIS son producidas de una manera muy similar, sin embargo,
debido a una falta de balance en el Hardware, QUANTIS procesa los datos brutos eliminando el
sesgo de la secuencia utilizando una normalización de tipo ”Neumann”. Las secuencias empleadas
tienen 232 ≈ 4× 109 bits.

Hemos también realizado el conjunto de pruebas estad́ısticas del NIST [32] para probar la
aleatoriedad de nuestros bits generados. Estas pruebas no están directamente relacionadas con la
aleatoriedad algoritmica, pero es interesante comparar con los resultados obtenidos con la prueba
de normalidad de Borel. Hemos realizado las pruebas del NIST en 100 secuencias de 105 bits de
datos. Para generar estas 10 secuencias, sólo subdividimos cada una de las secuencias de 106, en
10 secuencias de 100000 bits. De cada prueba se obtiene un valor P que debe ser mayor a 0.01,
en nuestro caso, para pasar la prueba; este valor fue calculado usando las 100 secuencias de bits
aleatorios, donde al menos 97 secuencias de las 100 totales necesitan pasar las pruebas de manera
individual.Nuestras secuencias, pasaron cada una de las pruebas de NIST como se muestra en la
tabla 2.2.

2.5. Conclusiones
Los generadores de números aleatorios generalmente son validados usando un conjunto de

pruebas como las del NIST [32], que son prácticas, pero no tienen sus bases en una definición
formal de aleatoriedad. La prueba de normalidad de Borel empleada en este trabajo tiene como
base la teoŕıa de información algoŕıtmica, que provee un marco teórico a través del cuál se formaliza
el concepto de aleatoriedad.

En el trabajo de Calude et al [24] se reporta que la construcción de secuencias de números
aleatorios a partir de la detección de eventos de fotones falló en algunos casos, ya que, en estos,
no cumple con la prueba de normalidad de Borel, mientras que las secuencias de números pseudo-
aleatorios generadas por medio de códigos computacionales cumple con los criterios necesarios para
aleatoriedad algoŕıtmica.
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2.5. CONCLUSIONES

Nuestra mayor contribución es haber reportado un análisis de la normalidad de Borel de se-
cuencias de números aleatorios generados por los intervalos de tiempo entre detecciones sucesivas
de eventos en coincidencia de una fuente de pares de fotones provenientes de un proceso SPDC. Y
que estas secuencias cumplen sin problema con la prueba de normalidad de Borel.

En el siguiente caṕıtulo abordamos otra estrategia basada en selección de modelos Bayesiana
que ataca el mismo problema de pruebas de aleatoriedad y que nos provee un criterio más restrictivo
que la normalidad de Borel.
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Caṕıtulo 3

Caracterización de la aleatoriedad por
medio de la selección de Modelos
Bayesiana

En este caṕıtulo presentamos un método restrictivo [2, 4] basado en la selección de modelos Ba-
yesiana. Se derivan expresiones anaĺıticas para calcular la verosimilitud de modelos que es después
usada para calcular su distribución posterior. Este método prueba que es más restrictivo que el
conjunto de pruebas del NIST y el criterio de normalidad de Borel y su implementación es sencilla.
El método fue aplicado a nuestro dispositivo experimental basado en el proceso de generación de
parejas de fotones por SPDC para confirmar que se tiene una genuina fuente cuántica generadora
de números aleatorios. El modelo de caracterización está basado en inferencia Bayesiana, aśı que, el
esquema trasciende el análisis de una sola secuencia, y es además una caracterización de la fuente
en śı misma; a diferencia de la caracterización de aleatoriedad por Normalidad de Borel.

3.1. Introducción
Los números aleatorios han adquirido un rol esencial en nuestra vida diaria, debido a la relación

que existe con los sistemas de comunicación y la tecnoloǵıa. Existen también numerosas técnicas
cient́ıficas y aplicaciones que conf́ıan fundamentalmente en la habilidad que tenemos para gene-
rar números aleatorios, y t́ıpicamente los generadores de números pseudoaleatorios son suficientes
para esos propósitos. Una nueva alternativa propuesta consiste en aprovechar la naturaleza proba-
biĺıstica inherente de los sistemas cuánticos. Los Generadores Cuánticos de Números Aleatorios o
(QRNG’s1, por sus siglas en inglés), son en principio superiores a los generadores clásicos e incluso
pueden alcanzar la misma calidad que los generadores de números pseudoaleatorios, como se ha
mostrado en el caṕıtulo anterior y en la referencia [1], aunque aún no se establece por completo una
convención sobre la forma de determinar si una secuencia de datos es o no aleatoria. Actualmente,
de manera pragmática se utiliza el conjunto de pruebas del NIST, como el estándar para analizar
secuencias provenientes de un generador de números aleatorios. Recientemente, se ha mostrado
que la dependencia de los valores P (cómo los que se muestran en la tabla 2.2), valores que deter-
minan la aleatoriedad de una cadena según las pruebas del NIST, son una obstáculo y su falta de
formalidad son una gran desventaja [33, 34]. Por otro lado, aunque aún no existe una definición
absoluta del concepto de aleatoriedad, la teoŕıa de la información algoŕıtmica nos provee de una

1Quantum Random Number Generators
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caracterización rigurosa, pero inaplicable para casos reales [26]. Una alternativa que considera la
formalidad y la aplicabilidad es el criterio de normalidad de Borel [1, 28].

3.2. Normalidad de Borel
En el caṕıtulo anterior ya explicamos cómo aplicar el criterio de Normalidad de Borel, sin

embargo, aqúı de manera breve recordamos las condiciones necesarias y al mismo tiempo, apro-
vechamos para introducir una notación que nos ayudará a aplicarla en la caracterización por
selección de modelos Bayesiana. En la aproximación de Borel, se tiene una secuencia de datos
ŝ = {0101010010101010101011010 · · · } de M bits, y se comprime de manera sucesiva, tomando
cadenas de β bits consecutivos y calculando la frecuencia de ocurrencia γ

(β)
i de cada una de las

i = 0, 1, . . . , 2β−1 cadenas posibles. En particular, β = 1 corresponde a observar las frecuencias de
las cadenas {0, 1} en la secuencia de datos ŝ, mientras β = 2 corresponde a analizar las frecuencias
de las cadenas {00, 01, 10, 11} etc. Se tiene que la secuencia es Borel normal si la frecuencias de
ocurrencia están acotadas por:

∣∣∣∣γ(β)
i −

1
2β
∣∣∣∣ <

√
log2M

M
, (3.1)

donde β puede tomar cualquier valor entero entre 1 y un valor máximo βmax = log2 log2M . Una
de las caracteŕısticas que es importante mencionar respecto al criterio de normalidad de Borel, es
que es una condición necesaria pero no suficiente[1, 26] para que una secuencia sea considerada
aleatoria. La prueba de normalidad de Borel se restringe al análisis de una sola secuencia aleatoria,
esto es una desventaja ya que no permite determinar el carácter aleatorio de la fuente generadora.

3.3. Selección de Modelos Bayesiana
A continuación, mostramos que usando una aproximación de inferencia Bayesiana por selec-

ción de modelos [35], también podemos hacer una caracterización de la aleatoriedad utilizando el
mismo marco de compresión de cadenas que se utiliza para el criterio de normalidad de Borel. Por
simplicidad, para una β fija, representamos a cada cadena de β bits por su representación decimal
j ∈ {0, 1, . . . , 2β − 1} ≡ Ξβ. Por ejemplo, para β = 2, el conjunto de cadenas en representación
decimal es {0, 1, 2, 3}, mientras que su representación binaria es {00,01,10,11}.

Para aplicar la selección de modelos Bayesiana, el primer paso consiste en identificar los modelos
que pudieron haber generado al conjunto de datos ŝ con M bits. Para el caso particular en el que
el valor de β es 1, podemos describir al conjunto de datos ŝ como M realizaciones de un proceso de
Bernoulli. En este proceso existen dos posibles modelos, el modelo sesgado que corresponde a tener,
por ejemplo, una moneda cargada en donde la probabilidad de obtener cara o cruz es distinta; y
el modelo sin sesgo que corresponde, en el ejemplo de la moneda, a tener probabilidades iguales
de obtener cara o cruz. Análogamente, para β = 2, existe un modelo que representa una forma
de construir la secuencia de datos ŝ con sesgo hacia alguna de las 22 cadenas posibles. Todas las
posibles asignaciones de sesgo, según un conteo combinatorio, corresponden a todas las particiones
de las cuatro cadenas de Ξ2.

Por ejemplo, para β = 2 las posibles particiones son 15: En la primera ĺınea del conjunto de
particiones en la tabla 3.1, tenemos dos particiones particulares, la primera es la partición que
corresponde a tener un solo subconjunto, mientras que la segunda partición en la misma ĺınea
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α
(1)
1 = {{1, 2, 3, 4}}, α

(4)
1 = {{1}, {2}, {3}, {4}},

α
(3)
1 = {{1}, {2}, {3, 4}}, α

(2)
1 = {{1}, {2, 3, 4}}, α

(2)
5 = {{1, 2}, {3, 4}},

α
(3)
2 = {{1}, {3}, {2, 4}}, α

(2)
2 = {{2}, {1, 3, 4}}, α

(2)
6 = {{1, 3}, {2, 4}},

α
(3)
3 = {{1}, {4}, {2, 3}}, α

(2)
3 = {{3}, {1, 2, 4}}, α

(2)
7 = {{1, 4}, {2, 3}},

α
(3)
4 = {{2}, {4}, {1, 3}}, α

(2)
4 = {{4}, {1, 2, 3}},

α
(3)
5 = {{3}, {4}, {1, 2}},
α

(3)
6 = {{2}, {3}, {1, 4}}.

Tabla 3.1: Particiones posibles para el conjunto {1,2,3,4}.

corresponde al máximo número de subconjuntos, que es equivalente a tener un subconjunto por
cada elemento del conjunto. En la segunda parte de la tabla 3.1, se tienen agrupadas en columnas
las particiones con 3 y 2 subconjuntos, respectivamente.

En general, para un conjunto Ξβ, el número de Bell B2β = ∑2β
K=1

{
2β
K

}
es un conteo combinatorio

del número de particiones posibles [36] que tiene el conjunto.
{

2β
K

}
representan los números de

Stirling del segundo tipo, éstos cuentan las diferentes formas en que se pueden agrupar 2β elementos
en K conjuntos.

Si PΞβ es la familia de particiones posibles para un conjunto Ξβ Podemos definir formalmente
y de manera única a cada partición denotándola como α(K)

` = {ω(1)
` , . . . , ω

(K)
` } ∈ PΞβ , y se refiere a

la `ésima partición de K subconjuntos, sin embargo, para simplificar la notación podemos omitir el
ı́ndice `. A cada partición α(K) le corresponde un único modeloMα(K) que asigna una probabilidad
pj a la cadena j ∈ Ξβ de acuerdo a la siguiente regla:

Mα(K) =
{
pj = θr

|ω(r)|
; ∀r = 1, . . . , K; ∀j ∈ ω(r)

}
. (3.2)

Cada una de las cadenas que están contenidas en un subconjunto ω(r) dado, tienen asignada
la misma probabilidad dentro del modelo especificado según esta regla. Si mantenemos β fijo, la
verosimilitud de observar una secuencia de datos dada ŝ, en un modelo Mα(K) es:

P
(
ŝ
∣∣∣Mα(K) , {θr}Kr=1

)
=

K∏
r=1

(
θr
|ω(r)|

)k
ω(r)

, (3.3)

donde k
(β)
j es la frecuencia de la cadena j ∈ Ξβ y hemos definido kω(r) = ∑

j∈ω(r) k
(β)
j como el

agregado de frecuencias de cadenas en el subconjunto ω(r). (También definimos el agregado de
frecuencias relativo que posteriormente utilizaremos γω(r) = β

M
kω(r)). Tomando en cuenta esta

perspectiva, sólo el modelo que es simétrico ante cualquier reordenamiento de las cadenas posibles es
identificado como una fuente completamente aleatoria, cualquier otro modelo implica asignaciones
de sesgo de acuerdo con el agrupamiento de la cadena representada por la partición correspondiente.
La simetŕıa sólo existe cuando la partición es el propio conjunto Ξβ en si mismo. Al modelo
completamente simétrico que corresponde a la partición α(1) cumple que: Mα(1) =Msym.

Aśı que, para poder caracterizar la aleatoriedad lo único que necesitamos es saber si las cadenas
de datos tienen sesgo o no, sin importar el grado de sesgo o el tipo de sesgo que tienen, ya que
esto es totalmente irrelevante para nuestros propósitos. Podemos eliminar la dependencia en los
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DE MODELOS BAYESIANA

parámetros de sesgo, multiplicando por un prior para {θr}Kr=1 y derivar la evidencia para un modelo
dado [37]. Siguiendo la referencia [38], usamos el prior de Jeffreys ya que este nos provee de una
distribución de probabilidad de modelo que es invariante bajo la reparametrización y provee una
medida de la complejidad del modelo, de esta manera se tiene una representación matemática
del principio de la navaja de Occam [38–40]. Después de integrar en el espacio de parámetros,
obtenemos (ver apéndice de métodos):

P (ŝ|Mα(K)) =
Γ
(
K
2

)
ΓK

(
1
2

) K∏
r=1

(
1
|ω(r)|

)M
β
γ
ω(r)

∏K
r=1 Γ

(
1
2 + M

β
γω(r)

)
Γ
(
K
2 + M

β

) . (3.4)

La ecuación ( 3.4) es nuestro resultado principal, ya que este nos permite realizar la selección
de modelos de manera directa. Para Msym, el cálculo de la evidencia es bastante intuitiva:

P (ŝ|Msym) ≡ P (ŝ|Mα(1)) = 2−M . (3.5)

Finalmente, queremos inferir el modelo que describe de mejor manera a nuestra fuente dada
una secuencia de datos ŝ. Usando el teorema de Bayes la distribución posterior P (Mα(K)|ŝ) es:

P (Mα(K)|ŝ) = P (ŝ|Mα(K))P0(Mα(K))∑
γ P (ŝ|Mγ)P0(Mγ)

(3.6)

De ahora en adelante consideraremos un prior uniforme sobre los modelos (justificado al final de
este caṕıtulo), de tal forma que la posterior del modelo es simplemente proporcional a su evidencia.

Supongamos que ahora queremos evaluar si la fuente puede ser considerada verdaderamente
aleatoria. Esto lo podemos realizar en dos pasos. En el primer paso, necesitamos un procedimiento
que clasifique el modelo de acuerdo a su distribución posterior. El segundo paso consiste en cuan-
tificar qué tan buena fue nuestra elección del modelo. Como regla de decisión para clasificar los
procesos usamos el punto de vista que nos da el Factor de Bayes,

BFα,α′ = P (Mα|ŝ)
P (Mα′|ŝ)

= P (ŝ|Mα)
P (ŝ|Mα′)

. (3.7)

Aśı que, escogeremosMα sobreMα′ siempre que BFα,α′ > 1. Se ha mostrado que BFα,α′ provee
una medida de bondad de ajuste y ĺımM→∞ BFα,α′ =∞ si Mα es el modelo verdadero [41].

Para implementar el segundo paso, que no es nada más que un problema de prueba de hipótesis,
tenemos dos alternativas: podemos verificar si log10 BFα,α′ ≥ 2 que es considerado decisivo a favor
del modelo Mα [42], o podemos calcular el cociente entre el posterior y el prior de un modelo
dado para evaluar que tan cierta la distribución posterior se ha vuelto bajo la información que nos
provee el conjunto de datos.

Desde el punto de vista computacional debe notarse que la evaluación del posterior se requiere
tener la capacidad de calcular el factor de normalización ΣγP (ŝ|Mγ)P0(Mγ) que tenemos en la
ecuación 3.6. Cuando el número de modelos es muy grande, podemos escoger si trabajamos con un
subespacio de modelos o si usamos el logaritmo del factor de Bayes, ya que en este caso, el factor
de normalización se cancela.

Para tener una prueba completa de aleatoriedad se requieren del uso de diferentes valores de
β para el mismo conjunto de datos, siempre que las cadenas de longitud β sean suficientemente
cortas para que los M bits permitan para cada uno de los posibles modelos, ser muestreados al
menos una vez. Se tiene entonces, heuŕısticamente B2βmax ≈ M de donde podemos reproducir el
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ĺımite de la normalidad de Borel, βmax ≈ log2log2(M), después de usar una expansión asintótica
para el número de Bell.

Al fijar el valor de β, se tiene el conjunto de parámetros ({γ}2β−1
j = 0,M), cuyo espacio puede

ser dividido en regiones que identifican el modelo más verośımil de acuerdo con la ecuación 3.4. Para
dar un ejemplo, en la figura 3.1 se ilustran un par de casos. Se muestra el diagrama de fases para
β = 1 (arriba) y β = 2 (abajo). En ambos casos, el área de color naranja delimita los valores de los
parámetros que hacen al modelo Msym el modelo más verośımil. En la figura de arriba las curvas
verdes representan las cotas que nos provee el criterio de normalidad de Borel de la ecuación 3.1.
Aqúı podemos ver que para una secuencia de longitud M , nuestro método permite variaciones más
pequeñas de γ0 en comparación con las cotas de Borel. Esto es una mejora significativa, ya que,
ahora existe un criterio necesario para probar la aleatoriedad.

En la parte de abajo de la figura 3.1 muestra las mismas regiones que se tienen en la figura
superior, pero para el caso de β = 2. En este caso se tienen 15 modelos que corresponden a las
particiones mostradas en la tabla 3.1. Para este caso, el modelo simétrico corresponde a la partición
{{0, 1, 2, 3}}, mientras que todos los demás modelos, son modelos con sesgo. En la gráfica se muestra
un caso particular en el que las frecuencias se fijaron de la siguiente forma: γ1 = 1/6 y γ2 = 1/4. La
distribución completa de modelos se puede deducir de la estructura de esta gráfica, distinguiendo, a
posteriori, las cadenas equiprobables para las cuales el modelo correspondiente es el más verośımil.
Esto muestra que además de una caracterización completa de la aleatoriedad, con nuestro método
podemos obtener aún más información.

Para el caso de β = 1, las curvas rojas son cotas obtenidas comparando la verosimilitud de
Msym con modelos que involucran particiones de K = 2 subconjuntos. La concordancia con los
ĺımites de la región es excelente. La razón por la que elegimos K = 2 es porque esperaŕıamos que
los modelos correspondientes a particiones en dos subconjuntos sean los más cercanos al modelo
simétrico Msym. Una expresión expĺıcita para estas cotas se deriva en [2],también ah́ı, se muestra
que acotan considerablemente bien la región en la que el modelo simétricoMsym es el más verośımil
para β = 2.

Para ampliar nuestra comparación, hemos cotejado nuestro método contra el conjunto de prue-
bas del NIST [43]. El resultado se muestra en la figura 3.2, como funcion de la longitud de la
secuencia M y el sesgo b empleado para generar un 0. En la parte superior de la figura, se muestra
el número promedio de pruebas con éxito empleando las pruebas del NIST, mientras que en la
parte inferior de la figura se muestra la frecuencia en la que el modelo Msym es el más verosimil,
para β = 1, 2 y 3. Creemos que nuestra técnica puede contribuir a probar la calidad de Generación
de Números Aleatorios, de una manera más estricta, ya que aplicando una sola prueba 3 veces
(una por cada valor de β, hemos determinado de manera más precisa el carácter aleatorio de una
muestra de secuencias.

3.4. Obtención de las cadenas
El estado cuántico de las parejas de fotones emitidos, puede ser escrito como: |ψ〉 = |vac〉 +

η |ψ2〉, en términos del vaćıo |vac〉, la componente de dos fotones ψ2, y una constante η relacionada
con la eficiencia de conversión. Suponiendo que se tiene un bombeo de onda cont́ınua, y que además
es una onda plana, |ψ2〉 puede ser expresado como:

|ψ2〉 =
∫
dω

∫
dk⊥F (ω,k⊥)

∣∣∣ω,k⊥〉
s

∣∣∣ωp − ω,−k⊥
〉
i
, (3.8)

29
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Figura 3.1: Diagrama de fases para la caracterización de la aleatoriedad. División del
espacio de parámetros en regiones de acuerdo al modelo más verośımil. La figura superior corres-
ponde a β = 1 en términos de la frecuencia γ0 de la cadena 0 y un tamaño de la muestra de M .
Las curvas verdes corresponden al criterio de la normalidad de Borel, mientras que las curvas rojas
son cotas proporcionadas según la ecuación ( 3.4). La gráfica inferior corresponde a β = 2 donde
cada área coloreada identifica el modelo más verośımil en esa región. Aqúı fijamos los valores de
las frecuencias en γ1 = 1/6 y γ2 = 1/4 y variamos la frecuencia γ0 de la cadena 00 y el tamaño de
muestra M . 30
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Figura 3.2: Conjunto de pruebas del NIST. Comparación del sesgo permitido en una secuencia
dada para que ésta sea considerada aleatoria usando las pruebas del NIST (parte superior). Nuestro
método Bayesiano para la caracterización de la aleatoriedad (Parte inferior).
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escrito en términos de la función de amplitud conjunta F (ω,k⊥), donde
∣∣∣ω,k⊥〉

µ
representa un solo

estado de Fock con frecuencia ω y un vector transversal k⊥ para el modo µ, donde µ = s, i para el
fotón señal y acompañante, respectivamente. Para escribir el estádo cuántico de dos fotones, hemos
supuesto que el proceso de conversión paramétrica está en el régimen espontáneo (SPDC), de tal
forma que no pueden despreciarse los eventos de múltiples pares de fotones. Para asegurarnos de
esto, experimentalmente nos hemos restringido a utilizar potencias bajas en el bombeo. El estado
cuántico de la ecuación 3.8 es un estado enredado, ya que no puede ser factorizado en un producto
de los estados señal |S〉 y acompañante |I〉 como |ψ〉 = |S〉 |I〉. Nosotros no estamos explotando la
caracteŕıstica de enredamiento, en nuestro experimento más bien aprovechamos la aleatoriedad de
los tiempos de emisión y detección de los fotones señal y acompañante.

3.4.1. Descripción del experimento
Usamos un diodo láser como haz de bombeo (DL407) centrado en una longitud de onda de

407nm y con una potencia de 60mW, como medio no lineal, tenemos un cristal de β borato de
bario (BBO) de 1 mm de longitud. El cristal BBO es negativo, uniaxial, y el ángulo que subtiende
entre el eje óptico y el haz de bombeo, es de θpm = 29.2◦ y provee empatamiento de fases para una
generación de parejas de fotones, que es degenerada en frecuencia y no colineal. Los fotones señal
y acompañante son emitidos de en regiones diametralmente opuestas en un cono de emisión que
está centrado en el eje del haz de bombeo. El cono de emisión tiene un ángulo de 3.6◦. Los fotones
del bombeo son eliminados por medio de un filtro pasa altas que transmite longitudes de onda
λ > 488nm (F1), seguidos de un filtro pasabandas centrado en 800nm con un ancho de banda de
40nm (F2).

Una placa de media onda (HWP2) y un divisor de haz polarizado (PBS) se colocan en el brazo
del fotón señal, de tal forma que el fotón señal es transimitido o reflejado con 50 % de probabilidad.
Cada modo de colección del fotón acompañante, del fotón señal reflejado y del fotón señal transmi-
tido, está definido por una lente asférica (L1, L2, L3) de longitud focal f = 8 mm. Éstas enfocan la
luz incidente en el núcleo de una fibra multimodal de 50µm de diámetro (MMF1, MMF2, MMF3).
El plano definido por las fibras colectoras es elegido de tal manera que es paralelo a la mesa óptica.
Por un lado monitoreamos las coincidencias entre el fotón señal reflejado y el fotón acompañante,
y por el otro, las coincidencias entre el fotón señal transmitido y el fotón acompañante, de esta
forma somos capaces de excluir probabiĺısticamente los eventos correspondientes a generar pare-
jas dobles o múltiples. Cada una de las 3 fibras colectoras gúıa los fotones hasta un fotodiodo
de avalancha basado en silicio (APD1, APD2, APD3), éste emite un pulso TTL por cada evento
detectado. Los tiempos de llegada de estos pulsos, son monitoreados por medio de un etiquetador
de tiempos digital modelo id800 de la marca IdQuantique (TDC2), éste tiene una resolución máxi-
ma de 81 ps. El etiquetador de tiempos digital produce tres series de tiempo que contienen los
datos del tiempo de llegada de los canales correspondientes a los fotones señal transmitido (stn),
señal reflejado (srn) y el acompañante (in). Haciendo un postprocesamiento, generamos dos series
de tiempo definidas como ctn = stn × in, y crn = srn × in que corresponden a las coincidencias entre
los canales acompañante y el fotón señal transmitido o reflejado respectivamente. Una secuencia
de bits es generada comparando las diferencias entre estas secuencias, y una secuencia generada
por una serie de tiempo completamente regular con el mismo número de eventos por segundo. Se
asigna un valor de 1 si el tiempo de detección es más pequeño que el tiempo en la serie regular y
un valor de 0 en el caso contrario [1].

2TDC por sus siglas en inglés, Time to digital converter
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Figura 3.3: Montaje experimental para obtener las cadenas aleatorias.

Hemos comprobado la eficiencia del generador cuántico de números aleatorios (QRNG3). De
acuerdo con nuestros datos, la tasa de conteo del SPDC es de 240 kilocuentas por segundo en cada
canal. Si sólo esos eventos en los que el fotón señal y acompañante son detectados en coincidencia
son registrados, la eficiencia de la generación de números aleatorios se reduce a 27 kilocuentas por
segundo. Nuestro arreglo experimental nos permite discriminar eventos de cuatro fotones respecto
a eventos de dos fotones. Esto se logra, usando una potencia de bombeo tal que la generación de
cuatro fotones sea despreciable, menor a 0.2 % según nuestros datos. Además hemos colocado un
divisor de haz en uno de los brazos a la salida del cristal, de esta manera se descartan los eventos
en los que hay coincidencias en los dos APD’s que hay a la salida del divisor de haz, de tal manera
que podemos eliminar los eventos en los que se genera un click en los 3 APD’s en coincidencia.

Hemos aplicado nuestro método en una secuencia de bits obtenidas experimentalmente de la
detección de las diferencias de tiempo en el proceso de conversión paramétrica espontánea (SPDC).
Ya hemos mostrado, en el caṕıtulo anterior, que secuencias obtenidas por detección de diferencias de
tiempo entre parejas de fotones generadas via SPDC pasan sin problema el criterio de aleatoriedad
de la normalidad de Borel, al igual que el conjunto de pruebas del NIST [1].

Hemos generado una secuencia de 4 × 109, aśı que tenemos que βmax ∼ 4. Para los casos en
que se cumple que 1 ≤ β ≤ 3, usamos todos los modelos posibles para hacer la comparación,
sin embargo, para β = 4, nos hemos restringido al espacio de modelos de 32, 768 modelos que
corresponden a particiones de K = 1 y K = 2 subconjuntos. Recordemos que el espacio completo
de modelos está determinado por el número de Bell para β = 4: B24 = 1010. La inferencia Bayesiana
ha mostrado que el modelo con mayor verosimilitud ha sido el modelo simétrico Msym para cada
valor de β que hemos usado.

Para lograr una caracterización completa de nuestra fuente generadora de números aleatorios
como una fuente aleatoria, necesitamos ir más allá de la clasificación de modelos basada en el
Factor de Bayes y medir nuestra certidumbre de que Msym es el verdadero modelo que rige el
comportamiento de la fuente. Esta cuantificación de la certidumbre, es un sello distintivo de la
estad́ıstica Bayesiana, ya que P (Msym|ŝ) representa la probabilidad de que modelar nuestra QRNG
como una fuente aleatoria, es correcta. Calcular la distribución posterior directamente del Teorema
de Bayes, obtenemos los valores de la tabla 3.2 para cada β. Los primeros tres valores son al
menos 0.95, pero el correspondiente a β = 4 es de 0.32, es 3 veces más pequeño. Sin embargo,
representa una mejora de 4 órdenes de magnitud cuando se compara con el valor inicial para el
prior P0(Msym) = 1/32, 768 ≈ 3.1 × 10−5. Un segundo criterio dado por log10 BFsym,α′ ≥ 3.16,

3Quantum Random Number Generator por sus siglas en inglés QRNG
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DE MODELOS BAYESIANA

implica una evidencia decisiva para nuestra hipótesis [42], de esta forma verificamos que nuestra
fuente experimental verdaderamente funciona como una QRNG.

Tabla 3.2: Posterior P (Msym|ŝ) calculado para una secuencia de datos de 4× 109 bits.

β P (Msym|ŝ)
1 0.99993
2 0.99927
3 0.95374
4 0.31862

Desde una perspectiva general, proponemos que P (Mα(K) |ŝ) cuantifica nuestra certidumbre
en la hipótesis de que una secuencia ŝ fue generada usando cadenas sesgadas asociadas con α(K).
Debido a que los métodos Bayesianos implican una generalizabilidad del modelo [37, 38], el modelo
más verośımil, provee una caracterización de la fuente de ŝ. Para realizar este tipo de análisis
es importante mencionar que existen varios paquetes computacionales estándar con los que se
pueden indentificar el número de particiones de una cadena de longitud β, aunque puede ser
computacionalmente demandante para secuencias grandes. En cualquier caso, dada una partición,
se puede calcular fácilmente su verosimilitud usando la ecuación 3.4. También se puede realizar un
análisis más simplificado que corresponde a utilizar las cotas tipo Borel normal, que representan
un criterio aún más estricto que el de otras aproximaciones.

3.5. Derivación del Prior de Jeffreys y la evidencia del
modelo

La idea del prior de Jeffreys, es tomar en consideración indistinguibilidad de un modelo desde
el punto de vista de una muestra estad́ıstica. Debido al teorema de Sanov [44] se sabe que el vo-
lumen de modelos que son indistinguibles, son inversamente proporcionales a la ráız cuadrada del
determinante de la matriz de información de Fisher. Esta idea de medir volúmenes relevantes a
través de los modelos, pero usando una aproximación burda (graining) ya ha sido explorada ante-
riormente [38, 39] en un tratamiento rigurosamente geométrico. Nótese que en este caso, nuestros
parámetros son los θ’s de los cuáles, digamos, sólo los primeros K − 1 son independientes debido
a el requisito de la normalización. Entonces, considerando un modelo Mα(K) tenemos la siguiente
verosimilitud:

− logP (ŝ|Mα(K) , {θr}) = −
K∑
r=1

kω(r) log
(

θr
|ω(r)|

)
.

De aqúı derivamos la matriz de información de Fisher Jab para a, b = 1, . . . , K, usando el hecho de
que β

M
E[kω(r) ] = θr,

Jab(θ) = − β

M
E
[

∂2

∂θa∂θb
logP (ŝ|Mα(K) , {θr})

]
= 1
θa
δa,b + 1

θK
,
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donde E[· · · ] denota el valor esperado. Su determinante es simplemente det[Jab(θ)] = 1∏K

r=1 θr
. De

aqúı podemos obtener la siguiente expresión para el prior de Jeffreys:

PJef(θ) =
Γ
(

3K
2

)
ΓK

(
3
2

) K∏
r=1

θ1/2
r , (3.9)

donde el factor de normalización proviene de:

∫ [
K∏
r=1

dθr

] [
K∏
r=1

θ1/2
r

]
δ

(
K∑
r=1

θr − 1
)

=
ΓK

(
3
2

)
Γ
(

3K
2

) .
Nótese que en este caso el prior de Jeffreys se comporta como uno propio, es decir, es normalizable.

Finalmente, una integración similar muestra que la evidencia del modelo está dada por [37]:

P (ŝ|Mα(K)) =
∫ [

K∏
r=1

dθr

]
PJef(θ)P (ŝ|Mα(K) , {θr})

=
Γ
(

3K
2

)
ΓK

(
3
2

) K∏
r=1

(
1
|ω(r)|

)k
ω(r)

∏K
r=1 Γ

(
3
2 + kω(r)

)
Γ
(

3K
2 + M

β

) . (3.10)

Esto nos permite identificar los términos
(

1
|ω(r)|

)k
ω(r) como los estimadores de máxima verosimilitud,

y los que involucran funciones gamma como una medida del volumen relevante ocupado en el
espacio de parámetros, relacionado con la complejidad del modelo [38].

3.6. Ejemplos de la evidencia
Un ejemplo de la evidencia del modelo asociado a la partición e.g. α(3)

1 es

P
(
ŝ|M

α
(3)
1

)
=

Γ
(

9
2

)
Γ3
(

3
2

) (1
2

)k
ω(3) Γ

(
3
2 + kω(1)

)
Γ
(

3
2 + kω(2)

)
Γ
(

3
2 + kω(3)

)
Γ
(

9
2 + M

2

) (3.11)

=
Γ
(

9
2

)
Γ3
(

3
2

) (1
2

)k2+k3 Γ
(

3
2 + k0

)
Γ
(

3
2 + k1

)
Γ
(

3
2 + k2 + k3

)
Γ
(

9
2 + M

2

) , (3.12)

donde kω(1) (kω(2)) es el número de ocurrencias de la cadena {0} = {00} (resp. {1} = {01}), y kω(3)

es el número agregado de ocurrencias de las cadenas {2} = {10} y {3} = {11} en la secuencia de
bits. Una expresión equivalente con las frecuencias individuales kj de la j-ésima cadena es también
proporcionada para mayor claridad.

3.7. Sobre la elección del Prior de los modelos
En este trabajo nuestro objetivo particular es evaluar la aleatoriedad de una secuencia dada

con un método aplicable general, por lo tanto es conveniente obtener un criterio que sea tan
preciso como sea posible cuando no hay un conocimiento previo respecto la fuente que produce los
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datos. Además, otra propiedad deseable seŕıa que ningun tipo de secuencia particular sea preferida
respecto al resto, es decir, nos gustaŕıa reproducir una distribución del conjunto de datos que se
parezca mucho a una distribución uniforme de priors sobre el conjunto de datos. A continuación
justificamos, las dos caracteŕısticas que pueden ser alcanzadas, eligiendo una distribución de priors
sobre los modelos, es decir, para un β fijo, P0(Mα) = 1

B2β
, con Bn el enésimo número de Bell.

Esto resulta en una distribución de secuencias para la cuál los modelos con sesgo son los más
inverośımiles.

Primero, necesitamos relacionar la distribución de priors en los modelos P0(Mα) con la dis-
tribución de prior en las secuencias P0(ŝ). Esto puede relizarse si se calcula la marginal de su
distribución conjunta, P0(ŝ) = ∑

α P (ŝ|Mα)P0(Mα). Queremos mostrar que en un prior uniforme
en los modelos resulta en una expresión de P0(ŝ) que penaliza las secuencias sesgadas. Más es-
pećıficamente, analizemos el caso de β = 1, para el cual sólo hay dos posibles modelos, y entonces
P0(Mα) = 1

2 . Usando las ecuaciones 3.4 y 3.5 para calcular la marginal, obtenemos:

P0(ŝ) = 1
2

[
1

2M + Γ(3)Γ (k0 + 3/2) Γ (k1 + 3/2)
Γ (M + 3) Γ2(3/2)

]
. (3.13)

De esta expresión, podemos obtener, bajo la suposición de una distribución de prior uniforme
sobre los modelos, dos términos para la distribución de prior sobre el conjunto de datos: el primer
término es independiente de la frecuencia de las cadenas, mientras que el segundo término agrega
una contribución no negativa que depende expĺıcitamente de las frecuencias. De cualquier manera,
este segundo término es sólo la función B, cuyo mı́nimo global se alcanza cuando k0 = k1 = M/2.
Aquellas secuencias para las que k0 ≈ k1 no son consideradas en esta suposición.
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Caṕıtulo 4

Manipulación de parejas de fotones por
acoplamiento evanescente

Existe un interés reciente por conocer el comportamiento de fotones en arreglos de gúıas de
onda acopladas para estudiar diferentes fenómenos como caminatas aleatorias [45–50], interferencia
cuántica [51–59] y correlaciones clásicas y cuánticas [55, 60–64]. Entre las diferentes aplicaciones
de estos fenómenos se encuentra la ingenieŕıa de estados cuánticos [65], sensores [66], sensores
cuánticos [67], simulaciones de sistemas biológicos, qúımicos y f́ısicos [68–74] aśı como mejoras en
el campo de las telecomunicaciones y en criptograf́ıa [75]. Además, el estudio de estos sistemas
permiten la manipulación de estados cuánticos y proveen nuevas formas para estudiar propiedades
cuánticas de la luz. Las fuentes cuánticas que aprovechan el proceso SPDC son utilizadas para
generar pares de fotones que se hacen interferir en los arreglos de gúıas de onda. Estos arreglos
pueden ser unidimensionales o bidimensionales, y son fabricados con escritura láser ultrarápida o
como fibras ópticas con múltiples núcleos. Aunque las posibilidades de crear arreglos de gúıas de
onda son infinitas, es necesario conocer primero el comportamiento de sistemas básicos como el caso
de un arreglo bidimensional de 3 gúıas de onda que se comporta como un acoplador direccional de
3 puertos, también llamado tritter [51, 53, 54]. La interferencia de fotones en este tipo de sistemas,
nos da información acerca de las correlaciones y el enredamiento cuántico[61, 76–78] que tienen los
estados generados por las fuentes de parejas de fotones.

4.1. Acoplamiento evanescente en gúıas de onda

En general, para cualquier tipo de arreglo de n gúıas de onda, al acoplar un fotón de frecuencia
ω a la gúıa k, el estado de entrada |φ〉in = â†k |0〉 = |1〉k evoluciona con el operador unitario Uk,l a
la posición de estados discretos:

|1〉k =
n∑
l

Uk,l |1〉l , (4.1)

donde |1〉l es el estado de un fotón ocupando la gúıa l. La forma en que se evoluciona con el
operador unitario U está determinada por el arreglo del sistema, ya que las dimensiones f́ısicas y
la geometŕıa del arreglo definen el grado de acoplamiento que hay entre las gúıas. El cálculo de
la distribución de probabilidad de un fotón acoplado a una de estas gúıas se realiza modelando el
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Figura 4.1: Coeficiente de acoplamiento C para una apertura numérica de 0.14 y radio de los núcleos de
4.5µm, la separación entre los centros de los núcleos es de 11.12µm

sistema por medio de un Hamiltoniano que considera acoplamiento entre primeros vecinos:

H =
∫

dω
n∑
j=1

βj(ω)â†j(ω)âj(ω) +
n∑
j=2

Cj−1,j(ω)â†j−1(ω)âj(ω) +
n−1∑
j=1

Cj+1,j(ω)â†j+1(ω)âj(ω)
 . (4.2)

Donde â†j(ω)âj(ω) = nj, es el número de fotones en la gúıa j, â†j−1(ω)âj(ω) ≡salto del fotón de la
gúıa j a la j − 1 (vecino más cercano), |Cjk(ω(λ))|2 ≡ probabilidad de salto de la gúıa j a la gúıa
k o constante de acoplamiento. Estas constantes se calculan haciendo la integral de traslape entre
dos ondas evanescentes que viajan por núcleos vecinos [79]. En la figura 4.1 se muestra el valor de
la constante de acoplamiento como función de la longitud de onda λ de la luz acoplada para el
caso de un par de gúıas de onda.

La evolución hasta una longitud z de la fibra de una observable Â a lo largo del arreglo de
gúıas de onda está dada por la ecuación de Heisenberg 1:

i
dÂ

dz
=
[
Â,H

]
, (4.3)

en particular, se puede calcular la evolución del operador Â = â†j(ω) para el caso de un sólo fotón,
o el operador Â = â†j(ω)â†k(ω′) para una pareja de fotones. Estas evoluciones permiten calcular
un estado a la salida del arreglo, |ψ〉out, y las correlaciones entre las salidas de pares de gúıas∫
dω

∫
dω′〈ψout|n̂k(ω)n̂l(ω′)|ψout〉, donde n̂k y n̂l son los operadores de número para las gúıas k

y l respectivamente. Nótese que para el caso de la aproximación de fotones monocromáticos se
1Propiamente, la ecuación de Heisenberg es idÂ

dz =
[
Â,H

]
; sin embargo, idÂ

dz = i dÂ
cdt , donde c es la velocidad de

la luz en el vaćıo. En la ecuación de Heisenberg que se muestra en el texto las constantes Cj,k absorben la constante
c en el Hamiltoniano.
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agrega un término δ(ω − ω0) en el integrando. Más adelante hablaremos con más detalle de este
tipo de cálculos realizados para nuestro problema particular. A continuación presentamos un par
de investigaciones que se han realizado anteriormente y son representativas del estado del arte de
los arreglos de gúıas de onda acopladas en una y dos dimensiones, las mediciones de correlaciones
cuánticas e interferencia HOM en circuitos ópticos integrados.

4.2. Arreglos unidimensionales
Una pareja de fotones propagándose en un arreglo unidimensional de gúıas de onda desarrolla

correlaciones cuánticas que no son triviales y son únicas para este tipo de sistemas. Se ha observado
experimentalmente que estos arreglos pueden ser utilizados como una herramienta robusta y fácil
de controlar para manipular estados cuánticos en circuitos ópticos integrados. En la figura 4.2a se
muestra una sección de un corte transversal de un arreglo unidimensional de ventiún gúıas de onda,
la flecha roja representa la dirección de un haz que se acopla a la entrada de una de las gúıas [61].
En la figura 4.2b se muestra la distribución de probabilidad calculada para un fotón acoplado en la
gúıa central del arreglo, esta distribución es la misma que se espera para el caso de luz clásica. Se
calcularon las correlaciones para el caso de la aproximación de fotones monocromáticos (sin tomar
en cuenta el grado de libertad espectral) a la salida de dos gúıas distintas para tres casos: El primer
caso corresponde a acoplar dos fotones de un proceso SPDC en la gúıa central |φ〉in = â†20 |0〉. El
sub́ındice 0 indica la gúıa de onda central (Ver figura 4.2c)), éstas representan la probabilidad de
encontrar un fotón a la salida de la gúıa q y un fotón a la salida de la gúıa r, para este caso en
particular, en el que el estado inicial de dos fotones fue acoplado a una sola gúıa, no hay diferencia
en las correlaciones clásicas y cuánticas. El segundo caso corresponde a acoplar los dos fotones

Figura 4.2: a Corte transversal de un arreglo unidimensional de gúıas de onda, b distribución
de probabilidad de un sólo fotón acoplado inicialmente en la gúıa de onda central en un arreglo
unidimensional de ventiún gúıas de onda, c matriz de correlación que representa la probabilidad de
detectar a la salida del arreglo unidimensional un fotón en la gúıa r y otro en la gúıa q, inicialmente
ambos fotones están acoplados a la gúıa de onda central del arreglo, es decir, el estado de entrada
es |φ〉in = â†20 |0〉 imágen tomada de la referencia [61].

de un proceso SPDC a dos gúıas de onda adyacentes |φ〉in = â†0â
†
1 |0〉, en este caso, en la matriz
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de correlaciones se puede observar que los fotones presentan bunching, es decir, hay interferencia
HOM y ambos fotones emergen por una misma gúıa por los extremos del arreglo de gúıas de onda
(ver figura 4.3a), al comparar las correlaciones con el estado análogo clásico 2 (Ver figura 4.3c)
se observa una clara diferencia, ya que en las correlaciones clásicas śı existe una probabilidad
considerable de que uno de los fotones emerja por uno de los extremos mientras que el otro emerge
por el extremo opuesto. El tercer caso corresponde a acoplar los dos fotones, dejando una gúıa
libre entre ellos, |φ〉in = â†−1â

†
1 |0〉, los resultados se muestran en la figura 4.3b), aqúı se pueden

observar grandes diferencias con respecto al caso clásico (ver figura 4.2), también hay bunching,
pero en distintas zonas en comparación con el caso anterior. Hay una probabilidad considerable de
bunching en el centro del arreglo a diferencia del caso clásico. Es importante señalar que una de
las limitaciones que tiene este y otros estudios en arreglos de gúıas de onda es la no consideración
del grado de libertad espectral en el cálculo y medición de las correlaciones.

Figura 4.3: a)Matriz de correlación correspondiente a un estado de entrada |φ〉in = â†0â
†
1 |0〉 en

el arreglo de 21 gúıas b) matriz de correlación correspondiente a un estado de entrada |φ〉in =
â†−1â

†
1 |0〉. Imagen tomada de la referencia [61].

Estos tres casos son un ejemplo de que las correlaciones cuánticas provenientes de un estado
de dos fotones evolucionando en un arreglo de gúıas de onda unidimensional presentan aspectos
interesantes que nos proporcionan una buena herramienta para manipular los estados cuánticos
como función de los parámetros f́ısicos y geométricos del arreglo unidimensional y la longitud de

2la distribución de probabilidad de un sólo fotón evoluciona de la misma forma que la distribución de la luz
clásica [80–82]
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la región en la que los fotones evolucionan. Un ejemplo particular del uso de estos arreglos para
lograr caminatas cuánticas se puede ver en [45]. Un grado de libertad extra que se puede manipular
es la dimensión del arreglo de gúıas, de esta forma podremos obtener una mayor riqueza en el
comportamiento de las correlaciones.

4.3. Arreglos bidimensionales
Existen una infinidad de posibilidades de arreglos de gúıas de onda bidimensionales que se

pueden formar según el ordenamiento y el número de gúıas, sin embargo, es importante primero
conocer el comportamiento del sistema más simple, que es, un arreglo de tres gúıas de onda for-
mando un triángulo equilátero. En particular, se ha fabricado un circuito óptico integrado [53] que
funciona como un divisor de haz de tres puertos y permite la interferencia de tres fotones, también
llamado tritter (figura 4.4). En [53] se realizó un estudio de la interferencia cuántica dentro del
sistema de gúıas acopladas para dos y tres fotones generados con fuentes cuánticas. Se exploraron
las correlaciones temporales en la misma dirección de un experimento de Hong-Ou-Mandel, aunque
es un trabajo muy completo, realizan un tratamiento monocromático para los fotones, por lo tanto,
aún falta explorar el grado de libertad espectral de las evoluciones. Es importante describir los
resultados de este art́ıculo [53], ya que, en nuestro trabajo hacemos una generalización a una canti-
dad mayor de gúıas de onda. Además, nosotros proponemos la medición de un HOM espectral que
incluye la información de la interferencia para la distribución de longitudes de onda caracteŕısti-
ca de nuestros fotones, representada por la intensidad espectral conjunta, función de correlación
espectral que hay entre el fotón señal y acompañante, esto representa un estudio más profundo
de las propiedades de los estados de dos fotones presentados en el citado art́ıculo. Este sistema

Figura 4.4: Circuito óptico integrado, fabricado con escritura láser ultrarápida sobre una matriz
transparente, imagen tomada de [53].

considera un arreglo llamado tritter, que es un divisor de haz de tres puertos balanceado. Se reali-
zaron cálculos para la evolución de tres fotones en este sistema para un estado de entrada |1, 1, 1〉
considerando tres estados representativos a la salida |1, 1, 1〉(figura 4.5a)), |2, 1, 0〉 (figura 4.5b)),
|3, 0, 0〉 (figura 4.5c)), donde las entradas en el ket representan el número de fotones en el núcleo
1, 2 y 3 respectivamente. Se generó un retraso temporal xi = ct entre los tres fotones a la entrada
y se calculó la probabilidad a la salida para investigar la interferencia HOM y se encontró que
existe un efecto de coalescencia para tres fotones (Ver figura 4.5) que se puede observar como un
pico o un valle en las gráficas de la probabilidad, dependiendo del estado que se tiene a la salida.
Encontraron que existen tres regiones que presentan propiedades no triviales como función de los
dos retrasos temporales x1 y x2. i) los tres fotones de entrada son indistinguibles si x1 ∼ x2 ∼ 0,
esto implica un efecto de coalescencia que se ve como un pico o un valle según el estado de salida; ii)
sólo dos de los 3 fotones de entrada son indistinguibles si xm ∼ 0 6= xn o xn ∼ 0 6= xm; iii) los tres
fotones de entrada son distinguibles si x1 6= x2 6= 0 y se tiene como resultado correlaciones clásicas.
En las figuras, el supeŕındice q indica que la naturaleza de la coalescencia de 3 fotones es cuántica,
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mientras que el supeŕındice cl indica que los fotones se comportan como part́ıculas clásicas. Los
detalles del montaje y los resultados obtenidos en el experimento pueden ser consultados en [53].

Figura 4.5: Para un estado de entrada |1, 1, 1〉, probabilidades P(|1, 1, 1〉) (a), P(|2, 1, 0〉) (b), y
P(|3, 0, 0〉) (c) como función de los retrasos temporales xi = cτi entre los fotones de entrada.
Imagen tomada de la referencia [53].

4.3.1. Fibras ópticas multinúcleo
Una fibra óptica común está compuesta por una fibra muy fina de vidrio que en su interior

tiene dos materiales (figura 4.6), uno interior llamado núcleo de la fibra que tiene un ı́ndice de
refracción n1 y un revestimiento con ı́ndice de refracción n2, se aprovecha el fenómeno de reflexión
total interna dentro del núcleo (n1 > n2) para guiar ondas electromagnéticas a lo largo de la
fibra. En las fibras ópticas más comunes el tamaño del revestimiento de la fibra es de b = 125µm
mientras que el núcleo a puede ser de unas cuántas micras, hasta decenas de micras. El tamaño
del núcleo de la fibra, aśı como la diferencia entre los ı́ndices de refracción, definen propiedades
de la fibra, como su apertura numérica o el número de modos que soporta como función de las
propiedades del campo electromagnético que se tiene a la entrada como su longitud de onda y su
modo espacial [83]. En general las fibras ópticas se fabrican con dióxido de silicio y germanio.

En el CREOL, junto con su equipo de trabajo, el Dr. Rodrigo Amezcua es experto en la
fabricación de fibras estructuradas. En particular, con el uso de preformas3, pueden fabricar fibras
ópticas multinúcleo que conforman un arreglo de gúıas de onda acopladas. En la figura 4.7 se
muestra un corte transversal en el que se pueden observar tres diferentes fibras ópticas con múltiples

3Las fibras ópticas estándar son fabricadas, construyendo una preforma, que consiste en un material de mayor
diámetro en el que se controla el perfil de cambio de ı́ndice de refracción, ésta es después estirada para formar una
fibra óptica muy larga.

a

b

n2
n1

Figura 4.6: Equema de un corte transversal de una fibra óptica común.
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Figura 4.7: Perfil de las fibras multinúcleo que tenemos en el laboratorio, los núcleos tienen un
diámetro de 9µ m. Imágen tomada con una CCD y un objetivo

núcleos, han sido utilizadas para crear sensores de temperatura utilizando la interferencia entre
modos [84–86]. Estas fibras pueden modelarse como arreglos bidimensionales de gúıas de onda
acopladas de manera evanescente. En el laboratorio contamos con tres diferentes tipos de fibra,
según su número de núcleos, 3, 7 y 19 (ver figura 4.7), éstas fueron proporcionadas por el Dr.
Amezcua, y son el elemento principal de nuestro estudio, ya que queremos conocer la evolución de
los fotones generados v́ıa SPDC a lo largo de la fibra multinúcleo y su relación con el enredamiento
cuántico haciendo interferencia HOM.

En este trabajo, el problema que nos hemos planteado es el de estudiar las propiedades de
una pareja de fotones generadas por el proceso SPDC al interactuar con una fibra óptica de tres
núcleos, que puede ser modelada como un arreglo bidimensional de tres gúıas de onda. Describimos
un modelo basado en un Hamiltoniano que considera el tunelamiento cuántico de fotones entre
gúıas acopladas como interacción de primeros vecinos y construimos un algoritmo que nos permite
explorar numéricamente el comportamiento de los fotones acoplados en la fibra. En el laboratorio
hemos diseñado un experimento que nos permitirá explorar algunas propiedades cuánticas de los
fotones a partir de la medición de correlaciones cuánticas espectrales y temporales. Los resultados
de estas mediciones podrán ser comparadas con la exploración numérica que ya hemos realizado
con el algoritmo. Finalmente proponemos las mediciones de éste y de otros fenómenos no conside-
rados inicialmente, pero que están relacionados directamente con el cálculo numérico y el diseño
experimental.

4.4. Evolución de fotones en fibras multinúcleo
Nos interesa conocer la evolución de fotones en fibras de dos y tres núcleos, ya que son las que

tenemos disponibles en el laboratorio. Como caso particular de la ecuación 4.4 tenemos que un
fotón propagándose a través de un arreglo de tres gúıas puede ser modelado por un acoplamiento
de vecinos más cercanos(“Nearest Neighbour Coupling”) con el Hamiltoniano para un conjunto de
osciladores acoplados [45, 87]:

H =
∫

dω
3∑
j=1

(
βj(ω)â†j(ω)âj(ω) + Cj−1,j(ω)â†j−1(ω)âj(ω) + Cj+1,j(ω)â†j+1(ω)âj(ω)

)
. (4.4)

Donde â†j(ω)âj(ω) ≡ Nj, es el número de fotones en la gúıa j, â†j−1(ω)âj(ω) ≡ salto del fotón de
la gúıa j a la j − 1 (vecino más cercano), |Cjk(ω)|2 ≡ probabilidad de salto de la gúıa j a la gúıa
k o constante de acoplamiento. Para nuestro caso particular en el que tenemos un arreglo ćıclico
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en dos dimensiones C01 = C31, C43 = C13, en general j = 0 ⇒ j = 3; j = 4 ⇒ j = 1. Las
constantes Cnm(ω) se calculan haciendo la integral de traslape entre dos ondas evanescentes que
viajan por núcleos vecinos [79]. En la figura 4.1 se observan los resultados de nuestro cálculo para
estas cantidades. Recordemos que el cuadrado de esta función está relacionado con la probabilidad
que tiene un fotón de pasar de una gúıa a otra. Se puede observar que la función de acoplamiento
C es lineal como función de la longitud de onda λ para un rango entre 700 y 900 nm y para el
caso de fotones que tienen un ancho de banda menor a decenas de nanómetros, se puede considerar
constante.

4.4.1. Evolución de un sólo fotón en un arreglo de dos y tres gúıas
acopladas

La evolución de una observable Â dentro del arreglo de gúıas está dada por

i
dÂ

dz
=
[
Â,H

]
, (4.5)

en particular para los operadores âj(ω0), {j = 1, 2, 3} correspondientes a tres gúıas acopladas en
una fibra multinúcleo se tiene:

dâ†1
dz

= −i
(
β1â

†
1 + C21â

†
2 + C31â

†
3

)
,

dâ†2
dz

= −i
(
C12â

†
1 + β2â

†
2 + C32â

†
3

)
,

dâ†3
dz

= −i
(
C13â

†
1 + C23â

†
2 + β3â

†
3

)
, (4.6)

donde βi = Cii son las constantes de propagación de un fotón en una de las gúıas. El operador de
evolución para este sistema, suponiendo que todas las constantes de acoplamiento Clm = k son las
mismas para todos los pares de núcleos, es [53, 87]:

U(z) = 1
3e
−iβz

 e−2ikz + 2eikz e−2ikz − eikz e−2ikz − eikz
e−2ikz − eikz e−2ikz + 2eikz e−2ikz − eikz
e−2ikz − eikz e−2ikz − eikz e−2ikz + 2eikz

 , (4.7)

â
†
1(t)
â†2(t)
â†3(t)

 = U

â
†
1(0)
â†2(0)
â†3(0)

 ,
Para lograr tener la misma probabilidad a la salida de cualquier núcleo al acoplar un fotón a

la entrada de uno de los núcleos (divisor de tres puertos o Tritter), se puede demostrar utilizando
la matriz de evolución que se debe cumplir que:

cos(3kz) = −1
2 , (4.8)

donde z puede tomar diversos valores zn según la ecuación 4.8. Estas soluciones son periódicas
para el caso de un arreglo de gúıas simétrico, y en particular para n = 0 tenemos que kz0 = 2π

9 .
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Matriz de evolución para un divisor de haz de dos puertos

También podemos pensar en un divisor de haz de dos puertos o Beam Splitter para el caso en
el que tenemos un arreglo de dos gúıas acopladas, la matriz de evolución para dicho sistema es:

U(z) = e−iβz
(

cos (kz) −isen (kz)
−isen (kz) cos (kz)

)
, (4.9)

para tener una probabilidad de 1/2 a la salida de cada núcleo es necesario que se cumpla la ecuación

cos2(kz) = 1
2 . (4.10)

Las soluciones zn para el caso de un arreglo de gúıas simétrico (igual tamaño de núcleos) son
periódicas y en particular, en la longitud mas corta z0 en la que se tiene la misma intensidad a la
salida de los dos núcleos se cumple que kz0 = π

4 .
Hemos realizado una exploración de la evolución de un sólo fotón con diferentes longitudes de

onda acoplado a un núcleo en la fibra, esto es análogo a considerar un comportamiento clásico de
la luz. En particular, se tienen espectros de la intensidad de luz a la salida de uno de estos núcleos
dado que se acopló luz a la entrada de un núcleo. En la figura 6.5 se muestra la dependencia de la
intensidad como función de la longitud de onda de la luz acoplada a uno de los 7 núcleos de una
fibra de 3 cm de longitud, el comportamiento vaŕıa según la longitud de la fibra. Desarrollamos un
programa (Ver repositorio en GitHub [5]) que resuelve la ecuación de Heisenberg 4.5, utilizando el
Hamiltoniano de primeros vecinos (ver ecuación 4.4) para un fotón con frecuencia ω representado
por el operador â†(ω) y hemos reproducido el espectro de intensidades medido para el caso de
luz clásica acoplada a una fibra de siete núcleos de 3 cm. Para lograr reproducir el espectro, es
necesario variar la distancia entre núcleos en nuestro programa. Éste nos permite explorar otro
tipo de geometŕıas ya que podemos variar distancias entre gúıas, tamaño de los núcleos y longitud
de interacción (ver figura 4.9). Estos parámetros determinan la intensidad de acoplamiento entre
gúıas. En la parte derecha de la figura 6.5 se muestra el espectro obtenido con nuestros cálculos
para la probabilidad de obtener un fotón a la salida de uno de los núcleos de la fibra de siete
núcleos, este espectro reproduce los resultados obtenidos experimentalmente para el caso en que
la separación entre núcleos es de 11.12 µm y el diámetro de los núcleos es de 9 µm para el caso de
una fibra de longitud de 3 cm. En la gráfica de intensidades experimental se observa un .offset”que
va aumentando como función de la longitud de onda. Esto se debe a que las fibras ópticas no son
perfectas, es decir, los tamaños de los núcleos pueden tener pequeñas variaciones a lo largo de la
fibra, y la distancia entre los núcleos vaŕıa como función de la distancia longitudinal. Dado que
tenemos diversos resultados experimentales para diferentes longitudes de la fibra, hemos ajustado
los parámetros del programa al promedio de todos los parámetros ajustados. Estos cálculos nos
han sido muy útiles para definir los parámetros f́ısicos que utilizaremos en cálculos más complejos
relacionados con la interferencia de parejas de fotones en fibras multinúcleo. Los cálculos realizados
para la fibra de siete núcleos son análogos a los expuestos más arriba para la fibra de tres núcleos,
sin embargo, es innecesario mostrarlo ya que la generalización es trivial.

4.4.2. Múltiples fotones
Podemos escribir una ecuación diferencial para la evolución de cualquier número de fotones en

una fibra multinúcleo. Sólo hay que considerar el orden y las conexiones entre primeros vecinos
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Experimental Simulación

Figura 4.8: Espectros de intensidad a la salida de un núcleo de la fibra como función de la longitud
de onda de la luz acoplada.Los dos espectros corresponden a una longitud de la fibra de 3 cm, la
fibra es de siete núcleos. El espectro de la izquierda es una medición experimental realizada con un
láser proporcionada por el Dr. Amezcua, mientras que el espectro de la derecha es un cálculo que
realizamos utilizando el Hamiltoniano de primeros vecinos y resolviendo la ecuación de Heisenberg
para el operador de creación de un fotón con frecuencia ω.

Figura 4.9: Esquema de un corte transversal que muestra los parámetros que podemos variar en el
programa, el tamaño de los núcleos y la distancia entre gúıas.
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4.5. FUNCIÓN DE AMPLITUD CONJUNTA

para el caso general. Las ecuaciones de evolución para el caso de un sólo fotón acoplado a la fibra
de tres núcleos son:

dâ†s
dz

= −i
(
βsâ

†
s + Cs−1,sâ

†
s−1 + Cs+1,sâ

†
s+1

)
, (4.11)

donde s = 1, 2, 3 y por las condiciones ćıclicas s− 1 = 3, para el caso de s = 1 y s+ 1 = 1 para el
caso de s = 3. Para el caso de dos fotones en la fibra de 3 núcleos las ecuaciones son:

i
dÂsik,l
dz

= Cs
k−1,kÂ

si
k−1,l + Ci

l−1,lÂ
si
k,l−1 + (βk + βl) Âsik,l + Ci

l+1,lÂ
si
k,l+1 + Cs

k+1,kÂ
si
k+1,l, (4.12)

dónde k, l = 0, 1, 2, 3, Âsik,l = â†k(ωs, z)â
†
l (ωi, z) y Cr

m,n son los coeficientes de acoplamiento entre los
núcleos m,n para el fotón con frecuencia ωr. Para el caso de tres fotones, tenemos el conjunto de
ventisiete ecuaciones diferenciales:

i
dÂ123

k,l,m

dz
= C1

k,k+1,kÂ
123
k−1,l,m + C2

l,l−1Â
123
k,l−1,m + C3

m,m−1Â
123
k,l,m−1 + (4.13)

+ (β1 + β2 + β3)Â123
k,l,m + C3

m,m+1Â
123
k,l,m+1 + C2

l,l+1Â
123
k,l+1,m + C1

k,k+1Â
123
k+1,l,m, (4.14)

dónde k, l,m = 0, 1, 2, 3, Â123
k,l,m = â†k(ω1, z)â†l (ω2, z)â†m(ω3, z) y Cr

m,n son los coeficientes de aco-
plamiento entre los núcleos m,n para el fotón con frecuencia ωr. El operador de evolución puede
construirse a partir de estos sistemas de ecuaciones diferenciales. En términos del conmutador con
el Hamiltoniano, el operador de evolución es:

U(z) = e−i[A,H]z, (4.15)

en dónde Â es el operador para uno, dos o tres fotones respectivamente y ha sido definido más
arriba. Este operador también puede generalizarse para N fotones.

4.5. Función de amplitud conjunta
Hemos hablado de fotones evolucionando en una fibra de varios núcleos, sin embargo, en nuestro

caso, experimentalmente, dependemos del proceso SPDC para generar parejas de fotones que
acoplaremos a las fibras multinúcleo. El estado de parejas de fotones está caracterizado por la
funciónde amplitud conjunta, pues es la que contiene la información acerca de las correlaciones
entre los fotones de la pareja generada. Por lo tanto es necesario conocer algunas de sus propiedades.
El estado cuántico a la salida de un cristal es:

|ψspdc〉 =
∫∫∫∫

dkαdkβdωsdωif(ωs, ωi,kα,kβ, T ) |ωs,kα〉 |ωi,kβ〉 , (4.16)

donde α y β denotan la polarización de los fotones, y pueden ser ortogonales para el caso de SPDC
tipo II, o tener la misma polarización para el caso de SPDC tipo I. El conjunto de vectores k
define un espacio geométrico formado por la emisión de los fotones al salir del cristal. Este espacio
geométrico es un cono para SPDC tipo I, o dos conos para SPDC tipo II, o una ĺınea en el caso
de generación colineal, sin embargo, en los tres casos, podemos seleccionar los fotones señal y
acompañante utilizando un montaje adecuado. De esta manera podemos ignorar el efecto de los
vectores k y escribir el estado SPDC como [18]:

|ψspdc〉 =
∫∫

dωsdωif(ωs, ωi, T ) |ωs〉α |ωi〉β (4.17)
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f(ωs, ωi, T ) = Aα(ωs, ωi)× φ(∆k, L, ωs, ωi, T ) (4.18)

f(ωs, ωi, T ) = Aα(ωs, ωi)sinc
(
L∆k(ωs, ωi, T )

2

)
exp

(
−iL2 ∆k(ωs, ωi, T )

)
, (4.19)

con A constante de normalización, α(ωs, ωi) = exp(− (ωs+ωi−ω0
p)2

2σ2 ) es una función gaussiana que
representa la distribución espectral del haz de bombeo, y φ(∆k, L, ωs, ωi, T ) es la función de em-
patamiento de fase que contiene toda la información y los efectos de las propiedades del cristal, L
es la longitud del cristal, T su temperatura y

∆k(ωp, ωs, ωi, T ) = kp(ωp, T )− ks(ωs, T )− ki(ωi, T )− kcristal(T ),

donde kcristal = 2π
Λ(T ) , Λ(T ) es el periodo de longitud del cristal, los valores de ks,i están determi-

nados por las ecuaciones de Sellmeier dependientes de la temperatura T [11, 88], y del módulo de
Young del cristal. Esta última expresión para ∆k es la más general para un cristal periodicamente
polarizado de periodo Λ, sin embargo, para un cristal que no está periodicamente polarizado se
considera que su periodo Λ es infinito, y la expresión sigue siendo válida ya que kcristal = 0 para
este caso.

Para conocer el comportamiento de la función de amplitud conjunta, es necesario calcular su
módulo cuadrado, ya que ésta es una función compleja. Al módulo cuadrado de esta función se
le conoce como intensidad espectral conjunta o JSI por sus siglas en inglés, podemos obtener
información de las propiedades de la JSI si la separamos en factores, es decir, si exploramos el
comportamiento del módulo cuadrado de la función de bombeo |α(ωs, ωi)|2 y el módulo cuadrado
de la función de empatamiento de fase |φ(∆k, L, ωs, ωi, T )|2. Para visualizar algunas propiedades
de la función JSI, hemos simulado un cristal que tenemos disponible en el laboratorio. Un cristal
PPKTP-II de longitud L = 1cm, con un periodo Λ = 10µm. En la figura 4.10 se muestra la JSI
para este cristal en la temperatura T = 32C que es el caso degenerado. Para estos tres casos, se
tiene un haz de bombeo que está centrado en ω0

p = 2.32PHz que corresponde a una longitud de
onda central de λ0

p = 810.4 nm. Se muestran tres casos, que representa a tres diferentes anchos ∆ωp
del haz de bombeo incidente sobre el cristal no lineal. En la primera ĺınea (a) de la figura 4.10 se
muestra el caso de un bombeo de ∆λp = 5nm, que corresponde a un ancho ∆ωp ∼ 10THz, se puede
observar a la izquierda el módulo cuadrado de la función de bombeo α(ωs, ωi), al centro, el módulo
cuadrado de la función de empatamiento de fase φ(∆k, L, ωs, ωi, T ) y al extremo derecho, el módulo
cuadrado de la función de amplitud conjunta f(ωs, ωi). En la segunda ĺınea (b), se muestran las
mismas tres funciones para el caso de un ancho ∆λp = 5nm, que corresponde a ∆ωp ∼ 2THz y en
la tecera ĺınea (c), se muestran las tres funciones para el caso de ∆λp = 0.005nm, que corresponde
a ∆ωp ∼ 10GHz, esto simula un láser de espectro de ancho delgado.

En la esquina superior derecha de cada función se muestra el ángulo que forma cada función
respecto a la horizontal, este ángulo es un reflejo de las correlaciones entre ωs y ωi. La función
|α(ωs, ωi)|2 siempre formará un ángulo de 45◦ respecto a la horizontal, esto es una correlación
negativa entre ωs y ωi consecuencia de la conservación de la enerǵıa ωp = ωs + ωi, esto se debe
a que la forma funcional de ωi(ωs) = ωp − ωs que representa una función de pendiente −1. Este
comportamiento se observa en en los tres casos a, b y c de la figura. Para el caso de la función
|φ(∆k, L, ωs, ωi, T )|2, las correlaciones dependen de las caracteŕısticas del cristal, es decir, el mate-
rial del que está formado que determina el valor de ∆k, y su longitud L. En particular, estos tres
casos corresponden a un cristal PPKTP-II cuya longitud tiene un valor de L = 1cm. La longitud
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a

b

c

Figura 4.10: Intensidad espectral conjunta y las funciones que la componen para el caso de tres dife-
rentes anchos espectrales del láser de bombeo a)∆ω ∼ 10THz, b)∆ω ∼ 2THz, c)∆ ω ∼ 10GHz.
Cada renglón formado por tres gráficas corresponde, de izquierda a derecha, a la función de in-
tensidad de bombeo |α(ωs, ωi)2|, la función de empatamiento de fase |φ(∆k, L, ωs, ωi, T )|2 y a la
intensidad de amplitud conjunta |f(ωs, ωi, T )|2. Los ángulos mostrados corresponden al ángulo que
forma la función de intensidad respecto a la horizontal.
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del cristal determina el ancho sobre una diagonal en el módulo cuadrado de la función de empa-
tamiento de fase, con una menor longitud L del cristal, el ancho es mayor, y esto se ve reflejado
también en el ancho en la dirección diagonal de la JSI. Esto no se muestra en la figura, pero es
un comportamiento t́ıpico de la función JSI. En el caso de la figura, podemos observar que las
correlaciones en la función de empatamiento de fase forman un ángulo de 55◦ sobre la horizontal,
en los casos a y b, este ángulo coincide con el ángulo que forma la función JSI. Es decir, el com-
portamiento de la función JSI, es dominado por las propiedades de la función de empatamiento
de fase en estos dos casos ya que ésta es más delgada en comparación con la función de bombeo.
Para el tercer caso, en el que tenemos un bombeo de ancho delgado (c) es la función de bombeo
la que domina sobre la función de empatamiento de fase y por lo tanto la JSI tiene un ángulo de
45◦ respecto a la horizontal, una correlación heredada por el haz de bombeo.

Cambiando las propiedades del haz de bombeo, y caracteŕısticas del cristal, podemos tener
un control de las correlaciones en la Intensidad espectral conjunta, esto nos permite manipular
las propiedades de las parejas de fotones generados por SPDC. Podemos obtener la información
espectral del fotón señal y acompañante por separado a partir de la función JSI |f(ωs, ωi)|2 si
integramos sobre una de las variables ωs o ωi de manera que esto corresponde a una proyección de
la función JSI sobre los ejes correspondientes al fotón señal o acompañante:

M(ωs) =
∫
dωi|f(ωs, ωi)|2,

M(ωi) =
∫
dωs|f(ωs, ωi)|2, (4.20)

el espectro M(ωs) nos da información acerca de la distribución espectral del fotón señal condi-
cionado a que se tiene un fotón acompañante en alguna frecuencia en la distribución M(ωi), es
una forma de analizar de manera individual las propiedades de uno de los fotones en coinciden-
cia con el otro. Por lo tanto estos espectros son también conocidos como espectros condicionales.
También podemos obtener los espectros condicionales o marginales como función de la longitud de
onda, usando la relación ω(λ) = 2πc

λ
, podemos escribir f(ωs(λs)), ωi(λi)→ f(λs, λi) y los espectros

marginales como función de la longitud de onda son:

M(λs) =
∫
dλi|f(λs, λi)|2,

M(λi) =
∫
dλs|f(λs, λi)|2, (4.21)

en la figura 4.11 se muestra gráficamente la relación que hay entre la función JSI y los espectros
marginales M(λs y M(λi), las ĺıneas proyectan los puntos correspondientes a la altura en la mitad
del máximo, útiles para medir el ancho (FWHM) de los fotones generados. Habiendo definido los
espectros marginales podemos hablar de las consecuencias del ángulo respecto a la horizontal de las
correlaciones de las JSI’s. Consideremos primero casos extremos, por ejemplo, para una JSI como
la de la figura 4.11 supongamos el caso de un ángulo de 0◦ respecto a la horizontal, entonces el
espectro marginal correspondiente al fotón acompañante M(λi) seŕıa muy delgado mientras que el
espectro marginal del fotón señal M(λs) tendŕıa un ancho considerablemente mayor. Análogamente
si el ángulo de las correlaciones es de 90◦ el espectro marginal más ancho seŕıa el correspondiente
al fotón acompañante, y el espectro marginal del foton señal seŕıa muy delgado. Por lo tanto el
ángulo de las correlaciones de la JSI respecto a la horizontal definen las propiedades espectrales
que tienen de manera individual el fotón señal y acompañante, y si se requiere tener la mayor
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Figura 4.11: Intensidad espectral conjunta (JSI) para un caso degenerado, se muestran las inte-
graciones sobre los ejes horizontal y vertical, correspondientes a las funciones M(λs) y M(λi), que
son los espectros marginales de los fotones señal y acompañante respectivamente.

simetŕıa entre ambos fotones, es necesario que estas correlaciones formen un ángulo de 45◦ como
se da en el caso de un haz de bombeo de ancho espectral delgado 4.10 c.

Hemos discutido algunas de las propiedades de la JSI, y algunas formas en las que pueden ser
controladas sus correlaciones, más adelante, en el apéndice B de esta tesis, mostraremos simula-
ciones relacionadas con la evolución de parejas de fotones dentro de una fibra multinúcleo y su
interferencia dentro de la fibra.
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4.6. Evolución de parejas de fotones dentro de una fibra
multinúcleo

El estado de parejas de fotones a la salida de un cristal no lineal es:

|ψin〉 =
∫

dωs
∫

dωif(ωs, ωi)âs†(ωs)âi†(ωi) |0〉 , (4.22)

éste es el estado de entrada que utilizaremos para acoplar los fotones señal y acompañante a los
núcleos de la fibra multinúcleo. El estado de parejas de fotones después de haber sido acoplado a
la fibra multinúcleo y recorrer una longitud z dentro de la fibra, es

|ψ(z)〉 =
n∑
k=1

n∑
l=1

∫
dωs

∫
dωifkl(ωs, ωi)Âkl(ωs, ωi, z) |0〉 , (4.23)

donde la evolución del operador Âkl(z) está determinada por la ecuación 4.12. En esta última
ecuación podemos observar la discretización de la función de amplitud conjunta, para cada par de
núcleos a la salida de la fibra multinúcleo se tiene una nueva función de amplitud conjunta:

f(ωs, ωi) discretización−−−−−−−→
fibra MN

fkl(ωs, ωi), (4.24)

para el caso de una fibra de tres núcleos la discretización genera nueve funciones de amplitud
conjunta. Esta discretización sucede también para el espacio de Hilbert al que pertenecen los
estados de parejas de fotones:

|ωs〉 × |ωi〉
discretización−−−−−−−→

fibra MN
|ωs〉k × |ωi〉l . (4.25)

Podemos definir de esta forma una nueva función de amplitud conjunta gkl(ωs ωi, z) que además
incluya el efecto del operador que representa la evolución en la fibra, en términos de esta nueva
función de amplitud conjunta, el estado a la salida de la fibra se puede escribir como:

|ψ(z)〉 =
n∑
k=1

n∑
l=1

∫
dωs

∫
dωigkl(ωs, ωi, z) |ωs〉k |ωi〉l , (4.26)

dado que queremos medir experimentalmente esta evolución, es necesario calcular una cantidad
que pueda compararse con datos obtenidos en el laboratorio. En particular, podemos medir el
número de fotones que hay a la salida de cada uno de los núcleos y registrar las coincidencias
temporales por cada par de núcleos. La cantidad que nos da información sobre estas mediciones
es la función de correlación, que es el valor esperado del producto de los operadores de número ni
y nj correspondiente a los fotones en los núcleos i y j:

〈ψ|ni(ω)nj(ω′) |ψ〉 = 〈ni(ω)nj(ω′)〉 , (4.27)

donde ni(ω) y nj(ω′) son los operadores de número para fotones detectados con frecuencia ω y ω′
respectivamente. A partir de las ecuaciones 4.23 y 4.27 y la conmutación de operadores se obtiene
que:

〈ψ|ni(ω)nj(ω′) |ψ〉 ∝
1
N2 |gij(ω, ω

′, z) + gji(ω′, ω, z)|2, (4.28)
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donde gij(ω, ω′, z) es la función de amplitud conjunta para el par de núcleos i, j habiendo evolu-
cionado una longitud z en la fibra de N núcleos, también representa un elemento de una matriz
formada por nueve elementos: g11, g12.. etc. Es importante observar en esta última expresión que
la función de correlación se calcula haciendo la suma de la matriz gij(ω, ω′, z) con su transpuesta
gji(ω′, ω, z) habiendo hecho una permutación entre las frecuencias ω y ω′. Las funciones de am-
plitud conjunta para una pareja de fotones generados por SPDC tienen propiedades de simetŕıa
respecto a la diagonal ωs = ωi o la antidiagonal ωs + ωi = ωp. Estas propiedades dependen de
las caracteŕısticas del cristal utilizado para generar las parejas de fotones, y de las caracteŕısticas
espectrales del láser de bombeo. Además, para el caso de la fibra de tres núcleos, la geometŕıa de la
fibra también tiene propiedades de simetŕıa que en particular se reflejan en simetŕıas de la matriz
gij.

Con estos ingredientes podemos conocer cómo evoluciona un estado de dos fotones dentro de
una fibra multinúcleo, ahora es necesario introducir ideas referentes a la interferencia que se da
entre los fotones dentro de la fibra. En la siguiente sección explicamos el fenómeno de interferencia
HOM.

4.7. Interferencia de parejas de fotones
El fenómeno en el que dos fotones indistinguibles interfieren en un divisor de haz 50/50 se

conoce como interferencia Hong-Ou-Mandel(HOM) en honor a Chung Ki Hong, Zhe Yu Ou y
Leonard Mandel [53, 89–91]. El efecto fue verificado experimentalmente por primera vez en 1987,
la interferencia HOM es un fenómeno que tiene mucha riqueza si se toman en cuenta las diferentes
propiedades que tiene los fotones que se hacen interferir.

Δτ

ω

ω

ω

χ(2)
 0

 2000

 4000

 6000

 8000

 10000

 12000

 14000

-2 -1  0  1  2

c
o

in
c
id

e
n

c
ia

s

∆τ (ps)

Interferencia HOM caso degenerado, V=95.6%

fitted
lab

Figura 4.12: Izquierda, esquema del experimento de interferencia HOM en un divisor de haz (BS)
con parejas de fotones generados con un cristal no lineal (χ(2)). A la derecha, coincidencias entre
las señales de los detectores D1 y D2, como función del retardo temporal ∆τ . Interferencia HOM
con visibilidad de 95.6 %.

En la parte izquierda de la figura 4.12 se muestra un esquema genérico del experimento. Una
fuente láser de bombeo (S) de frecuencia ωp incide sobre un cristal no lineal (χ(2)), algunos de los
fotones incidentes por medio del proceso de SPDC generan una pareja de fotones con frecuencia
ωs (señal) y ωi (acompañante) con idénticas polarizaciones, el resto de los fotones pasan a través
del cristal y después son bloqueados y desechados. Con el apoyo de dos espejos (M) se manipula
la dirección de los fotones generados para hacerlos interferir en un divisor de haz 50/50 (BS). A
la salida del divisor de haz se colocan dos detectores de silicio D1 y D2, éstos generan una señal
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digital cuando un fotón es detectado, por medio de un etiquetador de tiempos digital (&) se cuenta
el número de coincidencias en las detecciones de ambos detectores. Para variar la indistinguibilidad
espacial entre los fotones generados, se coloca un sistema (∆τ) que cambia la longitud de camino
óptico de uno de los fotones, en este caso, el fotón acompañante ωi. El experimento consiste en
medir el número de coincidencias que hay en ambas salidas del divisor de haz como función del
cambio en la longitud de camino óptico de uno de los brazos. Este cambio en la longitud de
camino óptico genera un retraso en el tiempo de llegada de uno de los fotones a la región de
interferencia dentro del divisor de haz. Es decir, el retardo temporal es un parámetro que nos
permite variar la distinguibilidad entre ambos fotones. En la parte derecha de la figura 4.12 se
muestra un interferograma resultado de una interferencia HOM, el interferograma cuantifica el
número de detecciones en coincidencia de los fotones señal y acompañante como función de la
diferencia de longitud de camino óptico entre ellos.

Para poder observar el efecto, es necesario que se cumplan las condiciones de interferencia, es
decir, que los fotones señal y acompañante sean degenerados, por lo que su frecuencia debe ser
la misma (misma longitud de onda), además, es necesario que tengan la misma polarización. En
algunos cristales, las parejas de fotones se generan por SPDC-II y tienen polarizaciones ortogonales,
por lo tanto, es necesario manipular las polarizaciones para lograr la interferencia. Para que los
fotones señal y acompañante, provenientes del cristal sean degenerados, es necesario que se cumplan
las condiciones de empatamiento de fase de degeneración. Esto depende de la frecuencia del láser de
bombeo y las caracteŕısticas del cristal. En algunos cristales como el PPKTP o el PPLN, se puede
además manipular la condición de empatamiento de fases por medio del periodo de polarización.
Como función de la temperatura del cristal también se pueden sintonizar las frecuencias de los
fotones generados [92–94]. Aunque se puede lograr la interferencia HOM con fotones no-degenerados
como mostraremos más adelante, es necesario que sean degenerados para obtener una visibilidad
máxima. La visibilidad es una medida de la calidad de interferencia que podemos obtener en un
interferograma y está definida por:

V = 1− Cmin
Cmax

,

donde Cmax y Cmin son las cuentas máximas, y mı́nimas que encontramos al medir un interfero-
grama.

A continuación desarrollamos modelos de interferencia de fotones en un divisor de haz simétri-
co 4.13, es decir, en el que la intensidad de un laser se divide equitativamente al incidir sobre el
divisor. Para el caso de fotones individuales, no hablamos de intensidad sino de probabilidades, es
decir, un único fotón incidiendo sobre un divisor de haz simétrico, tiene 50 % de probabilidad de
transmitirse y 50 % de reflejarse. El divisor de haz simétrico puede ser también modelado por dos
gúıas de onda acopladas, es decir, una fibra óptica de dos núcleos cortada en la distancia en la que
se tiene igual probabilidad de emerger por cualquier núcleo de salida dado que un fotón se acopló a
alguna de las entradas. Usaremos el cubo divisor de haz para explicar tres modelos, el primero
es un modelo básico que no incluye expĺıcitamente las propiedades espectrales de los fotones que
se interfieren, el segundo es un modelo para parejas de fotones generadas por SPDC e incluye
las propiedades espectrales heredadas por un haz de bombeo que tiene una distribución espectral
gaussiana junto con las propiedades del cristal no lineal. El último es también un modelo para
fotones generados por SPDC, pero en este caso, el haz de bombeo se considera monocromático.
Este último es un buen modelo para el caso de un láser de ancho delgado, en el laboratorio hemos
realizado experimentos con un láser de este tipo y mostraremos los resultados más adelante. Utili-
zando como base estos modelos, generalizamos la interferencia para el caso de divisores de haz de
N puertos, en particular un conjunto de gúıas acopladas dentro de una fibra multinúcleo pueden
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Figura 4.13: Dibujo de un divisor de haz. Al incidir un haz láser sobre un divisor de haz simétri-
co, la intensidad de el láser se reparte de manera equitativa en ambas salidas del divisor. En el
dibujo se muestran dos haces láser incidiendo sobre las entradas de un divisor de haz para realizar
interferencia entre haces.

funcionar como un divisor de haz simétrico de N puertos.

4.7.1. Modelo básico para la interferencia de dos fotones en un divisor
de haz

Consideremos dos fotones que inciden en las entradas de un divisor de haz. El estado de entrada
que corresponde a los dos fotones es:

|Ψin〉12 = â†1,j â
†
2,k |0〉12 , (4.29)

donde â†1 y â†2 son los operadores de creación bosónicos en la base de los modos 1 y 2 del divisor
de haz respectivamente, y los ı́ndices j y k representan propiedades adicionales del fotón como
puede ser, su polarización, modo espectral, modo temporal, tiempo de llegada o modo transversal
espacial, o una combinación de todos estos. Por ahora sólo lo identificamos como un modo que los
distingue entre si.

Un divisor de haz 50/50, representado por el operador unitario Ûbs actúa sobre el estado de
entrada 4.29 de la siguiente forma[91, 95, 96]:

â†1,j
Ûbs−−→ 1√

2
(â†1,j + â†2,j) (4.30)

â†2,k
Ûbs−−→ 1√

2
(â†1,k − â

†
2,k), (4.31)

el estado a la salida del divisor de haz es:

|Ψout〉 = Ûbs |Ψin〉 = 1
2(â†1,j â

†
1,k + â†1,kâ

†
2,j − â

†
1,j â

†
2,k − â

†
2,j â

†
2,k) |0〉12 , (4.32)

estos términos corresponden a los cuatro diferentes casos posibles (ver figura 4.14) que pueden
ocurrir a un par de fotones incidiendo sobre un divisor de haz: 1)El fotón 1 es transmitido mientras
que el fotón 2 es reflejado, 2) ambos fotones son reflejados, 3) ambos fotones son transmitidos, 4) el
fotón 1 es reflejado y el fotón 2 es transmitido.
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Figura 4.14: Esquema que representa los 4 diferentes estados correspondientes al lado derecho de
la ecuación 4.35 dos fotones incidiendo en un divisor de haz según si los fotones de entrada se
reflejan o se transmiten. Los signos en el esquema corresponden a la fase que aparece después de
actuar el operador Ûbs sobre el estado de entrada.

De la ecuación 4.29 se tiene que si los modos j y k son modos indistinguibles, es decir, co-
rresponden a tener las mismas propiedades como polarización, tiempo de llegada, modo espectral,
modo temporal, modo transversal espacial; entonces los términos intermedios se eliminan y se
cumple que:

|Ψout〉 = 1
2(â†1â†1 − â†2â†2) |0〉12 = 1√

2
(|2〉1 |0〉2 − |0〉1 |2〉2), (4.33)

esta ecuación nos dice que para dos fotones indistinguibles incidiendo en un divisor de haz, existen
un estado de salida que corresponde a que ambos fotones emergerán juntos por la salida uno o por
la dos, pero no se dará el caso en el que ambos emergan por diferentes salidas del divisor de haz.
Esto es un comportamiento t́ıpicamente bosónico, y es también conocido como coalescencia [96].

Dos fotones incidiendo sobre una misma entrada de un divisor de haz

Si dos fotones inciden sobre la misma entrada, por ejemplo, la entrada 1, tenemos que:

|Ψin〉12 = â†1,j â
†
1,k |0〉12 , (4.34)

y aplicando las transformaciones de Ûbs obtenemos [97]:

|Ψout〉 = Ûbs |Ψin〉 = 1
2(â†1,j â

†
1,k + â†1,kâ

†
2,j + â†1,j â

†
2,k + â†2,j â

†
2,k) |0〉12 , (4.35)

en esta última expresión se observa que no hay cambios de fase entre los estados (no aparecen signos
negativos en los términos), por lo tanto, no habrá interferencia para fotones que inciden sobre la
misma entrada. Los signos negativos que aparecen en los últimos términos de la ecuación 4.33,
son los responsables de la interferencia para el caso de dos fotones incidiendo en entradas distintas
del divisor de haz. Por lo tanto, en los modelos siguientes no tomaremos en cuenta el caso de dos
fotones incidiendo sobre la misma entrada.

4.7.2. Modelo para la interferencia de dos fotones generados por SPDC
El estado al entrar al divisor de haz es:

|ψspdc〉 =
∫∫

dωsdωif(ωs, ωi, T ) |ωs〉1 |ωi〉2 ,

donde 1 y 2 son las entradas del divisor del haz (Fig. 4.15). Al aplicar el operador unitario Ûbs
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1

2

3

4s

i

Figura 4.15: Un fotón con frecuencia ωi y uno con frecuencia ωs inciden en las entradas 1 y 2 de
un divisor de haz 50/50, interfieren entre śı, creando un nuevo estado que sale por las salidas 3 y
4 del divisor de haz.

sobre el estado de entrada, y reordenando, tenemos que el estado a la salida en términos de las
salidas 3 y 4 del divisor de haz puede escribirse como [98]:

|ψbs−out〉 = 1
2

∫
dωsdωi {f(ωs, ωi, T ) + f(ωi, ωs, T )} 1√

2
(|ωs〉3 |ωi〉3 + |ωs〉4 |ωi〉4) +

1
2

∫
dωsdωi i {f(ωs, ωi, T )− f(ωi, ωs, T )} 1√

2
(|ωs〉3 |ωi〉4 − |ωi〉3 |ωs〉4) ,

(4.36)

el primer término en la ecuación 4.36 corresponde a un término de coalescencia (los dos fotones
emergen por una misma salida del divisor de haz), mientras que el segundo término corresponde
a una anticoalescencia de los fotones generados (los dos fotones emergen por distintas salidas del
divisor de haz). Podemos definir los estados coalescente |Ψ〉c y anticoalescente |Ψ〉a:

|Ψc〉 = 1√
2

(|ωs〉3 |ωi〉3 + |ωs〉4 |ωi〉4)

y
|Ψa〉 = 1√

2
(|ωs〉3 |ωi〉4 − |ωs〉4 |ωi〉3) ,

haciendo uso de estas definiciones podemos obtener la probabilidad de coalescencia pc = 〈Ψc| ψbs−out〉
y anticoalescencia pa = 〈Ψa| ψbs−out〉. De esta forma, la probabilidad de coalescencia es:

pc = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi, T ) + f(ωi, ωs, T ))|2, (4.37)

mientras que la probabilidad de anticoalescencia es:

pa = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi, T )− f(ωi, ωs, T ))|2. (4.38)

Para controlar la indistinguibilidad de los fotones, podemos generar un retraso temporal τ en
uno de los fotones, por ejemplo en el fotón acompañante, el estado cuántico se escribe:

|ψspdc〉 =
∫∫

dωsdωif(ωs, ωi, T ) exp(iωiτ) |ωs〉1 |ωi〉2 ,

La introducción del desfase temporal tiene un efecto sobre la función de amplitud conjunta:

f(ω, ω′, T )→ f(ω, ω′, T ) exp(iω′τ)
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y las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia dependientes de este retraso temporal son
respectivamente:

pc = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi, T )eiωiτ + f(ωi, ωs, T ))eiωsτ)|2, (4.39)

pc = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi, T ) + f(ωi, ωs, T ))ei(ωs−ωi)τ)|2,

pa = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi, T )eiωiτ − f(ωi, ωs, T ))eiωsτ)|2, (4.40)

pa = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi, T )− f(ωi, ωs, T ))ei(ωs−ωi)τ)|2,

.
La suma de las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia es uno, ya que estas probabi-

lidades consideran el total de los casos para una pareja de fotones incidiendo sobre un divisor de
haz.

pa + pc = 1. (4.41)

En el laboratorio realizamos mediciones del número de coincidencias que hay entre los pulsos
que se generan en dos detectores de silicio cuando los fotones arriban a su superficie. Por lo
tanto es importante relacionar el número de coincidencias medidas a la salida del divisor con
las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia. El número de cuentas para un conjunto de
parejas de fotones en las que un fotón de frecuencia ω es detectado en la salida 3 en coincidencia con
un fotón que es detectado en la salida 4 con una frecuencia ω′ está determinado por las correlaciones
〈ψ|n3(ω, t)n4(ω′, t + τ) |ψ〉. Para el caso en el que los dos fotones pudieran ser detectados en
una sola de las salidas, por ejemplo la salida 3, tendŕıamos que estas correlaciones se reducen
al valor esperado del operador de número n3 〈ψ|n3(ω, t)n3(ω′, t + τ) |ψ〉. En estas correlaciones
consideramos que los detectores son capaces de medir las frecuencias de los fotones, esto puede
realizarse de manera indirecta, discriminando las longitudes de onda de los fotones por medio de
un monocromador colocado antes del detector. En estas correlaciones también incluimos el retraso
temporal τ que en el experimento corresponde a aumentar la longitud de camino óptico de uno
de los fotones, y esto puede también medirse. La cantidad relacionada con el experimento, es la
probabilidad de anticoalescencia, ya que no podemos colocar dos detectores en la misma salida del
divisor de haz, y la relación que hay entre las correlaciones y la probabilidad de anticoalescencia a
la salida es:

pa = 1
N

∫∫
dωdω′ 〈ψ|n3(ω, t)n4(ω′, t+ τ) |ψ〉+ 1

N

∫∫
dωdω′ 〈ψ|n4(ω, t)n3(ω′, t+ τ) |ψ〉 ,

pa = p34 + p43, (4.42)

dondeN es el número total de coincidencias de parejas de fotones que son coalescentes y anticoales-
centes, no es posible medir las coincidencias coalescentes con nuestro montaje, sin embargo también
existe una relación entre la probabilidad de coalescencia y el número de cuentas en coincidencia
en coalescencia:

pc = 1
N

∫∫
dωdω′ 〈ψ|n3(ω, t)n3(ω′, t+ τ) |ψ〉+ 1

N

∫∫
dωdω′ 〈ψ|n4(ω, t)n4(ω′, t+ τ) |ψ〉 ,

pc = p33 + p44, (4.43)
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de las ecuaciones 4.40, 4.41, 4.42 y 4.43, podemos obtener la relación entre el número de coinci-
dencias medidas (o correlaciones) y el coeficiente de probabilidad para los estados de salida en el
divisor de haz en términos de las frecuencias ωs y ωi. Por ejemplo para un par de fotones detectados
en coincidencia, tal que el fotón detectado en la salida 3 tiene frecuencia ωs y el fotón detectado
en la salida 4 tiene frecuencia ωi tenemos:

〈ψ|n3(ωs, t)n4(ωi, t+ τ) |ψ〉 = N4 |f34(ωs, ωi, T )− f43(ωi, ωs, T ))ei(ωs−ωi)τ)|2, (4.44)

en general para un fotón de frecuencia ω en el detector i y un fotón ω′ en el detector j, tenemos:

〈ψ|ni(ω, t)nj(ω′, t+ τ) |ψ〉 = N4 |fij(ω, ω
′, T )− fji(ω′, ω, T ))ei(ω−ω′)τ)|2, (4.45)

donde i y j son las salidas del divisor de haz y en este caso pueden tomar los valores 3 y 4.

4.7.3. Generalización de la probabilidad de coalescencia y anticoales-
cencia

Siguiendo esta misma lógica y usando la expresión 4.28, para el caso de un divisor de haz de N
puertos como el de la figura 4.16 podemos generalizar las correlaciones temporales que cuantifican
las coincidencias a la salida de dos núcleos i y j en una fibra multinúcleo:

〈ψ|ni(ω, 0)nj(ω′, τ) |ψ〉 = N
N2 |fij(ω, ω

′, T ) + fji(ω′, ω, T )ei(ω−ω′)τ |2, (4.46)

donde i, j = 1...N . También podemos generalizar las probabilidades de coalescencia pc y anticoa-
lescencia pa en términos de las probabilidades pij asociadas a tener coincidencias entre un fotón
que emerge por la salida i y otro que emerge por la salida j del divisor de haz de N puertos:

pc =
N∑
i=1

pii, (4.47)

pa =
N∑
i=1

N∑
j=1

(1− δij)pij, (4.48)

por simplicidad no hemos escrito expĺıcitamente la dependencia funcional de las probabilidades, sin
embargo la probabilidad es una función que depende del retraso temporal de uno de los fotones y
de la temperatura T del cristal que determina el grado de degeneración entre los fotones generados:

p = p(T, τ)

. Con la definición de estas últimas expresiones, se sigue cumpliendo que:

p = pc + pa =
N∑
i=1

N∑
j=1

pij = 1. (4.49)
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Figura 4.16: Diagrama esquemático de un divisor de haz de N puertos, en este tipo de divisor al
acoplar un fotón en una de las entradas, la probabilidad de salir por cualquiera de las salidas es
1/N . En nuestro caso, el divisor de haz de N puertos es una fibra óptica de N núcleos.

4.7.4. Interferencia de dos fotones SPDC para el caso de bombeo mo-
nocromático

En el experimento hemos utilizado un láser de ancho delgado (∆ω ≈ 1Mhz) como campo
de bombeo. Incidimos este haz de bombeo sobre un cristal PPKTP-II, el comportamiento de las
correlaciones espectrales de la función de amplitud conjunta es dominada por el comportamiento
espectral del haz de bombeo. Por lo tanto, la función de amplitud conjunta en el espacio (ωs,ωi)
tendrá una correlación negativa, está representada por una ĺınea antidiagonal definida por ωs+ωi =
ωp. El ancho de esta ĺınea está determinado por el ancho espectral del bombeo (ver 4.10 c), la
correlación introducida por la función de empatamiento de fase es despreciable. Utilizando la
conservación de la enerǵıa, esto nos permite reescribir el estado SPDC como función de una sola
variable, en este caso ωs:

|ψspdc〉 =
∫
dωsf(ωs, ωp − ωs, T ) |ωs〉⊥ |ωp − ωs〉‖ ,

donde ωp es la frecuencia de bombeo monocromático. Con un cambio de variable (suponiendo que
la función f(ωs, ωp − ωs) es simétrica respecto a ωp

2 ) 4 podemos escribir:

|ψspdc〉 =
∫
dΩf(Ω, T )

∣∣∣∣ωp2 + Ω
〉⊥ ∣∣∣∣ωp2 − Ω

〉‖
, (4.50)

donde ωs = ωp
2 + Ω y ωp − ωs = ωp

2 − Ω, en la figura 4.17 se muestran los espectros condicionales
para el caso monocromático. Si igualamos las polarizaciones del fotón señal y acompañante e
introducimos cada uno de estos en las entradas 1 y 2 de un divisor de haz, tenemos:

|ψspdc〉 =
∫
dΩf(Ω, T )

∣∣∣∣ωp2 + Ω
〉

1

∣∣∣∣ωp2 − Ω
〉

2
.

4Para el caso de bombeo monocromático sobre un cristal no lineal usando un láser de ancho espectral delgado,
esta suposición es natural, ya que la función de intensidad conjunta tiene una correlación negativa y en el espacio
(ωs, ωi) está completamente contenida en un espacio geométrico definido por la antidiagonal ωi = ωp − ωs.
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0

1

Figura 4.17: Espectros condicionales para el caso de bombeo monocromático, un espectro es el
reflejo del otro, la simetŕıa es respecto a un eje vertical definido por la mitad de la frecuencia de
bombeo: ωp

2 .

A la salida del divisor el estado es [98]:

|ψbs−out〉 = 1
2

∫
dΩ {f(Ω, T ) + f(−Ω, T )} 1√

2
(|Ω〉3 |−Ω〉3 + |Ω〉4 |−Ω〉4) +

1
2

∫
dΩ i {f(Ω, T )− f(−Ω, T )} 1√

2
(|Ω〉3 |−Ω〉4 − |−Ω〉3 |Ω〉4) ,

(4.51)

donde, por simplicidad, hemos reetiquetado los estados |±Ω〉 =
∣∣∣ωp2 ± Ω

〉
y los sub́ındices 3 y 4

se refieren a las salidas del divisor de haz (ver figura 4.15). Igualmente que en el modelo anterior
vemos que el primer término en la última ecuación corresponde a coalescencia, mientras que el
segundo término corresponde a una anticoalescencia de los fotones generados. De esta forma, las
probabilidades de coalescencia pc y anticoalescencia pa para el caso del bombeo monocromático
son:

pc = 1
4

∫
dΩ|f(Ω, T ) + f(−Ω, T ))|2, (4.52)

pa = 1
4

∫
dΩ|f(Ω, T )− f(−Ω, T ))|2.

Análogamente a la sección anterior, si tomamos en cuenta las fases debido a la longitud de ca-
mino óptico del fotón señal y acompañante, tenemos que las probabilidades de coalescencia y
anticoalescencia son respectivamente:

pc = 1
4

∫
dΩ|f(Ω, T ) + f(−Ω, T ))ei(2Ωτ)|2, (4.53)

pa = 1
4

∫
dΩ|f(Ω, T )− f(−Ω, T )ei(2Ωτ))|2, (4.54)
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es importante mencionar que para este caso el fotón señal tiene una frecuencia asociada ωs = ωp
2 +Ω

y ωi = ωp
2 − Ω Con esta última expresión podemos calcular los interferogramas que esperamos al

realizar una medida de la interferencia HOM. Estas expresiones son sólo un caso particular del
modelo anterior, sin embargo, son útiles para poder realizar la comparación con el experimen-
to. Además simplifican las expresiones para el modelo anterior y son dependientes de una sola
variable Ω.

4.8. Medición del coeficiente de simetŕıa por medio de un
divisor de haz

4.8.1. Coeficiente de simetŕıa
Es muy útil conocer el grado de simetŕıa que tiene un estado cuántico, ya que es una propiedad

que nos da información acerca de su comportamiento estad́ıstico. En particular podemos saber la
simetŕıa de la función de amplitud conjunta escribiéndola como función de un par de funciones
con simetŕıa definida. Para esta sección, sin pérdida de generalidad, ignoraremos la dependencia
expĺıcita del retraso temporal y la temperatura del cristal en la función de amplitud conjunta
f(ωs, ωi). Toda función f(ωs, ωi) puede representarse como:

f(ωs, ωi) = sS(ωs, ωi) + aA(ωs, ωi), (4.55)

donde las funciones

S(ωs, ωi) = ns(f(ωs, ωi) + f t(ωs, ωi)), (4.56)
A(ωs, ωi) = na(f(ωs, ωi)− f t(ωs, ωi)), (4.57)

son funciones simétrica (S(ωs, ωi) = S(ωi, ωs)) y antisimétrica (A(ωs, ωi) = −A(ωi, ωs)) , por
construcción, respectivamente. Donde la función transpuesta f t está definida como: f t(ωs, ωi) =
f(ωi, ωs) [6]. Estas funciones son ortonormales entre śı (〈S,A〉 = 0, 〈S, S〉 = 1, 〈A,A〉 = 1), dados
los coeficientes:

ns = 1/
√

2(1 + 〈f t, f〉), (4.58)

na = 1/
√

2(1− 〈f t, f〉), (4.59)

con 〈f t, f〉 =
∫∫
dωsdωi (f ∗tf). Usando las propiedades de simetŕıa de las funciones podemos escri-

bir:

f(ωs, ωi) = sS(ωs, ωi) + aA(ωs, ωi), (4.60)
f t(ωs, ωi) = sS(ωs, ωi)− aA(ωs, ωi), (4.61)

y por lo tanto, las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia de las expresiones 4.7.2 y 4.38
en términos de las funciones simétrica y antisimétrica son:

pc = 1
4

∫∫
dωsdωi|2sS(ωs, ωi)|2 = |s|2, (4.62)

pa = 1
4

∫∫
dωsdωi|2aA(ωs, ωi)|2 = |a|2,
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donde en estas últimas expresiones se utilizó la ortonormalidad de las funciones S y A. Es decir,
los coeficientes de simetŕıa s y antisimetŕıa a están directamente relacionados con la probabilidad
de coalescencia y anticoalescencia. Esto es una muestra de que un divisor de haz funciona como un
elemento óptico que mide la simetŕıa de un estado SPDC que recibe a la entrada. La probabilidad
de anticoalescencia se puede medir colocando un detector en cada una de las salidas del divisor
de haz y midiendo las coincidencias que hay a la salida de ambos detectores, es decir, el cuadrado
del coeficiente de simetŕıa o probabilidad de anticoalescencia se puede medir con un experimento
HOM.

Por otro lado, también podemos escribir la probabilidad de coalescencia y anticoalescencia en
términos de las constantes de normalización de las funciónes simétrica y antisimétrica ns y na:

pc = 1
4

∫∫
dωsdωi|f(ωs, ωi) + f t(ωs, ωi)|2

= 1
4

∫∫
dωsdωi|

S(ωs, ωi)
ns

|2, (4.63)

pc = 1
4n2

s

,

análogamente:

pa = 1
4n2

a

, (4.64)

como consecuencia tenemos que:

|s|2 = 1 + 〈f(ωs, ωi)t, f(ωs, ωi)〉
2 = 1

4n2
s

,

|a|2 = 1− 〈f(ωs, ωi)t, f(ωs, ωi)〉
2 = 1

4n2
a

. (4.65)

En esta última expresión, observamos que si las funciones f y f t son simétricas en sus variables
espectrales, 〈f t, f〉 = 1, es decir, hay un completo traslape en la función, y f = f t y sus fases
son las mismas, por lo tanto la función f es completamente simétrica en sus variables espectrales
f(ωs, ωi) = S(ωs, ωi) donde el coeficiente |s|2 = 1. Sin embargo, si f y f t se traslapan en sus varia-
bles espectrales y sus fases son una el negativo de la otra se cumple que 〈f, f t〉 = −1 y la función
f es completamente antisimétrica en sus variables espectrales f(ωs, ωi) = A(ωs, ωi) y |a|2 = 1.
Para el caso de fotones completamente indistinguibles, siempre se tendrá un caso completamente
simétrico, ya que la simetŕıa es bosónica. En una pareja de fotones generados por SPDC, una
completa simetŕıa espectral significa que los fotones señal y acompañante, tienen espectros mar-
ginales idénticos, centrados en la misma longitud de onda. Más adelante, en el siguiente caṕıtulo,
mostraremos simulaciones y experimentos donde esto se cumple, en nuestro caso sólo para un haz
de bombeo de ancho espectral delgado.

Otro caso interesante es aquel en el que 〈f, f t〉 = 0, esto sucede cuando los fotones tienen una
alta no degeneración entre śı, es decir, para el caso de parejas de fotones generados por SPDC, esto
sucede cuando sus distribuciones espectrales están muy separadas. Para este caso, el coeficiente
simétrico y el antisimétrico tienen el mismo valor a = s = 1√

2 , y el estado es una mezcla entre
un estado simétrico y antisimétrico, aśı que podriamos decir que no tiene simetŕıa definida. Las
probabilidades de coalescencia y anticoalescencia, son las mismas pc = pa = 1/2.
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4.8.2. Simetŕıa espectro-espacial
Hemos hablado de las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia para el caso en el que el

retraso temporal relativo entre ellos es de τ = 0, en este punto los fotones en el divisor de haz llegan
al mismo tiempo al punto de interferencia, y tendrán interferencia en el caso en el que exista un
traslape entre sus distribuciones espectrales, es decir, cuando 〈f t, f〉 6= 0, para este caso es válida
la expresión 4.65. Sin embargo, si introducimos el retraso temporal τ para el fotón de frecuencia
ωi, la función f cambia f(ωs, ωi) → f(ωs, ωi)eiωiτ y utilizando la definición de probabilidad de
coalescencia y anticoalescencia de las secciones anteriores, y lo que desarrollamos en esta sección,
podemos definir los coeficientes s(τ) y a(τ) teniendo cuidado con el significado de estos coeficientes:

|s(τ)|2 =
1 +

〈
f(ωs, ωi)tei∆ωτ , f(ωs, ωi)

〉
2 = 1

4ns(τ)2 ,

|a(τ)|2 =
1−

〈
f(ωs, ωi)tei∆ωτ , f(ωs, ωi)

〉
2 = 1

4na(τ)2 . (4.66)

donde ∆ω = ωs−ωi. De tal forma que en τ = 0 estos coeficientes coinciden con los coeficientes de
simetŕıa de la ecuación 4.65 y corresponden a los coeficientes de simetŕıa espectral. Al introducir
la variable τ a la coalescencia, lo que estamos considerando, es la posición de un fotón respecto
al otro, es decir, hay una simetŕıa espacial en el instante en el que ambos fotones coinciden en un
mismo punto en el espacio, esta simetŕıa se rompe si ambos tienen una separación temporal entre
śı. Podemos observar algunas propiedades de la simetŕıa espacial analizando la expresión 4.66.
Si suponemos que la función f(ωs, ωi) es totalmente simétrica, existe una simetŕıa espectral y el
valor de

〈
f(ωs, ωi)tei∆ωτ , f(ωs, ωi)

〉
es 1 en τ = 0. Sin embargo, si separamos temporalmente a los

fotones haciendo τ →∞, el valor de
〈
f(ωs, ωi)tei∆ωτ , f(ωs, ωi)

〉
es cero, y se tendrá un estado con

simetŕıa indefinida, ya que ambas probabilidades pc y pa tienen un valor de 1/2.
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4.9. Simulaciones de la evolución e interferencia de parejas
de fotones

Hemos desarrollado un programa en MATLAB5 para resolver las ecuaciones de evolución de uno
y dos fotones en una fibra de dos y tres núcleos. Para el primer caso hemos tratado la evolución para
un sólo fotón monocromático a la entrada de λs = 810 nm, ya que esta frecuencia está relacionada
con los parámetros experimentales determinados por el cristal de PPKTP que utilizaremos en el
laboratorio. Para el caso de dos fotones hemos considerado una distribución espectral, y hemos
hecho el cálculo para cinco distintos estados de entrada generados por una simulación de un
proceso de SPDC tipo II al bombear con un láser de λp = 405 nm un cristal de PPKTP − II
cuya generación es colineal y la polarización entre fotón señal y acompañante es ortogonal, sin
embargo, en la simulación podemos igualar las polarizaciones para considerar la interferencia. Los
estados de entrada utilizados corresponden a cinco distintas temperaturas del cristal y tienen un
diferente grado de degeneración. Inicialmente en los cálculos suponemos que todas las constantes
de acoplamiento de fotones entre pares de núcleos son iguales y tienen un valor de Cij(ω) = k(ω),
esto quiere decir que estamos suponiendo que todos los núcleos son idénticos y que la distancia
es la misma para cualquier par de núcleos. Para el caso de dos fotones consideramos una función
de amplitud conjunta fij(ω, ω′), mientras que para el caso de un fotón consideramos una sola
frecuencia de entrada.

4.9.1. Un sólo fotón en la fibra de dos y tres núcleos
El fotón acoplado a uno de los núcleos presenta tunelamiento cuántico a lo largo de la fibra. En

la figura 4.18 se muestra la evolución de las intensidades a la salida de una fibra de dos (izquierda)
y tres (derecha) núcleos, para un fotón acoplado a un solo núcleo en la entrada. Para el caso de
una fibra de dos núcleos, las longitudes donde existe igual probabilidad de encontrar el fotón a la
salida son aquellas que cumplen con la ecuación kz = acos( 1√

2), es decir, zn = (2n + 1) π4k , donde
k = k(ω) es la constante de acoplamiento y depende de la frecuencia del fotón acoplado. En el
caso de la fibra de tres núcleos, las longitudes de igual probabilidad a la salida cumplen con la
ecuación 3kz = acos(−1

2), es decir, zn = (2
3 + 2n)π3 y z′n = (7

6 + 2n)π3 . En la figura 4.18 estos
puntos están representados en las gráficas por las intersecciones entre las intensidades de dos y
tres núcleos respectivamente. En la longitud más corta z0 donde se tienen intensidades iguales a
la salida se cumple que kz0 = π

4 para el caso de dos núcleos, y kz0 = π
9 para la fibra de tres

núcleos. En la figura 4.19 se muestran esquematicamente los planos de equiprobabilidad para la
fibra de tres núcleos correspondientes a acoplar un fotón en una de las gúıas. Estos planos aparecen
periódicamente después de una longitud zn o z′n.

4.9.2. Evolución de parejas de fotones en la fibra multinúcleo
Aunque en este caṕıtulo sólo mostraremos resultados numéricos, es importante describir cómo

es el montaje experimental que utilizamos como gúıa para nuestra simulación. Éste representa una
propuesta para realizar el experimento. El montaje ya se tiene en el laboratorio, en el siguiente
caṕıtulo se muestran resultados experimentales para el caso de un acoplador de fibra 50/50, es
decir, un sistema de dos gúıas acopladas funcionando como un divisor de haz. Sin embargo, se han

5El núcleo de este programa puede ser descargado en GitHub, [5], dentro de los archivos del código se presentan
comentarios que explican los detalles de su funcionamiento
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Figura 4.18: Evolución de un sólo fotón con longitud de onda de bombeo λp = 810 nm en la fibra de
dos núcleos (izquierda) y la fibra de tres núcleos (derecha), para este último caso las intensidades
a la salida de dos de los núcleos están traslapados, esto se debe a la simetŕıa del sistema. Para
verificarlo visualmente, basta con recordar que la suma del valor de las tres curvas debe ser igual
a la unidad (por conservación de enerǵıa).

Figura 4.19: Representación de los planos de igual intensidad en la fibra de tres núcleos. Los planos
en esta figura se repiten de manera periódica y corresponden a las intersecciones periódicas entre
las tres curvas de intensidad de la figura 4.18 parte derecha. Para el caso de un fotón acoplado a
una de estas gúıas, en estos planos la probabilidad de emerger en cualquiera de las tres gúıas es la
misma. Los planos representan longitudes de equiprobabilidad.

presentado algunas dificultades técnicas en el control del acoplamiento a la fibra de tres núcleos,
por lo que para este último caso sólo existen resultados numéricos.
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4.9.3. Montaje experimental
Como se muestra en la figura 4.20, el montaje consiste en un láser de bombeo con longitud

de onda λp = 405nm, un polarizador que asegura una polarización lineal del bombeo y una placa
de media longitud de onda λ/2 que cambia la polarización a horizontal, condición necesaria para
cumplir con el empatamiento de fases necesario para generar fotones por el proceso SPDC en el
cristal. El haz de bombeo pasa por estos elementos y después es limpiado por un filtro pasabanda
para asegurar que no hay otras componentes espectrales, éste incide sobre un cristal PPKTP-II
que tiene un periodo de 10 µm y una longitud de 10 mm, el cristal descansa sobre un horno que
estabiliza y controla su temperatura. El haz al salir del cristal es completamente absorbido por un
filtro pasa altas, que sólo deja pasar longitudes de onda arriba de 488 nm y un filtro de ancho de
banda de 40 nm centrado en 800 nm. Este sistema de filtros sólo permite el paso de los fotones
generados por el proceso SPDC-II cuya propagación es colineal con el haz del bombeo y cuyas
polarizaciones son ortogonales. Los fotones son separados por medio de un divisor de haz polarizado
(PBS). El fotón señal con polarización vertical es reflejado, mientras que, el fotón acompañante con
polarización horizontal, es transmitido. De esta forma se pueden acoplar de manera independiente
los fotones a dos fibras monomodales y posteriormente, pueden ser acoplados a dos núcleos distintos
de la fibra multinúcleo. Dentro de la fibra, evolucionan e interfieren según las propiedades de la
fibra. A la salida de la fibra multinúcleo se tiene un sistema que permite elegir dos núcleos de
salida para medir las coincidencias por pares de núcleos. Este sistema consiste en un par de fibras
monomodales conectadas cada una a un módulo contador de un sólo fotón que es un fotodiodo
de avalancha (APD). El APD genera una señal que se env́ıa al etiquetador de tiempos ID800, que
al recibir las señales nos permite contar el número de señales coincidentes correspondientes a dos
fotones llegando en coincidencia a ambos detectores. Para medir las correlaciones temporales, es
decir, los interferogramas HOM. Es necesario agregar un retraso temporal, esto se puede lograr
aumentando la longitud de camino óptico de uno de los fotones, por ejemplo el señal, colocando la
fibra que acopla al fotón después del PBS en un motor que permita desplazar la fibra de manera
que aumenta o disminuye la longitud de camino óptico del fotón.

4.9.4. Interferencia HOM en fibras multinúcleo en la longitud de equi-
probabilidad

Hemos realizado simulaciones para generar parejas de fotones SPDC utilizando dos haces de
bombeo diferentes, uno con un ancho de ∆λ ∼ 1 nm y otro con ancho ∆λp ∼ 5 × 10−3 nm, el
haz de bombeo incidiendo sobre un cristal PPKTP-II. Los fotones generados tienen polarizaciones
ortogonales, sin embargo, experimentalmente es posible manipular la polarización y en la siguiente
descripción supondremos que las polarizaciones se han igualado, ya que ésta es una condición de
interferencia. Elegimos dos sistemas diferentes para explorar la interferencia: una fibra óptica de
dos núcleos acoplados de manera evanescente cuya longitud es tal que la salida coincide con el
primer plano de equiprobabilidad, esto lo convierte en un divisor de haz simétrico de dos puertos;
el otro sistema es una fibra de tres núcleos también con longitud de equiprobabilidad, es decir,
un fotón acoplado a un núcleo en la fibra tiene probabilidad de 1

3 de salir por cualquiera de los
núcleos, esto también es un divisor de haz simétrico de tres puertos.

Para generar los estados SPDC iniciales que usamos en la simulación hemos utilizado un bombeo
de λp = 405nm con un ancho de ∆λ = 1.0 nm (∆ωp ∼ 2 THz) (Ver figura 4.21), hemos elegido cinco
temperaturas diferentes para simular cinco estados de entrada generados por la fuente PPKTP-II.
La elección del ancho en el láser de bombeo es el t́ıpico para varios de los láseres de diodo comunes
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Laser

Fibra Multinúcleo

Polarizador (pol. horizontal)

λ/2

Longitud de onda de bombeo=405 nm

PPKTP
sobre 
horno

Filtro pasabanda
417 nm

PBS

ωs

ωi

APD

APD

ID800 Coincidence counter

Filtro pasaaltas
488 nm

Filtro 800,40

f=50 cm

Figura 4.20: Montaje experimental, se generan pares de fotones a partir de un haz de bombeo de 405 nm
sobre un cristal PPKTP-II que está sobre un horno a una temperatura T , los fotones señal y acompañante
generados se acoplan a fibras monomodales después de pasar por un PBS y se acoplan a dos núcleos
distintos en la fibra multinúcleo utilizando un divisor de haz (BS) como se muestra en el esquema, se
colecta la luz a la salida y por cada par de núcleos se detectan coincidencias con dos APD’s de silicio y
un sistema de conteo de coincidencias.
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que tenemos en el laboratorio, las propiedades de cada uno de estos estados están incluidos en
la tabla de la figura 4.21. En esta tabla se incluye la temperatura T del cristal; la longitud de
onda y frecuencia centrales para el fotón señal λs, ωs y el fotón acompañante λi, ωi; las diferencias
entre las longitudes de onda centrales ∆λ = |λs − λi| de ambos fotones; las diferencias entre las
frecuencias centrales de ambos fotones ∆ω = |ωs − ωi|, y la cantidad ∆ω

∆ωs que nos da información
acerca del grado de no degeneración entre el fotón señal y acompañante. Para este caso su valor
está entre 0 y 1.45, es decir los espectros de los fotones están separados entre śı, por casi 1.5
veces el ancho del fotón señal. Hemos calculado la JSI como función de la longitud de onda y la
temperatura f(λs, λi, T ) para cada uno de los estados generados en cada temperatura, y se puede
observar en la figura 4.22 los efectos del cambio de la temperatura en el cristal sobre la JSI. Un
cambio en la temperatura, traslada a la JSI siguiendo una dirección antidiagonal. Esta traslación es
visible, si uno imagina una diagonal invertida en las gráficas de la JSI (o mejora aún, se coloca una
hoja conectando la esquina superior izquierda, con la esquina inferior derecha de la matriz), y se
observa que al incrementar la temperatura sólo hay una traslación hacia longitudes de onda λs más
grandes y longitudes de onda λi más pequeñas, siempre en la dirección antidiagonal cumpliendo
con la conservación de la enerǵıa que en función de la longitud de onda puede escribirse como
1/λp = (1/λs + 1/λi). Aśı mismo, sucede que al disminuir la temperatura del cristal, la JSI se
traslada sobre la dirección contraria en la antidiagonal.

En la figura 4.23 se muestran los espectros marginales o condicionales de cada uno de estos
estados. Es notorio que el espectro del fotón señal (∆λs ∼ 12.5 nm, ∆ωs ∼ 40 THz) y el acom-
pañante son bastante distintos (∆λi ∼ 9nm, ∆ωi ∼ 30 THz). Aunque en el eje vertical se tienen
unidades arbitrarias, ambos espectros tienen las mismas unidades, y por lo tanto, el fotón señal
tiene un espectro que alcanza mayores valores que el espectro condicional del fotón acompañante.
Además, tenemos que el espectro del fotón acompañante es más ancho que el espectro del fotón
señal. A partir de las funciones JSI de la 4.22 es posible inferir esto, ya que, el ángulo que forma
la JSI respecto a la horizontal (se puede volver a usar la hoja a un ángulo de 45◦ para verificarlo)
es mayor a 45◦ y por lo tanto, hay una asimetŕıa entre los espectros condicionales como se ex-
plicó anteriormente al describir la función de amplitud conjunta. Esta diferencia que existe entre
las distribuciones espectrales del fotón señal y acompañante impide que haya un traslape perfecto
entre las funciones espectrales de ambos fotones, no existe una indistinguibilidad y, por lo tanto,
no se podrá lograr una buena interferencia. Los espectros marginales se separan como función de
la temperatura, a partir de la temperatura del estado “degenerado”, donde las comillas se refieren
a que el estado no es verdaderamente degenerado, para cumplir con degeneración ambos espec-
tros condicionales deben ser idénticos. En la figura 4.23 e, se observa que aunque los espectros
están separados entre śı, aún existe una región de traslape que provoca que haya batidos en los
interferogramas HOM.

Interferencia de fotones SPDC en una fibra de dos núcleos con ancho bombeo de 1 nm

Hemos elegido simular la interferencia de los estados de parejas de fotones en una fibra de dos
gúıas acopladas, cortada a la longitud de equiprobabilidad en el primer plano (ver figuras 4.18
y 4.19). Esto debe coincidir con lo que se espera para un cubo divisor de haz simétrico común. En
la figura 4.24 se muestran los interferogramas para los cinco estados generados (ver fig. 4.21) con
el ancho de bombeo de 1 nm. En el diagrama se representan los núcleos a la entrada y a la salida
de la fibra. Un núcleo de color gris, representa un fotón acoplado en dicho núcleo, mientras que un
núcleo de color blanco representa ausencia de fotón, un núcleo cuyo color es negro, representa la
presencia de dos fotones en dicho núcleo. La representación de los núcleos a la entrada y a la salida
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.
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T λs λi ∆λ ∆ω ∆ω
∆ωs

Estado (C) (nm) (nm) (nm) (THz)
a 32.0 810.3 810.3 0 0 0.0
b 35.0 809.5 811.2 1.7 4.8 0.12
c 46.5 807.3 813.5 6.2 17.8 0.44
d 60.0 804.5 816.3 11.8 33.9 0.85
e 80.0 800.3 820.6 20.3 58.3 1.45

Figura 4.21: Arriba: Distribución espectral del láser de bombeo utilizado en la simulación para
generar los cinco estados de entrada.El ancho del láser es de ∆λ = 1 nm. Abajo: Tabla de
parámetros de los cinco estados cuánticos generados por el cristal PPKTP-II usados como estado de
entrada en la fibra multinúcleo. El estado a es el degenerado, mientras que el grado de degeneración,
está determinado por la diferencia entre los centros de la distribución espectral entre el señal y el
acompañante ∆λ = |λs−λi|, también determinado por el ancho en frecuencias ∆ω. La degeneración
está mejor determinada por la cantidad ∆ω

∆ωs , donde ∆ω = |ωs − ωi| y ∆ωs es el ancho de la
distribución espectral del fotón señal.

72
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Figura 4.22: Intensidad espectral conjunta (JSI) de los cinco estados de entrada, correspondientes
a diferentes temperaturas del cristal que tienen diferentes grados de degeneración. Ver tabla 4.21
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Figura 4.23: Espectros condicionales, o marginales correspondientes a la distribución espectral de
los fotones señal y acompañante de los cinco diferentes estados de entrada (Fig. 4.22) utilizados
para hacer la evolución a lo largo de la fibra.
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de la fibra es tal que uno puede imaginar que tiene una fibra y la dobla para identificar los núcleos.
En la representación de la fibra en la figura 4.24, se observa la configuración de entrada en la que
se acopla un fotón al núcleo 1 y otro al núcleo 2. A la salida, los núcleos estarán invertidos (debido
a que este esquema representa una fibra doblada). Sólo tomamos en cuenta la configuración de
dos fotones acoplados a distintas entradas, ya que si acoplamos dos fotones a la misma entrada de
la fibra multinúcleo los fotones no interfieren y se comportan como fotones independientes, hemos
tratado el tema en una sección anterior donde se expone un modelo básico para la interferencia
de fotones. Los interferogramas muestran el valor de la probabilidad pij de encontrar un fotón en
el núcleo i y otro en el núcleo j, dado que se tiene un retraso temporal τ de un fotón respecto al
otro. La probabilidad pij para el caso en el que τ es grande, tal que no hay interferencia, alcanza
el valor de pij = 1/4, que simplemente es la probabilidad esperada para un par de fotones que son
distinguibles entre śı. Para todo τ se cumple que ∑ij pij = 1. Se observa que la máxima visibilidad
alcanzada es de V ∼ 18 % en la temperatura de T = 32 C. Como función de la separación
que hay entre las longitudes de onda centrales de los fotones señal y acompañante, la visibilidad
disminuye y alcanza un mı́nimo de V ∼ 6 % en T = 80 C, esta visibilidad no es deseable para
nuestros experimentos 6, ya que requerimos de una buena visibilidad (mayor a 80 %) para poder
hacer medidas interferométricas. Debido a que estas visibilidades son muy bajas, sólo presentamos
el caso de dos núcleos. A continuación mostraremos lo que sucede con la interferencia utilizando
un láser de bombeo de ancho delgado en una fibra de dos y tres gúıas acopladas.

Interferencia de fotones SPDC en una fibra de dos y tres núcleos con haz de bombeo
de ancho espectral delgado

Hemos simulado la generación de parejas de fotones utilizando un haz de bombeo de ancho
∆λp = 0.005nm (∆ω ∼ 10 GHz), dado que la función JSI es muy delgada, ésta es más dif́ıcil de
visualizar en el espacio (ωs, ωi) o (λs, λi), sin embargo pertenece a un espacio geométrico que forma
una ĺınea diagonal de pendiente negativa (ver figura 4.10 c), en esta figura se observa que el ángulo
de correlación es de 45◦ respecto a la horizontal, y como consecuencia se tienen espectros marginales
del fotón señal y acompañante que son simétricos respecto a una linea vertical centrada en ωp/2.
Igualmente que para el caso anterior, hemos generado cinco estados diferentes que corresponden a
cinco temperaturas y diferentes grados de degeneración, en la figura 4.25 se muestra una tabla con
las propiedades de cada uno de estos estados. La no degeneración de los estados puede cuantificarse
por la cantidad ∆ω

∆ωs , ya que representa la separación entre los espectros condicionales del fotón
señal y acompañante como función de su ancho espectral, en el caso de ancho espectral delgado,
esta cantidad es una buena representación de la no degeneración ya que los espectros del fotón
señal y acompañante son idénticos y tienen un acnho de ∆λs,i ∼ 4nm (∆ωs,i ∼ 10THz), como
se puede ver en sus espectros condicionales que se muestran en la figura 4.26. Dado que ambos
espectros condicionales son idénticos, el traslape en la temperatura de degeneración es perfecto
y se puede lograr una buena interferencia al acoplar estos fotones en una fibra multinúcleo con
longitud de equiprobabilidad.

El ancho de los fotones generados no disminuye considerablemente respecto a los fotones gene-
rados en el caso anterior, a pesar de que el ancho del bombeo disminuyó de manera drástica varios
órdenes de magnitud. Esto significa que para este caso particular el ancho de los fotones generados,
está asociado a la función de empatamiento de fase, es decir, a las propiedades del cristal.

6En el laboratorio realizamos mediciones con un diodo láser OBIS de ancho ∆λp ∼ 1nm y la visibilidad alcanzada
fue de alrededor del 10 % en la temperatura de degeneración, al realizar el análisis espectral notamos que el haz de
bombeo conteńıa otras componentes causantes de esta disminución.

75
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Figura 4.24: Interferogramas HOM par el caso de un bombeo de ∆λ = 1nm. La visibilidad alcanza
un valor muy cercano al 18 % para los estados de la tabla 4.21 en un arreglo de dos gúıas de onda
acopladas con una longitud de equiprobabilidad. Los espectros marginales correspondientes a los
estados utilizados para realizar el experimento HOM se muestran en la figura 4.23.
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u
.a

.

λ(nm)

bombeo

T λs λi ∆λ ∆ω ∆ω
∆ωs

Estado (C) (nm) (nm) (nm) (THz)
a 32.0 810.3 810.3 0 0 0.0
b 35.0 809.5 811.2 1.7 4.8 0.4
c 46.5 807.3 813.5 6.2 17.8 1.6
d 60.0 804.5 816.3 11.8 33.9 3.1
e 80.0 800.3 820.6 20.3 58.3 5.3

Figura 4.25: Arriba: Distribución espectral del láser de bombeo utilizado en la simulación para
generar los cinco estados de entrada.El ancho del láser es de ∆λp = 0.005 nm. Abajo: Tabla
de parámetros de los cinco estados cuánticos generados por el cristal PPKTP-II usados como
estado de entrada en la fibra multinúcleo. El estado a es el degenerado, mientras que el grado de
degeneración, está determinado por la diferencia entre los centros de la distribución espectral entre
el señal y el acompañante ∆λ = |λs − λi|, también determinado por el ancho en frecuencias ∆ω.
La degeneración está mejor determinada por la cantidad ∆ω

∆ωs , donde ∆ω = |ωs − ωi| y ∆ωs es el
ancho de la distribución espectral del fotón señal.
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Figura 4.26: Espectros condicionales, o marginales correspondientes a la distribución espectral de
los fotones señal y acompañante de los cinco diferentes estados de entrada (Fig. 4.22) utilizados
para hacer la evolución a lo largo de la fibra, utilizando un láser de bombeo de ancho espectral
estrecho (∆λp ∼ 0.005nm).
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En la figura 4.27 se muestran los interferogramas correspondientes a acoplar un fotón en el
núcleo 1 y otro fotón en el núcleo 2 de una fibra multinúcleo compuesta por dos gúıas de onda
acopladas y cortadas de tal forma que tienen la longitud en la que se encuentra el primer plano de
equiprobabilidad formando aśı un divisor de haz de dos puertos (ver figuras 4.18 y 4.19). El mayor
valor de visibilidad es de 100 % y se obtiene para el caso degenerado en T = 32C, éste disminuye
como función del cambio en la temperatura. Se observa que a partir de la temperatura 46.5C se tiene
que p12 y p21 rebasan el valor de 1

4 , esto corresponde a un cambio de simetŕıa en el estado cuántico.
La estad́ıstica que se sigue en este caso es una estad́ıstica fermiónica, sin embargo esto se observa
parcialmente en este interferograma, ya que, para que la simetŕıa cambie por completo, se tendŕıa
que tener que la probabilidad de p12 y p21 alcancen un valor de 1

4 . Según Fedrizzi et al [78] este
cambio de simetŕıa es una señal de que existe enredamiento cuántico en frecuencias para el estado de
pares de fotones. Para los estados no degenerados observamos que en los interferogramas aparecen
más oscilaciones en función del aumento de temperatura. Si seguimos aumentando la temperatura,
las oscilaciones se confundirán con las fluctuaciones, estos batidos caracteŕısticos de los estados no
degenerados siguen apareciendo hasta temperaturas arriba de 100 C, se observan debido a que aún
existe un traslape de los espectros condicionales de los fotones señal y acompañanante. Al alejarse
los espectros entre śı, menos traslape habrá entre ellos, hasta que los batimientos se confundan
con las fluctuaciones. Finalmente, en el ĺımite en el que no se traslapan, la probabilidad pij tiende
al valor de 1

4 . La figura 4.27 representa una matriz de interferogramas cuyas entradas p12 y p21
representan la probabilidad de anticoalescencia y la diagonal formada por p11 y p22 representan
la probabilidad de coalescencia. Sólo la probabilidad de anticoalescencia se puede medir en el
laboratorio colocando detectores a la salida de dos núcleos diferentes y midiendo las coincidencias
de fotones en estas salidas, no se puede medir de manera individual p12 o p21, sino la suma de
ambas. Se puede visualmente verificar que pc + pa = p11 + p22 + p12 + p21 = 1 para cada τ . Las
probabilidades de coalescencia son un reflejo especular respecto a la linea horizontal definida por
la probabilidad de cuentas aleatorias en que corresponden a nula interferencia pij = 0.25. En un
experimento al medir p12 + p21 se espera que las cuentas p12(τ >> 0)→ 1

2 .
El caso de los interferogramas en la fibra de tres núcleos es análogo al anterior, también se

eligió una longitud de la fibra en la que las gúıas se encuentran en un plano de equiprobabilidad
(ver figuras 4.18, 4.19 y 4.28) se tomó en cuenta sólo el caso en el que la configuración de entrada
es tal que un fotón se acopla al núcleo 1 de la fibra, y otro al núcleo 2, mientras que el núcleo
3 inicialmente no tiene fotón acoplado (ver configuración de entrada en la figura 4.29), todas las
demas posibilidades para fotones acoplados a núcleos distintos en la configuración de entrada son
equivalentes debido a la simetŕıa del sistema. No se consideró la configuración de entrada en la que
dos fotones son acoplados a un mismo núcleo ya que estos tienen un comportamiento trivial y no
interfieren entre si (esto se mostró en la sección de modelo básico de interferencia de fotones). Se
utilizaron los mismos cinco estados generados por SPDC descritos para el caso anterior. La matriz
de interferogramas que se muestra en la figura 4.29 representa todos los posibles casos de salida de
ambos fotones. La diagonal formada por las probabilidades pii representa estados coalescentes a la
salida, es decir, pc = ∑3

i=1 pii, mientras que los estados que están fuera de la diagonal pij con i 6= j
representan las probabilidades de estados anticoalescentes donde pa + ∑

pij con i 6= j. También
se puede verificar visualmente que pc + pa = 1. Dentro de los estados anticoalescentes existen dos
tipos: el estado en el que los fotones emergen por los mismos núcleos por donde fueron acoplados
inicialmente, i.e. 1 y 2; y el estado en el que un fotón emerge por un núcleo por el que se acopló un
fotón a la entrada y el otro emerge por el núcleo 3, en el que no se acopló nada inicialmente. Estos
dos casos, a la salida tienen el mismo comportamiento, se puede comparar por, ejemplo p12 y p32,
esto se debe a que el sistema es un divisor de haz simétrico, es decir, que las probabilidades de
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Figura 4.27: Interferogramas HOM par el caso de un bombeo de ∆λ = 10−3nm. La visibilidad
alcanza un valor muy cercano al 100 %.HOM para los estados de la tabla 4.25 en un arreglo de
dos gúıas de onda acopladas, con una longitud de equiprobabilidad. Los espectros marginales
correspondientes a los estados utilizados para realizar el experimento HOM se muestran en la
figura 4.26
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Figura 4.28: La fibra de tres núcleos se corta a una longitud tal que la salidas se encuentran en
un plano de equiprobabilidad, a la entrada se acoplan dos fotones en diferente núcleo, sin embargo
existe probabilidad de salir por cualquiera de los tres núcleos.

emerger de un fotón acoplado a un núcleo es la misma en cada uno de los núcleos.
Aunque cualitativamente el comportamiento de los interferogramas es el mismo que para el caso

de dos núcleos, se observa una diferencia importante, que es más visible en τ = 0 y en τ grande. Para
el primer caso, vemos que el mı́nimo valor de la probabilidad para los casos anticoalescentes, no
alcanza el valor de 0, sino que se da en el valor de pii = 0.056, esto implica que la mayor visibilidad
esperada para este sistema es de V ∼ 49 %. Es importante notar que la visibilidad de uno de los
interferogramas pij es la misma que para el caso de pa = pij + pji. Las probabilidades pij para τ
grandes tienden al valor de 0.1111. En el caso experimental, sólo se pueden medir probabilidades
de anticoalescencia por pares de núcleos pija = pij + pji. La disminución en la visibilidad representa
una desventaja respecto al sistema de dos gúıas acopladas en cuanto calidad de interferencia, pero
nos permite tener un sistema con más grados de libertad donde la discretización de la función de
amplitud conjunta es sobre un espacio de mayor dimensión.

4.9.5. Conclusiones del análisis numérico
Hemos analizado los casos de divisores de haz simétricos, de dos y tres puertos, considerando

que son fibras ópticas multinúcleo cortadas a la longitud de equiprobabilidad. Gracias al uso
del láser de ancho delgado, logramos hacer a ambos fotones indistinguibles, esto nos permite
alcanzar una visibilidad del 100 % para el caso de la fibra de dos núcleos, como se puede ver en
el interferograma a la temperatura T = 32C que representa el caso degenerado, dentro de sus
caracteŕısticas importantes, tiene un ancho de ∆τ ∼ 0.2 ps, es decir un ancho en distancia de
∆l = 0.06 mm. Este tipo de interferogramas tienen diversas aplicaciones, ya que se pueden utilizar
para medir tiempos o distancias muy pequeñas. Utilizando el mı́nimo como el indicador de una
medición se pueden lograr mediciones del orden de Femtosegundos. Para el caso de tres gúıas
acopladas las visibilidades de los interferogramas disminuyen, teniendo un valor del 49 % para el
caso degenerado en T = 32C, sin embargo el comportamiento cualitativo es el mismo. Con estos
cálculos, demostramos los alcances y las posibilidades de nuestro programa, al final de esta tesis
se incluye además un pequeño apartado en el que se habla sobre la evolución de los estados como
función de la longitud de la fibra. Tener un control sobre la interferencia de los fotones en el
laboratorio, como lo mostramos de manera numérica, representa una herramienta muy útil para
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Figura 4.29: Interferogramas HOM par el caso de un bombeo de ∆λ = 10−3nm. En una fibra de
3 gúıas de onda acopladas y cuya longitud es la de equiprobabilidad. Se observa que la visibilidad
de los interferogramas para el caso degenerado alcanzan el valor de 49 %.
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realizar diversos experimentos asociados a mediciones de tiempos o distancias de manera precisa.

Comportamiento de la JSI

A lo largo de este caṕıtulo exploramos el comportamiento de las correlaciones contenidas en
la JSI como función de los parámetros de nuestro sistema, bien vale la pena realizar una pequeña
lista. Recordemos que la función JSI se puede ver como un producto entre la función asociada al
haz de bombeo α y la función de empatamiento de fase Φ:

f(ωs, ωi, T ) = α(ωs, ωi, ω0
p)Φ(L,∆k, ωs, ωi) (4.67)

Ancho de bombeo. Si el ancho espectral ∆ωp del haz de bombeo es muy pequeño, entonces
el comportamiento de las correlaciones en la función JSI es dominado por la función de
bombeo. Si el ancho de bombeo es grande, la función de empatamiento de fase es la que
determina el comportamiento de las correlaciones. Esto se observa como un cambio en el
grado de inclinación de la JSI respecto a la horizontal.

Temperatura del cristal. Al variar la temperatura del cristal, podemos generar un des-
plazamiento de la JSI sobre una ĺınea antidiagonal en el espacio (ωs, ωi).

Longitud del cristal. La longitud del cristal provoca un cambio en el ancho diagonal de la
JSI.

Frecuencia central del haz de bombeo. Al cambiar la frecuencia central del haz de
bombeo podemos lograr un desplazamiento de la JSI en la dirección diagonal.

Perspectivas

Dentro de los posibles caminos a seguir para una mayor exploración del sistema, podŕıamos
tener otras longitudes distintas a la longitud de equiprobabilidad para romper las simetŕıas, donde
este rompimiento de simetŕıa se puede ver reflejado en las matrices de interferogramas7. Aśı mismo
existen aplicaciones que pueden ser explotadas con este fenómeno. En el caṕıtulo siguiente mos-
tramos experimentalmente que con una fuente PPKTP-II y un láser de ancho delgado de 405 nm
y ∆ωp ∼ 1MHz, se puede lograr tener una visibilidad arriba del 95 % para una pareja de fotones
interfiriendo en un acoplador de fibra 50/50, este divisor de haz funciona como un medidor de la
simetŕıa del estado cuántico generado por SPDC. Pero ésta no es la única aplicación que hemos
explorado. En el último caṕıtulo hablaremos de una aplicación en imagenoloǵıa que consiste en
la técnica de tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica y que se vale de este tipo de interferencias
para mejorar la resolución en comparación con el caso clásico.

7Al final de esta tesis, se incluye un apéndice en el que se muestran algunos casos para la evolución de parejas
de fotones en una fibra de dos núcleos, con y sin interferencia.
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Caṕıtulo 5

HOM en un acoplador 50/50

En este caṕıtulo mostramos la realización de un experimento de interferencia de parejas de
fotones dentro de un par de fibras acopladas. Utilizando un láser de bombeo de ancho espectral
estrecho (∆ω ∼ 1MHz), hemos generado parejas de fotones por medio de un proceso SPDC-II
en un cristal de PPKTP-II, realizamos la interferencia entre parejas de fotones en un experimento
HOM para una serie de temperaturas y obtuvimos las mediciones experimentales correspondientes
al cálculo numérico del caṕıtulo anterior para el caso de un acoplador de fibra 50/50. El valor de la
visibilidad alcanzado es de V = 95.6 %, Además, presentamos un método para medir el coeficiente
de simetŕıa para un estado cuántico generado por medio de conversión paramétrica descendente
espontánea.

5.0.6. Interferencia de parejas de fotones
A continuación mostramos el cálculo de la probabilidad de coalescencia y anticoalescencia para

un par de fotones generados via SPDC-II. Dado que utilizamos un láser de ancho espectral ∆ω ∼
1MHz como campo de bombeo, el comportamiento de las correlaciones espectrales de la función de
amplitud conjunta, es dominada por el comportamiento espectral de éste, por lo tanto la función
de amplitud conjunta tendrá una correlación negativa y el espacio geométrico que define en el
espacio ωs, ωi, es una ĺınea antidiagonal definida por ωs + ωi = ωp donde el ancho de la ĺınea
está determinado por el ancho espectral del bombeo, la correlación introducida por la función de
empatamiento de fase es despreciable. Esto nos permite reescribir el estado SPDC como función
de una sola variable, como se describió en el caṕıtulo anterior en la ecuación 4.50:

|ψspdc〉 =
∫
dΩf(Ω, T )

∣∣∣∣ωp2 + Ω
〉⊥ ∣∣∣∣ωp2 − Ω

〉‖
,

si igualamos las polarizaciones del foton señal y acompañante e introducimos cada uno de estos en
las entradas 1 y 2 de un divisor de haz, tenemos:

|ψspdc〉 =
∫
dΩf(Ω, T )

∣∣∣∣ωp2 + Ω
〉

1

∣∣∣∣ωp2 − Ω
〉

2
.

Las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia para un experimento de interferencia HOM,
en el que hay un retraso temporal τ entre los fotones son:

pc = 1
4

∫
dΩ|f(Ω, T ) + f(−Ω, T ))ei(2Ωτ)|2, (5.1)

pa = 1
4

∫
dΩ|f(Ω, T )− f(−Ω, T )ei(2Ωτ))|2. (5.2)
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Con esta última expresión podemos calcular los interferogramas que esperamos al realizar una
medida de la interferencia HOM.

Coeficientes de simetŕıa

Utilizando las ecuaciones 4.59,4.61 y 4.63 del caṕıtulo anterior, podemos escribir las probabi-
lidades de coalescencia y anticoalescencia en términos de los coeficientes de simetŕıa asociados a
las funciones simétrica y antisimétrica en las que se puede descomponer la función de amplitud
conjunta, y por lo tanto, las probabilidades de coalescencia y anticoalescencia de la expresión 4.54
en términos de las funciones simétrica y antisimétrica son:

pc = 1
4

∫∫
dωsdωi|2sS(ωs, ωi)|2 = |s|2, (5.3)

pa = 1
4

∫∫
dωsdωi|2aA(ωs, ωi)|2 = |a|2.

Es decir, los coeficientes de simetŕıa s y antisimetŕıa a están directamente relacionados con
la probabilidad de coalescencia y anticoalescencia. Esto es una muestra de que un divisor de haz
funciona como un elemento óptico que mide la simetŕıa de un estado SPDC que recibe a la entrada.
La probabilidad de anticoalescencia se puede medir colocando un detector en cada una de las salidas
del divisor de haz y midiendo las coincidencias que hay a la salida de ambos detectores, es decir,
el cuadrado del coeficiente de simetŕıa o probabilidad de anticoalescencia se puede medir con un
experimento HOM.

5.1. Montaje experimental

5.1.1. HOM de parejas de fotones en un acoplador de fibra 50/50
En la figura 5.1 mostramos un esquema del montaje experimental realizado en el laboratorio.

Como haz de bombeo, usamos un láser de ancho de banda delgado, es un láser de cavidad de Littrow
de la marca MOGLABS cuyo ancho espectral es de ∆ω ∼ 1Mhz según reporta el fabricante 1. El
haz es limpiado por un filtro de interferencia que permite pasar longitudes de onda alrededor
de 405 nm y bloquea otras longitudes de onda lejanas, evitando otros modos diferentes al modo
fundamental del láser. Con una placa retardadora giramos la polarización del haz para obtener
polarización horizontal, que es la necesaria para generar parejas de fotones por el proceso SPDC-II
en nuestro cristal. Con una lente plano convexa de longitud focal de 12.5 cm, el haz gaussiano es
enfocado en una región tal que el cinturón del haz coincida con la región donde se coloca el cristal.
La longitud focal de la lente fue elegida de tal forma que el cinturón del haz tenga una longitud
similar a la longitud del cristal. El cristal es de KTP 2 no lineal, periódicamente polarizado con
periodo de 10µm, es un cristal tipo II, y de generación colineal, por lo tanto genera parejas de
fotones con polarizaciones ortogonales que se propagan de manera colineal al haz de bombeo. El
cristal descansa sobre un horno COVESION con el que podemos aumentar la temperatura por
arriba de la temperatura ambiente hasta 200C, el controlador de temperatura nos permite tener
una estabilidad de 0.01C. A la salida del cristal se tiene un sistema de filtros(SF), un filtro pasabajas
que bloquea el haz de bombeo, y un filtro pasabandas transmite todas las longitudes de onda que

1en el laboratorio no contamos con un sistema que nos permita medir este ancho espectral tan delgado
2Potasio Titanil Fosfato (KTiOPO4)
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se encuentran alrededor de su longitud de onda central de 810 nm y absorbe las que están a 10
nm o más de separación de la longitud de onda central. Después de estos filtros, los fotones señal
y acompañante son colimados por una lente planoconvexa (f2) de longitud focal de 3 cm y son
separados por un divisor de haz polarizado. Los fotones señal y acompañante son acoplados a fibras
monomodales por medio de lentes asféricas (LA1 y LA2) de 8 mm de longitud focal. Estas fibras
son las entradas de un acoplador 50/50 que funciona como un divisor de haz de fibra (BS) donde
los fotones interfieren. Una de las lentes acopladoras esféricas descansa sobre un motor PI que
permite controlar la longitud de camino óptico de uno de los fotones con una precisión máxima
de 0.02um y en un rango de hasta 20cm. Cada una de las fibras de entrada está instalada en
un controlador manual de polarización (CP1 y CP2) que permite igualar las polarizaciones entre
ambos fotones, para cumplir una de las condiciones de la interferencia. La salida es colectada por
dos fibras monomodales que se acoplan a dos detectores de silicio de un sólo fotón (APD1, APD2),
los detectores son fotodiodos de avalancha que generan un pulso TTL de 10 ns cuando un fotón
llega a la superficie de silicio. Los pulsos generados por los dos APD’s son recibidos por dos canales
respectivamente en el etiquetador de tiempos digital (&) ID800 de la empresa iDQuantique que
convierte el risetime de cada pulso en una señal digital. De esta manera, el mismo etiquetador de
tiempos nos proporciona el conteo de coincidencias entre dos señales digitales provenientes de dos
canales distintos, en el etiquetador de tiempos se fija una ventana de coincidencias que en nuestro
caso fue de 7 ns, la resolución máxima es de 162 ps.

5.1.2. Medición de espectros marginales con el uso de una cámara
intensificada

Las mediciones de espectros marginales se han realizado con una cámara iStar, ésta es una
cámara intensificada ICCD. La cámara intensificada tiene 1024× 1024 pixeles, cada uno funciona
como detector de un sólo fotón. Para medir coincidencias entre los fotones a la salida del acoplador,
obteniendo la distribución espectral de uno de ellos montamos el experimento de la figura 5.2.
Básicamente se tiene el mismo montaje de la sección anterior, sólo cambian los elementos que hay
a la salida del acoplador 50/50. En una de las fibras de salida del acoplador, se conecta una fibra
monomodal de 50 metros (FO) cuya salida se introduce en un monocromador Shamrock 500-i. El
monocromador por medio de una rejilla de difracción, separa las componentes espectrales de la
luz y éstas son detectadas a la salida por los pixeles de la camara iStar, el patrón de difracción
abarca toda la superficie del conjunto de pixeles de la cámara, existe una relación entre la posición
horizontal y la longitud de onda de la luz que es difractada, por lo tanto en el sistema de pixeles de
la cámara para una posición horizontal existen 1024 pixeles en la posición vertical que recogen la
misma información, de esta manera se integra sobre la posición vertical y se obtiene información de
la distribución espectral como función de la longitud de onda. La otra fibra de salida del acoplador
50/50 es acoplada directamente a un detector de silicio (APD2) cuya señal de salida es conectada
por medio de un cable coaxial a la cámara iStar. Con esta señal la cámara es disparada y activa
su detección durante un lapso de tiempo ∆τdeteccion. La señal del APD2 viajando hacia la cámara,
y el funcionamiento de la activación de la cámara tienen un tiempo de respuesta que es necesario
compensar con un delay óptico, en este caso, la fibra óptica de 50 m y el camino óptico recorrido
dentro del monocromador proporcionan esta compensación. De esta manera podemos medir un
espectro en coincidencias, o espectro marginal.
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Figura 5.1: Montaje experimental utilizado para realizar interferencia HOM. El haz láser utilizado en
este experimento es un láser de ancho delgado centrado en 405 nm con un ancho espectral de alrededor de
∼ ∆ω 1 Mhz. Se muestra una gráfica correspondiente a una medición obtenida para un caso degenerado
en el que la temperatura es de 32.2C, los pasos del motor son de 20 µm y se tiene un barrido total de
1.4mm.
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Figura 5.2: Montaje experimental utilizado para medir espectros marginales. Se muestra una gráfica de
los datos obtenidos por la cámara intensificada (iStar) para un caso degenerado particular correspondiente
a 40C de temperatura del cristal.
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Simulación Numérica Medición Experimental
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Figura 5.3: Interferencia HOM para diferentes temperaturas del cristal PPKTP-II, izquierda, cálcu-
lo numérico, derecha, mediciones experimentales.EL montaje utilizado para obtener estas medicio-
nes se puede consultar en la figura 5.1

5.2. Resultados
Hemos realizado tres tipos de mediciones para diferentes temperaturas usando los montajes

anteriormente descritos:

Medición de interferogramas Hong-Ou-Mandel.

Medición de espectros marginales, con el fotón señal y acompañante a la entrada del acoplador
con polarizaciones ortogonales.

Medición de espectros marginales con interferencia, donde el fotón señal y acompañante a la
entrada del acoplador tienen la misma polarización.

5.2.1. Medición de interferogramas Hong-Ou-Mandel
Con el montaje de la figura 5.1 hemos realizado mediciones para 44 temperaturas diferentes

del cristal desde la temperatura de 20.70 C hasta 42.70 C en incrementos de ∆T = 0.5 C. El
paso del motor que cambia la longitud de camino óptico del fotón transmitido por el PBS es de
20µm. En la figura 5.3 mostramos el cálculo numérico (izquierda) y las mediciones (derecha) de
todos los interferogramas integrados en un mapa a colores. En ambos casos se normalizó de tal
forma que para el caso en que la diferencia de camino óptico δl es grande, en el interferograma
del caso degenerado, las cuentas en coincidencia tienen un valor de 0.5, esto puede pensarse como
la probabilidad de coalescencia de la ecuación 4.54. En la figura 5.3 se observa que alrededor de
la temperatura de 30.7 C se tiene una muy buena interferencia destructiva. Después de explorar
con más detalle alrededor de esta temperatura, encontramos que en 30.9 C la interferencia HOM
alcanza su mayor interferencia destructiva. Una cantidad que nos permite cuantificar la calidad de
la interferencia es la visibilidad, que está definida como:

V = 1− Cmin
Cmax

(5.4)

donde Cmin y Cmax son el número de cuentas mı́nimas y máximas en coincidencia medidas en
el interferograma. La máxima visiblidad que podŕıamos alcanzar es 1.0, aśı que reportamos la
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Figura 5.4: Interferencia HOM para el caso degenerado, visibilidad de 95.6 %

visibilidad como un porcentaje. Para el caso degenerado de máxima visibilidad Cmin = C∆l=0
y Cmax = C∆l→∞, es decir, el mı́nimo de coincidencias se encuentra cuando las longitudes de
camino óptico de ambos fotones son iguales que es el punto en el que hay una mayor interferencia
destructiva, mientras que el máximo corresponde a una diferencia de longitud de camino óptico muy
grande, de tal forma que los fotones no interfieren. En nuestro caso particular, encontramos una
visibilidad máxima de 95.6 % en la temperatura de 30.9 C ( ver figura 5.4) para este interferograma
el ancho en la altura media (FWHM) es de τ = 2 ps, y equivale a un ancho de ∆l = 0.6 mm, es
justamente lo que obtuvimos en nuestra simulación.

Anteriormente hemos hablado sólo del caso numérico para el cálculo de las probabilidades
coalescentes y anticoalescentes, sin embargo, en la referencia [78] han derivado una expresión
anaĺıtica, válida para el caso del espectro de ancho delgado:

pa(τ) = 1
2

(
1− ∧

(
τζ

2

))
(5.5)

donde ∧(x) = 1− |x| para |x| < 1 y ∧(x) = 0 para todos los demás x, ζ = 2∆ω
π

, con ∆ω el ancho
espectral del fotón. Los valores de ∆ω = 1.8 THz, ∆λ = 0.47nm fueron obtenidos por el ajuste al
interferograma, usando la expresión 5.5.

5.2.2. Medición de espectros condicionales
Los espectros condicionales nos proporcionan información acerca del estado generado por el

cristal PPKTP-II con el proceso SPDC. Para poder tener una información completa de este es-
tado, es necesario conocer la función de amplitud conjunta JSA f(ωs, ωi, T ), sin embargo, seŕıa
necesario tener un monocromador con un detector de silicio para cada salida del acoplador 50/50,
no obstante, discrimar fotones por longitud de onda con el monocromador es un proceso que dis-
minuye la eficiencia de las cuentas simples de manera considerable en cada una de las salidas,
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Simulación Numérica Medición Experimental

Figura 5.5: Espectro marginal de los fotones señal y acompañante obtenidos a la salida del divisor de
haz. Las polarizaciones de los fotones señal y acompañante son ortogonales, por lo tanto no interfieren
entre śı. Izquierda, cálculo numérico. Derecha, mediciones experimentales. El montaje que se utilizó para
estas mediciones se puede consular en la figura 5.2

y al utilizar dos monocromadores esta eficiencia disminuye aún más. Es por eso que en nuestro
caso usamos un sólo monocromador, y utilizando el acoplador 50/50 con los fotones señal y acom-
pañante en polarizaciones ortogonales, éstos no interfieren. Esto nos permite medir los espectros
condicionales del fotón señal y acompañante al mismo tiempo en un sólo experimento. Recorde-
mos que los espectros condicionales, son una proyección de la función de amplitud conjunta JSA,
f(λs(ωs), λi(ωi), T ), sobre el eje λs o el eje λi respectivamente. Con el montaje de la figura 5.2
realizamos las mediciones de los espectros condicionales del fotón señal y el acompañante en un
sólo experimento para cada temperatura, la resolución del monocromador está determinado por
la rejilla de difracción del monocromador y es de ∼ 0.05 nm, la cámara registra 1024 longitudes
de onda, donde cada pixel corresponde a una resolución de 0.016 nm, por lo tanto 3 pixeles en la
cámara corresponden a una misma longitud de onda. Hemos repetido el experimento para varias
temperaturas, desde T = 22.5 C hasta T = 59.5 C, en incrementos de ∆T = 0.5 C. De esta
manera obtenemos los espectros que nos permiten observar como función de la temperatura la
distribución espectral del fotón señal y acompañante. A la izquierda de la figura 5.5 se muestra el
cálculo numérico de los espectros condicionales esperados. A la derecha, tenemos las mediciones
de los espectros condicionales. Se observa que concuerdan con el calculo numérico. Alrededor de
la temperatura de T = 30.9 C hay un cruce que corresponde al estado degenerado. Esta medición
caracteriza nuestra fuente de parejas de fotones como función de la temperatura y nos permite
sintonizar las longitudes de onda de los fotones señal y acompañante.

5.2.3. Medición de espectros condicionales con interferencia
Hemos realizado mediciones de los espectros condicionales del fotón señal y acompañante al

interferir en el acoplador 50/50. El montaje experimental es el mismo que el utilizado para la me-
dición de espectros condicionales sin interferir, la diferencia es que con los controladores manuales
de polarización de cada brazo aseguramos que la polarización sea la misma para el fotón reflejado
(acompañante) y el fotón transmitido(señal) por el PBS (ver figura 5.2, el proceso de igualar po-
larizaciones se logra repitiendo mediciones de interferogramas HOM en la temperatura de estado
degenerado (30.9 C) y cambiando la configuración de los controladores de polarización en cada
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Simulación Numérica Medición Experimental

Figura 5.6: Espectro marginal de los fotones señal y acompañante obtenidos a la salida del divisor de
haz. Las polarizaciones de ambos fotones son iguales y la longitud de camino óptico es la misma para
ambos. Izquierda, cálculo numérico. Derecha, mediciones experimentales. El montaje para obtener estas
mediciones se puede consultar en la figura 5.2.

repetición hasta maximizar la visibilidad. Hemos medido los espectros, en la posición del motor en
la que se alcanza la máxima interferencia, es decir, donde la diferencia de camino óptico entre el
fotón señal y acompañante es ∆l = 0. En la figura 5.6 vemos los resultados numéricos (izquierda)
y las correspondientes mediciones (derecha) de los espectros condicionales con interferencia. En el
cálculo numérico se pueden ver claramente 6 lóbulos para el fotón acompañante y 6 lóbulos para el
fotón señal, estos corresponden a 6 temperaturas en donde se encuentra un máximo en las cuentas
en coincidencia. Estas temperaturas son 21.5 C, 25.0 C, 29.0 C, 33.0 C, 37.0 C y 40.5 C. En con-
secuencia, entre dos máximos hay una región de mı́nimos locales en las cuentas en coincidencia,
esto corresponde a cambios parciales de simetŕıa en el estado cuántico SPDC generado a la salida
del cristal debido a cambios en su temperatura. Estas regiones de mı́nimas coincidencias que son
muy claras en el cálculo numérico, no son tan claras en la medición experimental.

Para el caso del estado degenerado correspondiente a la temperatura de 30.9 C, se observa
que hay una región donde es evidente que existe una interferencia destructiva ya que no hay
coincidencias. Esto sucede también para temperaturas que están entre 30.0 C y 32.0 C. Este
resultado muestra que el estado degenerado corresponde a 809.5 nm, en la temperatura de 30.9 C.

Medición del coeficiente de simetŕıa

Como lo muestra la ecuación 4.63, podemos obtener la probabilidad de coalescencia y anticoa-
lescencia de nuestro estado, y esto corresponde a obtener una medida de la simetŕıa del estado.
Para obtener el coeficiente de simetŕıa de las mediciones que se han mostrado sólo resta integrar
los espectros condicionales interferidos, es decir, sumar las cuentas en todas las longitudes de onda
para cada temperatura y normalizar. El resultado de esta medición se muestra en la gráfica inferior
de la figura 5.7 sin normalizar, pero comparado con el coeficiente de simetŕıa calculado numéri-
camente, esto como función de la temperatura. Se observa una muy buena concordancia entre la
simulación y el experimento. En la gráfica superior de la figura 5.7 se muestran los coeficientes
de coalescencia y anticoalescencia, o coeficientes de simetŕıa y antisimetŕıa del estado. Con esta
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medición se demuestra que el acoplador 50/50 puede ser utilizado como un medidor de simetŕıa
de estados cuánticos.

5.3. Conclusiones
Utilizando un laser de bombeo de ancho espectral delgado (∆ω ∼ 1MHz), cuya longitud de

onda está centrada en λp ∼ 404.75 nm, hemos construido una fuente de parejas de fotones SPDC-II
con un cristal no lineal PPKTP de periodo de 10 µm y cuyos fotones generados se propagan de
manera colineal y con polarizaciones ortogonales. Hemos caracterizado la distribución espectral
de los fotones señal y acompañante de esta fuente como función de la temperatura del cristal.
Encontramos que a la temperatura de 30.9C, tenemos un estado degenerado donde los fotones son
indistinguibles espectralmente.

Realizamos interferencias HOM en cada temperatura, demostrando que los fotones interfieren
aún sin ser degenerados. En la temperatura de degeneración logramos obtener una visibilidad
máxima de 95.6 % logrando estados indistinguibles de los fotones en polarización, longitud de onda
y espacio. Mostramos también que la interferencia HOM funciona como un medidor de simetŕıa
para estados cuántico.

Todos nuestros resultados concuerdan con los cálculos numéricos realizados con el método
explicado en el caṕıtulo anterior. El control que hemos logrado con esta fuente nos permite realizar
un sinnúmero de aplicaciones en el laboratorio. Aunque hemos medido los espectros condicionales
del estado generado por esta fuente, no medimos la intensidad espectral conjunta (JSI) que incluye
las correlaciones entre los fotones señal y acompañante, ya que, no es posible con nuestro montaje.
Esta función de intensidad nos da una información más completa acerca del estado cuántico y nos
permite inferir caracteŕısticas que se reflejan en los interferogramas HOM.

En el siguiente caṕıtulo daremos un breve resumen acerca del experimento que estamos desarro-
llando actualmente. Éste consiste en el mejoramiento de una técnica conocida como tomograf́ıa de
coherencia óptica cuántica (QOCT por sus siglas en inglés) y es una aplicación de la interferencia
HOM para mapear superficies semi-transparentes que incluyen superficies de tejidos orgánicos. El
montaje de este experimento incluye un láser de bombeo que puede ser utilizado en modo cont́ınuo
o modo pulsado. En este experimento realizamos mediciones de la JSI y explicamos su relación
con la interferencia HOM.
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Figura 5.7: Coeficientes de simetŕıa (arriba) calculados y (abajo) comparación entre coeficiente de coales-
cencia medido y calculado.
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Caṕıtulo 6

Efectos de interferencia en la tomograf́ıa
de coherencia óptica cuántica usando
parejas de fotones manipulados
espectralmente

6.1. Tomograf́ıa de coeherencia óptica
La tomograf́ıa de coherencia óptica es una técnica no invasiva que permite la adquisición de

imágenes tridimensionales de objetos semitransparentes o muestras biológicas. Se vale de la luz
de baja coherencia o pulsos ultracortos para medir el tiempo de vuelo de la luz reflejada desde la
estructura interna de la muestra. T́ıpicamente por medio de un interferómetro de Michelson, la
información es reconstruida a partir de la interferencia entre las reflexiones de la muestra colocada
en uno de los brazos y un haz de referencia proveniente del otro brazo del interferómetro. La
resolución axial está determinada por la coherencia de la luz de prueba. Para imágenes de alta
resolución se requiere usar fuentes de luz con un tiempo de coherencia corto (longitud de coherencia
grande). La tomograf́ıa de coherencia óptica, OCT por sus siglas en inglés fue introducida en 1991
por Fujimoto [99] y ha tenido aplicaciones importantes en oftalmoloǵıa [100]. En la figura 6.1 se
muestra un interferograma obtenido por esta técnica.

Figura 6.1: Interferograma OCT.
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CAPÍTULO 6. EFECTOS DE INTERFERENCIA EN LA TOMOGRAFÍA DE COHERENCIA
ÓPTICA CUÁNTICA USANDO PAREJAS DE FOTONES MANIPULADOS ESPECTRALMENTE

6.2. Tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica

En los caṕıtulos anteriores ya hemos descrito la interferencia HOM, que es la interferencia
entre los fotones generados por un proceso SPDC en un cristal no lineal. Este interferograma se
caracteriza por un dip centrado en una diferencia cero entre longitudes de camino óptico de ambos
fotones, el ancho del interferograma determina el ancho temporal del paquete de ondas del bifotón.
En comparación con el paquete de ondas de un sólo fotón, el bifotón presenta un ancho más angosto
en un orden de 1/2. Abouraddy et al. [101] introdujeron la idea de utilizar interferencia HOM para
hacer una versión cuántica del OCT, tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica, conocida como
QOCT por sus siglas en inglés. Experimentalmente se mostró que se tienen ventajas respecto a su
análogo clásico ya que hay una mejora en la resolución y hay una cancelación de la dispersión de
la luz [102]. En el QOCT, su utiliza un interferómetro HOM modificado. Se coloca una muestra
reflectiva en uno de los brazos del interferómetro, mientras que el brazo de referencia permanece
igual. El espejo en el brazo de referencia es trasladado por un motor, y el interferograma de
coincidencias se mide como función de la diferencia de longitud de camino óptico. El inteferograma
muestra la interferencia de cuarto orden para pares de fotones y presenta un dip HOM para cada
reflexión interna dentro de la muestra.

Anteriormente, ya se ha realizado una implementación del QOCT que incluye pruebas en
muestras biológicas (el tejido de piel de una cebolla) (Nasr et al. [7]). La muestra fue recubierta
con nanopart́ıculas de oro para aumentar su reflectancia y reducir los tiempos de adquisición.
Se realizó una reconstrucción de una imagen tridimensional recolectando la información de varios
interferogramas. Las caracteŕısticas particulares que presentan los interferogramas HOM utilizados
para QOCT dependen de las propiedades de correlación contenidas en el espectro conjunto de las
parejas de fotones. Anteriormente se ha aplicado la técnica de QOCT usando fotones enredados
en frecuencia, éstos tienen una estricta anticorrelación en frecuencia que proviene del uso de un
bombeo continuo en el proceso SPDC. Se sabe que las caracteŕısticas del dip de HOM como
son su ancho y su visibilidad, están definidas parcialmente por el espectro del bombeo [103]. Sin
embargo, aún no se ha reportado un análisis completo de QOCT como función de la forma del
espectro conjunto. Nuestro objetivo principal es analizar los efectos de interferencia que aparecen
en un interferograma QOCT para diferentes tipos de correlaciones espectrales que existen entre
los fotones señal y acompañante [104, 105].

En este trabajo desarrollamos un montaje automatizado para realizar QOCT usando un aco-
plador de fibra. Todo el experimento está montado en fibra óptica salvo por la interacción de uno
de los fotones con la muestra y el retraso temporal necesario para el interferómetro. Podemos
manipular la forma de las correlaciones espectrales, controlando el ancho espectral del bombeo.
Podemos cerciorarnos de la forma de las correlaciones espectrales en las parejas de fotones SPDC,
midiendo la intensidad espectral conjunta usando un interferómetro de fibra [106]. Desarrollamos
un estudio experimental y teórico sobre cómo el espectro conjunto determina el interferograma
HOM utilizado para QOCT. Encontramos las condiciones bajo las cuales los efectos de correlacio-
nes cruzadas provenientes de cada par de capas de la fibra, obtenidas en QOCT al usar fotones
enredados, pueden ser eliminadas. Además demostramos una técnica complementaria utilizada pa-
ra medir el espesor y el ı́ndice de refracción para una muestra de dos capas. Los pares de fotones
utilizados en nuestros experimentos están centrados en 1550 nm y corresponden a la banda de
telecomunicaciones.
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6.3. Teoŕıa

6.3.1. QOCT con fotones correlacionados en frecuencia.
En la figura 6.2 se muestra un esquema del montaje para realizar QOCT con un interferómetro

HOM usando el proceso SPDC tipo I. Se incide un láser de bombeo (Pump) de frecuencia ωp
sobre un cristal no lineal χ(2) y se generan dos fotones, señal s y acompañantei. El fotón señal
de frecuencia ωs se refleja en la muestra S e interfiere con el fotón acompañante con frecuencia
ωi en el divisor de haz BS. Los fotones que inciden por diferentes entradas, tienen una diferencia
de camino óptico ∆L generado con el desplazamiento del espejo M, que corresponde a un retraso
temporal τ (∆L = cτ). Dos detectores de silicio (D1 y D2), junto con la electrónica, realizan el
conteo de coincidencias en las salidas del divisor de haz como función de ∆L o τ . Tenemos como
resultado un interferograma QOCT representado por la función C(∆L) o C(τ). En la figura 6.2 se
muestra un interferograma t́ıpico para una muestra de dos capas. En éste se observan los dos dips
correspondientes a interferencia HOM del fotón acompañante, con el fotón reflejado por la primera
y segunda capa de la muestra. También se observa una estructura central que puede ser un dip
o un pico según ciertas caracteŕısticas que se discutirán más adelante. Esta estructura proviene
de la interferencia entre las reflexiones de las capas de la muestra. El interferograma QOCT de la

Diferencia de camino óptico � L 

C
(�

 L
)

Interferograma HOM

Figura 6.2: (Izquierda)Esquema del montaje para realizar QOCT por medio del cuál obtenemos
el interferograma C(∆L). (Derecha) Interferograma QOCT para una muestra de dos capas. La
separación de los dips es proporcional al grosor de la muestra. El pico central se debe a la correlación
cruzada entre las reflexiones de cada capa de la muestra.

figura 6.2 se puede explicar por medio de un modelo simple para la fuente SPDC y la muestra.
Si suponemos que el bombeo es monocromático y de frecuencia ωp, la fuente de fotones puede ser
descrita por el estado enredado en frecuencias [101]:

|ψ〉 =
∫

dΩf(Ω) |ω0 + Ω〉 |ω0 − Ω〉 , (6.1)

donde f(Ω) es la amplitud espectral conjuta de los pares de fotones y Ω es la desviación respecto
a la frecuencia central ω0, y ω0 = ωp/2. Los fotones señal y acompañante presentan una estricta
anticorrelación en frecuencia, es decir, ωs + ωi = ωp (donde ωs,i = ω0 ±Ω). La muestra está carac-
terizada por la función H(ω) a la que llamaremos función de reflectividad de la muestra, SRF por
sus siglas en inglés. Como función del coeficiente de reflexión r(z, ω) de una capa, la profundidad
de penetración en la muestra z y φ(z, ω), la fase acumulada por los fotones reflejados por la capa,
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se expresa como:
H(ω) =

∫
dz r(z, ω) exp(iφ(z, ω)), (6.2)

6.3.2. QOCT con pares de fotones manipulados espectralmente
En el caso en el que el bombeo no es monocromático, el estado de dos fotones se expresa como:

|ψ〉 = |0〉1 |0〉2 + η
∫

dω1

∫
dω2f(ω1, ω2) |ω1〉 |ω2〉 , (6.3)

donde f(ω1, ω2) es la amplitud espectral conjuta y |η|2 es proporcional a la tasa de generación de
parejas de fotones. Recordemos que la intensidad espectral conjunta(|f(ω1, ω2)|2) o JSI, por sus
siglas en inglés, se interpreta como la probabilidad de detectar un fotón señal con frecuencia ω1 y
un fotón acompañante con frecuencia ω2.

El interferograma de coincidencias se obtiene a partir de la expresión (Detalles de la obtención
de esta expresión en el apéndice):

C(τ) = 1
4

∫ ∫
dω1dω2

∣∣∣f(ω2, ω1)H(ω1)ei(ω2−ω1)τ − f(ω1, ω2)H(ω2)
∣∣∣2 . (6.4)

La función de reflexión de la muestra H(ω) caracteriza la estructura interna de la muestra y se
obtiene a partir de la suma de las contribuciones de todas las capas de la muestra:

H(ω) =
N−1∑
j=0

rje
iωTj , (6.5)

donde N es el número de capas 1. Tj es el tiempo de viaje de ida y vuelta desde la superficie de la
muestra hacia la jésima capa y rj es su reflectividad.

Al expander la ecuación(6.4), se encuentra que C(τ) tiene la forma general

C(τ) = A+B −G(τ)−G∗(τ), (6.6)

donde

A = 1
4

∫
dω1

∫
dω2|f(ω2, ω1)H(ω1)|2, B = 1

4

∫
dω1

∫
dω2|f(ω1, ω2)H(ω2)|2, (6.7)

son términos de auto interferencia, independeientes de τ , y

G(τ) = 1
4

∫
dω1

∫
dω2f(ω2, ω1)f ∗(ω1, ω2)H(ω1)H∗(ω2)ei(ω2−ω1)τ , (6.8)

es el termino de interferencia cruzada que contiene la información relacionada con la estructura
interna de la muestra. Es conveniente trabajar con la amplitud conjunta temporal f̃(t1, t2) para
entender las propiedades de la función G(τ). La función de amplitud conjunta temporal está rela-
cionada con la función de amplitud conjunta f(ω1, ω2) a partir de la transformada de Fourier:

f(ω1, ω2) =
∫

dt1
∫

dt2f̃(t1, t2)eiω1t1eiω2t2 . (6.9)

1Una capa está definida como la interfase entre dos ı́ndices de refracción.
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Usando las ecuaciones 6.9 en 6.8 y substituyendo la versión discretizada de H(ω), se encuentra
que:

G(τ) = 1
4

N−1∑
j=0

N−1∑
l=0

rjr
∗
l

∫ ∫
dt1dt2f̃(t2, t1)f̃ ∗(t1 − τ + Tj, t2 + τ − Tl). (6.10)

Si consideramos una función de amplitud conjunta de la forma:

f(ω1, ω2) = 2√
πΩaΩd

exp
[
−
(
ω1 − ω2

Ωa

)2
]

exp
[
−
(
ω1 + ω2 − 2ω0

Ωd

)2]
. (6.11)

En la figura 6.3(a) se tiene una representación esquemática de la intensidad espectral conjunta
obtenida a partir del modelo simplificado. Es un producto de dos gaussianas con diferente ancho
a la altura 1/e en las direcciones diagonal y antidiagonal caracterizadas por los parámetros Ωd y
Ωa, respectivamente en el espacio ω1, ω2. Esto resulta en una elipse con ejes paralelos a la dirección
diagonal y antidiagonal. El factor de normalización 2/

√
ΩaΩdπ es tal que

∫ ∫
|f(ω1, ω2)|2dω1dω2 =

1. El espectro conjunto está centrado en (ω1, ω2) = (ω0, ω0), donde ω0 = ωp0/2, y ωp0 es la frecuencia
central de bombeo.

La amplitud conjunta temporal correspondiente es:

f̃(t1, t2) = 2
√
πτaτd

exp [iω0(t1 + t2)] exp
[
−
(
t1 − t2
τa

)2]
exp

[
−
(
t1 + t2
τd

)2]
, (6.12)

y está caracterizada por los anchos completos a la altura 1/e en la dirección diagonal y antidia-
gonal v́ıa los parámetros τd y τa, respectivamente. Estas variables son conocidas como tiempos de
enredamiento diagonal y antidiagonal y en términos de los anchos espectrales Ωd y Ωa se escriben
como:

τa = 4
Ωa

, τd = 4
Ωd

. (6.13)

Estos dos parámetros temporales, definen juntos las propiedades de enredamiento en tiempo-
frecuencia de nuestra fuente. La intensidad temporal conjunta que corresponde a la amplitud
espectral conjunta de la figura 6.3(a) se muestra en la figura 6.3(b). Se puede observar la relación
de Fourier inversa que existe entre los anchos diagonal/antidiagonal en el dominio espectral y
temporal.

ω1

ω2 ω0

ω0

Ωa t1

t2 0

0

(a) (b)

Ωd

τd

τa

Figura 6.3: (a) Representación de la intensidad espectral conjunta |f(ω1, ω2)|2 de la ecua-
ción 6.11.(b) Representación cualitativa de la función temporal conjunta |f̃(t1, t2)|2 de la ecua-
ción 6.12.
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Si consideramos una muestra de dos capas, tendremos una función de reflexión de la muestra
de la forma:

H(ω) = r0e
iωT0 + r1e

iωT1 . (6.14)
Usando las ecuaciones (6.7) y (6.10) junto con las ecuaciones (6.11) y (6.12), encontramos que:

C(τ)
A+B

= 1− V0 exp
[
−2

(
τ

τa

)2
]
− Vmid exp

−2
(
τ − T/2

τa

)2
− V1 exp

[
−2

(
τ − T
τa

)2]
, (6.15)

donde T = T1 − T0 es la propagación entre las dos capas y,

V0 = R0

2(A+B) , V1 = R1

2(A+B) , Vmid =
√
R0R1

A+B
exp[−1

2

(
T

τd

)2
] cos(ω0T ), (6.16)

donde,

A+B = 1
2(R0 +R1) +

√
R0R1 exp

[
−
(
T

τa

)2]
exp

[
−
(
T

τd

)2]
cos(ω0T ) ≈ 1

2(R0 +R1), (6.17)

en términos de las reflectividades de la primera y segunda interfases R0 = |r0|2 y R1 = |r1|2. El
segundo término en la ecuación (6.17) puede ser despreciado ya sea si T > τa o T > τd.

La ecuación (6.15) muestra tres elementos: dos dips separados por un tiempo T = 2nL/c
(donde L es el espesor de la muestra y n su ı́ndice de refracción), con amplitudes V0 y V1, junto
con una estructura intermedia localizada en τ = T/2, es decir, justo en la mitad entre los dos
dips, con amplitud Vmid. Observamos que cada uno de los dos dips esta directamente relacionado
con cada una de las interfases en la muestra, mientras que la estructura intermedia está asociada
con las dos interfases. A partir de la expresión para Vmid en la ecuación (6.16), podemos ver que
esta estructura puede ser un dip o un pico, esto depende del signo del término cos(ω0T ), donde la
amplitud está determinada por varios parámetros de la fuente y de la muestra.

6.3.3. Sobre los tiempos de enredamiento
Los tiempos de enredamiento son determinados por las caracteŕısticas de nuestro sistema ex-

perimental. El valor de τd está determinado principalmente por las propiedades temporales del
haz de bombeo. Por ejemplo, si se tiene un bombeo de onda continua (cuasimonocromático), el
ancho de la diagonal espectral Ωd será muy pequeño, casi despreciable y τd → ∞: para este caso
τd � T . Por otro lado, si se tiene un bombeo pulsado de pulsos ultracortos, por ejemplo, con un
tren de pulsos del orden de femtosegundos y suponiendo que el ancho espectral de la diagonal
está limitado por la amplitud del bombeo espectral y no por la función de empatamiento de fase,
podemos expresar τd en términos de la duración del pulso τp como τd =

√
2τp. Para L = 1 mm

and τp = 100 fs, tenemos que τd/T ≈ 0.014. Aśı que mientras que τd � T para el caso de onda
cont́ınua, se tiene el caso inverso τd � T para el caso de bombeo con pulsos ultracortos.

El ancho espectral antidiagonal Ωa está determinado tanto por las propiedades del cristal
representadas en la función de empatamiento de fase como por las propiedades del bombeo del
cristal y la presencia de un filtro pasabandas puede determinar directamente el valor de Ωa. En
nuestro experimento, el ancho espectral antidiagonal está determinado por un filtro pasabandas
de 1550± 7nm a través del cuál los pares de fotones son transmitidos.

De la ecuación (6.15), observamos que en una medida experimental del interferograma QOCT,
podemos medir directamente τa midiendo el ancho del dip de HOM. Es importante notar que
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Tabla 6.1: Tiempos de enredamiento
JSI medida QOCT medido Filtro

Láser de bombeo τa(ps) τd(ps) τa(ps) τd(ps) τa(ps)
CW 0.154 - 0.169 − 0.105

PW (ps) 0.151 0.301 0.191 −
PW (fs) 0.124 0.215 0.200 −

para obtener información sifnificativa de la muestra, es necesario que la separación entre dips que
corresponde al parámetro T debe ser considerablemente más grande que τa. En el caso en que
T ≤ τa, los dos dips no podrán ser resueltos y habrá un traslape que no nos permitirá obtener
información de la muestra.

En la tabla 6.1 mostramos para los tres diferentes tipos de bombeo (bombeo de onda cont́ınua
CW, bombeo pulsado con pulsos de duración de picosegundos con τp = 10 ps PW (ps) y a bombeo
pulsado con pulsos de duración de femtosegundos con τp = 100 fs PW (fs)) los valores resultantes
de τd y τa, que corresponden a las fuentes usadas en las mediciones experimentales descritas más
adelante.

Con los valores de τa en la tabla de la figura 6.1 se puede verificar que exp[−
(
T
τa

)2
] es un número

pequeño, aśı que el término que depende del coseno en la ecuación (6.17) puede ser despreciado,
dando como resultado A+B = (R0 +R1)/2. Esto nos lleva a tener las siguientes expresiones para
las amplitudes de dos dips:

V0 = R0

R0 +R1
, V1 = R1

R0 +R1
. (6.18)

La amplitud para la estructura intermedia depende del cociente T/τd. Para el caso mono-
cromáticos τd →∞, tenemos:

Vmid = 2
√
R0R1

R0 +R1
cos(ω0T ), (6.19)

mientras que para el caso de pulsos ultracortos, para el que T � τd, obtenemos que Vmid = 0. El
criterio para suprimir la estructura intermedia puede ser expresada como un umbral para el ancho
espectral diagonal, en términos del ancho de la muestra L:

Ωd &
2c
nL

. (6.20)

Aśı, mientras se permite que Ωd incremente desde un valor de 0, por ejemplo remplazando un
bombeo de onda continua con un láser pulsado, la visibilidad de la estructura intermedia decrece
gradualmente hasta que es completamente suprimida.

Para el caso de reflectividades iguales (R0 = R1), con un bombeo de onda continua se obtiene
V0 = V1 = 1/2 y Vmid = cos(ω0T ). La visibilidad máxima en el caso de QOCT de dos capas con
reflectividades iguales se reduce a 0.5 en comparación con la visibilidad de 1 que se tienen en
un interferómetro HOM estándar. La estructura intermedia puede tener un pico o un dip según
el término cos(ω0T ). Para una muestra fija de ancho T somos capaces de controlar la amplitud
y la propiedad de pico o dip de la estructura intermedia, controlando la frecuencia de bombeo
ωp0 = 2ω0.
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6.4. Montaje experimental
Hemos realizado un experimento con tres configuraciones distintas para el campo de bombeo.

En las tres configuraciones, longitud de onda central es de 775nm. Se cuenta con dos láseres de
Titanio Zafiro en modo pulsado con una cavidad en Femtosegundos y otra en picosegundos (Mira),
respectivamente. En la tercerca configuración se tiene el láser TiZa (Mira) en modo continuo.

Figura 6.4: Montaje experimental.Parte 1: TC: controlador de temperatura, L: lente plano convexa,
G: portaobjetos de vidrio, FPD: fotodiodo rápido, PPLN: cristal no lineal de niobato de Litio, SF:
Conjunto de filtros (pasaaltas y pasabandas). Parte 2: MPC: Controlador manual de polarización,
PMC: Circulador óptico que mantiene polarización, FC: fibra compensadora, S: muestra, RM:
espejo de referencia, BS: divisor de haz. Parte 3: TDC: etiquetador de tiempos, APD: fotodiodos
de avalancha.

Usamos un cristal PPLN de 10mm de espesor, con un periodo de polarización de 19.1µm,
operado a una temperatura de 90◦C. Con esta temperatura, nuestra fuente SPDC produce parejas
de fotones, degeneradas en frecuencia y centrados en una longitud de onda de 1550 nm. Las parejas
de fotones se propagan de manera no colineal formando un cono cuyo ángulo es de ±1.5◦ respecto a
la dirección de propagación del bombeo. Acoplamos cada uno de los fotones de la pareja en una fibra
monomodal después de ser transmitidos a través de un filtro pasabandas centrado en 1550nm cuyo
ancho completo a la altura 1/e es de 7nm. Antes de interferir en un divisor de haz de fibra 50/50,
cada fotón es manipulado de manera distinta. El fotón señal es acoplado es acoplado a uno de los
puertos de un circulador de fibra, al salir del circulador por el segundo puerto, pasa a través de una
lente colimadora e incide en la muestra. Si el fotón señal es reflejado por la muestra, éste regresa al
mismo segundo puerto del circulador y emerge finalmente a través del tercer puerto. El fotón señal
emerge de la fibra monomodal al espacio libre y vuelve a ser acoplado en otra fibra monomodal por
medio de una lente planoconvexa que descansa sobre una montura cuya traslación es controlada
por un motor de pasos de alta precisión. De esta manera podemos introducir un retraso temporal
arbitrario τ entre los fotones antes de interferir en el divisor de haz. Después de interferir en el
divisor de haz, los dos fotones que emergen del divisor, son dirigidos por fibras multimodales hacia
dos fotodiodos de avalancha de InGaAs acoplados a fibra y funcionando en modo free running. Se
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han utilizado controladores manuales de polarización en fibra en ambos brazos, para asegurarse
que la polarización de ambos fotones es idéntica. Las cuentas en coincidencia son obtenidas con
un etiquetador de tiempos (TDC) como función del tiempo de retardo τ .

6.4.1. Detalles del experimento
El experimento se compone de tes partes: el sistema de bombeo y la fuente de fotones, el

interferómetro HOM y el sistema de detección, a continuación describimos con más detalle cada
una de estas partes

Sistema de bombeo. Usamos dos fuentes diferentes de bombeo, nuestra primera fuente es una
cavidad láser de Titanio-Zafiro (construida en el laboratorio) que produce pulsos de femtosegundos
con una tasa de repetición de 90 Mhz con una potencia promedio de 400 mW. La longitud de onda
central del pulso se sintoniza usando una rendija colocada después de un prisma compensador de
dispersión. De esta forma alcanzamos un rango de sintońıa entre 750 nm y 800 nm, con anchos de
banda entre 10 nm y 20 nm, aproximadamente. El cinturon del haz tiene un radio de 415 µm en la
amplitud e−1. Para nuestras mediciones, usamos una longitud de onda central de 775 nm con ∼ 11
nm de ancho de banda y atenuamos la potencia del haz hasta 10 mW usando filtros de densidad
neutra.

La segunda fuente de bombeo es un láser pulsado en picosegundos, el modelo Mira 800, de la
marca Coherent que puede ser operado en modo continuo (CW) (∆λ ≈ 0.15nm) o pulsado (PW)
(∆λ ≈ 0.3nm). En ambos casos se centró la frecuencia en 775 nm.

Fuente de fotones [mostrada en la figura 6.4 (parte 1)]. Usamos un cristal nolineal
periódicamente polarizado de Niobato de Litio (PPLN) dopado con Magnesio (MgO) cuyas di-
mensiones son 0.5× 10× 10 mm (altura, ancho, largo). La periodicidad de polarización del cristal
es de 19.1µm. El cristal puede generar parejas de fotones por el proceso SPDC tipo 0 (eee, ooo),
es decir, el fotón de bombeo y los fotones generados tienen la misma polarización. Podemos sinto-
nizar la condición de empatamiento de fases del cristal controlando su temperatura. El horno que
controla la temperatura del cristal PPLN tiene un rango de 20C a 200C con una estabilidad de
±0.01C. Esto nos permite generar fotones entre 1520 nm y 1620 nm. Producimos pares de fotones
degenerados en 1550 nm usando un periodo de polarización de 19.1 µm a la temperatura de 90C.
Para alcanzar una alta tasa de generación de pares de fotones, hemos enfocado el láser de bombeo
en el cristal usando una lente plano convexa con cubierta antirreflejante (L) y de longitud focal 15
mm. El cinturón del haz enfocado es de 46 µm con un rango de Rayleigh de 11.2mm. Los fotones
generados se emiten formando un cono con un medio ángulo de 1.2◦. Usamos dos filtros (SF), que
consisten en un filtro pasa altas con una longitud de onda de corte de 980nm para eliminar el
bombeo después del cristal y un filtro pasabandas de 1550nm con un ancho de 7nm para asegurar
la calidad espectral de los fotones generados.

Sistema de detección [mostrado en la figura 6.4 (parte 3)]. Usamos un diodo láser en
1550 nm para alinear las lentes para acoplar las parejas de fotones en fibras del tipo PANDA que
mantienen polarización y son monomodales. Colocamos las lentes en la posición ortogonal a la
propagación del cono de emisión de fotones. La distancia del cristal fue optimizada de acuerdo a
la teoŕıa de Vicent et al. [105]. Usamos lentes asféricas de longitud focal de 15 mm, montadas en
una montura de traslación de tres ejes con resolución micrométrica. Las fibras monomodales son
conectadas a fotodetectores fotodiodos de Avalancha de InGaAs(id230 de la marca idquantique).
Estos detectores operan en modo free runing a una temperatura de −90 C, y permiten controlar el
tiempo muerto en las detecciones y la eficiencia cuántica. Usamos un tiempo muerto de 10µm para
las mediciones y una eficiencia cuántica de 15 %. Las cuentas oscuras son del orden de docenas de
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cuentas por segundo mientras que las señales en los experimentos son al menos de miles de cuentas
por segundo.

Interferómetro Hong-Ou-Mandel [se muestra en la figura 6.4 (parte 2)].
Después de acoplar los fotones a las fibras, cada uno de ellas pasa por un control manual de

polarización (MPC1). El fotón de prueba par pasa por un circulador que mantiene polarización
(PMC) que env́ıa el fotón hacia la muestra (S) y dirige el fotón reflejado hacia una de las entradas
de un acoplador de fibra 50/50 (BS). Todas las fibras mantienen polarización. El fotón de referencia
viaja por una fibra compensadora (FC) que empata con la longitud de fibra del circulador, después
es enviado a espacio libre donde se genera un retraso temporal que consiste en dos monturas
de acoplamiento. La distancia que hay entre estas monturas es controlada por un motor lineal
de traslación automatizado (HOM stage) que nos permite controlar el retraso temporal τ . La
fibra, se conecta a otro controlador manual de polarización (MPC2) para asegurar la condición de
interferencia, empatando la polarización entre el fotón de prueba y el de referencia antes de entrar al
acoplador de fibra (BS). Las salidas del acoplador son enviadas a los detectores de fibra acoplada
(APD1 y APD2), los cuáles son conectados a los canales 1 y 2 de un etiquetador de tiempos
(TDC id800) que nos permite medir las coincidencias con una precisión de 162ps. Para realizar
la alineación inicial, comenzamos midiendo un dip HOM usando un espejo (RM) sin muestra (S).
De esta manera nos aseguramos que ambos brazos del interferómetro tienen la misma longitud de
camino óptico. La posición del dip HOM es nuestra referencia para poder comenzar el escaneo de
una muestra.

6.4.2. Control y caracterización de la intensidad espectral conjunta
En nuestro experimento, hemos controlado el espectro conjunto, por medio del control del ancho

espectral del campo de bombeo, con las tres distintas configuraciones antes mencionadas, junto
con la transmisión de las parejas de fotones a través de un filtro pasabandas. Para caracterizar
el espectro conjunto, hemos construido un espectrómetro. En este dispositivo aprovechamos la
dispersión de la velocidad de grupo en una fibra larga, de tal forma que cada componente espectral
es retrasada por un tiempo que depende de la frecuencia; haciendo una calibración, el tiempo
de arribo a los detectores puede ser convertido a un espectro medible. En este espectrómetro,
transmitimos cada fotón a lo largo de una fibra SMF28 de 5 km de longitud antes de ser detectada
por los APD’s de InGaAs. Para el caso de bombeo pulsado, una parte del tren de pulsos del láser
es reflejado y detectado con un fotodiodo rápido. Se obtienen etiquetas de tiempo t1 y t2 de los dos
detectores y se restan a la etiqueta de tiempo proveniente del fotodiodo rápido t0. De acuerdo con
una calibración, convertimos la información de tiempos de llegada (t1− t0 y t2− t0), a frecuencias
para cada uno de los dos fotones. Los histogramas en dos dimensiones correspondientes a los
tiempos de llegada de ambos fotones, pueden ser convertidos a intensidades espectrales conjuntas
(JSI’s). Para el caso de onda continua (CW), no existe un tiempo de referencia y la diferencia
de tiempos t1 − t2 puede ser convertida mediante calibración a diferencias de frecuencias Ω (ver
ecuación 6.3.1) o a un espectro marginal. En nuestro caso, el histograma de una dimensión de
diferencia de tiempo de llegada se convirtió en una JSI unidimensional.

6.4.3. Mediciones de QOCT
Hemos preparado un estado de dos fotones en tres diferentes configuraciones, éstas corresponden

a tres diferentes tipos de haces de bombeo sobre nuestro cristal: i) bombeo continuo, ii)bombeo
pulsado en el régimen de picosegundos y iii) bombeo pulsado en el régimen de femtosegundos. En
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la columna izquierda de la figura 6.6 mostramos la intensidad espectral conjunta (JSI) para los
tres casos. Para el caso de la JSI en modo continuo, se tiene una JSI unidimensional, y se muestra
aqúı en un formato bidimensional para poder compararla con los otros dos casos, esta función
tiene como dominio una antidiagonal en el espacio ωs, ωi. El ancho de los pixeles en la dirección
diagonal no tiene ningún significado f́ısico. En las tres mediciones, las parejas de fotones fueron
transmitidas a través de un filtro pasabandas centrado en 1550nm con un ancho de 7 nm colocado
a la salida del cristal no lineal.

Las correlaciones espectrales que se observan pueden ser claramente controladas por el ancho
de banda del bombeo. En el caso de bombeo continuo nuestra fuente tiene una anticorrelación
espectral muy marcada, a diferencia de los otros dos casos. En la figura 4.10 se muestran los tres
espectros del bombeo continuo, láser pulsado en picosegundos y láser pulsado en femtosegundos.

Utilizamos un portaobjetos de microscopio con un grosor de 1 mm cuya reflectancia en cada
interfaz es de alrededor del 4 %. Registramos un interferograma mientras adquirimos las coinci-
dencias entre los fotones señal y acompañante como función del retraso temporal generado en
espacio libre. Los pasos en el motor para realizar el escaneo de coincidencias fue es de 2.5µm con
tiempos de adquisición de 240 s. Los interferogramas experimentales de QOCT para esta muestra
se muestran en la segunda columna de la figura 6.6 para las tres diferentes configuraciones. Se
muestran para cada configuración, mediciones experimentales (puntos rojos), aśı como dos curvas
teóricas: el interferograma obtenido a partir del modelo Gaussiano ecuaciones( (6.11)-(6.12)) (linea
discontinua azul), y el interferograma obtenido de la integración numérica de las ecuaciones(6.7)
y (6.8) con el modelo completo[105], es decir, sin aproximaciones en la fuente (ĺınea sólida negra).

De acuerdo con la teoŕıa, el inteferograma de coincidencias para el espectro conjunto obtenido
para el bombeo de onda continua (ver figura 6.6)(a), presenta una estructura intermedia que puede
ser un dip o un pico con una amplitud proporcional a cos(ω0T ) (ver ecuación (6.19)). Para este
caso particular, la estructura intermedia es un dip que tiene una visibilidad más grande que la de
los otros dos dips asociados a la interferencia de los fotones reflejados en cada una de las dos capas.
Es notorio que la estructura de la capa intermedia que aparecerá para cada par de capas, puede
ser una limitación para un sistema multi-capas, por ejemplo. Es necesario conocer, en este tipo
de interferogramas, qué propiedades corresponden a información de las capas y qué caracteŕısticas
provienen de correlaciones cruzadas entre capas. Para poder obtener información de las capas
es deseable suprimir las estructuras intermedias en el interferograma, para poder utilizar esta
información en muestras más realistas como muestras biológicas. Hemos mostrado que, aumentando
el ancho de banda del bombeo genera una reducción de estas estructuras y para un bombeo con
un ancho de banda suficientemente grande se puede lograr una substracción de esta estructura
intermedia.

La figura 6.6(b) muestra el interferograma QOCT obtenido para parejas de fotones parcialmente
anticorrelacionadas, es decir, con un bombeo pulsado en el régimen de picosegundos. Finalmente
la figura 6.6(c) muestra el interferograma QOCT obtenido para parejas de fotones en el régimen de
femtosegundos. Estos resultados muestran que la estructura intermedia es reducida en amplitud
para el caso de bombeo pulsado en picosegundos y desaparece completamente para el caso de
bombeo pulsado en el régimen de femtosegundos, tal y como lo predice la teoŕıa. La separación
entre los dos dips HOM en las tres configuraciones es la misma, y el ancho de los dips HOM es
también el mismo en los tres casos, esto depende del tiempo de enredamiento en la antidiagonal
τa que en nuestro caso particular está determinado por el ancho espectral del filtro pasabandas
utilizado. La separación entre dips corresponde al valor de 2nL ≈ 3mm (dond el factor de 2 proviene
del doble paso del fotón de prueba), con n = 1.51 el ı́ndice de refracción en 1550nm and L ≈ 1mm.
Nótese que la visibilidad del dip se acerca al valor ideal de 0.5 para el caso de onda continua y el
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caso pulsado en picosegundos, mientras que es más pequeña para el caso pulsado en régimen de
femtosegundos; esto se debe a que nuestro láser de Titanio:Zafiro, pulsado en femtosegundos tiene
mayores inestabilidades.

6.4.4. Nota sobre las mediciones de la JSI en el espectrómetro de fibra
Para medir la JSI registramos tres tiempos: el tiempo registrado por el etiquetador de tiempos

correspondiente a la señal del diodo rápido después de pasar por el prescaler t0, el tiempo t1
correspondiente a la señal del APD1 al detectar un fotón (señal), el tiempo t2 correspondiente a
la señal del APD2 al detectar un fotón (acompañante). Al elegir t0 como tiempo de referencia,
tenemos que ts = t1 − t0 y ti = t2 − t0 son los tiempos que tardan el fotón señal y acompañante
en recorrer las fibras de 5km. Cada medición de tiempos tiene un jitter debido a la electrónica del
prescaler, el fotodiodo rápido y los detectores (APD1 y APD2). Si indicamos con un supeŕındice j
el tiempo del jitter, tenemos que ts = t1 − (t0 + tj0), ti = t2 − (t0 + tj0). Donde en estas últimas dos
expresiones despreciamos el jitter de los tiempos t1 y t2 que corresponden a los jitters de los APD,
cuyo valor medido es de tj1 = 71ps tj2 = 72ps. Estos valores son despreciables si comparamos con
el jitter tj0 = 275ns que corresponde a al jitter del fotodiodo rápido y el prescaler. Sin embargo,
debido a que estamos midiendo coincidencias, el jitter sólo afectará en las mediciones de JSI, en la
dirección diagonal que corresponde a la suma de los tiempos ts + ti = t1 + t2− 2(t0 + tj0), mientras
que en la dirección antidiagonal ts − ti = t1 − t2 desaparece el término asociado al jitter. Es por
eso que no es posible tener la resolución en la dirección diagonal en la JSI como se muestra en la
figura 6.6.

6.4.5. Sobre el comportamiento de la estructura intermedia
Para demostrar el efecto del término cuya amplitud depende del cos(ω0T ) que corresponde a

la estructura intermedia y puede pasar de un dip a un pico, hemos realizado un experimento que
consiste en la medición de interferogramas QOCT para el caso de onda continua como función de
la frecuencia del haz de bombeo. En la figura 6.7 se muestra el resultado de la medición de tres
de estos interferogramas para tres frecuencias espećıficas, elegidas para mostrar el cambio en la
estructura intermedia.

Podemos apreciar con más detalle el efecto en la figura 6.8, ésta muestra la amplitud de la
estructura intermedia como función de la frecuencia de bombeo obtenida experimentalmente en un
rango tal que se puede observar un periodo de oscilación. También se muestra una curva sinusoidal
ajustada a los datos exoerimentales. El valor de T obtenido de este ajuste es de alrededor de 10ps y
corresponde muy bien al valor esperado 2nL mencionado anteriormente y que define la separación
entre los dos dips.

Finalmente, hemos implementado un método adicional para medir el grosor de una muestra de
dos capas. Este método fue utilizado para corroborar nuestras anteriores mediciones mostradas en
la figura 6.6. Utilizando el mismo montaje experimental para obtener un interferograma QOCT,
primero medimos un dip HOM reemplazando la muestra con un espejo. Después introducimos
la muestra manteniendo el espejo en su posición, de tal manera que el haz de prueba se retrasa
debido a la presencia de la muestra, pero sigue reflejándose en el espejo, obtenemos también un
dip HOM pero recorrido. El desplazamiento es igual al camino óptico agregado por la muestra que
es igual a 2nL. Al medir el desplazamiento del dip HOM con y sin muestra, se puede determinar
el grosor de la muestra conociendo su ı́ndice de refracción. La figura 6.9 muestra los resultados
para la muestra, usada en las anteriores mediciones. La separación entre dips es de alrededor de
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Figura 6.5: Espectros medidos con un monocromador, correspondientes al láser de bombeo de onda
continua (∆λ(1/e) ∼ 0.12nm), pulsado en régimen de picosegundos (∆λ(1/e) ∼ 0.3nm) y pulsado en
régimen de femtosegundos (∆λ(1/e) ∼ 10.86nm)respectivamente.
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Figura 6.6: Mediciones QOCT para una muestra de dos capas para diferentes configuraciones de
la JSI. (a) Caso de onda continua con ancho de banda pequeño. (b) Láser pulsado en el régimen
de picosegundos. (c) Láser pulsado en el régimen de femtosegundos. En cada gráfica se incluye un
par de ĺıneas paralelas cuya distancia corresponde al ancho de bombeo. Nótese que en (a) y (b) el
ancho del bombeo no coincide con el ancho de la JSI, esto se debe al Jitter de la medición.

1mm. La diferencia de camino óptico es 2L(n−1) = 1mm. Considerando un ı́ndice de refracción de
n = 1.51, el grosor de la muestra es de L = 1mm, coincidiendo con nuestros anteriores resultados.
Podemos usar esta estrategia para muestras de dos capas en las que no conocemos su grosor ni
su ı́ndice de refracción. Podemos hacer un escaneo QOCT como el de la figura figura 6.6, que nos
proporciona el desplazamento entre capas m1 = 2nL y después medimos un dip HOM como el
que se muestra en la figura 6.9, este nos proporciona la medición m2 = 2L(n− 1). Resolviendo el
sistema de ecuaciones, podemos obtener el grosor de la muestra L = |m1 −m2|/2 y el ı́ndice de
refracción es n = m1/|m1 −m2|.

Los resultados correspondientes a medir T obtenidos por los tres métodos están resumidos en la
tabla 6.2. Para poder obtenera la longitud de la muestra es necesario conocer el ı́ndice de refracción
de la muestra, por lo tanto, necesitamos de dos métodos para poder obtener la longitud L.
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.7: Mediciones de interferogramas QOCT para una muestra de dos capas usando fotones
enredados variando la longitud de onda de bombeo. La estructura intermedia oscila entre un pico
y un dip, mientras que los dips del HOM se mantienen sin cambios, de acuerdo a las ecuaciones
(6.16) y (6.17). (a) Con la longitud de onda λp = 774.86 nm obtenemos un pico con una visibilidad
de ≈ 80 %. (b) Para λp = 774.94 nm obtenemos una pequeña perturbación de visibilidad cercana
a cero. (C) Con λp = 775.50 nm obtenemos un dip de alrededor de ≈ 60 %.

6.5. Resumen y conclusiones

Demostramos experimentalmente los efectos de interferencia en QOCT para el caso en que la
correlación es modulada. Propusimos un modelo teórico simple que describe los comportamientos
observados. Para fotones correlacionados, hemos probado que la estructura intermedia aparece
independientemente del grosor de la fibra y de la frecuencia central del bombeo. En el caso de
muestras que contienen más de dos capas, la estructura intermedia provoca que la reconstrucción
de la muestra sea dif́ıcil de implementar. Demostramos que para el caso de un bombeo con un ancho
de banda de alrededor de 10nm en el que se tienen fotones con una correlación más baja, se puede
eliminar la estructura intermedia. Hemos caracterizado la estructura intermedia y demostrado
experimentalmente que ésta oscila respecto a la frecuencia de bombeo central.

Consideramos que estos resultados podŕıan ser usados en combinación para reconstruir una
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Figura 6.8: Visibilidad de la estructura intermedia como función de la frecuencia de bombeo,
utilizando un láser de onda continua. Muestra el comportamiento descrito por la ecuación(6.16).
Utilizando estos datos hicimos un ajuste con la función coseno de la forma a cos(Tω0 + b) + c. Los
parámetros de ajuste son tales que T ≈ 10 ps que corresponde al tiempo de vuelo del fotón a través
de la muestra (en longitud esto corresponde a ≈ 1mm), el parámetro a = 0.662 está relacionado
con la visibilidad máxima alcanzada y b = 35.252 y c = 0.158 están relacionados con coincidencias
residuales y ruido de fondo experimental.

Figura 6.9: Método para medir el grosor de una muestra de dos capas. Un dip de HOM se debe a la
reflexión de un fotón en el espejo de referencia (estrellas negras), mientras que el otro dip de HOM
se obtiene al introducir la muestra antes del espejo (puntos rojos). La separación entre ambos dips
es proporcional a la longitud de camino óptico que introduce la muestra, que en este caso es de
alrededor de ≈ 1mm.

muestra sin conocimiento previo de sus propiedades. Es decir, podemos realizar dos escaneos. Uno
con fotones correlacionados y otro con estados factorizables. Con ambos resultados tenemos infor-
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Tabla 6.2: Medición de T
Método T (ps) L(mm) n

QOCT 10.078± 0.083 0.9974± 0.0250 1.5144± 0.0254
HOM con/sin muestra 10.078± 0.083 0.9974± 0.0250 1.5144± 0.0254

Coseno 10.120± 0.240 1.0038± 0.0719 1.5111± 0.0371

mación precisa de la posición de las dos capas e información acerca del material intermedio. Estos
resultados no sólo son válidos para muestras de dos capas sino también para sistemas multicapas.

Además hemos proporcionado un método alternativo para medir el grosor y el ı́ndice de re-
fracción promedio de la muestra, hemos implementado un método novedoso para caracterizar el
espectro conjunto de fotones enredados (cuando el bombeo es considerado monocromático), y
hemos realizado la primera medición QOCT en la banda de telecomunicaciones.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Hemos desarrollado cuatro experimentos con cuatro fuentes distintas de parejas de fotones.
Éstos han derivado en aplicaciones que se han logrado haciendo ingenieŕıa sobre las parejas de
fotones. Las aplicaciones pueden englobarse en dos: aleatoriedad e interferencia. Para el caso de
aleatoriedad, nuestro objetivo ha sido obtener cadenas aleatorias. Para lograrlo hemos aprovechado
la distribución aleatoria conformada por los eventos correspondientes a diferencias de tiempo de
arribo entre dos parejas de fotones llegando a detectores de silicio. En el caso de interferencia, hemos
manipulado las correlaciones entre parejas de fotones, por medio del uso de diferentes láseres de
bombeo. De esta forma hemos logrado optimizar la visibilidad para el caso de un haz de bombeo
continuo de ancho espectral delgado. También hemos propuesto el uso de láseres pulsados para
obtener interferogramas QOCT disminuyendo datos que podŕıan significar ruido en una tomograf́ıa.
A continuación explicamos con más detalle cada una de las aplicaciones.

Aleatoriedad
Generación de Números Aleatorios y Normalidad de Borel. Generamos parejas de
fotones por medio del proceso SPDC con un cristal no lineal BBO. Aprovechando la distri-
bución aleatoria por naturaleza de diferencias de tiempo de llegada entre parejas de fotones,
hemos obtenido la distribución utilizando un par de detectores de silicio (APD’s), un oscilos-
copio con una resolución de muestreo de 2 ns, y el postprocesamiento de los datos generados.
Por medio de una regla que nos permite definir un valor de 0 ó 1 según la diferencias de
tiempo entre dos parejas, hemos generado 10 secuencias de un millón de datos utilizando
la distribución. A diferencia del conjunto de pruebas del NIST que no tienen sus bases en
una definición formal de aleatoriedad, la prueba de normalidad de Borel empleada en este
trabajo tiene como base la teoŕıa de información algoŕıtmica, que provee un marco teórico a
través del cuál se formaliza el concepto de aleatoriedad. Hemos demostrado que las secuen-
cias generadas son aleatorias o Borel normales según la teoŕıa de información algoŕıtmica.
Esto nos provee de un método para generar cadenas verdaderamente aleatorias
utilizando parejas de fotones generados por SPDC, validadas por el criterio de
normalidad de Borel que es una definición formal de aleatoriedad.

Generación de Números Aleatorios y Selección de Modelos Bayesiana. Generamos
parejas de fotones por medio del proceso SPDC con un cristal no lineal BBO. Aprovechando
la distribución aleatoria por naturaleza de diferencias de tiempo de llegada entre parejas de
fotones, hemos obtenido la distribución utilizando tres detectores de silicio (APD’s) que nos
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permiten discriminar eventos múltiples, un etiquetador de tiempos (id800) con resolución
máxima de 182 ps, y el postprocesamiento de datos generados. Este montaje representa una
mejora respecto al caso anterior, ya que el etiquetador de tiempos nos permite obtener datos
de manera más veloz, esto porque a diferencia del osciloscopio, el etiquetador de tiempos
genera una serie de tiempo que sólo toma en cuenta el tiempo de subida de los pulsos
generados por los APDs. Esto requiere de menos postprocesamiento. Se utilizó la misma
regla del caso anterior para generar secuencias de datos. Gracias a la mejora experimental,
ha sido posible generar cadenas de 225 = 232 bits, es decir de aproximadamente ∼ 4×109bits.
Utilizando la teoŕıa de Selección de Modelos Bayesiana, se mostró que el modelo simétrico
tiene una mayor verosimilitud en comparación con los otros modelos para todos los casos
considerados en el análisis. El modelo simétrico corresponde a un modelo sin sesgo y es
el que se espera para un caso aleaotorio. El valor de la probabilidad posterior P (Mα(K) |ŝ)
que representa la probabilidad de que modelar nuestra Fuente, como una fuente aleatoria es
correcta también para todos los casos. En el análisis hemos incluido una comparación con
las cotas proporcionadas por el criterio de Normalidad de Borel, los resultados muestran que
hay un comportamiento cualitativo similar, sin embargo, el criterio de Selección de Modelos
Bayesiana es más estricto. Por lo tanto, hemos demostrado que con la selección de
Modelos se tiene una prueba de aleatoriedad formal que representa un criterio
más estricto que la normalidad de Borel y que además nos da información acerca
de la naturaleza de la fuente generadora de datos que en este caso nos dice que
nuestra fuente es una verdadera fuente aleatoria.

Interferencia
Manipulación de parejas de fotones por acoplamiento evanescente. Desarrollamos
un programa en MATLAB para calcular la evolución en un conjunto de gúıas acopladas
de los estados cuánticos generados por una fuente SPDC de parejas de fotones. Como fun-
ción de la temperatura, el periodo y la longitud de un cristal periódicamente polarizado,
podemos calcular la función de amplitud conjunta (JSA), su intensidad (JSI), sus espectros
condicionales y la evolución de cada uno de estos dentro de una fibra multinúcleo, que es un
conjunto de gúıas acopladas. Hemos mostrado que al acoplar las fotones dentro de la fibra
multinúcleo, aparece una discretización de la JSA f(ωs, ωi, T ) → fkl(ωs, ωi, T ), es decir, se
tiene una función de amplitud conjunta por cada pareja de núcleos de la fibra. Básicamente
podemos explorar el estado cuántico como función de los núcleos de entrada y de salida de la
fibra. Además, podemos calcular la interferencia entre los fotones acoplados en su evolución
dentro de la fibra multinúcleo. Esto nos permite explorar el valor de la visibilidad de los
interferogramas HOM como función de las caracteŕısticas del haz de bombeo y de las pro-
piedades del cristal. Mostramos de manera anaĺıtica, que podemos generalizar los cálculos
de la evolución de un conjunto de N fotones en un un conjunto de M gúıas acopladas. Mos-
tramos resultados para el caso de un sólo fotón y su evolución en dos y tres gúıas acopladas,
y también el caso de una pareja de fotones y su evolución en dos y tres gúıas acopladas. Se
muestran los interferogramas calculados para el caso de parejas de fotones. En particular,
hemos determinado la necesidad de utilizar un láser de ancho espectral delgado para poder
alcanzar una buena visibilidad en la interferencia HOM. En resumen, hemos construido
un algoritmo para calcular los resultados esperados para un experimento como
función de las caracteŕısticas del cristal como el material del que está hecho, el
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periódo del cristal y su temperatura, también como función de la distribución
espectral del láser de bombeo y de la longitud de la fibra multinúcleo y el número
de gúıas acopladas dentro de la fibra.

Medición del coeficiente de simetŕıa en un acoplador 50/50. Tomando en cuenta
los resultados obtenidos con cálculos numéricos para mejorar la visibilidad, en el laboratorio
se adquirió un laser de ancho espectral delgado (∼ 1 Mhz) que nos permitió construir una
fuente SPDC-II de parejas de fotones altamente indistinguibles. Llevamos a cabo tres series
de experimentos con un acoplador de fibra 50/50, correspondientes al caso de dos fibras aco-
pladas propuestos al realizar los cálculos en el caṕıtulo anterior. Se implementó el uso de
una cámara CCD intensificada (iStar) para la medición de espectros en coincidencias (espec-
tros condicionales de un sólo fotón). Con nuestro montaje no se pueden realizar mediciones
de correlaciones debido a la baja eficiencia del monocromador. Hemos logrado experi-
mentalmente una visibilidad de 95.6 % en la interferencia HOM entre los fotones
señal y acompañante generados con la fuente SPDC construida en el laboratorio,
aśımismo hemos caracterizado esta fuente como función de la temperatura del
cristal obteniendo los espectros condicionales de los fotones señal y acompañan-
te. Logramos el control de esta fuente para generar estados cuánticos con cierto
grado de degeneración y simetŕıa, según la temperatura del cristal. Demostramos
que el método de interferencia HOM funciona como un medidor de la simetŕıa
de los estados cuánticos.

Efectos de interferencia en la tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica usando
parejas de fotones manipulados espectralmente Desarrollamos un experimento que
consiste en una aplicación de la interferometŕıa HOM. Consiste en un estudio de el método
tomograf́ıa de coherencia óptica cuántica o QOCT. En particular, estudiamos los efectos del
cambio en las correlaciones de los fotones utilizados para realizar la interferencia HOM, estos
fueron generados por el proceso SPDC con tres distintas configuraciones del campo de bom-
beo. Dos láseres pulsados en el régimen de picosegundos y femtosegundos, respectivamente,
y un láser cont́ınuo. Hemos encontrado tres métodos distintos para medir el grosor de una
muestra por medio de QOCT. Encontramos que en los interferogramas QOCT para una
muestra de dos capas, existe una estructura intermedia que puede representar un obstáculo
para obtener información sobre la muestra. Demostramos que esta estructura intermedia des-
aparece para el caso en el que se tiene un bombeo pulsado en el régimen de femtosegundos.
Aśı mismo mostramos que para el caso de un bombeo continuo, la visibilidad de la estruc-
tura intermedia en el interferograma puede ser controlada como función de la frecuencia del
haz de bombeo. Nuestros resultados pueden ser utilizados para mejorar la técnica QOCT en
sistemas multicapas. Este trabajo se encuentra en proceso de ser enviado para publicación [8]
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Apéndice A

Modelo teórico: Evolución de parejas de
fotones en un arreglo de 3 gúıas de onda

Modelo por Blas M. Rodŕıguez. Tres gúıas acopladas que están ordenadas en un arreglo trian-
gular arbitrario están descritas por el siguiente Hamiltoniano:

ĤG(z) =
∫
dω

 3∑
j=1

Ωj(ω, z)â†j(ω)âj(ω) +
∑
i 6=j

gi,j(ω, z)â†i (ω)âj(ω)
 , (A.1)

la ecuación de propagación es:

−i∂z|ψ(z)〉 = ĤG(z)|ψ(z)〉. (A.2)

Si las fibras son idénticas y forman un triángulo equilátero homogéneo en el eje de propagación, el
Hamiltoniano se simplifica a la forma:

Ĥ =
∫
dω g(ω)

∑
i 6=j

â†i (ω)âj(ω). (A.3)

Es trivial escribir el operador de propagación para este sistema,

Û(z) = eiĤz. (A.4)

Estados iniciales en SPDC
Estamos interesados en estudiar la propagación de un estado proveniente de un proceso SPDC

incidiendo en un arreglo triangular de 3 gúıas de onda, es decir,

|ψ(0)〉 =
3∑

i,j=1
ci,j|Ψi,j〉,

∑
i,j

|ci,j|2, (A.5)

donde el estado SPDC es:

|Ψp,q〉 =
∫
dω1dω2 fp,q(ω1, ω2)â†p(ω1)â†q(ω2)|0〉. (A.6)
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APÉNDICE A. MODELO TEÓRICO: EVOLUCIÓN DE PAREJAS DE FOTONES EN UN
ARREGLO DE 3 GUÍAS DE ONDA

la propagación de este estado inicial se puede encontrar a partir de las componentes

|Ψp,q(z)〉 = Û(z)|Ψp,q〉, (A.7)

=
∫
dω1dω2 fp,q(ω1, ω2)Û(z)â†p(ω1)Û †(z)Û(z)â†q(ω2)Û †(z)Û(z)|0〉,

(A.8)

debido a que el vaćıo es un eigenestado del operador de evolución con eigenvalor uno,

Û(z)|0〉 =
∑
j

(iHz)j
j! |0〉, (A.9)

= |0〉, (A.10)

y usando el conmutador [
âi(ω), â†j(ω′)

]
= δi,jδ(ω − ω′), (A.11)

para obtener

Û(z)â†b(x)Û †(z) = Â†b(x), (A.12)
(A.13)

con el operador y función auxiliar,

Â†b(x) = â†b(x) cos g(x)z + i
∑
k 6=b

â†k(x) sin g(x)z +
∑
k

â†k(x)h [g(x)z] ,

y

h [α] =
∞∑
j=2

(iα)j
j!

⌈2
3
(
2j−1 − 1

)⌉
, (A.14)

en ese orden. Entonces,

|Ψp,q(z)〉 =
∫
dω1dω2 fp,q(ω1, ω2)Â†p(ω1)Â†q(ω2)|0〉, (A.15)

y la propagación de un estado general,

|ψ(z)〉 =
3∑

i,j=1
ci,jÛ(z)|Ψi,j〉, (A.16)

=
3∑

i,j=1
ci,j

∫
dω1dω2 fi,j(ω1, ω2)Â†i (ω1)Â†j(ω2)|0〉. (A.17)

Cálculo de cantidades medibles
Podemos medir la intensidad de la j’ésima gúıa de onda como función de la distancia de pro-

pagación

〈n̂j(ω)〉 = 〈ψ(z)|â†j(ω)âj(ω)|ψ(z)〉. (A.18)
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Para el estado incial más simple, ci,j = δi,pδj,q, la intensidad es

〈n̂j(ω)〉p,q = 〈Ψpq(z)|â†j(ω)âj(ω)|Ψpq(z)〉, (A.19)

=
∫
dω1dω2dω̄1dω̄2 f

∗
p,q(ω̄1, ω̄2)fp,q(ω1, ω2)×

×〈0|Ĉ†p,q(ω̄1, ω̄2)Ĉp,q(ω1, ω2)|0〉, (A.20)

con el operador auxiliar,

Ĉi,j(x, y) = δ(ω − x)B∗j,p(x)Âj(y) + δ(ω − y)B∗j,p(y)Âi(x), (A.21)

y la función auxiliar definida en términos del conmutador,

Bb,c(y) =
[
âb(x), Â†c(y)

]
, (A.22)

= δb,c cos g(y)z + i
∑
k 6=c

δk,b sin g(y)z +
∑
k

δk,bh [g(y)z] . (A.23)

Se puede calcular la función de correlación para dos puntos,

Gi,j(ω, ω′) = |fp,q(ω, ω′)Bi,p(ω)Bj,q(ω′) + fp,q(ω′, ω)Bi,q(ω)Bj,p(ω′)|2 (A.24)

y comparar con los resultados numéricos La interferencia de Hong-Ou-Mandel, tiene como estado
inicial

|Ψp,q(τ)〉 =
∫
dω1dω2 fp,q(ω1, ω2)eiω2τ â†p(ω1)â†q(ω2)|0〉. (A.25)

Es directo escribir,

Gi,j(ω, ω′, τ) = |fp,q(ω, ω′)Bi,p(ω)Bj,q(ω′) + fp,q(ω′, ω)ei(ω−ω′)τBi,q(ω)Bj,p(ω′)|2.
(A.26)

Esta función de correlación ha sido comparada con la obtenida del cálculo numérico realizado en
MatlabTM y descrito en la sección de metodoloǵıa y avances.
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Apéndice B

Evolución de parejas de fotones en una
fibra de tres núcleos

Para ilustrar la evolución de parejas de fotones, hemos elegido el caso de la fibra de tres
núcleos. Principalmente nos interesa conocer el comportamiento de un estado degenerado, pues
es en el que mayor visibilidad de interferencia se alcanza. Podremos obtener esta información a
partir de los espectros marginales y de la función JSI, para el caso de fotones sin interferencia
(polarizaciones ortogonales) y con interferencia (polarizaciones iguales). Para la simulación, hemos
elegido un bombeo de 1 nm de ancho en longitud de onda, ya que esto nos permite visualizar mejor
la evolucion en las JSI’s y es muy cercano a la mayoŕıa de los láseres comerciales.

En la simulación acoplamos el fotón señal al núcleo 1 y el fotón acompañante al núcleo 2, no
hay luz acoplada inicialmente en el tercer núcleo. Si nos concentramos en observar la evolución de
los espectros marginales, tendremos que medir la cantidad

M12(ω, z) =
∫
dω′|g12(ω, ω′, z)|2 +

∫
dω′|g21(ω′, ω, z)|2,

que corresponde a la suma de los espectros marginales del fotón señal y acompañante, ya que
tendremos un detector en la salida del núcleo 1 y otro en la salida del núcleo 2 y estos no podrán
distinguir si lo que detectan es el fotón señal o el acompañante. En la figura B.1 se muestra el
comportamiento de M12 en cuatro diferentes longitudes z de la fibra. Se observa que hay una
deformación respecto al espectro marginal en z = 0. A mayor longitud z aparecen batidos en
los espectros, esto se debe a que la constante de acoplamiento entre los núcleos es función de la
longitud de onda de los fotones acoplados, es decir, el periodo de oscilación debido al salto de un
fotón de un núcleo hacia otro núcleo dependen de la longitud de onda del fotón. La distribución
espectral continua de los fotones tiene una infinidad de longitudes de onda y cada una de ellas
tiene un periodo de oscilación distinto en el sistema. La figura B.1 nos da parcialmente información
del estado cuántico, es necesario conocer las nueve Mij, con i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, donde

Mij(ω, z) =
∫
dω′|gij(ω, ω′, z)|2 +

∫
dω′|g21(ω′, ω, z)|2,

.
Debido a las simetŕıas del sistema, basta con conocer sólo seis de estos espectros: M11,M22,M33,

M12, M13 y M23. Podemos reducir aún más el problema, tomando en cuenta que en el laboratorio
sólo podemos medir los espectros asociados a dos núcleos distintos 1 y las cantidades a medir sólo

1Existe una posibilidad de medir Mii en el caso de que agreguemos un divisor de haz en el núcleo i y a la salida
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Figura B.1: Espectros marginales a la salida de los núcleos 1 y 2, en un arreglo de dos fibras
acopladas después de evolucionar a la longitud: z0 = 0 mm,z1 = 5.178 mm, z2 = 28.590 mm,
z3 = 571.8 mm

serán tres: M12, M13 y M23. En la figura B.2 se muestran las 6 cantidades principales. Lo que
se observa en la figura son los espectros marginales que esperamos medir en el laboratorio, a b
y c corresponden a dos fotones a la salida de un mismo núcleo y la intensidad de los espectros
es proporcional a la coalescencia de fotones, mientras que c,d y f corresponden a fotones a la
salida de núcleos distintos y corresponden a anticoalescencia. En la simulación, hemos acoplado
incialmente los fotones en el núcleo 1 y en el núcleo 2, esto se observa enla figura B.2-d. También
hemos realizado la evolución de los espectros marginales con igual polarización, que incluyen la
interferencia entre ambos fotones y mostramos los resultados en la figura B.3, en ambos casos la
región de interés se encuentra en la figura d, pues corresponde a los núcleos en los que se acoplaron
inicialmente ambos fotones. En la figura d, entre los efectos que aparecen al hacer interferencia,
está la aparición de pequeños lóbulos localizados alrededor de 810 nm. El ancho de los espectros
es variable y parece estar modulado por alguna función. En e y f, aparecen pequeños boquetes en
las cuentas también localizados alrededor de 810 nm. En a, b y c, también hay un efecto de mayor
localización de los lóbulos que se teńıan antes de interferir.

Para saber si los fotones están saliendo por el mismo núcleo o por núcleos diferentes, hemos
graficado la suma de los tres casos de coalescencia a, b y c y los tres casos de anti-coalescencia d,
e, y f, en las figuras B.2 y B.3. En la figura B.4, a corresponde a la coalescencia en el sistema en
el que no hay interferencia, y b a la anticoalescencia sin interferencia.La figura a-i corresponde a
coalescencia con interferencia, y b-i anticoalescencia con interferencia.

del divisor de haz coloquemos dos detectores, los fotones que son coalescentes entre si podrán seguir la misma ruta,
o dividirse con una probabilidad de 1

2 , de esta forma podemos contar coincidencias que correspondeŕıan a medir los
espectros Mii
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Figura B.2: Espectros marginales evolucionados de z = 0 hasta z = 5.178 mm, a-M11, b-M22,
c-M33, d-M12, e-M13, f-M23. Se puede observar en d que inicialmente el estado está concentrado en
los núcleos 1 y 2 que es donde se acoplan los fotones inicalmente.
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Figura B.3: Espectros marginales evolucionados con interferencia de z = 0 hasta z = 5.178 mm,
a-M11, b-M22, c-M33, d-M12, e-M13, f-M23. Se puede observar en d que inicialmente el estado
está concentrado en los núcleos 1 y 2 que es donde se acoplan los fotones inicalmente.
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Figura B.4: a)Coalescencia ΣMii, b) Anticoalescencia ΣMij, a-i) Coalescencia con interferencia,
b-i) Anticoalescencia con interferencia, a-i) y b-i) fueron calculados en la configuración de máxima
visibilidad en interferencia HOM.
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Apéndice C

Descripción teórica del interferograma
de coincidencias

Si se tiene un divisor de haz 50/50 con puertos de entrada descritos por los operadores â(t), b̂(t),
y los puertos de salida descritos por ĉ(t), d̂(t). Los operadores de entrada y salida están relacionados
entre śı, por:

ĉ(t) = 1√
2

∫
dωeiωt

[
iâ(ω) + b̂(ω)

]
, d̂(t) = 1√

2

∫
dωeiωt

[
â(ω) + ib̂(ω)

]
. (C.1)

La tasa de coincidencias está dada por la correlación: 〈n̂c(t1)n̂d(t2)〉 = 〈ĉ†(t1)ĉ(t1)d̂†(t2)d̂(t2)〉.
Introduciendo τ como el retraso temporal en el puerto de entrada â y la muestra H(ω) en b̂, los
operadores de salida se escriben:

ĉ(t) = 1√
2

∫
dωeiωt

[
iâ(ω)eiωτ +H(ω)b̂(ω)

]
, d̂(t) = 1√

2

∫
dωeiωt

[
â(ω)eiωτ + iH(ω)b̂(ω)

]
.

(C.2)
Considerando el estado de entrada de la siguiente forma:

|ψ〉 =
∫ ∫

dω′1dω′2f(ω′1, ω′2)â†(ω′1)b̂†(ω′2)|0〉. (C.3)

Entonces, para obtener 〈n̂c(t1)n̂d(t2)〉 empezamos con:

ĉ(t1)d̂(t2)|ψ〉 = 1
2

∫ ∫ ∫ ∫
dω1dω2dω′1dω′2eiω1t1eiω2t2× (C.4)[

iâ(ω1)eiω1τ +H(ω1)b̂(ω1)
] [
â(ω2)eiω2τ + iH(ω2)b̂(ω2)

]
f(ω′1, ω′2)â†(ω′1)b̂†(ω′2)|0〉.

(C.5)

Expandiendo y usando:

â(ω1)â(ω2)â†(ω′1)b̂†(ω′2)|0〉 = 0, (C.6)
b̂(ω1)b̂(ω2)â†(ω′1)b̂†(ω′2)|0〉 = 0, (C.7)
â(ω1)b̂(ω2)â†(ω′1)b̂†(ω′2)|0〉 = δ(ω1 − ω′1)δ(ω2 − ω′2), (C.8)
b̂(ω1)â(ω2)â†(ω′1)b̂†(ω′2)|0〉 = δ(ω1 − ω′2)δ(ω2 − ω′1), (C.9)
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obtenemos

ĉ(t1)d̂(t2)|ψ〉 = 1
2

∫ ∫ ∫ ∫
dω1dω2dω′1dω′2eiω1t1eiω2t2× (C.10)[

−δ(ω1 − ω′1)δ(ω2 − ω′2)eiω1τH(ω2) + δ(ω1 − ω′2)δ(ω2 − ω′1)eiω2τH(ω1)
]
f(ω′1, ω′2)|0〉.

(C.11)

Integrando sobre ω′1, ω′2 esto resulta:

ĉ(t1)d̂(t2)|ψ〉 = 1
2

∫ ∫
dω1dω2e

iω1t1eiω2t2
[
−eiω1τH(ω2)f(ω1, ω2) + eiω2τH(ω1)f(ω2, ω1)

]
|0〉.
(C.12)

Se sigue que: 〈n̂c(t1)n̂d(t2)〉 = 〈ĉ†(t1)ĉ(t1)d̂†(t2)d̂(t2)〉 = 〈ĉ†(t1)d̂†(t2)ĉ(t1)d̂(t2)〉, entonces, usando la
ecuación (C.12) tenemos que:

〈n̂c(t1)n̂d(t2)〉 = 1
4

∫ ∫ ∫ ∫
dω1dω2dω′1dω′2eiω1t1eiω2t2eiω

′
1t1eiω

′
2t2×[

−eiω1τH(ω2)f(ω1, ω2) + eiω2τH(ω1)f(ω2, ω1)
] [
−e−iω′1τH∗(ω2)f ∗(ω1, ω2) + e−iω2τH∗(ω1)f ∗(ω2, ω1)

]
.

(C.13)

La tasa de coincidencias C(τ) es igual al tiempo promedio de la ecuación anterior. Usamos las
integrales:

ω1 − ω′1
2π

∫ 2π
ω1−ω′1

0
dtjei(ωj−ω

′
j)tj = δ(ωj − ω′j), j = 1, 2, (C.14)

para evaluar el tiempo promedio de la ecuación (C.13). El resultado es:

C(τ) = 1
4

∫ ∫
dω1dω2| − eiω1τH(ω2)f(ω1, ω2) + eiω2τH(ω1)f(ω2, ω1)|2. (C.15)

Finalmente, factorizamos eiω1τ para obtener el resultado utilizado en la ecuación (6.4):

C(τ) = 1
4

∫ ∫
dω1dω2

∣∣∣−H(ω2)f(ω1, ω2) + ei(ω2−ω1)τH(ω1)f(ω2, ω1)
∣∣∣2 . (C.16)
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[12] Héctor Cruz Ramı́rez. Acondicionamiento del enredamiento espacial en parejas de fotones
producidas por conversión paramétrica descendente. PhD thesis, Posgrado en Ciencias F́ısi-
cas, UNAM, TESIUNAM, 2014. Disponible en ĺınea-TESIUNAM.
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