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Notación.

Todos los anillos y álgebras son conmutativos con uno. La categoría de anillos conmutativos unitarios se
denota por CRing. Para R un anillo conmutativo unitario se denota porR-Alg a la categoría de R-álgebras
conmutativas y por R-Mod a la categoría de R-módulos. La categoría de grupos abelianos se denota por
Ab. La categoría de funtores entre dos categorías C y D se denota por Fun(C,D).

Si X es un espacio topológico y el conjunto {Ui}i∈I es una cubierta abierta de X, esto se denotará por
{Ui → X}i∈I o de manera más simple {Ui → X} cuando el índice no juega un papel relevante.
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Problemas de representabilidad.

1. Ideas básicas de esquemas.

De�nición 1. Un esquema X consiste de:

1. Un espacio topológico X.
2. Una gavilla de anillos conmutativos unitarios OX tal que para todo t ∈ X,

OX,t := coĺım
t∈U

Γ(U,OX)

es un anillo local.
3. Existe una cubierta abierta {Ui → X} tal que para todo i, (Ui,OX |Ui) ∼= SpecAi para Ai un anillo

conmutativo unitario.

Se recuerda que en la de�nición anterior para una gavilla F en X y U ⊆ X un abierto, Γ(U,F) := F(U).

De�nición 2. Para R un anillo conmutativo unitario se de�ne SpecR de la siguiente forma:

1. Como conjunto SpecR = {p E R | p es primo}.
2. Para I E R, V (I) = {p ∈ SpecR | I ⊆ p}. Entonces la familia {V (I)}IER satisface los axiomas de

cerrados de un espacio topológico y a la única topología en SpecR que tiene como cerrados a dicha
familia se le conoce como la topología de Zariski.

3. Para f ∈ R los conjuntos Xf = {p ∈ SpecR | f /∈ p} forman una base de la topología. Además,
se de�ne Γ(Xf ,OSpecR) = Rf . Así, para V ⊆ X abierto Γ(V,OSpecR) = ĺım←−Xf⊆V Γ(Xf ,OSpecR) =

ĺım←−Xf⊆V Rf .

La siguiente observación es un resultado conocido, para los detalles puede consultarse por ejemplo la
Proposición 2 de [M, pp 10].

Observación 1. SpecR es un esquema.

En todo lo que sigue SpecR tiene la topología de Zariski cuando se considera como espacio topológico.
Ahora se recuerda lo siguiente:

De�nición 3. Sea Z ⊆ SpecR un subconjunto cerrado irreducible. Un punto z ∈ Z es un punto genérico
de Z si {z} = Z.

Uno de los primeros resultados que se puede probar se encuentra a continuación. La prueba puede
consultarse en [M, pp 94�95].

Proposición 1. Existe una correspondencia biyectiva entre los puntos de SpecR y sus subconjuntos ce-
rrados irreducibles.

Respecto a resultados de dimensión se puede probar el siguiente.

Proposición 2. Sea X un esquema, tal que para todo t ∈ X, OX,t es un anillo noetheriano. Entonces,
dim(OX,t) = codim({t}).

Sea X un esquema. A f ∈ Γ(U,OX) se le puede asociar una función U → qt∈Uk(t), donde k(t) :=

OX,t/Mt es el campo de residuos en el punto t, como sigue:
Dado t′ ∈ U , se tiene el mor�smo

Γ(U,OX) // OX,t′
π // k(t′)

donde la primera �echa es el mor�smo canónico hacia el colímite y la segunda la proyección. Este mor�smo
manda a f 7→ f , que es un elemento de la unión ajena.

Al identi�car el elemento f ∈ Γ(U,OX) con la función que le corresponde se tiene el siguiente resultado.
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Proposición 3. Sea f ∈ Γ(U,OX) con U ∼= SpecR. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Para todo t ∈ U , f(t) = 0.
2. Para todo p ∈ SpecR, f ∈ p.
3. f es nilpotente.

Demostración. Ver [M, pp 97�98]. �

De�nición 4. Sean X,Y esquemas. f : X → Y es un mor�smo de esquemas si:

1. f es una función continua.
2. Existe f ′ : OY → f∗(OX) mor�smo de gavillas.
3. Para todo t ∈ X,

f ′f(t) : OY,f(t)
// f∗(OX)f(t)

// OX,t
es un mor�smo de anillos locales.

La categoría de esquemas se denota por Sch.
Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas con Y = SpecR. Así, este induce f ′ : OY → f∗(OX) mor�smo

de gavillas, que al evaluar en SpecR da un mor�smo de anillos f ′Y : Γ(Y,OY ) → Γ(Y, f∗(OX)). Como
Γ(Y,OY ) ∼= R y Γ(Y, f∗(OX)) = Γ(X,OX), esto dice que se tiene un mor�smo de anillos f̂ : R→ Γ(X,OX).

Dado que se tienen los funtores secciones globales Γ : Schop → CRing y Spec : CRing → Schop, lo
observado anteriormente motiva el siguiente resultado:

Teorema 1. Spec a Γ, i.e. Spec es adjunto izquierdo del funtor secciones globales Γ. Por lo tanto para
todo X esquema,

HomSch(X,SpecR) ∼= HomCRing(R,Γ(X,OX)).

Corolario 1. Spec : CRing→ Schop induce una equivalencia de categorías hacia los esquemas a�nes, la
que se denota por Af-Sch.

Ejemplo 1. Sea k campo y f : X → Spec k . Entonces f es mor�smo si y sólo si Γ(X,OX) tiene estructura
de k -álgebra.

Nota 1. Supóngase que se tiene ϕ : R→ Γ(X,OX) un mor�smo de anillos. Por la equivalencia este induce
un mor�smo fϕ : X → SpecR. Ahora, la pregunta que se puede formular es si se puede decir de manera
explícita la regla de correspondencia de fϕ. La respuesta es a�rmativa y para ver como se hace esto sea
t ∈ X. Se considera entonces el siguiente mor�smo de anillos que se denotará por ϕt donde ι es el mor�smo
canónico hacia el colímite:

R
ϕ // Γ(X,OX)

ι // OX,t
Si Mt es el único ideal máximo del anillo local OX,t, entonces ϕ−1

t (Mt) ∈ Spec(R), por lo que fϕ(t) =

ϕ−1
t (Mt).

De�nición 5. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas. Decimos que f es de tipo �nito si alguna de las
siguientes condiciones equivalentes se satisfacen

1. Existe {Ui = SpecAi → Y }Zar tal que para todo i existe {Vij = SpecBij → f−1(Ui)}Zar �nita con
Bij una Ai-álgebra �nitamente generada.

2. Para todo U = SpecA ⊆ Y abierto, existe {SpecBj → f−1(U)} �nita tal que Bj es una A-álgebra
�nitamente generada.

La prueba de la equivalencia en la de�nición anterior puede encontrarse en [M, pp 122�123].

De�nición 6. Sea X un esquema.

1. X es reducido si para todo U ⊆ X, Γ(U,OX) es un anillo reducido.
2. X es irreducible si es un espacio topológico irreducible, es decir, si siempre que X = F1 ∪ F2 con
F1, F2 cerrados, entonces F1 = X ó F2 = X.

3. X es una variedad si es reducido e irreducible.
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2. Algunas notas sobre el problema de representación de funtores.

Sea S ∈ Sch. Se de�ne el encaje de Yoneda h : Sch/S → Fun((Sch/S)op,Set) como X/S 7→ hX ,
donde hX(Y ) = HomSch(Y,X).

El primer resultado importante respecto a h es que este es de hecho un encaje en el sentido categórico.

Teorema 2. h es un funtor �el y pleno.

Nota 2. hX se conoce como el funtor de puntos asociados a X. A los elementos de hX(Y ) se les conoce
como los Y -puntos de X.

De�nición 7. Un funtor F : (Sch/S)op → Set es representable si existe X ∈ Sch/S tal que F ∼= hX .

Considérese (hX)|Af-Sch : (Af-Sch/SpecR)op → Set y denótese a este funtor por h0
X . Nótese que

de hecho este funtor puede pensarse como un funtor entre las categorías CRing y Set donde h0
X(R) =

hX(SpecR).
El lema de Yoneda implica que HomSch(X,Y ) ∼= HomFun(hX , hY ). Más aún, se tiene el siguiente resul-

tado

Teorema 3. Para cualesquiera X,Y esquemas, HomFun(hX , hY ) ∼= HomFun(h0
X , h

0
Y ).

Demostración. La parte sencilla de la prueba es ver que f : X → Y induce por el lema de Yoneda f : hX →
hY , que induce a su vez f0 : h0

X → h0
Y .

Por otro lado sea F ∈ HomFun(h0
X , h

0
Y ). Por el lema de Yoneda basta ver que F induce un mor�smo de

X a Y y para esto sea {Ui = SpecAi → X}Zar una cubierta abierta y denótese por ιi a cada una de las
inclusiones.

Dado que F (Ui) : HomSch(SpecAi, X) → HomSch(SpecAi, Y ), sea fi := F (Ui)(ιi). Para ver que la
familia fi induce f : X → Y se tiene que ver que estas funciones son compatibles en las intersecciones,
pero esto se deduce combinando la naturalidad de F con el hecho de que todo abierto admite una cubierta
abierta afín. Así, la función que se quería existe. �

Corolario 2. X esquema está determinado por h0
X .

Lo que dicen el corolario anterior es que el problema de representación de funtores contravariantes de la
categoría Sch/SpecR a Set se puede reducir al caso de esquemas a�nes.
Problema: Dado F : R-Algop → Set dar condiciones sobre F para que sea de la forma h0

X
∼= F , con

X esquema sobre SpecR.
Como un primer ejemplo de este problema considérese el siguiente diagrama en la categoría de esquemas.

Y

q2

��
X

q1
// Z

Se de�ne el funtor F q1,q2 : Sch/Z → Set que a nivel de objetos es F q1,q2(W ) = {(r1, r2) | r1 : W →
X, r2 : W → Y, q1 ◦ r1 = q2 ◦ r2}.

Uno podría preguntarse si existe T ∈ Sch/Z tal que F q1,q2 = hT . Así, el candidato para T está dado
por el producto �brado X ×Z Y . Lo que sucede entonces es que el problema de representación se lleva a un
problema de existencia de productos �brados.

Proposición 4. Para X,Y, Z esquemas a�nes el producto �brado X ×Z Y existe.

Demostración. Si X = SpecR, Y = SpecR′ y Z = SpecS entonces X ×Z Y = Spec(R⊗S R′). �

Lo que dice la proposición anterior es que al menos para el caso afín se puede resolver el problema de
representación dado. Ademá puede probarse que el producto �brado de dos esquemas a lo largo de un
tercero siempre existe.
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Un ejemplo de relevancia se obtiene al considerar X un esquema de tipo �nito sobre k un campo y
K = k . Se considera entonces el siguiente producto �brado

XK := X ×Spec k SpecK

��

// X

��
SpecK // Spec k

Proposición 5. Los siguientes conjuntos están en biyección canónica.

1. Puntos geométricos de X.
2. HomSpec k (SpecK,X).
3. {x ∈ X | k(x) ↪→ K}.
4. HomSpecK(SpecK,XK).
5. {x ∈ X | x es un punto cerrado}.

Demostración. Los conjuntos de 1 y 2 son iguales por de�nición. Los conjuntos de 2 y 4 son biyectables por
la propiedad universal del producto �brado pues si por ejemplo x ∈ HomSpec k(SpecK,X), entonces como
por de�nición el siguiente diagrama conmuta

SpecK
x //

$$

X

||
Spec k

La propiedad universal del producto �brado implica que existe un único x : SpecK → XK tal que los
triángulos en el siguiente diagrama conmutan

SpecK

x

**
idSpecK

��

x %%
XK

��

// X

��
SpecK // Spec k

La conmutatividad del triángulo inferior dice que x ∈ HomSpecK(SpecK,XK).
Por otro lado dado y ∈ HomSpecK(SpecK,XK), este de�ne claramente un mor�smo de SpecK →

X al componerlo con el mor�smo de XK → X. Además este mor�smo es claramente un elemento de
HomSpec k (SpecK,X) por ser XK un producto �brado, y es claro que las construcciones son una la inversa
de la otra.

Para ver que 2 y 3 son biyectables sea x ∈ HomSpec k (SpecK,X), donde x(∗) := x. Por de�nición de
mor�smo de esquemas, x debe inducir un mor�smo de anillos locales x′ : OX,x → OSpecK,∗ ∼= K. Esto
implica que x′(Mx) = 0, por lo que existe un único mor�smo x′ : k(x) → K tal que x′ ◦ π = x′, con
π : OX,x → k(x) la proyección canónica. Además, por ser el dominio de este mor�smo un campo este es
inyectivo.

Por otro lado dado si x ∈ X es tal que existe k(x) ↪→ K, consideramos SpecR = U ⊆ X abierto con
x ∈ U . Se puede de�nir un mor�smo:

R = Γ(U,OX) // OX,x // k(x) �
� // K

Usando la adjunción entre Spec y Γ, tenemos un mor�smo SpecK → SpecR, y componiendo con la
inclusión SpecR ⊂ X, obtenemos el mor�smo SpecK → X buscado.

Finalmente 4 si y sólo si 5 es consecuencia inmediata del teorema de los ceros de Hilbert. �
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Una segunda aplicación de la existencia de productos �brados es la construcción de �bras para un
mor�smo. Para esto sea f : X → Y un mor�smo de esquemas y y ∈ Y . Lo que se quiere de�nir es la �bra
de y, f−1(y), como esquema. Para esto se considera el producto �brado

f−1(y) := Xk(y)
//

��

X

f

��
Spec k(y) // Y

donde en dicho diagrama el mor�smo Spec k(y)→ Y es el que manda al único punto de Spec k(y) en y.
Una tercera y muy importante aplicación de los productos �brados es la existencia del mor�smo dia-

gonal en un esquema. Para esto se considera el siguiente diagrama donde el cuadrado es un producto
�brado.

X
idX

**
idX

��

∆ ##
X ×X //

��

X

��
X // SpecZ

Mediante el mor�smo diagonal se da una de las de�niciones de una de las familias de esquemas más
importantes.

De�nición 8. X esquema es separado si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se satisface:

1. ∆(X) ⊆ X ×X es cerrada.
2. Para cualesquiera f1, f2 : Y → X mor�smos de esquemas, {y ∈ Y | f1(y) = f2(y)} es cerrado.

Demostración. 1.⇒ 2.) Nótese que {y ∈ Y | f1(y) = f2(y)} = (f1, f2)−1∆(X). Como f1 y f2 son continuas
entonces (f1, f2) : Y → X ×X es continua y así la imagen inversa de cualquier cerrado es un cerrado.

2. ⇒ 1.) Sea fi : X × X → X la proyección en la i-ésima coordenada. Entonces ∆(X) = p ∈ X ×
X | f1(p) = f2(p)}. �

3. Definición de Proj(R).

Sea R =
⊕∞

n=0Rn un anillo graduado. Se recuerda lo siguiente:

De�nición 9. I�R es un ideal homogéneo si siempre que f = f0 + ...+fg con fi polinomios homogéneos
y f ∈ I, entonces para todo i, fi ∈ I.

De�nición 10. Se de�ne Proj(R) como sigue:

1. Como conjunto consta de los p E
⊕∞

n=0Rn primos homogéneos tales que p +
⊕∞

n=1Rn.
2. La topología es aquella que tiene como base de abiertos a los conjuntos Xf = {p ∈ Proj(R) | f /∈ p},

donde f ∈ Rn para n > 0.
3. Como gavilla OProj(R) es tal que Γ(Xf ,OProj(R)) = R0

f , con R
0
f la parte homogénea de grado cero

en Rf . Se recuerda que deg( mfn ) = deg(m)− ndeg(f).

Proposición 6. Proj(R) es un esquema separado.

Demostración. Ver [Ha, pp 160�161]. �

Notación 1. Pn := Proj(Z[t0, t1, ..., tn]).

Se recuerda que

De�nición 11. Una gavilla F es de OX -módulos si para todo U ⊆ X abierto, F(U) es un OX(U)-módulo.
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De�nición 12. Sea ϕ una gavilla de OX -módulos. Se dice que ϕ es una gavilla invertible si existe {Ui →
X}Zar tal que ϕ|Ui ∼= OX |Ui , donde este isomor�smo se da como gavillas de OX -módulos.

Sean X un espacio topológico, {Ui → X}i∈Λ y OX una gavilla de anillos conmutativos unitarios en X.
Considérese h ∈ HomOX−Mod(OX |Ui∩Uj ,OX |Ui∩Uj ) y nótese que h(1) ∈ Γ(Ui ∩ Uj ,OX). Además se tiene
que h es invertible si y sólo si h(1) es invertible en el anillo Γ(Ui ∩ Uj ,OX). Esto induce un isomor�smo

IsoOX−Mod(OX |Ui∩Uj ,OX |Ui∩Uj ) ∼= Γ(Ui ∩ Uj ,O∗X)

Luego, se puede de�nir una 1-cocadena g : Λ×Λ→ Γ(Ui ∩Uj ,O∗X) mediante (i, j) 7→ gij , donde se iden-
ti�ca gij : OX |Ui∩Uj → OX |Ui∩Uj con el elemento invertible que le corresponde en el isomor�smo anterior.
Se tiene además el siguiente diagrama, el cual es conmutativo precisamente cuando los gij corresponden a
los isomor�smos de transición determinados por una gavilla invertible ϕ:

OX |Ui∩Uj∩Uk
gij //

gik ''

OX |Ui∩Uj∩Uk

gjkww
OX |Ui∩Uj∩Uk

De lo que se deduce que

gijgjk = gik

Es decir,

gijgjkgki = 1.

Así, la condición anterior dice que la diferencial de Cech: d1({gij}) = {gijgjkgki} = 0. Por lo tanto se
tiene lo siguiente:

Proposición 7. La asignación Ui 7→ gij ∈ Γ(Ui ∩ Uj ,O∗X) de�ne una gavilla invertible si y sólo si {gij}
son un 1-cociclo de �ech con coe�cientes en O∗X .

4. Cohomología de �ech.

Dada una cubierta {Vi → X} se tiene asociado un objeto cosimplicial para una pregavilla F de OX -
módulos donde:

0-simplejos son ⊕
i

F(Vi).

1-simplejos son ⊕
i,j

F(Vi ∩ Vj).

2-simplejos son ⊕
i,j,k

F(Vi ∩ Vj ∩ Vk).

Y en general un n-simplejo tiene la forma ⊕
|I|=n+1

F(VI),

donde I = (i1, ..., in+1) y VI = Vi1 ∩ ... ∩ Vin+1 .
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La construcción de los operadores cofrontera ∂j :
⊕
|I|=n F(VI) →

⊕
|I′|=n+1 F(VI′), está dada como

sigue:

⊕|I|=nF(VI)
pj // F(VI′\j)

res // F(VI′)
ι //⊕

|I′|=n+1 F(VI′) .

donde I ′\j es el conjunto I ′ con el elemento j omitido, pj es la proyección en el sumando correspondiente,
ι es la inclusión en la suma directa y res es la restricción a nivel de gavillas.

De manera clásica se puede considerar el complejo de cocadenas asociado a este conjunto abeliano
cosimplicial, en donde las diferenciales están dadas como dn =

∑n
j=1(−1)j∂j . Así, se puede de�nir la

cohomología de X asociada a la cubierta {Vi → X}, en términos de la cohomología de éste complejo, la
cual se denota por Ȟn

{Vi→X}(X,F).

De�nición 13. Se de�ne la n-cohomología de �ech con coe�cientes en F como

Ȟn(X,F) = coĺım Ȟn
{Vi→X}(X,F).

Nótese que como la familia de cubiertas de un espacio es �ltrada entonces el colímite anterior es �ltrado.
Ahora se tiene que si h ∈ Ȟ1(X,O∗X), entonces existe {Vi → X}Zar tal que h ∈ Ȟ1

{Vi→X}(X,O
∗
X). Para

cada pareja de intersecciones de la cubierta se tiene una función que Vi ∩ Vj 7→ hij ∈ Γ(Vi ∩ Vj ,O∗X) y con
la propiedad de que d1(hij) = 0, es decir, hijhjkhki = 1. De esta condición y por la proposición 7 se deduce
que h de�ne una gavilla invertible.

Por otro lado si F es una gavilla invertible, por de�nición existe {Vi → X} tal que para todo i, F|Vi ∼=
O∗X |Vi y denótese a estos isomor�smos por λi. Entonces se tiene que,

O∗X |Vi∩Vj
λ−1
j |Vi // F|Vj∩Vi

∼= // F|Vi∩Vj
λi|Vj // O∗X |Vi∩Vj

Así, se de�ne hij = λiλ
−1
j que satisface claramente que hij ∈ Γ(Vi ∩ Vj ,O∗X) es un 1-cociclo de Cech.

Con un poco de trabajo adicional se deduce el siguiente resultado.

Proposición 8. Hay una correspondencia biyectiva entre Ȟ1(X,O×X) y el conjunto de gavillas invertibles
en X módulo isomor�smo.

5. El grupo de Picard.

Dado X un esquema, sea Pic(X) el conjunto de gavillas invertibles en X módulo isomor�smo. Este
conjunto resulta tener estructura de grupo abeliano y en la literatura se le conoce como el grupo de Picard
de X. Hay dos formas, que en el fondo son la misma, de darle estructura de grupo a Pic(X).

Para la primera de ellas sean ϕ1, ϕ2 gavillas invertibles en X. Si {tij} y {sij} son los cociclos asociados
a ϕ1 y ϕ2 respectivamente, que nótese pueden tomarse sobre la misma cubierta, entonces el producto de
dichas gavillas queda dado por la gavilla invertible que se le asocia al cociclo {tijsij}.

Puede verse que en dicha asociación a dicho cociclo le corresponde el producto tensorial de las gavillas
dadas ϕ1 ⊗ ϕ2, que sería la segunda forma de de�nir el producto.

Además, el grupo de Picard es funtorial, es decir, permite de�nir un funtor Pic : Schop → Ab y la
asociación a nivel de mor�smos está de�nida como sigue:

Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas. Si ϕ es una gavilla invertible sobre Y , entonces por de�nición
existe {Vi → Y }Zar tal que ϕ|Vi ∼= OY |Vi . Luego, al considerar f∗(ϕ) = f−1ϕ ⊗f−1OY OX , esta gavilla es
invertible pues por continuidad {f−1(Vi)→ X}Zar y además f∗(ϕ)|f−1(Vi)

∼= OX |f−1(Vi).
Lo anterior muestra que f∗(ϕ) es una gavilla invertible en X, entonces Pic(f) : Pic(Y ) → Pic(X) tiene

por regla de correspondencia Pic(f)[ϕ] = [f∗(ϕ)].
Ahora sea ϕ una gavilla invertible sobre X y s ∈ Γ(X,ϕ). La pregunta que se plantea es si dado x ∈ X,

s(x) ∈ k(x) está bien de�nido, es decir, si no depende del abierto U ⊆ X tal que x ∈ U . Para responder
esto sean U, V ⊆ X abiertos que trivializan a ϕ tales que x ∈ U ∩V . Entonces, módulo isomor�smo sV |U∩V
y sU |U∩V pueden considerarse como elementos de Γ(V ∩ U,OX). Además gV U (sV |U∩V ) = sU |U∩V con
gV U ∈ Γ(V ∩ U,O∗X), por lo cual se concluye que el valor de s(x) está de�nido salvo unidades.
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Esto dice que tiene sentido considerar los conjuntos {x ∈ X | s(x) = 0} y Xs = {x ∈ X | s(x) 6= 0} donde
de hecho los conjuntos Xs son abiertos y en la familia de todos ellos se encuentran los abiertos básicos para
la topología de SpecR y Proj(R).

6. Un problema de representación para Proj(R).

Sea R =
⊕∞

n=0Rn un anillo graduado tal que Rn está generado por R⊗n1 como R0-módulo.
Se tiene lo siguiente:

Observación 2. Si X = Proj(R) entonces X =
⋃
f∈R1

Xf .

Demostración. Supóngase que existe p ∈ X \ (
⋃
f∈R1

Xf ). Entonces para todo f ∈ R1, f ∈ p. Así, R1 ⊆ p

y entonces
⊕∞

n=1Rn ⊆ p, lo que contradice la de�nición de Proj(R). �

Observación 3. En Γ(Xf ∩Xg,OProj(R)),
f
g es unidad.

Demostración. Basta observar que Γ(Xf ∩Xg,OProj(R)) ∼= (R0
g) f

g
. Por lo tanto f

g ,
g
f ∈ Γ(Xf ∩Xg,OProj(R)),

y esto implica el resultado. �

Las dos observaciones hechas tienen como consecuencia el siguiente resultado.

Proposición 9. La cubierta {Xf}f∈R1
y las unidades f

g de�nen un 1-cociclo de �ech en Proj(R):

{Xf ∩Xg 7→
f

g
∈ Γ(Xf ∩Xg,O∗X)}.

Notación 2. La gavilla invertible asociada al 1-cociclo de �ech de la proposición anterior se le denota por
O(1). Si n ≥ 1 entonces O(n) = O(1)⊗n.

Observación 4. Existe un isomor�smo ϕn : Rn → Γ(X,O(n)) de�nido como sigue: Sea h ∈ Rn. Como
O(n)|Xf ∼= OX |Xf ∼= R0

f , entonces consideramos ϕn(h)|Xf = h
fn . Dado que en el 1-cociclo {Xf ∩Xg → fn

gn },
fn

gn
h
fn = h

gn , entonces la condición de pegado se cumple en O(n) y esta induce el elemento ϕn(h).

Con estas observaciones se puede decir algo respecto a un problema de representabilidad, pues al conside-
rar S ∈ Sch y dado f ∈ hProj(R)(S) se tiene el siguente cuadrado pullback:

f∗O(1)

��

// O(1)

��
S

f
// Proj(R)

Esto induce una transformación natural

hProj(R)
θ // Pic,

mediante el cual es posible resolver un problema de representabilidad como lo muestra el siguiente resultado.

Proposición 10. La transformación natural θ induce un isomor�smo para todo S ∈ Sch entre

hPn(S)

y

{(L, s0, ..., sn) | L es gavilla invertible en S, si ∈ Γ(S,L) tales que ∀x ∈ X,∃i tal que si(x) 6=
0}/isomor�smo.

Demostración. De�nimos el inverso. Para ello observamos que Pn admite la cubierta afín {A0, . . . , An} con
Ai = SpecZ[ t0ti , . . . ,

tn
ti

]. Consideramos el abierto Ssi ⊂ S, y observamos que sj
si
∈ Γ(Ssi ,OSsi ), i 6= j, ya

que si trivializa a L|Ssi .
Los mor�smos de anillos:

Z[ t0ti , . . . ,
tn
ti

]→ Γ(Ssi ,OSsi);
tj
ti
7→ sj

si
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de�nen via la adjunción entre Spec y Γ, mor�smos de esquemas ψi : Ssi → Ai ⊂ Pn, y por construcción
ψi|Ssi ∩ Ssj = ψj |Ssi ∩ Ssj . Por lo tanto, podemos pegar para obtener ψ : S → Pn. �

Corolario 3. Si R es un anillo local entonces hay un isomor�smo entre hPn(SpecR) y {(α0, ..., αn) | αi ∈
R no todos cero}/ ∼, donde (α0, ..., αn) ∼ (λα0, ..., λαn) para todo λ ∈ R×.

Demostración. Primero se observa que el ideal máximo de R, M, satisface que M ∈ SpecR. Además,
M ∈ Xf para f ∈ R si y sólo si f ∈ R×, por lo que esto pasa si y sólo si Xf = X. Así, para todo
U ⊆ SpecR abierto tal que M ∈ U , U = SpecR.

Esto dice que Pic(R) es el grupo trivial, es decir, consta de la clase de OSpecR. Luego, las secciones s ∈
Γ(SpecR,OSpecR) se identi�can con elementos de R y de la proposición anterior se deduce el resultado. �

7. El funtor de Grassmann.

De�nición 14. Un haz vectorial de rango n es una gavilla de OX -módulos, ξ, tal que existe {Uα → X}Zar
con la propiedad de que ξ|Uα ∼= OnX |Uα .

Observación 5. Los haces vectoriales de rango 1 son precisamente las gavillas invertibles.

Ahora se va a de�nir un funtor que a nivel de objetos, dado S ∈ Sch, se le asocia la familia:

{ξ | ξ es un haz de rango r equipado con (n+ 1)− secciones s0, ..., sn ∈ Γ(S, ξ) tales que para todo x ∈
S, ξx =

∑n
i=0OS,x · si}/isomor�smo.

Además, por la proposición 10 esta familia tiene una coordenada en el proyectivo PNS dada por:

(ξ, s0, ..., sn) 7→ (
r∧
ξ, ..., si1 ∧ si2 ... ∧ sir , ...)

donde se ponen todas las relaciones con cuña tales que 0 ≤ i1 < i2 < ... < ir ≤ n.
El problema de representación de este funtor exhibe una técnica muy recurrente en este tipo de problemas

que consiste en:

1. Caracterizar la imagen.
2. Probar que la transformación natural es inyectiva.

Se introduce como notación L =
∧r

ξ y para 0 ≤ i1 < i2 < ... < ir ≤ n, pi1,...,ir = si1 ∧ ...∧ sir . También
se aprovecha para escribir las relaciones:

(1)
r+1∑
λ=1

(−1)λpi1,...,ir1 ,jλ ⊗ pj1,...,ĵλ,...,jr+1
= 0

para todas las sucesiones i1, ..., ir−1 y j1, ...., jr+1 que cumplen la condición con la que se de�nieron las
pi1,...,ir .

Teorema 4. θ : (ξ, s0, ..., sn) 7→ (
∧r

ξ, ..., si1 ∧ si2 ... ∧ sir , ...) es inyectiva y con imagen el locus de ceros
dado por las ecuaciones (1).

Demostración. Una clase (ξ, s0, ..., sn) puede ser identi�cado con un mor�smo suprayectivo ϕ : On+1
S →

ξ → 0. Si K denota el núcleo de este mor�smo, entonces se tiene la sucesión exacta corta

0 // K // On+1
S

// ξ // 0

Además se observa que K es un OS-módulo localmente libre de rango n+ 1− r. Así, la prueba se reduce
a determinar K, y además para conocer esta información basta con hacer un tratamiento local.

Así, lo que se busca probar es que para todo S-punto del proyectivo PnS que satisface la relación (1),
existe una cubierta abierta de S tal que sobre cada abierto de la cubierta este corresponde a una única clase
(ξ, s0, ..., sn) en dicho abierto.
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Se considera entonces un abierto tal que pi1,...,ir 6= 0. En este caso se tiene que las relaciones planteadas
en la ecuación (1) permiten ver que:

pj1,...,jr =
F (· · · , pi1,...,îk,...,ir,j , · · · )

pN−1
i1,...,ir

,

donde al menos dos de los j1, ..., jr no son elementos del conjunto {i1, ..., ir} y además F es un polinomio
homogéneo en r(n+ 1− r) variables pi1,...,îk,...,ir,j .

Por otro lado, ϕ : On+1
S → ξ → 0 de�ne un punto en el proyectivo tal que pi1,...,ir 6= 0 si y sólo si

ϕ(ei1), ..., ϕ(eir ) es una base de ξ, donde {ei1 , ..., eir} denota un subconjunto de la base canónica {e0, ..., en}
de On+1

S . Entonces el núcleo de ϕ tiene una única base de la forma:

ej −
r∑

k=1

ajkeik ,

para j ∈ {0, ..., n} \ {i1, ..., ir}. En terminos de los coe�cientes esto se ve como

ajk = (−1)r−n
pi1,...,îk,...ir,j
pi1,...,ir

Por lo tanto, hay una y sólo una elección para ajk ∈ Γ(S,OS) para las coordenas pi1,...ir dadas. �

De�nición 15. Gn,r es el cerrado de�nido en el teorema anterior y hGn,r es el funtor de Grassmann.

Corolario 4. Grn,1 = Pn.

Corolario 5. (Gn,r)pi1,...,ir
∼= Ar(n+1−r).

Corolario 6. La Grasmmanianna está representada por

Gn,r = Proj(Z[..., pi1,...,ir , ...])/relaciones cuadráticas 1.

Para concluir con esta sección se va a analizar una situación más, pero antes de continuar se darán las
siguientes de�niciones.

8. La construcción tilde.

Sea X = SpecR. Dado M ∈ R-Mod a este se le puede asociar un OX -módulo que se denota por M̃ , tal
que en los abiertos básicos Xf para f ∈ R, Γ(Xf , M̃) = Mf . Así, si U ⊆ X es un abierto cualquiera y dado
que U =

⋃
Xf , entonces Γ(U, M̃) = ĺım←−Xf⊆U Mf .

Proposición 11. La construcción �tilde� es un funtor �el y pleno, es decir, para cualesquiera M,N ∈
R-Mod,

HomR-Mod(M,N) ∼= HomOX−mod(M̃, Ñ).

Demostración. Sea ϕ ∈ HomOX−mod(M̃, Ñ). Entonces Γ(X,ϕ) : Γ(X, M̃)→ Γ(X, Ñ) y dado que X = X1,
entonces Γ(X, M̃) = M y Γ(X, Ñ) = N . Así, Γ(X,ϕ) ∈ HomR-Mod(M,N).

Ahora se busca construir la inversa de Γ(X,−). Así, nótese que dados ψ ∈ HomR-Mod(M,N) y f ∈ R,
el mor�smo induce un mor�smo de R-módulos ψf : Mf → Nf dado por ψf ( mfn ) = ψ(m)

fn . Por la de�nición

de la construcción tilde se tiene que Γ(Xf , M̃) = Mf , luego al ser los abiertos básicos {Xf}f∈R un sistema
inverso, para cada V ⊆ X abierto existe un mor�smo ĺım←−Xf⊆V ψi : Γ(V, M̃) → Γ(V, Ñ). Esto de�ne la
asignación en la otra dirección y denótese a esta por α.

Es claro que las funciones Γ(X,−) y α son inversas una de la otra. �

Proposición 12. La sucesión en R-Mod, M → N → P es exacta si y sólo si la sucesión M̃ → Ñ → P̃

es exacta en OX-módulos.
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Demostración. La sucesión M̃ → Ñ → P̃ es exacta en OX -módulos si y sólo si para todo p ∈ SpecR la
sucesión Mp → Np → Pp es exacta en Np, pero esto es equivalente a la exactitud de M → N → P en
R-Mod. �

El resultado anterior tiene como consecuencia que la construcción �tilde� preserva cocientes, núcleos,
conúcleos, imagenes y coimagenes, es decir, si ϕ : M̃ → Ñ es un mor�smo de OX -módulos, entonces
Kerϕ ∼= K̃ para algún K ∈ R-Mod, y lo análogo para los objetos restantes.

De�nición 16. Sea X = SpecR y F una gavilla de OX -módulos. Se dice que F es casi-coherente si
existe M ∈ R-Mod tal que F = M̃ .

Ya con la de�nición de gavillas coherentes y casi-coherentes se puede dar el siguiente ejemplo

Supóngase que R =
⊕∞

n=0Rn con R0 una S-álgebra y sea X = SpecS, la cual da una gavilla casi-
coherente de OX -módulos R̃ =

⊕∞
n=0 R̃n sobre X = SpecS.

Ahora, sea X un esquema separado y R =
⊕∞

n=0Rn un álgebra graduada de OX -módulos. Al considerar
una cubierta afín {SpecRα = Uα → X}Zar, se tiene que en cada abierto de la cubierta

Γ(Uα,R) =
⊕∞

n=0 Γ(Uα,Rn),

es un álgebra graduada sobre Γ(Uα,OX). Más aún se tienen mor�smos de esquemas Pα = Proj(Γ(Uα,R))→
SpecRα = Uα tales que

Pα|Uα∩Uβ
∼= //

&&

Pβ |Uα∩Uβ

xx
Uα ∩ Uβ

donde Uα ∩ Uβ es afín (esquema separado). Así, por la propiedad de pegado se tiene un esquema Proj(R)

junto con un mor�smo

Proj(R)

��
X

Ejemplo 2. Sea ξ un haz de rango r en X, Rn = Symn(ξ) es la n-ésima potencia simétrica de ξ como
OX -módulo, y Sym•ξ = ⊕nSymn(ξ). Si ξ = OrX entonces Proj(Sym•OrX) = Pr−1 ×X y así

Proj(Sym•OrX)

��
X

es la proyección en la segunda coordenada.
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Gavillas casi-coherentes, coherentes y planas.

9. Gavillas casi-coherentes.

Teorema 5. Sea X = SpecR y F una gavilla casi-coherente. Entonces,

1. F está generada por sus secciones globales, es decir,

Γ(X,F)⊗OX // F // 0

2. Para todo p ≥ 1, Hp(X,F) = 0.

Demostración. Para la primera a�rmación nótese que si F ∼= M̃ paraM ∈ R-Mod, entonces Γ(X,F) = M .
Además, al ser X un esquema afín la a�rmación que se quiere probar puede verse a nivel de abiertos básicos,
por lo que sea h ∈ R. Así, se quiere ver que el mor�smo

(M ⊗OX)(Uh) // M̃(Uh)

es suprayectivo. Pero (M ⊗ OX)(Uh) = M ⊗ Rh y M̃(Uh) = Mh. Al de�nir la asignación M ⊗ Rh → Mh

dada por x ⊗ a
h 7→

ax
h , esta está bien de�nida, es inducida por el mor�smo R-bilineal (x, ah ) 7→ ax

h y es
claramente suprayectiva. Así, esto prueba que F es generado por sus secciones globales.

Respecto a la segunda a�rmación se observa que como X es afín, entonces {Xfi → X}i=1,...n es cubierta
abierta si y solo si (f1, ..., fn) = R. Como antes supóngase que F ∼= M̃ y al denotar por Mfα1

···fαk :=

Γ(Xfα1
···fαk ,F), el complejo de �ech Č•(U ,F), con U = {Xfi → X}i=1,...,n, puede ser identi�cado con el

complejo ∏
α0

Mfα0
→
∏

α0α1

Mfα0fα1
→
∏

α0α1α2

Mfα0fα1fα2
→ . . .

Entonces se a�rma que el siguiente complejo de Cech es acíclico

0→M →
∏

α0

Mfα0
→
∏

α0α1

Mfα0
fα1
→
∏

α0α1α2

Mfα0
fα1

fα2
→ . . .

Pero de hecho por ser la exactitud una propiedad local basta con ver que se tiene exactitud al localizar
en todo primo. Sin embargo, lo que se va a probar realmente es que el complejo anterior es homotópico a
cero al pasar a la localización en cualquier primo.

En efecto, sea p ∈ SpecR. Por ser p un ideal propio existe un índice α tal que fα /∈ p. Entonces
considérese ese índice como �jo y denótese a este por β. Nótese que entonces Mfβ ,p

∼= Mp y de hecho de
manera similar para la localización en un producto fα0 . . . fαp y p se puede considerar cualquier fαj para
el cual αj = β. Se de�ne así la homotopía h :

∏
α0...αp+1

Mfα0
...fαp+1

,p →
∏
α0...αp

Mfα0
...fαp ,p mediante

la regla de correspondencia h(s)α0...αp = (−1)βsβα0...αp . Nótese que de hecho h :
∏
α0
Mfα0

,p → Mp es la
proyección en Mfβ ,p = Mp y en general h es la proyección en los factores Mfβfα1 ...fαp+1

,p = Mfα1 ...fαp+1
,p.

Con esto se tiene que:

(dh+ hd)(s)α0...αp =

p+1∑
j=0

(−1)jh(s
α′0...α̂

′
j ...α

′
p+1

) + d((−1)βsα0...α̂βαp)

=
∑j<β

j=0
(−1)j+β+1s

α′0...α̂
′
j α̂
′
β ...α

′
p+1

+ sα0...αp +
∑p+1

j=β+1
(−1)j+βs

α′0...α̂
′
βα̂
′
j ...α

′
p+1∑j<β

j=0
(−1)j+βsα0...α̂j α̂β ...αp +

∑p

j=β+1
(−1)j+β+1sα0...α̂βα̂j ...αp

= sα0...αp

lo que prueba la a�rmación.
Con esto se concluye que Ȟp(U ,F) = 0. Más aún, por tratarse de U una cubierta formada por una

base de la topología y ser esta arbitraria, esto implica que Ȟp(X,F) = 0. Luego, al considerar la sucesión
espectral de �ech hacia cohomología de Zariski:
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Ȟr(X,HsZar(F))⇒ Hp=r+s(X,F).

Concluimos por lo anterior que Ȟr(X,HsZar(F)) = 0 para r > 0. Por lo tanto, para p > 0, Hp(X,F) ∼=
Ȟ0(X,HpZar(F)), y éste último grupo se anula ya que HsZar(F) = 0, s > 0. �

De�nición 17. Sea X un esquema y F una gavilla de OX -módulos. Se dice que F es casi-coherente si
alguna, y por lo tanto ambas, de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

1. Existe {Ui → X}Zar con Ui = SpecRi tal que para todo i, F|Ui es casi-coherente.
2. Para todo abierto afín U = SpecR ⊆ X, F|U es casi-coherente.

Demostración. La prueba de 2 ⇒ 1 es clara. Respecto a 1 ⇒ 2 primero se observa que si U ⊆ X es un
abierto afín tal que F|U ∼= M̃ para algún Γ(U,OX)-módulo, entonces para todo f ∈ Γ(U,OX), F|Uf ∼= M̃f .
Así, asumiendo 1, nótese que todo abierto puede ser cubierto con elementos que satisfacen la hipótesis, más
aún, cada uno de esos abiertos puede cubrirse por abiertos de la forma Ug con g ∈ Γ(U,OX) := R. Como
Ug = (Ui)g, F|Ug ∼= M̃i, esto dice que para U existe una cubierta afín �nita con elementos de la forma
Ugi con F|Ugi ∼= Ñi y Ni es un Rgi -módulo. Ahora, para V ⊆ U abierto y de la de�nición de gavilla via
igualadores se tiene la siguiente sucesión exacta corta

0 // Γ(V,F) // ∏
i Γ(V ∩ Ugi ,F) // ∏

i,j Γ(V ∩ Ugi ∩ Ugj ,F).

Se de�nen entonces las subgavillas F∗i y F∗i,j que a nivel de secciones satisfacen que Γ(V,F∗i ) = Γ(V ∩
Ugi ,F) y Γ(V,F∗i,j) = Γ(V ∩Ugi ∩Ugj ,F). Esto implica que se tiene la siguiente sucesión exacta de gavillas:

0 // F // ∏
i F∗i // ∏

i,j F∗i,j
Así, para probar el resultado basta ver que las gavillas F∗i y F∗i,j lo satisfacen. Además, para ambas

gavillas los argumentos son análogos, así que lo que se va a hacer es trabajar con el caso de F∗i . Si M0
i es

M visto como R-módulo, entonces nótese que para un abierto distinguido Ug se tiene que:

Γ(Ug,F∗i ) = Γ(Ug ∩ Ugi ,F) = Γ((Ugi)g,F|Ugi ) = (Mi)g = Γ(Ug, M̃0
i )

Esto muestra que F∗i ∼= M̃0
i y por lo dicho antes concluye la prueba. �

Proposición 13. Sean f : X → Y un mor�smo de esquemas casiseparado tal que para todo U ⊆ Y abierto,
f−1(U) es casicompacto y F una gavilla casi-coherente en X. Entonces, Rif∗F es casi-coherente en Y . Aquí
Rif∗F es la gavilla asociada de U ⊆ Y 7→ Hi(f−1(U),F).

Demostración. Es su�ciente probar que f∗F es casi-coherente en Y . En efecto, combinando el isomor�smo
natural:

Γ(X,F) ∼= HomOX−mod(OX ,F)

con la existencia de su�cientes inyectivos en la categoría de OX -módulos, concluimos que Rif∗F puede
calcularse como la i-cohomología de un complejo de OY -módulos: f∗(I•), en donde F → I• es una resolución
inyectiva de OX -módulos.

Para ver que f∗F es casi-coherente en Y , basta considerar el caso en donde Y = SpecS. Por hipótesis
f−1(Y ) = X = V0 ∪ · · · ∪ Vr, con Vi = SpecRi. Sea ji : Vi → X (resp. jik : Vi ∩ Vk → X) el encaje abierto
evidente y Fi = F|Vi (resp. Fik = F |Vi∩Vk) la cual es cuasi-coherente en Vi (resp. Vi∩Vk). Consideramos la
siguiente sucesión exacta 0→ F → ⊕(ji)∗Fi → ⊕(jik)∗Fik y aplicando f∗ obtenemos otra sucesión exacta
0 → f∗F → ⊕f∗(ji)∗Fi → ⊕f∗(jik)∗Fik. Como la categoría de OY -módulos casi-coherentes es cerrada
bajo núcleos y las sumas directas son �nitas (condición necesaria ya que la construcción tilde al ser un
adjunto izquierdo, conmuta con sumas directas pero no con productos directos in�nitos), basta probar que
f∗(ji)∗Fi, f∗(jik)∗Fik son casi-coherentes. Pero f ◦ ji, f ◦ jik son mor�smos a�nes, y en este caso es claro
que el pushforward preserva gavillas casi-coherentes. �
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De�nición 18. Un mor�smo de esquemas f : X → Y es afín si alguna de las siguientes condiciones
equivalentes se cumple:

1. Existe {Ui → Y }Zar con Ui = SpecRi tal que para todo i, f−1(Ui) = SpecSi.
2. Para todo V ⊆ Y abierto con V = SpecR, f−1(V ) = SpecS.

Demostración. 1 ⇒ 2) Sea V ⊆ Y un abierto con V = SpecR. Se denota por S = Γ(V, f∗(OX)). Se
a�rma que f−1(V ) = SpecS y para probar esto nótese que el mor�smo de anillos S = Γ(V, f∗(OX)) →
Γ(f−1(V ),OX) de�ne por la adjunción un diagrama conmutativo:

f−1(V )
η //

%%

SpecS

��
SpecR

Observamos que η es natural para abiertos a�nes de SpecR al ser la unidad de la adjunción entre Spec y
Γ. Entonces, la hipótesis implica que η es localmente un isomor�smo, y por lo tanto concluimos que η es
un isomor�smo.

2 ⇒ 1) Es claro que si la propiedad vale para todos los abiertos de Y , entonces en particular vale para
los elementos de una cubierta abierta. �

Nota 3. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas con X = SpecR y Y = SpecS.

1. Si F ∼= M̃ con M ∈ R-Mod, entonces f∗F ∼= M̃S .
2. Si F ∼= Ñ con N ∈ S-Mod, entonces f∗F ∼= R̃⊗S N .

Corolario 7. Sea F una gavilla de OX-módulos casi-coherente y f : X → Y un mor�smo de esquemas
afín. Entonces,

1. f∗f∗F → F es suprayectiva.
2. Para todo i > 0, Rif∗F = 0.

Demostración. Respecto a la primera a�rmación lo primero que se observa es que se puede hacer una
reducción pues por el resultado anterior si {Uα → Y }Zar es una cubierta afín de Y , entonces por ser f un
mor�smo afín se tiene que {f−1(Uα)→ X}Zar es una cubierta afín de X. Luego se puede trabajar para cada
α con el mor�smo fα = f |f−1(Uα) : f−1(Uα)→ Uα que es un mor�smo entre esquemas a�nes y con la gavilla
F|f−1(Uα), lo que dice que se puede suponer que f es un mor�smo entre esquemas a�nes y entonces sean

X = SpecR y Y = SpecS. Si F = M̃ con M ∈ R-Mod, entonces f∗F = M̃S y luego f∗f∗F = ˜R⊗S MS .
Del teorema 5 se deduce la suprayectividad del mor�smo dado.

Para la segunda a�rmación se recuerda que Rif∗F es la gavilla asociada a la pregavilla en Y tal que
U 7→ Hi(f−1(U),F). Al trabajar con abiertos a�nes y ser f un mor�smo afín, f−1(U) es afín en X y
luego por la segunda a�rmación del teorema 5 se tiene que para todo i > 0, Hi(f−1(U),F) = 0 y así
Rif∗F = 0. �

Proposición 14. Considérese el siguiente producto �brado de esquemas

X ×Y Y ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g
// Y

1. Si f es afín, entonces f ′ es afín.
2. Si f es afín y F es una gavilla de OX-módulos casi-coherente entonces g∗f∗F ∼= f ′∗g

′∗F .

Demostración. Para la primera a�rmación dado que f es afín existe {Yα → Y }Zar una cubierta afín tal que
{f−1(Yα) → X}Zar es una cubierta afín, y donde para �jar notación Yα = SpecRα y f−1(Yα) = SpecSα.
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Nótese que como por continuidad {g−1(Yα) → Y ′}Zar es una cubierta abierta, dicha cubierta se puede
re�nar a una cubierta afín {Y ′α,β → Y ′}Zar tal que para todo α, g−1(Yα) =

⋃
β Y
′
α,β . Lo primero que se

observa es que por construcción el mor�smo g|Y ′αβ : Y ′αβ → Yα factoriza a través de g−1(Yα), lo que implica

que g|−1
Y ′α,β

(Yα) = g−1(Yα) ∩ Y ′α,β = Y ′α,β Así, la conmutatividad del diagrama implica que f ′−1(Y ′α,β) =

f ′−1g−1(Yα) = g′−1f−1(Yα) = f−1(Yα) ×Yα Y ′α,β . Si Y ′α,β = SpecR′α,β , entonces f
−1(Yα) ×Yα Y ′α,β =

Spec(Sα ⊗Rα R′α,β), lo que prueba que f ′−1(Y ′α,β) es afín y concluye la prueba de la primera a�rmación.
Respecto a la segunda a�rmación y conservando la notación de antes si F = M̃ , entonces se tiene que:

f∗F = M̃Rα

y así,

(2) g∗f∗F = ˜R′α,β ⊗Rα MRα .

Por otro lado:

g′∗F = ˜Sα ⊗Rα R′α,β ⊗Sα M
y así,

(3) f ′∗g
′∗F = ˜(Sα ⊗Rα R′α,β ⊗Sα M)R′α,β

Así, como se tiene un isomor�smo entre 2 y 3 pues Sα ⊗Sα M ∼= M , entonces se sigue la segunda
a�rmación. �

10. Gavillas coherentes.

De�nición 19. Un esquema X es noetheriano si lo es como espacio topológico, es decir, cualquier cadena
descendente de cerrados se estaciona.

Nota 4. Un esquemaX es noetheriano si y sólo si para todo abierto afín U = SpecR ⊆ X, R es noetheriano.
La prueba de este hecho puede consultarse en [M, pp 205�206].

De�nición 20. Sea F una gavilla de OX -módulos casi-coherente. Se dice que F es coherente si alguna
de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

1. Existe {Ui → X}Zar con Ui = SpecRi tal que Γ(Ui,F) es un Γ(Ui,OX)-módulo �nitamente generado.
2. Para todo U ⊆ X abierto con U = SpecR, Γ(U,F) es un Γ(U,OX)-módulo �nitamente generado.

Demostración. 1⇒ 2) Como F es casi-coherente, observamos que para todo g ∈ Ri, Γ((Ui)g,F) ∼= Γ(Ui,F)g
es un Γ((Ui)g,OX)-módulo �nitamente generado. Por lo tanto, el resultado vale para una base de abiertos
a�nes de X.

Sea U un abierto afín. Por ser U casicompacto existen U1, ..., Un abiertos tales que U =
⋃n
i=1 Ui tal que el

resultado vale para todo Ui. Como Γ(Ui,F) es un Γ(Ui,OX)-módulo �nitamente generado y en particular
un Γ(U,OX)-módulo �nitamente generado, consideramos la siguiente sucesión exacta: 0 → Γ(U,F) →⊕

Γ(Ui,F). Como la suma directa es �nita, concluimos que Γ(U,F) está contenido en un Γ(U,OX)-módulo
�nitamente generado, lo cual implica que Γ(U,F) es �nitamente generado ya que Γ(U,OX) es un anillo
noetheriano.

2⇒ 1) Esto es claro pues si la propiedad vale para todos los abiertos a�nes, en particular vale para los
elementos de una cubierta afín. �

De�nición 21. Sea f : X → Y un mor�smo afín de esquemas con Y noetheriano. Se dice que f es �nito
si alguna, y por lo tanto todas, de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

1. f∗OX es coherente en Y .
2. f es de tipo �nito y para toda gavilla F de OX -módulos coherente, f∗F es coherente en Y .
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Demostración. 1⇒ 2) Como f es afín, f∗ preserva epimor�smos (Rif∗ = 0, i > 0). Ahora, F es coherente,
por lo cual existe un epimor�smo ⊕ni=1OX → F → 0, el cual induce ⊕ni=1f∗OX → f∗F → 0. Como la suma
es �nita, f∗OX es coherente y Y es noetheriano, concluimos que F es coherente.

2⇒ 1) Es claro pues OX es una gavilla coherente de OX -módulos. �

Proposición 15. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas �nito, entonces f es casi-�nito, es decir,
para todo y ∈ Y , f−1(y) es �nito.

Demostración. Considérese el anillo S = f∗(OX) ⊗OY k(y). Nótese que como f∗(OX) es una gavilla cohe-
rente, entonces S es una k(y)-álgebra la cual es �nitamente generada como módulo. Por lo tanto, se tiene
que f−1(y) = SpecS es �nito. �

De�nición 22. Sea F una gavilla de OX -módulos coherente con X noetheriano. El conjunto de puntos
asociados de F se de�ne como Ass(F) = {x ∈ X | ∃U ⊆ X abierto con x ∈ U y s ∈ Γ(U,F) tales que sy 6=
0⇔ y ∈ {x} }.

Proposición 16. Ass(F) es �nito.

Demostración. �

11. Gavillas planas.

De�nición 23. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas y F una gavilla de OX -módulos. Se dice que F
es plana sobre Y si para todo x ∈ X, Fx es un OY,f(x)-módulo plano.

Observación 6. Como la propiedad de ser plano es local, una gavilla casi-coherente F es plana si y sólo
si para cualesquiera abiertos a�nes V ⊆ Y y U ⊆ f−1(V ), Γ(U,F) es un Γ(V,OX)-módulo plano.

El siguiente resultado da una forma de obtener una gavilla plana de otra dada usando un producto
�brado.

Proposición 17. Considérese el siguiente producto �brado de esquemas

Y ′ ×Y X
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g
// Y

Si F es una gavilla de OX-módulos plana sobre Y , entonces g′∗F es una gavilla de OX×Y Y ′-módulos
plana sobre Y ′.

Demostración. La a�rmación puede llevarse a probar simplemente el caso local. Así, supóngase que X =

SpecR, Y = SpecS y Y ′ = SpecR′, lo que implica que Y ′ ×Y X = Spec(R′ ⊗S R). Si F ∼= M̃ para
M ∈ R-Mod, entonces de la hipótesis M es un módulo plano sobre S. Dado que g′∗F ∼= ˜R′ ⊗S R⊗RM ∼=
˜R′ ⊗S M y como R′ ⊗SM es plano sobre R′ por la propiedad de la planitud respecto al cambio de base de

álgebra conmutativa, se concluye que g′∗F es plano sobre Y ′. �

Proposición 18. Sean X, Y esquemas noetherianos, f : X → Y un mor�smo de esquemas, F una gavilla
de OX-módulos coherente que es plana sobre Y y x ∈ Ass(F). Entonces f(x) ∈ Ass(OY ).

Demostración. El argumento es por contrapositiva. Para reducir notación sea y = f(x) y supóngase que
y /∈ Ass(OY ). Esto implica que My /∈ Ass(OY,y), es decir, depth(OY,y) 6= 0. Así, existe a ∈ OY,y y tal que
a no es unidad, tal que la homotecia siguiente es inyectiva

0 // OY,y
a // OY,y
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Por hipótesis Fx es un OY,y-módulo plano, así de la sucesión anterior se tiene que la siguiente homotecia
también es inyectiva

0 // Fx
f∗(a) // Fx

Más aún, para cada n ∈ N+ la homotecia de�nida por el elemento f∗(a)n es inyectiva. Esto implica
que para todo n ∈ N, f(a)n /∈ Ann(Fx) y así si I es un ideal tal que f∗(a) ∈ I, se tiene que para todo
p ∈ Ass(Fx), I * p. Esto implica que Mx /∈ Ass(Fx) y así, x /∈ Ass(F). �

Lo que se busca probar es que de hecho se tiene un resultado que caracteriza a los puntos asociados de
una gavilla plana que satisface las hipótesis del resultado anterior. Dicho resultado se sigue del siguiente:

Teorema 6. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas, x ∈ X, y = f(x). Si Fx es un OY,y-módulo plano,
entonces

depth(Fx) = depth(OY,y) + depth(Fx ⊗ k(y)).

Demostración. El argumento procede por inducción en n = depth(OY,y) + depth(Fx ⊗ k(y)). Los detalles
pueden consultarse en [Ma, (21.B)Teorema 50]. �

Proposición 19. Sean X, Y esquemas noetherianos, f : X → Y un mor�smo de esquemas, F una gavilla
de OX-módulos coherente que es plana sobre Y . Entonces, x ∈ Ass(F) si y sólo si f(x) ∈ Ass(OY ) y
x ∈ Ass(F ⊗ k(f(x))).

Demostración. x ∈ Ass(F) si y sólo si depth(Fx) = 0. Del teorema anterior esto último sucede si y sólo si
depth(OY,y) = 0 y depth(Fx ⊗ k(y)) = 0, donde y = f(x). Lo que es equivalente a decir que y ∈ Ass(OY )

y x ∈ Ass(F ⊗ k(y)). �

El siguiente resultado da una caracterización del concepto de planitud para ciertos mor�smos de esque-
mas.

Proposición 20. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas �nito con Y noetheriano y F una gavilla de
OX-módulos coherente. Entonces F es plano sobre Y si y sólo si f∗F es un OY -módulo localmente libre.

Demostración. ⇒) La propiedad que se quiere probar es local en Y , así supóngase que Y = SpecS y al ser
f �nito, X = SpecR. En particular R es un S-módulo �nitamente generado. Además, por hipótesis F = M̃

para M ∈ R-Mod. Como M es un S-módulo plano, entonces para todo p ∈ SpecS, Mp = M ⊗S Sp es
un Sp-módulo plano. Pero precisamente (f∗F)p = Mp, luego, esto dice que f∗Fy es un OY,y-módulo plano.
Pero los módulos �nitamente generados sobre un anillo local noetheriano son planos si y sólo si son libres.
Así, para todo y ∈ Y , f∗Fy ∼= OnY,y. Sin embargo, esto último sucede si y sólo si existe f ∈ S tal que
Γ(Sf ,OnY )→ Γ(Sf , f∗F) es un isomor�smo, y de esto se deduce lo que se quería.
⇐) Si f∗F es localmente libre en Y , entonces nótese que como Fx es la localización del OY,f(x)-módulo

(f∗F)f(x) y todo módulo libre es plano, entonces la localización preserva planitud y de esto se obtiene el
resultado. �

Nota 5. Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas �nito con Y noetheriano e irreducible. Sea y ∈ Y y
considérese la �bra de f en y:

Xy := f−1(y)
i //

��

X

f

��
Spec k(y) // Y

Si F es una gavilla de OX -módulos, entonces Fy := i∗F es una gavilla de OXy -módulos. Ahora, en el
caso afín si X = SpecR y Y = SpecS, entonces Xy = Spec(R⊗S k(y)). Más aún si F es casi-coherente con
digamos F = M̃ para M un R-módulo, se tiene que
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Fy = ˜M ⊗R R⊗S k(y) = ˜M ⊗S k(y).

Donde en esta igualdad se usó que M ⊗R R ∼= M . Además se observa que como R es un S-módulo
�nitamente generado, R ⊗S k(y) es una k(y)-álgebra conmutativa de dimensión �nita como k(y) espacio
vectorial.

Para el siguiente resultado relativo a planitud se requiere de el siguiente lema previo.

Lema 1. Sea (R,M) un dominio local noetheriano, k = R/M su campo de residuos, K = Frac(R) = R0

y M un R-módulo �nitamente generado. Si n = dimK(M ⊗R K) = dimk (M ⊗R k), entonces M es un
R-módulo libre.

Demostración. Dado que M/MM ∼= M ⊗R R/M = M ⊗R k , entonces M/MM es un k -espacio vectorial
de dimensión n. Así, sean f1, ..., fn ∈ M tales que {f1, ..., fn} es base de M/MM . Sea ϕ : Rn → M

el mor�smo de R-módulos tal que ϕ(ei) = fi. Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta corta con
L = kerϕ y N = Cokerϕ

(4) 0 // L // Rn
ϕ // M // N // 0

Al aplicar _⊗R k en 4 y usar que este funtor es exacto derecho se tiene la siguiente sucesión exacta

Rn ⊗R k
ϕ⊗1k // M ⊗R k // N ⊗R k // 0

Pero Rn⊗R k ∼= kn,M⊗R k ∼= M/MM y N⊗R k ∼= N/MN . Así, como ϕ⊗1k satisface que (ϕ⊗1k )(ei⊗
1) = fi ⊗ 1, entonces dicho mor�smo es suprayectivo. Luego, N/MN = 0 y dado que N es �nitamente
generado, el lema de Nakayama implica que N = 0.

El argumento anterior dice que la sucesión 4 se puede escribir como

0 // L // Rn
ϕ // M // 0

Al en dicha sucesión _⊗RK y al usar que este es exacto (ya que coincide con la localización en el primo
cero) se tiene la sucesión exacta

0 // L⊗R K // Rn ⊗R K
ϕ⊗1K // M ⊗R K // 0

Pero Rn ⊗R K ∼= Kn y dimK(M ⊗R K) = n, luego ϕ ⊗ 1K es una transformación lineal suprayectiva
de K-espacios vectoriales de dimensión �nita con la misma dimensión, lo que implica que es inyectiva y así
L ⊗K K = 0. Esto dice que L es un módulo de torsión y dado que L ⊆ Rn y R es un dominio, entonces
L = 0. Esto implica que M ∼= Rn y así, M es un R-módulo �nitamente generado. �

Proposición 21. Sea f : X → Y con Y un esquema noetheriano, reducido e irreducible, F gavilla coherente
en X, y f mor�smo �nito. Entonces F es plano sobre Y si y sólo si y 7→ dimk(y)(f∗F)y⊗k(y) es constante.

Demostración. ⇒) Nótese que por la proposición anterior existe una cubierta abierta {Yα → Y } tal que
F|Yα ∼= OnY |Yα para algún n ∈ N. Esto implica que dado y ∈ Y , existe α tal que y ∈ Yα y así dimk(y)(f∗F)y⊗
k(y) = dimk(y)OnY |y ⊗ k(y) = n. Así, como el punto fue arbitrario se concluye la prueba de la a�rmación,
ya que Y es irreducible y en particular conexo.
⇐) Se observa que que se cumplen las hipótesis del lema anterior, pues OY,y es local y noetheriano y

(f∗F)y es �nitamente generado. �
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Cohomología de espacios proyectivos.

12. El caso proyectivo sobre un campo.

Se recuerda que por de�nición Pn = ProjZ[x0, ..., xn] y sea O(1) → Pn la gavilla canónica asociada al
proyectivo.

Abusando de la notación sean x0, ..., xn ∈ Γ(Pn,O(1)) las secciones correspondientes a las coordenadas.
Entonces, para S ∈ Sch al considerar la proyección en la primera coordenada π : Pn × S → Pn y al abusar
nuevamente de la notación se escribe:

O(1) := π∗(O(1))

∀i ∈ {0, ..., n}, xi := π∗(xi)

De�nición 24. Sea F una gavilla de OPn×S-módulos coherente. Se de�ne el twist de Serre como:

F(m) = F ⊗OPn×S O(1)⊗m.

Con la notación discutida en esta sección y para el caso especial de k un campo, S = Spec k y F una
gavilla de OPnk -módulos coherente se tienen los siguientes cuatro resultados.

Proposición 22. Hi(Pnk ,F) es un k -espacio vectorial de dimensión �nita para todo i. Además, si i > n,
entonces Hi(Pnk ,F) = 0.

Demostración. Consideramos la sucesión espectral de Cech para la cubierta {Pnxi → Pn}Zar, i = 0, . . . , n:

Hp(UI ,FI)⇒ Hp+q(Pn,F)

con I = j1 < · · · < jq ⊂ {0, . . . , n}, UI = Pnxj1 ∩ · · · ∩ Pnxjq ⊆ Pn y FI la restricción de F a UI . Como UI
es afín, concluimos que Hp(UI ,FI) = 0 para p > 0. Por lo tanto, Hi(Pnk ,F) = 0 para i > n ya que en este
caso q ≤ n, p ≥ 1.

Cuando i ≤ n, usamos inducción en n para la sucesión exacta de gavillas:

0→ F(m− 1)
xn→ F(m)→ i∗i

∗F(m)→ 0

en donde i : Pn−1 ∼= (Pn\Pnxn) ⊂ Pn es el hiperplano de�nido por xn. Esta sucesión induce una sucesión
exacta larga:

. . .→ Hi−1(Pn, i∗i∗F(m))→ Hi(Pn,F(m− 1))→ Hi(Pn,F(m))→ · · ·
Ahora, como i : Pn−1 ∼= (Pn\Pnxn)→ Pn es afín (al ser una inmersión cerrada), concluimos que la sucesión
espectral de Leray para i∗ se degenera y Hi−1(Pn, i∗i∗F(m)) ∼= Hi−1(Pn−1, i∗F(m)) el cual es de dimensión
�nita por inducción en n.

Finalmente, usamos inducción descente en m y la proposición siguiente (cuya prueba es independiente)
para obtener el resultado. �

Proposición 23. Existe m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0, Hi(Pnk ,F(m)) = 0 para todo i > 0. Además
F(m) es generado por secciones globales como OPnk -módulo.

Demostración. Usamos la notación de la prueba anterior. El hecho de que F(m) está generado por secciones
globales es un argumento clásico para modulos graduados.

Para el desvanecimiento de la cohomología, por la primer parte de la proposición anterior (cuya prueba
no requiere la proposición actual) Hi(Pn,F) = 0 para i ≥ n+1 y F coherente. Por lo tanto, basta considerar
i ≤ n y podemos proceder por inducción descendente en i. Como F(m) está generada por secciones globales,
tenemos una sucesión exacta de gavillas:

0→ K → E → F → 0
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con E = ⊕jOPn(rj). Escogemos m tal que K(m), E(m), F(m) están generadas por secciones globales, y
observamos la sucesión exacta larga en cohomología:

· · · → Hi(Pn, E(m))→ Hi(Pn,F(m))→ Hi+1(Pn,K(m))→ · · ·

Por inducción descendente en i, tenemos Hi+1(Pn,K(m)) = 0, por lo cual basta probar que para m su�-
cientemente grande y para todo i > 0: Hi(Pn, OPn(m)) = 0. De nuevo, consideramos la sucesión exacta de
gavillas:

0→ OPn(−1)
xn→ OPn → i∗i

∗OPn ∼= i∗OPn−1 → 0

y la sucesión exacta larga en cohomología correspondiente:

· · · → Hi−1(Pn, i∗OPn−1(m))→ Hi(Pn,OPn(m− 1))
xn→ Hi(Pn,OPn(m))→ · · ·

Ahora, como la sucesión espectral de Leray para el encaje cerrado Pn−1 → Pn se degenera,

Hi−1(Pn, i∗OPn−1(m)) ∼= Hi−1(Pn−1,OPn−1(m))

pero por inducción en n, este grupo es cero para i > 1. Por lo tanto, tenemos un mapeo inyectivo (para
i = 1 se prueba directamente por inspección):

0→ Hi(Pn,OPn(m− 1))
xn→ Hi(Pn,OPn(m))

Para concluir la prueba, basta ver que el mapeo xn es trivial. Para ello, es su�ciente mostrar que para i ≥ 1,

F = ⊕r∈ZF(r):Hi(Pn,F)xn = 0. Consideramos la resolución de Cech de F para la cubierta {Pnxj
ij→ Pn}Zar:

0→ F → ⊕ij∗i∗jF → ⊕ijk∗i∗jkF → · · ·

Localizando esta resolución en xn, obtenemos la resolución de Cech de F|Pnxn con respecto a la cubierta
{Pnxjxk → Pnxn ∼= An}Zar. Por lo tanto: Hi(Pn,F)xn

∼= Hi(An,Fxn) = 0 para i ≥ 1. �

Proposición 24.
∑n
i=0(−1)i dimk H

i(Pnk ,F(m)) es polinomial en m para todo m. Esta función es el po-
linomio de Hilbert de F .

Demostración. La característica de Euler (suma alternada de las dimensiones) es aditiva en sucesiones
exactas largas. Por lo tanto, el resultado se sigue aplicando inducción en n a la sucesión exacta larga de
cohomología inducida por la sucesión exacta corta de gavillas:

0→ F(m− 1)
xn→ F(m)→ i∗(F|Pn−1)→ 0.

�

Para el siguiente resultado se requieren plantear algunas cosas. Lo primero es que se puede de�nir la ca-
tegoría de k [x0, ..., xn]-módulos graduados. En dicha categoría paraM y N k [x0, ..., xn]-módulos graduados
se de�ne

Homgr(M,N) = coĺım
n

Homgr

(⊕
m≥n

Mm,
⊕
m≥n

Nm

)
.

Además, dadoM un k [x0, ..., xn]-módulo graduado, a este se le puede asociar una gavilla coherente sobre
Pnk , que se denota por M̃gr, de la siguiente forma: Para i ∈ {0, ..., n} se considera M i = Mxi que es un
k [x0

xi
, ..., xi−1

xi
, xi+1

xi
, ...xnxi ]-módulo, donde se recuerda que k [x0

xi
, ..., xi−1

xi
, xi+1

xi
, ...xnxi ] ∼= Γ(Pnxi ,OPn).

Consideramos la gavilla coherente en Pnxi , M̃
i
0 en donde M i

0 ⊂ M i es el submódulo de grado cero. Es

claro que las gavillas M̃ i
0 satisfacen la condición de pegado y por lo tanto de�nen una gavilla M̃gr en Pn.

La construcción realizada anteriormente es funtorial. Más aún, se tiene el siguiente resultado:
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Proposición 25. Existe una adjunción, la cual es equivalencia de categorías:

k [x0, ..., xn]mod− graduados
(∼,Γ) // CohShv(Pnk )

M � // M̃gr⊕∞
m=0 Γ(Pnk ,F(m)) F�oo

Demostración. Es claro que el funtor secciones globales es el inverso de la construcción tilde graduada, ya
que ello ocurre a nivel de a�nes. �

Con las técnicas desarrolladas en esta sección es posible calcular la cohomología del proyectivoHi(Pnk ,O(m)).
Se recuerda que k [x0, ..., xn](m) es el k -espacio vectorial generado por monomios de grado m en las indeter-
minadas x0, ..., xn.

Proposición 26. Sea k campo.

Hi(Pnk ,O(m)) =


0, Si 0 < i < n.

0, Si i = n, m > −n− 1

0, Si i = 0, m < 0.

k [x0, ..., xn](m), Si i = 0, m ≥ 0.

13. Globalización de los resultados de cohomología de espacios proyectivos.

En esta sección S será un esquema noetheriano y F una gavilla coherente sobre PnS . Además p : PnS → S

denota la proyección en la segunda coordenada. Lo que se busca es obtener resultados análogos a los
mostrados en la sección anterior para PnS .

Proposición 27. Bajo las condiciones mencionadas Rip∗F es coherente en S para todo i. Además Rip∗F =

0 para todo i > n.

Demostración. Observamos que Rip∗F es la gavilla asociada a la pregavilla

U ⊆ S 7→ Hi(p−1U,F) = Hi(Pn × U,F).

Por lo tanto, basta ver que para U ⊆ S abierto afín Hi(Pn × U,F) es cero para i > n. Sea U ⊆ S abierto
afín y considere la cubierta abierta afín {Pnxi × U → Pn × U} y su complejo de Cech asociado:

F ′ = F|Pn×U → ⊕αjα∗j∗αF ′ → ⊕αβjαβ∗j∗αβF ′ → · · ·

el cual induce la sucesión espectral de Cech:

Hj(VI ,FI)⇒ Hj+q(Pn × U,F)

donde I = (α0, α1, . . . , αq), VI = Pnxα0 ···xαq
× U . Como VI es afín, concluimos que Hj(VI ,FI) = 0 para

j > 0. Lo cual implica que Hi(Pn×U,F) es cero para i > n, ya que en este caso q ≤ n y por lo tanto j > 0

en la sucesión espectral.
Para probar que Rip∗F es coherente, usamos la siguiente proposición (cuya prueba es independiente) y

procedemos como en el caso S = Spec k (ver proposición 22). �

Proposición 28. Existe m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0, Rip∗F(m) = 0 para todo i > 0, y p∗p∗F(m)→
F(m) es suprayectiva.

Demostración. Para la sobreyectividad de p∗p∗F(m)→ F(m), consideramos {Sα → S} una cubierta abier-
ta afín y tomamos {Pnxi ×Sα → Pn×S}i,α. Como en el caso S = Spec k (ver proposición 23), un argumento
estándar con módulos graduados sobre un anillo graduado muestra que F(m)|Pnxi×Sα está generado por
secciones globales para m su�cientemente grande. Por lo tanto, p∗p∗F(m)|Pnxi×Sα → F(m)|Pnxi×Sα es sobre,
lo cual implica el resultado.
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Para el desvanecimiento de Rip∗F(m), consideramos {Sα → S} una cubierta abierta afín. Basta ver que
para todo i > 0, Hi(Pnxi × Sα,F(m)) = 0 para m su�cientemente grande. Pero la prueba para S = Spec k

(ver proposición 23) funciona para cualquier S afín. �

Para el siguiente resultado consideramos la categoría de gavillas casi-coherentes de OS [x0, ..., xn]-módulos
graduados �nitamente generados,Gr(cohShv(S)). Motivados en lo hecho en la sección pasada paraM,N ∈
Gr(cohShv(S)) se de�ne:

Homgr(M,N ) = coĺım
m0

Homgr

( ⊕
m≥m0

Mm,
⊕
n≥m0

Nn
)
.

Proposición 29. La asignación α : CohShv(PnS)→ Gr(CohShv(S)) de�nida mediante

F 7→
∞⊕
m=0

p∗F(m)

es una equivalencia de categorías.

La prueba de este resultado es idéntica a la de la proposición 25 ya que el funtor inverso está de�nido
de manera local por la construcción �tilde� graduada _̃gr.

14. Cambio de base.

Sean S un esquema noetheriano, F una gavilla coherente sobre Pn × S y como antes p : Pn × S → S

la proyección en la segunda coordenada. Por un lado se puede considerar la �bra de p en un punto s ∈ S
como esquema, la que se de�ne con el siguiente producto �brado:

Pnk(s) := p−1(s)
j //

��

PnS
p

��
Spec k(s) // S

Entonces uno puede preguntarse si existe alguna relación entre Rip∗F ⊗OS k(s) y Hi(Pnk(s), j
∗F).

La pregunta anterior es un caso particular de la siguiente situación. Sea g : T → S un mor�smo de
esquemas y considérese el siguiente diagrama Cartesiano:

Pn × T

q

��

h // Pn × S

p

��
T

g
// S

Ahora la pregunta es si existe alguna relación entre g∗Rip∗F y Riq∗h∗F para una gavilla coherente F en
Pn × S.

Observación 7. Para todo U ⊆ S abierto existen mor�smos

Hi(Pn × U,F)
h∗→ Hi(Pn × g−1(U), h∗F)→ H0(g−1(U), Riq∗h

∗F)

lo cual induce un homomor�smo:

Rip∗F → g∗R
iq∗(h

∗F)

y mediante la adjunción (g∗, g∗), obtenemos un homomor�smo:

θg : g∗Rip∗F → Riq∗(h
∗F)

De�nición 25. Si para todo g : T → S, θg : g∗Rip∗F → Riq∗h
∗F es un isomor�smo, se dice que Rip∗

conmuta con cambio de base.
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Proposición 30. Para toda F gavilla coherente en Pn × S existe m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0,
g∗p∗F(m)→ q∗h

∗F(m) es un isomor�smo.

Demostración. Esto es consecuencia directa de la compatibilidad de las equivalencias de categorías αS , αT
(ver proposición 29) con productos tensoriales. En efecto, sea F gavilla coherente en Pn × S. Entonces F
está de�nida en términos de la gavilla de OS [x0, ..., xn]-módulos graduados:

M := αS(F) =
⊕
m≥0

p∗F(m)

y h∗F está de�nida en términos de la gavilla de OT [x0, ..., xn]-módulos graduados:

N := αT (h∗F) =
⊕
m≥0

q∗h
∗F(m)

Basta ver que el mor�smo natural g∗M→N es un isomor�smo en nuestra categoría graduada. Usando el
funtor ,̃ que es el inverso de α, basta probar que g̃∗M ∼= h∗(Ñ ), lo cual es consecuencia inmediata de la
de�nición del funtor .̃ �

Sin embargo, para obtener relaciones precisas entre las imágenes directas derivadas, debemos considerar
el caso de gavillas planas F sobre S.

Proposición 31. Sea F una gavilla coherente sobre Pn × S, plana sobre S, tal que existen s0 ∈ S, i ∈ Z
tal que:

Rip∗F ⊗OS k(s0)→ Hi(Pns0 ,Fs0)→ 0,

entonces existe U ⊆ S abierto tal que s0 ∈ U y con la propiedad de que para todo g : T → U , g∗Rip∗F ∼=
Riq∗h

∗F .

Demostración. El resultado es local en T , por lo cual basta considerar el caso afín. Sean S = SpecA con
A un anillo local noetheriano, T = SpecC con C un anillo local noetheriano con estructura de A-álgebra.
Sea F → I• una resolución de Cech asociada a una cubierta afín de Pn × S, en particular esta resolución
consiste de gavillas planas sobre S ya que F lo es. Consideramos los funtores:

f : A−mod // A−mod; f ′ : A−mod // A−mod

N � // N ⊗A Hi(I•|A) N � // Hi(I• ⊗A N)

Por la observación 7, existe una transformación natural f → f ′, y basta ver que es un isomor�smo. Debido
a que f es un funtor exacto derecho, y f(A) = f ′(A) es su�ciente probar que f ′ es también exacto derecho.

Ya que I• es un complejo de A-módulos planos, f ′ forma parte de un funtor cohomológico, por lo cual
f ′ es semi-exacto, i.e. si 0 → M1 → M2 → M3 → 0 es una sucesión exacta de A-módulos entonces
f ′(M1)→ f ′(M2)→ f ′(M3) es exacta.

Como el mor�smo A → Â a la completación es �elmente plano, podemos asumir que los módulos son
completos, i.e.

N = N̂ = ĺım
←
N/(mnN)

donde m es el ideal máximo de A. Entonces, f ′(N̂) = Hi(I•⊗A N̂) ∼= Ĥi(I•⊗AN) ya que Â es un A-módulo
plano. Por lo tanto, aplicando el criterio de Mittag-Le�er al sistema inverso

· · · → N/(mn+1N)→ N/(mnN)→ · · ·

de mor�smos sobreyectivos, hemos reducido la prueba al caso Artiniano, i.e. basta probar que el funtor
N/(mnN) 7→ Hi(I• ⊗A/mn N/(mnN)) es exacto derecho.

Pero por hipótesis, la siguiente composición:

f ′(A) = Hi(I•|A)→ Hi(I•)⊗A A/m→ Hi(I• ⊗A A/m) = f ′(A/m)

es sobreyectiva, lo cual implica por inducción en la longitud de N que f ′ preserva mor�smos sobreyectivos.
Como f ′ es semi-exacto, concluimos que f ′ es exacto derecho, como se quería. �
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Proposición 32. Sea F una gavilla coherente sobre Pn × S, plana sobre S, tal que existen s0 ∈ S, i ∈ Z
tal que:

Rip∗F ⊗OS k(s0)→ Hi(Pns0 ,Fs0)→ 0.

Entonces

Ri−1p∗F ⊗OS k(s0)→ Hi−1(Pns0 ,Fs0)→ 0,

si y sólo si Rip∗F es un OS-módulo localmente libre en una vecindad de s0.

Demostración. Con la notación de la prueba de la proposición 31. Sea f ′r el funtor N 7→ Hr(I•⊗AN). Por el
argumento en la prueba de la proposición 31, concluimos que f ′i es un funtor exacto derecho y naturalmente
isomorfo al funtor N 7→ N ⊗A Hi(I•).

Usando de nuevo la prueba de la proposición 31, tenemos que el mor�smo Ri−1p∗F ⊗OS k(s0) →
Hi−1(Pns0 ,Fs0) es sobreyectivo, si y solo si f ′i−1 es exacto derecho, y como {f ′r}r∈Z es un funtor coho-
mológico, esto ocurre si y solo si f ′i es exacto izquierdo.

Como ya observamos que f ′i es exacto derecho, tenemos que la condición de sobreyectividad es equivalente
a que el funtor f ′i (N 7→ N⊗AHi(I•)) sea exacto, i.e. equivalente a que Hi(I•) sea un A-módulo plano. Pero
como A es noetheriano local, esto último es equivalente a que Hi(I•) sea localmente libre, i.e. equivalente
a que Rip∗F sea un OS-módulo localmente libre en una vecindad de s0. �

Corolario 8. Sean F una gavilla coherente sobre Pn×S, plana sobre S, y s0 ∈ S tales que Hj+1(Pns0 ,Fs0) =

0. Entonces, existe U ⊆ S abierto con s0 ∈ U , tal que para todo g : T → U , g∗Rjp∗F ∼= Rjq∗h
∗F .

En particular, Rjp∗F ⊗ k(s) ∼= Hj(Pns ,Fs) para todo s ∈ U .

Demostración. Al aplicar la proposición 31 para i = j + 1 existe U ⊆ S un abierto con s0 ∈ U tal
que g∗Rj+1p∗F ∼= Rj+1q∗h

∗F para todo g : T → U . Por de�nición de g∗, q∗ y h∗ esto implica que
Rj+1p∗F ⊗OS k(s0) ∼= Hj+1(Pns0 ,Fs0) = 0. Como Rj+1p∗F es coherente, una de las versiones geométricas
del lema de Nakayama implica que (Rj+1p∗F)s0 = 0, de lo que se deduce que existe W ⊆ S abierto con
s0 ∈ W tal que Rj+1p∗F|W = 0, lo que implica que Rj+1q∗h

∗F es localmente libre. Entonces por el
regreso de la proposición 32 esto implica que Rjp∗F ⊗OS k(s0) → Hj(Pns0 ,Fs0) → 0 es suprayectivo. Al
usar nuevamente la proposición 31 esto implica que existe U ⊆ S abierto con s0 ∈ U tal que para todo
g : T → S, g∗Rjp∗F ∼= Rjq∗h

∗F . �

Corolario 9. Sean F una gavilla coherente sobre Pn × S, plana sobre S, tal que existe i0 con la propiedad
de que para todo i ≥ i0, Rip∗F = 0. Entonces para todo s ∈ S e i ≥ i0, Hi(Pns ,Fs) = 0.

Demostración. Primero nótese que si j > n, entonces ya se probó que Hj(Pns ,Fs) = 0. Así, lo que resta
probar es que la propiedad se cumple para i tal que i0 ≤ i ≤ n. Para esto se usará inducción descendente.
Supóngase que Hi+1(Pns ,Fs) = 0. Por el corolario anterior Hi(Pns ,Fs) ∼= Rip∗F ⊗ k(s0) = 0. �

Corolario 10. Sean F una gavilla coherente sobre Pn × S, plana sobre S y G una gavilla coherente sobre
S. Dado ϕ : G → p∗F , este induce ϕ⊗ 1k(s) y se tiene el diagrama

G ⊗ k(s)
ϕ⊗1k(s)//

&&

p∗F ⊗ k(s)

��
H0(Pns ,Fs)

Si para todo s ∈ S, G⊗k(s)→ H0(Pns ,Fs) es un isomor�smo, entonces ϕ es un isomor�smo, G es localmente
libre y para todo g : T → S, g∗p∗F ∼= q∗h

∗F .

Demostración. La proposición 31 para i = 0 implica que hay cambio de base, es decir, g∗p∗F ∼= q∗h
∗F es

un isomor�smo para todo g : T → S. En particular, para todo s ∈ S, p∗F ⊗ k(s) ∼= H0(Pns ,Fs).
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Así, la hipótesis implica que para todo s ∈ S, ϕs ⊗ 1k(s) es un isomor�smo. Entonces, por el lema de
Nakayama ϕs es un isomor�smo para todo s ∈ S, i.e. ϕ es un isomor�smo. Finalmente, por la proposición
32 para i = 0, las hipótesis de la ida se cumple automáticamente, así p∗F ∼= G es localmente libre en S. �

Corolario 11. Sea F una gavilla coherente en Pn × S. Entonces F es plana sobre S si y sólo si existe
m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0, p∗F(m) es localmente libre en S.

Demostración. ⇒) Como F es coherente por la proposición 28 existe m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0,
i > 0: Rip∗F(m) = 0. Usando los corolarios 9 y 8, concluimos que p∗(F(m)) ⊗ k(s) → H0(Pns ,Fs(m)) es
sobre para todo s ∈ S. Entonces, por la proposición 32 concluimos que p∗F(m) es localmente libre.
⇐) Por hipótesis existe m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0, p∗F(m) es localmente libre en S. Así (ver

proposición 29) α(F) =
⊕

m≥0 p∗F ∼=
⊕

m≥m0
p∗F . Pero este último es un OS-módulo plano por ser suma

de OS-módulos planos. Luego de la proposición 29, F está de�nida sobre una cubierta abierta afín por
módulos obtenidos en dos pasos: a) localizando α(F) con respecto a xi y b) pasando al submódulo de grado
cero, el cual es un sumando directo.

Estos módulos son planos sobre OS cuando α(F) es plano, por lo tanto concluimos que F es plano sobre
S. �

Nota 6. El corolario anterior implica que el polinomio de Hilbert de Fs en Pns , Hilb(Fs), es localmente
constante.

Proposición 33. La proyección p : Pn × S → S es una función continua cerrada.

Demostración. Sea Z ⊆ Pn × S un cerrado, y F la gavilla estructural del subesquema cerrado reducido
con soporte Z. Por la proposición 28, existe m0 ∈ Z tal que para todo m ≥ m0, p∗p∗F(m) → F(m) es
suprayectiva. A�rmamos que p(Z) =

⋂
m≥m0

Supp(p∗F(m)).
En efecto, como las secciones globales de p∗(F(m)) generan a F(m) (por lo sobreyectividad mencionada

arriba), se sigue que p∗(F(m))s 6= 0 para todo s ∈ p(Z). Por lo tanto p(Z) está contenido en la intersección.
Por otro lado, si s /∈ p(Z), entonces Fs = 0. Por la proposición 30, para m su�cientemente grande:

p∗(F(m))⊗ k(s) ∼= H0(Pns ,F(m)s) = 0. Por lo tanto, por el lema de Nakayama p∗(F(m))s = 0. �

Corolario 12.

Rip∗O(m) =


0, Si 0 < i < n.

0, Si i = n, m > −n− 1

loc libre con base Z[x0, ..., xn](m), Si i = 0.

Demostración. Para el desvanecimiento, observamos que el resultado vale cuando la base es un campo (ver
proposición 26), por lo cual podemos aplicar la proposición 31, la cual implica en particular Rip∗O(m) ⊗
k(s) ∼= Hi(Pns ,O(m)) = 0. Así, por el lema de Nakayama Rip∗O(m)s = 0 para todo s ∈ S, y por lo tanto
Rip∗O(m) = 0. La última parte se sigue del corolario 10 y el caso de campos base (ver proposición 26). �
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Estratificaciones.

15. Existencia de estratificaciones aplanantes.

Considérese S un esquema noetheriano y F una gavilla coherente sobre Pn × S. Dado un mor�smo de
esquemas g : T → S se tiene el siguiente diagrama:

Pn × T

q

��

1Pn×g // Pn × S

p

��
T

g
// S

Si se de�ne la gavilla en Pn × T , Fg = (1Pn × g)∗F , entonces el problema que se pretende responder es
si se pueden caracterizar los mor�smos g tales que Fg sea plana sobre T .

De�nición 26. Sea S un esquema. Una estrati�cación de S es una colección �nita de subesquemas local-
mente cerrados de S, digamos S1, ..., Sn, tales que S = qni=1Si.

Teorema 7. Sea S un esquema noetheriano. Entonces existe una estrati�cación de S, S1, ..., Sm tal que
para todo mor�smo de esquemas g : T → S con T noetheriano, Fg es plano sobre T si y sólo si existe g′

tal que el siguiente diagrama conmuta:

T
g′ //

g
""

qmi=1Si� _

��
S

Demostración. Demostraremos este teorema a lo largo de la sección. Primero consideramos el caso donde
n = 0, por lo cual F es una gavilla coherente sobre S. Dado que se tenia que Fg = (1Pn × g)∗F entonces
para este caso Fg es visto simplemente como g∗F y por lo tanto esta gavilla es plana sobre T si y sólo si es
localmente libre sobre T .

Dado s ∈ S, consideramos:

e(s) = dimk(s)Fs ⊗OS,s k(s)

Ahora, �jamos s ∈ S. Sea e = e(s) y escogemos a1, . . . , ae ∈ FS cuyas imágenes en Fs ⊗ k(s) forman una
base para este espacio vectorial. Entonces, a1, . . . , ae se extienden a secciones de F en una vecindad U1 de
s, y mediante éstas secciones obtenemos un homomor�smo en U1:

OeS
ϕ→ F .

Obsérvese que Fs ⊗OS,s k(s) ∼= Fs/msFs. Esta observación es consecuencia del siguiente teorema

Teorema 8. Sea A un anillo, m un ideal, y M un A-módulo, entonces (A/m)⊗AM ∼= M/mM

Demostración. Ver [Ma, 11 Teorema 2.3 ] �

Entonces tomando M = Fs y k(s) = A/ms, se sigue de manera inmediata la observación. Por otra
parte, ya que a1, . . . , ae ∈ Fs entonces generan a Fs ⊗ k(s). Por la observación hecha anteriormente,
los elementos a1, . . . , ae ∈ Fs/msFs, los cuales son vistos en Fs/msFs, como clases laterales, es decir,
ā1, . . . , āe ∈ Fs/msFs, las cuales generan a este cociente. Ahora bien, denotando como N al subespacio
generado por a1, . . . , ae donde N ⊂ Fs, se tiene por lo anterior que Fs = N +msFs, donde Fs �nitamente
generada dado que F es una gavilla coherente, N es un submódulo de Fs y ms al ser el único ideal maximal
en el anillo dado, este coindice con el radical de Jacobson del mismo. Así se sigue por el lema de Nakayama
que N = Fs. De esta última observación concluimos que a1, . . . , ae también generan a Fs. Por lo tanto, ϕ
es sobre en una vecindad más pequeña U2 de s.
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Considerando una vecindad U3 aún más pequeña, podemos suponer que ker ϕ está generado por sus
secciones globales sobre U3. Así, obtenemos una sucesión exacta en Us = U3:

OfS
ψ→ OeS

ϕ→ F → 0

para algún f ∈ N. Observamos que F está generada por e(s) secciones en cualquier punto de Us, por lo
tanto:

(5) Si s′ ∈ Us, e(s′) ≤ e(s)

es decir, e es semicontínua superior. Por lo tanto, el conjunto:

Ze = {s ∈ S : e(s) = e}

es localmente cerrado. Además, si s′ ∈ Us, entonces e(s′) = e(s) si y solo si el homomor�smo:

k(s′)f
ψ(s′) // k(s′)e

es cero. Por lo cual, si ψ está dado por una matriz e×f : (ψij) de funciones en Us, el subesquema cerrado Ys
de Us de�nido por el ideal 〈ψij〉 tiene soporte Ze ∩ Us. El conjunto Ys satisface la propiedad descrita en la
proposición 34, la cual caracteriza al subesquema Ys en una vecindad de cualquier punto de Ze ∩Us. Por lo
tanto, si s1 y s2 son dos puntos arbitrarios de Ze, en el conjunto abierto Us1 ∩Us2 los dos subesquemas Ys1
y Ys2 son iguales. Por lo tanto, podemos pegar los subesquemas Ys para darle estructura de subesquema al
subconjunto localmente cerrado Ze.

Denotamos a dicho subesquema Ye. La familia {Ye} es una estrati�cación de S, y por la proposición 34
se sigue inmediatamente que dicha estrati�cación satisface las propiedades requeridas. Esto termina el caso
n = 0.

La prueba en el caso general se concluirá en la observación 11. �

A continuación se dará una clase de clase de ejemplos los cuales nos permitirán ilustrar el teorema dado,
pero antes se introducirá el concepto de estrati�cación de mor�smos de esquemas.

De�nición 27. Sean f : X → S un mor�smo de esquemas. Una estrati�cación plana para un mor�smo f
es una descomposición disjunta de S en subesquemas localmente cerrados Si tales que para otro mor�smo
de esquemas g : T → S se tiene que T ×S X → T es plano si y sólo si T → S se factoriza a través de Si
para alguna i

Cabe mencionar que las estratifcaciones planas no siempre existen (caso afín), y a continuación se dará
un ejemplo

Ejemplo 3. Sean H := Spec C[1, 1/t] ∼= Spec C[x, y]/(xy − 1), B := A2
C y C := C[x, y]/(y2 − x3 − xy).

Consideremos el mor�smo f : H → B inducido por el homomor�smo de anillos de�nido mediante x 7→ t2−t,
y 7→ t3 − t2.

Nótese que la imagen de f está contenido en la curva V = y2 − x3 − xy, dado que evaluando x = s2 − s
y y = s3 − s2 se sigue de manera inmediata que (s3 − s2)2 − (s2 − s)3 − (s2 − s)(s3 − s2) = 0

La curva C es una curva racional con un nodo simple en (0, 0). Tenemos x = y = 0 si y sólo si t ∈ {0, 1}.
Como t es invertible en C[1, 1/t], la imagen de H bajo f recorre el nodo únicamente por una de sus ramas
(derivando y evaluando en t = 1 puede verse que dicha rama es la de pendiente 1). Ahora, como un par de
curvas planas se intersecan en un número �nito de puntos, no existe un subesquema de codimensión 1 en B
localmente cerrado que contenga a Im(f) y no contenga ambas ramas del nodo de la curva C, por lo tanto
no existe una estrati�cación B = ti∈IBi con Bi ↪→ B localmente cerrado tal que f pueda factorizarse a
través de algún Bj .
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Por otro lado, tenemos (C[x, y]/(xy − 1))⊗C[x,y] (C[x, y]/(xy − 1)) ∼= C[x, y]/(xy − 1). De aquí tenemos
el producto �brado:

H ⊗A2
C
H ∼= H

��

// H

��
H

f
// A2

C

Es claro �nalmente, que H es conexo y idH es plano.

Proposición 34. Si g : T → Us es un mor�smo donde T es noetheriano, entonces g∗F es localmente libre
de rango e = e(s) si y sólo si g se factoriza a través del subesquema cerrado Ys.

Demostración. Por de�nición de Ys, g se factoriza a través de Ys si y sólo si todas las funciones g∗(ψij) son
0 en T . Pero ya que la sucesión:

OfT
g∗(ψ) // OeT

g∗(ϕ) // g∗F // 0

es exacta en T , lo anterior es equivalente a decir que g∗(ϕ) es un isomor�smo. Lo cual claramente implica
que g∗(ϕ) es localmente libre de rango e.

Por otro lado, si g∗(F) es localmente libre de rango e, tomamos G = ker(ϕ):

0 // G // OeT
g∗(ϕ) // g∗F // 0

Tensorisando con k(t) para cualquier t ∈ T :

Tor1(g∗F , k(t)) // G ⊗ k(t) // k(t)e // g∗(F)⊗ k(t) // 0.

Por hipótesis g∗F es localmente libre de rango e, lo cual implica Tor1(g∗F , k(t)) = 0. Finalmente, como
g∗(F)⊗ k(t) es un k(t)-espacio vectorial de dimensión e, concluimos que G ⊗ k(t) = 0.

Obsérvese que si G ⊗ k(t) = 0. entonces G = 0 en una vecindad de t. Esta observación es consecuencia
de la siguiente proposición el cual es consecuencia de el lema de Nakayama

Proposición 35. Sea A un anillo local, M y N A-módulos �nitamente generados. Si M ⊗N = 0, entonces
M = 0 o N = 0

Demostración. Ver [Ma, 11 Teorema 2.3 ] �

Dado que k(t) al ser un espacio vectorial es �nitamente generado y G lo es dado que G es �nitamente
generada dado que G una gavilla coherente. Por la proposicón anterior se sigue que G = 0 en una vecindad
de t. Como t es arbitrario, G = 0 en T , y g∗(ϕ) es un isomor�smo. �

Observación 8. Se ha probado más que la existencia de la estrati�cación {Ye} buscada. De hecho, hemos
indexado a los subesquemas Ye tal que F ⊗OS OYe es localmente de rango e.

Proposición 36. Sea f : X → Y un mor�smo de tipo �nito de esquemas noetherianos y sea F una gavilla
coherente sobre X. Supóngase que Y es un esquema reducido e irreducible. Entonces existe un subconjunto
abierto no vacío U ⊂ Y tal que la restricción de F a f−1(U) es plana sobre U .

Demostración. Para esta demostración se usa el Lema de Libertad Genérica el cual puede ser consultado
en [Ei, pp 308]. �

Continuamos con la prueba del teorema 7, en donde F es coherente en Pn × S y p : Pn × S → S es la
proyección en la segunda coordenada. Sea:

Em = p∗(F(m)).

Primero, observamos:
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Proposición 37. Existe un conjunto �nito de subconjuntos localmente cerrados Y1, ..., Yk de S tales que
S = qki=1Yi, y tales que si Yi está equipado con la estructura de subesquema reducido:

F ⊗OS OYi es plano sobre Yi.

Demostración. Se sigue directamente de la proposición 36 y de la condición de cadenas descendentes para
subconjuntos cerrados de S. �

Esto implica los siguientes resultados:

Proposición 38. Existe m0 ∈ Z, tal que si m ≥ m0, entonces para todo s ∈ S y para todo i > 0:

Hi(Pns ,Fs(m)) = 0

y además

Em ⊗OS k(s) ∼= H0(Pns ,Fs(m)).

Demostración. Consideramos la estrati�cación S = qki=1Yi dada por la proposición 37. Aplicando la pro-
posición 28 sobre los esquemas base Yi concluimos que existe m0 tal que para todo m ≥ m0 y para todo
i > 0, Rip∗F(m) = 0. Finalmente aplicamos el corolario 9 y la proposición 30 para obtener el resultado. �

Proposición 39. Existe sólo un número �nito p1, ..., pk polinomios de Hilbert de las gavillas Fs en las
�bras Pns sobre S.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la proposición 37. �

Proposición 40. Sea m0 como en la proposición 38, y sea g : T → S un mor�smo con T noetheriano.
Entonces Fg en Pn × T es plano sobre T si y solo si g∗Em es localmente libre en T para todo m ≥ m0.

Demostración. Sin perder generalidad podemos suponer que m0 satisface las condiciones de la proposición
30, i.e. el mor�smo canónico:

g∗Em
∼=→ q∗(Fg(m))

es un isomor�smo para todo m ≥ m0, en donde q : Pn× T → T es la proyección en la segunda coordenada.
Supongamos primero que Fg es plano sobre T . Entonces por la proposición 38 podemos aplicar el corolario

10 para concluir que para todo m ≥ m0, g∗Em, m ≥ m0 es localmente libre en T .
Recíprocamente, si g∗Em es plana para todo m ≥ m0, entonces como g∗Em ∼= q∗(Fg(m)), el corolario 11

implica que Fg es plana sobre T . �

Observación 9. Dos estrati�caciones cualesquiera de S admiten una estrati�cación común que es el análogo
de un máximo común divisor, i.e. dados:

S = qYi = qZj ,

entonces S también es la unión de los subconjuntos localmente cerradosWij = sup(Yi)∩sup(Zj), y podemos
equipar a Wij con una estructura de esquema al considerar la suma de las gavillas de ideales que de�nen a
Yi y Zj .

Observación 10. Por la prueba del caso n = 0 del teorema 7, cada una de las gavillas coherentes Em
admite una estrati�cación que satisface las condiciones del teorema 7. Ahora, por la proposición 40 tenemos
que una estrati�cación para F que satisfaga las condiciones del teorema 7 es de hecho el máximo común
divisor de las estrati�caciones correspondientes de Em para m ≥ m0.

De manera más concreta, sea Y
(m)
e la componente de la estrati�cación dada por el caso n = 0 (ya

probado) del teorema 7 para la gavilla Em, en la cual Em es localmente de rango e. Sean p1, . . ., pk los
polinomios de Hilbert de la proposición 39. Entonces:
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Proposición 41. Para todo i, la intersección:

Zi =
∞⋂

m=m0

Y
(m)
pi(m)

tiene estructura de subesquema localmente cerrado.

Demostración. Como se mencionó en la observación 9, cada intersección �nita tiene estructura de subes-
quema. Pero, de manera conjuntista tenemos la igualdad:

suppZi =

m0+n⋂
m=m0

supp(Y
(m)
pi(m))

En efecto, sea s ∈
⋂m0+n
m=m0

supp(Y
(m)
pi(m)), y pj el polinomio de Hilbert de Fs en Pns . Por la proposición 38,

Hj(Pns ,Fs(m)) = 0 para todo j > 0 y para todo m ≥ m0, por lo cual:

dimk(s)Em ⊗ k(s) = pj(m), para todo m ≥ m0;

dimk(s)Em ⊗ k(s) = pi(m), para m0 ≤ m ≥ m0 + n;

Pero esto implica que pi = pj debido a que el grado de pi − pj es menor o igual a n, y lo anterior muestra
que existen n+ 1 ceros: m0, . . ., m0 + n para pi − pj . Pero esto implica que s ∈ suppZi, ya que para todo
m: s ∈ Y (m)

pj(m).
Por lo tanto, Zi es un límite de una cadena descendente de subesquemas localmente cerrados con soporte

�jo, i.e. de subesquemas cerrados en un conjunto abierto �jo U . Por la condición de cadenas descendentes
para subesquemas cerrados, esta cadena se estabiliza y Zi es de hecho una intersección �nita, y por lo tanto
tiene estructura de subesquema localmente cerrado. �

Observación 11. Es claro por la construcción, que si consideramos los Z1, . . ., Zk de la proposición 41
obtenemos la estrati�cación buscada para concluir la prueba del teorema 7.

Corolario 13. Sea f : X → S un mor�smo proyectivo, i.e. existe un encaje cerrado i : X → PnS tal que el
siguiente diagrama conmuta:

X
f //

i ##

S

Pn × S
p

;;

Si F es una gavilla coherente en X, entonces existe una estrati�cación {Zi} de S que satisface las condi-
ciones del teorema 7.

Demostración. Como i es un encaje cerrado, tenemos que F ∼= i∗i∗F . Por lo tanto, basta encontrar una
estrati�cación para i∗F que satisfaga las condiciones del teorema 7. Pero esto se probó en la observación
11. �
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Apéndice.

16. Sucesiones espectrales.

De�nición 28. Sea A una categoría abeliana. Una sucesión espectral en homología de A (que empieza
en Ea) consta de:

1. Una familia de objetos en A, {Erp,q} con r ≥ a y p, q ∈ Z.
2. Para cada r una familia de mor�smos drp,q : Erp,q → Erp−r,q+r−1 tales que drp,qd

r
p+r,q−r+1 = 0.

3. Para cualesquiera p, q ∈ Z y r ≥ a, Er+1
p,q
∼= H∗(E

r
p,q) := Ker drp,q/Im drp+r,q−r+1.

Nota 7. En una sucesión espectral:

La segunda condición dice que para cada r ≥ a las líneas con pendiente 1−r
r forman un complejo de

cadenas al pensar que para cada r ≥ a se tiene un plano cartesiano con ejes p y q, donde en el punto
(p, q) se ubica el objeto Erp,q. A tal plano se le conoce como la hoja Er∗∗.
La condición dada en 2 se suele escribir como drdr = 0 para evitar hacer la notación engorrosa. A
los mor�smos dr se les llama diferenciales u operadores frontera.
El grado de un objeto Erp,q se de�ne como p+ q. Para la hoja Er∗∗ todos los términos con el mismo
grado se ubican en una línea con pendiete −1 y cada diferencial decrece el grado del objeto en el
dominio menos 1.

De�nición 29. Sean (E, d) y (E′, d′) sucesiones espectrales (en homología). Unmor�smo de sucesiones
espectrales f : E → E′ consta de una colección de mor�smos en A, {frp,q : Erp,q → E′rp,q | r ≥ a, p, q ∈ Z},
tales que para todo r ≥ a y p, q ∈ Z, frp−r,q+r−1d

r
p,q = d′rp,qf

r
p,q. Además, cada mor�smo fr+1

p,q es inducido
por el mor�smo frp,q en homología.

Las dos de�niciones anteriores permiten hablar de lo que se conoce como la categoría de sucesiones
espectrales.

Al dualizar la de�nición anterior puede obtenerse la de�nición de una sucesión espectral en cohomología.

De�nición 30. Sea A una categoría abeliana. Una sucesión espectral en cohomología de A (que
empieza en Ea) consta de:

1. Una familia de objetos en A, {Ep,qr } con r ≥ a y p, q ∈ Z.
2. Para cada r una familia de mor�smos dp,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1

r tales que drdr = 0.
3. Para cualesquiera p, q ∈ Z y r ≥ a, Ep,qr+1

∼= H∗(Ep,qr ).

Observación 12. Nótese que toda sucesión espectral el cohomología se puede ver como una sucesión
espectral en homología al de�nir Ep,qr := Er−p,−q.

Como consecuencia de la de�nición más el hecho de que todo funtor preserva isomor�smos, un argumento
por inducción prueba el siguiente resultado.

Proposición 42. Sea f : E → E′ un mor�smo de sucesiones espectrales. Si existe r ≥ a tal que para todo
p, q ∈ Z, fr : Erp,q → E′rp,q es un isomor�smo, entonces para todo s ≥ r, fs : Esp,q → E′sp,q es un isomor�smo
para cualesquiera p, q ∈ Z.

Las siguientes de�niciones relativas a sucesiones espectrales especiales, son casos muy recurrentes de
sucesiones en geometría algebraica. De hecho, a lo largo de estas notas todas las sucesiones espectrales
consideradas satisfacen al menos la condición de ser acotadas, es por ello que en lugar de enunciar la teoría
de la forma más general posible se tratarán los casos que en este momento son útiles.

De�nición 31. Una sucesión espectral es acotada si para cada n ∈ Z existen una cantidad �nita de
términos no cero con grado n en la hoja Ea∗∗.

Ejemplo 4. Una sucesión espectral en el primer cuadrante es una sucesión tal que todos los términos
que no pertenecen a la colección {Erp,q | p, q ≥ 0} son cero. Nótese que si la sucesión espectral empieza
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en Ea y la condición enunciada se satisface para la hoja Ea∗∗, entonces para todo r ≥ a, Er satisface la
condición por ser cada hoja la homología de la hoja anterior.

Sean p, q ∈ Z �jos. Si r > máx{p, q + 1}, entonces Erp,q ∼= Er+1
p,q pues como drp,q : Erp,q → Erp−r,q+r−1 y

r > p, entonces Erp−r,q+r−1 = 0, luego Ker drp,q = Erp,q. Por otro lado como drp+r,q−r+1 : Ep+r,q−r+1 → Erp,q
y r > q + 1, entonces Ep+r,q−r+1 = 0 y así Im drp+r,q−r+1 = 0. Esto implica que H∗(Erp,q) ∼= Erp,q, que por
de�nición de sucesión espectral implica que Er+1

p,q
∼= Erp,q.

Una sucesión espectral acotada satisface la misma condición que se vio satisface una sucesión en el primer
cuadrante, es decir, dados p, q ∈ Z existe r0 (que depende de p y q) tal que para todo r ≥ r0, Erp,q ∼= Er+1

p,q .
A este valor común se le suele denotar por E∞p,q.

De�nición 32. Una sucesión espectral acotada converge a H∗ si existe una familia de objetos en A,
{Hn | n ∈ Z}, tal que cada Hn tiene una �ltración �nita

0 = FsHn ⊆ ... ⊆ Fp−1Hn ⊆ FpHn ⊆ ... ⊆ FtHn = Hn,

donde E∞p,q ∼= FpHp+q/Fp−1Hp+q. Esto se denota por

Eap,q ⇒ Hp+q.

De�nición 33. Una sucesión espectral colapsa en Er para r ≥ 2, si la hoja Er∗∗ tiene exactamente un �la
ó una columna no cero.

Para �jar ideas sea E una sucesión espectral que colapsa en Er y supóngase que q0 ∈ Z es tal que sobre la
hoja Er∗∗ todos los objetos fuera de la colección {Erp,q0 | p ∈ Z} son cero, es decir, la recta horizontal q = q0

es la única línea horizontal con términos no cero. Dado que drp,q : Erp,q0 → Erp−r,q0+r−1 y Erp−r,q0+r−1 = 0,
entonces Ker drp,q = Erp,q0 . Por otro lado drp+r,q0−r+1 : Erp+r,q0−r+1 → Erp,q0 y Erp+r,q0−r+1 = 0, entonces
Im drp+r,q0−r+1 = 0. Así, H∗(Erp,q) ∼= Erp,q y luego para todo s ≥ r, Esp,q ∼= Es+1

p,q . Más aún, nótese que si
Eap,q ⇒ Hp+q, entonces Hp+q es el único término no cero Erp,q.
La sucesión espectral de Grothendieck.
En su famoso artículo �Tohoku�, Grothendieck de�ne una sucesión espectral asociada a la composición

de dos funtores entre categorías abelianas. Como se verá, esta poderosa herramienta permite obtener varios
ejemplos de sucesiones espectrales.

Teorema 9. Sean A, B y C categorías abelianas donde A y B tienen su�cientes inyectivos. Dados funtores
exactos izquierdos G : A → B y F : B → C tales que G manda inyectivos de A en F -aciclicos de B, existe
una sucesión espectral en el primer cuadrante convergente tal que para todo A ∈ A,

E2
p,q = (RpF )(RqG)(A)⇒ Rp+qFG(A)

La sucesión espectral del teorema anterior se conoce como la sucesión espectral de Grothendieck
y una prueba de este resultado puede consultarse en [W, pp 151]. Lo que se va a hacer es usar esta para
obtener algunas sucesiones espectrales.

Corolario 14. (Sucesión espectral de Leray) Sea f : X → Y una función continua entre espacios topológi-
cos. Entonces existe una sucesión espectral tal que para toda gavilla de grupos abelianos en X, F ,

Hp(Y,Rqf∗F)⇒ Hp+q(X,F).

Demostración. Se consideran los funtores �pullback� f∗ : Sh(X) → Sh(Y ) y secciones globales en Y ,
Γ(Y,_) : Sh(Y ) → Ab. Dado que las categorías Sh(X) y Sh(Y ) tienen su�cientes inyectivos (ver por
ejemplo [Ha, pp 207]), f∗ es exacto izquierdo (ver [Ha, pp 68]), preserva inyectivos (ver [W, pp 41�42]) y
Γ(Y,_) es exacto izquierdo (ver [Ha, pp 66]), entonces del teorema anterior existe una sucesión espectral
tal que para toda F ∈ Sh(X),
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(RpΓ(Y,_))(Rqf∗)(F)⇒ Rp+qΓ(Y,_)f∗(F).

Sin embargo, por de�nición Hp(Y,_) := RpΓ(Y,_) y así, (RpΓ(Y,_))(Rqf∗)(F) = Hp(Y,Rqf∗F). Por
otro lado nótese que dada F ∈ Sh(X), Γ(Y,_)f∗F = Γ(Y, f∗F) = Γ(f−1(Y ),F) = Γ(X,F), de donde
Rp+qΓ(Y,_)f∗(F) = Rp+qΓ(X,F) =: Hp+q(X,F). �
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