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Introduccion

Los conjuntos simpliciales (también llamados en la literatura complejos semi-
simpliciales o complejos c.s.s) fueron introducidos por S. Eilenberg y J.A. Zilber, en
un articulo conjunto publicado en 1949 ([2]). Este concepto es una generalizacion
de los de complejos simpliciales geométricos y complejos simpliciales abstractos, los
cuales fueron desarrollados para el estudio de la homologia singular y simplicial de
los espacios topolégicos.

Dado un espacio topoldgico X, sus grupos de homologia singular se definen de
la siguiente manera: el conjunto de los n-simplejos singulares de X, S,(X), es el
conjunto de funciones continuas f : A, — X, donde A, es el n-simplejo topoldgico
estaandar.

El grupo de n-cadenas singulares de X, S7(X), es el grupo abeliano libre gene-
rado por sus n—simplejos singulares. Dado que cada una de las caras del n-simplejo
(topoldgico) estantar es homeomorfo al (n — 1)-simplejo estdndar, la restriccién en
la i—ésima cara de A,, induce una funcién §7* : S, (X) — S,—1(X).

Asf se induce un morfismo de grupos 9, : S*(X) — S? (X)), el cual estd definido
en la base como 0,(x) = Y7 ;(=1)"d7(z). Este morfismo hace de S,(X) = {0, :
S™M(X) — S 1(X)} un complejo de cadenas. Entonces, se define el n-ésimo grupo
de homologia singular de X como el grupo de homologia en grado n de este complejo
de cadena.

Resulta que S(X) = {S,(X)} v S«(X) = {S?(X)} son, respetivamente, un con-
junto simplicial y un grupo abeliano simplicial. Estas asignaciones son funtoriales,
por lo que forman invariantes para los espacios topolégicos. El funtor complejo sin-
gular S, es de suma importancia pues ademas establece una relacién entre la teoria
de homotopia de espacios topologicos y la teoria de homotopia de los conjuntos sim-
pliciales.

El objetivo de este trabajo es presentar una demostracion a detalle del Teore-
ma de Dold-Kan, asi como algunas de sus aplicaciones. Este teorema establece una
equivalencia entre las categorias de grupos abelianos simpliciales y la categoria de
complejos de cadenas positivos (es decir, aquellos que son triviales en grados menores
que 0). El teorema de Dold-Kan fue presentado por A. Dold y D. Kan en 1958, en
articulos separados ([1] y [5]).
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X INTRODUCCION

En su articulo, Kan presenta una forma general para construir funtores adjuntos
entre una categoria arbitraria C, con la condicién de que tenga limites directos, y
la categoria de conjuntos simpliciales. Entonces construye la ahora llamada equiva-
lencia de Dold-Kan de esta forma, al notar que la categoria de grupos abelianos y
la de complejos de cadenas tienen limites directos. Por otra parte, Dold presenta
una version mas general de este teorema, la cual involucra médulos sobre un anillo
unitario R.

En este trabajo se utilizan los funtores M y N : sAb — CC_, llamados complejo
de Moore y complejo normalizador, respectivamente, y cuya regla de correspondencia
es M(A), = A,, paratodan > 0y cuya diferencial estd dada por 9, = > 1 (—1)"d7,
donde 0" son los operadores de cara que se definen en el captulo 1. La regla de
correspondencia de N estd dada por N(A), = Ni—jnuc(d}) y su diferencial por
Op = (—1)"6". Asi N(A) es un subcomplejo de cadenas de M(A), ademds son ho-
motopicamente equivalalentes de manera natural.

Como todo grupo simplicial es a su vez un complejo de Kan (capitulo 2), se
pueden calcular sus grupos de homotopia. Estos grupos de homotopia resultan, bajo
la equivalencia de Dold-Kan, isomorfos a los grupos de homologia de su complejo
normalizador y, por lo tanto, de su complejo de Moore.

En este trabajo se introduciran todos los conceptos necesarios para entender la
equivalencia de Dold-Kan y algunas de sus aplicaciones.

El primer capitulo se iniciara con una motivacién del concepto de complejo sim-
plicial geométrico (y abstracto) para después introducir la categoria de conjuntos
simpliciales y varios ejemplos.

En el capitulo 2 se dara la definicién de complejo de Kan, cuyos principales
ejemplos son el complejo singular de un espacio topolégico y los grupos simplicia-
les. Ademas se introducira la teoria de homotopia de los complejos de Kan y se
demostraran sus principales propiedades.

En el tercer capitulo se hara un repaso breve de los conceptos de complejos de
cadena, complejos de cadena positivos, grupos de homologia y homotopia de cadenas.

En el capitulo 4, se definirdan los complejos de Moore y normalizador de un grupo
abeliano simplicial, para después demostrar que son homotdépicamente equivalentes.
Después se construiran el funtor I' : CC, — sAb asi como los isomorfismos naturales
q)ZFNﬁlsAby\IfilcC+—>NF.

El capitulo 5 inicia con el planteamiento del problema de los espacios de Eilenberg-
Mac Lane y se utilizara le equivalencia de Dold-Kan para resolverlo en conjuntos
simpliciales. Después se hablara, sin profundizar mucho, de la realizacion geométrica
de un conjunto simplicial y su implicaciion en la existencia de los complejos de
Eilenberg-Mac Lane.



Preliminares

Durante este trabajo, las categorias de conjuntos y funciones, de espacios topoldgi-
cos y funciones continuas, de grupos y morfismos de grupo y de grupos abelianos y
morfismos de grupos, se denotaran, respectivamente, por: Set, Top, Grp y Ab.

Para todo espacio topologico X, su topologia sera 7y y no se hara énfasis en ella.

El conjunto de ntimeros naturales incluye al 0. Los ntiimeros naturales sin el 0 se
denotaran por N*.

XI



Capitulo 1

Conjuntos Simpliciales

1. Complejos simpliciales geométricos y abstractos

Uno de los conceptos més importantes para la Topologia algebraica es el de
complejo simplicial, pues estos funcionan como modelos combinatorios para aquellos
espacios “buenos” que suelen estudiar los topdlogos algebraicos.

DEFINICION 1.1. Un n-simplejo geométrico es la envolvente convexa generada por
un conjunto de n+1 vectores {vg,v1,...,v,} € R™ que son afinmente independientes
(véase apéndice A). Al conjunto de vectores {vg,v1,...,v,} se le llama conjunto de
vértices del simplejo. Una k-cara de un n-simplejo determinado por {vo,...,v,} es
la envolvente convexra generada por algun subconjunto de cardinalidad k + 1 de esta
lista de vectores.

EJempLO 1.1. El 0-simplejo, [(1)] consta de un solo punto.
El 1-simplejo [(1,0), (0,1)], en R? es el segmento de recta que une (1,0) con (0,1).
El 2-simplejo en R3, [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)], es un tridngulo con vértices en el
conjunto {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}.
0—1

1—simplejo

2

VAN

2—simplejo
Del ejemplo anterior se puede observar que, en general, los simplejos son generaliza-

ciones de tridngulos para dimensiones altas. Los complejos simpliciales por lo tanto
seran “espacios triangulados” .

DEFINICION 1.2. Un complejo simplicial geométrico X consiste en una coleccion
de n—simplejos en R™™! (con m = oo posiblemente) tales que:
1. Si o es un simplejo de X, entonces todas las caras de o son simplejos de X.

1



2 1. CONJUNTOS SIMPLICIALES

2. Sio yao' son simplejos de X, entonces estos se intersecan solo si se intersecan
en una cara.

0 1 0 1

En la imagen anterior, el conjunto de la izquiera no es un complejo simplicial,
pues hay un par de simplejos que no se intersecan en una cara. Por otro lado, el
conjunto de la derecha si representa un complejo simplicial.

EJEMPLO 1.2. Considérese de nuevo el ejemplo 1. Sea B = {eq, ..., e,} C R",
la base candnica. Obsérvese que todo subconjunto no vacio de B es un conjunto
afinmente independiente, entonces si B es el conjunto de los k-simplejos generados
por cada uno de estos conjuntos, B es un complejo simplicial.

NOTACION 1.1. El n—simplejo del ejemplo anterior es llamado n-simplejo to-
polégico estandar y se le denota por A,,.
La k-ésima cara del n-simplejo estandar es la n — 1 cara opuesta al k-ésimo vértice.
Como realmente no causa confusion, se denotard por A,, tanto al n-simplejo estandar
como al complejo simplicial cuyos simplejos son las caras de A,,.

Es importante observar que para toda n € N, A, tiene n + 2 encajes en A, 1,
uno en cada cara.

DEFINICION 1.3. Sea X un complejo simplicial, se denota por Xy a la coleccion
de vértices de todos los simplejos en X.

DEFINICION 1.4. Un morfismo de complejos simpliciales geométricos f: X —'Y
consta de una funcion f : Xo — Yy tal que para cada coleccion de vértices, T =
{vo, ..., v} C Xo, de un n-simplejo, fo(7) son los vértices de un m-simplejo en Y.

La composicion de morfismos de conjuntos simpliciales geométricos f : X — Y,
g:Y — Z es simplemente componer f: Xqg— Yy cong: Yy — Z.

EJEMPLO 1.3. De los ejemplos mds importantes de morfismos son los operadores
de cocara d., : A,—1 — A, y de codegeneracion s., : A, — A, _q.

En este caso (Ay)o es la base candnica de R™ | se definen E; (An_1)o = (Ao v
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1. COMPLEJOS SIMPLICIALES GEOMETRICOS Y ABSTRACTOS 3

5 (An)o — (An_1)o dadas por

Ei(e) ej, s0<7<q
ni\J €i+1, SZZSJ

()= { o w0SsSi
J €j—1, s 1<

2

N

[lustracién del operador de cara.

Estos morfismos (y sus generalizaciones a conjuntos simpliciales) son de gran
importancia pues tienen muchas propiedades, entre ellas la siguiente.

PROPOSICION 1.1. Sean d!, : A,y — A, y s+ A, — A,y los morfismos
definidos anteriormente. FEstos cumplen las siguientes identidades:

1.

U W

dh o di =dl AT st < g
shst = sflsf;ll, si1 < 7.
sidi =di_ s sii<j
sldi =1 = sIT1d)

sidl =di—\s) | sij<i

DEMOSTRACION. La prueba de esta proposicién es de cardcter combinatorio

1.

Supongase que i < j.

Si k <1i < j, entonces d,, d,(ex) = d, ,(ex) = ex, De igual manera
- =i
d d (ek) = €.
n+1"n = =
n

Sii < ]f < j — 1, entonces Ezlﬂd (ex) = dyy1(ekt1) = epy1. Por otro lado
- =i

dpgrdy (€r) = €p1. . '

Por tltimo si i < j —1 < &, d\d; (er) = d 1 (exs1) = exya. Por otro lado

— —j—1

dn+1dn (ek) = Ck+2.

. Supdngase que ¢ < j.

. . L i —j ss ——=j+1 —Jj+1
Sik<i<j, 535, (ex) =5, (ex) = e, y también 55" (ex) = 5,1 (ex) =
€L. ]

Sii<k<j+1,55 (ex) =7, (ex—1) = ex—1. Del lado derecho se tiene

sis i (en) =56 (er) = exor



4 1. CONJUNTOS SIMPLICIALES

Sij+1<k, sis () = Eflﬂ(ek_l) = ej_9, por el otro lado EZEfol(ek) =

Spi1ler—1) = ep2
3. Supdngase ¢ < j.
. . i _ . -
Sik < i, entonces 57.d, (e;) = 5 (ex) = ex. De la misma manera d, 5 ' (e;) =
€L.

Sii < k < j — 1, entonces s, d (ex) = Sl (ers1) = exp1. Por otro lado
d, 57 (o) = e

Ysij—1<k Efﬂi(ek) =3 (er41) = ex. Del otro lado d 7 (er) = ep.
4. Para esta prueba bastan dos casos:
Si k < j, entonces s5d, (ex) = 57 (ex) = ey
Si j < k, entonces 5.d. n(ex) =5 (ersn) = e
De igual manera s{fldn(ek) = e;, para cualquier k.
5. Supdngase j < 1. .
Si k < j, entonces 59.d.,(e,) = 5. () = ex. Del mismo modo d. 5. (ex) =

€.

Sij<k<i-—1, sﬁﬁ;(ek) =5/ (ex) = ex_1. Del lado derecho d 5 (ex) =
€k-1- . .

Para k = i — 1, 57.d,(e;1) = 5)(e;i_1) = e;_y. También 3;111§£_1(ei_1) =
a_ 1(ei—2) = €;_. Finalmente, sii < k, s Ez( k) = 5 (exs1) = ex. [gualmente
E; 54 fen) =

NOTACION 1.2. La categoria de complejos simpliciales geométricos se denota por
CSG.

Se puede pensar un complejo simplicial geométrico X bien como una coleccién
de simplejos, pegados por sus caras comunes, o bien como un espacio topoldgico,
al considerar a X* = |JX como subespacio de R™. M&s aun, los morfismos de
complejos simpliciales se pueden interpretar como funciones continuas gracias al lema
del pegado para conjuntos cerrados.

DEFINICION 1.5. El espacio topoldgico X* = |J X se le llama espacio subyacente
del complejo simplicial X .

La informacién importante que se puede obtener de un complejo simplicial es su
imformacion geométrica y combinatoria. Esta tltima esté codificada, principalmente,
en su coleccion de vértices.

Sea A(X) la coleccién de subconjuntos o C X tales que o genera un n-simplejo
7 de X, para alguna n € N.
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A(X) contiene la informacién combinatoria de como se relacionan los simplejos
de X con sus vértices, aristas y en general, las caras de diferentes dimensiones.
Esto lleva a la siguiente definicion.

DEFINICION 1.6. Un complejo simplicial abstracto X es una coleccién de con-
Juntos finitos y no vacios tales que sioc € X y7 C o, 7 # ), entonces T € X.
A los elementos de X se les llaman simplejos.

Los siguientes son ejemplos de complejos simpliciales abstractos.

EJEMPLO 1.4. Dado un complejo simplicial geométrico X, A(X) es un complejo
simplicial abstracto, ya que si o € A(X), entonces para todo T C o, T # 0, T genera
una de las caras del n-simplejo que genera o.

EJEmMPLO 1.5. Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado. Se define X =
{{p()a"'apk} gP:pOSpl <... Spk}}

EJEMPLO 1.6. Sea G una grdfica. Se define X como el conjunto de conjuntos
finitos de vértices de G tales forman una subgrdfica conexa de G.

DEFINICION 1.7. Sea X un complejo simplicial abstracto:
1. Se define Xo =|J X y se le llama conjunto de vértices de X .

2. Paran >0, se define X,, = {0 € X : card(c) = n+1} y se le llama conjunto
de n-simplejos.

DEFINICION 1.8. Un morfismo de complejos simpliciales abstractos f : X — Y
consta de una funcién f : Xo — Yy tal que para todo 0 € X, f(o) € Y.

La composicion de dos morfismos de conjuntos simpliciales abstractos f : X — Y,
g:Y — Z, consiste en componer f: Xg— Yy con g: Yy — Z.

NOTACION 1.3. La categoria de complejos simpliciales abstractos se denota por

CSA.

Dado un morfismo de conjuntos simpliciales geométricos f : X — Y, es posible
construir un morfismo de conjuntos simpliciales abstractos A(f) : A(X) — A(Y).
Obsérvese primero que A(X)g = X. Basta con definir A(f) : A(X)o — A(Y)o, por
la observacién anterior, es claro que A(f) = f sirve.

Sea 0 € A(X). Como f(o) son los vértices de un n-simplejo en Y, entonces
A(f)(o) € AY).

PROPOSICION 1.2. A es un funtor de CSG en CSA.

DEMOSTRACION. A(lx) = 1A(X) pues A(lx)o = (1)()0 = 1X0 = 1A(X)o-
o Aho_lra,7 sean f: X - Y yg:Y — Z morfismos en CSG, entonces A(gf)* =
9f =39/ = A(g)"A(f)". Por lo que A(gf) = A(g)A(f). u



6 1. CONJUNTOS SIMPLICIALES

De manera reciproca, dado un complejo simplicial abstracto X, también es posible
construir complejo simplicial geométrico G(X). Primero se le da un orden total a Xj.
De esta manera, si 0 y ¢’ son simplejos de X tales que 7 C o, entonces la inclusion,
iro 1 T — 0, respeta el orden.

Ahora, para un simplejo o = {xo,...z,} a cada z; se le asocia e;;; € R"™ y a
o se le asocia A, = A, C R""!, el n-simplejo topolégico estdndar.

Sit Co, fre : Ar = A, es la funcién afin inducida por la regla de correspon-
dencia en vértices fr,(ej11) = €, ()41 Asi el sistema {f-, : A; = As}rcoex €s un
sistema codirigido. Sea G(X)* el colimite de este sistema, este espacio es homeomor-
fo al espacio subyacente (en el sentido de la definicién 1.5) del complejo simplicial
geométrico G(X).

TEOREMA 1.1. El funtor A es una equivalencia entre las categorias CSG y CSA.

DEMOSTRACION. Se mostrard que A es un funtor fiel, pleno y esencialmente
suprayectivo.

» Fiel: f#g: X — Y € CSG, esto implica que f # g : Xo — Yo, por lo que
A(f) # Alg).

» Pleno: Seam X, Y € CSGy f: A(X) — A(Y). f estda dada por una funcién
fAX)o = A(Y)o, tal que si 0 € X, f(o) € Y. Ahora, como Xy = A(X),
y Yo = A(Y)o, f: Xo — Y, induce un morfismo f:X =Y, que es tal que
AGf) = .

» Esencialmente Suprayectivo: Sea X € CSA .

Se probara que X = A(G(X)). Nétese que X esta en correspondencia bi-
yectiva con G(X)p = A(G(X))o a través de una funcion ¢ x : Xo — A(G(X))o
tal que si 0 € X, px(0) es el conjunto de vértices de un simplejo geométrico
de G(X), es decir, px (o) € A(G(X)). Més ain, si 7 es el conjunto de vértices
de un simplejo geométrico de G(X), v () es un simplejo de X. Asi el mor-
fismo de complejos simpliciales ¢x : X — A(G(X)) definido por ¢% = ¢x es
un isomorfismo.

Para terminar esta seccion considérese el siguiente ejemplo. El n-simplejo to-
polégico estantar tiene un subespacio que es un complejo simplicial. A} es el subes-
pacio formado por la unién de todas las caras de A,,, excepto la k-ésima.

2 2



2. CONJUNTOS SIMPLICIALES 7

PROPOSICION 1.3. Para todan € N y para toda k, 0 < k <n, A} es un retracto
fuerte por deformacion de A,,.

La idea heuristica detras de la prueba es la siguiente: como A, es un conjunto
convexo (véase Apéndice A), para todo punto x en la cara opuesta al k-ésimo vértice
el segmento perpendicular a la k-ésima cara y que pasa por x, queda contenido en

A,

>

0 -
* 2
La retraccién consistird en transladar, de manera continua, cada punto x a través

de este segmento perpendicular a la k-ésima cara. Tal como se ve en las siguientes
imagenes

A7 tendra un papel importante en el capitulo 2 de este trabajo.

2. Conjuntos simpliciales

Los conjuntos simpliciales generalizan el concepto de complejo simplicial abstrac-
to, proporcionan herramientas mas sofisticadas que las que tienen los complejos y
forman una categoria mas rica.
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DEFINICION 1.9. Un conjunto simplicial consta de una sucesidn de conjuntos
K = {K,}nen, junto con funciones 6 : K, — K, 1 yol' : K,_1 — K,, con
0 < i < n, que satisfacen las siguientes identidades llamadas identidades simpliciales:

070 = 07T 0p, si0<i<j<m

n+l _n _ n+l _n : . .
o, oy =007, s10<1<j<n
_ n—1lgn—1 : . .
-—aj_léi ,500<i<g<n

n __ — n n
0; = Ik, , = 6j+1aj

oot = o) tor ! si0<j+1<i<n

Ol W=
%)
S
Qq:

Los elementos de K, son llamados n-simplejos. A los elementos de K, también
se les llama vértices. Las funciones 4;', 0} son llamadas operadores de cara y de
degeneracion, respectivamente. Se dice que un n-simplejo = es degenerado si es la
imagen de un (n — 1)-simplejo z bajo un operador de degeneracin o', es decir x =

ol'(z), para alguna 0 < ¢ < n. De lo contrario se dice que = es no degenerado.

EJjEMPLO 1.7. Sea K un complejo simplicial abstracto, se puede construir un
conjunto simplicial K' a partir de K.
Un n-simplejo de K' es una sucesion (ao,...,a,) tal que {ao,...,a,} es un m-
simplejo de K para alguna m < n. Los operadores de cara y de degeneracion se
definen por:

;' (ao, -+ an) = (o, - -+, i1, Qi1 - - -5 Q)
o(ag, ..., an) = (ag, ..., G a5, ...,a4)
EJEMPLO 1.8. Sea C una categoria pequena. El nervio de C, NC, es el conjunto
simplicial tal que sus n-simplejos son cadenas de morfismos en C,

Ay Ay A,

aq a2 Qn

Los operadores de cara, 0} estdn dados por componer c; y a1 parai > 1 y 0f
por olvidar cy. Los de degeneracion o' por agregar un morfismo identidad entre A;_q

En el caso de que C = G, la categoria cuyo unico objeto es un punto * y cuyo
conjunto de morfismos es un grupo G, NG se denota por BG.

El siguiente ejemplo es el mas importante en lo que concierne al presente trabajo,
pues establece la primera conexion entre espacios topologicos y conjuntos simpliciales.

EJEMPLO 1.9. Dado un espacio topolégico X , un n-simplejo singular de X es una
funcion continua f : A, — X. Sean S,(X) el conjunto de todos los n-simplejos
singulares de X y S(X) = {S,(X)}n, el cual es llamado Complejo Singular de X .
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Si f € Su(X), se definen:
6+ Sp(X) — S (X)

)

Y

ol S (X) — Spa(X)
dadas por §*(f) = fdi y oP(f) = fs}, donde d', y s son las funciones afines
generadas por las funciones del ejemplo 1.3. Con estos operadores de cara y de de-
generacion, S(X) es un conjunto simplicial (esto se sigue de las identidades de la
proposicion 1.1).

Noétese que Sp(X) esta en correspondencia biyectiva con X a través de una funcién
dx : So(X) — X dada por ¢(f) = f(x), donde * es el inico punto de Ay Por otra
parte, S1(X) es el conjunto de las trayectorias en X ya que A; = [, donde [ es
el intervalo unitario. Asi, los operadores de cara §},d] dan los extremos de una
trayectoria f. Este ejemplo se analizard mejor en el siguiente capitulo.

3. Objetos simpliciales en una categoria

DEFINICION 1.10. La categoria simplicial A es la categoria de ordinales finitos,
es decir, sus objetos son conjuntos finitos de naturales [n] = {0,1,...,n} y sus
morfismos son funciones mondtonas f : [n| — [m| (es decir, si i < j entonces

f@) < f())-
Se definen d)t i [n] — [n+1] y st i [n+1] — [n], con 0 <i < n, cuya regla
de correspondencia es:

w4 si0<j<i<n
a (J>_{j+1, sii<j

8n+1(j): j7 SZOS]SZ

g j—1, sii<jy
Estos son llamados operadores de cocara y codegeneracion, respectivamente.
Los siguientes resultados se usaran de manera recurrente en este trabajo.

LEMA 1.1. En la categoria A, los operadores de cocara y codegeneracion, d}' y si',
cumplen las siguientes identidades cosimpliciales:

Lo didy™t = dpdy=), sii < j<n

1 j—17
nnt+l _ nn+l - .
2. sis; T = silsjﬂl, sit<j7<mn
o el 1 .
3. S%diz =d; sj_l,nsznz <j<n
4. dej = 1An71 = dejJrl
B.stdy =d st st <

i—1°j
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DEMOSTRACION. Esta prueba es andloga a la de la proposicién 1.1. [

LEMA 1.2. Sea f € Homa([n|,|m]), diferente de la identidad, entonces existen
unicos o : (k] — [m] y B : [n] — [k], morfismos en A con [ suprayectiva, o inyectiva

y [ =aB. En un diagrama
] ————[m]
N, A

A esta factorizacion se le llama factorizacion epi-mono.

DEMOSTRACION. Sean iy < i; < ... < 4 los elementos de #mf, entonces se
define (3 : [n] — [k] como (i) = j si f(i) = i;. § es mondtona pues si ¢ < j, entonces
f(i) =is < i, = f(j), por lo que s < ryasi (i) < B(j), ademds es claro que /3 es
suprayectiva.

Ahora sea « : [k] — [m] dada por a(j) = i;. Notese que « es estrictamente creciente
pues si s < r entonces i < 1,, de esto se sigue que « es inyectiva.

Para la unicidad supdngase que existen o : [K'] — [m]y (' : [n] — [K'] tales que
f = . Se afirma que a = . Como ' es inyectiva, se tiene que [k'] estd en
correspondencia biyectiva con imf. Por lo que k = k/, ademaés, como imf = imfao/,
pues f = o'f. Entonces ima = ima’ y asi @ = o/ (ya que son funciones estrictamente
crecientes). De esto también se sigue que 5 = [/, pues aff = aff’ y «a es cancelable
por la izquierda. [ ]

LEMA 1.3. Sea f € Homa([n],[m]).
1. Si f es inyectiva y diferente de la identidad, entonces

m gm—1 n+1
f=drdpto

i1 Vo
con iy < ip_1 < ...<iy. Ademds, esta descomposicion es unica.
2. 51 f es suprayectiva y diferente de la identidad, entonces
_.n n—1 m—+1
f=sisi sl
con j1 < ja < ... < j.. Ademdas, esta descomposicion es unica.
DEMOSTRACION. Del lema anterior, existen tinicas a y 3 € A, tales que
f = af, a es inyectiva y [ es suprayectiva, asi, si f es inyectiva f = a y si
: _ _ gm gm—1 n+1 _:
f es suprayectiva f = (. C(ljn esto, ?asta ver que a = di'd T ... dT s f es
. . . n n— m+ . .
inyectiva, o que § = s7, Sjp o5y, S fes .suprayectlva. .
Supdngase que f es inyectiva, y sean iy < ix_1 < ...%; los elementos
: ¢ m Jm—1 n+1 4: . :
'de [m] — @mf,‘ ast vy di'di) " .. di ‘Flenen la misma imagen y como son
inyectivas, al igual que en la demostracién anterior, esto implica que son la

misma funcién, mas atun, esto implica la unicidad de la descomposicion.
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Si f es suprayectiva, sean j; < js < ... < j, los elementos de imf, asi, es
claro que 3 = 7071 s
[
COROLARIO 1.1. Sea f € Homa([nl],[m]), diferente de la identidad, entonces f

se descompone de la manera:

f:dZL...dC.LSa "'Sn

ik °J1 Jr
con iy <ip 1 <...<iyyJj1<Jo<...<Jgp. Ademds la factorizacion es unica.

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.2, f se descompone de manera tinica como f =
af, con (B inyectiva y a suprayectiva, asi, por el lema 1.3, se obtiene la factorizacion
deseada [

DEFINICION 1.11. Sea C una categoria:

1. Un objeto simplicial en C es un funtor F : A’ — C.
2. Un morfismo de objetos simpliciales es una transformacion natural n : F —
G.
. Se definen 07 = F(d?) y o™ = F(s7).
4. La categoria sC es la categoria cuyos objetos son los objetos simpliciales de
C y cuyos morfismos son transformaciones naturales.

w

El Corolario 1.1 implica que un objeto simplicial F', en una categoria C, esta
determinado unicamente por su regla de correspondencia en objetos [n] y morfismos
dr, st

i %

EJEMPLO 1.10. Sean € N, entonces el funtor Aln| = Homa(—, [n]) es un objeto
simplicial en la categoria de conjuntos. A este se le llama n-simplejo estandndar.

EJeEmMpPLO 1.11. Para cadan € N, se define D([n]) = A, el n-simplejo topolégico
estindar. Si f € Homa([nl],[m]), entonces D(f) es la funcion afin inducida por la
funcion df (ex) = efw).

D es un funtor covariante de A en Top, este no es un objeto simplicial en Top
(pues la definicion pide que sea contravariante), pero al componer este con el funtor
Homrop(—, X), con X € Top, se obtiene un funtor contravariante a la cateogria de
conjuntos y por lo tanto un objeto simplicial. A este funtor se le denotard por S(X).

Es importante recalcar que en el ejemplo 1.11, se ha recuperado el ejemplo 1.9
de la seccion anterior. Es decir, este ejemplo es a su vez un conjunto simplicial y un
objeto simplicial en la categoria de conjuntos. Esto no es una casualidad sino una
mera consecuencia del siguiente resultado.

PROPOSICION 1.4. Todo conjunto simplicial F' induce un objeto simplicial en Set
Y Viceversa.
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DEMOSTRACION. Sea F' un objeto simplicial en Set, entonces se define F* =
{F([n|}nen v 0 = F(d}), o = F(s?), el corolario 1.1 implica que las funciones 4"
y o cumplen las identidades simpliciales de la definicién 1.9 y por lo tanto forman
un conjunto simplicial.

Ahora sea F' = {F}, },en un conjunto simplicial, y se define la siguiente asignacion

F™* para objetos y morfismos en A:
F*([n]) = Fo, F*(1) = 1, F*(d}) = 67, F*(s}') = 07"

Ahora, si p € Homa([n], [m]), 1t # 1p), por el Lema 1.1 se tiene que p se descompone
de manera unica como p = d;, - --d;, s;, - - - 55, entonces se define

F*(ILL) — Ujr .. 'O-jléik .. .61-1_
Se afirma que F™* es un funtor
n (1) = Lps(jn)) por definicién.
= Ahora sean pu: A, - A, yv:A,, — A, entonces vy = dis - -di;/sji -8y
d;, - --di,sj, - -+ s, ahora, por el lema 2, se pueden reagrupar todos los ope-
radores d; y todos los s; por lo que vy = dy -+ dysju -+ sy y as F(vp) =
O'jg s ajléi/z/ . 51/1/
Ahora, usando las identidades simpliciales de la definiciéon 1.9 es posible re-
agrupar los operadores 0; y 0; tal que F*(vp) = oy - - %5@';, g 0, 04,0y -
0i, = () F*(v)
Por lo que F* es un funtor contravariante y, por lo tanto, un objeto simplicial en
Set. [ |

Esta equivalencia en las definiciones es muy 1til, a continuacion se veran algunos
ejemplos.

El ejemplo 1.10 se puede caracterizar de la siguiente manera. A[n] es el conjunto
simplicial tal que (A[n])r = {(do,...,i) : 43 € Ny0 < 45 < ... < i < n}.
Los operadores de cara estan dados por omitir el j-ésimo término de la sucesion y
los operadores de degeneracion por repetir el j-ésimo término. Dado que la regla
de correspondencia del funtor Homa(,)) en morfismos estd dada por componer un
morfismo por la derecha, los operadores de cara y de degeneracién de Aln] en una
sucesion (o en una funcién mondtona) p, se denotaran por pud} y us!', respectivaente.

A este se le conoce también como el conjunto simplicial libre con base (0, 1,...,n) =
i) = tn, pues todo m-simplejo se obtiene como una sucesién finita de operadores de
cara y degeneracién aplicados a la sucesién ¢,. Esto se sigue de que si f € Aln],,
por el corolario 1.1

f=dndist s

iK1 Jr

— moooodt g% ... g™
- 1[”]di1 dtksh 8]7'
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NOTACION 1.4. De ahora en adelante A[0] y A[l] se denotardn por x e I, res-
pectivamente.

% es un conjunto simplicial que consta de un tnico punto en cada (A[0]),. Para
todo conjunto simplicial K, existe un tnico morfismo de conjuntos simpliciales de K
en *. Es decir, * es el objeto terminal de la categoria de conjuntos simpliciales.

I tiene dos vértices que corresponden a las cocaras d y d} o bien a las sucesiones
(0) y (1) que seran denotadas simplemente como 0 y 1. Tiene un dnico 1-simplejo
no degenerado correspondiente a 1p,) o bien la sucecién (0, 1). En grados superiores
todos sus n-simplejos son degenerados.

DEFINICION 1.12. Sea K un conjunto simplicial. L es un subconjunto simplicial
de K, si L : A°? — Set es un funtor que cumple que para todan € N, L, C K,, y para
todo u € homa(An, Ay), K()|L,, = L(p). Alternativamente, L es un subconjunto
simplicial de K si L, C K, y para todo p : [m] — [n], K(u)(z) € L, para todo
T € Ly,.

Si L es un subconjunto simplicial de K, se denota L C K.

EJjemMpLO 1.12. Considérese nuevamente el conjunto simplicial A[n], Agx[n] de-
nota el subconjunto simplicial de Aln| tal que sus m-simplejos son las sucesiones
(10, -, im) que siempre toman el valor k.

DEFINICION 1.13. Sea f : K — L un morfismo de conjuntos simpliciales y
G C K. Se define f(G) = {f.(Gn)}.

PROPOSICION 1.5. f(G) es un subconjunto simplicial de L.

DEMOSTRACION. Seann € Ny x € f,(G,,), basta con ver que €/*(z) € f,_1(G,_1)

y Tj’f‘“(x) € fur1(Gpy1), donde € y 7/* son los operadores de cara y de degeneracién

de L. Ahora, como = € f,(Gy), * = fu(z), para algiin 2z € G, entonces €7 (f,(2)) =
fn-1(67(2)) € fu-1(Gpn-1), de igual manera T}”l(fn(z)) = an(a}”l(z)) € for1(Gni1).

|

A este subconjunto se le llama la imagen de G bajo f.

DEFINICION 1.14. Un conjunto simplicial punteado consiste en un conjunto sim-
plicial K y un vertice ¢ € Ky. Equivalentemente, consiste en un morfismo x — K y
tomando la imagen de x como subconjunto simplicial de K.

Se denota por ¢, al unico punto de K, que estd en la imagen de x — K. Un
conjunto simplicial punteado se denota por (K, ).

Un morfismo de conjuntos simpliciales punteados f : (K,¢) — (L,v) es un
morfismo de conjuntos simpliciales tal que fo(¢) = . De manera alternativa, es un
morfismo de conjuntos simpliciales tal que el siguiente diagrama conmuta:
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AN

NOTACION 1.5. La categoria de conjuntos simpliciales punteados y morfismos de
conguntos simpliciales punteados se denota por sSet,

K L

Para el conjunto simplicial I, 0 y 1 corresponden a los subconjuntos simpliciales
generados por 0 y 1, respectivamente.

DEFINICION 1.15. Sea f : K — L un morfismo de conjuntos simpliciales y sea
G un subconjunto simplicial de L. Se define f~H(G) = {f, '(G.)}.

PROPOSICION 1.6. f~Y(G) es un subconjunto simplicial de K.
DEMOSTRACION. Seax € f,'(G), entonces 07 (z) € i (Guy) pues fn167(x) =
€7 fu(r) € Gny, ya que fo(x) € Gy, y G es un subconjunto simplicial.

A este subconjunto se le llama imagen inversa de G bajo f.

Ahora, si ky : * — K es un punto de K, ko es el subconjunto simplicial de K
que es la imagen de este morfismo. Si f : F' — K es un morfismo de conjuntos
simpliciales, se define f~'(ko) = f~'(ko) y se le llama la fibra de k.

Por 1ltimo, si K y L son conjuntos simpliciales, se define un nuevo conjunto sim-
plicial K x L tal que sus n-simplejos son (K x L),, = K,, x L,,. Si f € Homa([m], [n]),
entonces (K x L)(f)(z,y) = (K()(@), L(/)(1))-

PROPOSICION 1.7. K x L es un conjunto simplicial.

DEMOSTRACION. Sea [n] € A. Entonces
(K x L)1) (z,y) = (1k, (%), 12, (y)) = (z,y)
Por otro lado, sean f : [m| — [n] y g[n] — [k]. Entonces
(K x L)(gf)(x,y) = (K(gf)(2), L{g)(y)) =
(K(f)K(g)(x), L(f)L(g)(y))
(K x L)(f)(K(g)(x), L(9)(y)) =
(L x L)(f)(K x L)(g)(x,y)

4. Grupos simpliciales

Un grupo simplicial es, al igual que en la definicién 1.9, una coleccién de grupos

G = {G.}nen, junto con morfismos de grupo 67, o/'t' que cumplen las mismas

7
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identidades simpliciales. Tal como en el caso de Set, esta definicién es equivalente
a tener un objeto simplicial en la categoria Grp de grupos y morfismos de grupo
(ndtese que la prueba de la Proposicién 1.4 es andloga a este caso).

EJEMPLO 1.13. Sea 0 : A? — Grp, el funtor constante en el grupo trivial O y
0(d;)™ = 0(s}") =0, el morfismo trivial.

Un caso importante, sobre todo para el presente trabajo, es cuando se trabaja
con funtores que toman valores en la subcategoria plena Ab de Grp, la categoria de
grupos abelianos.

La estructura adicional de grupo abeliano le da mas estructura al conjunto de
morfismos de grupos abelianos simpliciales.

PROPOSICION 1.8. Para cualesquiera grupos abelianos simpliciales A, B € sAb,
Homgan(A, B) tiene estructura de grupo abeliano. Mds ain, la composicion es Z-
bilineal, es decir, para cualesquiera morfismos f : A — B, g, : B—C yh:C —
D, se cumple que h(g+ ¢')h = fgh + fg'h.

DEMOSTRACION. Sean f,g: A — B morfismos de grupos abelianos simpliciales.
Se define f+¢g: A — B como (f + ¢)n(z) = fu(x) + gu(z). f + g es un morfismo de
grupos abelianos simpliciales pues si 0 < ¢ < n, entonces

€ (fn(2) + gn2(z)) = € fn(2) + €ngn(z) =
fn167 (@) + g6} (z) =
donde 47" y €' son los operadores de cara de A y de B, respectivamente. De manera
analoga, f + g conmuta con los operadores de degeneracién.

El morfismo 0 : A — B es el morfismo de grupos abelianos simpliciales que
para cada n es el morfismo trivial. Es claro que f + 0 = f para cualquier morfimos
f:A—B

Si f: A — B esunmorfismo de grupos abelianos simpliciales, —(f,,)(z) = — f,,(x)
define un nuevo morfismo ya que €(—f,)(x) = —f,_10"(z). De igual manera —f
conmuta con los operadores de degeneracién y ademéas f + (—f) =0

La asosiatividad de esta operacién se sigue de la asociatividad de grupos abelianos
simpliciales, pues para cada n

(f+ 9o+ hn = fot+ (g+ R)y

Para terminar, sean f: A — B, g,¢' : B — C y h: C — D morfismos de grupos
abelianos simpliciales Para cada n se tiene que f,(g + ¢ )nhn = fognhn + fng),hn, de
lo que se sigue que la composicion es Z-bilineal. [ |

Sea F' el funtor grupo abeliano libre, es decir, el funtor que a cada conjunto X le
asocia el grupo libre con base X, Z(X). Este es un funtor (covariante) de la categoria
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de conjuntos en la de grupos abelianos, entonces al componer cualquier conjunto
simplicial K con F se tiene un grupo simplicial F(K). Si f : K — L es un morfismo
de conjuntos simpliciales, se tiene una coleccién de morfismos F(f), definida en la
base por F(f),(z) = fu(x) v que se extiende de manera lineal.
La asignacion
F . sSet — sAb
K v F(K)

f=F(f)

es funtorial.

Un caso muy interesante es el siguiente: dado un espacio topoldgico X, en la
seccién anterior se vio el funtor S, el complejo singular de X. Entonces, al componer
este con L, se tiene un Grupo Abeliano Libre con base S,,(X). Este es un objeto de
estudio de mucha importancia para la Topologia algebraica, pues este grupo abeliano
simplicial es usado para calcular los grupos de homologia simplicial de un espacio.
Se hara mayor énfasis en este ejemplo en el capitulo 4 de este trabajo.



Capitulo 2

Complejos de Kan y homotopia.

En el capitulo anterior, se introdujeron las definiciones basicas de objetos sim-
pliciales en una categoria, se dieron ejemplos (algunos de gran importancia) y se
comenzo6 a trabajar el camino hacia el Teorema de Dold-Kan, el cual continuara a lo
largo de este capitulo.

En topologia algebraica, en general, se prefiere trabajar con espacios “buenos”,
que tienen las propiedades topolégicas y homotopicas necesarias para desarrollar la
teoria. Asi también, para estudiar conjuntos simpliciales, se necesita la nocién de
“buenosconjuntos simpliciales, los cuales son los complejos de Kan, ya que estos
tienen las propiedades minimas para estudiar la teoria de homotopia.

1. Complejos de Kan
Antes de profundizar en esto, se analiza el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1. Sean X, un espacio topoldgico, y fo, f1,- - foe1 [rt1s s frs
(n—1)-simplejos singulares de X tales que 67 (f;) = 5?:11(]‘}), para i < j. Entonces
existe un n-simplejo singular f, tal que 67 (f) = f;, para toda i # k.

DEMOSTRACION. Como A,,_; es homeomorfo a cada una de las caras de A, se
puede definir f; como funcién de la cara j—ésima de A,,, con j # k. La condicién de
que 67 '(f;) = 677/ (f:), implica que donde las caras se intersecan (es decir, en las
de dimensién menor) los simplejos f; coinciden. Asi por lema del pegado (pues cada
cara es cerrada en A}™') existe una funcién continua f : A} — X que los extiende,
es decir, tal que 67(f) = f;.

Como A} es un retracto fuerte por deformacién de A,,; (Proposicién 1.3), f se
extiende a una funcién continua f : A, — X. En un diagrama

3

d, ;
An—l - AZ(_1> An

B s/
Xfl Py
X
Por lo que f es tal que 67'(f) = f. [ |

El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

17
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DEFINICION 2.1. Sea K un conjunto simplicial.

1. Se dice que n (n — 1)-simplejos T, 1, ..., Th1, Thily-- - Ln_1,Tn con 0 <
k <n—1, son compatibles, si 6! ' (z;) = (5?_’11(3@) cuando i < j, coni,j # k.

2. Sean T, X1, .. Tp_1, Thatls -« Tn_1,Tn, (N — 1)—simplejos compatibles. Se
dice que un n simplejo z los extiende si 67'(z) = x;, para toda i # k.

3. K es un complejo de Kan si para cualesquiera o, X1, ..., Tp_1, Tkils- - Tn_1,
Ty, (n — 1)-simplejos compatibles, existe z € K, que los extiende. A esta
condicion se les llama condicion de extension o condicion de Kan.

El principal ejemplo de complejo de Kan es el visto en la proposicién 2.1, ya que
este da una buena intuicion de lo que quiere decir la condicién de Kan.

El siguiente resultado, que fue probado por Moore, es de suma importancia para
el propésito de esta tesis.

PROPOSICION 2.2. Sea G un grupo simplicial, entonces G (como conjunto sim-
plicial) es un complejo de Kan.

DEMOSTRACION. Sean go, g1, - - - Gk—1, Jkt1s - - - In-1 € Gn_1 compatibles.

Primero se probara que existe u € G, tal que 0]'(u) = g;, para i < k.

Si k = 0, es cierto por vacuidad. Ahora, si k > 0, se define uy = o{/(go) y por
recursion, para r < k, se definen y, = o7, (071 (u; 1) gri1) ¥ Urp1 = UrYsr.
Se afirma que 07 (y,) = e, el elemento neutro de G,,_1, 67 (y,) = (071 (ur)) g1 ¥
que 6 (u,) = g;, para i < r.

La prueba de esta afirmacién se realiza por induccion sobre r.

Si r = 0, entonces

56 (yo) = dg ot (87 (uo)) ')
= 0501 (67 (g (91))) ' o)
= 050t (g1 ' 1)

las igualdades anteriores se siguen de las identidades simpliciales.
Por otro lado,

07 (y0) = 0707 ((67 (uo)) ™" 1)
= (07 (u0)) "' 0n
y finalmente,
05 (uo) = 0506 (90) = go-

Supdngase que es valido para r — 1 y se procede a demostrar que lo es para r.
Sii<r—1.
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;' (yr) = 5?U?+1(<5?+1(U7"))_19r+1)
= 070710741 (ur )87 071 (Gr41)
— (60870 () ol (gr)
= (0771007107 (uy)) " oy 7O (gr)
Estas igualdades se siguen de las identidades simpliciales. Ahora, como los g; son

compatibles,
= (077107707 (upmay,)) " oy O (g0)
S 2 S (T L 7)) e e 07
= (077167 (gie)) "'or 7 o7 (i)
=e

Las tltimas igualdades se siguen de la hipdtesis de induccion.
Analogamente, usando las identidades simpliciales y la hipdtesis de induccién, si

1 = r, entonces

07 (yr) = 07071 (0741 (ur) ™ grar)

PG (841 () )

T 0 (un) T T (g

S ) o 0 (gr)

O 1)) 0 )

OO (ur1)07 () o0 (grg)

oy 1(5"(% D0 (1) gr1)) 0y 0T (grr)
1o (gr+1)) 9r+1)

I
qq

D N /N /N /N /N T/
*Sﬂﬁﬁqﬁﬁﬁ %Q: *:

Q

Q

la_n 15n 1(

Q

Ademas,
617}+1<y7"+1) = 53}+1U:~L+1((5?+1(u7‘))719r+1) = (677~L+1(ur))719r+1-
Si ¢ < r, entonces
0;' (urt1) = 07 (uryy) = 67 (ur);' (yr) = gie
Y por ltimo, si 7 =1r+ 1,

5?+1(Ur+1) = 5?+1(Ur)5:}+1(?/r) = 5f+1(ur)5f+1(ur)_19r+1 = Gr+1-
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Esto da fin al paso inductivo y la afirmacién es correcta. Asi se elige u = ug_1 v,
como se buscaba, es tal que 0/'(u) = g;, para i < k.

Sea 7y = u y, para r < n — k — 1, se definen 2, = o" (6" () 'gn_s)
Y Tpy1 = X,z Entonces z,. y x, serdn tal que 0/ (z,) = e para i € [n] — {k} ¥

0M(z,) = g; para i < k, i > n —r — 1. Esta afirmacién también se demuestra por
induccién sobre r y es andloga a la anterior. Se elige © = x,,_ y es tal que §*(x) = g;,
para i € [n] — {k}. Con esto se concluye que G es un complejo de Kan.

[

2. Fibraciones de Kan

DEFINICION 2.2. Sea p : E — B un morfismo de conjuntos simpliciales, con 0 y
e los operadores de cara de E y B, respectivamente. Se dice que p es una fibracion
de Kan si para cualesquiera n (n — 1)-simplejos xo, 1, ..., Tp_1, Tha1,---,Tp de F
que son compatibles y para todo n-simplejo z de B que cumple que €!(2) = pp_1(z;),
para i # k, exite un n-simplejo x de E tal que 67" (x) = x;, it # k, y pu(z) = 2.

A FE se le llama complejo total, a B complejo base y, para cada vértice ¢ € By, a
p~Y(9) se le llama fibra sobre ¢.

PROPOSICION 2.3. Sea p : E — B una fibracién de Kan, entonces p~(4) es un
complejo de Kan para todo vértice ¢ € By.

DEMOSTRACION. Sean g, ..., Tk 1, Tkil,--->Tn € P 1(P)n_1 compatibles.

Obsérvese que para todo i # k, se tiene que €'(¢,) = pn_1(x;) = ¢,,_1, entonces,
como p es una fibracién de Kan existe un n-simplejo z de E tal que §*(z) = x;, con
i # k y que ademés es tal que p,(2) = ¢,, por lo que z € p~1(¢),.

Asi p71(¢) es un complejo de Kan. [ |

COROLARIO 2.1. Un conjunto simplicial K es un complejo de Kan si y sélo si la
unica flecha ! : K — % es una fibracion de Kan.

DEMOSTRACION. =) Sean ,..., T, 1,Tki1,---, T, compatibles y nétese que
para todo i # k !(x;) = €"1(0) = 0. Entonces, como K es complejo de Kan, existe
un n-simplejo z tal que §7*(z) = x;, para ¢ # k, y ademas !(z) = 0, por lo que K — %
es una ibracién de Kan.

<) Basta con observar que K =!"1(0) para todo conjunto simplicial, asi, por la
proposicién anterior se tiene que si ! : K — % es una fibracién de Kan entonces K es
un complejo de Kan. [ |

NOTACION 2.1. A la subcategoria plena de sSet formada por los complejos de Kan
se le denota por Kan. A la subcategoria plena de sSet, formada por los complejos
de Kan punteados se le denota por Kan,.
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Existe una manera alternativa de describir el concepto de fibracion de Kan que
es usado frecuentemente en la literatura.

Primero es necesario observar un par de cosas.

La asignaciéon A[] : A — sSet que a cada objeto [n] lo manda al n-simplejo
estandndar A[n| es un funtor (covariante). Para todo 0 < k < n, el morfismo de
conjuntos simpliciales A(d}) : Aln — 1] — A[n] es una inmersién (en el sentido de
que es isomorfo a su imagen como subconjunto simplicial de A[n]). Al subconjunto
simplicial A(d})(A[n — 1]) se le llama k-ésima cara de A[n).

Entonces el cuerno Ag[n] es el subconjunto simplicial que es la unién de las imégenes
de las caras de A(d})(Aln]) excepto la k—ésima.

Ahora, por el Lema de Yoneda (apéndice B, seccién 2), para todo conjuto sim-
plicial K, la funcién

Ok : Homsset (Aln], K) — K,

dada por O, (f) = fu(tn), es una biyeccién natural. La inversa de O, estd dada
por

Q0 Ky, — Homgget(An], K)

que en un n-simplejo z, en el factor k y en una funcién f € An]; se evalia como
Oren()(f) = K(f)().

Al morfismo O ,(x) € Homsset(A[n], K) se le denotard por Z.

Sean K un conjunto simplicial y g, ..., T 1, Tki1,-- -, Tn, Tn, (n — 1)-simplejos
compatibles. Como la biyeccién del Lema de Yoneda es natural, A(d?')(F;) =
A(d?1)(Z;) si i < j. Bs decir, los (n — 1)-simplejos compatibles corresponden a
un morfismo f : Ag[n] — K y viceversa.

PROPOSICION 2.4. Sea p : E — B un morfismo de conjuntos simpliciales. En-
tonces p es una fibracion de Kan si y solo si para todo par de morfismo de conjuntos
simpliciales f : Ag[n] = E y g : Aln] — B tales que gi = pf : Agx[n] — B, entonces
existe un morfismo h: Aln] — E tal que hi = g : Ag[n] - E y ph = gA[n] — B. En
un diagrama

s
Ag[n] -

FE
.[h/l
z// p

Aln]

|

DEMOSTRACION. Supéngase que p es una fibracién de Kan y considere el dia-
grama conmutativo
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MAn] L~ E

Por el lema de Yoneda y el razonamiento anterior, este diagrama corresponde
a n, (n — 1)-simplejos,xo, ..., Tk 1, Tki1,---,Tn, de E que son compatibles y a un

n-simplejo, z, de B que son tales que €/(z) = p,_1(z;). Por ser fibracién de Kan,
existe un n-simplejo z, de E tal que §7(x) = x; y pn(x) = y. Nuevamente, por el
Lema de Yoneda, existe un morfismo h : A[n] — E que hace conmutar el siguiente
diagrama.

f
1

Reciprocamente, supéngase que p : E — B admite levantamientos para cualquier
par de funciones f : Ax[n] = E'y g : Aln] — B tales que gi = pf : Ax[n] — B.

Sean Zo,...,Tk—1,Tkt1,... Ty € F,_1 compatibles y z € B, tal que €!(y) =
Pn—1(x;). Entonces existe un diagrama de la forma
Auln] L~ E
4
h 7/
A[n] — B
g

Donde h es un morfismo que hace conmutar el diagrana. Este morfismo h co-
rresponde a un n-simplejo x que extiende a los simplejos compatibles y que ademas
cumple que p,(x) = z. Es decir, p es una fibracién de Kan. [ |

El Corolario 2.1 y la proposicion anterior implican que un conjunto simplicial
es un complejo de Kan si y solo si para todo morfismo de conjuntos simpliciales
[ Ag[n] = K, existe un morfismo g : A[n] = K que extiende a f. En un diagrama

Apln] L~ K
/4
,L‘ e
// g
Aln

Es por esto que, informalmente, se dice que los complejos de Kan son aquellos

conjuntos simpliciales en los que se pueden completar cuernos.
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3. Homotopia de los complejos de Kan

La categoria de complejos de Kan es una categoria muy rica, en el sentido que
tiene dentro de si una teoria de homotopia muy parecida a la que se tiene en espacios
topoldgicos. En esta seccion relucira la importancia que tiene la propiedad de Kan.

Primero se analizara un caso particular como motivacion.

DEFINICION 2.3. Sea K un conjunto simplicial, una trayectoria entre dos vértices,
Y xo >~ x1, es un 1-simplejo y, tal que 6 (y) = zo y 01 (y) = 71
Dos vértices estan relacionados, xg >~ 1, si existe una trayectoria entre ellos.

Esta relacion, en general, no es una relacion de equivalencia. Una condicién ne-
cesaria para que lo sea es que K sea un complejo de Kan.

PROPOSICION 2.5. Sea K un complejo de Kan. Entonces la relacion de trayec-
torias es de equivalencia en los vértices de K.

DEMOSTRACION. La relacién es reflexiva ya que para todo vértice z € K,
Sl (w) = dlad(x).

Supéngase que y : x ~w y ¥ : x ~ w', son trayectorias. Ambos 1-simplejos, y, v/’
son compatibles, pues d3(y) = d4(y') = z. Como K es un complejo de Kan, existe un
2-simplejo z tal que §2(2) =y y 03(2) = y/. 63(2) es una trayectoria de w a w’, pues
B (2) = 1R (2) = 8L (y) = w y 8103(=) = 6103(=) = o) = w.

Con esto se prueba que la relacién es simétrica. Si x ~ y, como x ~ z, por lo
anterior y ~ x.

También se deduce que la relacién es transitiva. Supéngase que z ~ y y y ~ w.
Entonces de la simetria se tiene que y ~ x y y ~ w. Entonces, x ~ w.

Por lo tanto la relacion de trayectorias es de equivalencia. [ |

Considérese I, el cual tiene exactamente dos vértices, 0 y 1. El 1-simplejo (0, 1) es
una trayectoria entre 0 y 1. Por el contrario, no hay una trayectoria entre 1y 0, pues
si tal trayectoria existiera, digamos (xg, 1) entonces 03 (zg, 1) = 1y 6 (zg, 1) = 0,
lo que implica que g = 1 y &1 = 0 y asi, dicha trayectoria es de la forma (1,0), pero
esta sucesién no es un elemento de A[l]; pues no es creciente. Con esto se prueba
que no todo conjunto simplicial es un complejo de Kan.

DEFINICION 2.4. Sea K un complejo de Kan.
1. A la clase de equivalencia, bajo la relacion de trayectorias, de un vértice x se
le denota por [z] y se le llama componente por trayectorias de x.
2. mo(K) denota al conjunto de las componentes por trayectorias de los vértices
de K.
3. Se dice que K es conexo si mo(K) = {[¢]}, con ¢ € Ky cualquier vértice de
K.
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Sean f : K — L un morfismo de conjuntos simpliciales y 47", €' los operadores
de cara de K y de L, respectivamente. Si y es una trayectoria entre x y x’, entonces

fu(y) s una trayectoria entre fo(x) ¥ fola'), pues eb(/u()) = fi(()) = folz), de
igual modo €1(f1(y)) = fo(01(y)) = fo(z'). Por lo tanto f induce una funcién, bien

definida, mo(f) : mo(K) — mo(L), dada por mo(f)([z]) = [fo(x)]-
PROPOSICION 2.6. La asignacion

mo : Kan — Set
K)—)’YT()(K)

[ mo(f)

es un funtor de la categoria de complejos de Kan en la de conjuntos.

DEMOSTRACION. Es fécil ver que mo(1x) = Lr(k)-
Por otro lado, sean f : K — Ly g : L — GG, morfismos de conjuntos simpliciales.

mo(9f)([z]) = [(9.£)o(@)] = lgo(fo(2))] = mo(9)([fo(2)]) = mo(g)mo(f)([]).

Por lo tanto m(gf) = mo(g)mo(f) y se concluye que 7y es un funtor. |

Recuérdese de nuevo el complejo singular (ejemplo 1.9). Para un espacio to-
pologico X, el conjunto de vértices de su complejo singular estd en correspondencia
biyectiva con X a través de una funcion ¢x : So(X) — X dada por ¢x(f) = f(*).
Dos vértices, fy v f1, estan relacionados si y solo si existe una trayectoria continua,
es decir, una aplicacién w : I — X tal que w(0) = ¢x(fo) v w(1) = ¢x(f1). Se tiene
el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.7. Sea T la componente conexa por trayectorias de x € X. La

asignacion ®x : mo(S(X)) — mo(X), dada por ®x([f]) = éx(f), es una biyeccion.
Mas ain, esta biyeccion es natural.

DEMOSTRACION. Que ®x es una biyeccién se sigue del razonamiento anterior y
de que ¢x es biyectiva. Solo queda demostrar la naturalidad.
Primero, es importante notar que si f : X — Y es una funcién continua, entonces el
siguiente diagrama conmuta

So(X) s X
So(f)t f
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Pues si g € So(X), entonces

fox(g) = fg(x)) =
fa(x) = ov(fg) =
oy (So(f)(9)) = v So(f)(9)

Por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta
b x

To(S(X)) —— mo(X)
WO(S(f))l lﬂo(f)
mo(S(Y)) —= mo(Y)

Dy

Ahora se vera un caso mas general al de la relacion de trayectorias, el cual esta-
blece la teoria de homotopia de los conjuntos simpliciales.

DEFINICION 2.5. Sea K un complejo de Kan. Se dice que dos n-simplejos, x, '
son homotopicos (y se escribe x ~ ') si 7" (x) = d(2') para toda 0 < i < n y si existe
n (n+1)-simplejo y tal que 53 (y) = x, 6, 11(y) = ' y 5?“@) o ion(x) =
o167 (2") para 0 < i < n. Se dice que y es una homotopia de x a ' y se denota por

y:ax o~

Como es de esperarse, se tiene el siguiente resultado, cuya prueba es un argumento
combinatorio dado por Daniel Kan.

PROPOSICION 2.8. Sea K un complejo de Kan. La relacién de homotopia es de
equivalencia en los n-simplejos de K, para toda n.

DEMOSTRACION. La relacion es reflexiva, ya que para todo n—simplejo x,
ontlontl(y) = ¢ = §' o (x) y ademds, 5”“ (g ) (5"( ).
Sean x,w,w’ n-simplejos, tales que y : © ~ w y vy : x ~ w' Entonces los n + 2,

(n+1)- SlmpleJOS Sot2am 2ot (w), ..., 0t 2o 20 (w), y, 4 son compatibles, pues
5n+1 6r}+20n+2

n o

_ n+lcgnt2 n+2
o, 00,

J—1% On n+1(

w) = oy (w)
sit<j.Sii<n

n+1n+2 _n+1 _n+1 _ sn+ln+2 _n+2 _n+l
IO e ol T (w) = 6F T O e e T (w)

= 57‘“ 'doﬁ“(w)

— 5n+1 n+1 (w

)
— O,n+16n+1 (’U})

=07 (y)
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(la sucesién de ecuaciones anteriores se siguen de las identidades simpliciales y la
ultima de la condicién de que y sea una homotopia de x a z’), andlogamente

5n+15n+20_z+203+1(w) — 5n+15zjr-% Z—i-QUZ—H(w)
= oo (w)
— 5n+10n+1 (:l?)
n
=6y

Asf, como K es un complejo de Kan, existe un (n + 2)-simplejo z, tal que 6/""*(2) =
5n+2 n+20,n+1< ) sii< n, 5n+2(2) =yy 5n+2<2) — y/'

n+1
Se afirma que y” = §/72(z) es una homotopia de 2’ a 2”. Se tiene que

O (y") = 0t onia(2) = 0 a0n(2) = 0npa (y) = w
También,

o) = ophiona(z) = aphionty = onfhi(y) =’
Por 1ultimo, si ¢ < n entonces

0 (y") = o7 onta(2)

(2

= Z+15n+1( )

5n+2 n+2

oo

on (w)

n+16n+1 ;L+1 (w>

n+1 n+1 n n
6n+1 n—19n— 15 (U))

10507167 (w)
—15? (w)
n-107 (W)
Por el mismo argumento que en la Proposicién 2.5, se sigue que la relacién de homo-
topia es de equivalencia. [ |

_n
5n+1

_ sn
Srtion

Ahora, para un complejo de Kan punteado (K, @), se define K, = {z € K,
O"(x) = ¢n_1 Vi}. Notese que K, es saturado con respecto a la relacién de homotopfa,
en el sentido de que si x € K,, y x ~ 2/, entonces 2’ € K,,.

DEFINICION 2.6. Para un complejo de Kan punteado (K, ¢), se define el conjunto

(K, ¢) = K,/ ~.

En la siguiente seccién se daran las propiedades de m, (K, ¢).



4. LOS GRUPOS DE HOMOTOPIA 27

4. Los grupos de homotopia

Sean (K, ¢) un complejo de Kan punteado y x y y representantes de v y § €
(K, @), respectivamente. Los n + 1 n-simplejos, (¢n, ¢n, ..., ¢n, T, —,y) son com-
patibles. Entonces existe z € K, 1 tal que 07" (2) = ¢,,, parai <n—1, 0" (2) =
y 6711(2) = y. Se define a8 = [6711(2)].

LEMA 2.1. Para cualesquiera o, f € m,(K, ¢), af estd bien definido

DEMOSTRACION. Primero se verd que af no depende de la seleccién del sim-

plejo z. Supéngase que 2’ es otro (n + 1)-simplejo tal que 6't'(z') = ¢, para
0<i<n-—16"()=zydt(z) = y. Entonces los n + 2, (n + 1)-simplejos
(Gnsts - s Ppa1, 0" (x), 2, —, 2') son compatibles. Por la propiedad de Kan, existe

w € K12 que los extiende. Asf, §""%(w) serd una homotopia entre 6" (2) y 671 (2').

Supéngase que w : y =~ 3. Sea z € K, 41 tal que 6/ (2) = ¢, para 0 < i <n—1,
Srii(2') = x y 6i11(2') = y. Entonces los n + 2 (n + 1)-simplejos (Gny1, .., ot
o"(x), —, z,w) son compatibles. Por la condicién de Kan, existe u € K, o que los
extiende. Entonces

O tyon i) = oy ot (u) = 0yt on (@) =,

también
S ) = 6 T ) = 67 (2)
y
Opia0n it (u) = 03110 5 (u) = oty (w) =/,
por lo que
[2]ly] = [0, ()] = [ ot (w)] = [][y].
Analogamente, a8 no depende del representante de a. [

El lema anterior implica la existencia de una operacién
7Tn<K7 ¢) X 7TR<K7 ¢) — W”(K7 ¢)

dada por
(a, B) = af

que esta bien definida. A continuacion se enuncian las propiedades de dicha operacion.

PROPOSICION 2.9. Paran > 1, m,(K,$) es un grupo, con la operacion descrita
anteriormente

DEMOSTRACION. Se define e = [¢,]. Sean o € 7,(K,¢) y = € «, entonces
o)) s tal que 07107 (1) = 07 107(5) = 077} (6,) = s para 0 < i < 1
ot (z) = o700 (2) = qbn y 4 ﬂa”“(w) =z, por lo que eax = av.

Anélogamente ae = o y entonces e es un neutro para la operacioén.
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Ahora, sean « € 7,(K, ¢), © € a. Para los simplejos compatibles (¢, ..., ¢n,
¢na B ¢nax)a se ehge z € Kn-i—l tal que 5?-’_1(2’) = ¢n para 0 S L <n— 17 52“(2) = ¢n
y 0711 (2) = z. Entonces [0} (2)]a = e.

Anélogamente « tiene un inverso derecho.

Por tltimo, para ver que la operacién es asociativa, sean «, 3,7 € m,(K,¢) y
x, 1, z representantes para cada uno.

Con la condicién de Kan, se eligen w,, 1, Wy 11 Y Wnyo € K,y tales que 67! (wj) =
¢n para 0<i<n-— 17 5Zji(wn—1> =7, 521%(“%—1) =Y, 62;‘—%(7“0714-1) = 62;‘—%(10714-1) =
S (wn-), S (Wart) = 2, 02 (wnya) = y ¥ 02 (wny2) = 2. Despues, con la
condicién de Kan, se elige u € K, tal que 6/?*(u) = ¢py1 para 0 <i<n—1y
6M2(u) = w; para i =n — 1,n + 1,n + 2. Entonces

O tyon () = oty 00t (u) = 030 (wuy) = @

Onion 2 (u) = oyt anis(u) = 05 (waye)
Asi

PROPOSICION 2.10. Paran > 2, m,(K, ¢) es un grupo abeliano.

DEMOSTRACION. La prueba se realiza por pasos. La idea de la prueba es la
siguiente: se toman n-simplejos x, y, z, w € K, y se construyen, mediante la condicién
de Kan, (n + 1)-simplejos ¢ y ¢’ de tal manera que [z] = [0"T(t)] = [y][w] v [z] =

(671 (¢)] = [w][y]. Después se construye un (n + 1)-simplejo ¢” tal que [67T1(")] =

[w]~t[z][z]. En el tltimo paso se sustituye de tal manera que [w]™[z] = [z][w] L.
Primero: Témese v, € K1 tal que 07 (v,41) = ¢, para 0 < i < n — 2,

57?1% (Vny1) = Pn, Z——'—% (Uny1) = w, 521_% (Ung1) =2y 6Z+1 (Vnt1) = y. (Tal v,y existe

por la condicién de Kan).

Sea v,_1 € Kpy1 tal que 6" (v,_1) = ¢p, para 0 <i<n—2, 8 (v,1) =2y
6ns1(Vn_1) = wy se toma t = §"F}(v,_1). Se definen v; = ¢, para 0 < i <n — 2,
Vp_g = 0" T2 (w) ¥ Vpyo)o™ 5 (w). Los v; son complatibles, por lo que existe r que los

extiende. Sea v, = §"(r).
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Ahora, si 0 < <n —2,
6 (o) = 6T () = GG = 05 (i) = o,

también

5n+1( ) 5n+15n+2( ) 5n+15n+2( ) 5n+1(vn 1) t,

n—1
ademas
5 00) = ) = O () = 63 i) =
y por ultimo
Onti(v) = 010,72 (r) = 6y On 5 (r) = 0 (vata) =

Con esto se deduce que [t][¢,,] = [y], pero por la eleccién de v,_q, [t]w] = [z] ¥
entonces [y][w] = [z].

Segundo: Témese v, € K, 41 tal que 6/ (v,) = ¢, para 0 <i <n—2, 6"} (v,) =
Pn, 523(%) =w, o (va) =y y 521%( n) = 2.

Sea v, € Ky tal que 6! (v,_1) = ¢y, para 0 < i < n —2, 6" (v, 1) = w
Y On_1(Vp_1) = 8ps1(vn_1) = ¢, y se toma t = 6" (v, ). Se definen v; = ¢,
para 0 <i<n—2, v, 5 = 05 (w) ¥y v,12)0"(2). Los v; son complatibles, por lo
que existe r que los extiende. Sea v,1 = 011 (r). Entonces ;"' (v,41) = ¢, para
0<i<n—2 0" (1) =1t, " (v1) =y y (5n+1(vn+1) = z. Con esto se tiene
que [t'][z] = [y] pero por la elecmon de v,_1 y por el primer paso, se tiene que
[t][w] = [¢n] v asf [w]ly] = [2].

Tercero: Témese v,12 € K,.1 tal que (5f+1(vn+2) ¢, para 0 < i < n — 2,
o5 (Ung2) = w, 6341 (Unya) = 2, S5 (Unya) =y y 5n+1 (Unt2) = 2.

Sea v,_9 € K41 tal que 07 = ¢, parai #n—2,n+1y 5;‘1% = y se toma
t=omt.

Témese v,—; € K4 tal que 677" = ¢, parai #n—2,n+1y 8, =wy se
toma t” = 613 (v,_2).

Se elige v,_1 € K,y tal que 6/ (v,_1) para 0 < i <n—2ei =n—1,
Oty (Vne1) = t, 00t (vo—1) = z. Se define u = 67" (v,_1). Sean v; = Pp1 Y v, =

o™ (y). Los v; son compatibles, por lo que existe r € K,,,» que los extiende. Se toma

Uns1 = 0013 (r). Por el segundo paso, [t] = [w]~. También notese que 67" (v,11) =
¢n para 0 < i <n—2, 8" (V1) = u, (V1) =y y 0271 (vpr1) = 2. Entonces
[u][z] = [y]. Usando ambas igualdades se tiene que [w]~![z][z] = [y].
Cuarto: Si se toma z = ¢, en el tercer paso, se tiene que [w]~![z] = [y] y si se
aplica el segundo paso al simplejo v, o del tercer paso, se tiene que [y] = [a:][ 7L
Asi, para cualesquiera [z], [w] € 7, (K, ¢), se tiene que [w] [z] = [z][w] ™ u

Sean f : (K,¢) — (L,%) un morfismo de complejos de Kan punteados, § y
€ los operadores de cara de K y de L, respetivamente. Como f, conmuta con los
operadores de cara, entonces f,,(K,) C Ly,.
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Més atin, Supéngase que z :  ~ y € K,. Entonces €/ f,,1(2) = f,0""(2) =

fa(z). Andlogamente €1 f,11(2) = y, por lo que fo1(2) : ful®) = fuly) € L.
Asi f induce una fucién para toda n > 1, m,(f) : m,(K,¢) — m,(L,v), dada por

T (F)([2]) = [fal2)]

PROPOSICION 2.11. Paran > 1, m,(f) es un morfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Sean «, 3 € m,(K,®) y x,y representantes para cada uno. Se
elige 2 € K11 tal que 877 (2) = ¢, para 0<i<n—1,61(2) =2y 6! T1(2) = y.
Entonces f,,+1(2) € L,,+1 cumple que

& (fur1(2)) = ful(0771(2)) = fuldn) = ¥u,

para 0 <17 <n —1,

ezt%(fnJrl(z)) = fn(éztﬁ’z)) = fn(x)

y
eni1(fr11(2)) = fudiT1(2) = fuly).
Asi
FHa) f2(B) = len™ (far1(2))]
(07 (2))]
= [0 (=)
= fi(ap)

PROPOSICION 2.12. La asignacion
(K, ¢) = T, §)
[ ma(f)

es un funtor de la categoria de complejos de Kan punteados a la de grupos si n = 1
y a la de grupos abelianos para n > 2.

DEMOSTRACION. Claramente m,(1x) = 1x, (x,4)-
Ahora, sean [ : (K,¢) — (L,¥) y g : (L) — (G,n) morfismos de conjuntos
simpliciales y x € Kn, entonces
Tn(9./)([2]) = [(9/)n(2)] = [gnfu(@)] = T (g) ([fu(2)]) = 70 (g) T (f)([])
Por lo que 71-n(gf) = Wn(g)ﬂ-n(f) u

Al grupo m,(K, ¢) se le llama n-ésimo grupo de homotopia del complejo de Kan
punteado (K, ¢).
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5. Homotopias simpliciales

En esta tultima secciéon se presentara una nociéon mas general de homotopia, la
cual sera utilizada en el capitulo 5 de este trabajo.

DEFINICION 2.7. Sean f,g : K — L morfismos de conjuntos (grupos) simpli-
ciales, 6" y € los operadores de cara de K y de L, respectivamente y o, 7" los de
degeneracion. Se dice que f es homotopica a g, y se escribe f ~ g, si existe una co-
leccion de funciones (morfismos de grupo) hl' : K, — Lpi1, conn € N y 0 <i<n,
que satisfacen:

1. g™ hy = f,, €, k" = g,, para toda n € N.

n

2. el = hTl6}, sii < j

3. E?illhj = ﬁrll j+1

4o ethr = hiThop sii> 541
5.7 PR = Wi ot sii < j

6. 7/ = Wi othl sii >

A la coleccion de todas estas funciones (morfisnos de grupo) se le denota por
h: f~gyselellama homotopia.

Sean K' C K y L' C L subconjuntos simplciales tales que f(K') C L', g(K') C L.
Se dice que f es homotdpica a g de manera relativa, y se escribe f ~ g rel K', si
existe una homotopia h : [ ~ g tal que h}(K),) C L;, para toda n € N y para toda
0<i<nyademds fi ~qgi: K' — L', dondei: K' — K es el morfismo inclusion.

La definicién anterior, ain cuando no sea muy intuitiva, serd util en algunas
circunstancias.

A continuacién se presentara una forma alternativa de definir homotopias, la cual
recuerda al caso de espacios topoldgicos.

Para K un conjunto simplicial, sea 7, : K — K x [ el morfismo de conjuntos
simplciales dado por (ig),(z) = (v, k,), para k € {0,1} donde k, € k es el tinico
n-simplejo de este conjunto simplicial.

PROPOSICION 2.13. Sea f,g: K — L morfismos de conjuntos simpliciales. En-
tonces f ~ g si y solo si exviste H : K X I — L tal que Hig = f y Hiy, = g. En un
diagrama:

f

0

K
K x1T
K

/-

H

L

|

1

N\

g
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DEMOSTRACION. Supdngase que h : f ~ g es una homotopia.
Para z € K, se define H,(z,0,) = f.(z), Hy(x,1,) = gno(x) y para una su-
cesién de codegeneraciones s = sis}...siT1s/t2 . s" € I, se define Hy(z,s) =

n+1 hn+1 ( ) "
1+1 :
Se afirma que H : K x I — L es un morfismo de conjuntos simpliciales.

Sea 1 < n + 1, entonces
H, (07 (@), i (041)) = Ha (071 (2),00) =
= fal07 " (2))
= e fuga(2) =
= Hypa (2, 0041)

Anélogamente, H, (6" (2),d? ' (1,41)) = €"Hpy1(2,1,41) y lo mismo con las

degeneraciones.
Si 2.3 J+1_j+2 n I i6n d d :
1s=s387...8,1811---S,_1 € I,, es una suecesion de codegeneraciones, para

probar que Hn_l(éZ (x),sd?) = €"H,(x,s), se tienen tres casos:
Caso 1: = = j o i = 7+ 1. Notese que usando la identidad cosimplicial 3 en
repetidas ocasiones y al final la identidad cosimplicial 4, se tiene que

sd} = 3381‘ . S;Jrisjﬁ Sy dy
= 5583 ... sf}s?ﬁ . d?_ISZ:%
= 5585 ... S;Jr}sgﬁ R T
= 5555 ... sgﬂ gﬁdﬁz .
R
= sgsi’...s; ;S]—H s =4

Entonces, por un lado, utilizando el hecho de que h es una homotopia y al final
la identidad simplicial 1

Hy (67 (), sd}) = Hn 1(07 (), 5")

_] Jj— 1( (SL’))
= ne(x)

]]]

= g I @)

= Gttt (@)

Y por el otro lado
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n _ n_n+lgpntl
€ Hy(r,s) = €jei 1 hi (z)
_ n_n+lpntl
= €€ hyy (z)
Sii =7+ 1, es andlogo.
Para los casos i < 7 o ¢ > j + 1 ocurre algo similar a lo anterior, por lo que
m . o2.3 k+1 k+2 n—1 . . .
sdi = s§sy ... 8, 1Sy 1S, o, Para alguna k > j o k < 1, respectivamente. Por lo
que H conmuta con los operadores de cara.
Para los operadores de degeneracion, el proceso es similar.

£ : 2.3 Jj+1 _j+2 n s 2 :
Noétese que si s = 5087 -+ 8j_15j41 - - - Sp—g €S UNA sucesion de codegeneramones,

entonces
n+l _ 2.3 k+1 _j+2 n n+1
85, = 5081 Sk 1Sj41 - Sp_15;
_ 2.3 J+1_j+2 n n+1
= 5081+ 55_15j11---5;5y
2.3 J+1 _5+2 n—1_n n+1
= 50575515541 ---5;  Sp_15y
_ 2.3 J+1 _g+2 n+1
= 5057...5; Sjp1---5y
y sii#j
2.3 k+1 _k+2 n+1

58 = 8057+ Sp 1S4 1S

Conk <iok>i,s11<joj <i, respectivamente. Asi, procediendo de la

misma manera que con los operadores de cara, se demuestra que H conmuta con los

operadores de degeneracion y por lo tanto es un morfismo de conjuntos simpliciales.
Ademas, es claro que Hig = fy Hiy = g.

Reciprocamente, supongase que H : K x I — L es tal que Hig = fy Hi, =

g. Para 0 < i < n se define h? : K, — L, = H,1(07"!(x),s), donde s =

2.3 k+1 j+2 n+1 .
SOST -+ Sp 1Sj11--- S, - Se afirma que h es una homotopia de f a g.

1. Primero Véasg/que e?“h(}“(aj) = e?lHnH(aqH(az), Opt1) = Ho (65 0l (2),0,) =
fhgxg3’taﬂﬂ0kﬂl€Zi1hZ+lﬁr)==6211ffn+1(0311($)71n+1)==f7n(5ﬁ+103+1($)71n)
gn ().
2. Supéngase que i < j, entonces, e/ T A () = €M Hy 1 (071 s) = Ho (67 ol sdi ) =
Hp (07107 (), s') = h}_,07 ().
3. Ahora, por un lado se tiene que ¢ A" (z) = H, (6" o™ (), sdj1)
» P q G115 n\0j41 0541\ L)y Sjt1
Hy(z, sdi*') y por otro lado e/fh!H (z) = Hy(60  ojn + 1(x), sdj1) =
H,(z, sd;‘“).
¢ s ; ntlpn+l _ pngn
4. Andlogamente, si i > j+ 1, €7 h!™ = hjo;" ;.
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5. Sii < j, entonces, Tf“h?(:p) =72 H1 (07 (1), 5) = Hn+2(af+20j’~‘+1($), ss71?) =
Hypo(07 Y07 (@), ') = By o7 7 ().
6. Analogamente, si i > j+ 1, 7/""?h? = h?“a?fll

Con esto se concluye que las h]' forman una homotopia. [ |
A H se le llama homotopia de f a g y se denota H : f ~ g.

LEMA 2.2. Sean f,f' : K — L y g,¢9' : L — G morfismos de conjuntos simpli-
ciales, entonces.
1. f~f
2. si f ~ f', entonces gf ~ gf’
3. sig~¢, entonces gf ~¢'f

DEMOSTRACION. 1. Parai < n, sea h' = o/

implican que h: f ~ f.

2. Sea H : f ~ f'. Entonces gH : K x I — (G es una homotopia de gf a gf’.

3. Sea F': g ~ ¢'. Entonces F(f x 1;) es una homotopia de ¢gf a ¢'f, donde
(f x17): K x I - L x G es el morfismo de conjuntos simpliciales dado por

(f X L)l ) = (ful2), 1)

. Las identidades simpliciales

|
De manera analoga, se tiene la siguiente proposicion para el caso relativo.

PROPOSICION 2.14. Sean K' C K y L C L' conjuntos simpliciales y f,qg: K — L
morfismos de conjuntos simpliciales tales que f(K') C L' y g(K') C L'. Entonces,
f >~ grelK' siy solo si eviste H: K x I — L tal que Hf ~ g, H(K' xI) C L' i
H(ix1;): K'x I — L' es una homotopia de fi a gi

Para terminar esta seccion, se hara una comparacion entre las homotopias des-
critas en esta secciéon y aquellas que fueron utilizadas para definir los grupos de
homotopia.

Se analizara el caso de trayectorias primero.

PROPOSICION 2.15. Sean K un conjunto simplicial y x, x" vértices de K. Entonces
x ~1' siy silo siexiste f: I — K tal que fo(0) =z y fo(l) = 2.

DEMOSTRACION. Supdngase primero que y : z ~ 7’ es una trayectoria de x
a a'. Por el Lema de Yoneda, existe f : I — K tal que fi(1f)) = y. Entonces
fo(0) = 65(f1(1py)) = 05(y) = =. Anélogamente fo(1) = 2.

Reciprocamente, supéngase que existe f: I — K tal que fo(0) =z y fo(1) = 2.

Entonces 35(f1(Ly)) = fo(0) = = v 6}(fi(1) = fo(1) = . _
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A tal funcién f: I — K se le llama trayectoria de z a x'.

Sea OA[n] el subcobjunto simplicial de A[n] tal que sus m-simplejos son dA[n],, =
{fd € Aln],, : 0 < i <nyf € Homa([m],[n — 1))}, es decir, el subconjunto
simplicial generado por las caras de Aln].

Ahora, sean (K, ¢) un complejo de Kan punteado y x,2' € K,, y T, @ : A[n] — K
sus correspondientes bajo el morfismo de Yoneda. Nétese que x € f( iy solo si
T(0A[n]) = ¢ (esto se sigue de la naturalidad del Lema de Yoneda).

PROPOSICION 2.16. Sea ,2' € K,,. x =~ ' si y solo si T ~ T reldA[n)].

DEMOSTRACION. Sea Z : 2 ~ 2’. Dado que todo m-simplejo de A[n| se obtiene
como una sucecién de caras y degeneraciones aplicadas a ¢, = 1}, basta con definir
Rl en ty,.

Para i < n, sea h?'(t,) = o/ (z) y h?(z) = 2. Entonces h serd una homotopia
de T a 7' relativa a 0A[n|.

Reciprocamente, sea h : T ~ 7’ reldA[n]. Sea z; = h}(1,). Los z; son tales que
6 (z5) = ¢n para i # j,j+ 1, 00 (z) = o, 6 (%) = (5”“(,2Z )paral <i<ny

Se probaré, utilizando la condicién de Kan, que si ug € K, 11 es tal que (5;”1 (uo) =
¢n para i # e+ 1, con 0 < 7 < ny 6" (ug), 0" (u) € K,, entones 6" (ug)
5 (o) € K.

Sea a = 6" (ug) y b= 67" (uo).

Por la condicién de Kan, existe w € K, ta que §/*(w) = ¢py1 8ii < 7 0
r+3<i<n+ 1,6 (w) =01 (0), 673 (w) = uo v 6755 (w) = o7 (D).

Sea u; = 5;1*2( ). Entonces 67 (u1) = ¢, para i £ r+ 1,7+ 2, 0 (w) = a
y M (w) =b. Sir+1=n, entoncs uy : a ~ b. Si 7+ 1 < n, se repite el proceso
para encontrar uy € K41 tal que 67 (u1) = ¢, parai #r+2,7+3, 05 (w) =ay
655 (w) = b. Tras un nimero finito de pasos, se encuentra u € K, tal que u : a ~ b.

Una vez probado esto, se tiene que:

x =060 (20) ~ 07 (20) = 07 (21) = ... 521}(%) x’

12

Como K es un complejo de Kan, la relacion de homotopia es transitiva y se tiene
que x ~ x’.
[ |

La proposicion anterior y el Lema de Yoneda implican el siguiente resultado.

COROLARIO 2.2. Sea Homsget(A[n], 0A[n]; K, ¢) el conjunto de morfismos x :
Aln] — K tales que x(0A[n]) = ¢. Entonces la relacion de homotopia relativa
a OA[n] es de equivalencia. Ademds, el conjunto de clases de equivalencia estd en
correspondencia biyectiva, de manera natural, con 7,(K, ¢).
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Este corolario junto con el Lema 2.2 implican lo siguiente.

COROLARIO 2.3. Sean f,g: (K,¢) — (L,v) morfismos entre complejos de Kan
punteados. Si f ~ g relg, entonces m,(f) = m,(g) para toda n.

DEMOSTRACION. Sean z € K, v T : A[n] — K su correspondiente bajo el

morfismo de Yoneda.

Si [fZ] y [g7] denotan las clases de homotopia de ¢Z, f7 : A[n] — L, como f ~ g,
entonces fT ~ ¢gT por lo que [fZ] = [¢T].

Por la naturalidad de la biyeccién en el corolario 2.2, se tiene que:

™ ()([2]) = [fo(2)] = [gn(@)] = m(g)([]).


Veronica
Texto escrito a máquina


Capitulo 3

Complejos de cadena y homologia

En los dos primeros capitulos se empezo a desarrollar la teoria necesaria para
el teorema de Dold-Kan pero es apenas la mitad del camino. Durante el siguiente
capitulo, se presentara la categoria de complejos de cadenas. La primera parte para
el teorema de Dold-Kan es la correspondiente a los grupos abelianos simpliciales, los
cuales fueron introducidos en el captulo 1. La segunda parte son los complejos de
cadena de grupos abelianos, mas en concreto, los complejos de cadena positivos.

1. Complejos de cadena

DEFINICION 3.1. Un Complejo de cadena (de grupos abelianos) es una sucesion de
grupos abelianos C = {Cy, }nez, junto con morfismos de grupos {0, : Cp, = Cp_1 }nez,
tales que 0,0,41 = 0, para toda n € Z.

Al morfismo 0, se le llama diferencial en grado n.

En lenguaje de diagramas, también se denota a un complejo de cadena como

8'n.«‘fl an«l»l Bn 8'n,fl
A R As o B N R

EJEMPLO 3.1. El complejo de cadena trivial es el que en cada grado es el grupo
trivial 0 y la diferencial en cada grado es el morfismo trivial.

EJEMPLO 3.2. Sea C,, = Zg paran > 0 y C, =0 paran < 0 y las diferenciales
On estd dada por O,(x + 8Z) = 4x + 8Z para n > 0 y trivial para n < 0.

EJEMPLO 3.3. Sea C,, = Z para toda n > 0 y 0 para todas las demds. La diferen-
ctal esta dada para n > 1 como

0, (x) = 2z, stn >0y es par
10, sin >0y es impar on <0

EJEMPLO 3.4. Sea C' el complejo de cadena tal que en grados n < 0 es el grupo
trivial y sin > 0, estd dada por

Cn:{ Z, sin es par

0, sin esimpar
Todas las diferenciales son el morfismos trivial.

37
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EJEMPLO 3.5. Sea A un grupo abeliano. Para cada k € Z, existe un complejo de
cadena Alk], tal que

A, sin=k
A[k]":{ 0, sin#k

y donde todas las diferenciales son triviales.

A un complejo de cadena como el del ejemplo anterior se le llama complejo con-
centrado en grado k.

DEFINICION 3.2. Un morfismo de cadenas f : C — D es una coleccién de mor-
fismos de grupo [ ={fn: Cn — Dy}nez, tales que el siguiente diagrama conmuta:

8n+1 Bn
Cn—l—l Cn Cn—l —
fn+1l fnL fn—lj
Dn+1 g1 Dn n anl >

es decir, para cada n € Z, fnOni1 = Mna1frit-

NOTACION 3.1. La categoria CC es la categoria cuyos objetos son los complejos
de cadena y cuyos morfismos son los morfismos de cadena.

La categoria de grupos abelianos se encaja en la de complejos de cadena através
del funtor (_)[k] que a cada grupo abeliano lo manda al complejo de cadena con-
centrado en grado k. A un morfismo de grupos f : A — B lo manda al morfismo
de cadenas f[k]; Alk] — Bl[k| dado en grado k como f y en grados n # k como el
morfismo trivial.

La categoria de complejos de cadena es muy parecida a la de grupos abelianos.
Ambas cumplen muchas propiedades algebraicas, algunas de las cuales se veran en
este trabajo.

DEFINICION 3.3. Sea A wuna categoria. A es una Ab-categoria si para cuales-
quiera par de objetos, A, B € A, el conjunto de morfismos, Homa (A, B), tiene
estructura de grupo abeliano y es tal que la composicion es Z—bilineal, es decir, tal

que h(g+g')f =hgf +hg'f.

La categoria de grupos abelianos es el principal ejemplo de una Ab-categoria. Se
puede probar que CC también lo es.

PROPOSICION 3.1. La categoria CC es una Ab-categoria.

DEMOSTRACION. Dados dos morfismos de cadena f,g : C — D, se pueden
construir los morfismos —f y f + g, definidos en grado n como (—f), = —f, v

(f+9)n=fa+ gn
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El morfismo trivial 0, es decir, aquel que en cada grado es el morfismo trivial de
grupos, cumple que f+0=f =0+ f.

Por otra parte, (f + (—=f))n = fu — fn =0, por lo que f — f = 0.

La asociatividad de esta operacién se sigue de la asociatividad en los morfismos
de grupos abelianos,

Por tltimo, sean f: C — D, g,¢' : D — E'y h: E — F morfismos de cadenas.
Para cualquier niimero entero n, se tiene que hy, (g, + ¢.,) fo = hngnfn + hng, fn, pOT
lo que h(g + ¢')f = hgf + hg' f. Entonces CC es una Ab-categoria. [ |

La Proposicion 1.8 implica que la categoria de grupos abelianos simpliciales tam-
bién es una Ab-categoria.

DEFINICION 3.4. La categoria de complejos de cadena positivos es la subcategoria
plena de CC formada por aquellos complejos de cadena C tales que C, = 0 para
n < 0. A esta categoria se le denota por CC

Como CC, es una subcategoria plena de CC, también es una Ab-categoria.
Esta categoria de complejos de cadena positivos es con la que el teorema de
Dold-Kan establece la equivalencia con la categoria de grupos abelianos simpliciales.

2. Los grupos de homologia

Para un complejo de cadena C, la condiciéon 0,10, = 0 es equivalente a que
1m0, 11 C nucd,.

DEFINICION 3.5. Dado un complejo de cadena C, se define:
1. El grupo de n-ciclos, Z,, = Z,(C) = nucd,, C C,,.
2. El grupo de n-fronteras, B,, = B,(C) = im0,+1 C C,,.
3. Eln-ésimo grupo de homologia de C es H,(C) = Z,/B,,.
EJEMPLO 3.6. Recuérdese el ejemplo 3.2. En este caso

7 _ 2)Zs, sin >0
no 0, sin <0

[4]Zs, sin >0
0, stn <0

Entonces
Lo, sim >0

H"(O>:{ 0, sin<0

EJEMPLO 3.7. Para el ejemplo 3.3 se liene que

7 _ 0, sin espar
" Z, simn es impar
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Bn:{ 0, st n es par

27, sin es impar

Entonces
0, st m es par

H,(C) = { Lo, sin es impar
EJEMPLO 3.8. Sea C' el complejo de cadena del ejemplo 3.4.

7 _ Z, sin es par
"1 0, sin esimpar

Y B,, =0 en todos los casos.

Entonces
Z, sin es par

HA(C) = { 0, sin esimpar

El siguiente resultado serd de mucha utilidad mas adelante.

PROPOSICION 3.2. Sea A un grupo abeliano y Alk—] su complejo de cadenas
concentrado en grado k. Entonces

A, sin=k
Hn(Alk=]) = { 0, sin#k
DEMOSTRACION. Ndétese primero que los grupos de n—ciclos estdn dados por

A, sin=k
Z”:{ 0, sin#k

y las n—fronteras son B,, = 0, para toda n € Z.

Entonces
A, sin=k

m-h={ 5 32
[ |

Sea f : C' = D un morfismo de cadenas. Como f,, conmuta con las diferenciales,
entonces f,(Z,(C)) C Z,(D) y fu(Bn(C)) C B,(D). Asi f induce un morfismo de
grupos H(f), : H,(C) — H,(D).

PROPOSICION 3.3. La asignacion

H,:CC — Ab
Cw— H,(C)
[ Ho(f)

es un funtor para toda n € 7.
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DEMOSTRACION. Claramente H,(1¢) = 1p, ).
Sean f:C — Dy g:D — E, morfismos de cadenas y n € Z.

Ho(9f)(x + Bu(C)) = (9f)n(z) + Bu(E)
= gnfu(®) + Bn(E)
= H,(9)(fu(z) + Bn(D))
= H,(9)H,(f)(z + Ba(C))
Por lo que H,(gf) = H,(9)Hn(f)- ]

Dado que dos Ab-categorias tienen estructura extra, es natural preguntarse por
la forma en que un funtor, F' : A — B, puede preservar esta estructura.

DEFINICION 3.6. Sean F': A — B un funtor entre Ab-categorias. F es aditivo
st para cualesquiera A, B € A, la funcion inducida

Fyp:Homa(A,B) — Homg(F(A), F(B))
es un morfismo de grupos.

Como es deseable, los funtores de homologia preservan la estructura aditiva de
CC.

PROPOSICION 3.4. H, : CC — Ab es un funtor aditivo para toda n € 7.
DEMOSTRACION. Sean f,g: C — D morfismos de cadena y = € Z,
Hy(f +9)(x + Bn) = (fu+ gn)(x) + By
= (fu(2) + gn(2)) + By,
= fulx) + B, + gu(2) + B,
= H,(f)(z + Bn) + Ho(g)(z + By)
Por lo que H,(f + g) = Hn(f) + H,.(9). [ |

3. Construcciones en complejos de cadena

La categoria de complejos de cadena tiene muchas propiedades interesantes,
analogas a las que se tienen en la categoria de grupos abelianos. En esta seccién
se revisaran algunas de estas construcciones, las cuales seran de utilidad mas ade-
lante.

DEFINICION 3.7. Sea C' un complejo de cadena. Un subcomplejo de C' es una
sucesion de grupos abelianos D = { Dy }nez, tal que para todan, D, C C,, y 0,(D,,) C
D,,_1. FEquivalentemente un subcomplejo es un complejo de cadena D con diferencial
Ny tal que D, C Cy, y Onlp, = Mn-

Si D es un subcomplejo de C, se escribe D C C o D — C
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Nétese que, inmediatamente de la definicion, se deduce que la inclusién ¢ : D — C'
es un morfismo de cadenas.

EJEMPLO 3.9. El grupo trivial es un subcomplejo de todo complejo de cadena.

EJEMPLO 3.10. Sean f : C' — D un morfismo de cadenas y 0 yn las diferenciales
de C' y D, respectivamente. El hecho de que f,0, = N far1 tmplica que la coleccion de
nicleos, nuc(f) = {nuc(f,)}nez, v la coleccion de imdgenes, im(f) = {im(fn)}nez,
formen subcomplejos de C' y de D, respectivamente.

DEFINICION 3.8. Sea f : C — D yg: D — E. La sucecion de morfismos de
cadena

es exacta st

0 Cy D, *~E, 0
es exacta para toda n

Esta definicién es equivalente a que nuc(g) = im(f) como complejos de cadena.
Sean D C C' complejos de cadena con diferencial 9. Como 0,(D,,) € D,,_; pa-
ra toda n, se tiene un morfismo de grupos 0, : C,/D, — C,_1/D,_1, dado por
0n([7]) = [0n(2)]. Es claro que 0,410, = 0, por lo que la coleccién {9, : C,,/D,, —
Cy—1/Dp—1}nez forman un nuevo complejo de cadena que es denotado por C/D. A
este complejo de cadena se le llama complejo cociente.
La coleccién de las proyecciones p,, : C,, — C,,/D,, son un morfismo de cadenas. Esto
se deduce de que 0,(D,,) C D,_;.
Si f: C — E es un morfismo de cadenas y D es un subcomplejo de C tal que
D,, C nuc(f,) para toda n, entonces f induce un morfismo f, : C, /D, — E,. Como
f conmuta con las diferenciales de C'y de E, entonces la coleccién de las f, son un
morfismo de cadenas.

EJEMPLO 3.11. Sean D C C' somplejos de cadena. Entonces la sucesion
0 D—~c—%¢C/D 0

es exacta.

EsjEmMpLO 3.12. Sea f : C — D wun morfismo de cadenas. La coleccion de
conucleos de f, forman un complejo de cadena llamado complejo conicleo y se le
denota por conuc(f).

Sean C'y D complejos de cadena con diferenciales 0 y 7, respectivamente. La
suma directa de C' y D se construye como el complejo de cadena que en grado n esta
dado por (C & D),, = C, & D,,. La diferencial de C' @ D estd dada en grado n por

(0, Mn(2,y) = (On(2), 1 (y))-
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EJEMPLO 3.13. Sean C' y D complejos de cadena, se tiene una sucecion ezacta.

0—C—C&D——D——0
donde el morfismo de la derecha es la inclusion en el primer factor y el de la
derecha es la proyeccion sobre el sequndo factor.

DEFINICION 3.9. Sea
0 ctL.p_2.E 0

una sucesion ezacta de cadena. Se dice que la sucesion se escinde (por la derecha)
st existe un morfismo de cadenas h : E — D tal que gh = 1.

PROPOSICION 3.5. Sea
f g

0 C D E 0
una sucesion exacta de cadena que se escinde. Entoces D = C @ E.

DEMOSTRACION. Como la sucesion se escinde, entonces para todo n se tiene que

la sucesion

0 c I.p " g 0

se escinde para toda n. Entonces, para toda n, existe un isomorfismo

on:Co®FE, = D,

dado por ¢, (z,y) = fu(z)+h,.(y). ¢ es un morfismo de cadenas que es un isomorfismo
en cada n, por lo que es un isomorfismo de cadenas. [ |

Una de las caracteristicas principales de la categoria de complejos de cadena es
que resulta ser una categoria abeliana. Es decir, es una categoria que se comportan
tal como la de grupos abelianos. El Teorema de Dold-Kan implicara que la categoria
de grupos abelianos simpliciales también es una categoria abeliana. Para revisar la
definicién de categoria abeliana, sus propiedades y la demostracién de que CC lo es,
véase [10].

4. Homotopias de cadenas

DEFINICION 3.10. Sea f : C' — D un morfismo de cadenas. Se dice que [ es
nulhomotdpica si existe una sucesion de morfismos de grupo s = {s, : C, = Dpy1}
tal que fr = Nni1Sn + Sn_10,, representado en un diagrama

On41

On
= Un4 Cn Cn—l

Sn Sn—1
fn+1l /nt fn—lj

: > DnJrl Tl Dn n anl

Si f es nulhomotopica, se escribe s : f ~ 0.




44 3. COMPLEJOS DE CADENA Y HOMOLOGIA

PROPOSICION 3.6. Sea f : C — D un morfismo de cadenas nulhomotdpico,
entonces Hy,(f) = 0 para toda n € Z.

DEMOSTRACION. Seann € Zy 0y n las diferenciales de C'y de D respectivamen-
te. Si z es un n—ciclo de C, entonces f,,(z) = Np1150(2) + $p—10, () = Npa18,(x) +0,
asi, f,(z) es un n—borde de D, por lo tanto H,(f) = 0. [ |

DEFINICION 3.11. Sean f,g : C — D morfismos de cadena, se dice que f es
homotopica a g si f — g es nulhomotopica. Si f es homotopica g entonces se escribe

s:f~g.
PROPOSICION 3.7. Sean f,g: C — D tales que f ~ g. Entonces H,(f) = H,(g)
para toda n.

DEMOSTRACION. Como H,, es un funtor aditivo para toda n, entonces H,(f) —
H,(g9) = H,(f — g). Ahora, como f ~ g, entonces f — g ~ 0. La proposicién 3.6
implica el resultado. u

Una de las propiedades méas importantes de los funtores de homologia es la llmada
“invarianza homotopica”, la cual se resume en el siguiente resultado.

DEFINICION 3.12. Dado un morfismo de cadenas f : C — D, se dice que f es
una equivalencia homotopica si existe g : D — C tal que gf ~1¢c y fg ~ 1p.

COROLARIO 3.1. Sea f : C'— D wuna equivalencia homotdpica, entonces Hy(f)
es un isomorfismo para toda n.

DEMOSTRACION. Sea g : D — C tal que gf ~ 1¢ y fg ~ 1p. Entonces
Hu(9)Hu(f) = 1n,0) v Ha(f)Hu(9) = 1a,(0)- u

Para cerrar este capitulo, se demostraran las principales propiedades de la relacién
de homotopia.

PROPOSICION 3.8. Sean f,f' : C — D y g,9'; D — FE morfismos de cadena
tales que s: f~ f yt:qg~g, entonces:

1. f~f
2.tf:gf ~gf
3.g95:9f ~gf

DEMOSTRACION. 1. Sea s, : C, = D, 41 dada por s,(z) = 0, es decir, s,, es
el morfismo trivial para toda n, es claro que f — f =0 = 1,,10 + 09,.
2. Notese que g, fn — g;;,fn = (gn - g;L)fn = (wn—i-ltn + tn—lnn)fn = Untpfn +
tn—lnnfn = 77Z}ntnfn + tn—lfn—lan'
3. Esta prueba es andloga a la anterior.
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PROPOSICION 3.9. Sean f, f',g9,9' : C — D morfismos de cadena tales que s :
fefyt:g>=dg, entoncess+t: f+g~f+4¢
DEMOSTRACION. Sea n € Z, entonces
fotgn—(fntgn) =fotgn—Ffo—9n="In—fos T 90— 9=
Mht18n + 0100 + Mngatn + 6100 = Npr1(Sn + 1) + (Sn—1 + tp1)0n.
[

De las proposiciones anteriores se sigue que 0 ~ 0, si s : f ~ g, entonces —s :
—f ~ —g y ademas, de esto ultimo se sigue que si f — g ~ 0 entonces g — f ~ 0, por
lo que la relacién de homotopia es reflexiva y simétrica en el conjunto de morfismos
de cadena entre dos complejos.

PROPOSICION 3.10. La relacién de homotopia es de equivalencia en el conjunto
de morfismos de cadena entre dos complejos.

DEMOSTRACION. Por lo dicho antes, solo falta probar que la relacién es transi-
tiva, entonses sean f, g y h morfismos de cadena tales que s : f ~ gy t: g >~ h,
entonces

Joo—=hn = fo — G+ gn — Iy
= Nn+15n + Sn—10n + Nnt1tn + tn—10,
= Nn+1(Sn + tn) + (Sn—1 + tn-1)0y
por lo que f ~h [

Con todo esto, se tiene lo necesario para enunciar y demostrar el teorema de
Dold-Kan.






Capitulo 4

El Teorema de Dold-Kan

En los primeros tres capitulos de este trabajo se ha desarrollado la teoria necesaria
para enunciar y demostrar el Teorema de Dold-Kan. Este teorema establece una
equivalencia entre las categorias de grupos abelianos simpliciales y la de complejos
de cadena positivos. Mas atn, la equivalencia de Dold-Kan induce un isomorfismo
entre los grupos de homotopia de grupos simpliciales y los grupos de homologia de
complejos de cadena.

Durante este capitulo se realizaran las pruebas de estos dos resultados asi como
de algunos de sus corolarios inmediatos.

1. Los complejos de Moore y Normalizador

Sean A € sAb y 6 y o' sus operadores de cara y de degeneracion, respectiva-
mente. Existen varias formas de construir un complejos de cadenas a partir de él. La
primera es a través del complejo de Moore de A.

El complejo de Moore, M(A), en grado n > 0 es M(A), = A, y 0 en grados
n < 0. La diferencial de M(A) en grado n > 1 esta dada por la suma alternada de
sus operadores de cara, es decir, 0,, = Z};O(—nnay y O, = 0 paran < 0.

LEMA 4.1. Para todo grupo abeliano simplicial A, M(A) es un complejo de ca-
denas.

DEMOSTRACION. Usando las identidades simpliciales se sigue lo siguiente;

n n+l
OnOn1 = Y Y (=1)Horart!
i=0 j=0
=) (=) 4 (—1) gt
) i Vg
1<J j<i
= S (=1 e 3 (1)
1<J j<i
— Z(_l)iJrkJrlézéanrl i Z(_l)i+j5?5?+1
i<k j<i

47
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_ Z(_l)i+k525?+l + Z(_l)iJrjdlnd;erl

i<k i<t
= = A Y () = 0
I<m I<m

El complejo de Moore es una herramienta importante para la topologia algebraica
por lo siguiente. Dado un espacio topolédgico X, se define S”(X) como el grupo abe-
liano libre con base S, (X). La coleccién S, (X) = {SP(X)}nen es un grupo abeliano
simplicial, donde los operadores de cara y de degeneracion son los morfismos indu-
cidos por operadores de cara y de degeneracion de S(X). Los grupos de homologia
singular de X se definen como los grupos de homologia del complejo de Moore de
Sk (X).

Dado un morfismo de grupos simpliciales, f : A — B, este induce, de manera
funtorial, un morfismo de cadenas M(f) : M(A) — M(B), dado por M(f), = fu
paran > 0y 0 para n < 0. Esto se sigue de que f,, conmuta con los operadores de
cara de A y de B para toda n natural.

PROPOSICION 4.1. La asignacion
M :sAb — CC,
A M(A)
[ M(f)

es un funtor

DEMOSTRACION. Sean f: A — By g: B — C morfismos de grupos abelianos
simpliciales.

Como M(14), = 14, paran >0y M(14), = 0 = 1y, para n < 0, se tiene que
M(lA) = 1M(A)-

Sin >0, entonces M(gf)n = (9f)n = gnfn = M(9)nM(f)n. Si n < 0 entonces
M(gf),=0. Asi M(gf) = M(g)M(f) y por lo tanto M es un funtor. |

Aunque el complejo de Moore es una forma muy sencilla para construir un com-
plejo de cadenas, este funtor no es el correcto para la equivalencia de Dold-Kan. A
pesar de esto, no dista mucho de ser el funtor ideal.

El complejo normalizador de A, N(A), se define como N(A), = N~ nuc(6?),
paran > 0y 0 para n < 0. Nétese que N(A), € M(A), para toda n. Mas atin, si
x € N(A),, entonces 0, (z) = (—=1)"0"(x). Si j < n,

(—D)"eron(x) = (—1)"0n=16% (x) = 0.
Asi, N(A) es un subcomplejo de M (A).
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Si f: A— B es un morfismo de grupos abelianos simpliciales, €] son los opera-
dores de cara de By x € N(A),, entonces €} f,,(v) = f.07(z). Asl f.(x) € N(B)n.
Entonces la asignacién N(f),(x) = f,(x) estd bien definida y hace de N un subfuntor
de M.

PROPOSICION 4.2. Sea D(A), = 37 im(07). La coleccion D(A) = {D(A),}cen
es un subcomplejo de M(A).

DEMOSTRACION. Para ver esto basta con probarlo para los generadores.
Si o(z) € D(A),, entonces

n

Ou(0f(2)) = Y (~1Y 670} (2) =

=0
Y. (15l (x) =
jAi—1L,i
1—2 n
Z ]6" Mx) + Z (—1)%?0?(:17) =
= j=i+1
1—2 1—2
S (1Yo} @)+ P
j '_
por lo que O, (o7 (x )) € D, 1Ay entonces 0,(D(A),) € D(A),_1. [

Sean f: A — B un morfismo de grupos simpliciales y 7)* el operador de degene-
racién de B. Entonces f,o7(z) = 77" fn_1(z) € D, B, por lo que (D(f))n(x) = fu(z)
estd bien definida. Ademds f,, conmuta con los operadores de cara de A y de B,
entonces D(f) es un morfismo de cadenas. Asi D es un subfuntor de M.

Sea M(A)/D(A) el complejo cociente. Si f : A — B es un morfismo de grupos
simpliciales, como f,,(D(A),) € D(B),, entonces f induce un morfismo de cadenas
f:M(A)/D(A) — M(B)/D(B), por lo que M/D : sAb — CC, es un funtor.

Se tienen los siguientes morfismos de cadena.
N(A)—= M(A) —= M(A)/D(A)
donde i4 v pa son la inclusiéon y la proyeccién candnicas, respectivamente. En la
siguiente seccién se analizara el comportamiento de estos morfismos.

2. El teorema de normalizacion

La razon por la que M (A) no es el funtor correcto para la equivalencia de Dold-
Kan es que M(A) carga con mucha informacién innecesaria, como se constatard en



50 4. EL TEOREMA DE DOLD-KAN

esta seccion. El complejo normalizador “condensa” toda esta informacién y la codifica
de mejor manera al eliminar todas las degeneraciones.

Sean A € sAb y 0", o} sus operadores de cara y de degeneracion, respectiva-
mente. Para j < n, (N;(A)), denotard al subgrupo N?_,nuc(6?") C A, y (D;(A)), al
subgrupo de A,, dado por Zg:o im(ol).

Sean 4 : (Nj(A))n — An y P} 1 Ap = An/(D;(A))n, la inclusién y la proyeccion
canodnica, respectivamente.

LEMA 4.2. La composicion ¢} = pjji} es un isomorfismo para todan y toda j < n.

DEMOSTRACION. La prueba se realiza por induccién sobre j.

Supongase j = 0.

Sea [z] la clase en A, /(Do(A)), de un elemento x € A [x] estd representado por
un elemento de la forma x — ofd{(x). Nétese que = — o0y (z) € (No(A))n, pues

0y (x = 0g0g (x)) = g () — o5 o595 (v)

— 8 (a) — 33 (x)
=0

Ademas,

o6 (z — 0505 () = ¢g(x) — ¢4 (0405 (x)) = [2] — [0] = [2]

Por lo que ¢ es suprayectiva. Para probar la inyectividad, sea = € (Ny(A)),, tal
que ¢¢(z) = 0. Entonces x = ojj(y). Asi

0=dg(x) = dgog(y) =y

Por lo que x = o{(y) = o(0) = 0. Con esto, ¢j es inyectiva y por lo tanto un
isomorfismo.

Supdngase que ¢} es un isomorfismo para toda n y para toda k < j. Se procedera
a demostrar que ¢} es un isomorfismo.

Considérese el siguiente diagrama, el cual resulta ser conmutativo, donde el mor-
fismo de la izquierda es la inclusién canodnica y ¢ es el morfismo de cambio de clase.

Ny (A))n — A/ (D1 (A)),

|
(N; ()~ An/ (D5 (A))s

J
Toda clase [z] € A, /(D;(A)), esta representada por un elemento = € (N;_1(A)),.
Por otro lado, x—07d7(x) € (N;(A)), (por un argumento andlogo al que se usé antes)
y ademas x — 0”5”( ) representa a [z]. Por lo tanto, ¢} es suprayectiva.
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Antes de probar la inyectividad, obsérvese lo siguiente: como a;?_lcsg_l(x) =
6pojy(z), para toda k < j, entonces 0} ((N;—1(A))n) € (Nj—1(A))n-
Por otra parte, ooy ' (z) = o'o} 7 (x), parai < j—1, por lo que 0;((D;_1(A))n-1) C
(Dj—1(A))n. Asi se obtiene el siguiente diagrama conmutativo
Sy

(Nj-1(A)n-1 —2 An-1/(Dj-1(A))n—1

o~
n =n
o, loih
Jl l J

(N1 (A))n An/(Dj-1(A))n

Mas aun, la siguiente sucesion es exacta.

0 — Auet/(Djor(A))nt = A/ (Dj1(A)) —— Ay /(D;(A)), —= 0
Primero, 7 es inyectiva pues ;' lo es. ¢ es suprayectiva por ser un cociente. Asf,
solo falta mostrar la exactitud en el término de en medio. Ahora bien, [z] € nuc()
si y solo si [z] = [07(y)] para algin y € A, y esto pasa si y solo si [¥] € ima7, por lo
que imoy = nuc(y) y la sucesién es exacta.
Se procede a demostrar que ¢} es inyectiva. Sea z € (N;(A)), tal que ¢} (z) = 0.

Considérese de nuevo el diagrama conmutativo:
(Nj-1(A)n —= An/(D;j-1(A))n
|

(N;(A))n == An/ (D;(A))n

J

1%

3

74

<

Entonces, por la exactitud de la sucesién anterior y de la conmutatividad de este
diagrama, se tiene que ¢7_,(v) € nuc(y)) = im(d7}). Usando el diagrama anterior a
la sucesién exacta, se tiene que existe y € (N;_1(A)),—1 tal que z = o7} (y). Ahora,
como 407 (x) = 0, nuevamente se tiene que y = 0y asi z = 07} (y) = 0. Por lo tanto, se
concluye que ¢ es inyectiva y entonces es un isomorfismo.

Asi se concluye el paso de induccion y la prueba queda terminada. [ |

Nétese que (Np—1A), = N(A), v (Dy—1(A)),, = D(A),. De lo anterior se siguen
los siguientes resultados.

PROPOSICION 4.3. La composicion ¢a = paia : N(A) — M(A)/D(A) es un
isomorfismo que ademds es natural.

DEMOSTRACION. Como " |, = i4, v p'_; = pa,, del lema anterior se tiene
que ¢4, = ¢n_; es un isomorfismo para toda n € N. Por lo tanto psis es un

isomorfismo de cadenas. La naturalidad se sigue de la naturalidad dei: N — N y
dep: M — M/D [
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Lo pasado se hizo solo a nivel de subgrupos, ahora, a nivel de complejos de cadena
se hara lo siguiente.
Para j € N, se define un subcomplejo N;(A) C M(A) dado por

' N gnuc(dr), n>j+2
A R =
N;(A) es un subcomplejo de cadenas. Si j+1<nyz € (Nj(A)),, entonces

n

07 Ou(a) = 57 ( Y ()67 () =

k=j+1
D (0FeToR @) = ) (F)R e (x) = 0
k=j+1 k=j+1

Esto pasa para i < j. Nétese que No(A) = M(A), que Nj1(A) — N;(A). La
inclusién canénica Nji1(A) — N;(A) se denotara por ;.
Se tiene un sistema dirigido de Complejos de cadena

41

LN (A N (AT N () M(A)
Entonces N(A) es el limite inverso de este sistema. Esto se sigue de que para el
término n, (N;(A)), = N(A), para toda j > n — 1.
Se define un morfismo de grupos f7 : (N;(A))n — (Nj41(A))n, dado por

x, n<j+1
J' esté bien definido pues si n > j 4 2, entonces

0341 [ () = 071 (& — 074,107, (2)) = 0741 (2) = 074, () = 0.

La condicién de que n > j 4 2 para definir (N;(A)),, es necesaria en la definicién
de estos morfismos, pues para ;7 = n — 1 no se cumpliria la igualdad anterior y para
J =n, [} no tendria sentido.

fi(z) = { T = 071107 (2), n=>j+2
J

LEMA 4.3. La coleccion de estos morfismos de grupos definen un morfismo de
cadenas f; : Nj(A) = Nj1(A).

DEMOSTRACION. Para ver esto se consideran tres casos: n < j+1,n=7+2y
n > j + 2. En el primer caso se tiene un diagrama de la siguiente forma
On
(N(A))n —= (N(A))n—1
ffZHN(A)Ml lfj"l—lwm»n_l

(N(A)y —5= (N(4))ums
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Para el segundo caso, el diagrama es de la forma

(No-2(A))n 2 (N(A))n s

SQL L1<N(A>>n_1

(N(A)y —5= (N (A))es

y considérese la siguiente cadena de igualdades

O () — O gj21<37> =
(=)™ ton_y (@) + (=1)"05(2) — (=1)"05(x — o 10, (2)) =
(=)™ ona(@) + (1) 05 (@) — (=1)"0p(x) — ()" Honon_y0n_y(z) =0
Para el ultimo caso, el diagrama es el siguiente

(N;(A))0 —2 (N;(A))n s

|

(Nj+1 (A)n —8n> (Nj-i—l (A))n—l

y se tiene la sucesiéon de igualdades

f70n(x) = 0 f}~ (2)

= > (DM@ (@) = 0f 767 (2) = Y (—1) (0] (2) = 870} 07 («))
k=j+1 i=j+2

= (_1)j+15?+1(x) —0+0~ (_1)j+35?+1($) =0
Lo anterior se deduce de las identidades simpliciales y de que, para k& > 7 4+ 1

52(y) = 0 € (N1 (A))nr, _

Nétese que fji; = 1n,,,(4). Esto se sigue de que sin > j +2, fii%(z) = fi'(r) =
r— 07,00, (v) =2 —0=ux.

Ahora, se define una familia morfismos de grupos 7 : (N;(A)), — (Nj(A))nt1,
dadas por

_ 1\ T'H-l > 4
J 0 n<j

LEMA 4.4. Para toda 7 y para toda n, se cumple la igualdad siguiente

In,a, — 5 f] = Ont] + 57 0t
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DEMOSTRACION. Sin < j+ 1, ambos lados de la ecuacion es 0.
Sin > j+ 2, entonces

Ot () + 00 (2) + 17 f11(2) =

n n—1
> (VTG @) + Y ()T @) + o - of 0 (v) =
i=j+1 k=j+1
n n—1
-1 i+j5n n -1 k+j7 n—lén—l o n—lé‘n—l _
Z( )oi ot () + Z (=1) Tj+19% (z) + Oj+19j+1 (z) =
i=j+3 k=j+1
n n—1
ST )M @)+ Y () @) + o e (@) = o
i=j+3 k=j+1

Sea f: M(A) — N(A) el morfismo de cadenas tal que en grado n es la siguiente

composiciéon de morfismos
it "2

Ay —E (Vi (), B 2N (),

f es tal que fi : N(A) — N(A) es el morfismo identidad. Por otro lado, la
coleccion de morfismos 7T), : (N(A)), — M(A),+1 dada por

T = 1g01 -ty oly 1 fa—2 - Jo + 00 - in_gly_ofn—3---fo +---F+igti fg +to
es una homotopia 1" : if >~ 17(4). Se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 4.1. [Teorema de normalizacion] La inclusion iy : N(A) — M(A)
es una equivalencia homotopica que ademds es natural.

El Teorema de normalizacion, junto con el Corolario 3.1, implican lo siguiente.
COROLARIO 4.2. Para todan € N y para todo A € sAb, se tiene un isomorfismo
H(M(4)) = H*(N(4))
que ademds es natural.
COROLARIO 4.3. Se tiene un isomorfismo natural
M(A) = N(A)® D(A).
DEMOSTRACION. Considérese la siguiente sucesién exacta
0 — D(A) —2~ M(A) L= N(4) —0
Esta sucesiéon se escinde. Asi, por la Proposicién 3.5, se sigue el resultado. [

En particular, uno de estos resultados implica la primera mitad del teorema de
Dold-Kan. Otro mas es necesario para probar la segunda mitad.
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3. El funtor I

Hasta el momento, se tiene resuelta una parte de la equivalencia de Dold-Kan.
Es decir, se ha construido uno de los funtores relacionados con esta equivalencia. En
esta seccion se motivard la construccion del funtor I' : CC, — sAb.

Sea C' un complejo de cadena positivo. El funtor I debe cumplir que C' = NT'(C).
Ahora, por la proposicién 4.3, se tiene que NI'(C') = MT'(C)/DI'(C). Por lo que C
debe ser recuperado al “colapsar”las degeneraciones de I'(C'). Ahora bien, por el
Lema 1.3, las degeneraciones generan a todos los morfismos suprayectivos v en A.

Por otro lado, cualquier morfismo inyectivo d : [m] < [n]| induce un morfismo
d* : N,J'(C) — N, I'(C), que es nulo excepto en el caso de que d = d!' y que hace
conmutar el siguiente diagrama

Ch

~l j~

NP(C)H mnNr(C)n,1

Ademas, I" debe “agregar libremente”las degeneraciones, en el sentido de que estas
no agregan informacion relevante al grupo abeliano simplicial. Con esta motivacion,
se procede a construir el funtor I'.

Se define I'(C') en grado n como el grupo abeliano

Fn(C’): @ Ck

Y:[n]—[k]

Donde la suma directa se toma sobre todos los morfismos v : [n] — [k] en A que
son suprayectivos.

Dado un morfismo 6 : [m] — [n], el morfismo de grupos I'(C)(0) : I',(C) —
I',,(C), se define en el sumando correspondiente a «y : [n] — [k] de la siguiente manera:
considérese la factorizacion epi-mono (Lema 1.2) del morfismo 6 : [m] — [K]

Entonces se tiene la siguiente composicion
d*

Donde el morfismo de la derecha es la inclusion en el sumando correspondiente a
t:[m] — [s] y d* estda dado por la regla
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e :{ (—=1)*0,  d=df

0, en otro caso
Asi, por la propiedad universal de la suma directa, se extiende a un inico morfismo
de grupos I'(C)(0) : I',,(C) — T',(C).
LEMA 4.5. T'(C) : A — Ab es un grupo abeliano simplicial.

DEMOSTRACION. Nétese que I'(C) (1), en el sumando 7 : [n] — [k], es la inclu-
sién en el factor v : [n] — [k], Ck = @D,.},.(;) C» Por lo que I'(C) (1)) = 1r,(0)-

Ahora, sean 6 : [m] — [n], p : [n] — [r] y v : [r] = [j]. Se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

t (k] g
H/ x[']
s|¢ p J

Donde e es la factorizacion epi-mono de vyu, ft es la factorizacién epi-mono de
VO y d=-ef. Asi, dt es la factorizacion epi-mono de yuf.
Sid # d;, entonces I'(C)(wy) = 0 en el factor v : [r] — [j]. Por otro lado,
L(C)(p)I(C) (i) = 0 en el factor 7 : [r] — [j] siempre, ya que, o bien I'(C')(0) = 0 o
L(C)(p) =0, 0 bien I(C)(0) = (=1)70, y T(C)(p) = (=1)" ' Ora.
Sid= d;, se tienen dos casos: o bien f =df ye = 1o f =1 ye = d;-. En cualquie-
ra de los dos casos I'(C)(uf) = I'(C)(0)I'(C) (i) en el sumando v : [r] — [j]. Como la
eleccién de v : [r] — [j] fue arbitraria, se concluye que I'(C)(uf) = I'(C)(6)I'(C) (),
por lo que I'(C) es un grupo abeliano simplicial. [ |

Dado un morfismo de cadenas f : C' — D, este induce un morfismo de grupos
abelianos I',,(f) : I'n(C) — I',,(D), que en el sumando v : [n] — [k] estd dado por la
composicion

Ik
Cr = Dk Do) 1 Di
donde el morfismo de la derecha es la inclusion en el factor v : [n] — [k] de I',,(D).

LEMA 4.6. La coleccion de morfismos I'(f) = {T'(f)} es un morfismo de grupos
abelianos simpliciales.

DEMOSTRACION. Sean 0 : [m] — [n] y v : [n] — [k], morfimos en A. Considerese
la factorizacion epi-mono de 6,
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Si d = d¥, entonces d* = (—1)*;. Asf el siguiente diagrama conmuta, pues f es
un morfismo de cadenas

(-1)*o
Cr — Cr—1

Sid# df, d = 0, entonces I'(D)()T,,(f) = 0 = T, (f)T(C)(0) en el factor
v : [n] = [k]. En cualquiera de los dos casos, el diagrama conmuta
L(C) =T (€)
Fn(f)l lFm(f)

Con esto se concluye que I'(f) es un morfismo de grupos abelianos simpliciales.
[ |

PROPOSICION 4.4. I': CC, — sAb es un funtor.

DEMOSTRACION. Sean f : C — Dy g : D — A morfismos de cadenas y 7 :
[n] — [k] un morfismo en A. Se tienen las siguientes cadenas de morfismos

1o,
Cy, —C,—T,C

O L Dy 2 AT, A
De la primera se sigue que I'(1¢) = 1p(cy y de la segunda que I'(g f) = I'(g)'(f).
|

Con esto se tienen los dos funtores de la equivalencia de Dold-Kan, por lo que en
la siguiente seccion se procede a demostrarla.

4. La equivalencia de Dold-Kan

El teorema de Dold-Kan, formulado por Albrecht Dold y Daniel Kan en articu-
los separados ([1] y [5]), establece una equivalencia entre las categorias de grupos
abelianos simpliciales y complejos de cadena positivos. Durante este trabajo, se han
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construido las herramientas necesarias para entender tanto este teorema como sus
aplicaciones.

En la primera seccién de este capitulo se construyeron los funtores complejo de
Moore y complejo normalizador. La proposiciéon 4.3 y el teorema de normalizacion
(corolario 4.1) implican que, aunque el funtor complejo de Moore no es el ideal, no
dista mucho de serlo.

La construccién del funtor I' explica el comportamiento que tienen los operadores
de cara y de degeneracion en grupos abelianos.

Sea C' un complejo de cadena positivo, con diferencial 0. Obsérvese que para
toda n € N, C, se incluye en I',(C) en el sumando correspondiente a 1p,. Sea
®p, la composicién de esta inclusion con la proyeccion candnica pe, : I'n(C) —
[,.(C)/ D, (C).

LEMA 4.7. Para todo natural n, ®¢, : C, — I',(C)/D,I'(C) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea 0, : I',(C') — (C), la proyeccién en el sumando 1p,.Se
afirma que nuc(d,) = D,I'(C).

Nétese que nuc(f,,) consta de todos los sumandos 7y : [n] — [k] tales que k < n.
Ademés, las degeneraciones o' : I',,_1(C') — I',,(C') en los sumandos v : [n — 1] — [k]
estdn dados por la inclusién en el factor s : [n] — [k]. Por lo que D,I'(C) C
nuc(y,).

Para la otra contencién, ndtese que nuc(6,,) consta de los vectores (z,) € I',(C)
tales que @1, = 0. También se debe recordar que si 7 : [n] — [k] es un morfismo

k+1 k42 n : o
Gsh sy St = (z,) €

nuc(tn), &= 3 k) o - .Ufjl(x;), donde (z)) es el vector tal que en el factor
i) es 2, y 0 en todos los deméds. Por lo tanto nuc(6,) = D,I'(C).

Sea O¢, : I',(C)/D,T'(C) — C, el morfismo cociente. ©¢, es un isomorfismo.
MéS aﬁn, @qu)cn = 1Cn y (I)C’n@Cn = 1Fn(C)/DnF(C)‘

(zy) € I',(C) es el vector tal que z., € Cysiy : [n] — [k] y [(z,)] € ['.(C)/D,I'(C)

representa su clase de equivalencia. Si x € C,, entonces O, ®¢, () = O¢, [(z,)]

supreyectivo diferente de la identidad, entonces v = s

11, = x. Por otro lado, Q0 Oc, [(zy)] = D¢, (xlcn) = [(mlcn)] = [(z)].
Asi &, tiene un inverso que es un isomorfismo y por lo tanto también es isomor-
fismo. [}

LEMA 4.8. La colecion ®¢c = {P¢, } es un morfismo de cadenas.

DEMOSTRACION. Basta con mostrar que la coleccién ©¢ = {O¢, } es un morfis-
mo de cadenas.
Considérese el diagrama
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T,(C)/Dr(C), ST, 4 (0)/DI(C),y

@Cn L lecnl

Cn On Cn -1

Noétese que el operador de cara 67 : I',(C)/DI'(C),, — I',—1(C)/DI'(C)p—1 es 0
en todos los sumandos excepto en el correspondiente a 1, y en este esta dado por
(—1)"9,,. De esto se deduce que el diagrama conmuta y entonces ®¢ es un isomorfismo
de cadenas |

PROPOSICION 4.5. Se tiene un isomorfismo
C = NI'(C)
que ademds es natural en los complejos de cadena.
DEMOSTRACION. Por la proposicién 4.3, se tiene un isomorfismo
MT(C)/DT(C) = NT(C)

que ademads es natural. Solo falta probar que ®¢ : C' — MT'(C)/DI'(C) lo es. Esto se
sigue de que si f : C'— D es un morfismo de cadenas, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

c,—T,(C)—=T,(C)/Dr(C),
Fn(f)t lw

In
D,~——T1,(D)—T,(D)/DI'(D),
|

Por otro lado, dado un grupo abeliano simplicial A, se tiene un morfismo de grupos
abelianos W, : I',N(A) — A, dado en el sumando correspondiente a 7y : [n] — [k]
por la composicion

N(A)p— Ay 2L 4,

donde el morfismo de la izquierda es la inclusién candnica.

LEMA 4.9. La coleccion de morfismos Wy = {Va, } es un morfismo de grupos
abelianos simpliciales.

DEMOSTRACION. Sean 6 : [m] — [n] y 7 : [n] = [k] morfismos en A. Considérese
la descomposicién epi-mono de 6
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Esto induce el siguiente diagrama, del que se sigue la naturalidad de W4

N(A)p— Ay 2 4,

A(d)L A(d)[ lAw)
N(A)y— A, 20 4,

PROPOSICION 4.6. W, : TN(A) — A es un isomorfismo de grupos abelianos
simpliciales que ademads es natural.

DEMOSTRACION. La prueba de que ®4 es un isomorfismo se hace por induccién
sobre n.

Sin = 0, se debe notar que N(A)g = Ap y que el dnico morfismo de [0] en si
mismo es la identidad, por lo que Wy, = 14,.
Supéngase que P4, es un isomorfismo para toda k < n. Por el corolario 4.3, se tiene
que A, = N(A), ® D(A),. 07 (x) estd en la imagen de W4, pues x estd en la imagen
de Wy, , v ¥y es un morfismo de grupos abelianos simpliciales. Si z € N(A),, =
estd en la imagen de W, pues N(A), es uno de los sumandos de I',, N(A). Asi Wy,
es suprayectiva.
Para probar la inyectividad, sea (z,) € I',N(A), tal que ¥4, ((x,)) = 0.
Siy : [n] — [k] es diferente de la identidad, entonces tiene una inversa izquierda
d: [k] = [n] en A (esto se sigue de que si y = s&s5F . s" es su factorizacion en
morfismos de co-degeneracién, se toma d = d?;:l e d?l) y es tal que la componente de
I'N(A)(d)((xy)) € Iy N(A) que corresponde a 1y es . Como Wy, I'N(A)(d)((x4)) =
A(d)V 4, ((zy)) = 0y Wu, es isomorfismo, se tiene que I'N(A)(d)((z,)) = 0. Asi
x, = 0 para los sumandos en los que v es diferente de la identidad. Para el sumando
correspondiente a 1p,), se tiene la inclusién N(A), — A, lo que implica que 1, = 0.
Esto demuestra que W4, es isomorfismo y concluye el paso inductivo.

Para la naturalidad, sea f : A — B un morfismo de grupos abelianos. Si v : [n] —

[k] es uun morfismo en A, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
A
N (A A 2% 4,

fkl/ ka fnj
B(v)

N(B)y“— B, —= B,
De este diagrama se sigue la naturalidad de W. [

Con todo esto, el resultado principal de este trabajo queda demostrado.

COROLARIO 4.4 (Teorema de Dold-Kan). Los funtores N : sAb — CC, vy
I': CC,. — sAb forman una equivalencia de categorias.
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Este teorema tiene muchas implicaciones inmediatas. Por ejemplo, las construc-
ciones sobre los complejos de cadenas, vistas en el capitulo 3, tienen sus andlogos en
la categoria de grupos abelianos simpliciales.

Nétese que si f,g : A — B es un morfismo de grupos abelianos, N(f + g) =
N(f)+ N(g). Es decir, el complejo normalizador es un funtor aditivo. Asi, N es una
equivalencia entre categorias abelianas ( véase la seccién 3 del capitulo 3 y [10]).

En el ultimo capitulo de este trabajo se analizaran algunas otras aplicaciones de
este teorema.






Capitulo 5

Complejos de Eilenberg-Mac Lane

El proposito de la topologia algebraica es asignar invariantes algebraicos a los
espacios topoldgicos, esto con la intencion de diferenciar las propiedades que se pre-
servan bajo ciertas relaciones. De entre los primeros invariantes que se construyeron,
se encuentran los grupos de homotopia 7, (para la definicién y las propiedades de
estos, véase [8]).

Uno de los problemas clasicos de la topologia algebraica, que est”a relacionado
con estos invariantes, es el de los espacios de Eilenberg-Mac Lane. Para un grupo G
y un numero natural n > 0, un espacio de Eilenberg-Mac Lane del tipo (G, n) es un
espacio toplégico K (G, n) conectable por trayectorias, tal que

mrGm) ={ § F o0

Como para cualquier espacio topoldgico, los grupos de homotopia de orden n > 2
son abelianos, la existencia de un espacio K(G,n), para n > 2, solo tiene sentido si
G es abeliano.

Se conocen algunos ejemplos de estos espacios. Para el grupo abeliano Z, su
espacio de Eilenberg-Mac Lane, K(Z, 1), es la circunferencia unitaria S'. En general,
cualquier grupo abeliano libre con n generadores tiene como espacio de Eilenberg-Mac
Lane, K(Z",n), al n—toro T", es decir, el producto de n copias de la circunferencia
unitaria.

Los espacios proyectivos infinitos real y complejo, P*(R) y P*(C) se construyen
como limites directos de los sistemas codirigidos

P!(R)— P*(R)—— .. .« P"(R)— . ..

y
P1(C)C P?(C)¢ S P*(C)——...
Estos sirven como modelos para los espacios de Eilenberg-Mac Lane, K(Z/2Z,1)
y K(Z,2), respectivamente.
Los céalculos, en general, de modelos para estos espacios son complicados. Incluso
probar la existencia de los espacios de Eilenberg-Maclase fue una tarea complicada.
En este capitulo se analizard una forma de construirlos a través de la equivalencia

de Dold-Kan.
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1. Homotopia y homologia

Previo a la construccién de los complejos de Eilenberg-Mac Lane, se analizaran
algunas implicaciones del Teorema de Dold-Kan.

PROPOSICION 5.1. Sean f,qg : A — B un morfismo de grupos abelianos simpli-
ciales tales que f ~ g. Entonces M(f) ~ M(g).

DEMOSTRACION. Sea h : f ~ g una homotopia. Se afirma que la coleccién
de funciones hy, = 7 ;(—1)7h? forman una homotopfa de cadenas. Sea » € A,,
entonces

N1y (z) + hy,_10n(x) =

n+l n n—1 n
(=17 h () + (1) hy o7 (2) =
j=0 i=0 k=0 (=0
n n—1 n—1 n
@) = gal@) + > Y (17T 0 (@) + ) Y (—1) b op () =
j=1 i=1 k=0 =0
Lo anterior se sigue del hecho de que h es una homotopia. [

COROLARIO 5.1. Sean f,g : A — B morfismos de cadenas. St f ~ g, entonces
N(f) ~ N(g).

PROPOSICION 5.2. Sea A un grupo abeliano simplicial. Entonces m,(A,0) =
H,(M(A)) para toda n > 1.

DEMOSTRACION. Nétese que A, = = M7_gnuc(d)') = nuc(dy,). Esto se deduce de
que z € A, siy solo si or(z) = 0, para toda i.

Por otro lado, sean z,y € A, v z € An4q tal que 6" (2) = 0, para i < n — 1,
tlz)==xy (521}( ) =y, es decir, z es una homotopia entre z y y. Entonces = y y
estdn relacionados si y solo si existe z € A,y tal que x —y = 6" (2) — 8/ F1(2) €
im(an+1).

Asi, las clases de equivalencia de la relacién de homotopia son las mismas clases
del cociente H, (M (A)).

Més atn, si [z], [y] € T.(A4,0) v 2 € A,41 es tal que 07! (z2) = 0 parai <n — 1,
6iti(z) =2y 6111 (2) = y, entones x +y — 6" (2) = 0F1 (2) + 01t (2) — 0nFA(2) €
im(Opy1). Entonces [x][y] = [x + y]. |

Esta proposicién, junto con el Teorema de normalizacién, implican lo siguiente.

COROLARIO 5.2. Sea A un grupo abeliano simplicial. Entonces m,(A,0) = H,(N(A))
para toda n > 1.
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Sea C' un complejo de cadena positivo. El isomorfismo natural & : NI'(C') — C
induce un isomorfismo natural H,(NT(C)) = H,(C). Del teorema de Dold-Kan y
del corolario 5.2, se deduce lo siguiente.

COROLARIO 5.3. Sea C' un complejo de cadena. Entones H,(C) = m,(I'(C),0).
Este isomorfismo es natural en complejos de cadena positivos.

Una de las implicaciones de estos resultados es que el primer grupo de homotopia
de un grupo abeliano simplicial siempre es abeliano.

2. Los complejos de Eilenberg-Mac Lane

El problema de los espacios de Eilenberg-Mac Lane de la topologia algebraica
clasica puede ser transladado a los conjuntos simpliciales. Dado que en la categoria
de conjuntos simpliciales, mas especificamente en la subcategoria de complejos de
Kan, se tiene una nocién de homotopia, es natural preguntarse por el concepto de
un complejo de Eilenberg-Mac Lane.

DEFINICION 5.1. Sean G un grupo y n € N*. Un complejo de Eilenberg-Mac
Lane del tipo (G,n) es un complejo de Kan punteado (K(G,n),¢) tal que

(K (G, n)), ¢) :{ (O;: Z;Z '

Con los resultados obtenidos durante este trabajo, demostrar la existencia de
los complejos de Eilenberg-Mac Lane resulta facil, al menos para el caso de grupos
abelianos.

TEOREMA 5.1. Para cualquier grupo abeliano A y todo nimero natural n > 1,
existe un complejo de Filenberg-Mac Lane del tipo (A,n)

DEMOSTRACION. Sea A[n] el complejo de cadena concentrado en grado n (ejem-
plo 3.5). Por la proposicién 3.2, se tiene que

A k=n
) ={ 5 L
Sea (K,0) = (I'(A[n—]),0), visto como complejo de Kan punteado al olvidar la

estructura de grupo abeliano. El corolario 5.3 implica que este es un complejo de
Eilenberg-Mac Lane del tipo (A4, n). |

Como los grupos de homotopia de orden mayor que 1 siempre son abelianos (pro-
posicién 2.10), el teorema anterior resuelve por completo el problema de la existencia
de Eilenberg-Mac Lane para n > 2. La existencia de complejos de Eilenber-Mac La-
ne del tipo (G, 1) para grupos no abelianos requiere de diferentes herramientas a las
desarrolladas durante este trabajo.
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Se recuerda que un grupoide es una categoria (pequena) C en la que todos los
morfismos son isomorfismos. En particular, dado un grupo G, la caegoria G que
consiste inicamente de un objeto * y cuyo conjunto de morfismos es el grupo G, es
un grupoide.

El siguiente resultado fue probado originalmente por Daniel Quillen. Su demos-
tracién no es incluida en esta tesis, pero puede ser consultada en [4](Lema 3.5).

PROPOSICION 5.3. Si C es un grupoide, entonces NC es un complejo de Kan.

En particular, si G es el grupoide asociado a un grupo G, BG es un comple-
jo de Kan. El siguiente resultado, cuya prueba también puede ser consultada en
[4](proposicién 7.8), resuelve por completo el problema de los complejos de Eilenberg-
Mac Lane.

TEOREMA 5.2. Dado un grupo G, BG es un K(G,1).

La ultima seccion serd dedicada a hacer algunos comentarios sobre la resolucién
del problema de los espacios de Eilenberg-Mac Lane atraves de los conjuntos simpli-
ciales.

3. Realizacién Geométrica

Este capitulo inicié con la presentacion de uno de los problemas clasicos de la
topologia algebraica: la existencia de espacios de Eilenberg-Mac Lane.

Durante este trabajo, se han presentado algunas situaciones andlogas entre la ca-
tegoria de espacios topoldgicos y la de conjuntos simpliciales. Una de estas analogias
es la relacion entre la teoria de homotopia de espacios topologicos y la de conjuntos
simpliciales.

Desde el principio se establecié una relacion entre espacios topoldgicos y conjutos
simpliciales: el funtor complejo singular S : Top — sSet. En esta seccién se analizara
una forma de construir un espacio topoldgico a partir de un conjunto simplicial.

Dado un conjunto simplicial K, con operadores de cara y de degeneracion 0] y
o', su realizacion gométrica se define de la siguiente manera:

neN
donde K, tiene la topologia discreta para toda n y la relaciéon de equivalencia ~
identifica puntos de la forma (67(k),z) ~ (k,d\(z)) y (o7(k),z) ~ (k,s'(z)). Si
ke K,yuveA,, |k v| representa la clase de equivalencia de (k,v).

Sif: K — L esun morfismo de conjuntos simpliciales y €' y 7/* son los operadores
de cara y de degeneracion de L, respectivamente, f induce una funcién continua
|f| - |K| — |L|, dada por |f|(|k,v|) = |fu(k),v|, con k € K,,. |f| estd bien definida,
pues, para el caso de las caras,
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[F10167 (k), v]) = [fa-a67 (F), 0] =
€7 fu(R), 0] = [ fa(K), d,,(v)] =
11k, di (v)])

Andlogamente, para las degeneraciones, |f|(|o?(k),v]) = |f|(|k, s?(v)]). Ademéds, |f]
es continua por la propiedad universal de las identificaciones.

PROPOSICION 5.4. || : sSet — Top es un funtor.

DEMOSTRACION. Sean f: K — Ly g: L — M morfismos de conjuntos simpli-
ciales.

[1k|(|k,v|) = |k, v], por lo que |1x| = 1.

9f[([&, v]) = lgnfu(k),v] = |g](fu(F),v) = |g[| F[(|k, v]). Asi |gf] = |gl|f]- n

Por la proposicion 2.1, el complejo singular de todo espacio topoldgico es un
complejo de Kan. De la misma manera, la realizacion geométrica de todo conjunto
simplicial tiene caracteristicas especiales. John Milnor demostrd, en su articulo The
geometric realization of a semisimplicial set de 1957, que la realizacién geométrica
de cualquier conjunto simplicial tiene estructura de complejo CW (para mayores
detalles sobre la definicién y propiedades de estos, véase [8]).

La proposicion 2.7 establece una biyeccién natural entre el conjunto de componen-
tes conexas por trayectorias de un espacio topolégico X y el conjunto de componentes
conexas de su complejo singular. De hecho, el funtor complejo singular establece un
isomorfismo natural entre los grupos de homotopia de X con los grupos de homo-
topia de S(X).

De manera anéloga, el funtor realizacion geométrica respeta la estructura homotoépi-
ca de los complejos de Kan. Las demostraciones de los siguientes resultados pueden
ser consultadas en [4] y en [6].

PROPOSICION 5.5. Sean f,g : K — L morfismos de conjuntos simpliciales, con
K y L complejos de Kan. Entonces f ~ g si y solo si |f] =~ |g|.

PROPOSICION 5.6. Sean f,g: X — Y funciones continuas. Entonces f ~ g si y
solo si S(f) ~ S(g).

PROPOSICION 5.7. Sea (K, ¢) un complejo de Kan punteado. Entonces, para todo
n € N, se tiene un isomorfismo natural

7Tn<Ka ¢) = ’/Tn(’KL ‘QS? 61‘)

En particular, estos resultados implican que la relacién de homotopia entre mor-
fismos entre complejos de Kan es de equivalencia.
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Todos estos reultados permiten extender la nocién de homotopia en complejos
de Kan a los conjuntos simpliciales en general. Asi, dado un conjunto simplicial K,
sus grupos de homotopia se definen como 7, (K, ¢) = m,(S(|K]), ¢«), donde ¢, es el
vértice correspondiente a la clase de (¢, e7).

Con respecto al problema inicial de este capitulo, la proposicién 5.7 junto con
el teorema 5.1 y la proposicién prueban 5.2 prueban la existencia de los espacios de
Eilenberg-Mac Lane.



Apéndice A

Conjuntos Convexos

DEFINICION A.1. Sea A C R", se dice que A es convero si para cualesquiera
x,y € A, el segmento de recta que une x con y queda contenido en A.

EJEMPLO A.1. Sea x € R y sea d > 0, entonces By(x) es convezo.

PROPOSICION A.1. Sea {A;}iez una coleccion de conjuntos convexos en R™, en-
tonces Nier A; es un conjunto convezo.

DEFINICION A.2. Sea B C R", la envolvente convexa de B es la interseccion de
todos los conjuntos convexos que contienen a B y se denota por [B.

DEFINICION A.3. Un conjunto de vectores {vy,...,v,} C R"™ es afinmente inde-
pendiente si {vg — Vg, ..., V-1 — Uy} €S linealmente independiente.
DEFINICION A.4. Sean o, ..., 1z, € R", una combinacion conveza de estos es un

punto x de la forma

q
xr = E tkl‘k
k=0

tal que t, > 0 para toda k y ademds > | _,tx = 1.

Por ejemplo, si z,y € R", tx + (1 — t)y es una combinacién convexa de z,y.
Describir la envolvente convexa de un conjunto cualquiera suele ser difcil, pero
para conjuntos finitos es facil de hacer.

PROPOSICION A.2. Si g, ...,z, € R", entonces la envolvente convera
q q
20 . xq) = {D_ traelts > OVE Y 1 =1},
k=0 k=0

PROPOSICION A.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
L. {wo,...,v,} es afinmente independiete.
2. Para todo x € [y . ..v,| existe una inica combinacion convexa Y | _qtpvy = T
DEFINICION A.5. Sea {po,...,pn} un conjunto afinmente independiente y sea
A= [py...pn) el n-simplejo que genera, un mapeo afin T : A — R¥ es una funcion
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que satisface

T(Z tipi) = Z T (p;)

siempre que > t; =1, 0 < t,.

Es claro que un mapeo afin estd determinado por su valor en los vértices del
n-simplejo.

PROPOSICION A 4. 1. Sean [po...pnl, [qo---qm] n y m-simplejos, respecti-
vamente, y sea f : {po,...,pn} — {qo ... qm} una funcién. Entonces existe
un unico mapeo afin T : [po...pn] = [qo---qm] tal que T(p;) = f(p;) para
cada i € {0,...,n}.

2. Todo mapeo afin es continuo.



Apéndice B

Teoria de Categorias

1. Conceptos Basicos

DEFINICION B.1. Una categoria C consta de una coleccidn de objetos Obj(C), pa-
ra cada par de objetos A, B € Ob(C) un conjunto de morfismos o flechas Homg(A, B)
tal que Homg(A, B) N Homg(A',B') =0 si A+ A’ o B # B’ y una regla de com-
posicion o : Homg(A, B) x Homg(B,C) — Homg(A,C) (denotada por f o g) para
cualesquiera A, B,C' € Obj(C) que cumplen lo siguiente:
1. La regla de composicion es asociativa, es decir, fo(goh) = (fog)oh siempre
que tales composiciones tengan sentido.
2. para cada objeto A en C existe un morfismo identidad 14 € Homg(A, A)
tal que 1y o f = f y golsy = g para cualesquiera f € Homg(B,A) y
g € Homgc(A, Q).

NOTACION B.1. En lugar de escribir A € Obj(C) se suele escribir A € C y en
lugar de escribir f o g se simplifica a fg.

Algunos ejemplos de categorias son: Conjuntos y funciones, denotada por Set;
espacios vectoriales y transformaciones lineales sobre un campo k, que se denota
Vect,; espacios topolégicos y transformaciones continuas, Top; grupos abelianos y
morfismos de grupos Ab, etc.

DEFINICION B.2. Dadas dos categorias C y D, un funtor (covariante) F : C — D
es una asignacion tal que si A € C, entonces F(A) e D ysi f: A— B esun
morfismo en C entonces F(f) : F(A) — F(B) es un morfismo en D y que cumple
que:

1. F(14) = 1pa)
2. F(fg) = F(f)F(g)
Un funtor contravariante es una asignacion como la anterior pero tal que si f :

A — B es un morfismo en C, entonces F(f) : F(B) — F(A) es un morfismo en D
y tal que cumple la propiedad 1 de lo anterior y en vez de 2 cumple:

2. F(fg)=F(g)F(f)
Algunos ejemplos de funtores son:
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1. Sea C la cateogoria de espacios topoldgicos (o bien la categoria de Grupos)
y sea A € C fijo, entonces la asignacion Hu(X) = Homc(A, X) es un funtor
(covariante) que toma valores en Set, donde Ha(f) : Ha(X) — Ha(Y) y
entonces Hu(f)(p) = fop.

2. Anélogo al ejemplo anterior se tiene el funtor H4(X) = Homcg(X, A), el
cual es covariante y cuya regla de correspondencia en morfismos es HA(f) :
HA(Y) — H(X) tal que H*(f)(¢) = po f.

3. Sea X un conjunto y sea F(X) el grupo libre abeliano con base X, la pro-
piedad universal del grupo libre implica que este es un funtor covariante de
la categoria de conjuntos en la de grupos abelianos.

DEFINICION B.3. Dados dos Funtores F,G : C — D (ambos de la misma va-
riancia), una transformacion natural n : F — G es una coleccion de morfismos en
D {na: F(A) = G(A)}aec tales que si f : A — B es un morfismo en C, entonces
neF(f) = G(f)na, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

F(a) 2L pB)

jm lnB

G(A) W G(B)

Dos funtores F,G : C — D son naturalmente isomorfos si existe una transfor-
macion natural n : F — G tal que para todo X € C nx : F(X) - G(X) es un
1somorfismo.

DEFINICION B.4. Sea F': C — D , un funtor. Se dice que F' es una equivalencia
de categorias si evisten G : C — D wun funtor yn : FG — 1p, 0 : 1¢ - GF
isomorfismos naturales.

Existe otra forma de caracterizar las equivalencias de categorias que puede llegar
a ser mas practica.
DEFINICION B.5. Sea F : C — D un funtor. Se dice que F es:

1. Fiel si para cualesquiera A, B € C, la funcion
Fyp:Homc(A, B) - HomD(F(A), F(B))
dada por Fap(f) = F(f), es inyectiva
2. Pleno si para cualesquiera A, B € C la funcion

Fap:Homc(A,B) - HomD(F(A), F(B))

es suprayectiva
3. Esencialmente suprayectivo (o denso) si para todo X € D eziste Y € C tal
que F(Y) ~ X.
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TEOREMA B.1. Sea F' : C — D un funtor. F es una equivalencia de categorias
sty solo si F' es fiel, pleno y escencialmente suprayectivo.

2. Lema de Yoneda

Uno de los conceptos mas importantes en la teoria de categorias es el Lema de
Yoneda ya que este tiene muchas implicaciones.

DEFINICION B.6. Sea C una categoria. Se dice que C es pequena si la coleccion
de objetos Obj(C) es un conjunto.

Si G es un grupo y G es la categoria cuyo conjunto de objetos consta de un solo
punto y su conjunto de morfismos es GG, es un ejemplo de una categria pequena.

DEFINICION B.7. Sean F,G : C — D funtores (covariantes o contravariantes).
Nat(F,G) denota la coleccion de transformaciones naturales de F' a G.

EL lema de Yoneda se enuncia de la siguiente manera:

LEMA B.1 (Lema de Yoneda). Sea C una categoria. Para todo funtor F': CP —
Set, existe una biyeccion Nat(h®, F) = F(C), donde h® es el funtor representable
Homg(_,C). Ademds esta biyeccion es natural en los funtores F': CP — Set y en
los objetos de C.

La demostracion del Lema de Yoneda se basa en construir la biyecciones naturales
Prc: Nat(h®, F) — F(C) dada por ®rc(n) = etac(lo) y demostrar que es natural.
Tanto a esta biyeccion conmo su inversa se les conoce como morfismo de Yoneda.
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