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SYNOPSIS

The interior of Schwarzschild’s black hole is singular. This manifests
itself, for example, in the divergence of curvature scalars and in the ano-
malous behavior of the Raychaudhuri equation. The singularity is strong
in the sense that the volume of a body that approaches the singularity
tends to zero inexorably. Quantization methods inspired by Loop Quan-
tum Gravity have allowed to introduce quantum-gravitational effects in
homogeneous models such as the interior of Schwarzschild’s black hole.
In this work we take up one of these models and propose new techni-
ques that allow for the first time to complete an exact analysis of the
quantum geometry of the black hole interior. We show that all curvature
scalars of arbitrary but finite order are bounded and that the Raychaud-
huri equation is well behaved. We also show that the solutions of the
effective Hamilton equations can be extended for infinite proper times.
This is in contrast to the classical case, whose solutions end in a finite
proper time. Additionally, we show that when the expansion factor is
bounded, strong singularities do not develop, a result of great generality,
also applicable to other models -homogeneous and inhomogeneous- and
of which previously there was only some numerical evidence.
PACS numbers: 04.60.Pp, 03.65.Sq, 04.70.Dy, 04.70.Bw, 98.80.Qc





RESUMEN

El interior del agujero negro de Schwarzschild es singular. Esto se ma-
nifiesta por ejemplo en la divergencia de escalares de curvatura y en el
comportamiento anómalo de la ecuación de Raychaudhuri. La singula-
ridad es fuerte en el sentido de que el volumen de un cuerpo que se
acerca a la singularidad tiende a cero inexorablemente. Métodos de cuan-
tización inspirados en la Gravitación Cuántica de Lazos han permitido
introducir efectos cuántico-gravitacionales en modelos homogéneos co-
mo es el caso del interior del agujero negro de Schwarzschild. En este
trabajo retomamos uno de estos modelos y proponemos nuevas técnicas
que permiten por primera vez hacer un análisis completo y exacto de la
geometrı́a cuántica del interior del agujero negro. Mostramos que todos
los escalares de curvatura de orden arbitrario pero finito son acotados y
que la ecuación de Raychaudhuri es bien comportada. También mostra-
mos que las soluciones de las ecuaciones de Hamilton efectivas tienen un
tiempo propio de vida infinito. Esto en contraste con el caso clásico, don-
de las soluciones terminan en un tiempo propio finito. Adicionalmente
mostramos que cuando el factor de expansión es acotado no se desarro-
llan singularidades fuertes, un resultado de gran generalidad, aplicable
también a otros modelos -homogéneos e inhomogéneos- y del cual solo
habı́a previamente algunos indicios numéricos.

Números PACS: 04.60.Pp, 03.65.Sq, 04.70.Dy, 04.70.Bw, 98.80.Qc
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Capı́tulo 1

Introducción

A pesar de su simplicidad matemática, el agujero negro de Schwarzs-
child ha sido -y sigue siendo- uno de los sistemas fı́sicos mas difı́ciles
de entender: clásicamente nada puede escapar de su interior. Ni siquiera
la luz. Pero en presencia de un campo cuántico adquiere caracterı́sticas
térmicas y de allı́ emana la llamada ((radiación Hawking)). En su interior
la curvatura crece infinitamente, todos los objetos fı́sicos se comprimen
hasta que su volumen se hace cero y la misma métrica pierde sentido ma-
temático. Peor aún, los teoremas de singularidades de Hawking y Pen-
rose [34] aseguran que las geodésicas tipo tiempo dejan de existir como
tales al transcurrir solamente un tiempo propio finito. Si un observador
viajara por alguna de estas geodésicas, él también tendrı́a un final abrup-
to. Ni siquiera saliendonos de la extrema idealización del agujero negro
de Schwarzschild podemos escapar a estos comportamientos indeseados:
los teoremas de Hawking y Penrose son válidos bajo suposiciones fı́si-
cas muy razonables y generales e independientemente de la simetrı́a del
modelo.

Nuestro punto de vista es que estas patologı́as no tienen ninguna realidad
fı́sica. Son el resultado de aplicar la Relatividad General clásica en esce-
narios donde los aspectos cuánticos de la gravedad deberı́an ser impor-
tantes y al ser tenidos en cuenta podrı́an tener consecuencias no triviales.
De hecho, al acercarnos al centro del agujero negro, algunos escalares de
curvatura superan la escala de Planck lp =

√
Gh̄ haciendo necesario apli-

car una teorı́a que incorpore aspectos cuánticos del campo gravitacional.
La necesidad y búsqueda de esta teorı́a empezó casi simultáneamente con
la formulación de las ecuaciones de campo de Einstein:

1



2 Capı́tulo 1. Introducción

((Debido al movimiento de los electrones dentro del átomo,
éste debe radiar no solamente energı́a electromagnética sino
también gravitacional, aunque esto sólo fuera en cantidades
minúsculas. Debido a que esto en realidad no se da en la na-
turaleza, entonces parece que la teorı́a cuántica debe modificar
no solamente la electrodinámica de Maxwell sino también la
nueva teorı́a de la gravitación)). Albert Einstein [28].

A pesar del tiempo transcurrido y del esfuerzo cientı́fico realizado, has-
ta el momento no se ha logrado encontrar una solución satisfactoria al
problema de cuantizar la gravedad. Las propuestas más exploradas de
las ultimas décadas han sido la Teorı́a de Cuerdas [50, 51] y la Gravita-
ción Cuántica de Lazos [6, 14, 53, 54, 61]. Es en esta última propuesta
que está el origen conceptual y matemático de los resultados presenta-
dos en este trabajo. La Gravitación Cuántica de Lazos es un programa
de cuantización canónica, es decir, que toma como punto de partida un
formalismo hamiltoniano clásico de la Relatividad General. Las coorde-
nadas del espacio fase gravitacional son una conexión SU (2) denotada
por Ai

a y su momento canónico conjugado Ea
i . Estas coordenadas son

conocidas como las variables de Ashtekar-Barbero. Sin embargo, en Gra-
vedad Cuántica de Lazos no se cuantizan directamente las funciones Ai

a
y Ea

i . Lo que se promueve directamente a operadores cuánticos son las
holonomı́as hc

(
Ai

a
)

a lo largo de curvas c y flujos ΦS
(
Ei

a
)

a través de
superficies S. Tanto holonomı́as hc como flujos ΦS se pueden ver como
funciones sobre el espacio de fase con valores en los reales. El conjunto
de funciones hc y ΦS junto con su corchete de Poisson natural es lo que
se conoce como álgebra (clásica) de holonomı́as y flujos. Un resultado
que va a ser importante para el presente trabajo es que en esta cuanti-
zación, aunque existe el operador holonomı́a ĥc, no existe un operador
conexión Âi

a como tal1. Otro resultado relevante para nosotros concierne

1 Una vez establecida la existencia de estos operadores, una pregunta que surge in-
mediatamente es la de su unicidad. El problema relacionado en la Mecánica Cuántica
para sistemas con un número finito de grados de libertad es el de la equivalencia unita-
ria de diferentes cuantizaciones y su respuesta en este caso está dada por el teorema de
Stone-Von Neumann que afirma que todas las representaciones continuas e irreducibles
de las relaciones canónicas de conmutación son unitariamente equivalentes y dan lugar
a la misma fı́sica. En el caso de teorı́as de campo con sus infinitos grados de libertad este
teorema no es valido. Por otro lado, notablemente, en la Gravedad Cuántica de Lazos, que
es una teorı́a cuántica de campos, se ha encontrado el llamado teorema LOST [41, 29]:
Todas las posibles cuantizaciones del álgebra de holonomı́as y flujos que además son
invariantes bajo difeomorfismos espaciales y transformaciones SU (2) son unitariamente
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a la cuantización del área, pues en este formalismo el operador cuántico
de área resulta tener un espectro discreto con valor propio mı́nimo dife-
rente de cero, amı́n = 2π

√
3γl2

p, donde γ es conocido como el parámetro
de Barbero-Immirzi. Por tanto, y de acuerdo a la interpretación estándar
de la Mecánica Cuántica, el valor mı́nimo que puede arrojar una medi-
ción del área fı́sica de una superficie es amı́n. Valores mayores de área
también pueden ser medidos, pero solamente aquellos que estén en el es-
pectro discreto del operador de área. Esto da lugar entonces a una noción
de ((geometrı́a cuántica))2. En contraste en la geometrı́a clásica el área de
una superficie puede tomar cualquier valor mayor o igual a cero.

A pesar de los avances mencionados previamente, y otros más, no se ha
logrado hasta el momento encontrar soluciones a las ecuaciones genera-
les cuánticas de movimiento. Un procedimiento menos ambicioso pero
más exitoso ha sido la aplicación de conceptos y técnicas de la Grave-
dad Cuántica de Lazos para cuantizar modelos reducidos por simetrı́a
(ver [1, 2, 10] y los trabajos allı́ citados). Esto es lo que se conoce como
Cosmologı́a Cuántica de Lazos y su punto de partida es la imposición de
alguna simetrı́a a nivel clásico, lo que tiene como consecuencia la reduc-
ción de la cantidad de grados de libertad. La máxima reducción no trivial
de grados de libertad ocurre en los modelos homogéneos e isótropos don-
de sobrevive un único grado de libertad, pero esta área de investigación
también pretende la cuantización ((a la lazos)) de modelos homogéneos no
isotrópicos, lo cual es de absoluta relevancia para nuestro trabajo pues el
interior del agujero negro de Schwarzschild, que es nuestro sistema fı́sico
de interés, es una geometrı́a homogénea y anisotrópica, más especı́fica-
mente un modelo de Kantowski-Sachs sin materia. En la sección (2.2) del
primer capı́tulo discutiremos brevemente este proceso de imposición de
simetrı́a para esta geometrı́a en las variables de Ashtekar-Barbero, Ai

a y
Ea

i . Después de la reducción simétrica se procede a cuantizar los grados
de libertad que permanecen, pero para esto se adaptan técnicas y concep-
tos desarrollados para la Gravitación Cuántica de Lazos. Concretamente
se usan los resultados mencionados arriba: 1) se cuantizan holonomı́as y
flujos y 2) se impone la existencia de un área mı́nima. Varios modelos ho-
mogéneos e isótropos han sido cuantizados por este método (ver [7, 8, 9]
y las referencias allı́ incluidas), y en todos ellos la Cosmologı́a Cuántica
de Lazos ha logrado remover la singularidad inicial del ((big bang)). La

equivalentes.
2Una aplicación de esta geometrı́a cuántica de superficies es el cálculo desde un punto

de vista microscópico del área del horizonte de un agujero negro y su entropı́a asociada
(ver [3], capı́tulo 7 y las referencias allı́ citadas).
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estrategia para comprobarlo es tomar un estado inicial semiclásico y tal
que el valor esperado del operador de volumen en dicho estado sea del
orden del volumen actual del universo. Con esta condición inicial, y con
un campo escalar como contenido de materia, se evoluciona cuánticamen-
te hacia atrás en el tiempo. La evolución temporal del valor esperado del
operador volumen es tal que va disminuyendo hasta alcanzar un valor
mı́nimo del orden de Planck tras el cual el volumen del universo empieza
a aumentar hacia atrás en el tiempo. Esta dinámica recibe el nombre de
rebote y se puede ver para un caso especı́fico en la figura (1). Es decir
el universo no tiene principio, es eterno, experimenta una contracción,
luego un rebote y continúa con una gran explosión. La robustez de este
fenómeno se comprobó posteriormente usando estados iniciales que no
son semiclásicos [27, 26]. Sin embargo, abandonar la zona de confort de
los universos homogéneos e isótropos y pasar a los modelos cuánticos
anisotrópicos no ha sido tan fructı́fero. A pesar de que las ecuaciones
de movimiento cuánticas se han podido plantear consistentemente en va-
rios casos como Bianchi I [11, 43, 44], Bianchi II [12] y Bianchi IX [67]
los detalles de la correspondiente evolución no han sido reportados -ni
siquiera numéricamente-, debido a su ((excepcional dificultad)) [1]. Es por
esto que ha sido necesario acudir al llamado ((formalismo efectivo)). Esta
es una dinámica sobre un espacio de fase ((clásico)) pero con un hamil-
toniano que contiene correcciones inspiradas en la geometrı́a cuántica.
Este formalismo nació con los modelos homogéneos e isotrópicos cuya
dinámica cuántica es conocida en detalle. El resultado es sorprendente
[8]: las trayectorias de la dinámica efectiva concuerdan casi perfectamen-
te con la evolución cuántica (ver fı́gura 1). Esto inclusive en el régimen de
Planck.
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Figura 1. Aquı́ se muestra la evolución de los valores esperados del
operador cuántico de volumen (eje horizontal) y su dispersión y se

compara con las trayectorias de la dinámica clásica y efectiva. Figura
tomada de [8].

El origen fı́sico del formalismo efectivo puede ser entendido usando las
integrales de camino de Feynman. Allı́ la contribución de cada trayec-
toria a la amplitud de probabilidad está multiplicada por una fase e

i
h̄ S,

donde S es la acción clásica. Se puede mostrar, usando la aproximación
de fase estacionaria, que cuando h̄ → 0, la contribución más importante
viene de la trayectoria que extremaliza la acción, es decir de la trayectoria
que es solución de las ecuaciones de movimiento clásicas. La situación es
muy similar –pero no completamente igual– en la cuantización a la lazos,
pues allı́, cuando se construye el propagador cuántico, cada trayectoria
en el espacio de configuración es multiplicada por un factor e

i
h̄ Se f . Pero

ahora Se f no es la acción clásica, sino que contiene contribuciones de la
geometrı́a cuántica [5, 42, 52, 30]. En el apéndice B discutiremos las ideas
que están detrás de la construcción del propagador cuántico a la lazos
que aplicadas al caso del interior de Schwarzschild nos permitirá propo-
ner una expresión para Se f . Volviendo al caso general, cuando h̄ → 0,
aún podemos aplicar la aproximación de fase estacionaria y concluir que
las trayectorias que extremalizan la función Se f contienen información de
la dinámica cuántica con algún grado de fidelidad. Esto se hizo por pri-
mera vez en [8] con un modelo homogéneo e isótropo. El resultado es
sorprendente: aún en el régimen de Planck donde se esperarı́a una fuerte
contribución de efectos cuántico-gravitacionales la solución semiclásica
sigue coincidiendo perfectamente con la dinámica cuántica exacta (ver
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Fı́gura 1). Aún más, en [27], se desarrolló numéricamente la dinámica
cuántica de un universo homogéneo e isótropo, tomando estados inicia-
les no semiclásicos y se encontró que en este caso la solución efectiva
sigue siendo una muy buena aproximación. En conclusión, hay evidencia
importante de la utilidad del formalismo efectivo para extraer informa-
ción fı́sica fidedigna de modelos de gravedad cuántica. La gran ventaja
de este formalismo es que matemáticamente las soluciones son métricas
suaves con las cuales se pueden usar todas las herramientas conocidas
de la geometrı́a riemanniana para explorar las caracterı́sticas de la región
donde clásicamente se desarrolla la singularidad. En particular nos in-
teresa el comportamiento de los escalares de curvatura, de volúmenes y
de áreas. Clásicamente los primeros tı́picamente divergen, mientras que
volúmenes y áreas de regiones espaciales tienden inexorablemente a ce-
ro. En cuanto al comportamiento de las geodésicas, trabajaremos aquı́ la
ecuación de Raychaudhuri, que en el caso clásico presenta divergencias
en el factor de expansión θ, en su derivada θ̇ y en el factor de esfuerzo cor-
tante σ. Con las métricas que se obtienen del formalismo efectivo también
se pueden estudiar estas cantidades. En el caso de simetrı́a homogénea e
isótropa se han encontrado buenos resultados (ver por ejemplo [2] y las
referencias allı́ incluidas): curvaturas, volúmenes, áreas y la ecuación de
Raychaudhuri están bien comportadas. Para los modelos anisotrópicos
los resultados no son tan completos: tanto para el caso de los modelos
de Bianchi estudiados como de Kantowski-Sachs con y sin materia se ha
mostrado que en la teorı́a efectiva los factores de expansión θ y de esfuer-
zo cortante σ son finitos. Sin embargo para descartar singularidades de
las congruencias de geodésicas se necesita probar también la finitud de la
derivada θ̇, cosa que hasta el momento no se habı́a logrado para ningún
modelo. Precisamente uno de los resultados de nuestro trabajo es el primer
análisis completo de la ecuación de Raychaudhuri en presencia de aniso-
tropı́as y de efectos cuánticos incorporados por medio de la dinámica
efectiva. En este trabajo estudiamos la ecuación de Raychaudhuri para la
geometrı́a efectiva del interior de un agujero negro esféricamente simétri-
co y sin materia y mostramos que en este caso, θ, θ̇, σ y el escalar de
Ricci permanecen acotados, rectificando de esta forma las correspondien-
tes singularidades clásicas. En cuanto al comportamiento de la curvatura
en presencia de anisotropı́as, tampoco existen resultados generales que
afirmen la finitud de todos los escalares de curvatura. Aún con con un
mismo tipo de simetrı́a se ha encontrado que, dependiendo del conte-
nido de materia, puede haber –o no– singularidades de curvatura. Para
poner un ejemplo, en el caso de Bianchi I [58] los escalares de Kretsch-
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mann, Weyl y Ricci pueden diverger y solamente en el caso de un fluido
perfecto ideal se puede demostrar la finitud. En este trabajo, también por
primera vez mostraremos que toda la geometrı́a efectiva en el interior del
agujero negro de Schwarzschild es tal que todos los escalares de curvatu-
ra, polinomiales y diferenciales, y de orden arbitrario (finito) son finitos.
Explı́citamente mostraremos una cota para el escalar de Kretschmann. En
cuanto al comportamiento del volumen en modelos anisótropos efectivos,
se ha encontrado que en algunas soluciones numéricas (Bianchi I [11, 17],
Bianchi II [12, 20] y Bianchi IX [21, 67]) el volumen, visto como una fun-
ción del espacio de fase, no evoluciona hacia el punto singular V = 0,
sino que evolucionando hacia el pasado se encuentra un volumen mı́ni-
mo estrictamente mayor a cero tras lo cual se vuelve a expandir. Esto en
contraste con la dinámica clásica donde todas las soluciones comparten
la caracterı́stica de encontrarse con la singularidad de volumen V = 0,
donde termina la evolución. En este trabajo, uno de los resultados más
importantes, es demostrar la existencia de este rebote, no solamente para
el interior del agujero negro efectivo, sino para todos los modelos con fac-
tor de expansión θ acotado. Este es el caso de todos los modelos efectivos
homogéneos, isótropos y anisótropos, aceptados hoy en dı́a. De hecho
uno de los criterios para aceptar la viabilidad de un modelo efectivo es la
finitud del factor de expansión, por lo que este teorema descarta la exis-
tencia de singularidades en el que el volumen va a cero (singularidades
fuertes) en dichos modelos. Es importante resaltar que este resultado es
aplicable también a los menos explorados modelos inhomogéneos, por
ejemplo los modelos de Gowdy cuantizados ((a la lazos)) que también tie-
nen factor de expansión acotado [59]. Por ser además independiente del
contenido de materia, este es uno de los resultados mas generales y de
mayor alcance dentro del área de teorı́as efectivas de lazos.

En cuanto a los teoremas de singularidades de Penrose y Hawking, que
aseguran que observadores geodésicos (es decir, observadores en caı́da li-
bre) tienen un tiempo propio de vida finito, algunos trabajos [55, 56] han
asegurado que en la geometrı́a efectiva este problema ya no existe. Basan
esta conclusión en el buen comportamiento de las correspondientes ecua-
ciones diferenciales de las geodésicas efectivas. La interpretación de estos
resultados no es correcta como lo muestra la bien comportada ecuación
diferencial ẋ = x2, x (0) = x0, pero cuya solución x (t) = x0 (1− tx0)

−1

diverge, dejando de existir en un tiempo finito t = 1/x0. Consideramos
pues que este tema no ha sido adecuadamente discutido y tampoco tene-
mos un resultado robusto al respecto. Sin embargo, un tema relacionado
es el de el tiempo de vida de la solución de las ecuaciones de Hamilton
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de la Relatividad General, más especı́ficamente el tiempo propio de vida
de la geometrı́a espacial. En el caso de Schwarzschild podemos mostrar
que este tiempo de vida es finito, lo cual es una forma alternativa de
caracterizar la singularidad. Por el contrario, cuando incorporamos efec-
tos cuánticos mostramos aquı́ que la geometrı́a efectiva tiene un tiempo
de vida propio infinito. Este es otro de los resultados importantes que
mostramos en este trabajo.

Parte de los resultados aquı́ mostrados fueron publicados en [24] y [23].

Quiero agradecer el apoyo financiero proveniente del proyecto CONACYT
237351, (( Implicaciones fı́sicas de la estructura del espacio tiempo)).



Capı́tulo 2

Agujero negro de
Schwarzschild clásico

2.1. La singularidad del agujero negro de Schwarzs-
child

La geometrı́a que describe un campo gravitacional estacionario y esféri-
camente simétrico en el vacı́o está descrito en coordenadas de Schwarzs-
child por la métrica

ds2 = −
(

1− 2GM
r

)
dT2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θdφ2) .

(2.1)
Aquı́ T ∈ R y r, θ y φ son las coordenadas esféricas usuales de tal ma-
nera que r ∈ R+, 0 ≤ θ ≤ π y 0 ≤ φ ≤ 2π. Una primera mirada a los
coeficientes de la métrica (2.1) muestra que en r = 0 el coeficiente gTT
diverge. Lo mismo sucede en el radio de Schwarzschild rs := 2GM, para
el coeficiente grr. Históricamente estas divergencias fueron los primeros
signos de la presencia de singularidades en la Relatividad General clásica
y fueron descubiertas casi simultáneamente con la formulación definiti-
va de las ecuaciones de campo de Einstein. Sin embargo, la comprensión
y caracterización fı́sicamente satisfactoria de lo que es una singularidad
del espacio-tiempo fue un proceso que tardó varias décadas. Un primer
descubrimiento es que la presunta singularidad en rs = 2GM no es más
que consecuencia de usar un sistema de coordenadas inadecuado (i.e., no

9
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es más que una singularidad coordenada). Esto se puede ver por ejemplo
estudiando los escalares de curvatura. En particular el escalar de Kretsch-
mann,

K = RabcdRabcd (2.2)

=
48G2M2

r6 (2.3)

es completamente regular en rs. Algo diferente ocurre en r = 0, don-
de el escalar de Kretschmann diverge. Cuando un escalar de curvatura
diverge, decimos que estamos ante una singularidad de curvatura. La
caracterización de singularidades como divergencias de curvatura no es
completamente satisfactoria como se discute en [64] (página 214) donde
se menciona el caso de ondas gravitacionales planas cuyos escalares po-
linomiales de curvatura son cero, pero aún ası́ el tensor de curvatura es
singular. También se construye un espacio-tiempo cónico que es plano en
casi todas partes, excepto en el origen, r = 0, donde la métrica no está
definida. Tenemos ası́ una geometrı́a sin singularidades de curvatura, pe-
ro con una singularidad cónica. Otros posibles sı́ntomas de la existencia
de singularidades es cuando volúmenes o áreas de ((objetos extensos))
se vuelven cero. Esto es lo que sucede por ejemplo en los modelos cos-
mológicos donde el volumen del universo se vuelve cero en el ((big bang)).
Un punto fundamental es que todos estos comportamientos indeseables
deben ocurrir en un tiempo propio finito. Que una curvatura diverja o
que el volumen del universo se haga cero en un tiempo propio infinito
ciertamente es extraño, pero necesitarı́amos toda una eternidad para po-
der realizar un experimento donde comprobáramos la existencia o inexis-
tencia de dichas singularidades. Serı́a un fenómeno no falsable y por tan-
to no pertenecerı́a al mundo del conocimiento cientı́fico. Es precisamente
esta noción de fenómenos extraños ocurriendo a tiempos propios finitos
lo que llevó a Penrose a proponer en 1964 [48] la que es considerada ac-
tualmente como la mejor caracterización de un espacio-tiempo singular:
la existencia de geodésicas tipo luz o tipo tiempo incompletas. Recorde-
mos que el movimiento de una partı́cula fı́sica en el espacio-tiempo M
es descrita por una trayectoria γ (t) : [t0, t f ] → M que es tipo tiempo o
tipo luz. En el caso de partı́culas libres de prueba, éstas trayectorias son
además geodésicas del espacio-tiempo con tiempo propio

τ =
∫ t f

t0

√
−gµνγµγνdt. (2.4)

Aquı́ gµν es la métrica del espacio-tiempo y γµ es el vector tangente a la
curva. Recordemos además que el tiempo propio es el tiempo que marca
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un reloj hipotético que viaja por la trayectoria γ. Para una partı́cula libre
en el espacio-tiempo de Minkowski podemos extender γ tal que para la
extensión máxima la expresión correspondiente a (2.4) sea tal que t f → ∞
y por tanto τ → ∞. La pregunta clave es si esta misma extensión se puede
hacer en un espacio-tiempo arbitrario y si, en caso de ser posible, también
para la extensión máxima se cumple que τ → ∞. Es aquı́ donde se in-
troduce la siguiente y fundamental definición: Un espacio-tiempo es sin-
gular cuando hay alguna geodésica maximalmente extendida con tiempo
propio τ finito. Estas geodésicas se denominan incompletas. Es exacta-
mente esto lo que pasa con los modelos cosmológicos: una geodésica tipo
tiempo que tiene su punto inicial hoy y que extendamos hacia atrás en el
tiempo va a terminar en el ((big bang)) en un tiempo propio finito. Dentro
de un agujero negro de Schwarzschild (ver ejercicio 31.4 en [45]) también
se puede ver que ninguna geodésica tipo tiempo puede tener tiempo pro-
pio τ mayor a πM. Es decir, cualquier observador dentro del horizonte
perdurará un tiempo de vida τ tal que

τ < πM.

Inicialmente se pensó que la existencia de estas geodésicas incompletas
podrı́a ser producto de una imposición de simetrı́a demasiado fuerte. Que
este no es el hecho lo demostraron Penrose, Geroch y Hawking en los fa-
mosos teoremas de singularidades [32, 48]: todos los espacio-tiempo que
satisfacen ciertas hipótesis fı́sicamente aceptables tienen geodésicas tipo
tiempo incompletas (ver [64], capı́tulo 9 y las referencias allı́ incluidas).

¿Qué le ocurrirı́a a un reloj que viajara por una geodésica incompleta a
medida que este se acerca al punto donde el tiempo propio asume su
máximo valor, es decir, cuando se acerca a la singularidad? Constestar
esta pregunta puede llegar a ser bastante dificil, pero de hecho no es de
mucha utilidad: actualmente se piensa que las singularidades no tienen
una existencia fı́sica real, sino que son producto de la aplicación de un
modelo matemático que es inadecuado en la situación fı́sica de interés. De
hecho, al examinar los escalares de curvatura estos divergen y por lo tan-

to superan la escala de la curvatura de Planck κP = 1
lP

, donde lP =
√

h̄G
c3

es la longitud de Planck. La expectativa es que la cuantización del campo
gravitacional proporcione un modelo matemático fı́sicamente adecuado
que a su vez acote las curvaturas que divergen y permita la extensión de
las geodésicas incompletas más allá de las singularidades.
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2.2. El interior del agujero negro de Schwarzschild

Volviendo a la geometrı́a de Schwarzschild, una región destacada del
espacio-tiempo es el horizonte definido por r = rs. Por construcción, fuera

del horizonte los campos vectoriales
(

∂
∂T

)a
y
(

∂
∂r

)a
son tipo tiempo y

tipo espacio respectivamente1. En contraste dentro del horizonte el vector(
∂

∂T

)a
es tipo espacio y el vector

(
∂
∂r

)a
es tipo tiempo. Para incorporar en

la notación las caracterı́sticas causales de las coordenadas se renombra a
la coordenada espacial T como x y la coordenada temporal r por T. Ası́,
la métrica queda

ds2 = −
(

2GM
T
− 1
)−1

dT2 +

(
2GM

T
− 1
)

dx2 + T2 (dθ2 + sin2 θdφ2) ,

(2.5)
donde 0 < T < 2GM y x ∈ R. Como resultado de este análisis, den-
tro del horizonte la geometrı́a ya no es estacionaria, sino que es espa-
cialmente homogénea y anisotrópica. De hecho, ésta corresponde a un
espacio-tiempo de los llamados Kantowski-Sachs [38]: variedades loren-
tzianas de dimensión cuatro que admiten una acción del grupo de si-
metrı́a R×SO (3). En términos de los generadores ξi de SO (3) y ζ de R,
el álgebra de Lie del grupo es:

[
ξi, ξ j

]
= εk

ijξk, [ξi, ζ] = 0. (2.6)

Las órbitas de esta acción son superficies tipo espacio Σ con topologı́a
R×S2. Es en este escenario que se desarrolla el comportamiento singu-
lar arriba mencionado. Los efectos cuánticos que incorporaremos en la
dinámica de ésta geometrı́a están inspirados en la llamada Gravitación
Cuántica de Lazos, cuyos fundamentos clásicos presentaremos brevemen-
te a continuación.

1Adoptamos en este texto la convención de ı́ndices abstractos. Las primeras letras del
alfabeto latino, a, b, c, ..., denotan tensores sobre Σ. Letras minúsculas del alfabeto grie-
go, µ, ν, ρ, ..., denotan tensores en M. Las letras intermedias del alfabeto latino, i, j, k, ...,
denotan tensores en el álgebra de Lie de SU (2).
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2.3. Formulación de Ashtekar-Barbero de la Relativi-
dad General

Las ecuaciones de campo de Einstein,

Gµν = Rµν −
1
2

Rgµν = 8πGTµν, (2.7)

son las ecuaciones de movimiento de la Relatividad General. Sus solu-
ciones son métricas lorentzianas gµν que describen la interacción gravita-
cional en una variedad M de dimensión 4. Estas ecuaciones pueden ser
halladas a partir de la acción de Einstein-Hilbert,

S =
1

16πG

∫
M

d4x
√
−gR. (2.8)

Aquı́ R = gµνRµν es el escalar de Ricci. El punto de partida para la cuanti-
zación canónica de esta teorı́a es la formulación de la dinámica clásica en
un espacio fase sobre el cual esté definida una función hamiltoniana. Los
detalles de esta formulación se pueden ver por ejemplo en [3, 6, 31, 39, 61].
Allı́ también se pueden encontrar referencias a los trabajos originales. Pa-
ra esto primero es necesario una foliación del espacio-tiempo en términos
de hipersuperficies de Cauchy Σ : M = R× Σ. Esto es lo que se conoce
como la descomposición 3+ 1. Dado un campo φ sobre el espacio-tiempo
M, éste puede ser expresado como φ (x, t) donde x ∈ Σ y t ∈ R. Podemos
entonces interpretar a φ (x, t) como resultado de la dinámica hamiltonia-
na de un campo φ̄ (x) definido sobre el espacio tridimensional Σ que al
evolucionar en el tiempo genera al campo φ (x, t) que está definido sobre
M. Por ejemplo, en el caso de la métrica, ésta puede ser escrita como

ds2 = −N (x, t) dt2 + qab (x, t) (dxa + Na (x, t) dt)
(

dxb + Nb (x, t) dt
)

.
(2.9)

Aquı́ el tensor qab es la métrica riemanniana de Σ inducida por gµν.

El siguiente paso es usar la métrica en esta forma para, a partir de la
acción de Einstein-Hilbert (2.8), encontrar la formulación hamiltoniana.
En este proceso se debe tener en cuenta que no todas las componentes de
gµν evolucionan independientemente y por tanto hay constricciones entre
ellas. El resultado de este procedimiento es conocido como la formulación
ADM de la relatividad general. Ésta se desarrolla sobre un espacio fase
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con coordenadas qab y su momento canónico πab. El corchete de Poisson
es

{πab (x) , qcd (y)} = 2κδa
(cδb

d)δ (x, y) .

La acción en términos de estas variables queda

S =
1

16πG

∫
dt
∫

Σ
dx3

(
πabq̇ab − NaV a−NS

)
,

donde
V a = −2∇a

(
q−1/2πab

)
= 0 (2.10)

y

S = −q1/2
(

R(3) − q−1πcdπcd +
1
2

q−1π2
)
= 0 (2.11)

son funciones del espacio de fase denominadas como constricción de di-
feomorfismos y constricción escalar respectivamente. También podemos
identificar aquı́ a la densidad hamiltonianaH = NaV a+NS que por tanto
se anula idénticamente. Esta formulación hamiltoniana de la Relatividad
General fue durante décadas el punto de partida para la cuantización
canónica de la teorı́a. Sin embargo, el programa no logró progresar apre-
ciablemente.

Un mayor avance se ha logrado desde la introducción de las variables de
Ashtekar-Barbero. Aquı́ las nuevas variables canónicas son una conexión
SU(2), que denotaremos como Ai

a (x), y su variable canónicamente con-
jugada Ea

i (x) [49]. Esta última es conocida como triada densitizada y está
relacionada directamente con las triadas usuales ei

a

qab = ei
aej

bδij,

con i, j = 1, 2, 3, a partir de las cuales obtenemos Ea
i :

Ea
i :=

1
2

εabcεijkej
bek

c .

Notese que la triada tiene nueve componentes, mientras que qab, siendo
simétrico, tiene solo seis. Estos grados de libertad adicionales surgen de
la posibilidad de realizar tres rotaciones de las triadas y por tanto ésta for-
mulación contiene una simetrı́a SO(3). Como en cada punto del espacio
las rotaciones pueden ser diferentes, estamos ante una simetrı́a de norma
local, del mismo tipo que se encuentra en las teorı́as de Yang-Mills. En
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este caso, la conexión natural es la llamada conexión de spin Γi
a que es la

solución de las ecuaciones de estructura de Cartan,

∂[aei
b] + εi

jkΓj
[aek

b] = 0, (2.12)

o

Γi
a = −

1
2

ε
ij

keb
j

(
∂[aek

b] + δklδmsec
l em

a ∂bes
c

)
. (2.13)

Sin embargo, ésta conexión no es canónicamente conjugada a la triada
densitizada. Para obtener la formulación canónica definitiva se introduce
la conexión de Ashtekar-Barbero

Ai
a = Γi

a + γKi
a, (2.14)

donde

Ki
a :=

1√
det(E)

KabEb
j δij,

está relacionado con la curvatura extrinseca Kab = 1
2Lnqab (na es normal

a Σ y unitario) y γ es un numero real llamado parámetro de Immirzi
[35]. De hecho lo que tenemos aquı́ es una familia uniparamétrica de
variables canónicamente equivalentes parametrizadas por γ. El espacio
fase es ahora más grande que aquel basado en métricas y tiene estructura
simpléctica

Ω[(A, E) ; (A, E)] =
1

8πGγ

∫
Σ

d3x
(

Ea
i (x)Ai

a(x)− Ea
i (x)Ai

a(x)
)

(2.15)

dando lugar a un corchete de Poisson

{Ea
i (x) , Aj

b (y)} = 8πGγδa
bδ

j
i δ (x, y) . (2.16)

También hay una constricción adicional, la constricción de Gauss,

Gi = DaEa
i = 0, (2.17)

que proviene de la simetrı́a bajo transformaciones SU (2). Aquı́ DaEa
i =

∂aEa
i + εk

ij A
j
aEa

k es la derivada covariante de la triada densitizada. En cuan-
to a las constricciones usuales de difeomorfismos (2.10) y escalar (2.11)
ellas adquieren ahora la siguiente forma:

Vb = Ea
j Fab −

(
1 + γ2)Ki

aGi = 0, (2.18)
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S =
Ea

i Eb
j√

det E

(
ε

ij
kFk

ab − 2
(
1 + γ2)Ki

[aK j
b]

)
= 0. (2.19)

Donde Fi
ab = ∂a Ai

b− ∂b Ai
b + εi

jk Aj
a Ak

b es la curvatura de la conexión y Ki
a =

1√
det E

KabEb
j δij está relacionado con la curvatura extrı́nseca de Σ, Kab =

1
2Lnqab = 1

2Ln

(
det |E|−1 δijEi

aEj
b

)
(n es la normal unitaria a Σ). La acción

queda:

S =
1

8πG

∫
dt
∫

Σ
dx3

(
Ea

i Ȧa
i − NbVb − NS − NiGi

)
, (2.20)

La dinámica está dada entonces por las ecuaciones de Hamilton

Ḟ
(

Ai
a, Ea

i

)
= {F

(
Ai

a, Ea
i

)
, H} (2.21)

donde las condiciones iniciales deben satisfacer las constricciones (2.17),(2.18)
y (2.19).

2.4. Imposición de simetrı́a de Kantowski-Sachs en
la formulación de Ashtekar-Barbero

La investigación de escenarios fı́sicos realistas es generalmente difı́cil. Es
por esto que se aproximan situaciones reales con modelos matemáticos
altamente simétricos. Esto se da por medio de la invariancia ante la acción
de un grupo de simetrı́a S , sobre Σ

S × Σ→ Σ
(s, p)→ s (p)

En el caso de una teorı́a basada en métricas, exigimos invariancia de la
métrica ası́: Para cada s ∈ S , esta acción induce una aplicación s : Σ→ Σ.
La métrica q es invariante si para dos vectores tangentes v, w ∈ TpΣ,

qp (v, w) = qs(p) (s∗v, s∗w) ,

donde la aplicación s∗ es el mapeo diferencial s∗ : TpΣ→ Ts(p)Σ [47].

En una teorı́a de conexiones con grupo de norma G el proceso de imponer
la simetrı́a debe ser acorde con el carácter geométrico de éstas, pues pue-
de darse el caso donde un campo A no sea manifiestamente invariante en
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el sentido que s∗A = A′ 6= A, pero que A → A′ estén relacionados por
una transformación de norma. Es decir, la ecuación que debemos resolver
es:

s∗A = g (s) Ag (s)−1 + g (s)−1 dg (s)

donde g es un elemento del grupo de norma G. El formalismo matemáti-
co subyacente a esta ecuación se puede encontrar en [40, 66]. Algunos
resultados con aplicaciones a la gravitación aparecen en [14]. Para nues-
tro caso necesitamos conexiones invariantes esféricamente simétricas. Es-
tas fueron halladas en [19] y después implementadas a la simetrı́a de
Kantowski-Sachs en [4] con el siguiente resultado: la conexión y triada
invariantes se pueden escribir de la forma

A = Aa
iτidxa = c̃τ3dx+

(
ãτ1 + b̃τ2

)
dθ +

(
−b̃τ1 sin θ + ãτ2 sin θ + τ3 cos θ

)
dφ,

(2.22)
Ẽ = Ẽa

iτi∂a = p̃cτ3 sin θ ∂x + ( p̃aτ1 + p̃bτ2) sin θ ∂θ + (− p̃bτ1 + p̃aτ2) ∂φ

(2.23)
Aquı́, en términos de las matrices de Pauli σi, τi = −iσi/2 y es una base
del álgebra de Lie de SU(2) que satisface [τi, τj] = εij

kτk. Las funciones
ã, b̃, c̃, p̃a, p̃b y p̃c solamente dependen del tiempo. Es de resaltar aquı́
que las expresiones anteriores no son manifiestamente invariantes ba-
jo simetrı́a esférica, pues aparecen dependencias angulares explı́citas. El
siguiente paso en el proceso de reducción de simetrı́a es evaluar las cons-
tricciones en los campos simétricos (2.22) y (2.23). Como resultado de esto
la constricción de difeomorfismos se anula idénticamente. En cuanto a la
constricción de Gauss ella queda [4]:

G = ã p̃b − b̃ p̃a.

Aquı́ se hace una fijación parcial de la norma tal que ã = 0, lo cual implica
que p̃a = 0. También tenemos la simetrı́a bajo reflexiones(

b̃, p̃b
)
→
(
−b̃,− p̃b

)
,

y podemos escoger p̃b > 0. En este punto se nota [16] que el cambio de
signo de p̃c corresponde a diferentes orientaciones de las triadas por lo
que podemos escoger p̃c ≥ 0. De este modo la única constricción que
se mantiene es la constricción escalar S . Finalmente al evaluar esto en la
acción (2.20) y en la estructura simpléctica (2.15) se debe tener cuidado
pues cuando Σ es una variedad no compacta y los campos que allı́ están
definidos tienen simetrı́a homogénea —como es nuestro caso — todas
las integrales serán divergentes. La solución propuesta en la literatura
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es restringir el dominio de integración para hacerlo acotado. En nuestro
caso, tomaremos 0 ≤ x ≤ L . Adicionalmente es conveniente hacer un
reescalamiento de las variables:

b := b̃, (2.24)
c := Lc̃,

pb := Lp̃b

pc := p̃c. (2.25)

En términos de estas variables los corchetes de Poisson quedan como

{b, pb} = Gγ, {c, pc} = 2Gγ (2.26)

y el hamiltoniano queda

Hcl = −
N

2Gγ2

[
2bc
√

pc + (b2 + γ2)
pb√
pc

]
≈ 0. (2.27)

Las ecuaciones de movimiento con N = 1 son:

ḃ = −b2 + γ2

2
√

pcγ
, (2.28)

ċ =
b2 pb − 2bcpc + pbγ2

2p3/2
c γ

, (2.29)

ṗb =
bpb + cpc√

pcγ
, (2.30)

ṗc =
2b
√

pc

γ
. (2.31)

Una selección importante aquı́ es la de la función lapso N (t). Teniendo
en cuenta que queremos estudiar el comportamiento singular de la geo-
metrı́a, es necesario usar como parámetro de evolución el tiempo propio
de observadores que siguen trayectorias geodésicas en el espacio-tiempo.
Esto equivale a tomar como función lapso N (t) = 1. Es con esta selección
que se calculan las ecuaciones de arriba (2.28-2.31). Una vez podamos
encontrar sus soluciones, procedemos a usar la relación entre la métrica
espacial y la triada densitizada, qqab = δijẼa

iẼb
j, que implica que

ds2 = −dt2 +
p2

b
L2 pc

dx2 + pc
(
dθ2 + sin2 θdφ2) . (2.32)



2.4. Imposición de simetrı́a de Kantowski-Sachs en la formulación de
Ashtekar-Barbero 19

Es ası́ como estamos en capacidad de calcular toda la información geométri-
ca. De particular utilidad son las siguientes relaciones para la longitud l
del intervalo [0, L], el área AS2 de S2 y el volumen V de [0, L]× S2:

l = pb/
√

pc, (2.33)
AS2 = 4πpc, (2.34)

V = 4πpb
√

pc. (2.35)

En cuanto a la curvatura podemos encontrar que el escalar de Ricci toma
la forma

R =
2pc p̈b + pb (2 + p̈c)

pb pc
, (2.36)

y el de Kretschmann es

K =
1

2pb
2 pc4

[
4pc

2 (3ṗ2
b ṗ2

c − 4pc ṗb ṗc p̈b + 2pc
2 p̈b

2) (2.37)

+ 4pb pc
(

pc p̈b
(
3ṗ2

c − 2pc p̈c
)
+ ṗb

(
−4ṗ3

c + 2pc ṗc p̈c
))

+pb
2
(

7ṗ4
c + 2pc ṗ2

c (2− 5p̈c) + pc
2 (8 + 6p̈2

c
))]

.

Tenemos ası́ el sistema fı́sico completamente determinado y podemos
proceder a buscar sus soluciones. Sin embargo, antes de proceder con
esta tarea, veremos que aún sin conocer explı́citamente las ecuaciones de
movimiento, ni resolverlas, es posible obtener información muy útil.
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2.5. Enfoque alternativo para la singularidad del agu-
jero negro de Schwarzschild

2.5.1. Análisis algebraico de la constricción

El primer método que usamos lo podemos denominar ((análisis algebraico
de la constricción)). Está basado en el hecho de que la constricción es
una expresión algebraica definida sobre el espacio de fase, y que ella se
debe satisfacer durante la evolución del sistema. Por ejemplo, notemos
que en la constricción hamiltoniana del interior de Schwarzschild (2.27)
el término (b2 + γ2) pb√

pc
es positivo. Para que la constricción se cumpla

debe satisfacerse que el primer término 2bc
√

pc sea negativo y que por
tanto b y c tengan signos diferentes. Esta condición se debe cumplir para
todo instante de tiempo y por tanto para cualquier solución del sistema
(2.28-2.31) se debe cumplir que b (t) y c (t) tienen signos opuestos:

signo (b (t)) = −signo (c (t)) (2.38)

Notablemente podemos saber esto sin usar ni las ecuaciones de movi-
miento, ni sus soluciones explı́citas. Más adelante veremos que el signo
de estas funciones determina si el sistema es un agujero negro (b < 0) o
uno blanco (b > 0) .

Otra observación útil es que la constricción (2.27) es una función cuadráti-
ca en la variable b, con discriminante

D = c2 p2
c − γ2 p2

b.

Puesto que b es real se debe cumplir que el discriminante sea no-negativo
lo que conduce a la desigualdad

γ2 p2
b ≤ (cpc)

2 .

Por otro lado es fácil mostrar [16] que

γKc := cpc (2.39)

es una constante de movimiento y por tanto

pb ≤ |Kc| . (2.40)
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Este resultado junto con (2.38) se concluyen únicamente estudiando las
propiedades algebraicas de la constricción, sin usar ni resolver completa-
mente las ecuaciones de movimiento. Aunque en este punto no sea evi-
dente la relevancia de este tipo de análisis, más adelante veremos que un
análisis algebraico similar permitirá conocer si los efectos provenientes
de una teorı́a cuántica de la gravedad eliminan o no la singularidad de
Schwarzschild.

2.5.2. Análisis cualitativo de las soluciones de las ecuaciones de
movimiento.

La caracterización más aceptada modernamente de una singularidad del
espacio-tiempo está basada en la incompletitud de geodésicas causales.
Sin embargo existen otros sı́ntomas geométricos que pueden estar in-
dicando la presencia de singularidades. Por ejemplo, como discutimos
antes, uno de ellos es la divergencia de escalares de curvatura. En es-
ta sección queremos presentar una perspectiva diferente que nos puede
estar señalando la existencia de singularidades del espacio-tiempo. Ella
está basada en el análisis cualitativo de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, más precisamente en el comportamiento global de las soluciones.
Referencias muy útiles en este tema son los libros de Teschl [60] y Vrabie
[63]2.

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden se
presenta en la forma

ẋ = f (x, t) , x (t0) = x0, (2.41)

con x ∈ U ⊂ Rn, U no vacı́o y abierto, t0 ∈ I, un intervalo no trivial en R,
y f : U × I → Rn. En nuestro caso, el sistema de ecuaciones diferenciales
es (2.28-2.31) y el dominio U = {b, c, pb, pc| −∞ < b < ∞,−∞ < c <
∞,−∞ < pb < ∞, 0 < pc < ∞}. Nótese que aunque valores negativos de
pb están permitidos matemáticamente en U, la selección de norma es tal
que pb es positivo.

Dado el sistema (2.41), tres aspectos importantes a estudiar son la exis-
tencia, la unicidad y la extendibilidad de las soluciones. El teorema de

2Aquı́ quiero agradecer un pequeño, pero muy fructı́fero intercambio epistolar con
los Profesores Teschl y Vrabie, quienes muy amablemente resolvieron dudas que me
permitieron avanzar en este trabajo.
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Picard-Lindelöf garantiza que si f es Lipschitz-continua 3 en x0, la solu-
ción a (2.41) existe y es única. Aunque en matemáticas es fácil encontrar
ejemplos de ecuaciones diferenciales que dada una condición inicial tie-
nen varias soluciones, en fı́sica este comportamiento es inadmisible. Es
por esto que damos por sentado que este requerimiento se cumple. O
que a lo sumo, nos permite descartar algunas condiciones iniciales pro-
blemáticas. En nuestro caso la función f del lado derecho de (2.28-2.31) no
es Lipschitz-continua para pc = 0 y valores finitos de las otras variables.
Por tanto se debe tener cuidado de escoger estos puntos como condi-
ción inicial. Notemos además que en la métrica (2.32) y en la constricción
(2.27) estos mismos puntos producen problemas, por lo tanto tampoco
son fı́sicamente aceptables.

Ahora, desde el punto de vista de la existencia de singularidades, el as-
pecto mas importante es el comportamiento global de la solución. En
la formulación hamiltoniana de la Relatividad General se especifica una
geometrı́a espacial inicial no singular (y que satisface las constriccio-
nes) y ésta evoluciona en el tiempo de tal manera que se satisfacen las
ecuaciones de movimiento de Hamilton. La pregunta relevante aquı́ es:
¿Esta evolución ocurrirá indefinidamente en el tiempo, es decir, para va-
lores arbitrariamente grandes de t? ¿O por el contrario, la solución a las
ecuaciones de Hamilton dejará de estar definida para algún tiempo fini-
to? Para aclarar esta tema analicemos un ejemplo concreto. Sea nuestra
ecuación diferencial

ẋ = x2, x (0) = x0

Dado el buen comportamiento de la función f = x2, el teorema de Picard-
Lindelöf garantiza la existencia y unicidad de la solución, que podemos
además exhibir:

x (t) =
x0

1− tx0

Esta solución se puede extender arbitrariamente hacia el pasado (t < 0).
En cambio hacia el futuro la solución solo existe para t < 1

x0
, pues

lı́m
t→ 1

x0

x0

1− tx0
= +∞.

Análogamente, nos preguntamos si las soluciones al sistema (2.28-2.31)
que gobiernan la dinámica del interior del agujero negro son extendibles

3La función f es Lipschitz-continua en U si para todo conjunto compacto K ⊂ I ×U,
existe c > 0 tal que | f (t,x)− f (t,y)|

|x−y| ≤ c para (t, x) y (t, y) en K.
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indefinidamente en el tiempo (no singulares) o si, por el contrario, tienen
un tiempo de vida finito, en cuyo caso afirmamos que son singulares. Este
problema del comportamiento global para tiempos grandes de soluciones
de ecuaciones diferenciales tipo (2.41) ha sido ampliamente estudiado por
los matemáticos. El resultado clave (ver por ejemplo [63], Teorema 2.4.3
y [60], Corolario 2.15) asegura básicamente que una solución maximal-
mente extendida tiene dos posibles destinos: diverge en un tiempo finito
o se acerca a la frontera ∂U del dominio de definición U de la función
f que define la ecuación diferencial (2.41). A continuación aplicaremos
este teorema a nuestro problema (2.28-2.31). Para comenzar, vemos que
las ecuaciones para b y pc se desacoplan del sistema. Para las ecuaciones
(2.28) y (2.31) la función f en (2.41) es

f (b, pc) =

(
−b2 + γ2

2
√

pcγ
,

2b
√

pc

γ

)
,

Su dominio es D = {(b, pc) ∈ R2|pc > 0}. Nos interesa un agujero negro
en cuyo caso tenemos que b < 0 y los valores iniciales están definidos en
D0 = {(b, pc) ∈ R2|b < 0, pc > 0}. Miremos cuál es el comportamiento
global de una solución con estas condiciones iniciales. Puesto que ḃ < 0
(ver (2.28)) y ṗc < 0 (que se sigue de (2.31) pues b < 0), las soluciones
b (t) y pc (t) van a ser monótonamente decrecientes en el tiempo. Usan-
do el teorema arriba discutido, tenemos que la solución máximamente
extendida debe alcanzar la frontera ∂D0 de D0. Es decir, para t suficien-
temente grande b (t) → −∞ y pc (t) → 0. Ahora, usando que cpc = γKc
(2.39), concluimos que en este mismo lı́mite c→ ∞. Finalmente podemos
hallar el comportamiento asintótico de pb remplazando la constante de
movimiento (2.39) en la constricción (2.27) de donde obtenemos

2bγKc + (b2 + γ2)pb = 0, (2.42)

y por tanto

pb = −
2bγKc

(b2 + γ2)

Cuando b → −∞ la anterior relación implica que pb → 0. Del anterior
análisis se concluye que el punto final de la solución maximalmente ex-
tendida al sistema de ecuaciones (2.28 - 2.31) es

b→ −∞, c→ ∞, pb = 0, pc = 0. (2.43)

Finalmente recordemos que para clasificar como una singularidad, este
punto final debe ser alcanzado en un tiempo propio finito. Para verificar
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esto procedemos de la siguiente manera: usamos las ecuaciones diferen-
ciales (2.28) y (2.31) para eliminar el tiempo y obtener

dpc

db
= − 4bpc

(b2 + γ2)
. (2.44)

que se puede integrar facilmente con resultado

b = −γ

√√
pcMAX

pc
− 1. (2.45a)

donde pcMAX = pc0
γ4

(
b2

0 + γ2)2 es una constante que lleva la información
de las condiciones iniciales b0 y pc0 de b y pc, respectivamente. Dos ob-
servaciones importantes aquı́ son: primero que la selección de pc como
variable independiente no es solamente un asunto de conveniencia ma-
temática, sino que es hecha con el propósito de escoger un tiempo rela-
cional [53]. Segundo, la anterior expresión implica que pc es positivo y
alcanza un máximo

0 < pc ≤ pcMAX .

Por lo tanto pc = pcMAX corresponde al horizonte de Schwarzschild.

Ahora, para que la solución clásica sea singular es necesario mostrar que
el tiempo de vida es fı́nito. Para ver que éste es el caso sustituimos (2.45a)
en (2.31) y obtenemos que

ṗc = −2
√√

pcMAX pc − pc,

y por tanto, integrando entre pc0 y pc f ,

∆t = −
∫ pc f

pc0

dpc

2
√√pcMAX pc − pc

,

hallamos que
∆t := t f − t0 = g

(
pc f
)
− g (pc0) (2.46)

con

g (s) =
√√

pcMAX −
√

ss
1
4 −√pcMAX arctan

 s
1
4√√pcMAX −

√
s

 . (2.47)

Denotamos el tiempo de vida de la solución como

∆tv := t f v − t0,
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donde t f v esta definido por pc f
(
t f v
)
= 0, es decir, t f v es el tiempo en que

la solución alcanza el punto lı́mite final (2.43). Para estimar el tiempo de
vida de la solución evaluamos (2.46) en pc f = 0 y usando las desigual-

dades |arctan x| ≤ π/2 y
√√pcMAX −

√
ss

1
4 ≤ √pcMAX /2 obtenemos una

cota superior del tiempo de vida ∆t en términos de las condiciones ini-
ciales:

∆t ≤ p1/4
c0

√√
pcMAX −

√
pc0 +

√
pcMAX

(
1
2
+ π

)
. (2.48)

La importancia de este resultado es que nos bastará para plantear un
análisis alternativo que nos permitirá ver el comportamiento singular de
la geometrı́a en la siguiente subsección.

2.5.3. Análisis alternativo de la singularidad de Schwarzschild

El punto lı́mite (2.43) junto con (2.35) y (2.34) nos permiten concluir in-
mediatamente que volúmenes y áreas tienen un comportamiento singular
en este espacio-tiempo, pues se hacen cero en un tiempo propio finito t f v:

lı́m
t→t f v

AS2 = 0 (2.49)

lı́m
t→t f v

V = 0 (2.50)

En cuanto a los escalares de curvatura de Ricci (2.36) y Kretschmann
(2.37), para conocer su comportamiento necesitamos las segundas deriva-
das,

p̈b =
bc
γ2 , (2.51)

p̈c = −1 +
b2

γ2 , (2.52)

que junto con el uso de la constricción nos da como resultado:

R ≈ 0
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y

K ≈ 12
γ4

(
b2 + γ2

pc

)2

. (2.53)

Adoptamos aquı́ la notación estándar de la mecánica con constricciones
[39] donde el simbolo ”≈”denota una expresión donde ya se han usado
las constricciones. Remplazando (2.45a) en la relación (2.53) obtenemos
finalmente que

K ≈ 12pcMAX

p3
c

. (2.54)

El punto lı́mite de la solución clásica (2.43) implica inmediatamente que
el escalar de Kretschmann diverge hacia el futuro, reobteniendo ası́ la
singularidad. Además, comparando con la expresión de Kretschmann en
coordenadas de Schwarzschild (2.3) y evaluando en el horizonte encon-
tramos que pcMAX = 4G2M2. Con esto podemos calcular el área del hori-
zonte

AMAX = 4πpcMAX

= 16πG2M2,

expresión que concuerda con la calculada usando las coordenadas de

Schwarzschild [64].

2.5.4. La ecuación de Raychaudhuri

Uno de los ingredientes importantes en los teoremas de singularidades es
el comportamiento de familias o congruencias de geodésicas tipo tiempo.
Este está gobernado por la ecuación de Raychaudhuri [64]:

dθ

dτ
= −1

3
θ2 − σµνσµν + ωµνωµν − Rµνξµ ξν (2.55)

Aquı́ ξµ es el vector tangente a las geodésicas, θ el factor de expansión,
σ describe la deformación por cizalladura, ω la vorticidad y Rµν es el
tensor de Ricci del espacio-tiempo. Podemos hacer una analogı́a entre
una familia de geodésicas y un fluido. Un pequeño elemento de lı́quido
que viaja con un fluido puede expandirse (θ > 0) o contraerse (θ < 0),
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puede ser deformado isovolumétricamente (σµν 6= 0), o puede ser rotado
(ωµν 6= 0). De gran significado fı́sico es el factor de expansión θ pues
con él se puede describir en el espacio-tiempo el carácter atractivo de
la gravedad. De hecho, uno de los pasos claves en la demostración de
los teoremas de singularidades es probar que bajo suposiciones fı́sicas
realistas descritas por condiciones de energı́a, la familia de geodésicas
se contrae. Es decir, la gravedad es siempre atractiva de tal manera que
θ → −∞. En general se puede mostrar que θ = V̇/V y para Kantowski-
Sachs usando (2.35) se obtiene fácilmente que

θ =
ṗb

pb
+

ṗc

2pc
. (2.56)

Aquı́ podemos usar las ecuaciones de movimiento (2.31) y (2.30), junto
con la relación (2.45a) y la constricción (2.27) para obtener que

θ ≈ 3b2 − γ2

2b
√

pcγ
=

4
√

pc − 3
√pcMAX

2pc

√√
pcMAX

pc
− 1

. (2.57)

Cuando pc es pequeño, tenemos que θ ∼ −p−3/4
c . Por lo tanto, cuando la

evolución nos lleva hacia la singularidad, el factor de expansión diverge
en un tiempo propio finito. A partir de la anterior expresión podemos
calcular la derivada temporal del factor de expansión:

θ̇ ≈ −9b4 + 2b2γ2 + γ4

4b2 pcγ2 (2.58)

=
−9pcMAX + 16

√pcMAX pc − 8pc

4
√pcMAX p3/2

c − 4p2
c

∼
pc<<1

− 1
p3/2

c
. (2.59)

En el primer renglón podemos ver que θ̇ es una función estrictamente
negativa y que por tanto el factor de expansión θ es una función monóto-
namente decreciente de t y por tanto de pc.

Para calcular el esfuerzo cortante empleamos la expresión [18]

σ =
1√
3

(
ṗb

pb
− ṗc

pc

)
. (2.60)

De nuevo usamos las ecuaciones de movimiento y la constricción para
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hallar la dependencia con pc

σ ≈ − 3b2 + γ2

2
√

3b
√

pcγ
=

3
√pcMAX − 2

√
pc

2
√

3pc

√√
pcMAX

pc
− 1

∼
pc<<1

1
p3/4

c
. (2.61)

Vemos que todos los escalares geométricos (excepto la vorticidad que
se anula cinemáticamente) divergen como resultado de la dinámica. Sin
embargo, si los remplazamos en la ecuación de Raychaudhuri (2.55) en-
contramos que

Rµνξµ ξν =
−
(
b2 + γ2)2 p2

b + 4b2c2 p2
c

4b2γ2 p2
b pc

=
G

2b2 p2
b

(
(b2 + γ2)

pb√
pc
− 2bc

√
pc

)
Hcl

≈ 0. (2.62)

Un resultado que no nos debe sorprender puesto que para la Relatividad
General en el vacı́o el tensor de Ricci es cero.



Capı́tulo 3

Modelos efectivos de la
cuantización por lazos del
interior del agujero negro de
Schwarzschild

3.1. Aspectos Generales

Como discutimos en el capı́tulo anterior, la presencia de comportamien-
tos singulares en soluciones fı́sicamente aceptables de la Relatividad Ge-
neral se puede atribuir a usar la teorı́a mas allá de su rango de apli-
cación. Por ejemplo, en el caso de singularidades de curvatura, las di-
vergencias que aparecen superan la escala de la curvatura de Planck,
κP = 3,88× 1065cm−2 (y por supuesto cualquier escala). Desde este pun-
to de vista, la solución de las singularidades podrı́a provenir de intro-
ducir efectos cuánticos en la dinámica del campo gravitacional. En las
últimas décadas la propuesta de cuantización conocida como Gravitación
Cuántica de Lazos ha tenido resultados estructurales importantes (ver
por ejemplo [3] y las referencias allı́ citadas). Sin embargo, los intentos
de aplicación a situaciones fı́sicas especı́ficas, o la extracción de resul-
tados fenomenológicos potencialmente medibles, han sido infructuosos.
Una estrategia que ha sido más eficiente es tomar los métodos, técnicas y
resultados de la Gravitación Cuántica de Lazos para guiar la cuantización
de sistemas gravitacionales con un número finito de grados de libertad.

29
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Estos modelos son tradicionalmente conocidos como minisuperespacios
y corresponden a las geometrı́as homogéneas e isotrópicas (Friedmann-
Robertson-Walker) y anisotrópicas (Bianchi y Kantowski-Sachs) con di-
ferentes contenidos de materia. Es importante enfatizar que no estamos
hablando aquı́ de encontrar el sector simétrico de una teorı́a cuántica.
Esto es precisamente lo que no ha podido ser realizado dentro de la
Gravitación Cuántica de Lazos. En realidad, inclusive para modelos de
dimensión finita, la cuantización solo ha podido ser completada para el
caso homogéneo e isotrópico con un campo escalar como materia [9].

En la cuantización por lazos de minisuperespacios hay dos elementos
que la diferencian de la cuantización estándar: el uso de holonomı́as y
la incorporación de un área mı́nima fı́sica en la teorı́a1. A continuación
explicaremos en que consisten.

Holonomización: En la cuantización tradicional de un campo es útil el
uso de distribuciones con valores en operadores (ver por ejemplo [65]). El
campo cuántico φ̂, es un objeto que se define como una distribución que
toma valores en un espacio de operadores. Es decir:

φ̂ : D (Σ)→ L (H)

f → φ̂ ( f )

Aquı́ D (Σ) es un espacio de funciones de prueba ((adecuado)) y f ∈
D (Σ). Recordemos que para nosotros Σ es una variedad tridimensional.
Las funciones f tienen soporte compacto. En la formulación de Ashtekar-
Barbero, una de las variables canónicas es un campo de norma Ai

a que
es una 1-forma sobre Σ. Aunque matemáticamente se pueden integrar es-
tos campos sobre volúmenes, es geométricamente más natural integrarlos
sobre curvas γ : [0, 1] → Σ. Es aquı́ donde aparece el concepto de holo-
nomı́a,

hγ[A] = P exp(
∫

γ
A), (3.1)

en cuya definición aparece el ordenamiento según el camino P . En cuanto
a la variable canónicamente conjugada, Ea

i podemos difuminarla sobre

1También aparecen correcciones originadas en triadas inversas, pero éstas son impor-
tantes en la escala de Planck, mientras que tı́picamente los modelos estudiados entran
en un régimen cuántico muy por arriba de la escala de Planck y vuelven a escalas clási-
cas sin entrar en el regimen de Planck. Sin embargo recientemente estas modificaciones
provenientes de triadas inversas han sido estudiadas [56]
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superficies bidimensionales,

FS, f [E] =
∫

S
f jεabcEa

j dxb ∧ dxb. (3.2)

para obtener los flujos.

Son las variables (3.1) y (3.2) las que se promueven a operadores en
Gravitación Cuántica de Lazos. Y allı́ se obtienen los siguientes resultados
que también han sido incorporados como ingredientes de la cuantización
por lazos de minisuperespacios:

1) No existencia de operador asociado a la variable clásica Ai
a.

2) En esta cuantización el operador de área asociado a una superficie tiene
espectro discreto y un valor mı́nimo

∆ = 2π
√

3γl2
P. (3.3)

El aspecto que va a ser relevante para nosotros es que, dada una superficie
S ⊂ Σ, la geometrı́a cuántica le asignará a S un área mı́nima diferente de
cero igual a ∆.

Recordemos que tras la reducción de simetrı́a y fijaciones de norma, la
constricción hamiltoniana está dada por (2.27)

Hcl = −
N

2Gγ2

[
2bc
√

pc + (b2 + γ2)
pb√
pc

]
≈ 0.

donde b y c aparecen como componentes de la conexión simétrica (2.22).
Cuantizar esta función es encontrar un espacio de Hilbert donde Hcl sea
representado como un operador hermı́tico. El procedimiento estándar pa-
ra hacer esto es representar las variables b, c, pb y pc como multiplicacio-
nes y derivaciones en un espacio de funciones de cuadrado integrable. Es
decir,

(
b̂Ψ
)
(b, c) = bΨ (b, c) y

( p̂bΨ) (b, c) = −ih̄
∂

∂b
Ψ (b, c) ,

y similarmente para la pareja c y pc. Sin embargo esto vioları́a el resultado
general 1) arriba mencionado. Si queremos reproducir el procedimiento
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seguido en Gravitación Cuántica de Lazos debemos expresar todas las
funciones que queremos cuantizar en términos de holonomı́as. En lo que
sigue presentaremos brevemente este procedimiento tal como se discute
en detalle en [15]. En el caso de la constricción escalar, es más convenien-
te olvidarse de la constricción reducida por simetrı́a (2.27) y más bien
regresar a la constricción general (2.19). Esto debido a que en esta última
aparece la curvatura Fi

ab y es bien conocido que la curvatura aproxima la
holonomı́a calculada a lo largo de un paralelogramo infinitesimal :

τiFi
ab (x) ≈ 1

Ar (�)
(h�[A]− I) (3.4)

Aquı́ Ar (�) es el área del paralelogramo �. En el caso de Kantowski-
Sachs se construyen paralelogramos �θφ,�φx y �xθ usando como aristas

curvas que van a lo largo de los vectores coordenados
(

∂
∂θ

)a
y
(

∂
∂φ

)a
en

el primer caso,
(

∂
∂φ

)a
y
(

∂
∂x

)a
en el segundo caso y

(
∂
∂θ

)a
y
(

∂
∂x

)a
en el

último caso. La longitud de las aristas a lo largo de
(

∂
∂x

)a
la denotamos

como µxL, la longitud de la arista a lo largo de
(

∂
∂θ

)a
la denominamos µθ

y a la longitud de las aristas que van a lo largo de
(

∂
∂φ

)a
la designamos

como µφ/ sin θ.

Las holonomı́as a lo largo de estos paralelogramos se usan para estimar
las componentes de Fi

ab . Por ejemplo:

F3
θφ ≈ −

2 sin θ

µθµφ
Tr
(

τ3hµθ

θ hµφ

φ

(
hµθ

θ

)−1
(

hµφ

φ

)−1
− I
)

,

con
hµθ

θ = eµθbτ2

y
hµφ

φ = eµφ(−bτ1+τ3 cot θ).

Expresiones similares se encuentran para las otras componentes de Fi
ab.

Estas expresiones se remplazan en la constricción hamiltoniana (2.19) pa-
ra ası́ encontrar que

Heff
µ = − 1

2Gγ2

[
2
√

pc
sin µθb

µθ

sin µxc
µx

+
pb√
pc

(
sin µθb

µθ

)2

+ γ2 pb√
pc

]
.

(3.5)
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Es claro que si matemáticamente permitimos que µθb y µxc sean pe-
queños, la expresión anterior se podrı́a aproximar clásicamente por (2.27):

Heff
µ = Hcl + O

(
(µθb)n , (µxc)m) n, m > 1

Pero en todo caso es importantı́simo resaltar que en Gravitación Cuántica
de Lazos el lı́mite no existe:

lı́m
µ→0

Ĥeff
µ no existe.

Una forma de incorporar este hecho y simultáneamente la brecha de área
mı́nima es exigir que el área de los paralelogramos que se usan para
calcular las holonomı́as tengan un valor mı́nimo de ∆:

Ar (�) = ∆.

Esta cantidad va a depender entre otras cosas de µx,µθ y µφ. Es por es-
to que se suele referir a estos µ´s como parámetros de discretización.
La forma de imponer esta condición ha conducido a varias alternativas
inequivalentes de incorporar efectos cuánticos de la geometrı́a. Estas al-
ternativas se han denominado en la literatura como prescripciones, las
cuáles describiremos brevemente en las siguientes secciones

3.2. Prescripción de Ashtekar-Bojowald

En este caso imponemos [4] que todas las áreas de los paralelogramos
tengan valor único ∆ :

µ0 := µθ = µφ = µx =
√

∆ (3.6)

El hamiltoniano efectivo resulta ser [13, 16, 46]

Hµ0 = −
N

2Gγ2

(
2

sin bµ0

µ0

sin cµ0

µ0

√
pc +

(
sin2 bµ0

µ2
0

+ γ2
)

pb√
pc

)
. (3.7)

Usando N = γ
√

pcµ0/(sin bµ0) se obtienen las ecuaciones de movimiento
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[13]

ċ = −2
sin cµ0

µ0
(3.8)

ṗc = 2pc cos cµ0 (3.9)

ḃ = −1
2

(sin bµ0

µ0
+

γ2µ0

sin bµ0

)
(3.10)

ṗb =
1
2

cos bµ0

(
1− γ2µ2

0

sin2bµ0

)
pb. (3.11)

Estas ecuaciones se pueden integrar exactamente. Resulta de particular
interés la solución

pc(T) = e2T + γ2m2(p(0)b )2 µ2
0

4
e−2T,

pues sabemos que pc es proporcional al área de la 2-esfera. Esta función

tiene un mı́nimo en T = 1
4 ln m2γ2(p(0)b )2µ2

0
4 y pcmı́n = mγµ0 p(0)b . Se encuentra

entonces que la solución de este sistema resuelve la singularidad clásica
en el sentido de que la evolución del área fı́sica de la 2-esfera es tal que
su valor mı́nimo ya no es cero (como ocurre en el caso clásico) sino que
alcanza un mı́nimo dado por Amı́n = 4πγmLp̃b0µ0, donde hemos usa-
do las variables originales (2.24), y luego empieza a aumentar. Es decir,
hay un rebote en esta función. Sin embargo, este fenómeno depende del
parametro auxiliar L y por tanto su validez fı́sica está bajo duda.

3.3. Prescripción de Chiou

Aquı́ se adapta [16] una prescripción que es exitosa en los modelos cos-
mológicos de lazos de FRW:

µ̄b := µθ = µφ =

√
∆
pb

, µ̄c := µx =

√
∆
pc

. (3.12)

Según [16], usando N = pb
√

pc las ecuaciones de movimiento quedan
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dc
dt′

= −2γ−1
[

3 sin(µ̄cc)
2µ̄c

− c cos(µ̄cc)
2

] [
sin(µ̄bb)

µ̄b
pb

]
, (3.13)

dpc

dt′
= 2γ−1 pc cos(µ̄cc)

[
sin(µ̄bb)

µ̄b
pb

]
, (3.14)

db
dt′

= −γ−1
[

3 sin(µ̄bb)
2µ̄b

− b cos(µ̄bb)
2

] [
sin(µ̄bb)

µ̄b
pb +

sin(µ̄cc)
µ̄c

pc

]
− γpb,

(3.15)
dpb

dt′
= γ−1 pb cos(µ̄bb)

[
sin(µ̄bb)

µ̄b
pb +

sin(µ̄cc)
µ̄c

pc

]
, (3.16)

Una solución numérica de esta dinámica fue encontrada por Chiou [16].
Se puede ver allı́ que las funciónes pb y pc no se acercan a cero, alcan-
zan un valor mı́nimo estrictamente mayor a cero, tras lo cual empiezan a
aumentar. Es decir, estas funciones experimentan un rebote, en contraste
con el caso clásico, donde alcanzan un valor cero y simultáneamente la
dinámica termina. Un problema de esta prescripción es que sus detalles
dependen de la selección de L, que es un parametro auxiliar que no de-
berı́a tener consecuencias observables. Se puede ver esto por ejemplo en
el trabajo de Chiou, donde se muestra que cuando pc toma el valor

pc =

(
γ2

(
p̃

3
2
c sin

(√
∆
pc

Lc̃

))
√

∆

) 1
3

(3.17)

la función pc experimenta un rebote. Es decir, estos son los mı́nimos lo-
cales de pc (t). Como se puede ver de la expresión anterior este valor
depende de L.

3.4. Prescripción de de Böhmer-Vandersloot

En esta propuesta originada en [13] se impone que el área fı́sica de los
paralelogramos (aquella calculada con la métrica fı́sica qab(2.32)) es la que
toma un valor mı́nimo ∆ :

(
√

gθθ µθ)
(√

gφφ
µφ

sin θ

)
= pcµθµφ = ∆,(√

gφφ
µφ

sin θ

)
(
√

gxx µxL) = pbµφµx = ∆,

(
√

gxx µxL) (
√

gθθ µθ) = pbµxµθ = ∆. (3.18)
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Las soluciones de las anteriores ecuaciones son

µ̄′b := µθ = µφ ≡ µ′b =

√
∆
pc

, µ̄′c := µx =

√
pc∆
pb

. (3.19)

Esta prescripción se conoce como dinámica mejorada o simplemente µ̄′.
Al remplazar las anteriores expresiones en el hamiltoniano efectivo (3.5)
obtenemos que

Heff
µ̄′ = −

1
2Gγ2

[
2

pb
√

pc

∆
sin

(√
∆
pc

b

)
sin

(√
pc∆
pb

c

)

+

(
1
∆

pc sin2

(√
∆
pc

b

)
+ γ2

)
pb√
pc

]
, (3.20)

que es el hamiltoniano cuyas consecuencias fı́sicas estudiaremos en este
trabajo. En trabajos previos [13, 16] se obtuvieron soluciones numéricas
de esta dinámica, ası́ como algunos resultados cualitativos aproximados.
Al igual que en los casos anteriores, la singularidad clásica es removida
en el sentido de que funciones como pb y pc que clásicamente tienden a
cero cerca de la singularidad y que además allı́ la evolución en el tiem-
po termina, en este caso ya no tienden a cero y la evolución continúa
sin problemas. También desde el punto de vista de las congruencias de
geodésicas tipo tiempo descritas por la ecuación de Raychaydhuri se han
encontrado que las singularidades clásicas en el factor de expansión θ
y el esfuerzo cortante σ desaparecen y son remplazados por cantidades
acotadas [24]. En contraste con las otras prescripciones arriba menciona-
das, los resultados obtenidos hasta el momento no dependen de L. Sin
embargo, también aparecen efectos que han sido criticados como es el
caso de correcciones cuánticas sobre el horizonte donde fı́sicamente es
de esperar que la estructura clásica se mantenga pues la escala de cur-
vatura es clásica. En respuesta a estas crı́ticas, consideramos que a pesar
de lo anterior esta dinámica es válida en una región dentro del horizon-
te que rodea la región donde la Relatividad General se vuelve singular.
De hecho, es el objetivo de nuestro trabajo analizar esta región singular y
por tanto siempre nos mantendremos alejados del horizonte. También en
defensa de esta cuantización, notamos que el cálculo de las holonomı́as
a lo largo de los paralelogramos �φx y �xθ que contienen segmentos a
lo largo de la cordenada x pierde sentido sobre el horizonte, pues allı́
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el vector
(

∂
∂x

)a
se vuelve tipo luz. Por lo tanto allı́ no necesariamente

está asegurada la pertinencia fı́sica del modelo cuántico. Por otro lado,
la existencia de modificaciones de origen cuántico no necesariamente es
incompatible con la fı́sica clásica, siempre y cuando estas modificaciones
no estén en contradicción con las observaciones. Teniendo en cuenta que
este es el modelo más aceptado actualmente y que fué el escogido pa-
ra nuestro estudio, pospondremos la presentación de sus caracterı́sticas
para un capı́tulo posterior.

3.5. Prescripción de Corichi-Singh

Adicionalmente a L, en esta propuesta [22] se introduce un parámetro r0.
En la dinámica clásica resultante este parámetro resulta igual al radio de
Schwarzschild. El resultado para los parámetros de discretización es:

δb := µθ = µφ =

√
∆

r0
, δc = µx =

√
∆

L
.

La solución, de acuerdo a [22], se puede encontrar escogiendo el lapso
N = γsgn(pc)|pc|1/2µb/ sin(µbb), tras lo cual las ecuaciones de movi-
miento quedan:

ḃ = −1
2

(
sin(µbb)

µb
+ γ2 µb

sin(µbb)

)
, (3.21)

ṗb =
1
2

cos(µbb)

(
1− γ2 µ2

b

sin2(µbb)

)
, (3.22)

ċ = −2
sin(µcc)

µc
, (3.23)

ṗc = 2 pc cos(µcc) . (3.24)

La dinámica resultante es tal que la singularidad ya no aparece. Esto se
puede ver por ejemplo en las solución (exacta) para pc:

pc (T) = 4m2
(

e2T +
γL2δ2

64m2 e−2T
)

.

A diferencia del caso clásico, esta función ya no es cero para ningún valor
de T y está definida para todo T. El valor mı́nimo de pc es

pcmı́n = γ∆
1
2 m,
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que ocurre cuando

Tmı́n =
1
2

ln

(√
∆

8m

)
.

Nótese que, a pesar de que en la solución pc (T) aparece explı́citamente
L, ni pcmı́n ni Tmı́n dependen de L. Esto apunta a que en este modelo la
dependencia de L es inexistente para cantidades que podrı́an ser suscep-
tibles de observación como pcmı́n . Esto es lo que se espera de un modelo
fı́sicamente aceptable.

En el siguiente capı́tulo tomaremos la prescripción de Böhmer-Vandersloot,
para la cual obtendremos resultados exactos que confirman la resolución
de singularidades en este modelo.



Capı́tulo 4

Dinámica cuántica efectiva

En el capı́tulo anterior introdujimos los aspectos necesarios para construir
un hamiltoniano efectivo inspirado en la Gravedad Cuantica de Lazos. A
continuación estudiaremos las consecuencias fı́sicas basadas en la pres-
cripción de Bohmer-Vandersloot (3.19), que cuando se usa en el hamilto-
niano (3.5), da lugar al hamiltoniano (3.20). Teniendo en cuenta que solo
trabajaremos una de las prescripciones mencionadas en el capı́tulo ante-
rior, y con el objetivo de simplificar la notación, en lo que queda de este
trabajo renombraremos a las expresiones de (3.19) de la siguiente manera:

µ̄′b → µb :=
√

∆
pc

y µ̄′c → µc :=
√

pc∆
pb

.

4.0.1. Ausencia de singularidades fuertes en modelos efectivos

Cuando un cuerpo se acerca al centro del agujero negro, las fuerzas gra-
vitacionales se hacen tan fuertes que lo comprimen hasta que su volumen
se hace cero. Esto ocurre según la teorı́a clásica (ver ec. (2.50)) y es lo que
se conoce como singularidades fuertes [62]. Cerca de la singularidad los
escalares de curvatura son mayores que la escala de Planck, ası́ que es de
esperar que allı́ los efectos cuánticos de la gravedad sean lo suficiente-
mente importantes como para evitar la formación de singularidades fuer-
tes. Por otro lado, los teoremas de enfocamiento clásico [64] demuestran
que bajo ciertas condiciones fı́sicamente aceptables el factor de expansión
θ diverge. En el caso particular de la solución de Schwarzschild esto lo

39
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mostramos en el primer capı́tulo (2.58). Para el caso de la teorı́a efectiva
con hamiltoniano (3.20) podemos calcular el factor de expansión [24, 37]

θe f =
{V, Hµ}

V
(4.1)

=
cos(cµc) sin(bµb) + cos (bµb) (sin(bµb) + sin (cµc))

γ
√

∆

de donde es fácil encontrar una cota finita [24, 37]:

∣∣θe f
∣∣ ≤ 3

γ
√

∆
. (4.2)

De hecho, la finitud del factor de expansión es una caracterı́stica que se
puede mostrar fácilmente en buena parte de los modelos efectivos de
cosmologı́a cuántica de lazos, en los cuales además se ha mostrado inde-
pendientemente que no existen singularidades fuertes (ver por ejemplo
[1] y las referencias allı́ citadas) en el sentido de que la función V (t)
experimenta un rebote. Mostrar esto requiere un fuerte trabajo, muchas
veces numérico, en cuyo caso sólo se estudian algunas pocas condiciones
iniciales. En otros casos, hay resultados analı́ticos que varı́an de modelo
a modelo. En todo caso estos resultados sugieren una relación entre la fi-
nitud de θ y la no existencia del singularidades fuertes. Que esta relación
es completamente general se mostrará a continuación.

Supongamos que tenemos una solución con volumen inicial V (ti) > 0 y
θ (t) = V̇/V acotado. Queremos saber si existe un tiempo propio finito t f

tal que lı́mt→t−f
V (t) = 0 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que entre ti y t f no hay otros puntos donde V (t) sea cero. Integrando θ
entre el instante inicial ti y un instante t f − ε (ε > 0) obtenemos

∫ t f−ε

ti

θ (t) dt =
∫ Vt f −ε

Vti

dV
V

= ln
Vt f−ε

Vti

. (4.3)

Usando la desigualdad triangular y la cota θmáx para |θ| :∣∣∣∣ln Vt f−ε

Vti

∣∣∣∣ ≤ ∫ t f−ε

ti

|θ (t)| dt ≤ θmáx
(
t f − ε− ti

)
. (4.4)

1Esto no es cierto para t f → ∞. Tomemos por ejemplo, V = e−t, en cuyo caso θ = −1
y lı́mt→∞ V (t) = 0.
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Además la función V es continua y diferenciable por lo que tomando el
lı́mite:

lı́m
ε→0

∣∣∣∣ln Vt f−ε

Vti

∣∣∣∣ ≤ lı́m
ε→0

θmáx
(
t f − ε− ti

)
(4.5)∣∣∣∣ln lı́mε→0 Vt f−ε

Vti

∣∣∣∣ ≤ θmáx
(
t f − ti

)
Por hipótesis lı́mt→t f V = 0 y por tanto lı́mε→0 Vt f−ε = 0 . Aquı́ llegamos

a una contradicción: ∣∣∣∣ln 0
Vti

∣∣∣∣ = ∞ ≤ θmáx
(
t f − ti

)
.

La hipótesis de que existe un tiempo propio finito t f tal que lı́mt→t−f
V (t) =

0 es por tanto inconsistente y nos permite concluir que en estos casos
existe un rebote del volumen: no hay singularidades fuertes en ningún
modelo donde el factor de expansión es acotado. No solamente esto, sino
que además la función volumen ni siquiera tiene al cero como valor lı́mi-
te. Existe entonces una brecha de volumen ∆V > 0 tal que V ≥ ∆V > 0.
Llamaremos Vmı́n al volumen mas pequeño que una solución particular
alcanza.

4.0.2. Analisis cualitativo de la constricción efectiva

Similarmente a como lo hicimos en el caso clásico, podemos analizar las
propiedades algebraicas de la constricción efectiva (3.20). Esta constric-
ción se debe anular durante toda la dinámica lo que implica que los va-
lores que toman las soluciones del espacio fase no son arbitrarios. Empe-
zaremos encontrando restricciones sobre pc [24, 23].

Cota para pc

La constricción (3.20) es cuadrática en la expresión sin(µbb). Para que la
solución sea real se debe cumplir la siguiente condición sobre el discrimi-
nante:

(
2

sin(µcc)
µc

pc

)2

− 4p2
bγ2 ≥ 0. (4.6)
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Remplazando la expresión para µc (3.19) y simplificando obtenemos que

∆γ2 ≤ sin2(µcc)pc.

Finalmente aplicando que sin (x) ≤ 1, llegamos a la cota2

pc ≥ ∆γ2. (4.7)

La interpretación fı́sica de este resultado es directa: el área de la 2-esfera
es AS2 = 4πpc (2.34). Por tanto encontramos que las áreas de estas ésfe-
ras satisfacen esta cota, independientemente de la solución particular, es
decir para cualquier condición inicial que se escoja. Usando esta cota se
concluye inmediatamente que

µb ≤ 1/γ. (4.8)

Aunque esta expresión no tiene interpretación fı́sica directa, más adelante
nos va a ser de gran utilidad.

Cota para pb

Ya encontramos que tanto el volumen V como la variable pc al evolucio-
nar en el tiempo, no solamente no tienen el valor cero, sino que ni siquiera
tienden a él. Esto implica inmediatamente que pb tambien tiene una cota
mı́nima y no se puede acercar a cero. Pues supongamos que para algún
t f finito se cumple que lı́mt→t f pb = 0. Entonces partiendo de

V = 4πpb
√

pc ≥ Vmı́n (4.9)

podemos tomar el lı́mite

lı́m
t→t f

V = lı́m
t→t f

4πpb
√

pc ≥ lı́m
t→t f

Vmı́n.

Como todas las funciones son continuas, los lı́mites existen y podemos
aplicar que el lı́mite de un producto es el producto de los lı́mites:

lı́m
t→t f

V = 4π lı́m
t→t f

pb lı́m
t→t f

√
pc ≥ Vmı́n

y aplicando la hipótesis lı́mt→t f pb = 0 llegamos a una contradicción in-
mediata:

0 ≥ Vmı́n. (4.10)
2La cota hallada en [16], pc ≥ ∆γ2/3, es consistente con nuestro resultado
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Concluimos entonces que

pb > pb mı́n > 0, (4.11)

donde pb mı́n es una brecha finita que separa a pb de cero.

Cotas para µcc y µbb

Reescribamos aquı́ la constricción:

Hef
µ̄′ = −

1
2Gγ2

[
2pb
√

pc

∆
sin (µbb) sin (µcc) +

( pc

∆
sin2 (µbb) + γ2

) pb√
pc

]
.

(4.12)
Observamos que el término

( pc
∆ sin2 (µbb) + γ2) pb√

pc
es estrictamente po-

sitivo pues pb lo es (4.11). Como la constricción es igual a cero, entonces
el primer sumando debe ser negativo y por tanto

sin(µbb) sin(µcc) < 0.

Esto significa que los argumentos de las funciones seno, µbb y µcc, no son
independientes entre sı́. Si por ejemplo µbb es tal que sin(µbb) es positivo,
entonces en ese mismo instante de tiempo µcc debe ser tal que sin(µcc)
sea negativo. En otras palabras, si sin(µbb) está en un valle, entonces
sin(µcc) está en un pico, y viceversa.

Podemos restringir en que pico y valle se está se está desarrollando la
dinámica de la siguiente manera: Recordemos que queremos estudiar la
evolución de este sistema partiendo de una condición inicial que aproxi-
me a una configuración clásica3. Es decir queremos que en t0 los valores
iniciales de las variables del espacio fase b(t0), c(t0), pb(t0) y pc(t0) sa-
tisfagan no solamente la constricción efectiva sino que además satisfagan
aproximadamente la constricción clásica. Para lograr esto recordemos que
si

|µb (t0) b (t0)| << 1 y |µc (t0) c (t0)| << 1, (4.13)

3Esto es lo que se hace cuando se estudia la dinámica en los modelos de Cosmologı́a
Cuántica de Lazos, por ejemplo en [10]. Excepto que allı́ se evolucionan datos finales
clásicos hacia atrás en el tiempo.
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entonces podemos obtener la siguiente aproximación:

sin(µb (t0) b (t0))

µb (t0)
≈ b (t0) , (4.14)

sin(µc (t0) c (t0))

µc (t0)
≈ c (t0) , (4.15)

y por tanto las constricción clásica se satisface aproximadamente. Recor-
dando las expresiones para µb y µc podemos reescribir (4.13) y obtendre-
mos que las condiciones iniciales serı́an semiclásicas si:

∣∣∣∣∣
√

∆
pc (t0)

b (t0)

∣∣∣∣∣ << 1 y

∣∣∣∣∣
√

pc∆
pb (t0)

c (t0)

∣∣∣∣∣ << 1

o ∣∣∣∣∣
√

1
pc (t0)

b (t0)

∣∣∣∣∣ <<
1√
∆

y
∣∣∣∣ √pc

pb (t0)
c (t0)

∣∣∣∣ <<
1√
∆

Observamos que en el limite clásico (parametrizado por ∆→ 0), se cum-
ple la condición (4.13) y por tanto, no solamente las condiciones iniciales,
sino la evolución será inicialmente muy similar a la evolución clásica.
Aun cuando ∆ no vaya a cero estrictamente, tendremos que ciertos va-
lores b, c, pc y pb satisfacerán (4.13) y por tanto serán admisibles para
nuestro propósito de evolucionar desde una configuración lo mas clásica
posible. Podemos darle al anterior resultado un aspecto con interpreta-
ción fı́sica mas directa: anteriormente mostramos que cinemáticamente
As2 = 4πpc (2.34) y l = pb/

√
pc (2.33). Además en [16] se mostró que

b =
γ√

16πAS2

dAS2

dt
(4.16)

y

c = γ
dl
dt

. (4.17)

Usando estas relaciones podemos reescribir (4.13) como∣∣∣√∆
∣∣∣ <<

2AS2 (t0)

γ
∣∣∣ dAS2

dt (t0)
∣∣∣
∣∣∣√∆

∣∣∣ <<
l (t0)

γ
∣∣∣ dl

dt (t0)
∣∣∣ .

Fı́sicamente, si estas áreas y longitudes iniciales están muy por encima
del régimen de Planck, o si su variación inicial en el tiempo es pequeña,



45

ayuda a que las condiciones iniciales seán semiclásicas, y podamos usar
el formalismo. Veamos ahora que sucede con la evolución posterior, dado
que inicialmente se garantizen condiciones iniciales semiclásicas. Clara-
mente (4.13) también restringe a que inicialmente

|µb (t0) b (t0)| ≤ π y |µc (t0) c (t0)| ≤ π. (4.18)

Aún mas, como para un agujero negro b < 0 y c > 0 entonces

−π ≤ µb (t0) b (t0) < 0 y 0 ≤ µc (t0) c (t0) ≤ π.

o

− π√
∆
≤ b (t0)√

pc (t0)
< 0 y 0 <

√
pc

pb (t0)
c (t0) ≤

π√
∆

.

A partir de estos valores iniciales la evolución procederá a traves del
hamiltoniano efectivo. Notemos además que aunque la anterior expresión
restringe los posibles valores de b, c, pc y pb cuánticamente, en el mundo
clásico esta restricción desaparece, pues cuando ∆ → 0 estas cotas se
satisfacen trivialmente:

−∞ ≤ b (t0)√
pc (t0)

< 0 y 0 <

√
pc

pb (t0)
c (t0) ≤ ∞.

Volviendo a las cotas (4.18), la pregunta importante aquı́ es si estas de-
sigualdades se siguen manteniendo a medida que el sistema evoluciona
en el tiempo, o si por el contrario se violan para un tiempo posterior
t f > t0. Es decir si para este t f∣∣µb

(
t f
)

b
(
t f
)∣∣ > π y/o

∣∣µc
(
t f
)

c
(
t f
)∣∣ > π

A continuación mostraremos que esto no pasa. Tomemos una solución de
la dinámica efectiva que inicialmente satisface (4.13). Primero que todo
no es posible que la dinámica sea tal que una de las funciones µbb o
µcc escape de su región inicial y la otra no lo haga, pues de darse esto
tendrı́amos que sin(µbb) sin(µcc) > 0 y la constricción se vioları́a. Por lo
tanto, de darse el escape de su región inicial, tanto µbb como µcc lo deben
hacer al mismo tiempo te (e de escape). En este tiempo se debe cumplir
que µb (te) b (te) ≈ ∓π y µc (te) c (te) ≈ ∓π o equivalentemente que

sin(µb (te) b (te)) = sin(µc (te) c (te)) = 0.
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Insertando esto en la constricción efectiva 4 encontramos que

He f (te) = −
1

2G
pb (te)√

pc (te)
≈ 0.

Por (4.11) pb no tiende al valor cero y por tanto la anterior condición solo
se podrı́a satisfacer si pc → ∞ cuando t → te, en cuyo caso la evolución
terminarı́a y no habrı́a escape. En conclusión tenemos que no hay escape
y por tanto

|µb (t) b (t)| < π y (4.19)

|µc (t) c (t)| < π (4.20)

durante toda la dinámica. De nuevo, en el lı́mite clásico, ∆ → 0, estas
cotas se satisfacen trivialmente y no restringen los posibles valores de
b, c, pb y pc. Finalmente notemos que por argumentos similares tampoco
se puede dar el caso de que las funciones µbb y µcc se hagan cero simul-
taneamente y se intercambien de región. Las dos cotas anteriores (4.19)
y (4.20) van a jugar un papel crucial en la resolución de la singularidad
clásica. De hecho, se puede ver fácilmente que de acuerdo a la dinámica
clásica las funciones µbb y µcc no son acotadas sino que divergen cerca de
la singularidad. Para ver esto se puede encontrar que el comportamiento
clásico está dado por

|µbb|clásico = γ

√
∆

pcMAX

√
1√
x3
− 1

x
y

|µcc|clásico =
γ

2

√
∆

pcMAX

1√
x3/2 − x2

,

donde hemos usado el tiempo relacional adimensional x = pc/pcMAX . Por
tanto, cerca de la singularidad (pc << pcMAX ) µbb y µcc no son acotadas
sino que divergen5.

4Sin embargo, notemos que esta demostración es válida para cualquiera de las pres-
cripciones de cuantización estudiadas en el segundo capı́tulo.

5Cerca del horizonte, donde pc = pcMAX , µbb es aún pequeño, pero µcc diverge.
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4.0.3. Resolución de las singularides métricas

En el primer capı́tulo vimos que todas las soluciones clásicas terminan
en un tiempo propio finito (2.48) teniendo un punto final (2.43) singular
donde pc = pb = 0. En esta subsección demostraremos que la dinámica
generada por el hamiltoniano efectivo (3.20) tiene soluciones que pueden
ser extendidas indefinidamente en el tiempo.

Para esto usaremos un resultado de la teorı́a cualitativa de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Los detalles de este teorema y su demostración
pueden ser consultados por ejemplo en [60] (teorema 2.16) o en [63] (teo-
rema 2.4.5). La intuición detrás de este teorema es sencilla: sabemos que
todos los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias de di-
mensión finita tienen soluciones que están bien definidas para todo t ∈ R.
Si tenemos un sistema de ecuaciones (2.41)

ẋ = f (x, t) , x (t0) = x0, (4.21)

diferenciales que puede no ser lineal pero tal que la función f está acota-
da por una función lineal g, entonces las derivadas de las soluciones de
(2.41) van a ser menores que las derivadas de las soluciones del sistema
lineal ẋ = g (x, t) , x (t0) = x0. Y por tanto podrán ser extendidas inde-
finidamente. Más precisamente, sea U ⊂ Rn+1 un conjunto abierto que
contiene al punto t0, x0 y f : U → Rn continua. Si existen constantes M y
L tal que

| f | ≤ M + L |x| , (4.22)

donde | f | y |x| representan la norma euclidiana usual, entonces el siste-
ma (2.41) tiene soluciones que pueden ser extendidas para todo t ∈ R.
Aplicaremos este teorema a las ecuaciones de Hamilton derivadas del
hamiltoniano efectivo (3.20). Para poder tener una interpretación fı́sica
más directa es importante tomar N = 1, en cuyo caso, las ecuaciones de
Hamilton son

ḃ =
−γ2µ2

b − sin(bµb) (−2cµc cos(cµc) + sin(bµb) + 2 sin (cµc))

2γ
√

∆µb
, (4.23)

ċ =
1

2γ
√

∆µc

[
γ2µ2

b + 2bµb cos (bµb) (sin(bµb) + sin (cµc))

− sin(bµb) (2cµc cos(cµc) + sin(bµb) + 2 sin (cµc))] , (4.24)
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ṗb =

√
∆ cos (bµb) (sin(bµb) + sin (cµc))

γµbµc
, (4.25)

ṗc =
2
√

∆ cos(cµc) sin(bµb)

γµ2
b

. (4.26)

Observemos que el lado derecho de las ecuaciones anteriores está expre-
sado en términos de funciones trigonométricas y de las funciones µb, bµb
y cµc. Todas ellas están acotadas por (4.8), (4.19) y (4.20). Usando estas
cotas un procedimiento largo pero sencillo muestra que para la dinámica
efectiva

∣∣ḃ∣∣ < (3 + 2π)pc

2γ2∆3/2 +
1

2
√

∆
(4.27)

|ċ| < (4 + 5π)pb

2γ2∆3/2 (4.28)

| ṗb| <
2pb

γ
√

∆
(4.29)

| ṗc| <
2pc

γ
√

∆
. (4.30)

Una observación importante es que cuando ∆ tiende a cero, las cotas
anteriores divergen y por lo tanto este teorema no va a poder ser aplicado
en el caso clásico.6 Con ayuda de estas cotas podemos calcular una cota
para f =

(
ḃ, ċ, ṗb, ṗc

)
. Para hacer esto usaremos variables adimensionales

p̄b, p̄c, b̄, c̄ y f̄ , en términos de las cuales obtenemos que

| f̄ | ≤ 1
2
+

(4 + 5π + 4γ)

2γ2 (| p̄b|+ | p̄c|)

≤ 1
2
+

(4 + 5π + 4γ)

2γ2 (|b̄|+ |c̄|+ | p̄b|+ | p̄c|)

= M + L |x̄|1 ,

6Tomar el lı́mite cuando ∆ → 0, no es trivial desde el punto de vista matemático.
Esto es un ejemplo de los que se conoce como ”lı́mite de espacio-tiempo”[33]. Nótese
que clásicamente pc tiende a cero, ası́ que podrı́amos tener expresiones del tipo 0/0. Aún
si se diera esta posibilidad, nuestra conclusión está a salvo, pues el lı́mite lı́m∆→0

∣∣ḃ∣∣ es
infinito, independientemente del comportamiento de pc. Agradezco al doctor Jerónimo
Cortez por esta interesante observación.
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donde M = 1
2 , L = (4+5π+4γ)

2γ2 , x̄ =
(
b̄, c̄, p̄b, p̄c

)
y ||1 denota la norma

L1. Ahora podemos usar el hecho de que todas las normas en dimensión
finita son equivalentes de tal manera que A |x| ≤ |x|1 ≤ B |x| (ver por
ejemplo [25], teorema 1.3.13) y por lo tanto obtenemos∣∣ f̄ ∣∣ ≤ M + B |x̄| .

Por lo tanto las hipótesis del teorema de extendibilidad antes mencionado
se satisfacen y las soluciones de las ecuaciones de Hamilton efectivas
pueden ser extendidas para valores arbitrariamente grandes del tiempo
propio, incluido tiempos mas grandes que la cota superior al tiempo de
vida de la solución clásica (2.48). En otras palabras, la dinámica efectiva
es tal que pasa sin problemas por el valor de tiempo en que se producirı́a
la singularidad clásica.

4.0.4. Escalares geométricos efectivos y ecuación de Raychaud-
huri

En el primer capı́tulo vimos que la ecuación de Raychaudhuri en el in-
terior del agujero negro de Schwarzschild contiene singularidades en el
sentido de que el factor de expansión θ (2.57), su derivada θ̇ (2.58) y el es-
fuerzo cortante σ (2.61) divergen. A continuación veremos que en la teorı́a
efectiva todas estas funciones son acotadas [24, 37]. Para esto, usamos las
definiciones cinemáticas (2.56, 2.60) y las ecuaciones de Hamilton efecti-
vas (4.23-4.26). La expresión para el factor de expansión ya la obtuvimos
antes (4.1), al igual que su cota (4.2) que reescribimos aquı́ por completez:

∣∣θe f
∣∣ ≤ 3

γ
√

∆
, (4.31)

Similarmente hallamos el esfuerzo cortante σ y su cota:∣∣σe f
∣∣ = ∣∣∣∣−2 cos(cµc) sin(bµb) + cos (bµb) (sin(bµb) + sin (cµc))√

3γ
√

∆

∣∣∣∣ (4.32)

≤ 4
γ
√

3∆
. (4.33)

Mucho más dificil de estudiar es θ̇e f . De hecho, este término no ha sido
calculado hasta el momento para ninguno de los modelos efectivos de
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cosmologı́as anisotrópicas cuánticas de lazos. Nosotros encontramos que
θ̇e f puede ser expresado como:

dθe f

dt
= I1 + I2 + I3, (4.34)

donde

I1 = − 1
4γ2∆

(sin(bµb) (−5 sin(bµb) + sin (3bµb))

+ sin(bµb) (−2 (sin (cµc) + sin(2bµb − cµc)− 2 (sin (2bµb + cµc) + sin (bµb + 2cµc)))))

I2 = −
µ2

b cos (2bµb)

2∆
e

I3 =
(bµb − cµc)

(
− sin (2bµb) + sin (2cµc) + 2 sin(bµb)

2 sin (bµb − cµc)
)

2γ2∆

Claramente I1 está acotado en todo el espacio de fase. Para acotar I2 po-
demos usar la constriccion efectiva (3.20) o mas directamente (4.8). En
cuanto a I3, debemos usar las cotas sobre bµb (4.19 ) y sobre cµc (4.20).
Es aquı́ donde empezamos a apreciar la importancia de las cotas de bµb
y cµc. Sin éstas no podrı́amos acotar I3. De hecho, el desconocimiento
de cotas similares en otros modelos efectivos anisótropos es lo que ha
impedido realizar un análisis mas completo de la resolución de las sin-
gularidades. Usando lo discutido previamente podemos calcular que∣∣∣∣dθe f

dt

∣∣∣∣ ≤ 5 + 4π

γ2∆
.

En conclusión, todos los escalares geométricos que aparecen en la ecua-
ción de Raychaudhuri (2.55) son finitos en la superficie de constricción
efectiva. Por tanto el término de curvatura Rµνξµ ξν también va a ser aco-
tado. De hecho esto lo vamos a confirmar en la siguiente sección, donde
mostraremos que todos los escalares de curvatura de la geometrı́a efectiva
son finitos.

4.0.5. Singularidades de curvatura

Uno de los sı́ntomas de la presencia de singularidades de la geometrı́a
es la divergencia de escalares de curvatura. Tal es el caso del escalar de



51

Kretschmann que se hace infinito en la singularidad, pc = 0 (2.54). En
esta sección veremos que esta divergencia desaparece cuando incorpora-
mos efectos cuánticos a la lazos. Mejor aún, argumentaremos que todos
los escalares de cualquier orden, polinomiales o diferenciales, están bajo
control.

El escalar de Kretschmann y el de Ricci en general dependen de los co-
eficientes métricos y de sus primeras y segundas derivadas. En el caso de
geometrı́as homogéneas, solo van a depender de las derivadas tempora-
les y en particular para Kantowski-Sachs ya mostramos que las primeras
derivas temporales están acotadas linealmente por (4.29) y (4.30). Cotas
similares se pueden encontrar para las segundas derivadas: usando el
hamiltoniano efectivo (3.20) encontramos que

p̈b =
1

2γ2µbµc

(
cos (bµb) cos(cµc)

(
γ2µ2

b − sin(bµb)
2 − 2 sin(bµb) sin (cµc)

)
+ sin(bµb) (sin(bµb) + sin (cµc))

(
γ2µ2

b + 2 (bµb − cµc) cos(cµc) sin(bµb)
)

+ sin(bµb) (sin(bµb) + sin (cµc))
(
+ sin(bµb)

2 + 2 sin(bµb) sin (cµc)
)

+ cos (bµb)
2 (−γ2µ2

b + sin(bµb)
2 + 2 (bµb − cµc) cos(cµc) sin (cµc)

)
+ cos (bµb)

2
(

2 sin(bµb) sin (cµc) + 2 sin (cµc)
2
))

(4.35)

y

p̈c =
1

γ2µ2
b

(
sin(bµb)

(
4 cos(cµc)

2 sin(bµb) + sin (cµc)
(
sin(bµb)

2 + 2 sin(bµb) sin (cµc)− γ2µ2
b
))

− cos (bµb) cos(cµc)
(
sin(bµb)

2 + 2 sin(bµb) sin (cµc) + γ2µ2
b
)

− 2 cos (bµb) cos(cµc)
2 sin(bµb) (bµb − cµc)

−2 cos (bµb) sin(bµb) sin (cµc) (sin(bµb) + sin (cµc)) (bµb − cµc)) .
(4.36)

Aplicando las cotas para µb, bµb y cµc podemos encontrar cotas lineales
para las segundas derivadas:

| p̈b| ≤
(5 + 3π)pb

γ2∆
, (4.37)

| p̈c| ≤
(9 + 8π)pc

γ2∆
. (4.38)
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Notemos de nuevo dos cosas: i) la importancia de las cotas de bµb y cµc,
sin las cuales no podrı́amos encontrar el anterior resultado ni tampoco
los siguientes, y ii) la dependencia de las cotas con ∆ dan el lı́mite clásico
correcto.

Las expresiones cinématicas para el escalar de Ricci y Kretschmann las
mostramos en el primer capı́tulo: (2.36 y 2.37) respectivamente. Las po-
demos reescribir de la siguiente manera:

R =
2p̈b

pb
+

p̈c

pc
+

2
pc

(4.39)

y

K = +
7
2

(
ṗc

pc

)4

− 8
(

ṗb

pb

)(
ṗc

pc

)3

(4.40)

+ 6

(
ṗ2

b
pb

2

)(
ṗc

pc

)2

+ 6
(

p̈b

pb

)(
ṗc

pc

)2

+
2
pc

(
ṗc

pc

)2

− 5
(

p̈c

pc

)(
ṗc

pc

)2

(4.41)

− 8
(

ṗb

pb

)(
p̈b

pb

)(
ṗc

pc

)
+ 4

(
ṗb

pb

)(
p̈c

pc

)(
ṗc

pc

)
(4.42)

+ 3
(

p̈c

pc

)2

− 4
(

p̈b

pb

)(
p̈c

pc

)
(4.43)

+ 4
(

p̈b

pb

)2

+
4

pc2 .

Por lo tanto, tenemos que R y K se pueden reescribir en términos de(
ṗc
pc

)
,
(

ṗb
pb

)
,
(

p̈b
pb

)
,
(

p̈c
pc

)
y 1

pc
, cada uno de los cuales está acotados en la

dinámica efectiva según (4.30, 4.29, 4.37, 4.38, 4.7). Podemos hallar una
cota explı́cita:

|R| ≤ 1
∆γ2 (14π + 21) =

64,982
∆γ2 (4.44)

|K| ≤ 1
∆2γ4

(
1276π + 324π2 + 1419

)
=

8625, 4
∆2γ4 . (4.45)

Concluimos entonces que los escalares de Ricci y Kretschmann están aco-
tados en la dinámica efectiva. Recordemos que aunque el escalar de Ricci
es cero en el caso clásico, el escalar de Kretschmann clásico diverge en la
singularidad. Las expresiones explÃcitas de estos escalares y otra forma
de calcular las cotas efectivas las presentaremos en el apÃ c©ndice (A)
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Finalmente podemos argumentar que no solamente los escalares de Kretsch-
mann y Ricci están acotados en la teorı́a efectiva, sino que todos los inva-
riantes de orden finito, inclusive los invariantes diferenciales son finitos.
El argumento es el siguiente. El tensor de curvatura es función de las
componentes de la métrica y sus primeras y segundas derivadas. En el
caso de Kantowski-Sachs efectivo, estas componentes son cocientes de
productos de pb y pc cuyos denominadores no tienden a cero por (4.7) y
(4.11). Cuando se derivan obtenemos expresiones cuyos denominadores
tampoco va a ser cero, ni siquiera en el lı́mite. Este procedimiento pue-
de continuarse derivando cuantas veces se desee y el resultado va a ser
similar. Por tanto todos los invariantes de curvatura van a permanecer
finitos.





Capı́tulo 5

Discusión, conclusiones y
perspectivas

El hecho de que la Relatividad General falla y presenta singularidades se
puede manifestar de varias formas: en la divergencia de los invariantes
de curvatura, en la existencia de geodésicas causales que terminan en un
tiempo propio finito y -desde un punto de vista hamiltoniano- en el final,
en un tiempo propio fı́nito de la evolución de la métrica. La expectativa
general es que la incorporación de propiedades cuánticas de la gravita-
ción curará este comportamiento singular. En particular, la aplicación de
ideas provenientes de la Gravitación Cuántica de Lazos ha demostrado
que modelos homogéneos e isotrópicos cuantizados a la lazos no contie-
nen singularidades. Este enfoque funciona también en el nivel semiclási-
co: una dinámica simpléctica efectiva extraı́da del propagador cuántico
a la lazos coincide muy bien, incluso en el régimen planckiano, con la
evolución cuántica exacta [8].

En el sector anisotrópico, la teorı́a cuántica completa ha sido formulada
en algunos modelos de Bianchi, sin embargo, los detalles de la dinámica
son solo parcialmente conocidos. En contraste, el enfoque efectivo ha si-
do más fructı́fero y la fı́sica detrás de la resolución de la singularidad ha
sido estudiada desde varias perspectivas [11, 12, 43, 44, 67] . En el caso
del interior de Schwarzschild, se han propuesto modelos que incorporan
las simetrı́as de Kantowski-Sachs y los efectos cuánticos de lazos [4], pero
no están lo suficientemente maduros como para atacar el problema de la
resolución de la singularidad. Por esta razón, la adopción de un formalis-
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mo efectivo es temporalmente conveniente y se han encontrado algunas
soluciones numéricas que apuntan a la existencia de un rebote cuántico.

En este trabajo, realizamos un análisis geométrico de los efectos que la
gravedad cuántica de lazos induce en la geometrı́a alrededor de la región
donde aparece la singularidad clásica de Schwarzschild. Adoptamos pa-
ra esto la prescripción de Bohmer-Vandersloot, por ser ésta la que, basa-
da en criterios de viabilidad fı́sica, presenta caracterı́sticas teóricamente
deseables. En la ausencia de soluciones cerradas a las ecuaciones de Ha-
milton efectivas (4.23)-(4.26), hemos optado por estudiar primero sus pro-
piedades cualitativas globales; en segundo lugar, el comportamiento de
las geodésicas tal como las describe la ecuación de Raychaudhuri clásica
y tercero, la finitud de la curvatura.

En cuanto a las propiedades globales de las soluciones efectivas, utili-
zamos principalmente dos herramientas: 1) el análisis algebraico de la
superficie de constricción y 2) la teorı́a cualitativa de las ecuaciones dife-
renciales. Las ventajas de estos métodos son: su generalidad, que no es
necesario conocer soluciones explı́citas y que no dependen de métodos
numéricos y / o condiciones iniciales especı́ficas.

En primer lugar utilizamos estas herramientas para recuperar el compor-
tamiento en escalas temporales grandes (es decir global) de la dinámica
hamiltoniana clásica. Mostramos que las soluciones máximamente exten-
didas en el tiempo llegan a un abrupto final en un tiempo propio finito
y que, en el punto final, todos los objetos tienen volumen cero y el inva-
riante de Kretschmann diverje.

Pasando a la dinámica efectiva, sus ecuaciones de movimiento son tan
complicadas que prácticamente sólo hay dos posibles caminos: buscar so-
luciones numéricas aproximadas y / o hacer un análisis cualitativo exac-
to. Optamos por la última estrategia. Primero mostramos que cuando el
factor de expansión θ está acotado, el volumen de un cuerpo no puede
acercarse a cero en un tiempo propio finito, a diferencia del caso clásico,
donde todo es comprimido a cero al acercarse a la singularidad (2.50).
Luego, fuimos capaces de derivar lı́mites inferiores estrictamente positi-
vos para pc (4.7) y pb (4.11). Por lo tanto, desapareció el comportamiento
singular clásico que se caracteriza porque estas dos variables evolucio-
nan hacia cero (2.43). Este comportamiento de V, pb y pc se observó antes
[16, 13] en algunas soluciones numéricas usando lapsos N diferentes, pero
nuestros resultados son analı́ticos, válidos para condiciones iniciales arbi-
trarias y usando el tiempo propio, N = 1, lo cuál facilita la interpretación
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fı́sica. De manera similar, encontramos lı́mites para otras funciones del
espacio de fase. Armados con estos herramientas, abordamos la siguiente
e importante pregunta: ¿Los observadores geodésicos ven la geometrı́a
efectiva evolucionando suavemente para siempre? ¿O por el contrario,
ven que la geometrı́a se torna singular después de un tiempo propio fi-
nito como es el caso de la dinámica clásica? En términos matemáticos:
dada una solución a las ecuaciones diferenciales efectivas (4.23) - (4.26),
¿puede extenderse ésta para tiempos arbitrarios? Aplicando un teorema
estándar sobre la extendibilidad de las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, encontramos que la respuesta a la última pregunta es
positiva, lo que a su vez responde a las dos primeras preguntas. Es este
resultado el que nos permite afirmar la inexistencia de singularidades en
la geometrı́a efectiva.

Un punto importante es digno de mención aquı́: la noción más acepta-
da de espacio-tiempo singular es la de incompletitud geodésica causal,
es decir, cuando una geodésica inextensible tipo tiempo o tipo luz tienen
parámetro afı́n finito. Lo que estamos estudiando aquı́ es el comporta-
miento a gran escala temporal de las soluciones al problema de Cauchy
3 + 1 [36], un tema que está profundamente conectado con la existencia
de singularidades. Por ejemplo, en la relatividad general clásica, es tı́pico
que la incompletitud geodésica causal se acompañe de un comportamien-
to anómalo a gran escala, como divergencias de curvatura y/o formación
de un horizonte de Cauchy, que a su vez indican que la solución no puede
evolucionar durante tiempos arbitrariamente grandes. De hecho, la ecua-
ción geodésica también se puede reescribir como un problema de valor
inicial, y se puede estudiar que esté bien definido y el comportamiento a
gran escala temporal de sus soluciones. En trabajos previos [57, 58], las
ecuaciones geodésicas efectivas para la Cosmologı́a Cuántica de Lazos se
han estudiado desde el punto de vista del teorema de Picard-Lindelöf.
Como se destacó en el primer capı́tulo, incluso la ecuación diferencial
simple, ẋ = x2, tiene soluciones que se vuelven singulares en un tiempo
finito. Por lo tanto, este tipo de análisis no puede utilizarse para concluir
a favor o en contra de la no singularidad de las geodésicas.

Desde un punto de vista relacionado, las propiedades globales de las
geodésicas también se pueden estudiar usando la ecuación de Raychaud-
huri. Descubrimos en este trabajo [24] que el factor de expansión θ y
el esfuerzo cortante σ son acotados. Esto está en consonancia con otros
modelos homogéneos cuantizados a la lazos, incluyendo modelos an-
isotrópicos. Lo que nunca habı́a sido reportado para ningún modelo es
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el comportamiento de la derivada θ̇. En este trabajo derivamos por pri-
mera vez cotas para esta función, algo que nos permite probar la finitud
- término por término - de la ecuación efectiva de Raychaudhuri. Como
subproducto podemos directamente obtener una cota para la componen-
te tiempo-tiempo del tensor de Ricci efectivo. Recordemos que a pesar de
que en la métrica de Schwarzschild el tensor de Ricci es idénticamente
igual a cero, otros escalares de curvatura como el de Kretschmann di-
vergen al acercarse a la singularidad. Nosotros mostramos que, por el
contrario, después de introducir los efectos cuánticos a la lazos, todos los
invariantes (polinomiales o diferenciales y de cualquier orden finito) del
modelo efectivo son finitos. Por lo tanto, de paso mostramos que todas
las singularidades de curvatura, débiles o fuertes, se eliminan. De hecho,
recordando la definición original de Tipler de singularidad fuerte [62]
como aquella que comprime todo a volumen cero, la ausencia de singu-
laridades de curvatura fuertes podrı́a haberse detectado antes, cuando
mostramos que ningún volumen puede acercarse cero. Además, este es
un resultado muy general aplicable a cualquier geometrı́a, homogénea o
inhomogénea, con factor de expansión acotado. Debido a la generalidad
de estos resultados, esperamos que un análisis cualitativo similar al que
realizamos en este trabajo también sea útil en todos los modelos efec-
tivos donde es utópico conocer soluciones explı́citas en forma cerrada.
Además, de la misma manera que la interacción entre cálculos de mode-
los concretos y técnicas cualitativas generales condujo al descubrimiento
del carácter genérico de singularidades en Relatividad General, espera-
mos que el análisis cualitativo sea útil para obtener un teorema genérico
de inexistencia de singularidades en la teorı́a efectiva de cuantización por
lazos.



Apéndice A

Escalares de Kretschmann y
Ricci para el interior del
agujero negro efectivo

En este trabajo encontramos técnicas que permiten calcular cotas que
nunca antes habı́a sido posible obtener. Una de ellas es la cota al escalar
de Kretschmann efectivo. Aquı́ presentamos las expresiones explı́citas de
los escalares de Ricci y Kretschmann, ası́ como una derivación alternativa
(a la presentada en el capı́tulo 4) de su carácter acotado en la dinámica
efectiva.
El escalar de Ricci efectivo lo podemos expresar como

Re f f = R1 + R2 + R3, (A.1)

donde

R1 =
1

4γ2∆
(12− 8 cos (2bµb)− 2 cos (2cµc)− 3 cos (2bµb − 2cµc)

+ 6 cos (bµb − cµc)

−8 cos (bµb + cµc) + cos (2 (bµb + cµc)) + 2 cos (3bµb + cµc))

R2 =
µ2

b (−2 + cos (2bµb))

∆

R3 =
(bµb − cµc)

(
− sin (2bµb) + sin (2cµc) + 2 sin(bµb)

2 sin (bµb − cµc)
)

γ2∆

R1 está acotado en todo el espacio de fase. Para acotar R2 podemos usar la
constricción efectiva (3.20) o equivalentemente (4.8). Usando (4.19) junto
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Appendix A. Escalares de Kretschmann y Ricci para el interior del

agujero negro efectivo

con (4.20) podemos acotar R3. Finalmente obtenemos que∣∣Re f
∣∣ ≤ 7(3 + 2π)

γ2∆
.

Para el caso del escalar de Kretschmann lo podemos expresar en la si-
guiente forma:

Ke f =
1

8γ4∆2 (bµb − cµc)
2 K1 +

1
γ4∆2 (bµb − cµc)K2

+
1

2γ2∆2 (bµb − cµc) µ2
bK3 +

1
2γ2∆2 µ2

bK4 +
µ4

b
2∆2 K5 + K6. (A.2)

Los K′s son funciones polinomiales de cos bµb, cos cµc, sin bµb and sin cµc
que mostramos explı́citamente abajo. Claramente ellas son acotadas. En
cuanto a los coeficientes que las acompañan son funciones de bµb, cµc y
µb que ya sabemos que son acotadas por (4.19), (4.20) y (4.8) respectiva-
mente.

Explı́citamente cada uno de los coeficientes Ki está dado por:

K1 = 24− 12 cos (4bµb) + cos (6bµb)− 4 cos (4cµc)

+ cos (2bµb)
(
−9− 32 cos (2cµc) sin(bµb)

4 + 96 sin(bµb)
3 sin (cµc)

)
+ (21 sin (2bµb)− 4 sin (4bµb) + sin (6bµb)) sin (2cµc)

− 16 sin(bµb)
2 ((−2 cos (bµb) + cos (3bµb)) cos(cµc) + cos (bµb) cos (3cµc))

− 16 sin(bµb)
2 (+ sin(bµb) (cos (2cµc) sin(bµb)− 7 sin (cµc)− sin (3cµc)))

K2 = 5 cos(cµc) sin(bµb)− 5 cos (2bµb) cos(cµc) sin(bµb) + 2 cos (4bµb) cos(cµc) sin(bµb)
−4 cos (bµb)

2 cos (3cµc) sin(bµb) + 2 cos (bµb)
2 cos (2bµb) cos (3cµc) sin(bµb)

− 23
8 sin (2bµb)− 13

8 cos (2cµc) sin (2bµb) + cos (4cµc) sin (2bµb) +
5
2 sin (4bµb)− 3

8 sin (6bµb)
− 1

8 cos (2cµc) sin (6bµb)− 2 sin(bµb) sin (2bµb) sin (cµc) +
7
2 sin(bµb) sin (4bµb) sin (cµc)

+ 17
4 sin (2cµc)− 23

8 cos (2bµb) sin (2cµc) +
3
4 cos (4bµb) sin (2cµc)− 1

8 cos (6bµb) sin (2cµc)
−3 sin(bµb) sin (2bµb) sin (3cµc)− cos (2bµb) sin (4cµc)

K3 = −8 cos (bµb) cos (2cµc) sin(bµb)
3 + 6 sin (2bµb)− 5 sin (4bµb)

+ cos(cµc) (16 sin(bµb) + 5 sin (3bµb) + sin (5bµb))

+ (12 cos (bµb)− 9 cos (3bµb) + cos (5bµb)) sin (cµc)

− (−5 + 8 cos (2bµb) + cos (4bµb)) sin (2cµc)− 4 sin (bµb − 3cµc)
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K4 = 6 + 2 cos (4bµb) + (3 (cos (bµb) + cos (3bµb))− 2 cos (5bµb)) cos(cµc) + 2 cos (2cµc)

− 2 cos (2bµb) (6 + cos (2cµc))− cos (bµb) cos (3cµc)− 3 cos (3bµb − 3cµc)

+ 4 cos (4bµb − 2cµc) + 4 sin(bµb)
3 sin (cµc) + sin(bµb) sin (3cµc)

K5 = 15+ cos (4bµb)+ 6 cos (2bµb − 2cµc)− 4 cos (3bµb − cµc)− 4 cos (bµb + cµc)

K6 =
cos (bµb)

4 sin(bµb)
4

γ4∆2 − 8 cos (bµb)
3 cos(cµc) sin(bµb)

4

γ4∆2 +
6 cos (bµb)

2 cos(cµc)2 sin(bµb)
4

γ4∆2

− 8 cos (bµb) cos(cµc)3 sin(bµb)
4

γ4∆2 +
24 cos(cµc)4 sin(bµb)

4

γ4∆2 +
4 cos(cµc)2 sin(bµb)

6

γ4∆2

+
4 cos (bµb)

4 sin(bµb)
3 sin (cµc)

γ4∆2 − 24 cos (bµb)
3 cos(cµc) sin(bµb)

3 sin (cµc)

γ4∆2

+
16 cos (bµb)

2 cos(cµc)2 sin(bµb)
3 sin (cµc)

γ4∆2 − 16 cos (bµb) cos(cµc)3 sin(bµb)
3 sin (cµc)

γ4∆2

− 2 cos (bµb)
2 sin(bµb)

5 sin (cµc)

γ4∆2 − 4 cos (bµb) cos(cµc) sin(bµb)
5 sin (cµc)

γ4∆2

+
16 cos(cµc)2 sin(bµb)

5 sin (cµc)

γ4∆2 − 2 sin(bµb)
7 sin (cµc)

γ4∆2 +
8 cos (bµb)

4 sin(bµb)
2 sin (cµc) 2

γ4∆2

− 32 cos (bµb)
3 cos(cµc) sin(bµb)

2 sin (cµc) 2

γ4∆2 +
16 cos (bµb)

2 cos(cµc)2 sin(bµb)
2 sin (cµc) 2

γ4∆2

− 8 cos (bµb)
2 sin(bµb)

4 sin (cµc) 2

γ4∆2 − 16 cos (bµb) cos(cµc) sin(bµb)
4 sin (cµc) 2

γ4∆2

+
16 cos(cµc)2 sin(bµb)

4 sin (cµc) 2

γ4∆2 − 7 sin(bµb)
6 sin (cµc) 2

γ4∆2 +
8 cos (bµb)

4 sin(bµb) sin (cµc) 3

γ4∆2

− 16 cos (bµb)
3 cos(cµc) sin(bµb) sin (cµc) 3

γ4∆2 − 12 cos (bµb)
2 sin(bµb)

3 sin (cµc) 3

γ4∆2

− 16 cos (bµb) cos(cµc) sin(bµb)
3 sin (cµc) 3

γ4∆2 − 4 sin(bµb)
5 sin (cµc) 3

γ4∆2
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+
4 cos (bµb)

4 sin (cµc) 4

γ4∆2 − 8 cos (bµb)
2 sin(bµb)

2 sin (cµc) 4

γ4∆2 +
4 sin(bµb)

4 sin (cµc) 4

γ4∆2

− 32 cos (bµb) cos(cµc)3 sin(bµb)
3 (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

+
2 cos (bµb)

2 sin(bµb)
5 (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

− 8 cos (bµb) cos(cµc) sin(bµb)
5 (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

+
8 cos (bµb)

2 sin(bµb)
4 sin (cµc) (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

− 16 cos (bµb) cos(cµc) sin(bµb)
4 sin (cµc) (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

+
12 cos (bµb)

2 sin(bµb)
3 sin (cµc) 2 (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

+
8 cos (bµb)

2 sin(bµb)
2 sin (cµc) 3 (sin(bµb) + sin (cµc))

γ4∆2

+
24 cos (bµb)

2 cos(cµc)2 sin(bµb)
2 (sin(bµb) + sin (cµc)) 2

γ4∆2 +
sin(bµb)

6 (sin(bµb) + sin (cµc)) 2

γ4∆2

+
4 sin(bµb)

5 sin (cµc) (sin(bµb) + sin (cµc)) 2

γ4∆2 +
4 sin(bµb)

4 sin (cµc) 2 (sin(bµb) + sin (cµc)) 2

γ4∆2

Las cotas de las funciones K pueden ser halladas fácilmente. Como re-
sultado, en contraste con el caso clásico (2.54), encontramos que Ke f está
acotado :

∣∣Ke f
∣∣ ≤ 1419 + 1276π + 324π2

γ4∆2

≈ 8625,42
γ4∆2 →

h̄→0
∞



Apéndice B

Propagador del modelo de
Kantowski-Sachs y
aproximación efectiva.

En este trabajo analizamos los efectos cuánticos que se derivan de una
teorı́a efectiva del interior del agujero negro de Schwarzschild. Por esto
entendemos una dinámica en el mismo espacio fase clásico pero cuyo ha-
miltoniano ya no es el clásico (2.27) sino una modificación no trivial de
él: el hamiltoniano efectivo (3.20). Históricamente esta teorı́a efectiva fue
propuesta inicialmente para el modelo homogéneo e isotrópico con cur-
vatura espacial plana k = 0. Allı́, en uno de los trabajos mas importantes
del área [8] se mostró que la dinámica efectiva coincide exactamente con
la dinámica cuántica. Sobre este resultado está soportada toda el área co-
nocida como ((Modelos Efectivos de Lazos)). Sin embargo, es importante
reconocer que salvo contados modelos (entre ellos el arriba mencionado),
no hay una derivación rigurosa del hamiltoniano efectivo a partir de la
correspondiente teorı́a cuántica. En este apéndice queremos mostrar un
procedimiento que nos lleva a obtener el hamiltoniano efectivo (3.20) a
partir de una teorı́a cuántica [23]. No es el objetivo hacer una derivación
rigurosa, sino mas bién presentar una propuesta que conduce al resulta-
do esperado y además ilustra la fı́sica de la extracción de predicciones
semiclásicas en esta área.

Antes de presentar nuestra propuesta, queremos recordar el procedimien-
to estándar de cuantización. Esto con el objetivo de contrastar con el pro-
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aproximación efectiva.

cedimiento de cuantización a la lazos de sistemas gravitacionales. Breve-
mente recordemos que dado un espacio fase F con corchete de Poisson
{, } la cuantización procede con los siguientes pasos:

1. Selección de un algebra de funciones

fλ : F → C.

A las funciones fλ las denominamos observables clásicos y deben ser
cerradas bajo el corchete de Poisson:

{ fλ, fλ′} = fλ′′ (B.1)

2. Encontrar un espacio de HilbertH y operadores hermı́ticos f̂λ allı́ tales
que ellos satisfacen una relación analoga a (B.1)[

f̂λ, f̂λ′

]
= ih̄ ̂{ fλ, fλ′}

Los operadores f̂λ son los observables cuánticos. En este sentido pode-
mos decir que en H hay una representación de las relaciones de Poisson
clásicas.

3. Ecuación de evolución: En el espacio de Hilbert se satisface la ecuación
de Schrodinger

ih̄
∂|µ〉
∂t

= Ĥ|µ〉

Para esto expresamos H como función de los observables elementales
clásicos, H = H ( fλ) y luego promovemos el resultado a un operador:
Ĥ = Ĥ

(
f̂λ

)
. Este paso no es trivial como parece. Si las cordenadas

del espacio de fase son p y q, entonces claramente podemos escribir
fλ = fλ (p, q). Pero las relaciónes inversas q = q ( fλ) y p = p ( fλ) no
siempre existen. Además, inclusive en el caso en que estas relaciones
clásicas existan, las correspondientes relaciones de operadores q̂ = q̂

(
f̂λ

)
y p̂ = p̂

(
f̂λ

)
podrı́an no estar definidas. Es el caso de la cuantización por

lazos o polimérica donde p̂ no existe, como veremos más adelante.

Para ilustrar el procedimiento anterior presentaremos tres ejemplos: la
cuantización usual o de Schrödinger, la cuantización de Wigner y la cuan-
tización polimérica.
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Cuantización de Schrödinger:

Considerando un sistema con un grado de libertad, procedemos
escogiendo como observables fundamentales clásicos

f1 (q, p) = 1
f2 (q, p) = q
f3 (q, p) = p.

Como espacio de Hilbert escogemos H = L2 (R, dq) y sobre el
actúan

f̂1ψ (q) = ψ (q)

f̂2ψ (q) = qψ (q)

f̂3ψ (q) = −ih̄
dψ

dq
(q) .

De allı́ se puede mostrar que
[

f̂λ, f̂λ′

]
= ih̄ ̂{ fλ, fλ′} para λ = 1, 2, 3 y

que fλ son operadores hermı́ticos. Estos operadores son no acotados
y sólo pueden definirse en dominios densos.

Cuantización de Weyl. Aquı́ escogemos como observables clásicos
elementales a las funciones

g1 (q, p) = 1

gu
2 (q, p) = eiuq

gv
3 (q, p) = eivp

con u, v ∈ R y corchete de Poisson

{gu
2 , gv

3} = −uveipveiqu.

Como espacio de Hilbert escogemos de nuevo H = L2 (R, dq) y
sobre el actúan

ĝ1ψ (q) = ψ (q)

ĝu
2 ψ (q) = eiuqψ (q)

ĝv
3ψ (q) = ψ (q + v) .

Los operadores anteriores satisfacen las relaciones de Weyl:

ĝu
2 ĝv

3 = e−ih̄uv ĝv
3 ĝu

2 . (B.2)
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Se puede ver que las relaciones de Weyl son formalmente equiva-
lentes a las relaciones de conmutación canónicas [q, p] = ih̄ y que

ĝu
2 = eiu f̂2 = eiuq̂ (B.3)

ĝv
3 = e

i
h̄ v f̂3 = e

i
h̄ vp̂. (B.4)

Es decir, se puede ver a la cuantización de Weyl como una versión
exponenciada de la cuantización de Schrödinger. También, retoman-
do el comentario hecho en la nota de pie de página (1) de la intro-
ducción, el teorema de Stone-Von Neumann es aplicable a los dos
casos anteriores pues las dos son representaciones unitariamente
equivalente.

Cuantización polimérica: Los observables clásicos elementales son
de nuevo

g1 (q, p) = 1

gu
2 (q, p) = eiuq y

gv
3 (q, p) = eivp.

Ahora el espacio de Hilbert se construye a partir de vectores abstrac-
tos |µ〉 parametrizados por el número real µ con producto interno

〈µ|ν〉 = δµ,ν. (B.5)

Nótese que en el lado derecho de la anterior ecuación no aparece el
delta de Dirac como en la cuantización estándar sino que aparece la
delta de Kronecker. Este espacio es no separable, recibe el nombre
de espacio de Hilbert polimérico y lo denotamos como Hpoly. Los
operadores cuánticos fundamentales son ahora

k̂1|µ〉 = |µ〉
k̂u

2 |µ〉 = eiuq|µ〉
k̂v

3|µ〉 = |µ− v〉.

y ellos también satisfacen las relaciones de Weyl (B.2). A pesar de
la aparente semejanza de esta cuantización con la cuantización de
Weyl existen diferencias profundas. La mas importante es que no
existe una relación análoga a (B.4). Es decir, no existe un operador
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p̂ tal que k̂v
3 = e

i
h̄ vp̂. Esto es consecuencia de que el operador k̂v

3 no
es débilmente continuo:

〈µ|k̂v
3|µ〉 = 〈µ|µ− v〉 =

{
1, si v = 0
0, si v 6= 0

.

La cuantización polimérica se puede ver como un ejemplo senci-
llo y de juguete de algunos procedimientos de cuantización de la
Gravitación Cuántica de Lazos. Allı́ una de las variables clásicas
elementales son las holonomı́as asociadas a una conexión SU (2),
Ai

a,

hγ[A] = P exp(
∫

γ
A). (B.6)

En la Gravitación Cuántica de Lazos el espacio de Hilbert que se
usa es tal que existen operadores ĥγ pero no existe Â. En completa
analogı́a con la cuantización polimérica (ĥγ es análogo a k̂v

3 y γ es
análogo a v) esto se debe a que el operador ĥγ no es débilmente
continuo en el producto interno del espacio de Hilbert.

En el caso del interior del agujero negro, después de imponer la simetrı́a
de Kantowski-Sachs y fijar parcialmente la norma tal como lo comen-
tamos en el segundo capı́tulo, llegamos a un sistema espacialmente ho-
mogéneo con dos grados de libertad y cuatro variables en el espacio de
fase: b, c, pb y pc. Procederemos ahora a cuantizar poliméricamente este
sistema. Siguiendo a [42], las funciones clásicas elementales que promo-
veremos a operadores son:

λb :=
pb√
Gh̄

, λc :=
√

pc

Gh̄

y
Uβ

b := eiβbµ̄′b , Uζ
c := eiζcµ̄′c ,

con µ̄′b :=
√

∆
pc

y µ̄′c :=
√

pc∆
pb

(3.19). Usando la estructura de Poisson (2.26)

{b, pb} = Gγ y {c, pc} = 2Gγ encontramos que

{
λb, Uβ

b

}
= β

`0

ih̄
Uβ

b
λc

,{
λc, Uζ

c

}
= ζ

`0

ih̄
Uζ

c

λb
, (B.7)
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con `0 := γ
√

∆.

Pasando ahora a la teorı́a cuántica, definimos los operadores λ̂b, λ̂c, Ûβ
b y

Ûζ
c en el espacio de Hilbert H(2)

poly = Hpoly ⊗Hpoly de la siguiente manera:

H(2)
poly admite una base |~λ〉 := |λb, λc〉 de vectores propios de λ̂b y λ̂c, es

decir

λ̂b|~λ〉 = λb|~λ〉
λ̂c|~λ〉 = λc|~λ〉. (B.8)

con λb, λc ∈ R. El producto interno lo definimos poliméricamente:

〈~λ′|~λ〉 = δ~λ′,~λ, (B.9)

donde la δ es de Kronecker.

Para definir Ûβ
b y Ûc usamos las relaciónes cuánticas análogas a la rela-

ciónes clásicas (B.7): [
λ̂b, Ûβ

b

]
= β`0

Ûβ
b

λ̂c
, (B.10)

[
λ̂c, Ûζ

c

]
= ζ`0

Ûζ
c

λ̂b
. (B.11)

De aquı́ podemos calcular la acción de Ûβ
b y Ûζ

c :

[
λ̂b, Ûβ

b

]
|λb, λc〉 = β`0

Ûβ
b

λ̂c
|λb, λc〉

λ̂bÛβ
b |λb, λc〉 − Ûβ

b λ̂b|λb, λc〉 = β
`0

λc
Ûβ

b |λb, λc〉

λ̂bÛβ
b |λb, λc〉 = β

`0

λc
Ûβ

b |λb, λc〉+ λbÛβ
b |λb, λc〉

λ̂bÛβ
b |λb, λc〉 =

(
β
`0

λc
+ λb

)
Ûβ

b |λb, λc〉

entonces Ûβ
b |λb, λc〉 es vector propio de λ̂b con valor propio

(
β `0

λc
+ λb

)
.

Similarmente con Ûζ
c . Por tanto

Ûβ
b |~λ〉 = |λb + β`0/λc, λc〉 y (B.12)
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Ûζ
c |~λ〉 = |λb, λc + ζ`0/λb〉. (B.13)

Veamos ahora que los operadores Ûβ
b y Ûζ

c no son débilmente continuos
en β y ζ:

〈~λ|Ûβ
b |~λ〉 = 〈λb, λc|λb + β`0/λc, λc〉

= 〈λb, λc|λb + β`0/λc, λc〉
= 〈λb|λb + β`0/λc〉〈λc|λc〉
= 〈λb|λb + β`0/λc〉

=

{
1, si β = 0,
0, si β 6= 0

.

Por lo tanto, los operadores Ûβ
b y Ûζ

c no tienen generadores , es decir, no
existen µ̂bb y µ̂cc tal que

Uβ
b = eiβµ̂bb

Ûζ
c = eiζµ̂cc

Queda entonces establecido que estamos ante un sistema cuántico defi-
nido sobre un espacio de Hilbert polimérico con similares caracterı́sticas
que el sistema polimérico considerado arriba.

El siguiente paso es definir un operador hamiltoniano que genere la
dinámica en este espacio de Hilbert. El hamiltoniano clásico (2.27) está
dado en términos de las variables clásicas b, c, pb y pc, o equivalentemen-
te b, c, λb y λc. Pero, de acuerdo a la discusión del párrafo anterior, no
existen en nuestro espacio de Hilbert operadores b y c. Ası́ que no po-
demos seguir el procedimiento tradicional de simplemente cambiar cada
variable clásica por su correspondiente operador cuántico. Para poder se-
guir adelante procedemos de la siguiente manera: Recordemos que para
x ∈ R se cumple que:

eix −
(
eix)∗

2i
= x + O

(
x2) .

Basándonos en esto, proponemos el siguiente argumento

〈s|Ûβ
b |s〉 − 〈s|(Û

β
b )

†|s〉
2i

=
〈s|êiβµbb|s〉 − 〈s|(êiβµbb)†|s〉

2i
= βµbb + O

(
(βµbb)2

)
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para algun estado semiclásico |s〉. Aunque la igualdad anterior no esté
probada ni garantizada la usamos como justificación heurı́sitica para el
procedimiento que sigue a continuación:

Consideremos ahora los operadores (con β = ζ = 1)

ŝin bµb :=
Ûb − (Ûb)

†

2i
y

ŝin cµc :=
Ûc − (Ûc)†

2i
a partir de los cuales podemos definir

Φ̂b :=
1√
∆

√
λ̂bŝin bµb

√
λ̂b y Φ̂c :=

1√
∆

√
λ̂cŝin cµc

√
λ̂c. (B.14)

La acción de estos operadores es:

Φ̂b|~λ〉 =
1√
∆

√
λ̂bŝin bµb

√
λ̂b|~λ〉

=
1√
∆

√
λb

√
λ̂b

(
Ûb − (Ûb)

†

2i

)
|~λ〉

=
1√
∆

√
λb

√
λ̂b

(
|λb + `0/λc, λc〉 − |λb − `0/λc, λc〉

2i

)
=

1√
∆

√
λb

(√
λ̂b|λb + `0/λc, λc〉 −

√
λ̂b|λb − `0/λc, λc〉

2i

)

=
1√
∆

√
λb

(√
λb + `0/λc|λb + `0/λc, λc〉 −

√
λb − `0/λcλ̂b|λb − `0/λc, λc〉

2i

)
(B.15)

Similarmente

Φ̂c|~λ〉 = −
i
√

λc

2
√

∆

[√
λc + `0/λb|λb, λc + `0/λb〉 −

√
λc − `0/λb|λb, λc − `0/λb〉

]
.

(B.16)
Proponemos ahora que el hamiltoniano cuántico de nuestro sistema sea

Ĥµ = − h̄
2γ2

[
Φ̂bΦ̂c + Φ̂cΦ̂b + (Φ̂b)

2 λ̂c

2λ̂b
+

λ̂c

2λ̂b

ˆ(Φb)
2 +

γ2

Gh̄
λ̂b

λ̂c

]
, (B.17)



71

Es importante notar que la versión clásica de este hamiltoniano, para
µbb << 1 y µcc << 1, concuerda con el hamiltoniano clásico (2.27) :

Hµ = H + O
(
(µbb)2

)
+ O

(
(µcc)2

)
.

Con estos elementos estamos listos para calcular∣∣∣〈~λ f ; τf |~λi; τi〉
∣∣∣2 .

Esta es la probabilidad de que estando en un estado |~λi〉 en un tiempo
propio inicial τi se mida un estado |~λ f 〉 en el tiempo propio final τf > τi.
La amplitud de probabilidad está dada por

〈~λ f ; τf |~λi; τi〉 = 〈~λ f | e−i∆τĤµ/h̄|~λi〉, ∆τ = τf − τi. (B.18)

De aquı́ en adelante usaremos el método de integrales de camino de Feyn-
man para calcular la expresión anterior. Como es usual expresamos

e−i∆τĤµ/h̄ =
N−1

∏
n=0

e−iεĤµ/h̄, con Nε = ∆τ. (B.19)

y usando la resolución de la identidad en términos de |~λn〉,

Î = ∑
~λn

|~λn〉〈~λn|, (B.20)

podemos expresar (B.18) como

〈~λ f ; τf |~λi; τi〉 = ∑
~λN−1,...,~λ1

N−1

∏
n=0
〈~λn+1|e−iεĤµ/h̄|~λn〉, (B.21)

donde ~λ f = ~λN y ~λi = ~λ0. Teniendo en cuenta que podemos hacer ε tan
pequeño como queramos tenemos que

〈~λn+1|e−iεĤµ/h̄|~λn〉 = δ~λn+1,~λn
− i

ε

h̄
〈~λn+1|Ĥµ|~λn〉+O(ε2).

Los elementos matriciales 〈~λn+1|Ĥµ|~λn〉 los calculamos usando (B.8), (B.15)
y (B.16)

〈~λn+1|Ĥµ|~λn〉 =
h̄

8γ2∆

{√
λb,n+1λb,n

√
λc,nλc,n+1 (Pn + Qn) +

4γ2∆
Gh̄

λb,n

λc,n
δ~λn~λn+1

+
√

λb,nλb,n+1
λb,n + λb,n+1

2

(
λc,n

2λb,n
+

λc,n+1

2λb,n+1

)
Rn

}
.

(B.22)
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donde

Pn =
(

δλb,n+1,λb,n+`0/λc,n+1 − δλb,n+1,λb,n−`0/λc,n+1

) (
δλc,n+1,λc,n+`0/λb,n − δλc,n+1,λc,n−`0/λb,n

)
,

Qn =
(

δλb,n+1,λb,n+`0/λc,n − δλb,n+1,λb,n−`0/λc,n

) (
δλc,n+1,λc,n+`0/λb,n+1 − δλc,n+1,λc,n−`0/λb,n+1

)
,

Rn =
(

δλb,n+1,λb,n+2`0/λc,n+1 − 2δλb,n+1,λb,n + δλb,n+1,λb,n−2`0/λc,n+1

)
δλc,n+1,λc,n .

Para obtener la teorı́a continua se propone aquı́ [42] remplazar en la ex-
presión anterior los deltas de Kronecker por deltas de Dirac. Esto es equi-
valente a cambiar el espacio de HilbertH(2)

poly aH(2)
Sch = HSch⊗HSch,HSch =

L2(R, dx). Luego de hacer esto, usamos la identidad

δ(λn+1 − λn) =
1

2πγ

∫
R

dϕn+1 e−iϕn+1(λn+1−λn)/γ (B.23)

para obtener

〈~λn+1|e−iεĤµ |~λn〉 =
(

1
2πγ

)2 ∫
d~ϕn+1 e−i~ϕn+1(~λn+1−~λn)/γ

×
{

1 + i
ε

2γ2∆

[
Mn + Nn + Ln +

γ2∆
Gh̄

λb,n

λc,n

]}
+O(ε2),

(B.24)

donde

Mn =
√

λb,n+1λb,n
√

λc,nλc,n+1 sin(
√

∆ϕb,n+1/λc,n+1) sin(
√

∆ϕc,n+1/λb,n),

(B.25)

Nn =
√

λb,n+1λb,n
√

λc,nλc,n+1 sin(
√

∆ϕb,n+1/λc,n) sin(
√

∆ϕc,n+1/λb,n+1),

(B.26)

Ln =
√

λb,nλb,n+1
λb,n + λb,n+1

2

(
λc,n

2λb,n
+

λc,n+1

2λb,n+1

)
sin(
√

∆ϕb,n+1/λc,n+1)
2.

(B.27)

y ~ϕ = (ϕb, ϕc). Podemos entonces escribir la amplitud de probabilidad
como

〈~λ f ; τf |~λi; τi〉 =
(

1
2πγ

)2N ∫
d~λN−1...d~λ1

∫
d~ϕN ...d~ϕ1 ei/h̄SN

µ +O(ε2),

(B.28)
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donde

SN
µ = ε

N−1

∑
n=0
− h̄

γ
~ϕn+1

~λn+1 −~λn

ε
+

h̄
2γ2∆

[√
λb,n+1λb,n

√
λc,nλc,n+1

×
(

sin(
√

∆ϕb,n+1/λc,n+1) sin(
√

∆ϕc,n+1/λb,n) + sin(
√

∆ϕb,n+1/λc,n) sin(
√

∆ϕc,n+1/λb,n+1)
)

+
√

λb,nλb,n+1
λb,n + λb,n+1

2

(
λc,n

2λb,n
+

λc,n+1

2λb,n+1

)
sin(
√

∆ϕb,n+1/λc,n+1)
2 +

γ2∆
Gh̄

λb,n

λc,n

]
.

(B.29)

Tomando el lı́mite N → ∞ (B.29) toma la siguiente forma

Sµ = lı́m
N→∞

SN
µ =

∫ τf

τi

dτ

{
− h̄

γ
~ϕ · ~̇λ

+
h̄

2γ2∆

[
λbλc sin(

√
∆ϕb/λc)

(
2 sin(

√
∆ϕc/λb) + sin(

√
∆ϕb/λc)

)
+

γ2∆
Gh̄

λb

λc

]}
.

(B.30)

Por tanto, podemos ver que el hamiltoniano efectivo es

Heff
µ = − h̄

2γ2∆

[
λbλc sin(

√
∆ϕb/λc)

(
2 sin(

√
∆ϕc/λb) + sin(

√
∆ϕb/λc)

)
+

γ2∆
Gh̄

λb

λc

]
.

(B.31)
Regresando a las variables (b, c, pb, pc) obtenemos que

Heff
µ = − 1

2Gγ2

[
2
√

pc
sin µbb

µb

sin µcc
µc

+
pb√
pc

(
sin µbb

µb

)2

+ γ2 pb√
pc

]
.

(B.32)
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Juan C. Ruelas. Effective loop quantum geometry of Schwarzschild
interior. Phys. Rev., D95(6):064041, 2017.

[24] Jeronimo Cortez, William Cuervo, and Hugo A. Morales-Técotl. On
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edition edition, 6 1984.

[65] Robert M. Wald. Quantum Field Theory in Curved Space-Time and Black
Hole Thermodynamics. Chicago Lectures in Physics. University of
Chicago Press, Chicago, IL, 1995.

[66] Hsien-chung Wang. On invariant connections over a principal fibre
bundle. Nagoya Math. J., 13:1–19, 1958.

[67] Edward Wilson-Ewing. Loop quantum cosmology of Bianchi type
IX models. Phys.Rev., D82:043508, 2010.


	Portada
	Resumen
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Agujero Negro de Schwarzschild Clásico
	Capítulo 3. Modelos Efectivos de la Cuantización por Lazos del Interior del Agujero Negro de Schwarzschild
	Capítulo 4. Dinámica Cuántica Efectiva
	Capítulo 5. Discusión, Conclusiones y Perspectivas
	Apéndices
	Bibliografía

