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Prefacio

Empezamos la primer parte del trabajo abordando el material necesario para desarrollar
el resto de la tesis. Introducimos notacion general y luego recordamos las nociones de dimen-
sion proyectiva relativa y de dimension resolucion de una clase X' de objetos en una categoria
abeliana A. Finalmente recordamos definiciones y propiedades bésicas que necesitamos acerca
de la teoria de aproximacion de Auslander-Buchweitz. En lo que sigue, estaremos tomando
como referencia principal el articulo [7].

Destacamos que Auslander y Buchweitz suponen en [7] que una clase X C A es una
subcategoria resolvente y aditivamente cerrada , la cual es también cerrada bajo sumandos
directos en A. En una muy cuidadosa revision de las pruebas que aparecen en [7], podemos
ver que algunas de las hipdtesis supuestas no son usadas.

En la segunda parte, que corresponde al Capitulo 6, definimos a los objetos Gorenstein rela-
tivos para una categoria abeliana A y usamos teorfa de aproximacion de Auslander-Buchweitz
en esta nueva teoria Gorenstein relativa. Tratamos de reproducir bajo el lenguaje correspon-
diente a objetos Gorenstein relativos, la mayoria de los resultados conocidos para moédulos
Gorenstein, como lo hace H. Holm en [47]. Para esto usamos algunas veces ideas similares a
las de [47] y en otras ocasiones damos pruebas alternativas.
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Introducciéon

El estudio de dimensiones homoldgicas, las cuales son obtenidas reemplazando los médulos
proyectivos o inyectivos por ciertas subcategorias, fue iniciado por S. Eilenberg y J. C. Moore
en [28], el cual fue el punto inicial de lo que hoy en dia es llamado dlgebra homoldgica relativa.
Varios anos después, una importante rama del algebra homolégica relativa fue desarrollada
por Maurice Auslander y Ragnar O. Buchweitz en su articulo [7]. Los conceptos y resultados
en su trabajo comprenden lo que usualmente es conocido como teoria de aproximacion de
Auslander-Buchweitz (a la cual nos referiremos como teoria AB, para abreviar), la cual,
consiste de métodos para obtener (pre-) cubiertas y (pre-) envolventes, esto es, aproximaciones
a izquierda y derecha de generadores y cogeneradores de una subcategoria plena de una
categoria abeliana.

Estos métodos permitieron probar a Auslander y Buchweitz, entre otros resultados, que
para todo R-modulo a izquierda N, finitamente generado (con R un anillo noetheriano con-
mutativo Cohen-Macaulay), existe un R-moédulo a izquierda M, Cohen-Macaulay maximal y
un epimorfismo de M sobre N, tal que cualquier otro epimorfismo de un maximal Cohen-
Macaulay sobre N se factoriza a través de éste; en otras palabras /N tiene pre-cubierta Cohen-
Macaulay maximal. Recientemente, Henrik Holm vuelve a probar este resultado en [49], para
anillos locales Cohen-Macaulay, mostrando que la clase de médulos Cohen-Macaulay maxi-
males es la parte izquierda de un par de cotorsiéon completo y hereditario en la categoria de
modulos finitamente generados sobre tales anillos. Observe que en estos dos casos, donde R
es un anillo conmutativo noetheriano Cohen-Macaulay o un anillo local Cohen-Macaulay, la
existencia de las mencionadas precubiertas y pares de cotorsion completos y hereditarios es
restringida a cierta subcategoria de R-moédulos a izquierda, los cuales son finitamente gene-
rados. Asi que, el problema de obtener aproximaciones para modulos sobre tales anillos es
tomado localmente. En este trabajo, proponemos el concepto de par de cotorsion relativo como
un método para hallar aproximaciones a derecha e izquierda de manera local en subcategorias
gruesas de una categoria abeliana.

Cabe mencionar que la importancia de las aproximaciones no esté solo restringida al
contexto de modulos sobre anillos Cohen-Macaulay, si no que encuentra en el hecho de que
la existencia de aproximaciones es un prerequisito para calcular dimensiones relativas. Por
ejemplo, este hecho puede apreciarse en el trabajo de Holm [47], donde el autor construye
pre-cubiertas Gorenstein proyectivas y pre-envolventes Gorenstein inyectivas, para ciertos
modulos sobre un anillo arbitrario, de los cuales es posible definir dimensiones homolégicas
Gorenstein y funtores derivados Gorenstein. Los resultados de Holm, hacen notar la fuerte
relacion entre la existencia de pares de cotorsion completos y aproximaciones.

En anos recientes, una ttil herramienta para producir aproximaciones a través de pares
de cotorsion completos ha sido desarrollada por Paul Eklof, Jan Tlrifaj, Edgar E. Enochs,
Overtoun M. G. Jenda y Riidier Gébel en [29, 25| [40]. De modo que no es de sorprender
que la teoria AB provea una buena herramienta para investigar objetos Gorenstein relativos
en categorias abelianas, los cuales, como probaremos, son también objetos cofibrantes y fi-




111

brantes de ciertas categorias de modelo, una nocién que proviene de la topologia algebraica.
Esta ultima afirmacion es una consecuencia de una correspondencia uno a uno, entre pares de
cotorsion completos y estructuras de categorias de modelo sobre categorias abelianas, desa-
rrolladas por Mark Hovey en [51], y después generalizada por James Gillespie en [36], para
categorias exactas débilmente completas por idempotentes.

Teniendo en cuenta los hechos expuestos arriba, en el presente trabajo abordamos algunas
ideas que son mas generales que las mencionadas. Dichas ideas son desarrolladas a través de
técnicas propias del algebra homologica al estilo Auslander-Buchweitz y elaboramos hasta
donde es posible, otro tipo de algebra homolégica, la cual nos permite deducir bastantes de
los resultados clasicamente conocidos en cada teoria abordada, asi como otros nuevos, y otros
mas generales, llevamos a cabo este desarrollo en dos temas principales.

En el primer tema, usando la teoria AB desarrollamos en el entorno general proporcio-
nado por una categoria abeliana A, la teoria de pares de Frobenius a izquierda y a derecha,
los cuales son conceptos que provienen de las nociones de generadores y cogeneradores (en el
sentido de Auslander y Buchweitz [7]). Usamos los pares de Frobenius para construir pares de
cotorsion relativos para llevar la correspondencia uno a uno entre pares de cotorsion completos
y estructuras de modelo a la teoria AB. Especificamente, de cierto tipo de pares de Frobe-
nius (X, w) en una categoria A, obtenemos estructuras de categoria de modelo (a las cuales
llamamos estructuras de modelo de Auslander-Buchweitz) sobre la subcategoria X" C A de
objetos en A con dimensién resolucion finita, relativa a X'. Una vez obtenidas estas estruc-
turas de modelo, calculamos sus categorias de homotopia, intentando representar el algebra
homologica resultante de generadores y cogeneradores como ciertas subcategorias estables.
Como una aplicaciéon, mostramos como varias categorias de homotopia conocidas proceden-
tes de objetos Gorenstein relativos, tales como los Gorenstein-proyectivos, Ding-proyectivos
y modulos Gorenstein AC-proyectivos (y sus respectivos duales), pueden ser representadas
como categorias de homotopia de estructuras de modelo de Auslander-Buchweitz. Este puen-
te entre teoria AB, categorias de homotopia y estructuras de modelo via pares de Frobenius
se relaciona también con la nocién de contextos de Auslander-Buchweitz. Veremos también
como esta relacion da lugar a generalizar algunos métodos para construir aproximaciones en
teorfa de Auslander-Reiten y teoria cotilting.

Para comprender el segundo tema, comentamos antes algunos hechos que ilustra la im-
portancia de su estudio. Hacemos esto como sigue: Dentro del dlgebra homologica clésica, las
clases de modulos proyectivos, inyectivos y planos juegan un papel fundamental para definir
dimensiones para cualquier modulo, las cuales permiten enunciar resultados referentes al ani-
llo base. Alrededor del concepto de dimension homologica, Auslander y Bridger introducen en
1969 la G-dimension (ver [3]) para modulos finitamente generados sobre un anillo noetheriano
y conmutativo. Ellos prueban la desigualdad G-dim(M) < pdz(M), se convierte en igualdad
cuando pdg(M) es finita. Dicha igualdad es usada para dar una caracterizacion de los anillos
locales Gorenstein (ver [2], Secciéon 3.2), asi como para probar la formula generalizada de
Auslander-Buchsbaum para G-dimensiones.

Posteriormente, en la primera parte de la década de los 90’s, la nocioén de la G-dimension




v

fue extendida mas alld de los médulos finitamente generados sobre un anillo noetheriano.
Para un anillo general R, Enochs y Jenda definen en [24] la dimension Gorenstein proyectiva
Gpdg(—) para modulos arbitrarios (no necesariamente finitamente generados). Tal dimension
esta dada por medio de una resolucion de madulos Gorenstein proyectivos. Trabajos subsecuen-
tes de Avramov, Buchweitz, Martsinkovsky y Reiten muestran que un médulo M finitamente
generado, sobre un anillo noetheriano, es Gorenstein proyectivo si y solo si G-dimg(M) = 0
(ver [22] en la observacion que le sigue al Teorema 4.2.6).

Recientemente H. Holm [47] prueba que la clase de modulos Gorenstein proyectivos, tra-
tada por Enochs y Jenda [24], son una clase resolvente, lo cual permite calcular Gpdg(—),
por medio de resoluciones Gorenstein proyectivas, posteriormente se definen los bien conoci-
dos modulos Gorenstein AC-proyectivos (inyectivos) [15], Ding-proyectivos (inyectivos) [35],
los cuales son una generalizacion de los médulos Gorenstein proyectivos de H. Holm, cabe
mencionar que, una excelente referencia para ahondar en estos temas, es el libro de Marco A.
Pérez [68]. Desde entonces, varios intentos por generalizar a esta variedad de objetos Gorens-
tein proyectivos de una manera global han aparecido, acompanados con diversos nombres,
algunos de ellos son: D. Bennis [14], seguido de M. Tamekkante [75], asi como por F. Meng
y Q. Pan [65], seguido de H. Cheng y X. Zhu [2I], con algunas variaciones de Q. Pan y F.
Cai [66], con otras versiones e independientemente por Y. Geng y N. Ding 33|, D. Bennis, J.
R. Garcia Rozas y Luis Oyonarte [13], finalmente Aimin Xu en [79], entre otros. En dichos
trabajos se vuelven a probar algunos de los resultados que H. Holm muestra en [47], pero en
un contexto mas general.

El proposito del segundo tema es unificar las distintas nociones de objetos Gorenstein pro-
yectivo en una sola. Para esto, definimos a los objetos (X, Y)-Gorenstein proyectivos relativos
y desarrollamos propiedades de estos mediante el uso de la teoria de Auslander-Buchweitz,
y hacemos ver en varias ocasiones que los resultados obtenidos son una generalizaciéon de lo
conocido en varios de los trabajos arriba mencionados. Damos algunos pares de cotorsion
relativos en el sentido tratado en el Capitulo 2 de este trabajo; desarrollamos también las
propiedades de las dimensiones homolégicas relativas asociadas a nuestros objetos Gorenstein
proyectivos relativos pasando por varias dimensiones finitistas relativas. Por otro lado, vere-
mos como los objetos Gorenstein proyectivos relativos se relacionan a través de los pares de
cotorsion relativos que inducen, con ciertos pares, llamados W-cotilting. Cabe mencionar que
dichos pares W-cotilting, constituyen una nocién mas general que los objetos cotilting, en el
sentido de Angeleri-Coelho [5].

El trabajo estd organizado como sigue. Empezamos el primer tema desde el Capitulo 1
y hasta el Capitulo 5. En el primer Capitulo recordamos algunos conceptos y resultados de
la teoria AB, abordamos nociones basicas del adlgebra homolégica relativa, tales como reso-
luciones y dimensiones homologicas. Presentamos también la nociéon de pares de Frobenius
(a derecha y a izquierda), los cuales constituyen el principal objeto de estudio en este primer
tema. En el Capitulo 2, recordamos la nocién de pares de cotorsiéon en categorias exactas.
En el caso particular, donde & C A es una subcategoria gruesa, S puede ser considerada
como una sub-categoria exacta; y un par de cotorsion completo en S, sera llamado un par




de S-cotorsion. Después proveemos una descripcion alternativa de pares de S-cotorsion y
usamos este resultado para inducir pares de cotorsiéon relativos a partir de las nociones de
generador y cogenerador que provienen de la teoria AB. Motivados en la interacciéon entre
pares de cotorsion y categorias de modelo, mostramos como obtener de un par de Frobenius
fuerte a izquierda (X,w), dos pares de cotorsion compatibles y completos, en la subcategoria
S := X" de objetos en A con dimension resolucion finita con respecto a X (la cual es grue-
sa). Aplicamos entonces en el Capitulo 3, un resultado conocido como la correspondencia de
Hovey-Gillespie, para obtener una estructura eracta de modelo sobre X, a la cual llamamos
la estructura de modelo proyectiva de Auslander-Buchweitz, donde X', X" y w” son las clases
de objetos cofibrante, fibrante y triviales, respectivamente. Esta estructura de modelo puede
ser aplicada a elecciones particulares de X' y w para reunir algunos resultados conocidos y
presentar algunos nuevos. La aplicaciéon mas sobresaliente de este punto seré generalizar las
estructuras de modelo abelianas que existen en algebra homologica Gorenstein y Ding-Chen.
Mas aun, vemos que la categoria de homotopia de esta estructura de modelo, representa en
algun sentido, una generalizacion de la categoria estable de modulos Stmod(R) de un anillo
R. Finalmente en el Capitulo 4, recordamos la nociéon de contexto de Auslander-Buchweitz,
y presentamos algunas correspondencias (uno a uno entre ellos) con los pares de Frobenius,
pares de cotorsion relativos y estructuras de modelo exactas. Como una aplicacion de estas
correspondencias, presentaremos en un contexto categérico, un importante teorema de M.
Auslander e I. Reiten, el cual establece una correspondencia biyectiva entre los médulos co-
tilting basicos en mod(A) (la categoria de modulos a izquierda finitamente generados sobre
A una algebra de Artin) y las subcategorias resolventes, precubrientes F C mod(A) tales que
F" =mod(A). Con el fin de que la teoria desarrollada en la primera parte se vea enriquecida,
damos en el Capitulo 5 un buen niimero de ejemplos sobre pares de Frobenius obtenidos en va-
rios ambientes ya conocidos. Proporcionamos algunas aplicaciones importantes para apreciar
la utilidad de los pares de Frobenius cuando se intercambian propiedades entre estructuras
homolégicas y homotdpicas que aparecen en algebra homoldgica Gorenstein y teoria de re-
presentaciones. Revisamos algunos resultados conocidos sobre los cuales la teoria de pares de
Frobenius es motivada. En el marco general de categorias abelianas, en la Proposicion
presentamos a las subcategorias Gorenstein en el sentido de S. Sather-Wagstaff, T. Sharif,
D. White [72], como parte de un par de Frobenius fuerte. Otra interesante aplicacion incluye
caracterizaciones de ciertos anillos especiales. En la Proposicion mostramos que un anillo
R es perfecto si, y solo si, la clase de los R-mddulos Ding-proyectivos y planos forman un par
de Frobenius a izquierda. Para anillos conmutativos locales R, probamos en el Corolario [5.6
que R es no regular, Iwanaga-Gorenstein y artiniano si, y solo si, R es casi-Frobenius y con
dimension global infinita. Al final de este capitulo, usamos a los médulos Gorenstein planos y
pares de Frobenius para establecer una caracaterizacion de los anillos GF-cerrados. A saber,
probamos en la Proposicion 7?7 que tener un anillo GF-cerrado R es equivalente a decir que las
clases de R-modulos Gorenstein planos y planos-perpendicular forman un par de Frobenius a
izquierda.

En los Capitulo 6 y 7 desarrollamos el segundo tema de estudio en este trabajo. En el
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Capitulo 6 definimos al principal objeto de estudio. Dado un par (X,)) C A% (ver Definicion
, tenemos a los objetos (X,Y)-Gorenstein proyectivos (denotamos a tal coleccion por
GP(xy)(A), ver Definicion [6.1)), asi como a los objetos (X, Y)-Gorenstein proyectivos débiles
(denotado WGP (x y)(A), ver Definicion[6.13)), damos una buena cantidad de ejemplos de tales
pares. Probamos que bajo ciertas condiciones, estas dos clases de objetos se relacionan muy
bien, a saber, se dan la igualdades (ver Teorema

WGPy = WGPy y) = GPry) = GPley) = WGPy,

lo cual deja como caso particular a [79, Teorema 2.8| y [13, Proposiciéon 2.16 (2)]. También
hacemos ver como los resultados obtenidos en este trabajo resultan mas generales que los
clasicamente conocidos (con cldsicamente conocidos nos referimos a [47]).

Habiendo desarrollado la herramienta necesaria para entrar al terreno de las dimensiones
homolégicas, pasamos al Capitulo 7, donde desarrollamos de manera unificada la teoria de di-
mensiones homologicas relativas Gorenstein. Establecemos relaciones entre diferentes tipos de
dimensiones homologicas relativas, como lo son las dimensiones Gorenstein proyectiva relativa
(débil), proyectiva relativa, finitista y dimensiéon resolucion, esto lo hacemos mediante tomar
diferentes pares (X', )) de clases de objetos en una categoria abeliana .4, como una aplicacion
de los resultados obtenidos hasta éste punto, conseguimos volver a probar varios resultados
conocidos, pero en mayor generalidad. Por ejemplo; probamos en el Teorema [7.24] que bajo
ciertas condiciones sobre el par (X,})), la dimension (X', Y)-Gorenstein proyectiva finitista de
A y la dimension proyectiva finitista de A coinciden, lo cual generaliza [47, Proposicion 2.17].

En la Seccion 7.1 introducimos la nocién de par W-tilting y W-cotilting en una categoria
abeliana A. Mostramos que existe una fuerte relacion entre los objetos Gorenstein proyectivos
débiles WGP ., y), obtenidos de un par WGP-admisible (w,)) (ver Definicion , y los pares
de cotorsion relativos tratados en el Capitulo 2 de este trabajo. En mayor detalle, dado un
par WGP-admisible (w,Y), con w cerrada por sumandos directos, el par (WGP, yy,w") se
convierte en un par de WQP(\W,y)—cotorsién en la categoria abeliana A (ver Proposicion .
Adicionalmente, mostramos que la igualdad WGP, yy = LY es cierta si, y sélo si, el par WGP-
admisible (w, V) es un par W-cotilting, para algin W C A (ver Corolario[7.45). Si la categoria
abeliana A tiene suficientes proyectivos y para el par W-cotilting (w,)) sabemos que w es
cerrada por sumandos directos y id()) < oo, tenemos del Teorema que (WGP, w")
es un par de cotorsion hereditario y completo en 4. Mas aun, la dimension global (X, ))-
Gorenstein proyectiva de A coincide con diferentes tipos de dimensiones proyectivas finitistas
relativas y dimensiones por resolucién (ver los detalles en el Teorema [7.52 (¢) y (e)). Los
mismos resultados escritos en términos de objetos (X,))-Gorenstein proyectivos también
resultan ser ciertos como puede verse en esta Seccion 7.1.

En la Seccién 7.2 introducimos la nociéon de objetos tilting y cotilting en categorias abelianas,
la cual es una extension de la definicion dada por Angeleri-Coelho [5] para la situacion de
la categoria abeliana de moédulos Mod(R), para un anillo arbitrario R. Esta definicion de
objeto tilting (cotilting) es usada a través de esta seccién para ser comparada con la nocion
de W-tilting (W-cotilting). Por ejemplo, en el Corolario tenemos que la nocién de par
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W-cotilting es una generalizacion estricta de un objeto cotilting.

En esta Seccion 7.2, somos capaces de aplicar los resultados obtenidos en la Seccion 7.1, y asi
obtener varios resultados para objetos tilting y cotilting. Por mencionar uno; en el Teorema
[7.65 probamos que para una categoria AB4* A, con cogeneradores inyectivos y suficientes
proyectivos, si (X,)) es un par de cotorsion hereditario y completo en A, tal que id()) < oo
y w = X NY es cerrado bajo productos, entonces existe algiin objeto cotilting M € A tal que
w = Prod(M), id(M) =id(Y), Y = w" y WGP, = X = - M. Finalmente, en el Teorema|7.68|
consideramos Mod(R), para un anillo R que es perfecto a izquierda, noetheriano a izquierda y
coherente a derecha. Caracterizamos en este caso varias relaciones entre diferentes dimensiones
homologicas introducidas en esta tesis.




VIII




[ndice general

[1. Teoria de aproximacion de Auslander-Buchweitz| 1
- - 5

17

[2.1. Pares de cotorsion en categorias exactas| . . . . . . . . ... ... ... .. .. 17
[2.2. Pares de cotorsion relativos y subcategorias gruesas| . . . . . . . . .. ... .. 19
[2.3. Pares de cotorsion relativos a partir de pares de Frobeniug . . . . . . . .. .. 21
[2.4. Pares de cotorsion relativos hereditarios. . . . . . . . . . ... ... ... ... 23
[2.5. Ejemplos de pares de cotorsion relativos| . . . . . . . ..o 27

[3. Estructuras exactas de modelos a partir de pares de Frobenius| 31
[3.1. Correspondencia de Hovey-Gillespie| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 31
[3.2. Subestructuras de modeld . . . . . . . ... L 37
[3.3. La categoria de homotopia de una estructura de modelo de Auslander-Buchweitz| 39

[4. Contextos de Auslander-Buchweitz, pares de cotorsion, pares de Frobenius |
|y estructuras de modelo.| 43
[4.1. Contextos de Auslander-Buchweitz, pares de Frobenius y pares de cotorsion |

[ relativos] . . . . . L L e e e e 43
[4.2. Pares de cotorsion relativos y clases cubrientes . . . . . . ... ..o 48
[4.3. Algunas observaciones acerca de pares de cotorsion pertectos| . . . . . . . . .. 54
[4.4. Teoremas de correspondencia de Auslander-Reiten|. . . . . . . . . . ... ... 55
[4.5. Pares de Frobenius tuertes, triples de Hovey y estructuras de modelo de Auslander- |

[ Buchweltzl . . . . . . . . 60
[5. Ejemplos en algebra homolégica Gorenstein| 67
[h.1. FEstructuras de modelo de Gorensteinl . . . . . . . . . . .. ... ... 67
[5.2. Pares de Frobenius a izquierda a partir de subcategorias Gorenstein| . . . . . . 70

IX



INDICE GENERAL

[5.3. Estructuras de modelo exactas de modulos Gorenstein relativos a pares de

| dualidadl . . . . ... ... ... ..

6. Objetos Gorenstein relativos|

[6.1. Objetos Gorenstein proyectivos relativos.| . . . . . . . .. ... ... ... ...

[6.2. Categorias abelianas con estructura adicional . . . . . . . . . . ... ... ...

[7. Dimensiones homolbgicas relativas Gorenstein|

[7.1. Pares de cotorsion y objetos Gorenstein proyectivos relativos| . . . . . . . . ..

[7.2. Objetos cotilting y pares VW-cotilting] . . . . . ... ... ... ... ... ...

[8. Apéndice: Algunas herramientas homologicas|

B.1. Axiomas de Grothendieckl . . . . .
18.2. Algebra homological . . . . . . . ..

79
79
87

103
119
128




Capitulo

Teoria de aproximacion de
Auslander-Buchweitz

Iniciamos este capitulo recolectando todo el material base que necesitaremos mas adelante.
Introducimos primero notaciéon general. Luego, recordamos algunas nociones de dimension
proyectiva relativa y dimension de resolucion dada por una clase de objetos en una categoria
abeliana A. Finalmente, recordamos definiciones y propiedades béasicas que necesitaremos
de la teoria de Auslander-Buchweitz. En lo que sigue, estaremos tomando como referencia
principal el articulo [7].

Observamos que M. Auslander y R.-O. Buchweitz, en varios resultados de [7], trabajan
con una sub-categoria X C A, resolvente y aditivamente cerrada , la cual es también cerrada
bajo sumandos directos en A. En una cuidadosa revision de las pruebas de [7], podemos ver
que algunas propiedades asumidas para X no son usadas. Para dar aplicaciones de la teoria de
Auslander-Buchweitz al algebra homologica Gorenstein, damos aqui una revision, colocando
en cada enunciado las hipotesis minimas necesarias.

A través de éste trabajo, A denotara una categoria abeliana. Un ejemplo de tales cate-
gorias, considerada frecuentemente en este trabajo es Mod(R), la categoria de R-modulos,
donde R es un anillo asociativo con unidad. Por R-mo6dulos, nos referimos a los R-mddulos
a izquierda. En algunas ocasiones, consideraremos la categoria Mod(R) de R-moédulos a
derecha.

La notacion X C A significa que X es una clase de objetos de A (la cual puede ser
pensada también como una sub-categoria plena de A). La notacion M € A significa que M
es un objeto de A. El término subcategoria significara subcategoria plena.

Sean M, N objetos de A, X e ) subcategorias de A, y 7 > 0 un entero positivo. Introdu-
cimos la siguiente notacion:

1. Relaciones de ortogonalidad: Escribimos Ext(X,)) = 0, cuando Ext’(X,Y) =
0, para todo X € X y Y € ). En los casos & := {M} y Y = {N}, escribimos
Ext’y(M,Y) =0y Ext’,(X,Y) = 0, respectivamente.

1



2. Dimensiones proyectivas e inyectivas relativas: Recordamos de Angeleri-Hiigel
y Mendoza [0, Seccion 1], las nociones de dimension proyectiva e inyectiva relativa.
Denotamos por pdy (M) a la dimension X-proyectiva de M (o la dimension proyectiva
de M relativa a X), definida como

pdy (M) := inf{n > 0: Ext, (M, X) = 0 para todo i > n}.

En el caso X := A, obtenemos la usual dimension proyectiva de M, denotada por
pd(M). Para dimensiones relativas de una subcategoria )}, denotamos por pd,()) a la
dimension X -proyectiva de ):

pdy(Y) :=sup{pdy(M) : M € V}.

Las nociones de dimension X -inyectiva de M y dimension X -inyectiva de Y son definidas
similarmente, y denotadas por idxy (M), id(M) e idy(}), respectivamente. En el caso
X := A, solo escribimos pd()) y id(Y) para la dimension proyectiva de Y y la dimension
inyectiva de ), respectivamente. Puede verse que pdy()) = idy(X), la cual es una
propiedad muy importante para intercambiar dimensiones relativas, y que serd muy
usada conforme avancemos en el desarrollo del trabajo.

La nocién de objeto proyectivo fue introducida en 1956 por Henri Cartan y Samuel
Eilenberg en su importante libro Homological Algebra, en el ambito de médulos sobre
anillos. Posteriormente, el desarrollo de la teorfa de categorias llevo a definirlos mediante
las propiedades analogas que se conservan en tal generalidad.

3. Dimensiones resoluciéon y coresolucién. Recordamos también de [6] las nociones
de dimension resoluciéon y coresolucion. Denotamos la dimension de X -resolucion de
M por resdimy (M), la cual es el menor entero no negativo n, para el cual existe una
sucesion exacta

E0—=-X, =X 1= = X1 =2 Xg—= M =0,

con X; € X para todo i € {0,1,...,n}. La sucesion ¢ es una X-resolucion finita de
M. Si tal n no existe, definimos resdimy (M) := oo. La dimensidn X -resolucion de una
subcategoria Y C A es definida como

resdimy () := sup{resdimy(Y) : Y € V}.
Dualmente, tenemos la dimension de X -coresolucion de M y de ), denotadas por

coresdimy (M) y coresdimy()), respectivamente.

Denotamos por X" a la subcategoria plena de objetos en A que tienen X-resolucion fini-
ta. La subcategoria XV de objetos que tiene X-corresolucion finita se define de manera
dual.
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4. Clases ortogonales. Denotamos por

Xt={M e A:Exty(—, M)y =0} y Xt :=[)&",

>0

a las subcategorias ortogonales parcial y total a derecha de X', respectivamente. Dual-
mente, tenemos las subcategorias ortogonales parcial y total a izquierda de X', denotadas
por X y L X, respectivamente.

5. Aproximaciones a derecha e izquierda. Para un tratamiento més profundo de
precubiertas y preenvolventes se puede consultar el trabajo de Enochs y Jenda |25
Definiciones 5.1.1 y 7.1.6]. Aunque estos conceptos son presentados en [25] para la
categoria Mod(R), estos también pueden trasladarse al contexto de categorias abelianas.
Recordemos que un morfismo f : X — M es llamado X-precubierta de M si:

(a) X e X,y
(b) Para todo X’ € X, el morfismo inducido

Hom (X', f): Hom4(X', X) — Homu (X', M),

es sobreyectivo, o equivalentemente: para todo f': X’ — M con X' € X, existe un
morfismo h: X’ — X tal que el siguiente diagrama conmuta

vy

Hh/

X/

Mas atn, en caso de que en el diagrama anterior X’ = X y f' = f, éste solo pueda
ser completado por un automorfismo de X, la X-precubierta f es llamada X -cubierta.
Diremos que una X-precubierta f : X — M es especial si Coker(f) = 0y Ker(f) €
X1t La clase X se dice precubriente si todo objeto de A tiene una X-precubierta.
Similarmente, podemos definir clase cubriente y clase precubriente especial en A, esto
es, X es cubriente (respectivamente, precubriente especial) si todo objeto en A tiene
una X-cubierta (respectivamente, una X-precubierta especial). Dualmente, tenemos las
nociones de X -preenvolvente, X -envolvente y X -preenvolvente especial en A. Asi como
las nociones de clase envolvente, preenvolvente y preenvolvente especial.

6. Frecuentemente usaremos varias propiedades de cerradura para clases de objetos en una
categoria abeliana o exacta. Dada una clase X de objetos de A, podemos pedir que:
(1) X sea cerrada bajo sumandos directos, (2) X sea cerrada por extensiones, (3) X




sea cerrada por nicleos de epimorfismos entre sus objetos, o que (4) X sea cerrada
por conucleos de monomorfismos entre sus objetos. En lo que sigue, consideraremos
una nueva terminologia para cierta subcategoria X C A, la cual serda usada en varias
descripciones.

Denotamos por Proj(A) e Inj(A) a las clases de objetos proyectivos e inyectivos de A,
respectivamente.

Definiciéon 1.1. (Subcategorias de interés). Sea X una subcategoria de A. Decimos que X
es una subcategoria prerresolvente de A si es cerrada por extensiones y micleos de epi-
morfismos entre sus objetos. Si ademds Proj(A) C X, decimos que X es una subcategoria
resolvente de A. Si las propiedades duales se cumplen, tenemos los conceptos de subcatego-
ria precorresolvente y subcategoria corresolvente (esto es, prerresolvente+Inj(A) C X ).

Decimos que una subcategoria prerresolvente X de A es gruesa a izquierda si es tam-
bién cerrada bajo sumandos directos en A. Dualmente, tenemos el concepto de subcategoria
gruesa a derecha de A. Si X es gruesa a izquierda y a derecha, decimos que X es una
subcategoria gruesa de A.

Decimos que una subcategoria gruesa a izquierda X de A es saturada a izquierda si tam-
bién Proj(A) C X. Dualmente, tenemos el concepto de subcategoria saturada a derecha
de A. Finalmente, decimos que X es saturada si X es saturada a izquierda y a derecha.

Si X es una subcategoria de A, denotaremos por Thick™ (X) a la menor subcategoria
gruesa a izquierda de A que contiene a X. Mientras que la notacion Thick®(X) se refiere a
la menor subcategoria gruesa a derecha de A que contiene a X'. Finalmente Thick(X') sera la
menor subcategoria gruesa de A que contiene a X.

Observacion 1.2. (a) Los conceptos anteriores presentados tienen sus andlogos en el con-
texto de categorias exactas, y como tales, también serdn usados en capitulos siguientes.
Para un acercamiento de estas nociones en categorias aditivas, recomendamos se con-
sulte el trabajo de A. Beligiannis [16]. Con respecto a la dimension X -(co)resolucion,
A. Beligiannis usa una nocion mas general de X-(co)resolucion [16, Seccion 2/, pero
con la restriccion que tal resolucion debe ser covariantemente (respectivamente con-
travariantemente) X-exacta. Para nuestros propdsitos, serd suficiente considerar X -
(co)resoluciones como en Angeleri-Hiigel y Mendoza [0, Seccion 1]. Las (co)-resoluciones,
como se consideran en este trabajo, coinciden con las de A. Beligiannis en el caso abe-
liano o exacto si es que la subcategoria X es pre-cubriente (respectivamente, si X es
pre-envolvente). Esta coincidencia ocurre, por ejemplo, si X es parte de un par de Fro-
benius a izquierda (X,w), donde X es pre-cubriente en X" (ver Definicion [1.5).

(b) El presente trabajo considera subcategorias ortogonales total y parcial, HX y +X (o
bien X+ y X1), separadamente, en especial para el caso i = 1. Otros tratados sobre
dlgebra homoldgica relativa solo consideran subcategorias ortogonales totales (ver [10],
para esto).
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1.1. Resultados fundamentales en teoria de Auslander-
Buchweitz

Teniendo en mente la terminologia y notacién que hemos presentado hasta ahora, estamos
listos para recordar las bases necesarias de la teoria AB.

Sea (X,w) un par de clases de objetos en una categoria abeliana 4. Se dice que w es
X-inyectivo si idy(w) = 0. Decimos que w es un casi-cogenerador relativo de X, si para
todo X € X, existe una sucesiéon exacta 0 - X - W — X' -0, con W ewy X' € X. Si
ademas, la inclusion w C X se cumple, la clase w es llamada cogenerador relativo de X'.
Dualmente, tenemos que w es X-proyectivo y (casi)-generador relativo en X'

Ejemplo 1.3. La siguiente nocion de modulo Gorenstein proyectivo se debe a H. Holm (ver
[47]), aunque sus origenes se remontan a los trabajos de Auslander y Bridger [3], asi como
a Enochs y Jenda [2])]. En su trabajo, H. Holm desarrolla un dlgebra homoldgica relativa a
esta clase de modulos Gorenstein proyectivos y hace uso de ella para dar varias propiedades y
relaciones de esta clase de modulos y su interconexion con otras clases de modulos, tales como
la clase de mddulos Gorenstein planos. Recordamos que un R-maodulo M se llama Gorenstein
proyectivo si existe un complejo aciclico de modulos proyectivos

P=...-P PP P —..|

con M = Ker(P° — P') y tal que Homg(P, P) es un complejo aciclico de grupos abelianos,
para todo P € Proj(R). Denotamos por GProj(R) a la clase de los R-mddulos Gorenstein
proyectivos. Los mddulos Gorenstein inyectivos se definen dualmente, y la clase de tales
maodulos es denotada por GInj(R).

Observe que todo nicleo de P es un modulo Gorenstein proyectivo. Se sigue de este hecho
que Proj(R) es un cogenerador y generador relativo en GProj(R). Mds aun la exactitud del
complejo Homp(P, P), para todo P € Proj(R), implica que idgprojr)(Proj(R)) = 0, esto es:
la clase Proj(R) es un cogenerador relativo GProj(R)-inyectivo en GProj(R). Por otro lado,
es claro que Proj(R) es GProj(R)-proyectivo.

Dualmente, Inj(R) es un generador relativo GInj(R)-proyectivo y un cogenerador relativo

GInj(R)-inyectivo en GInj(R).

Observacion 1.4. - Los cogeneradores relativos X -inyectivos son también conocidos co-
mo cogeneradores inyectivos o Ert-cogeneradores en parte de la literatura. Para evitar
confusiones con la dimension inyectiva absoluta, preferimos usar el adjetivo X -inyectivo
en su lugar.

Las nociones de generadores y cogeneradores relativos proveen una herramienta para de-
finir categorias de Frobenius en un sentido relativo. Haremos esto como sigue.

Definiciéon 1.5. Sean X, w un par de clases de objetos en A. Decimos que (X,w) es un par
de Frobenius a izquierda en A si las siguientes tres condiciones se satisfacen:
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1. X es gruesa a izquierda, esto es, X = Thick™ (X).
2. w es cerrada bajo sumandos directos en A.
3. w es un cogenerador relativo X -inyectivo en X .

St adicionalmente, w es también un generador relativo X -proyectivo en X, entonces decimos
que (X,w) es un par de Frobenius fuerte a izquierda en A.

Nos referimos al concepto dual como par de Frobenius (fuerte) a derecha, para el
cual usamos la notacion (v,)), donde v C ).

Observacion 1.6. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Entonces X es
una categoria de Frobenius en el sentido usual; es decir, ésta es una categoria exacta con
suficientes proyectivos e inyectivos, donde las clases de objetos proyectivos e inyectivos en X
coinciden. En este caso:

- La estructura exacta sobre X es heredada de A, pues X es cerrada bajo extensiones.
FEspecificamente, si Ty es la clase de sucesiones exactas cortas (admisibles) 0 — A —
B —C —0, con A,B,C € X, entonces (X, Tx) es una categoria exacta.

- Los objetos proyectivos = inyectivos estan dados por w.

Ejemplo 1.7. En [[7, Teorema 2.5/, se prueba que GProj(R) es una clase saturada a iz-
quierda en Mod(R); y de este modo, es gruesa a izquierda. Por lo realizado en el Ejemplo
obtenemos que (GProj(R), Proj(R)) es un par de Fobenius fuerte a izquierda en Mod(R).
Dualmente (Inj(R), GInj(R)) es un par de Frobenius fuerte a derecha en Mod(R).

La prueba del siguiente lema, que relaciona la dimension inyectiva y la dimensiéon coreso-
lucion, puede ser hallada en el trabajo de Mendoza y Saenz [59, Lema 2.13].

Lema 1.8. Sean X e ) clases de objetos en A. Entonces
pdy(XY) = pdy(X) e idx(Y") =ida ().

Para el siguiente resultado, el inciso (a) es consecuencia del lema anterior, mientras que
la parte (b) se encuentra en el trabajo de Auslander y Buchweitz [7, Lema 2.1.1].

Proposicion 1.9. Sean X y w un par de clases de objetos en A tales que w es X -inyectivo.
Entonces los siguientes enunciados son ciertos.

(a) w" es X-inyectivo.
(b) Siw es cerrada bajo sumandos directos en A y también un cogenerador relativo en X,

entonces

w={XeX|idx(X)=0} =X Nuw".
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Estaremos usando las siguientes dimensiones en varios lugares mas adelante. Para un anillo
arbitrario R

Proj~*(R) := {M € Mod(R) : pd(M) < oo},

Inj<*(R) := {M € Mod(R) : id(M) < oo}.
Ejemplo 1.10. Por el Ejemplo el par (GProj(R),Proj(R)) satisface las hipdtesis de
. De modo que la parte (a) implica que idgprojr)(Proj(R)") = 0. Observemos también
que la clase de modulos con dimension proyectiva finita es de acuerdo a nuestra notacion
Proj<*(R) = Proj(R)". Se sigue que si M es un mddulo Gorenstein proyectivo, entonces
Extlé(M, W) = 0 para todo W de dimension proyectiva finita y para todo i > 0. Esta propiedad
también es establecida en [[7, Proposicion 2.3, y su dual es también valido para mddulos
Gorenstein inyectivos. Por otro lado la parte (b) implica que

Proj(R) = GProj(R) N Proj~*(R);

esto es, la dimension proyectiva de un mddulo Gorenstein proyectivo es o cero o infinito. Ast
tenemos otra prueba de [25, Proposicion 10.2.3] y de su correspondiente dual para mddulos
Gorenstein inyectivos:

Inj(R) = GInj(R) N Inj<>(R).

La prueba del siguiente resultado se encuentra en el trabajo de Auslander y Buchweitz |7,
Lema 4.3].

Lema 1.11. Sea (X,w) un par de clases de objetos en A tales que w es X-inyectivo y un
cogenerador relativo en X. Si w es cerrado bajo sumandos directos en A, entonces

X Nw' ={X € X|idy(X) < oco}.
Ademds, tenemos que idy (M) = coresdim,, (M) para todo M € X Nw".

En el siguiente resultado, la expresion resdim,, (K) = —1 significa que K = 0. Una prueba
puede encontrarse en [7, Teorema 1.1]. Por otro lado H. Holm, da una prueba diferente en
[47, Teorema 2.10] en el caso particular de que X y w son las clases de R-modulos Gorenstein
proyectivos y proyectivos, respectivamente.

Teorema 1.12. [7, Teorema 1.1] Sea (X,w) un par de clases de objetos en A, tal que X es
cerrado por isomorfismos en A, extensiones, 0 € X y w es un casicogenerador relativo de X .
Entonces, los siguientes enunciados son ciertos, para todo C € A con resdimy(C) = n < 0o.

(a) Ezisten sucesiones ezxactas cortas en A:

m:0—K—X-5C—0,

con resdim, (K) <n—1y X € X (en el casow C X, se tiene que resdim,,(K) =n—1),
Y

772:0—>Ci/>H—>X’—>0,
con resdim,(H) <n y X' € X.




8 1.1. Resultados fundamentales en teoria de Auslander-Buchweitz

(b) Siw es X-inyectivo, entonces

(i) El morfismo ¢ : X — C enny es una X-pre-cubierta, con K € X*.

(ii) El morfismo ¢’ : C — H en ny es una w-pre-envolvente, con X' € +(w").

Demostracion. (a) Sea C' € A con resdimy(C) = n. La prueba sera por induccién sobre
n = resdimy (C). Sin = 0, se tiene que C' € X, pues X es cerrada por isomorfismos. Entonces
tenemos la primera sucesion exacta 0 — 0 — C' — C' — 0, pues 0 € w”. La segunda sucesion
exacta 0 = C' = W — X’ — 0 existe ya que w es un casi-cogenerador de X.

Sea n = resdimy (C') > 0. Luego, existe una sucesion exacta en A4

0—>Xn—>~~'—>X1ﬂ>X0—>C—>0,

con X; € X y resdimy(K) = n — 1, donde K := Im(dp). Como resdimy(K) = n — 1, existe
una sucesion exacta 0 — K — W& — XK — 0 con resdim,,(W¥) < n — 1 = resdimy(K)
y XX € X. Construimos el siguiente diagrama conmutativo y exacto de la siguiente manera;
primero hacemos push-out con los morfismos K — X,y K — W, luego como el cuadro de
push-out refleja monomorfismos y epimorfismos completamos a sucesiones exactas cortas y
usamos el Lema de la Serpiente para obtener los isomorfismos.

0 0
0 K Xo C 0
|
0 Wk U C 0
XK —= XK
0 0.

Dado que Xy, X% € X y X es cerrada por extensiones, se tiene que U € X. Podemos
tomar 0 — WX — U — C — 0 como la sucesién 7; deseada.
Ahora, como w es un casi-cogenerador de X y U € X, existe una sucesion exacta 0 — U —
W — X% = 0,con W € wy XY € X. Para construir la sucesién 7, consideremos el siguiente
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diagrama conmutativo y exacto

0 0
WE — WK
0 U w X¢ 0
|
0 C y¢ X¢ 0
0 0

En la sucesion 0 — WX — W — Y — 0 tenemos que resdim,, (W) <n—1y como W € w,
por definicion se tiene que resdim, (Y“) < n. Por lo tanto la sucesion 7, es

0-C—-YY=X%=0
Consideremos el caso en que w C X. Deseamos probar que para la sucesion exacta
771:0—>WK—>U—>C'—>0,

encontrada arriba, se cumple que resdim,, (W) =n — 1.

Supongamos por reduccion a lo absurdo que resdim,, (W) < n—1. Como w C X, tenemos que
resdimy (W) < resdim,, (W¥) < n—1. Combinando este hecho con la sucesién 7; obtenemos
que resdimy (C') < n, pues U € X, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto concluimos que
resdim,, (W) =n — 1.

(b) Supongamos que w es X-inyectivo, esto es idy(w) = 0. Por el Lema [1.8] se tiene que
Ext’y(X,w”") = 0, para todo i > 0.
i) Sea f: X" —-Cen Acon X" € X.
(i) Sea f

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0—>K—>E—>X"—0
| b
0—K—=X—C——=0,

donde el cuadrado de la derecha es un pull-back. Como Ext!(X,w") = 0, la sucesion
superior se escinde. Luego f se factoriza a través de ¢, lo cual implica que ¢ es una
X-precubierta de C'y ademas K € X+.
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(ii) Sea g : C — Y con Y € w”". Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

en A
0—>C-H X 0
Pl
)Y —F — = X' — 0,

donde el cuadrado de la izquierda es un push-out. Como Ext’(X,w”") = 0 la sucesion
inferior se escinde. Luego ¢ se factoriza a través de ¢, lo cual implica que ¢’ es una
w’-preenvolvente de C'y ademas X’ € +(w").

]

Ejemplo 1.13. Denotamos por Gpd(M) y Gid(M) a las dimensiones Gorenstein proyectiva
y Gorenstein inyectiva de un R-mddulo izquierdo M (ver [25, Capitulo 11]), las cuales son
definidas como

Gpd(M) := resdimgprojr) (M) y Gid(M) := coresdimgmj(r) (M ).

St R es un anillo Gorenstein, se sabe que (GProj(R), Proj~*°(R)) es un par de cotorsion (ver
la seccion correspondiente a pares de cotorsion en este mismo trabajo). Mas aun, se sabe que
dicho par es completo, y un modo de verlo es dando un conjunto generador para éste [51,
Teorema 8.3]. Lo anterior significa que, para todo mddulo M sobre un anillo Gorenstein R,
existe una sucesion exacta corta

O—W-—=P—M-—20

donde P es Gorenstein proyectivo y W tiene dimension proyectiva finita. Dicha sucesion es
construida directamente (esto es, sin usar el hecho de que los pares de cotorsion que tienen
un conjunto cogenerador, son pares completos) por H. Holm []7, Teorema 2.10], para todo
modulo M con dimension Gorenstein proyectiva finita y sobre un anillo asociativo arbitrario
R. Mas aun, H. Holm también muestra que si Gpd(M) = n, entonces pd(W) = n — 1. Por
otro lado, esto es precisamente lo que el Teorema implica al declarar X := GProj(R) y
w := Proj(R).

Es importante senalar que si R es un anillo Gorenstein, entonces la clase GProj(R)"
coincide con la categoria Mod(R); y de este modo, las dos sucesiones exactas cortas descritas
en el Teorema [1.13 implican que (GProj(R), Proj=*(R)) es un par de cotorsion completo.

Corolario 1.14. Sea (X,w) un par de clases de objetos en A tal que X es cerrada bajo
extensiones y sumandos directos en A, y w es un cogenerador relativo en X . Siresdimy (C) <
1y C e tiw, entonces C € X.
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Demostracion. Sea resdimy(C) < 1. Luego, por el Teorema [1.12] existe una sucesion exacta
E0>K—>X—>C—=0,

con X € X y K € w. Dado que C € “1w, se sigue que la sucesion exacta & se escinde y asi
CedX. O

Ejemplo 1.15. Definamos X := GProj(R) y w := Proj(R). Usando el Corolario tene-
mos que, para una sucesion exacta corta

0>A—>B—C—=0,

con A, B € GProj(R) y tal que Extyp(C,P) = 0, para todo P € Proj(R), se cumple que
C' € GProj(R). La anterior propiedad fue probada inicialmente en [{7, Corolario 2.11].

Corolario 1.16. Sean X C A cerrada bajo extensiones y nicleos de epimorfismos entre sus
objetos, y w un cogenerador relativo en X, cerrado bajo isomorfismos. Entonces, los siquientes
enunciados son equivalentes para todo C € A yn > 0.

(a) resdimy(C) < n.

(b) Existe una sucesion exacta 0 — K — X-3C — 0 con resdim,,(K) <n—1y X € X.

(c) Existe una sucesion exacta 0 — CHH — X' — 0, con resdim,(H) <ny X' € X.
Demostracion. Se sigue del Teorema , ver [7, Proposicion 1.5]. H
Proposicion 1.17. Sean X y Y clases en A. Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) idy(L) <idx(Y) + coresdimy (L), para todo L € A.

(b) Supongamos que Y = X+, o bien que Y es una subclase de X la cual es cerrada bajo
sumandos directos. Siidy(Y) = 0, entonces

idy(L) = coresdimy (L), para todo L € Y".

(c) Sea A con suficientes inyectivos e Y = X+1. Entonces, para todo M € A,
coresdimy (M) < idy(M).
En particular, coresdimy(A) < pd(X).

Demostracion. La prueba dada en [59, Teorema 2.1 y Lema 3.3] funciona también para cate-
gorfas abelianas. O]

Los siguientes dos resultados seran muy ttiles a lo largo de éste trabajo.
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Lema 1.18. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos y B C A. Entonces
resdim.izg(M) = pdg(M) para todo M € A.

Demostracion. Sea M € A. Por el dual de la Proposicion [1.17] (c), tenemos que
resdimig(M) < pdz(M).

Por otro lado, como pdz(+B) = 0, se sigue del dual de la Proposicién m (a), que pdg(M) <
resdim.z(M). Asi obtenemos que pdz(M) = resdim.g(M). O

Observacion 1.19. Sea A una categoria abeliana. Por el dual de la Proposicion (b),
pd(M) = resdimpyojia)(M) para todo M € Proj(A)". Mas aun, en el caso de que A tenga
suficientes proyectivos, se sigue del Lema que pd(M) = resdimp,oja)(M), para todo
Me A

El siguiente resultado puede hallarse en [7, Proposicion 2.1], el cual establece una conexion
entre resoluciones y dimensiones proyectivas relativas.

Teorema 1.20. Sean X C A cerrado bajo extensiones en A, y w un cogenerador relativo de
X, X-inyectivo el cual es cerrado bajo sumandos directos en A. Entonces

pd_+(C) = pd,(C) = resdimy(C), V C € X"

Algunas dimensiones homolégicas son definidas como dimensiones proyectivas o inyectivas
relativas a una cierta clase de modulos (sobre un anillo R), tales como la dimension FP-
myectiva H Las hay otras, tales como la dimensiéon Gorenstein proyectiva, las cuales son
definidas como una dimensién de resolucion relativa a una clase de modulos. En el caso de la
dimension FP-inyectiva, esta no puede ser expresada como una dimension por coresolucion
relativa a una clase, a menos que se asuma que R es un anillo coherente. No es esta la situacion
con la dimension Gorenstein proyectiva, como lo explicamos abajo.

Ejemplo 1.21. Por el Teorema tenemos que para todo R-mddulo M con dimension
Gorenstein proyectiva finita

Gpd(M) := resdimgproj(r) (M) = Pdpyojiry (M) = Pdpygi<oc(r) (M).
En otras palabras, tenemos que las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Gpd(M) < n.
(2) Exto(M, L) =0, para todo i > n y todo L con dimension proyectiva finita.

(3) Exto(M, P) =0, para todo i > n y todo mddulo proyectivo P.

LFP hace alusién a finitamente presentado.
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Lo anterior fue probado por H. Holm en [47, Teorema 2.20], y por vez primera por E. E.
Enochs y O. M. G. Jenda en [25, Proposicion 11.5.7] para el caso de que R es un anillo
Gorenstein.

Hasta ahora, el lector habra notado que para cualquier par de Frobenius (X,w) en A,
las subcategorias X" y w” tienen propiedades especiales relacionadas con la existencia de
aproximaciones, y de esto, el calculo de dimensiones proyectivas e inyectivas relativas. La
subcategoria formada se convertird en una subcategoria exacta de A, en la cual tendremos
pares de cotorsion y estructuras de modelo que involucran a la subcategoria X junto con
w”, de las cuales uno puede deducir, entre otras cosas, que X" es de hecho exacta. De modo
que la importancia de X" demanda conocer otra descripciéon dada en el siguiente teorema, el
cual fue originalmente probado en [7, Proposicion 3.4 y 3.5]|.

En lo que sigue, dada una clase X C A de objetos en A, denotamos por add(X) a la
subcategoria de todos los objetos isomorfos a sumandos directos de sumas directas
finitas de objetos en X.

Teorema 1.22. Sean X C A una clase prerresolvente y w un cogenerador relativo X -inyectivo
de X. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen.

(a) X" es la clase prerresolvente y precorresolvente mas pequena en A que contiene a la
clase X.

(b) Siw y X son cerradas bajo sumandos directos, entonces add(X") = X".
En particular, si (X,w) es un par de Frobenius a izquierda, entonces X" = Thick™ (X).

Observacion 1.23. De lo anterior, podemos ver que si (X,w) es un par de Frobenius a
izquierda en A, entonces X es una categoria exacta con clase de sucesiones exactas cortas
(admisibles) dada por Txn. (ver Observacion (1.6, para esto).

Proposicion 1.24. Sea (X,w) un par de Frobenius a izquierda en A. Entonces, para todo
Ce X" yn>0, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) resdimy(C) < n.

(b) 10 = K,, > X,,o1 = -+ > Xj = Xg = C — 0 es una sucesion ezxacta en A, con
X; € X, entonces K, € X.

Los resultados anteriores, probados en [7, Proposicion 3.3], también tienen su similar en
algebra homologica Gorenstein. En el caso particular de que X := Proj(R) y w := Proj(R)
fue primeramente probado en [47, Teorema 2.10| y extiende la equivalencia mencionada en el
Ejemplo [1.21]
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Los pares de cotorsion que construiremos mas adelante, y las estructuras de modelo asocia-
das a ellos sobre X, involucran a las clases w y w”. De modo que en adelante, nos dedicamos
a presentar propiedades de estas clases. Empezamos con la siguiente descripcion de w”, cuya
prueba puede hallarse en [7, Proposicion 3.6].

Proposicion 1.25. Sea X C A cerrada bajo extensiones, y sea w cerrada bajo sumandos
directos en A, X -inyectivo y un cogenerador relativo en X. Entonces

N =xtnan,

Dado un par de Frobenius (X,w) en A, de la proposiciéon anterior podemos notar que la
subcategoria w” es cerrada bajo sumandos directos, extensiones y coniicleos de monomorfismos
entre sus objetos. Aun asi, w” no es necesariamente cerrada bajo nicleos de epimorfismos entre
sus objetos. El siguiente resultado es una forma de medir que tan lejos esta w” de ser gruesa.

Proposicion 1.26. Sea (X,w) un par de Frobenius a izquierda en A. Entonces
XN to=x=x"n*+w")

Demostracion. Sabemos por hipétesis que X C *w, por lo que de la Proposicién (a),
obtenemos que X C +(w"). Por lo que para probar la segunda igualdad basta con probar
que X" N+ (w") C X. En efecto, sea C' € X" N+(w"), entonces del Teorema [1.12] existe una
sucesion exacta

€e:0->C—=Y =X =0,

donde X € X € +(w") y Y € w". Como C € +(w"), tenemos que Y € +(w"), y por lo tanto
Ext’(Y,w") = 0, para todo i > 1. Ahora, usando el Teorema [1.20} tenemos que

0 = pd A (Y) = resdimx(Y)

y asi Y € X. Méas ain, en la sucesion exacta € tenemos que Y, X € X y dado que X es
prerresolvente, obtenemos C' € X.
Finalmente la inclusiéon X N +w C X se obtiene como en la prueba anterior. O]

Enunciamos el siguiente resultado, el cual sera ttil mas adelante, la prueba se encuentra
en [7, Proposicion 3.8|.

Proposicion 1.27. Sea (X,w) un par Frobenius a izquierda en A. Entonces, w”" es una clase
gruesa a derecha en A.

Para dar una descripcion de la categoria Thick(w), introducimos la siguiente definicion.
Definicion 1.28. Para cualquier clase X C A de objetos en A,
Inj3>(A) :={C € A|idx(C) < o0}.

Observe que Inj5>(A) es una subcategoria gruesa de la categoria abeliana A.
Para toda sub-categoria plena Y C A, definimos Inj3>(Y) := Inj5>(A) N Y.
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Teorema 1.29. Sean X C A una clase pre-resolvente de objetos en A, y w C X un cogene-
rador relativo X -inyectivo en X. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen.

(@) (") =X"NInjz>(A).

(b) Si X y w son cerrados bajo sumandos directos en A (y de este modo (X,w) es un par

de Frobenius en A), entonces
(w")Y = Thick(w).

Demostracion. El inciso (a) se obtiene directamente de |7, Proposicion 4.2].

Probaremos ahora la parte (b). Sean X' y w cerradas bajo sumando directos en .A. Entonces,
por el Teorema sabemos que X" = Thick(X), y asi (w")" es una subcategoria gruesa
en A (ver (a)). Supongamos que B es una subcategoria gruesa de A que contiene a w. Como
B es cerrada bajo conticleos de monomorfismos entre sus objetos, se sigue que w" C B, y
usando ahora que B es cerrada bajo niicleos de epimorfismos entre sus objetos, obtenemos
que (W)Y C B. O

En el siguiente teorema obtenemos otra igualdad que envuelve a la clase Inj3>(X"). Este
es un resultado de M. Auslander, R.-O. Buchweitz, e I. Reiten [7, 8. El enunciado que sigue
es una simplificacién de un resultado dado en [44, Teorema 1.12.10|, adaptado a nuestra
terminologia y notacion.

Teorema 1.30. [/4, Teorema 1.12.10] Sean A una categoria abeliana, X una clase gruesa
a izquierda e ) una clase gruesa a derecha contenida en X7, tales que w == X N')Y es un
cogenerador relativo X -inyectivo en X. Entonces

YV=uw'=X"nxt =" Nn&xH =iz &) Nnwt.

Demostracion. Por la Proposicion tenemos w" = X" N X1, Mostraremos ahora que
w” = Y. En efecto, como w C Y, tenemos que w” C Y, y como ) es gruesa a derecha
obtenemos Y = Y, por lo tanto w” C Y. Ahora sea Y € ). Sabiendo que Y C X"\, podemos
aplicar el Teorema |1.12| para obtener la sucesion exacta

0—>K—->X—-Y =0,

con X € Xy K € w" C Y. Como )Y es cerrado por extensiones, tenemos que X € XYNY =: w.
De modo que Y € w”, esto es ) C w”. Hasta aqui hemos probado las igualdades Y = w" =
XN NX*. De la tercer igualdad es claro que X NX+ C X" NX+1. Ahorasea Z € X" NX+1.
Nuevamente por el Teorema [1.12] existe una sucesiéon exacta

0—=>Z—->W—=X —0,

con W € w"y X € X. Como Exty(X,Z) = 0 la anterior sucesion se escinde, de donde Z es
sumando directo de W € w =Y, yasi Z € Y = X" N X+, Por lo que obtenemos la tercer
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igualdad.
Finalmente probamos que Y = Inj$™ Nw®. Observe que Y € X+ C w' y por el Teorema

[1.29] sabemos que
Y =uwC (W)Y =Inj3>(X").

De modo que Y C Inj5°(X") Nw.
Ahora sea L € Inj3®(X") Nwt, con idy(L) = k < oo. Usaremos induccién sobre k para
probar que L € Y. Supongamos que k = 1. Dado X € X, existe una sucesion exacta

0=X—->W-=>X >0
con W e wy X' € X. Entonces obtenemos la sucesion exacta
Exty (W, L) — ExtYy (X, L) — Ext’ (X', L),

donde Exty (W, L) = 0, pues L € wh y Ext%(X’, L) = 0 ya que idy(L) = 1. De donde L €
X" NX+ =Y. Ahora, siidy (L) = k, se puede probar de modo similar que Ext]f[l(X, L)y=0
para todo X € X. Repitiendo el proceso, finalmente tenemos que L € X+ y asi obtenemos
el resultado. ]




Capitulo

Pares de cotorsion relativos

Empezamos el capitulo recordando la nocién de pares de cotorsion en categorias exactas
e introducimos el concepto de pares de cotorsion relativos a una subcategoria gruesa S de
una categoria abeliana A, al que llamarenis como par de S-cotorsion, dicho par serd un
par de cotorsiéon completo en la subcategoria gruesa S. Después damos una caracterizacion
de éste concepto, el cual a través de los resultados desarrollados en esta secciéon nos permitira
construir pares de cotorsion relativos a partir de pares de Frobenius.

2.1. Pares de cotorsiéon en categorias exactas

La nocion de par de cotorsion es andloga a la de par de torsion, donde Homy(—, —) es
reemplazado por Exth(—, —). Esta idea fue primeramente introducida por L. Salce en [71].
Un par de clases de objetos (X,)) C A? es un par de cotorsion si X = 11y y X4t =Y. La
mayoria del algebra homolégica que se puede realizar sobre categorias abelianas también es
realizable sobre categorias exactas (como puede apreciarse en [18]). De modo que no es de
sorprender que se piense en la nociéon de pares de cotorsion en categorias exactas.

Sea (€,7) una categoria exacta con 7 una clase de sucesiones exactas cortas en £. Los
axiomas de categorias exactas (ver [I8]) nos permiten construir los funtores de extension
Ext’(—, —) como en categorias abelianas, esto es, usando la descripcion de Baer-Yoneda.
Por ejemplo, en el caso i = 1, Ext!(—, —) es el grupo abeliano de clases de equivalencia de
sucesiones exactas cortas

0O=+B—-C—-A—=0 (2.1)
en 7, donde el elemento cero es el dado por la clase de equivalencia de la siguiente sucesion

0—-B—-A¢®B—A—=0.

17
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Todo morfismo B — C' que aparece en la sucesién exacta en 7 es llamado un mono-
morfismo admisible. Dualmente, tenemos los epimorfismos admisibles. La coleccién de exten-
siones de tamarfio 4, es decir Ext’(C, A) tienen una descripcion similar, la cual es desarrollada
en la tesis de D. Sieg [73], Capitulo IV]. Para cualquier clase de objetos X C &, denotamos sus
categorias ortogonales con respecto a Ext!(—, —) por X7, 117X las cuales son definidas de
la misma forma que en el contexto de categorias abelianas. Recordamos que un objeto I € &£ es
un objeto T-inyectivo si todo monomorfismo admisible I — B se escinde, o equivalentemente,
si Exti(S ,I) = 0. Mientras que los objetos T-proyectivos tienen una descripcion dual. Deci-
mos que una categoria exacta (€, 7) tiene suficientes T-inyectivos si para todo objeto X € &
existe un monomorfismo admisible X — I, donde I es un 7-inyectivo de £. Si £ satisface la
propiedad dual, decimos que tiene suficientes T-proyectivos. Denotaremos por Proj(€) a la
clase de objetos T-proycetivos de €. Observemos que Proj(£) = +17 A. El siguiente ejemplo
presenta las principales dos categorias que estaremos usando durante los siguientes capitulos.

Ejemplo 2.1. Sea A una categoria abeliana.

1. A es exacta, junto con la familia T de todas las sucesiones exactas cortas en A, (asi,
todo resultado o definicion presentado en lo que sigue de este trabajo en el contexto de
categorias exactas, serd también valido para categorias abelianas) y en este caso Proj(.A)
es la clase de objetos proyectivos de A como categoria exacta.

2. Sea'Y C A una subcategoria de A que es cerrada bajo extensiones. Entonces, Y es una
subcategoria exacta de A, con la estructura ezacta (¥, 7y) de la Observacion [1.6 En
este caso, para cualquier X C A, denotamos las subcategorias ortogonales por 17 X =:
Ly x g Xty = X1y Observe que

twy=hxny y axhv=xbny

En el caso particular que ) = S sea una subcategoria gruesa de A, tenemos que S
es también una categoria exacta. Aunque S no es mecesariamente abeliana. De hecho,
S es abeliana si, y solo si, S es una subcategoria admisible, en el sentido de Marcos,
Mendoza, Sdenz y Santiago [57, Proposicion 2.3].

Recordemos que el concepto de pares de cotorsion en categorias exactas se debe a H.
Krause y . Solberg [54].

Definicion 2.2. Sea (€,7) una categoria exacta. Decimos que dos subcategorias F, G de €
forman un par de cotorsion (F,G) en & si F = 117G y G =F Lir,
Un par de cotorsion (F,G) es completo, si para todo objeto X € &, existen sucesiones exactas
en T

0-G@—=F—-X—-0y0—2>X—-G —F —0,
con F,F' € F yG,G €G.
Finalmente, un par de cotorsion (F,G) en & es hereditario a izquierda si F es resolvente

en €. Dualmente, tenemos la nocion de par de cotorsion hereditario a derecha en £. Un par
de cotorsion hereditario en £ es un par de cotorsion hereditario a izquierda y a derecha.
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Las nociones duales de clases resolventes y co-resolventes son equivalentes cuando son
consideradas con respecto a un par de cotorsion, como especifica el siguiente resultado (ver
[40, Teorema 1.2.10]).

Lema 2.3. Para un par de cotorsion (F,G) en una categoria exacta (€,7), con suficientes
T-proyectivos y T-inyectivos, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (F,G) es hereditario a izquierda.
(b) (F,G) es hereditario a derecha.

() idx(G) = 0.

Observe que en un par de cotorsion hereditario (F,G) en una categoria exacta &, tenemos
que F es saturada a izquierda y G es saturada a derecha (en &).

2.2. Pares de cotorsion relativos y subcategorias gruesas

Por ahora fijaremos nuestra atencion en un tipo especial de par completo de cotorsién en
una subcategoria gruesa S de una categoria abeliana A. Daremos en la Proposicion una
caracterizacion de estos pares, la cual serd mas adecuada para el estudio de propiedades y la
construccion de ejemplos relacionados con la teoria de Auslander-Buchweitz.

Definicién 2.4. Sean S una subcategoria gruesa de una categoria abeliana A (y por tanto
una subcategoria exacta) y F y G dos subcategorias de S. Decimos que (F,G) es un par de
S-cotorsion a izquierda en A si F = 115G y si para todo objeto S € S existe una sucesion
exacta corta

0>G—F—5—0,

con F' € F yG e G. Similarmente, tenemos la definicion de par de S-cotorsion a derecha
en A. Finalmente, un par de S-cotorsion (F,G), significard que es un par de S-cotorsion
a izquierda y a derecha.

Observacion 2.5. Tengamos en cuenta los siguientes hechos referentes a pares de S-cotorsion
y clases ortogonales.

(a) Si (F,G) es un par de S-cotorsion a izquierda, entonces F y G son subclases de S.

(b) Si (F,G) es un par de S-cotorsion a izquierda en A, entonces F es cerrado bajo ex-
tensiones, pues F = 11.5G. Dualmente, G es cerrado bajo extensiones para todo par de
S-cotorsion a derecha (F,G) en A.

Proposicion 2.6. Sean (F,G) un par de clases de objetos en A y S una subcategoria gruesa
de A. Consideremos las siguientes condiciones:
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F,GCS yF es cerrado bajo sumandos directos en A.

scp2) F,G C S y G es cerrado bajo sumandos directos en A.

(scp1)
(scp2)
(scp3) Exty(F,G) = 0.
(scp4) Para todo objeto S € S, existe una F-precubierta epi p: F'— S, con Ker(p) € Q.E]
(scpb)

scpb) Para todo objeto S € S, existe una G-preenvolvente mono ¢ : S — G, con Coker(¢)) € F.
Los siguientes enunciados son ciertos:

(a) (F,G) es un par de S-cotorsion a izquierda en A si, y solo si, F y G satisfacen las
condiciones (scpl), (scp3) y (scp4).

(b) (F,G) es un par de S-cotorsion a derecha en A si, y solo si, F y G satisfacen las
condiciones (scp2), (scp3) y (scpb).

(c) (F,G) es un par de S-cotorsion en A si, y sdlo si, F y G satisfacen las condiciones de
(scpl) a (scpb).

Demostracion. Probaremos solamente el inciso (a), ya que (b) es dual y (c) se sigue de las
partes (a) y (b).

Supongamos que (F,G) es un par de S-cotorsion a izquierda. Entonces por la Observacion
, tenemos que F y G son subclases de S. La misma observacion nos dice que F = “1GNS, vy
de éste modo F es cerrada bajo sumandos directos ya que -'G y S lo son. De aqui obtenemos
la condicién (scpl). La condicién (scp3) se obtiene de la igualdad F = 115G y del hecho que
F y G son subclases de objetos en S. Finalmente (scp4) se obtiene del hecho que (F,G) es
un par de S-cotorsion a izquierda.

Ahora suponga que F y G son dos clases de objetos en A que satisfacen las condiciones
(scpl), (scp3) y (scp4). Entonces por (scpl), tenemos que F y G son subclases de S. Va-
mos a verificar la igualdad F = 115G, La inclusion F C 15§ se obtiene por la igualdad
Ext}(F,G) = 0. Ahora sea S € 11.5G. Por (scp4), existe una sucesion exacta corta

0 — Ker(p) = F 5 S — 0,

con F € F y Ker(p) € G. Entonces ExtY (F, Ker(p)) = 0 y asf la sucesién exacta anterior se
escinde. Se sigue que S es sumando directo de F' € F y como F es cerrado bajo sumandos
directos por (scpl), tenemos que S € F y de aqui obtenemos la inclusién +1:5G C F, que
junto con (scp4) prueba que (F,G) es un par de S-cotorsion a izquierda. ]

LObserve que si G C S y la condicién (scp3) se cumple, entonces ésta F-precubierta es especial, pues

C $. Sin embargo la inclusion G 2 S no es cierta en general, y por eso no toda F-precubierta
G C Ftus. Si b la inclusién G D FLus iert 1 toda F biert
especial de S tiene nucleo en G.
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2.3. Pares de cotorsién relativos a partir de pares de Fro-
benius

La caracterizacion de pares de S-cotorsion (a izquierda y a derecha) dados en la Propo-
sicion nos permite construir facilmente pares de cotorsion a partir de pares de Frobenius
(ver Definicion . Después esto nos ayudara a estudiar las correspondencias entre estos dos
conceptos.

Teorema 2.7. Sea (X,w) un par de Frobenius a izquierda en A. Entonces, los siquientes
enunciados se cumplen:

(a) (X,w") es un par de X"-cotorsion en A.
(b) Las siguientes igualdades se cumplen:

W=XTNXN, w=Xnuw", ¥y X=X"Nntw=x"n*tw").

Dualmente, si (v,)) es un par de Frobenius a derecha en A, entonces los siguientes enunciados
se cumplen:

(i) (vY,Y) es un par de YV-cotorsion en A.

(ii) Las siguientes igualdades se cumplen:
v =YnyY, v=ynv’, y Y=Y"nv-=y"n")"

Demostracion. Por el Teorema [1.22] sabemos que X" es una subcategorfa gruesa en A. Por
otro lado, por el Lema 1.8} tenemos que idy(w”") = idy(w) y asf obtenemos (scp3). Mas atn, la
Proposicion nos da w”" = Xt N X", y de aqui w”" es cerrado bajo sumandos directos, por
lo que obtenemos la condicion (scp2). Ademas (scpl) se tiene ya que X es gruesa a izquierda.
Observemos que (scp4) y (scpb) se cumplen por el Teorema y de aqui por la Proposicién
concluimos que (X,w”) es un par de X”-cotorsion en A. Luego, de la Proposicion [1.26]
tenemos X" N *w =X = X" N +(w"). Finalmente, la igualdad w = X Nw” se obtiene de la

Proposicion [1.9] O

Si agregamos una condicion adicional sobre el par (X', w) en el teorema anterior, es posible
construir otro par de X”*-cotorsion en A.

Teorema 2.8. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Entonces, las siguien-
tes condiciones se cumplen:

(a) (w, X") es un par de X"-cotorsion en A.

(b) w” = Thick(w).
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Dualmente, si (v,)) un par de Frobenius fuerte a derecha en A, entonces:
(i) (YY,v) es un par de YV-cotorsion en A.
(ii) v¥ = Thick(v).

Demostracion. (a) Por el Teorema tenemos que X" es una subcategoria gruesa de A.
Ahora observe que w es cerrado bajo sumandos directos por hipotesis, y X" satisface la misma
propiedad puesto que es un clase gruesa. Mas atn, w C X”. Por lo que las condiciones (scpl)
y (scp2) se cumplen.
Para demostrar (scp3) es suficiente usar el Lema y la condicion pdy(w) = 0, lo cual
hacemos como sigue:

0 = pdy(w) = idy(X) = id, (X7).

Observe que (scpb) es trivial puesto que 0 € w (esto se sigue usando que w es cerrado bajo
sumando directos).
Finalmente, mostramos (scp4). Sea Y € X”. Por el Teorema [2.7| existe una sucesion exacta

05K -5 x5y 50

con K € w" y X € X. Por otro lado, existe una sucesion exacta
0= X S W X =0

con X € Xy W € w, pues w es un generador relativo en X'. Ahora consideremos la composi-
cion ¢ = B op. Por el Lema de la Serpiente y ya que p es epimorfismo, obtenemos la sucesion
exacta

0 — Ker(p) — Ker(q) — Ker(5) — 0,

donde Ker(p) = X' € X y Ker(f8) = K € w" C X”". Entonces Ker(q) € X" ya que X" es
gruesa. De aqui, tenemos la sucesion exacta

0— Ker(q) = W -5 Y =0,

con W € wy Ker(q) € X", probando (scp4).
(b) Efectivamente, por el Teorema |1.29 tenemos

X N Thick(w) = X N Inj$®(X") = Inj$e(X).

Por el Lemal[L.11] tenemos Inj3™(X) = XNw" y por la Proposicién[L.9] tenemos que X Nw" =
w. Por lo que , X N Thick(w) = w también es cierto. Definiendo Y := Thick(w) en el Teorema
1.30] se tiene que w” = Thick(w). O
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Sabiendo que el par de Frobenius fuerte a izquierda (X', w) nos proporciona un par (w, X")
de cotorsion completo en la categoria exacta X7, podemos escribir la igualdad w = =12 (X")
y probar el siguiente resultado.

Corolario 2.9. Si (X,w) es un par de Frobenius fuerte a izquierda en A, entonces w es la
clase de objetos proyectivos en la subcategoria exacta X" C A. Mas ain, X" tiene suficientes
Txn-proyectivos, esto es, para todo C' € X" existe un epimorfismo W — C en A con W € w
y nicleo en XM,

Demostracion. Se sigue del teorema anterior, puesto que w = 1.4 (X") = Proj(Xx"). O

Hasta ahora solo sabemos que el concepto de par de S-cotorsion es una descripcion adi-
cional de la nocion de completitud de pares de cotorsion (a izquierda y a derecha) en S;
como la mayoria de los pares de cotorsion completos son hereditarios, introduciremos en la
siguiente seccion la propiedad de ser fuertemente hereditario para un par de S-cotorsion en
A, y la comparamos con la definicion habitual de par de cotorsion hereditario en S (esta es,

Definicion [2.2)).

2.4. Pares de cotorsion relativos hereditarios

En esta seccidon estudiamos dos nociones de pares de cotorsion en el contexto relativo, una
de ellas corresponde a la habitual, y la otra es mas fuerte. Estas dos nociones no son siempre
equivalentes. Algunos de los resultados que apareceran mas adelante proveeran condiciones
sobre las cuales los pares de X”-cotorsion obtenidos en el Teorema y Teorema son
hereditarios y hereditarios fuertes en el sentido que da la siguiente definicion.

Definicion 2.10. Sea (F,G) un par de S-cotorsion en A. Decimos que (F,G) es:
1. hereditario a izquierda si F es una clase resolvente de S,
2. hereditario fuerte a izquierda si F es una subcategoria resolvente en A.

Las nociones de pares de S-cotorsion hereditario (fuerte) a derecha y hereditario (fuer-
te) se definen similarmente.

Observemos que en la Definicion [2.10en los conceptos 1. y 2., F es cerrada por extensiones
y nicleos de epimorfismos. La diferencia entre ambos conceptos es que Proj(S) C F se cumple
en 1., mientras que Proj(A) C F en 2.
Como se observa, el hecho que causa que las nociones de par de S-cotorsion hereditario a
izquierda y hereditario fuerte a izquierda no sean la misma es que los objetos proyectivos de
S no son necesariamente los objetos proyectivos de A. De modo que es natural preguntarse
si es posible hallar alguna condicion bajo la cual los objetos proyectivos de A y los objetos
proyectivos de S coincidan. La pregunta tiene una respuesta en el siguiente resultado.
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Proposicion 2.11. Sea S una subcategoria gruesa de A. Si Proj(A) C S y A tiene suficientes
proyectivos, entonces Proj(S) = Proj(.A).

Demostracion. Primero, observemos que la inclusion Proj(A) C Proj(S) es clara, ya que
Proj(A) C S. Ahora, sea ) € Proj(S). Como A tiene suficientes proyectivos, existe una
sucesion exacta corta

n:0—-K—>P—=>Q—0,

con P € Proj(A) C Proj(S). También sabemos que S es una sub-categoria gruesa, por lo que
K € S. Por lo tanto 7 es una sucesion exacta en S, y como @ € Proj(S), tenemos que 7 se
parte, asi que ) es sumando directo de P, lo cual implica que @ € Proj(.A). O

Como una consecuencia tenemos lo siguiente.

Observacion 2.12. Sea (F,G) un par de cotorsion en S. Si A tiene suficientes proyectivos,
entonces F es resolvente en A si, y solo si, F es resolvente en S y Proj(A) C F.

El siguiente teorema nos provee un método para obtener pares Frobenius a izquierda
y a derecha a partir de un par de S-cotorsiéon hereditario fuerte a izquierda. Pero antes,
necesitamos introducir la notaciéon que se usara para sizigias y cosizigias. Supongamos que A
tiene suficientes proyectivos. Sea A € Ay

vy =P =P —>A—=0,

una resolucion proyectiva de A. Denotamos por Q(A) := Ker(P,_; — P;_»), a la i-ésima
sizigia de A que ocurre en vy, para cada entero i > 1. Para i = 0, definimos Q°(A) := A.

Teorema 2.13. Sean (F,G) un par de S-cotorsion hereditario fuerte a izquierda en A y
w:=FNG. Si A tiene suficientes proyectivos, entonces los siguientes enunciados se cumplen:

a) Ext(F,G) =0 para todo i > 0.

(a)
(b) (F,w) es un par de Frobenius a izquierda en A.
(¢) (w,G) es un par de Frobenius a derecha en A.
(d)

d) Si G C F", entonces (F,G) es un par de F"-cotorsion y
G=w"=F'NF" y F=F'nw=F"n Hw").

Demostracion. (a) Sean F' € F y G € G. Como F es resolvente (en A) y A tiene sufi-
cientes proyectivos, tenemos que Q"'(F) C F, para todo i > 1. Entonces tenemos que

Ext) (F,G) ~ Ext' (F',G) = 0 para todo F’ € Q'~}(F).

(b) Primero, necesitamos verificar que F es gruesa a izquierda. Como F es resolvente solo
resta verificar que F es cerrado bajo sumandos directos en A, lo cual se obtiene de la igualdad
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F=gns§.

Observe que w es cerrado bajo sumandos directos puesto que F y G lo son. Asi, para mostrar
que (F,w) es un par de Frobenius en A, resta ver que w es un cogenerador relativo F-inyectivo
en F. La parte (a) implica que w es F-inyectivo, pues idr(w) < idx(G) = 0. Ahora, sea F' € F.
Por (scp5) existe una sucesion exacta

0= F—=W—=F —0,

en A, con F' € FyW € G. Como F es cerrado bajo extensiones, obtenemos W € FNG =: w,
probando que w es un cogenerador relativo en F, de donde obtenemos (b).

(c) Primero observemos que G es gruesa a derecha. La igualdad G = F NS implica que
G es cerrado bajo extensiones y sumandos directos en A. Ahora consideremos una sucesion
exacta
0>A—>B—C—=0,

en S, con A, B € G. Aplicando el funtor Hom 4(F, —) a la sucesion exacta anterior, con F' € F,
obtenemos la sucesion exacta

Exth (F, B) — ExtY(F,C) — Ext%(F, A),

donde ExtY(F, B) = 0 y Ext?(F, A) = 0 pues id#(G) = 0 por el inciso (a). De aqui, se sigue
que C € FL' NS = G. Asi, tenemos que G es gruesa a derecha. El resto de la prueba se
obtiene como en el inciso (b).

(d) Coémo (F,w) es un par de Frobenius a izquierda en A, tenemos del Teorema que
Ww=F"NnFty F'ntu=F=F"n Hwh).

Afirmamos que G = w”. De hecho, de (c), tenemos que w” C G. Para probar que G C w”", es
suficiente ver que G C F* N F*. Lo cual se sigue de (a) ya que G C F". O

El siguiente resultado muestra como obtener pares de cotorsion hereditarios fuertes rela-
tivos de pares de cotorsion hereditarios en categorias abelianas.

Corolario 2.14. Sean (F,G) un par de cotorsion hereditario a izquierda y completo en A, y
w:=FNG. Si A tiene suficientes proyectivos, entonces (F,GNF") es un par de F"-cotorsion
hereditario fuerte a izquierda en A, y

WN=GNF ' =F'nFt y F=F'nw=F"n *w").

Demostracion. Sabemos que (F,G) es un par de A-cotorsion hereditario fuerte a izquierda
en A. Entonces por el Teorema [2.13] tenemos que (F,w) es un par de Frobenius a izquierda.
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De aqui por el Teorema 2.7/ tenemos que (F,w”) es un par de F”-cotorsion hereditario fuerte
a izquierda en A, y adicionalmente tenemos las igualdades

WN=gNF ' =F'NnF-y F=F'n "t w=F"n "),
donde G = F*' = F, pues F es resolvente y A tiene suficientes proyectivos. ]

Cerramos esta seccion presentando las condiciones para las cuales los pares de X”*-cotorsion
(X, w") y (w, X") son hereditarios fuertes.

Teorema 2.15. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Entonces, las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(a) Proj(A) Cw y Inj(A) C X",
(b) (w,X") es un par de X"-cotorsion hereditario fuerte en A.

(c) (X,w") es un par de X"-cotorsion hereditario fuerte en A.

Demostracion. Primero observemos que, por el Teorema [2.7]y[2.8] los pares (X, w") y (w, X")
son de X"-cotorsion en A y w” es gruesa.

e (a) = (b): Es suficiente mostrar que w es preresolvente en A y X" es precoresolvente
en A. El tltimo hecho se cumple pues X" es gruesa. La igualdad w = +1(X") N A"
implica que w es cerrado bajo extensiones. Para mostrar que w es también cerrada bajo
nucleos de epimorfismos, supongamos que tenemos una sucesion exacta corta

0>A—-B—C—=0,

con B,C € w. Como w C X, tenemos que B,C' € X, y de este modo A € X ya que X
es gruesa izquierda. Por otro lado, la inclusion w C w” y el hecho de que w” es gruesa,
implica que A € X Nw”", donde X Nw” = w, por el Teorema 2.7} Por lo tanto A € w, y
asi obtenemos (b).

e (b) = (c): Supongamos que (w,X") es un par de X”-cotorsion hereditario fuerte
en A. Entonces Proj(A) C w y Inj(A) C X". La clase w” es precoresolvente, pues es
gruesa. Observe también que Inj(A) C X+. Por tanto Inj(A) C X+ N A" = w", donde
la ultima igualdad se da por el Teorema 2.7} De aqui, w" es coresolvente en A. Por
otro lado X es preresolvente, pues X = Thick™ (X'). También sabemos por hipotesis que
Proj(A) C w C X. Entonces X es coresolvente en A. Por lo tanto (X, w) es un par de
X"-cotorsion hereditario fuerte en A, de donde obtenemos (b).

e (c) = (a): Supongamos que (X,w”) es un par de X"-cotorsion en A. Como w”
es coresolvente en A, tenemos que Inj(A) C w”" C X”. Por otro lado, la inclusion
Proj(A) C X y la igualdad w = +1(X") N X" implican que Proj(A) C w. Por lo que
obtenemos (a).

]
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2.5. Ejemplos de pares de cotorsion relativos

En esta seccion desarrollamos algunos ejemplos de pares de S-cotorsion. Presentaremos
para esto a las clases de modulos Ding-Chen, Gorenstein y Gorenstein-AC y vemos que el
algebra homologica que se obtiene en cada clase nos permite obtener pares de Frobenius, lo
cual a su vez nos daréa pares de S-cotorsion.

Pares obtenidos de médulos Gorenstein proyectivos y Gorenstein inyectivos

Consideremos A := Mod(R), X := GProj(R) y w := Proj(R). La clase X’ es grue-
sa a izquierda por [47, Teorema 2.5 y w es X-inyectivo por [47, Proposicion 2.3|. Por el
Ejemplo sabemos que (GProj(R),Proj(R)) es un par de Frobenius fuerte a izquier-
da en Mod(R). Entonces por los Teoremas y tenemos que (GProj(R),Proj(R)<>)
y (Proj(R), GProj(R)") son GProj(R)"-pares de cotorsion en Mod(R). Estos pares en ge-
neral no son hereditarios fuertes a izquierda, pues las inclusiones Inj(R) € GProj(R)" y
Inj(R) C Proj<*°(R) no son necesariamente ciertas. Observemos que estos pares son heredita-
rios (a izquierda y a derecha) como pares de cotorsion en la categoria exacta GProj(R)". Sin
embargo, estas dos nociones de pares de cotorsiéon hereditario coinciden en el caso de que el

anillo R sea Gorenstein, ya que en ese caso se cumplen las igualdades GProj(R)" = Mod(R)
y Proj<®(R) = Inj=*(R).

Recordemos del Ejemplo la igualdad Proj(R) = GProj(R) N Proj~*°(R). Ademas las
siguientes igualdades son ciertas:

Proj=*(R) = GProj(R)* N GProj(R)",
GProj(R) = GProj(R)" N +Proj(R) = GProj(R)" N *+Proj<>*(R).
Estas igualdades son generalizaciones de las relaciones de ortogonalidad
Proj=*(R) = GProj(R)* y GProj(R) = *Proj~*(R),

las cuales se cumplen cuando R es un anillo Gorenstein, pues en éste caso tenemos un par de
cotorsion (GProj(R), Proj<*(R)) y la igualdad GProj(R)" = Mod(R) (ver [25, Observacion
11.5.10].) De lo anterior concluimos el siguiente resultado.

Corolario 2.16. Si GProj(R)" = Mod(R), entonces (GProj(R),Proj~*(R)) es un par de
cotorsion hereditario y completo en Mod(R).

También tenemos las inclusiones duales si consideramos ) := GInj(R) y v := Inj(R) en

los Teoremas 2.7y [2.8

Pares obtenidos de médulos Ding-inyectivos y Ding-proyectivos: Los resultados
de H. Holm que hemos citado anteriormente de [47], junto con los argumentos que se prueban,
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nos permiten obtener resultados anélogos para moédulos Ding-proyectivos y Ding-inyectivos.

Recordemos que un R-modulo a izquierda se dice Ding-proyectivo, si existe una sucesion
de modulos proyectivos

P=...5oP PP P ...

con M = Ker(P° — P'), tales que Homg(P, F') es un complejo exacto de grupos abelianos,
para todo modulo plano F' € Flat(R). Denotamos por DProj(R) a la clase de R-moédulos a
izquierda Ding-proyectivos. Dualmente, un R-moédulo a izquierda es Ding-inyectivo si existe
una sucesion exacta de modulos inyectivos

I= L sI)—=1"=1"— ...

con N = Ker(ly — I°), tal que Hompg(J, I) es un complejo exacto de grupos abelianos, para
todo modulo FP-inyectivo J (esto es, un R-modulo a izquierda en FP*!, donde FP denota a
la clase de los modulos finitamente presentados).

Usando un razonamiento similar, como en el ejemplo de los médulos Gorenstein-proyectivos,
si definimos A := Mod(R), X := DProj(R) como la clase de moédulos Ding-proyectivos y
w := Proj(R), tenemos que el par (DProj(R), Proj(R)) es de Frobenius fuerte a izquierda. De
aqui tenemos los pares de DProj(R)"-cotorsion hereditarios fuertes a izquierda

(DProj(R), Proj<*(R)) y (Proj(R), DProj(R)"),

en Mod(R). El primero de estos pares de cotorsion es una generalizacion del par de cotorsion
(DProj(R), Flat=>°(R)) hallado por J. Gillespie en [35] (donde Flat<**(R) denota a los R-
modulos de dimension plana finita). Mas atn, tenemos las igualdades

Proj(R) = DProj(R) N Proj~*(R),
Proj<*(R) = DProj(R)* N DProj(R)",
DProj(R)" N +Proj(R) = DProj(R) = DProj(R)" N *(Proj~*(R)).
En [35, Proposicoon 3.8] se prueba que un modulo Ding-proyectivo es o bien proyectivo o
tiene dimensién plana infinita. Esto puede ser escrito como la igualdad Proj(R) = DProj(R)N
Flat<*°(R). Se sigue que los médulos planos no proyectivos no son Ding-proyectivos. Por esta

razon, consideramos w := Proj(R), en lugar de w := Flat(R). Asi, la primera igualdad de
arriba puede extenderse a

DProj(R) N Flat=*°(R) = Proj(R) = DProj(R) N Proj<*(R).

Dualmente, si DInj(R) denota a la clase de los moédulos Ding-inyectivos, tenemos un par
de Frobenius fuerte a derecha (Inj(R),DInj(R)), y los correspondientes pares de DInj(R)"-
cotorsion son obtenidos de manera dual.
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Pares obtenidos de médulos Gorenstein AC-proyectivos y AC-inyectivos

Los modulos Gorenstein AC-proyectivos y AC-inyectivos fueron definidos por D. Bravo,
J Gillespie y M. Hovey en [I5 Seccion 5 y 8]. Recordemos estas nociones en las siguientes
lineas.

(1)

Un R-mo6dulo a izquierda () es de tipo FP si este tiene una presentacion de longitud
infinita y de tipo finito, esto es, si existe una sucesion exacta larga

o> Fy = Fp—>Q —0
donde F}, es finitamente generado y libre para todo k > 0.

Un R-médulo a izquierda E es absolutamente limpio si Ext;(Q, E) = 0 para todo
R-modulo a izquierda @) de tipo FP..

Un R-moédulo a izquierda L es de nivel si Torf” (@, L) = 0 para todo R-modulo a derecha
Q) de tipo FP.

Un R-modulo a izquierda M es Gorenstein AC-proyectivo si existe un complejo
exacto consistente de médulos proyectivos de la forma

P=...5P PP 5P ...

con M = Ker(P° — P') y tal que el complejo inducido Homp(P, L) sea exacto para
todo R-moédulo a izquierda L de nivel.

Un R-moédulo a izquierda N se dice Gorenstein AC-inyectivo si existe un complejo
exacto consistente de modulos inyectivos

I= . L s —-1">1"—...

con N = Ker(I° — I') y tal que el complejo inducido Homz(E, I) sea exacto para todo
R-moédulo a izquierda E absolutamente limpio.

Consideremos v := Inj(R) y Y = GInjyc(R) como la clase de los moédulos Gorens-
tein AC-inyectivos: Observe que Inj(R) C GInj,o(R). Por otro lado, Glnj,(R) es gruesa
a derecha, pues es la mitad derecha de de un par de cotorsion hereditario (consultar [15]
Lema 5.6]). Ahora, el hecho de que Inj(R) es un generador Glnj,q(R)-proyectivo relativo
en GInj(R) se obtiene por la definicion de modulos Gorenstein AC-inyectivos. Por otro la-
do, Ext%(V,Y) = 0 para todo V € Inj(R) y todo Y € GInj,o(R), pues podemos calcular
Ext%(V,Y) usando una corresolucién inyectiva de Y la cual es Homp(FE, —)-exacta para todo
modulo E absolutamente limpio. Finalmente, sabemos que Inj(R) es cerrado bajo suman-
dos directos. Entonces (Inj(R), GInjy¢(R)) es un par de Frobenius fuerte a derecha; y de este
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modo, por los resultados duales de los Teoremas y obtenemos los pares de GInj,o(R)-
cotorsion (Inj(R)Y, GInj,(R)) v (GInj,o(R)Y,Inj(R)) en Mod(R), los cuales son heredita-
rios a derecha. De un modo similar, de la definicion de médulos Gorenstein AC-proyectivos
y de los resultados correspondientes en [15], tenemos un par de Frobenius fuerte a izquier-
da (GProjsc(R),Proj(R)), donde GProj,o(R) denota la clase de los modulos Gorenstein
AC-proyectivos. Més aun, tenemos pares de GProj,(R)"-cotorsion hereditarios a izquierda
(GProjsc(R), Proj~>*(R)) y (Proj(R), GProj,c(R)") en Mod(R).




Capitulo

Estructuras exactas de modelos a partir de
pares de Frobenius

En esta seccion, dado un par de Frobenius fuerte a izquierda (X,w) en A, obtendremos
una estructura de modelo sobre la categoria exacta X (ver Ejemplo , cuya categoria de
homotopia representa, en algtin sentido que especificamos después, una generalizaciéon de la
categoria estable de modulos de un anillo.

3.1. Correspondencia de Hovey-Gillespie

Recordamos primero la nocién de estructura exacta de modelo, junto con el enunciado
de la Correspondencia de Hovey-Gillespie, para obtener con esta herramienta estructuras de
modelo a partir de los pares de cotorsién que se obtienen en los Teoremas y [2.8] Nuestro
objetivo en esta seccién es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Entonces eriste una
inica estructura exacta de modelo sobre X", que denotaremos por MY (X, w), a la cual nos
referimos como la estructura de modelos proyectiva de Auslander-Buchweitz , tal que
X es la clase de los objetos cofibrantes, X" es la clase de objetos fibrantes y w” es la clase de
objetos triviales.

Dualmente, si (v,Y) es un un par de Frobenius fuerte a derecha en A, entonces existe una
unica estructura exacta de modelo sobre VY, denotada M\L(v,)), y referida como la es-
tructura de modelos inyectiva de Auslander-Buchweitz, tal que Y" es la clase de los

objetos cofibrantes, Y es la clase de objetos fibrantes y vV es la clase de objetos triviales.

El concepto de categoria de modelo fue introducida por D. Quillen en 1967. Existen dos
aproximaciones modernas a esta definicién hoy en dia: una proporcionada por Hovey en [50,
Capitulo 1], y otra por Beligiannis y Reiten [17, Capitulo VIII|. Estas dos aproximaciones
son ligeramente distintas entre ellas, y difieren de la definiciéon original dada por Quillen.
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Para el proposito de este trabajo, las estructuras de modelo seran siempre consideradas sobre
categorias exactas (a menos que se especifique lo contrario), aunque la definicién que damos
abajo cubre situaciones mas generales.

Recordamos de [I7] que una estructura de modelo sobre una categoria exacta £ esta
dada por tres clases §, € y T de morfismos en &, llamados fibraciones, cofibraciones y
equivalencias débiles, respectivamente, que satisfacen los siguientes tres axiomas

[M1] ¥ tiene la propiedad dos de tres con respecto a la composicion. Esto es; si f, g son
morfismos que se pueden componer, y si cualesquiera dos de los morfismos f, g, o fg
son equivalencias débiles, entonces también lo es el tercero.

[M2] §,¢ y T son cerradas bajo retractos. Esto significa lo siguiente; Si g es un morfismo dis-
tinguido y f es un retracto de g, entonces f es también distinguido. Donde un morfismo
f es retracto de un morfismo g si existe un diagrama conmutativo de la forma

id
A s B s A

donde f es una cofibracion trivial (esto es, f € €N T) y ¢ es una fibraciéon, o bien f
es una cofibracion y ¢ es una fibracion trivial (esto es, g € § N ), entonces existe un
morfismo d: B — X tal que do f =uy god=w.

[M4] Todo morfismo f € £ admite una factorizacion f = poi =qgoj,dondei € €, j € ENT,
peESNTyqeST.

Para mas detalles con respecto a estos axiomas, consulte [50, Definicion 1.1.3] o bien [I7,
Seccion 1 del Capitulo VII|. Por una categoria de modelo nos referimos a una categoria
exacta £ equipada con una estructura de modelo M = (€, ¥, §) sobre .
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Observacion 3.2. Necesitamos senalar algunas consideraciones sobre esta definicion de ca-
tegoria de modelo. En el sentido de Hovey, una categoria de modelo es una categoria £ con
limites (pequenos) y colimites (pequenos), que estd equipada con una estructura de modelo tal
que las factorizaciones en el axioma [M/] son funtoriales. En la definicion de Beligiannis y
Reiten, por otro lado, basta con que £ sea una categoria aditiva con nicleos y conticleos.

De modo que nuestra definicion de categoria de modelo es mas similar a la de Beligiannis y
Reiten, con el unico detalle que las categorias exactas pueden no tener nicleos y conucleos, de
acuerdo con la definicion de Quillen en [04)]. Sin embargo, esto no representard un problema
en nuestro contexto. En realidad, la parte de teoria de categorias de modelo considerada en
este trabajo solo requieren categorias exactas £ tales que: (1) & tenga objetos iniciales y fi-
nales, (2) el producto X [[ X y coproducto X [[ X de cualquier objeto X € € consigo mismo
existe, y (3) los push-out de todas las cofibraciones y los pull-back de todas las fibraciones
existen. Con solo estos tres requerimientos, serd posible usar algunos importantes resultados
basicos de teoria de homotopia. Especificamos lo anterior como sigue.

Una estructura de modelo provee a la categoria sobre la cual estd definida un entorno
general para hacer teoria de homotopia. Con esto queremos decir que toda categoria de mo-
delo (€, M) tiene una categoria de homotopia asociada, denotada por Hop(E), la cual es
definida al invertir formalmente las equivalencias débiles de M. En otras palabras, Hor (&)
es obtenida después de localizar £ por la clase ¥ de equivalencias débiles [50, Seccion 1.2].
Es importante mencionar que la construccion de Hox(€) no requiere de que € tenga limites
y colimites finitos, solamente las condiciones (1), (2) y (3) en la Observacion como es
explicado por Gillespie en [30, Seccion 1 y Hecho 4.2].

Estamos interesados en una familia particular de estructuras de modelo sobre categorias
exactas que son llamadas también exactas. Para tales estructuras de modelo, las clases ob-
jetos cofibrantes, fibrantes y objetos triviales tienen una mayor importancia que las clases
de cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles. Por otro lado, recordamos que un objeto
X € & en una categoria de modelo (£, M) se dice:

e cofibrante si el inico morfismo 0 — X es una cofibracion.
e fibrante si el tinico morfismo X — O¢ es una fibracion.
e trivial si el tnico morfismo Og — X es una equivalencia débil.

Denotamos las clases de objetos cofibrantes, fibrantes y triviales por O, R y T, respecti-
vamente. En algunas ocasiones, la estructura de modelo M puede ser pensada como el triple
M= (Q,T,R).

Las estructuras exactas de modelo fueron definidas por Gillespie en [36, Definicion 3.1] como
aquellas estructuras de modelo sobre una categoria exacta &£ tal que

e f es una cofibracion si, y solo si, f es un monomorfismo admisible y Coker(f) € Q.
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e ¢ es una fibracion si, y solo si, g es un epimorfismo admisible y Ker(g) € R.

Tales estructuras de modelo tienen una atractiva interacciéon con ciertos tipos de triples de
subcategorias de £. Tres subcategorias F,G y W de objetos en £ forman un triple de Hovey
(F,G,W)en &, si Wesgruesay si (FNW,G)y (F,GNW) son pares completos de cotorsion
en &. Gillespie prueba en [36, Teorema 3.3| que existe una correspondencia uno a uno entre
estructuras de modelo exactas sobre £ y triples de Hovey en &, en el caso que la categoria
exacta £ sea débilmente completa por idempotentes, esto es, si todo monomorfismo que
se escinde tiene contcleo y todo epimorfismo que se escinde tiene un nucleo [36, Definicion
2.2]. Este resultado es una generalizacién de una correspondencia similar probada por Hovey
en el contexto de categorias abelianas [51, Teorema 2.2|, el cual enunciamos a continuacion.

Teorema 3.3 (Correspondencia de Hovey-Gillespie). Sea £ una categoria exacta, con una
estructura exacta de modelo. Entonces (Q,R,T) es un triple de Hovey en E. Si ademds &
es débilmene completa por idempotentes, entonces también se cumple el reciproco. Esto es, si
(F,G, W) es un triple de Hovey en &, existe una unica estructura de modelo exacta sobre £, tal
que F,G y W son las clases de objetos cofibrantes, fibrantes y objetos triviales respectivamente.

Es digno de menciéon que una versiéon similar, a ésta interacciéon entre estructuras de
modelo y pares de cotorsion, fue desarrollada en el caso abeliano de manera independiente
por Beligiannis y Reiten en [I7, Capitulo VIII|, dando también resultados diferentes a los que
obtienen Hovey y Gillespie.

En este trabajo, solo usamos el reciproco de la Correspondencia de Hovey-Gillespie. Las
categorias gruesas son ejemplos de categorias exactas que son débilmente completas por idem-
potentes, y de este modo el reciproco de la Correspondencia de Hovey-Gillespie se cumple
en las sub-categorias gruesas X', )" C A, obtenidas de un par de Frobenius a izquierda
(X,w) y un par de Frobenius a derecha (v,)). Si adicionalmente, suponemos que (X,w) es
fuerte, entonces, por los Teoremas y , tenemos dos pares de X”-cotorsion (X, w”") y
(w, X"), donde w = X Nw". Estos son pares de cotorsion completos en la categoria exacta
X".Y después considerando F := X, G := X, y W := w”" en el Teorema [3.3 obtenemos la
estructura exacta de modelo sobre X descrita en el Teorema [3.1l Esta estructura de modelo
es proyectiva en el sentido de que todo objeto en X es fibrante.

Observacion 3.4. Otra observacion acerca de nuestra definicion de categoria de mode-
lo es que no consideramos factorizaciones funtoriales. De hecho, no sabemos si en general
las factorizaciones en la estructura de modelo de Auslander-Buchweitz del Teorema [3.1 son
funtoriales. Como esta estructura de modelo es exacta, y las estructuras de modelo exac-
tas estdn en correspondencia uno a uno con los triples de Hovey, podemos observar que

pAr]gj(X,w) = (X, w", X") tiene factorizaciones funtoriales si, y sdlo si, los pares de co-
torsion asociados (X,w") y (w, X") en X" son funtorialmente completos en el sentido de
Hovey [51)]. La dltima condicion ocurre, por ejemplo, cuando estos pares de cotorsion son
cogenerados por un conjunto. En muchos casos, para mostrar que un par de cotorsion (F,Q)
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en una categoria exacta € es cogenerado por un conjunto, se requiere construir para todo su-
mando directo de todo objeto en F una filtracion por un conjunto, y esto a su vez necesita la
existencia de colimites pequenos en £. Observe que éste no es necesariamente el caso de X"

El siguiente resultado provee un facil método para conseguir estructuras exactas de modelo
de un par de S-cotorision.

Corolario 3.5. Sea (F,G) un par de S-cotorsion en A, donde A tiene suficientes proyectivos
e inyectivos, F es resolvente en A y G es coresolvente en A. Si G C F" entonces (F,Q)
y (FNG,F") son pares de F"-cotorsion en A, en otras palabras (F,G, F") es un triple de
Hovey en F". Dualmente, si F C G, entonces (F,G) y (G", FNG) son pares de G"-cotorsion
en A.

Cerramos esta seccion presentando algunos ejemplos de estructuras de modelo de Auslander-
Buchweitz, las cuales son generalizaciones de algunas estructuras abelianas de modelo en
algebra homologica Gorenstein y Ding-Chen.

Ejemplo 3.6. Generalizamos, en el sentido explicado abajo, algunas estructuras de modelo
halladas por D. Bravo, M. Hovey y J. Gillespie en [51)].

(1) Del par de Frobenius fuerte a izquierda (GProj(R), Proj(R)) en Mod(R), obtenemos la
estructura de modelo proyectiva de Auslander-Buchweitz

M35 (GProj(R), Proj(R)) = (GProj(R), GProj“**(R), Proj“**(R))

sobre GProj*(R). Esta es la tinica estructura exacta de modelo sobre GProj~*°(R) con
GProj(R), GProj<>°(R) y Proj<>°(R) como las clases objetos cofibrante, fibrante y tri-
viales, respectivamente. Dualmente, existe una unica estructura de modelo inyectiva de
Auslander-Buchweitz sobre GInj<*(R), tal que GInj~*(R), GInj(R) y Inj~*°(R) son las
clases de objetos, cofibrante, fibrante y triviales, respectivamente.

FEsta estructura de modelo generaliza la estructura de modelo abeliana (proyectiva e in-
yectiva) de Hovey sobre Mod(R), con R un anillo de Gorenstein [51, Teorema 8.6].
Observe que no dimos condicion alguna sobre el anillo base R. Aun asi, necesitamos pa-
gar un precio por esto. Nosotros no obtenemos una estructura de modelo abeliana sobre
GProj~*(R) y GInj~*°(R), pero si una exacta. Por otro lado, ya hemos mencionado que
si R es un anillo de Gorenstein, las dos subcategorias GProj~*(R) y GInj~*(R), coin-
ciden con Mod(R), y en este caso las estructuras de modelo M%) (GProj(R), Proj(R))
y MW, (Inj(R), GInj(R)) son las estructuras de modelo descritas en [51, Teorema 8.6].

(2) Para los pares de Frobenius fuerte a izquierda y fuerte a derecha

(DProj(R), Proj(R)) y (Inj(R), GInj(R))
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en Mod(R), obtenemos las estructuras de modelo proyectiva e inyectiva de Auslander-
Buchweitz

At (DP1oj(R), Proj(R)) = (DProj(R), DProj“*(R), Proj~*(R)),
M5 (Inj(R), DInj(R)) = (DInj™(R), DInj(R), Inj~>(R)).

sobre DProj<*°(R) y DInj<*°(R), respectivamente.

FEstas estructuras de modelo son generalizaciones (en el sentido especificado en el inciso
anterior de este ejemplo) de la estructura abeliana de modelo sobre Mod(R) (cuando R
es un anillo Ding-Cheng) halladas por J. Gillespie en [36, Teorema 4.7]. Sin embargo,
los autores no saben si Mod(R) = DProj~*(R), en el caso de que R es un anillo Ding-

Chen.

Finalmente, en el entorno mas general de maodulos Gorenstein AC-proyectivos y Go-
renstein AC-inyectivos, para los pares de Frobenius fuertes a izquierda y derecha

(GProjac(R), Proj(R)) y (Inj(R), GInjsc(R))
obtememos las estructuras de modelo proyectiva e inyectiva de Auslander-Buchweitz

MBS (GProjac(R), Proj(R)) = (GProjac(R), GProj5& (R), Proj<>(R)),
Mffg(lnj(R), GInjAC(R)) = (GIanéO(R), GIHjAc(R)7 Inj<oo<R))~

Estas estructuras de modelo estan relacionadas con las estructuras de modelo abelia-
nas Gorenstein AC-proyectivas y Gorenstein AC-inyectivas sobre Mod(R) (donde R es
un anillo arbitrario) descritas en [15, Teorema 5.5 y 8.5] por D. Bravo, M. Hovey y
J. Gillespie. Para estas estructuras de modelo, las clases de objetos triviales tienen una
descripcion diferente a la que dimos arriba [15, Lema 5.4 y 8.4]. Por otro lado, los auto-
res no saben si las clases GProji (R) y GInji” (R) coinciden con la categoria completa
Mod(R). Si lo anterior resultara cierto, sabriamos otra forma de obtener estructuras de
modelo Gorenstein AC-proyectiva y Gorentein AC-inyectiva.

Los incisos (1), (2) y (3) de este ejemplo también pueden ser obtenidos del Corolario[3.5,
Sea (F,G) un par de S-cotorsion en una categoria abeliana con suficientes proyectivos
e inyectivos.

(a) SiG C F", entonces existe una unica estructura de modelo exacta sobre F" donde
F es la clase de objetos cofibrantes, F" es la clase de objetos fibrantes, y G es la
clase de objetos triviales.

(b) Si F C GY, entonces existe una unica estructura de modelo exacta sobre GV, donde
GV es la clase de objetos cofibrantes, G es la clase de objetos fibrantes, y F es la
clase de objetos triviales.
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3.2. Subestructuras de modelo

Empezamos esta seccion con la siguiente definicion.

Definicién 3.7. Decimos que un triple de Hovey (F,G, W) en una categoria exacta & es
hereditario a izquierda si los pares de cotorsion (F,GNW) y (F N W,G) son ambos
hereditarios a izquierda, esto es, las clases F y F NW son resolventes en £. Dualmente,
tenemos la definicion de triples de Hovey hereditarios a derecha. Finalmente, un triple
de Hovey es hereditario si es hereditario a izquierda y a derecha.

En el caso de que £ sea una sub-categoria exacta de una categoria abeliana A, el triple de
Hovey (F,G, W) (en £) es hereditario fuerte a izquierda o hereditario fuerte a derecha
si los pares de cotorsion (F,GNW) y (F N W,G) son hereditarios fuertes a izquierda, o
hereditarios fuertes a derecha, en £, respectivamente (ver Definicion .

Recordamos de [36], Definicion 5.3] la nocién de subestructura de modelo. Dada una cate-
goria exacta £ equipada con una estructura de modelo exacta M = (Q,7,R) y una subca-
tegoria plena y exacta & C &, una estructura de modelo My = (Qy, Ty, Ro) sobre & es una
estructura de submodelo de M si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(a) el funtor inclusion i : & — & preserva la estructura de modelo My, esto es, toda cofi-
bracion, fibracion y equivalencia débil en M es una cofibracion, fibracion y equivalencia
débil en M, respectivamente;

(b) el funtor inducido Ho(7) : Hoa, () — Hoam(E) es una equivalencia de categorias.

La condicién (a) de arriba es equivalente a decir que Qg, R y 7o son subcategorias plenas
de @, R y T, respectivamente.
En [36], Gillespie construye de un triple de Hovey (F, W, G) en &, subestructuras de modelo
(de la tnica estructura de modelo en & resultante de (F,W,G)) sobre las subcategorias
plenas Q@ = F, R = Gy QNR = F NG de objetos cofibrantes, fibrantes y cofibrantes-
fibrantes, respectivamente. La primer propiedad obtenida después de asumir que (F, W, G)
es hereditario, es que las subcategorias resultantes @, R y ©Q N'R son exactas débilmente
completas por idempotentes [36, Lema 5.1, Proposicion 5.2|. Las resultantes subestructuras de
modelo sobre @, R y QN R son descritas en [36, Proposicion 5.2]. En esta seccion aplicamos
este resultado para verificar cuéles subestructuras de modelo son obtenidas de un par de
Frobenius fuerte a izquierda.

Proposicion 3.8. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Entonces la
terna (X,w", X") es un triple de Hovey en X". Mds ain, (X,w", X") es un triple de Hovey
hereditario fuerte en X", si y sdlo si, Proj(A) C w y Inj(A) C X",

Demostracion. El hecho que (X, w”, X") sea un triple de Hovey hereditario en X", se obtiene
de las propiedades de los dos pares de cotorsion (X, w”) y (w, X") en la subcategoria exacta
X" C A. Mientras que la caracterizacion de (X, w”, X) como un triple de Hovey hereditario
fuerte es consecuencia del Teorema 2.15] . O
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Observacion 3.9. Si A tiene suficientes proyectivos, entonces la inclusion Proj(A) C w en
el enunciado previo puede ser reemplazada por Proj(A) C X, ya que la Proposicion
asequra que Proj(A) = Proj(X"); y de este modo Proj(A) C w. Observemos también que
Proj(X") Cw, ya que (w, X") es un par de cotorsion en X".

Después de aplicar la Proposicion , junto con |36, Proposicion 5.2|, obtenemos las
siguientes subestructuras de modelo a partir de un par de Frobenius a izquierda.

Proposicién 3.10. Sea (X, w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Si Proj(A) C w
y Inj(A) C X", entonces existen las siguientes subestructuras de modelo de MY (X, w):

(a) Una estructura exacta de modelo sobre X, donde los objetos cofibrantes y fibrantes estdn
dados por X, y los objetos triviales por w.

(b) Una estructura exacta de modelo sobre w”", donde w es la clase de objetos cofibrantes y
w” la clase de objetos fibrantes

En [36, Proposicion 5.2], la subestructura de modelo resultante sobre R := X" coincide
con MRS (X, w). Esto sucede ya que MYR'(X,w) es una estructura de modelo proyectiva.
Por otro lado, las subestructuras de modelo resultantes sobre Q := X y sobre 9 NR := X,
coinciden.

Ejemplo 3.11. La estructura de modelo de (a) es un ejemplo de lo que Gillespie llama es-
tructura de modelo de Frobenius, esto es, que todo objeto en la categoria exacta sea
fibrante y cofibrante.

Recordemos que una categoria de Frobenius es una categoria exacta en la cual las nociones de
objetos proyectivos e inyectivos coinciden, y existen suficientes objetos proyectivos e inyecti-
vos. En toda categoria de Frobenius &, se tiene que (€,Proj(E),E) es un triple de Hovey, el
cual da lugar a una estructura de modelo de Frobenius con Proj(E) como la clase de objetos
triviales.

Un ejemplo de una categoria de Frobenius estd dado por Mod(R), con R un anillo casi-
Frobenius. Otro ejemplo estd dado por GProj(R) (con R un anillo arbitrario). Observe que
GProj(R) y Mod(R) coinciden en el caso que R sea un anillo casi-Frobenius. Se sigue que
existe una unica estructura exacta de modelo de Frobenius sobre GProj(R) con Proj(R)
como la clase de objetos triviales. FEsta estructura puede ser también obtenida al definir

A := Mod(R), X = GProj(R) y w := Proj(R) en la Proposicion[3.10,

1Si A tiene suficientes proyectivos, esta inclusién puede ser reemplazada por Proj(A) C X", pues la
Proposicion afirma que Proj(A) = Proj(X"); y de este modo Proj(A) C w (observe que Proj(X”) C w
pues (w, X") es un par de cotorsiéon en X").
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3.3. La categoria de homotopia de una estructura de mo-
delo de Auslander-Buchweitz

Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Por simplicidad escribimos la
categoria de homotopia de la estructura de modelo de Auslander-Buchweitz MYE (X, w)
sobre X como .

HOTEJ (X/\> = HOMIXEJ(X,UJ) (X/\)

En esta seccion, presentamos una descripcion explicita de Hollg (X"), y hacemos ver c¢o-

mo esta categoria de homotopia es equivalente a la categoria estable de una subcategoria de
Frobenius de A.

Las estructuras exactas de modelo sirven como descripciones, desde un punto de vista
homotoépico, de un buen nimero de importantes categorias consideradas en algebra homo-
logica relativa, tales como categorias derivadas y categorias estables. Por ejemplo, es bien
conocido que la categoria derivada de un anillo es equivalente a la categoria de homotopia
de la estructura de modelo proyectiva sobre la categoria de complejos de cadena sobre un
anillo R, descrita por Hovey en [50], Seccion 2.3]. Otro ejemplo sucede en el caso de que R
sea casi-Frobenius, donde la categoria estable de moédulos de R es equivalente a la categoria
de homotopia de la estructura de modelo estable sobre Mod(R) descrita en |50} Seccion 2.2].
De modo que podemos ver que las estructuras de modelo exactas pueden contener informa-
cion homolégica y homotopica dependiendo sobre cual clase de equivalencias débiles estemos
localizando.

En esta ocasion, nuestro marco teorico favorece la construccion de modelos desde categorias
estables mas generales. Seremos mas especificos sobre esta afirmacion al calcular la categoria
de homotopia asociada a la estructura de modelo de Auslander-Buchweitz de un par de Fro-
benius fuerte a izquierda (X, w).

Recordamos que dada una estrucura exacta de modelo M = (Q,7T,R) sobre una categoria
exacta £, dos morfismos f,g: X — Y en £ son homotopicos a derecha si y sélosi f —g se
factorizan a través de un objeto en QN7 . Dualmente, f y g son homotodpicos a izquierda
siy s6lo si g — f se factoriza a través de un objeto en R N 7. Lo anterior fue propuesto por
Gillespie en [36], Proposicion 4.4]. Si el triple de Hovey (Q,7,R) es hereditario, las subes-
tructuras de modelo sobre Q, R y Q N'R son estructuras de submodelo plenamente
equivalentes, esto es:

1. Las inclusiones ig : Q@ — &£, ig : R = € y ignr : QN R — & preservan las correspon-
dientes estructuras de modelo.

2. Los funtores inducidos en homotopia Ho(ig) : Ho(Q) — Ho(€), Ho(ix) : Ho(R) —
Ho(€) y Ho(ignr) : Ho(Q N'R) — Ho(€) son equivalencias de categorias.

Estos dos resultados fueron probados en [36, Proposicion 5.2|, y podemos aplicarlos al triple
de Hovey asociado a la estructura de modelo de Auslander-Buchweitz MRYE (X, w). Mas atn,
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el triple de Hovey asociado a esta estructura de modelo proyectiva de Auslander-Buchweitz,
proj

hp (X, w) es hereditario, como probamos a continuacion.
Proposicion 3.12. Sea (X,w) un par de Frobenius a izquierda en A. Entonces, la clase w"
es gruesa a derecha. Si ademds (X,w) es fuerte, entonces (X,w", X") es un triple de Hovey
hereditario en X".

Demostracion. Por el Teorema [2.7] tenemos la igualdad w® = X+ N X", Las clases X+ y A"
son claramente gruesas a derecha, y de aqui w” es gruesa a derecha.

Ahora supongamos que (X,w) es fuerte. Entonces, tenemos los pares de cotorsion (X,w”) y
(w, X") en la categoria exacta X" C A. Primero, observemos que w es la clase de objetos
proyectivos en X, Por lo que se sigue que X y w son clases resolventes en X”*. Por otro lado,
las clases w” y X7 son gruesas a derecha, y asi son corresolventes en X" O

De hecho, por la Proposicion se sigue que si X esta equipada con la estructura de

modelo AB proyectiva MYE (X, w), entonces la subcategoria de objetos cofibrantes-fibrantes
QN TR = X esta equipada con la subestructura de modelo My = (X, w, X) de MY (X, w)
descrita en la Proposicion , y las correspondientes categorias de homotopia Hogr]gj(é\.’ )
y Hop, (X) son equivalentes. Una ventaja de este hecho es que Hopqer(X') es mas facil de
describir que HoR'Y(X"). Primero que todo, sobre la subcategoria Q NR = X C A", las
relaciones de ser homotopico a izquierda y a derecha (denotada por ~) coinciden. Por otro
lado, por Hovey [50, Teorema 1.2.10 (i)], existe una equivalencia de categorias Hop,  (X) =
(QNR)/ ~ =X/ ~. Por la Observacion [1.6] X es una categoria de Frobenius, y para cada
par de morfismos f,g: X — Y tenemos que f ~ g siy solo si g— f se factoriza a través de un
objeto proyectivo en X (esto es, un objeto en w). De aqui el cociente X'/ ~ es la categoria
estable de X.
La descripcion de HoRZ(X") involucra algunos conocimientos de reemplazos cofibrantes y
fibrantes. Si X es un objeto en la categoria exacta £ con una estructura exacta de modelo
M, podemos factorizar el morfismo 0 — X como una cofibraciéon 0 — QX seguido por una
fibracion trivial QX — X. El objeto QX es entonces cofibrante y es llamado un reemplazo
cofibrante de X. Dualmente, uno tiene la nociéon de reemplazo fibrante de X, usualmente
denotado como RX. En este caso, M es la estructura de modelo de Auslander-Buchweitz,
MBI (XN, tenemos por [50, Teorema 1.2.10 (ii)] que para todo X,Y € X" existe un isomor-
fismo natural

HOHlHO;X]gj(XA)(X, Y) = HOIHX/\ (Q)(7 RY)/ ~ .

Como todo objeto en X' es fibrante, podemos tomar RY = Y. Resumimos estos hechos en
el siguiente resultado.

Proposicién 3.13. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Para la estructura
de modelo proyectiva de Auslander-Buchweitz, MY (X, w) = (X, X", w") sobre X, existe un
tsomorfismo natural

HOIIIHO(X/\)(X, Y) = HOI’IIX/\ (QX, Y)/ ~
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para todo X, Y € X", donde [ ~ g, si y solo si, g — [ se factoriza a través de un objeto en
w. Mds ain, Ho(X") es equivalente a la categoria estable X/ ~.
Dualmente, si (v,Y) es un par de Frobenius fuerte a derecha en A. Para la estructura de
modelo inyectiva de Auslander-Buchweitz, My (v, V) = (Y, X, vV) sobre YV, eziste un iso-
morfismo natural

HOH]HO(yV)(X, Y) = HOHI:);\/ (X, RY)/ ~

para todo X,Y € YV, donde f ~ g, si y sélo si, g— [ se factoriza a través de un objeto en v.
Mads ain, Ho(YY) es equivalente a la categoria estable Y/ ~.

Observacion 3. 14 Dado un par de Frobenius fuerte a izquierda (X,w) en A, sabemos por
la Pmposzczon que HOVJ (X)) es equivalente a la categoria estable X/ ~. Por otro lado,
por la Observacwn. X es una categoria de Frobenius, y asi X/ ~ es de hecho triangula-
da por Happel [42, Teorema 1.2.6]. Este wltimo hecho sobre X/ ~ también puede deducirse
de Beligiannis [16, Teorema 2.11], ya que X C ‘w y w es un cogenerador relativo en X.
Es importante declarar que el concepto de categoria triangulada empleado aqui es el cldsico
definido por Verdier [76]. Uno puede estar tentado a decir que (X", MY2(X™)) es una cate-
goria de modelo estable en el sentido de Hovey [50, Capitulo 7], esto es, esta es una categoria
de modelo cuya categoria de homotopia es triangulada. Sin embargo, uno debe ser cuidadoso
con esta terminologia. La definicion de categoria triangualda en [50] es relativamente nueva
y mas fuerte que la cldsica, y requiere de un moderno tratamiento de categorias de modelo
que usa (co)limites pequerios. Podemos solamente afirmar que (X", MEZ(X")) es una cate-
goria de modelo exacta con estructura de modelo proyectiva cuya categoria de homotopia es
una categoria triangulada estable cldsica, pero no necesariamente triangulada en el sentido de
Howey.

La proposicion previa codifica la categoria estable Stmod(R) de un anillo casi-Frobenius
R, como ejemplo particular, al definir A := Mod(R) (con R un anillo casi-Frobenius), X' :=
GProj(R) = Mod(R), y w := Proj(R). Esto es explicado en detalle abajo.

Ejemplo 3.15. Recuperamos algunos ejemplos de categorias de homotopia construidos por
D. Bravo, M. Hovey y J. Gillespie.

1) Consideremos la categoria de homotopia Ho(GProj<*°(R)) de la estructura de modelo
proyectiva de Auslander-Buchweitz,

MBI (GProj(R), Proj(R)).

Por la Proposicion tenemos que dos morfismos f,g : X — Y en GProj~>*(R)
son homotopicos si su diferencia se factoriza a través de un modulo proyectivo. La
categoria de homotopia de esta estructura de modelo es la categoria estable proyectiva
de mddulos GProj(R)/ ~, la cual es también la categoria de homotopia de la estructura
de modelo abeliana de Hovey (GProj(R), Mod(R),Proj<*(R)) sobre Mod(R), cuando

R es un anillo de Gorenstein [51), Seccion 9]. Esta categoria estable de mddulos coincide
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con la categoria estable de mddulos usual Stmod(R), en el caso que R es un anillo
casi-Frobenius, esto es, un anillo 0-Gorenstein. Usando la Proposicion[3.13, obtenemos
stmilares conclusiones en el caso inyectivo, y la misma categoria estable de modulos de
Ho(GInj<*(R)) en el caso que R es un anillo casi-Frobenius.

Recordando el Ejemplo las categorias de homotopia de las estructuras de modelo de
Auslander-Buchweitz

MR (GProjac(R), Proj(R)) y ML (Inj(R), Glnjc(R))

son exactamente las categorias de homotopia obtenidas en [15, Teorema 5.7 y Teorema

5.8].




Capitulo I

Contextos de Auslander-Buchweitz, pares de
cotorsion, pares de Frobenius y estructuras de
modelo.

Presentamos en éste capitulo correspondencias uno a uno entre los objetos que hemos es-
tudiado hasta ahora: pares de Frobenius, pares de cotorsion relativos y estructuras de modelo
de Auslander-Buchweitz. Los contextos de Auslander-Buchweitz jugaran un importante papel
en esta secciéon y también apareceran en esta correspondencia.

4.1. Contextos de Auslander-Buchweitz, pares de Frobe-
nius y pares de cotorsiéon relativos

La siguiente definicion de contexto de Auslander-Buchweitz se debe a M. Hashimoto en
[44, Teorema 1.1.2.10], pero se escribira de acuerdo a la terminologia que hemos estado usando
hasta ahora.

Definicion 4.1. Sean (F,G) un par de clases de objetos en A y w = F N G. Decimos
que (F,G) es un pre-contexto de Auslander-Buchweitz débil a izquierda (AB pre-
contexto débil a izquierda, para abreviar) en A si:

(a) El par (F,w) es un par de Frobenius a izquierda.
(b) G = Thick™(G).
Sv adictonalmente:
e (F, Q) satisface que G C F", decimos que (F,G) es un AB contexto débil a izquierda
in A,
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o (F,G) satisface que F* = A, decimos que (F,G) es un AB contexto a izquierda en

A.

La nocion de AB precontexto débil a derecha se define dualmente, esto es, un par (F,G)
de clases de objetos en A, con v:=F NG, tal que:

(i) El par (v,G) es un par de Frobenius a derecha.
(i) F = Thick™ (F).
Si adicionalmente:

e (F,QG) satisface que F C G, decimos que (F,G) es un AB contexto débil a derecha
en A;

o (F,G) satisface que G¥ = A, decimos que (F,G) es un AB contexto a derecha en A.
Ejemplo 4.2. Las clases F y G, en el Teorema forman un AB contexto débil a izquierda.

Observacion 4.3. Ezisten nociones ligeramente distintas para AB-contextos en la literatura,
tal como la considerada por A. Beligiannis [16, Definicion 4.4]. Aqui, el autor trabaja asu-
miendo que F es w-resolvente y que G es cerrada por extensiones de sucesiones w-admisibles.
Otra diferencia es que nosotros pedimos que F = Thick™ (F) y G = Thick™(G). Aunque en la
Definicion la clase F es Proj(A)-resolvente y G es cerrada por extensiones de sucesio-
nes Proj(A)-admisibles en el sentido de [16], no se cumple en general que las subcategorias
Proj(A) y w coincidan, como veremos mas adelante.

El objetivo de éste capitulo es estudiar la relacién que tienen los AB contextos débiles a
izquierda con pares de Frobenius a izquierda y pares de cotorsion relativos. Especificamente,
nos enfocaremos en probar el siguiente teorema de correspondencia.

Teorema 4.4. Sea A una categoria abeliana. Consideremos las siguientes clases de objetos
en la categoria producto A x A:

S ={(X,w) CAxA: (X ,w) es un par de Frobenius a izquierda en A},
C:={(B,C) CAxA:(B,C) es un AB contexto débil a izquierda en A},
B :={(F,G) CAxA:(F,G) esun par de Thick(F)-cotorsion en A con idx(G) = 0}.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:
1. Ezxiste una correspondencia uno a uno
O :F — € dada por (X,w) — (B:=X,C:=w"),

con 1nuersa

U:¢ — §, dada por (B,C) — (X :=B,w:=BNC).
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2. ¢ =p.

Primero mostramos cémo obtener pares de cotorsiéon relativos a partir de AB contextos

débiles.

Teorema 4.5. Sean (F,G) un AB contexto débil a izquierda en A, y w := F NG. Entonces:
(@) w=FNFtyw"=gG.
(b) (F,G) es un par de F"-cotorsion en A con idz(G) = 0.

Demostracion. Por un lado (F,w) es un par de Frobenius a izquierda en A, y por el Teorema
tenemos un par de F”-cotorsién (F,w”) con w = FNw" = FN(FtNFY) = FnF
Por otro lado, w € G y G = Thick™(G) implica que w" C G. Mostramos ahora la inclusion
restante. Sea N € G. Entonces N € F” pues G C F”, y podemos aplicar el Teorema [1.12]
para obtener la sucesion exacta

0—>K—=>A—N—0,

con Ae Fy K e w". Comow" C @G, tenemos que K € G. Entonces A € FNG =: w pues G
es cerrado por extensiones. Se sigue que N € w”. Por lo tanto G = w”", y de este modo (F,G)
es un par de F”-cotorsiéon en A.

Solo resta mostrar que idz(G) = 0. Sea B € G. Consideremos una sucesion exacta corta
0—K—>A—B—0,
con A€ Fy K ew'"=4g. Por el dual de |23, Lema 1.1|, tenemos
idz(B) < max{idz(A),idz(K) — 1},

donde idr(K) < idr(w") y idr(w”") = idz(w), por el Lema [1.8 Por otro lado, idr(w) = 0.
Entonces idz(K) = 0, y de aqui

idr(B) < idz(A).
Por otro lado, A € FNG = w y de este modo idx(B) = 0 para todo B € G. ]

Lema 4.6. Sea (F,G) un par de S-cotorsion a izquierda en A tal que idx(G) = 0. Entonces
F = Thick™ (F). Dualmente, si (F,G) es un par de S-cotorsion a derecha en A tal que
pdg(F) =0, entonces G = Thick™(G).

Demostracion. Primero, sabemos que F = 115G := 11GN S. Asi, tenemos que F es cerrado
bajo sumandos directos y extensiones. Es suficiente mostrar que F es cerrado bajo ntcleos de
epimorfismos entre objetos de F. Para esto, supongamos que tenemos una sucesion exacta

0>A—>B—C—=0,
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con B,C' € F. Sean GG € G. Entonces, tenemos una sucesion exacta
Exty (B, G) — ExtY(A,G) — Ext}(C,G),

donde ExtYy (B, G) = 0y Ext}(C,G) = 0, pues id#(G) = 0. De aqui Ext (A, G) = 0 para todo
G € G,y de este modo A € 11G. Por otro lado A € S, ya que S es gruesay B,C € F C S.
Por lo tanto A € gNS =: 115G = F. O

Proposicion 4.7. Sea (F,G) un par de S-cotorsion en A con idx(G) = 0. Entonces (F,G)
es un AB pre-contexto débil a izquierda y a derecha en A.

Demostracion. Las igualdades F = Thick (F) y G = Thick™(G) se obtienen del Lema
y su dual. Por otro lado, idz(G) = 0 implica que idz(w) = 0, donde w := F N G. Ahora sea
F e F CS. Entonces, existe una sucesion exacta

0=F—=G—=F =0,

con I € FyG e G. Como F es cerrada por extensiones, tenemos que G € F NG =: w; y
de este modo w es un cogenerador relativo en F. Finalmente, pdg(F) =id#(G) =0y w C F
implican que pdg(w) = 0. Dualmente, para todo GG € G existe una sucesion exacta corta

0—-G —=F—=G—0,
con Fe FyG' € G,yasi F € FNG =: w. Por lo tanto, w es un generador relativo en G. [J
Teorema 4.8. Sea (F,G) un par de Thick(F)-cotorsion en A con idz(G) = 0. Entonces:
(a) Thick(F) = F".
(b) (F,G) es un AB contexto izquierdo débil en A.

Demostracion. Por la Proposicion 4.7} el par (F,G) es un AB precontexto débil a izquierda.
Entonces (F,w) es un par de Frobenius a izquierda, y de este modo el Teoremaimplica que
F = Thick(F). Finalmente, solo necesitamos mostrar que G C F”. Pero G C Thick(F) = F"
asi obtenemos el resultado. ]

A partir de ahora denotaremos por A? a la categoria producto A x A.
Demostracion del Teorema [4.4] Definamos la correspondencia

P:F—C,
(X, w)— (B:=X,C:=uw").

Veamos que ® estd bien definida, esto es, que si (X,w) es un par de Frobenius a izquierda,
entonces (B := X,C := w") es un AB contexto débil a izquierda. Por la Proposicion
tenemos

(B,BNC) = (X,XxNuw") = (X,w),
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y asi (B,BNC) es un par de Frobenius a izquierda. Solo queda mostrar que C = Thick™ (C)
y que C C B". Por el Teorema R.7, C = w" = X+ N X", y también X+ y X" son gruesas a
derecha. Entonces, C es gruesa a derecha y de aqui C = Thick™ (C). Finalmente, la inclusion
C =w" C X" = B" es clara.

Tenemos que ® es una funcién bien definida. Para mostrar que es uno a uno, construimos
la aplicacon inversa. Consideremos la aplicacion

U: ¢ — 3§,
(B,C) — (X :=B,w:=BnNC)

la cual esta bien definida por la definicién de AB contexto débil a izquierda. Mostraremos que

Vod =idsgy Po V¥ =ide.
Sea (X,w) un par de Frobenius a izquierda. Entonces

Vod(X,w)=T(X,uw")=(X,XNw") = (X, w)

donde X Nw” = w por la Proposicion [I.9] Por otro lado, si (B,C) es un AB contexto débil a
izquierda, tenemos

B oW(B,C) = d(B,BNC) = (B,(BNC)") = (B,C)
donde (BNC)" = C por el Teorema [1.5

Ahora nos enfocamos en mostrar que € = B. Sea (B,C) € € un AB contexto débil a
izquierda. Entonces, por el Teorema[4.5] el par (B, C) es un par de B"-cotorsion con idg(C) = 0,
donde B" = Thick(B) por el Teorema[1.22] De aqui (B,C) € B, y € C . La inclusion restante
¢ O P se siguen del Teorema [4.8 [

Figura 4.1: Correspondencias entre pares de Frobenius a izquierda, AB contextos débiles a
izquierda y pares de cotorsion relativos en categorias abelianas.
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Figura 4.2: Correspondencias entre pares de Frobenius a derecha, AB contextos débiles a
derecha y pares de cotorsion relativos en categorias abelianas.

4.2. Pares de cotorsion relativos y clases cubrientes

Es importante recordar en este punto, como los pares de cotorsion se relacionan con clases
cubrientes y envolventes. Un par de cotorsion (F,G) en A se denomina perfecto si F es
cubriente y G es envolvente. En esta seccion, proponemos el analogo relativo de pares de
cotorsion perfectos. Mostraremos su relacion con clases cubrientes y envolventes. Para esto,
la clase & definida por

& = {F C A: F es una clase saturada a izquierda en A, y precubriente en Thick(F)}.

tiene un importante papel en el Teorema [4.4, cuando pedimos condiciones extra sobre la
categoria A.

Definicion 4.9. Sea S una subcategoria gruesa de A. Un par de S-cotorsion a izquierda
(F,G) se dice perfecto a izquierda si todo objeto en S tiene una F-cubierta. El par de
S-cotorsion perfecto a derecha se define dualmente. Finalmente, un par de S-cotorsion
es perfecto si todo objeto en S tiene una F-cubierta y una G-envolvente.

Es posible el estudio de alguna relacion entre las clases & y :

;o o (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion perfecto
¥ = {(]:’ g)c A a izquierda en A, con idz(G) =0y Proj(A) CF | — ¥

Primero veamos como enviar elementos de P’ a &. Sea O la siguiente correspondecia:
0:p -6
(F,G) — F.

Afirmamos que O esta bien definida. Esto sera consecuencia del siguiente resultado.

Proposicion 4.10. Sea (F,G) un par de Thick(F)-cotorsion en A tal que idz(G) = 0.
Entonces F es una clase gruesa a izquierda y precubriente en Thick(F).
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Demostracion. Por (scp4) en la Proposicion todo objeto en Thick(F) tiene una F-
precubierta epi. Solo queda probar que F = Thick™ (F), lo cual se sigue del Lema O

Obtenemos asi que, para todo (F,G) € P/, la clase F es gruesa a izquierda y precubriente

en Thick(F). Lo anterior junto con el hecho de que Proj(.A) C F, implica que F es saturada
a izquierda en A, esto es, © estd bien definida.
Bajo ciertas condiciones, es posible construir una inversa a izquierda para la correspondencia
de arriba. A saber, necesitamos que la categoria base A sea Krull-Schmidt. Recordemos que
una categoria A es Krull-Schmidt si es aditiva y todo objeto se descompone en una suma
directa finita de objetos que tienen anillo de endomorfismos local.

Teorema 4.11. Sea A una categoria abeliana Krull-Schmidt con suficientes proyectivos. En-
tonces, la funcion © : P — B es inyectiva.

Antes de poder probar éste resultado, necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.12. Sean A una categoria Krull-Schmidt con suficientes proyectivos, y S una subca-
tegoria gruesa de A. St F C S es saturada a izquierda en A, la cual también es precubriente
en S, entonces las siguientes condiciones se se satisfacen:

(a) Para cada S € S, existe una sucesion exacta

0 — Ker(p) = F 5 5 =0,

donde ¢ es una F-cubierta y Ker(p) € F*.
(b) Ft=F+.

(c) Definiendo G := F+ NS, el par (F,G) es un par de S-cotorsion a izquierda que es
perfecto a izquierda en A, con idx(G) = 0.

Dualmente, si A es una categoria abeliana Krull-Schmidt con suficientes inyectivos y G C
S es saturada a derecha en A, la cual también es preenvolvente en S, entonces (F,G) es un
par de S-cotorsion perfecto a derecha en A, con pdg(F) =0, donde F := LGNS y*+G =11¢G.

Demostracion. Probaremos (a), (b), y (c).

(a) Sea S € S. Por un lado, S tiene una F-precubierta. Luego, como A es una categoria
Krull-Schmidt, el anillo de endomorfismos End 4(.S) es semiperfecto (ver [53, Corolario
4.4]). Por otro lado por el [0, Corolario 2.1.10 (b)[]] S tiene una F-cubierta, la cual
puede ser tomada epi, ya que Proj(.A) C F. Esto es, existe una sucesion exacta corta

0—Ker(p) = F5 S —0

'El enunciado y la prueba en la referencia es para la categoria de R-modulos, pero este resultado también
es valido en categorias abelianas
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donde ¢: FF — S es una F-cubierta. Entonces, usando el Lema de Wakamatsu [40]
Lema 5.12J%] tenemos que Ker(p) € F11.

(b) Es suficiente mostrar que F+' C F+. Asi, tomamos Y € F*1 y F € F. Como A tiene
suficientes proyectivos, para cada ¢ > 0, podemos hallar una sucesiéon exacta

O—-K, =P os—-—>P—-F—=F—=0

donde K; € Q7 (F). Observe que K; € F, pues F es saturada a izquierda en A.
Entonces por el Lema del Corrimiento, obtenemos que

Ext’y(X,Y) = Ext! (K;,Y) = 0.
De aqui, concluimos que F+t = Ft.

(c) Verificamos las condiciones (scpl), (scp3) y (scp4) de la Proposicion para el par
(F,9).

(scpl) Las inclusiones F,G C S son inmediatas. Por otro lado, F es cerrada por sumandos
directos en A, ya que F es gruesa a izquierda.
(scp3) ExtY(F,G) = 0 se sigue ya que G C F=.

(scp4) Por (a) y (b), para todo S € S, existe una sucesion exacta corta
0 — Ker(p) = F 5 5 =0,

donde p: F — S es una F-cubierta y Ker(¢) € F1. Mas aun Ker(¢) € S, pues
F,S €8y S es gruesa. Por lo tanto Ker(p) € F- NS =G.

Hasta aqui, hemos probado que (F,G) es un par de S-cotorsion perfecto a izquierda en
A, y la condicion idz(G) = 0 se obtiene de la definiciéon de G.

]
Prueba del Teorema [{.11] Consideremos la correspondencia
Q:6 P
F = (F,G := F* N Thick(F)).

Mostraremos que ) esta bien definida y que es una inversa a izquierda de ©. Sea F € &, esto
es, F es una clase saturada a izquierda en A, la cual es pre-cubriente en Thick(F). Entonces
F = Thick™ (F) y Proj(A) C F. Como F es pre-cubriente en Thick(F), con Proj(A) C F,y
A tiene suficientes proyectivos, F es una clase pre-cubriente epi. Por el Lema [4.12] tenemos
que (F,G) € P'. Finalmente, la igualdad © o Q = idg es facil de verificar, y asi 2 define un
encaje de & sobre . ]

2 Aunque el enunciado y la prueba que aparecen en la referencia son escritos para la categoria de R-modulos
a derecha, los argumentos también funcionan en una categoria abeliana
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;Es posible restringir © a una sub-clase de ', digamos 3, de modo tal que ®|‘i3 defina

una correspondencia uno a uno a subclases de &, digamos &? Dicha pregunta es considerada
en el siguiente resultado.

Teorema 4.13. Sea A una categoria abeliana Krull-Schmidt, con suficientes proyectivos e
wmyectivos. Entonces, existe una correspondencia uno a uno entre las siguientes clases:

B d(F.g)C A (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion perfecto en A
o Y= conidg(G) =0, Proj(A) C F, y Inj(A) C Thick(F) [’
&—lrca. F es una clase saturada a izquierda en A, y precubriente en Thick(F),
o =7 tal que Inj(.A) C Thick(F) '

Demostracion. Primero veamos que todo par (F,G) en ‘,]~3 es llevado a & via ©. Por la Propo-
sicion , tenemos que F es una clase saturada a izquierda en A, precubriente en Thick(F).
El hecho de que Inj(A) C Thick(F) implica F € &. Asi obtenemos que la restriccion de ©
sobre ‘i? define una correspondencia ©: ‘,i? — &.

Ahora construimos la inversa Q: & — P. Definamos Q := Q|g. Veamos que Q esta
bien definida. Sea F € &. Por el Lemma tenemos que (F,G := F+ N Thick(F)) es
un par de Thick(F)-cotorsion perfecto a izquierda en A tal que idz(G) = 0. La inclusion
Inj(A) C Thick(F) se tiene por hipotesis, y Proj(A) C F se cumple, pues F es saturada a
izquierda en A. Solo queda mostrar que (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion a derecha y
perfecto. Verificamos solamente (scpb), ya que (scp3), v (scp2) son claras. Sea S € Thick(F).
Mostraremos que existe una sucesion exacta corta

0—>S5S—>G—F—0,

donde F € Fy G € G. Como A tiene suficientes inyectivos y Inj(A) C Thick(F), existe una
sucesion exacta corta

0=>S—=>1—-C—=0,

donde I € Inj(A) y C € Thick(F). Por otro lado, ya que (F,G) es un par de Thick(F)-
cotorsion a izquierda, existe una sucesion exacta corta

0—-G —-F—=C—0,

con FF € Fy G € G. Haciendo pullback de I — C' y F — C, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas, donde el cuadrado inferior derecho
es un pullback:
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0 0
G, _ G/
0 S G F 0
|
0 S I C 0
0 0

Figura 4.3: Pullbacks de epimorfismos preservan sucesiones exactas cortas.

El renglon del medio cumple (scp5), esto es, G es una pre-envolvente especial en Thick(F).
Mas aun, G es saturada a derecha en A. Para mostrar esto, observe que G es cerrada bajo
extensiones y sumandos directos en A. Por otro lado G es cerrada bajo co-ntcleos de monomor-
fismos entre sus objetos, pues G := FL-NThick(F), donde F* y Thick(F) son ambas cerradas
bajo co-nticleos de monomorfismos entre sus objetos. Finalmente, la inclusion Inj(A) C F* es
clara, y Inj(.A) C Thick(F) se da por hipotesis, y de aqui Inj(.A) C G. Tenemos que G es una
clase saturada a derecha en A la cual es pre-envolvente en Thick(F). Por el dual del Lemal[4.12]
tenemos que G es la mitad derecha de un par de Thick(F)-cotorsion a derecha y perfecto en
A, y asf G es envolvente en Thick(F). Por lo tanto, (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion
perfecto en A, y asi podemos definir una correspondencia & — ‘,B como ) := Q‘@

Ahora, mostraremos que © y Q son inversas una de la otra. La igualdad © o Q = idg es
facil de verificar. Ahora sea (F,G) € . Tenemos:

Qo O(F,G) = Q(F) = (F, F*+ N Thick(F)).

Como (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion a derecha y F- = F*, se obtiene la igualdad
G = F+ N Thick(F) = F*+ N Thick(F), y de este modo Q 0 ©(F,G) = (F,§G). Por lo tanto,
© define una biyeccion entre Py 6. O]

Usando el Teorema [4.13] la correspondencia del Teorema puede ser extendida al caso
donde A es una categoria abeliana Krull-Schmidt con suficientes proyectivos e inyectivos.
Especificamente, trataremos esto en el siguiente resultado.
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Corolario 4.14. Sea A una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyectivos. En-
tonces existe una correspondencia uno a uno entre las siquientes clases:

5

con Proj(A) C X, y Inj(A) C A"

- 5 (F,G) es una par de Thick(F)-cotorsion perfecto en A,
P = {(f, g A L idz(G) = 0, Proj(A) C F, y Inj(A) C Thick(F) ’

- 5 (B,C) es un AB contexto débil a izquierda en A,
A= {(B;C) C A con PIOJ(A) C [57 y Il’lJ(.A) - Tthk(B) ’

& {]__ CA- F es una clase saturada a izquierda en A, } ’

{(X W) C A (X,w) es un par de Frobenius a izquierda en A, }

y precubriente en Thick(F), tal que Inj(.A) C Thick(F)

donde P = €, y las respectivas correspondencias son denotadas por ©, 0, ¥, y . Dualmente
existe una correspondencia uno a uno entre las clases:

Sop . o (1, )) es un par de Frobenius a derecha en A,
S’P_{(y,y)g/l COHIHJ(A)gy,yPrOJ(A)gyV }

frop . 2 (F,G) es un par de Thick(G)-cotorsion perfecto en A,
= {(f’ GEA con pdg(F) =0, Inj(A) C G, y Proj(A) C Thick(G) ,

~op . 5 (B,C) es un AB contexto débil a derecha en A,

&P .—lgc - G es una clase saturada a derecha en A, y pre-envolvente
o =77 en Thick(G), tal que Proj(A) C Thick(G) ’

donde q~3°p = ¢oP, y las respectivas correspondencias son denotadas por 0P, QP Jop, Y PP,

(B,BNC) S 65 F
I

\J
=1
K
—
4
—
[8)
joll
(o]
o

(X, wh) (F, F+ N Thick(F)) J

£ ~ ~ £

weo € q3 (F.)

Figura 4.4: Correspondencias entre pares de Frobenius a izquierda, AB contextos débiles a

izquierda, pares de cotorsion relativos y clases precubrientes en categorias abelianas Krull-
Schmidt.
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Figura 4.5: Correspondencias entre pares de Frobenius a derecha, AB contextos débiles a

derecha, pares de cotorsion relativos y clases pre-envolventes en categorias abelianas Krull-
Schmidt.

4.3. Algunas observaciones acerca de pares de cotorsion
perfectos

El problema de obtener cubiertas, mediante ciertas clases de moédulos ha tenido un impor-
tante interés recientemente en algebra homolégica y teoria de representaciones de algebras.
Esto en parte ha sido motivado por la conjetura de la cubierta plana E], establecida por L.
Bican, R. El Bashir y E. E. Enochs en [11]. Varios autores han estudiado las condiciones bajo
las cuales es posible obtener cubiertas. Por ejemplo, se sabe que todo R-moédulo a izquierda,
sobre un anillo perfecto, tiene una cubierta proyectiva. Este resultado también es valido en la
categoria mod(A) de modulos finitamente generados sobre una R-algebra de Artin A, donde
R es un anillo conmutativo artiniano con elemento identidad. En un contexto mas general,
H. Holm y P. Jorgensen han establecido en [45, Teorema 3.4| ciertas condiciones bajo las
cuales una clase F de R-modulos a izquierda es cubriente. Digamos, si F contiene al anillo
base R, es cerrada bajo extensiones, coproductos, sub-médulos puros y cocientes puros de
modulos, entonces (F, F11) es un par de cotorsién perfecto, y de aqui F es cubriente. En
el siguiente resultado, damos otras condiciones bajo las cuales una clase de objetos en una
categoria abeliana es cubriente.

Corolario 4.15. Sea A una categoria abelina Krull-Schmidt, con suficientes proyectivos e
inyectivos. Entonces, existe una correspondecia uno a uno entre las siguientes clases:

con Thick(F) = A.

F es una clase saturada a izquierda y pre-cubriente en A,
tal que Thick(F) = A. '

3Todo R-moédulo a izquierda tiene una cubierta plana

%(.A) o {(]: G)C A - (F,G) es un par de cotorsion hereditario y perfecto en A, }

B(A) == {fg A
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Demostracion. Por el Lema [2.3]y Teorema [4.13] la biyeccion esta dada por (F,G) + F, con
inversa F + (F,F71). O

Observacion 4.16. Para el caso A :== mod(A), donde A es un dlgebra de Artin, M. Auslander
e I. Reiten en [8, Proposicion 3.3] probaron que (F,FL) es un par de cotorsion hereditario
y perfecto en mod(A) con F" = mod(A), siempre que F sea una clase saturada a izquierda
y pre-cubriente en mod(A) tal que F" = mod(A). El corolario previo establece que estas dos
afirmaciones son de hecho equivalentes.

4.4. Teoremas de correspondencia de Auslander-Reiten

En esta seccion, hacemos algunas observaciones sobre la relacion de pares de cotorsion
perfectos, clases pre-envolventes, y modulos cotilting, dentro del esquema de las correspon-
dencias que hemos estudiado hasta aqui. En su articulo Applications of Contravariantly Finite
Subcategories [8], M. Auslander e I. Reiten probaron el siguiente teorema de correspondencia:

Teorema 4.17. Sea A un R-dlgebra de Artin.
(a) Existe una correspondencia uno a uno entre las siguientes clases:

(a)-(i) La clase de clases de isomorfismo de mddulos cotilting basicos.

(a)-(ii) La clase de sub-categorias contravariantemente finitas resolventes F C mod(A) que

satisfacen F" = mod(A).
(a)-(iii) La clase de pares de cotorsion completos (F,G), con F resolvente y F" = mod(A).

(b) Existe una correspondencia uno a uno entre las siguientes clases:

(b)-(i) La clase de clases de isomorfismo de mddulos cotilting bdsicos.

(b)-(ii) La clase de sub-categorias covariantemente finitas corresolventes de inj<>°(A).

La correspondencia (a)-(i) <+ (a)-(ii) esta dada por [C] — +C, donde [C] denota a la clase
de A-modulos isomorfos a C. El inverso de la previa correspondencia, esta dado por F — [C'x],
donde Cr es el A-mo6dulo cotilting definido como la suma directa de moédulos X-inyectivos
indescomponibles. La prueba de estos hechos puede hallarse en [56, Capitulo 8, por I. Reiten,
Teorema 2.2 (c¢)] o en [8, Teorema 5.5 (a)].

Por otro lado, la correspondencia (a)-(i) <> (a)-(iii) esta dada por [C] — (+C,add(C)"),
cuyo inverso es definido como (F,G) + [Crnrgl, donde Crrg es la suma directa de pares de
A-moédulos no isomorfos finitamente generados indescomponibles en F N G. Este hecho es
probado en [56, Capitulo 8, por I. Reiten, Corolario 2.3 (b)].
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Finalmente, en [8, Teorema 5.5 (b)]| o [56, Capitulo 8, por I. Reiten, Teorema 2.2 (d)],
uno puede verificar que la correspondencia (b)-(i) <> (b)-(ii) esta dada por [C] — add(C)",
con inversa G — [Cgl, donde Cg es la suma directa de A-mo6dulos no isomorfos dos a dos,
finitamente generados indescomponibles y G-proyectivos.

Observacion 4.18. En el caso de un dlgebra de Artin A-bdsica, la correspondencia (a)-(i) <>
(a)-(ii) <> (a)-(iii) del Teoremal[{.17 puede ser extendida a una clase de estructuras de modelo
sobre mod(A) que satisfacen una serie de cuatro condiciones (ver [17, Teorema VIII 5.8] para
mas detalles). Abordamos éste punto de estructuras de modelo otra vez de diferente modo en
la siguiente seccion, donde establecemos una correspondencia uno a uno entre estructuras de
modelo AB proyectivas, pares de Frobenius fuertes a izquierda y ciertos pares de S-cotorsion.
El enfoque abordado en la siguiente seccion, serd ligeramente diferente al presentado en esta
seccion, y aquellos pares de S-cotorsion serdn relativos a S := Thick(F) y satisfardn idz(G) =
0y FNG =Proj(A); y asi, no estardn necesariamente en B(A).

El teorema previo es una de las motivaciones del Corolario [4.15| Este puede ser mas
apreciado si explicamos céomo conectar el Corolario con el Teorema [4.17] Antes de esto,
y para mejor entendimiento, recordamos algunas definiciones.

Para el resto de esta seccion, explicamos como los enunciados (a) y (b) son equivalentes.
Antes de hacer esto, recordamos la terminologia usada en el teorema previo.

e |22 Definicion 8.1.1]: Un R-moédulo C' es cotilting siempre que las siguientes tres con-
diciones se satisfagan:

(a) id(C) < o

(b) Ext4(C!,C) = 0 para todo i > 0 y para todo conjunto de indices I, donde C!
denota el producto directo de copias de C' indexadas por I;

(c) resdimpyoq(c) (@) < 00, donde Prod(C') denota a la clase de sumandos directos de
productos arbitrarios de copias de C'y () es un cogenerador inyectivo.

[8]: Un R-moédulo a izquierda M es basico si en una descomposicion en suma directa
de M, por modulos inescindibles, ninguno de estos aparece mas de una vez.

e Un R-médulo M es auto-ortogonal si Ext’ (M, M) = 0 para todo i > 0.

e En [§], las clases pre-cubrientes son llamadas contravariantemente finitas, y las clases
pre-envolventes son llamadas covariantemente finitas.

e En [§], las subcategorias de mod(A) son consideradas cerradas bajo isomorfismos y su-
mandos directos, de modo que las clases resolventes y coresolventes en [§] son saturadas
a izquierda y saturadas a derecha en mod(A), respectivamente, de acuerdo a nuestra
terminologia.
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Recordemos que Inj~*°(.A) denota a la clase de objetos de A con dimension inyectiva finita.
Nos permitimos presentar la siguiente definiciéon con el fin de simplificar algunos enunciados
y notaciones.

Definicion 4.19. Sea A una categoria abeliana, con suficientees proyectivos e inyectivos.
Decimos que A es una categoria IP-finita si para cualquier subcategoria saturada a derecha
y pre-envolvente especial X C A, la siguiente equivalencia es cierta:

X C Inj<>*(A) si, y sdlo si, (tX)" = A.
Proposicion 4.20. Para una categoria IP-finita A, los siguientes enunciados se cumplen:

1. Para las clases

Gp(A) = {g C Inj~>*(A) :

G es una sub-categoria pre-envolvente
especial y saturada a derecha de A. ’

S L 5 (F,G) es un par de cotorsién completo
Fie(A) 1= {(]:’ g)c A y hereditario en A, con Thick(F) = A.

existe una correspondencia uno a uno
Qup: Q~5|P(-A) — ‘ﬁlP(A)v dada por G — (Lga g),
con inversa (F,G) — G, para todo (F,G) € Pip(A).
2. Para la clase:
Cp(A) = {(B,C) C A% : (B,C) es un AB contexto a izquierda en A},
la igualdad Pip(A) = Cp(A) se cumple.
3. Para la clase

Sip(A) = {(X,w) C A

(X,w) es un par de Frobenius a izquierda
en A tal que X" = A. ’

existe una correspondencia
LTJ|F> : éIP(A) — @lP(A)a dada por (B,C) — (B,BNC),

con 1NVersa

Dpp : Fip(A) — Cp(A), dada por (X,w) — (X,w").
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Demostracion. 1. Veamos que la correspondencia Qp: &p(A) — Pip(A) esta bien defini-
da. Es suficiente mostrar que (+G,G) es un par de cotorsiéon para todo G € ém(./l) con
Thick(+G) = A. El hecho que (+G,G) es completo y hereditario se seguira de la hipotesis que
dice que A tiene suficientes proyectivos e inyectivos, y de las propiedades de G. Primero obser-
ve que la clase +G es gruesa a izquierda, y G es gruesa a derecha. Consideremos w := *GNG.
Como G es pre-envolvente especial y saturada a derecha en A, para todo X € +G existe una
sucesion exacta corta
0—-X—->G—>K-—0,

donde G € Gy K € 11G = +G. Ahora, como *G es cerrada bajo extensiones, tenemos
G € 1GNG = w. Por otro lado, es claro que idig(w) = 0. Entonces, w es un cogenerador
relativo +G-injectivo en +G.

Finalmente, observe que G C (+G)" pues G C Inj<*(A) y A es una categoria IP-finita.
Asi, por el Teorema , tenemos G = (+G) N (+G)" = (*G)*. De aqui, la funcion Qip esta
bien definida y su inversa esta dada por la proyeccion Qp: (F,G) —G.

2. La inclusion Pip(A) D €p(A) se sigue por el Teorema , v Bip(A) C Cp(A) en
consecuencia del Teorema 4.8
3. Finalmente, no es dificil ver que las correspondencias

(Xaw/\) (~—{ (X7w>
E(A) o Fe(A)
Vp
(B,C) —— (B,BNC)

estan bien definidas y son inversas una de la otra. ]
Up Op
(F,FNg) (F,G) (F,9) g
‘1’|P e|P
&P(A) Q:IP(A) ‘BlP(A) Q5IP(A)
(X, w) P (X, w") (+6.9) G g

Figura 4.6: Correspondencias entre pares de Frobenius a izquierda, AB contextos a izquierda,
pares de cotorsion hereditarios y completos, y sub-categorias pre-envolventes especiales en
categorias [P-finitas.

Observacion 4.21. Consideremos la categoria mod(A) de A-mddulos a izquierda finitamente
generados, sobre un dlgebra de Artin A. En [8, Proposicion 5.3 y 5.5, Auslander y Reiten
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probaron que, si G es una subcategoria preenvolvente, saturada a derecha de mod(A), y+G es la
subcategoria precubriente saturada a izquierda asociada en mod(A), entonces (1G)" = mod(A)
si, y solo si, G C inj<>(A), donde inj<>*(A) denota a la clase de A-mddulos a izquierda
finitamente generados con dimension inyectiva finita. La Definicion[{.19 es motivada en éste
resultado.

El siguiente resultado es una version categorica del Teorema[d.17] Este es una consecuencia
de la Proposicion and Corolario [4.15

Corolario 4.22. Sea A una categoria Krull-Schmidt y IP-finita. Entonces Pip(A) = P(A),
y existe una correspondencia uno a uno entre las clases G1p(A) y G(A).

Pip(A)

= T~

o P(A) Cp(A) o

(F,F5) (+6.9)
O of[Q I 134 QlP éIP
F Ft
1

(+6,9)

Figura 4.7: Correspondencias entre pares de Frobenius a izquierda, AB contextos a izquierda, y
pares de cotorsion hereditarios y perfectos, clases envolventes, y clases cubrientes en categorias
Krull-Schmidt y IP-finitas.

Prueba del Corolario 4.22] Primero, observemos que tenemos correspondencias uno a
uno Bp(A) < Pip(A) v B(A) < &(A). Sea (F,G) € PB(A). Entonces, G es una clase

envolvente saturada a izquierda en A, y F = G satisface F* = A. Esta igualdad implica
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G C Inj~*°(A). Por otro lado, como G es envolvente y contiene a los médulos inyectivos, se
sigue que todo objeto tiene una G-pre-envolvente inyectiva. Por el Lema de Wakamatsu [40,
Lemma 5.12], estas G-pre-envolventes pueden ser construidas de un modo tal que sus coniicleos
estén en {g = 11G = F. De aqui, se sigue que G es una clase pre-envolvente especial, y asi
(F.G) € Bir(A). N

Ahora, sea (F,G) € Bip(A). Entonces, G es una clase pre-envolvente especial saturada a
derecha en A, contenida en Inj<*°(A); y asi F* = A. Por el Lema , se sigue que G es
envolvente y F es cubriente en A. De aqui, (F,G) € P(A). O

Un par de cotorsion en Mod(R) se dice que es cotilting si éste es de la forma (+C, (+C)1),
para algtin médulo cotilting C. Si C' es basico, el par (+C, (+1C)1) es llamado par de cotor-
sién cotilting basico .

El siguiente resultado nos da una caracterizacion de pares de cotorsion hereditarios y
perfectos en mod(A), como una consecuencia del Corolario .

Corolario 4.23. Sea A una R-dlgebra de Artin. Entonces, un par de cotorsion (F,G) en

mod(A) es hereditario y perfecto, si y sdlo si, es bdsico cotilting. Mas ain, para todo A-mddulo
bisico cotilting C € mod(A), se tiene la igualdad add(C)" = (+C)*.

4.5. Pares de Frobenius fuertes, triples de Hovey y estruc-
turas de modelo de Auslander-Buchweitz

Dedicamos la ultima parte de éste capitulo para complementar las correspondencias es-
tudiadas antes, ahora involucrando las estructuras de modelo de Auslander-Buchweitz en la
interaccion. Restringimos nuestra atencion a la siguiente subclase de §,

X,w) es un par de Frobenius a izquierda
=< (X C A% (&, .
5§ {( w) €A en A con Proj(A) C A" ’

y mostramos c6mo esta clase esta en correspondencia uno a uno con las estructuras de modelo
de Auslander-Buchweitz.

Proposicion 4.24. Sea A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos. Si (X,w) es
un par de Frobenius fuerte a izquierda en A con Proj(A) C X7, entonces los pares de X"-
cotorsion (X,w") y (w,X") en A, dados en el Teorema y el Teorema son ambos
hereditarios fuertes a izquierda en A.

Demostracion. Por la Proposicion [3.12 sabemos que (X,w”) y (w,X") son pares de X"-
cotorsion hereditarios en A, y por la Proposicion tenemos Proj(A) = Proj(X"). Por
otro lado, Proj(A) C X”. De aqui, Proj(X”") C X”. El hecho que X y w son resolventes en
A se sigue por la Observacion [2.12] O
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Consideremos la siguiente clase:

w C X es cerrada bajo sumandos directos en X', X es una
T =< (X,w) C A®: sub-categoria exacta de A, y (X, X",w") es un triple de Hovey
hereditario fuerte a izquierda en X”

En las siguientes lineas, probamos que las clases s§ y T coinciden. Comenzamos con la
siguiente propiedad de los Triples de Hovey.

Proposicion 4.25. Sean A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos, y S una sub-
categoria gruesa de A. Si (F,S,W) es un triple de Hovey hereditario fuerte a izquierda en
S, entonces (F,FNW) es un par de Frobenius fuerte a izquierda en A, y F N W = Proj(A).

Demostracion. Definamos w := F N W. Por hipotesis, tenemos que (F,w) es un par de S-
cotorsion hereditario fuerte a izquierda en A. Por el Teorema [2.13] tenemos que (F,w) es
un par de Frobenius a izquierda en A. Por otro lado, la condicién (scp5) para el par de
S-cotorsion (w, S), tenemos que para todo F' € F, existe una sucesion exacta corta

0= F —-W = F =0,

donde W € wy F’' € S§. Usando que F es cerrado bajo nticleos de epimorfismos entre objetos
de F, tenemos que F’ € F. Se sigue que w es un generador proyectivo relativo en F. Es
suficiente mostrar que pdx(w) = 0, para concluir que F es también F-proyectivo; y de aqui,
(F,w) sera un par de Frobenius fuerte a izquierda en A. Esto se seguird después de probar
que F N W = Proj(A).

Del par de S-cotorsion hereditario fuerte a izquierda (w, S) en A, es claro que w = Proj(S).
Por otro lado, como A tiene suficientes proyectivos, tenemos por la Proposicion que
Proj(S) = Proj(.A), probandose el resultado. O

La proposicion anterior, también es valida si reemplazamos a & por una sub-categoria
exacta £ C A. Sin embargo, el resultado es establecido y probado en términos de S debido a
la sencillez de la prueba y para los propodsitos de éste trabajo.

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.26. Sea A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos. Entonces s§ = %.
Dualmente, si A es una categoria abeliana, con suficientes inyectivos, entonces las clases s§
y T son iguales, donde:

o0 s (1, Y) es un par de Frobenius fuerte
§ = {(V’ yye A a derecha en A con Inj(A) C VY.

v C Y es cerrada bajo sumandos directos en ), YV es una
T =< (1,Y) C A* : sub-categoria exacta de A, y (Y, V,vY) es un triple de Hovey
hereditario fuerte a derecha en Y.
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Demostracion. Solo probaremos la igualdad s§ = T. Sea (X,w) € s§, esto es, (X,w) es un
par de Frobenius fuerte a izquierda en A tal que Proj(A) C X". Por la Proposicion [4.24] los
pares de X”-cotorsion (X, w") y (w, X") = (X Nw”, X") son hereditarios fuertes a izquierda.
Entonces el triple de Hovey (X', X", w") es hereditario fuerte a izquierda, y de aqui (X, w) € ¥.
Ahora, sea (X,w) € T, esto es, (X, X", w") es un triple de Hovey hereditario fuerte a izquierda
en la categoria exacta X", tal que w C X es cerrada bajo sumandos directos en X. Entonces,
por la Proposicion , tenemos que (X, X Nw”) es un par de Frobenius fuerte a izquierda en
A. Solo queda mostrar que w = X Nw”. La incluision w € X Nw” es clara. Ahora supongamos
que X € X Nw”. Como X € w”, existe una sucesion exacta corta

0O—-W =W =X —0,

con W e wy W € w". Por otro lado, X € X y (X,w") es un par de cotorsion en X", y asi
la sucesion anterior se escinde (como una sucesion exacta corta en X”), lo cual implica que
X es un sumando directo de W € w, y asi X € w. Por lo tanto X Nw”" C w. O

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposicion y el Teorema [4.26]

Corolario 4.27. Sea (X,w) un par de Frobenius fuerte a izquierda en A, con suficientes
proyectivos. Entonces, la inclusion Proj(A) C X" implica que w = Proj(A).

Para concluir esta secciéon, mostraremos que existe una correspondencia uno a uno entre
s§ = T y la siguiente coleccion de estructuras de modelo exactas:

S es una sub-categoria gruesa de A y M = (Q,T,R) es una
M := < (S, M) : estructura de modelo proyectiva exacta sobre S tal que Q es
resolvente en Ay 7 C O".

Teorema 4.28. Sea A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos. Entonces, la fun-
cion

=255 —> M

(X,w) = (X MEE (X, w),
donde Mirgj(é\’,w) es la estructura de modelo proyectiva de Auslander-Buchweitz sobre X7,

del Teorema[3.1], que define una correspondencia uno a uno entre las clases s§ y M.
Dualmente, si A es una categoria abeliana con suficientes inyectivos, entonces la funcion

=P s§P — IMOP
(1, 2) = (VY M5 D)),
donde MUL(v,Y) es la estructura de modelo inyectiva de Auslander-Buchweitz sobre YV, del
Teorema [3.1], que define una correspondencia uno a uno entre las clases s§°° y

S es una sub-categoria gruesa de A y M = (Q,T,R) es una
IMP = ¢ (S, M) : estructura de modelo inyectiva exacta sobre S tal que R es
corresolvente en A, y T C RY.
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Demostracion. Probaremos solamente el enunciado concerniente a =. Primero, observemos
que la correspondencia = esta bien definida, pues la estructura de modelo exacta Mirgj (X, w)
sobre X es tnica por la Correspondencia de Hovey-Gillespie, y X es resolvente en A por el
Teorema [4.26]

Ahora construimos una inversa para =. Sea I' la funcién:

I': 9 — s§
(SM) = (Q,9NT),

donde Q, R y T denota las clases de objetos cofibrantes, fibrantes y triviales de M. Verifi-
camos que [ esta bien definida. Si M = (Q,T,R) es una estructura de modelo proyectiva
exacta sobre S, entonces R = S, y por la Correspondencia de Hovey-Gillespie tenemos que
(Q,T,S) es un triple de Hovey. Por otro lado, el par de cotorsion (Q N 7T,S) en S es cla-
ramente hereditario a izquierda en S,y (Q,7T) es también un par de cotorsion hereditario a
izquierda en S, pues Q es resolvente en S. Como S es gruesa, tenemos que Q@ y Q@ N7 son
ambos pre-resolventes en 4. Para demostrar que el triple de Hovey (Q,T,S) es hereditario
fuerte a izquierda en S y usar la Proposicion m para concluir que (Q, QN 7T) es un par de
Frobenius fuerte a izquierda en A, solo hace falta mostrar que Proj(A) C QN T.

Por definicion de 9, tenemos que Proj(.A) C Q. Por otro lado, observe que Q@ C S.
Entonces, por Proposicion [2.11] tenemos que Proj(A) = Proj(S), donde Proj(S) = QN T,
pues (QNT,S) es un par de cotorsion en S. Se sigue que (Q, QN T) € sF.

Finalmente, para ver que = y I' son inversas una de la otra, necesitamos verificar las

igualdades S = Q" y T = (QNT)", para todo M = (S,(Q,7,R)) € M.

e Prueba de la igualdad S = Q": Observe que Q" C S, pues S es gruesa. Ahora, sea
S € S. Como el par (Q,7) es completo en S, existe una sucesion exacta corta

0->T—-Q—>5—=0
conQeQyTeT C Q" Sesigue S € Q", y de este modo S = 9",

e Prueba de la igualdad 7 = (Q N T)": La igualdad S = Q", probada arriba, y el Teore-
ma [2.7] implican que

QN =90'nQ"=9'nsS.

Por otro lado, como (Q,7T) es un par de cotorsion hereditario en S, tenemos que
T=Q"s=0"NS=0"N&.
Por lo tanto, (QNT)" =T.

Tenemos

Eol(S§,M)=E2(Q,9NT)=(Q", Muss(Q,2NT)),
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donde (Q, 9", (Q N T)") es el triple de Hovey correspondiente a Mag(Q,Q N T). De las
igualdades Q" =S =Ry (QNT)" =T, tenemos:

Eol(S,M) = (2" Map(Q,2NT)) = (S,(QR,T)) = (S, M).

Por lo que = o I" = idyy.
Ahora sea (X,w) € s§. Tenemos:

o Z(X,w) = D(Map(X,w), X") = (X, X Nw").

Como (X,w) es un par de Frobenius a izquierda, por el Teorema tenemos X Nw”" = w.
Entonces

FoZ(X,w)= (X, XNuw") = (X,w).
Por lo tanto I' 0 = = idg;. O

Cerramos éste capitulo complementando la correspondencia dada en el Teorema [4.4] para
categorias abelianas, con suficientes proyectivos, cuando nos restringimos a la sub-clase s§.

Corolario 4.29. Sea A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos. Entonces, existe
una correspondencia uno a uno entre las clases s§, M, y:

B > (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion en A con idx(G) = 0
P = {(‘F’g)gA "y FNG = Proj(A) '

Dualmente, si A es una categoria abeliana, con suficientes inyectivos, entonces existe una
correspondencia uno a uno entre las clases s§, 9P, y:

PP = {(]__ ) C A2 (F,G) es un par de Thick(G)-cotorsion en A con pdg(F) =0 }

y FNG =1Inj(A)

Demostracion. Solo probaremos que s§ y s estan en correspondencia uno a uno. Conside-
remos la correspondencia ®: § — P del Teorema [4.4] Sea (X,w) € sF C §. Mostramos que
O(X,w) = (X,w") € ¢PB. Primero, nosotros sabemos que (X', w”) es un par de X”-cotorsion
en A con idy(w”) = 0. Por otro lado, como A tiene suficientes proyectivos, podemos aplicar
el Corolario [4.27) para obtener X Nw” = w = Proj(A), asi probamos que (X,w") € sB. Esto
implica que la restriccion de ® sobre s§ nos da una funcion s® := ®|5: s§F — .

Para mostrar que la funcion s® define una correspondencia uno a uno entre s§ y s, es
suficiente mostrar que la restriccion ¥: P — § (la inversa de ® en el Teorema sobre 3,
tiene su imagen sobre s§. Sea (F, G) € B, esto es, (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsion en
Aconidz(G) =0y FNG = Proj(A). Por un lado, sabemos que V(F,G) = (F, FNG) es un par
de Frobenius a izquierda en A. De modo que solo queda mostrar que w := FNG es un generador
relativo F-proyectivo en F, con Proj(A) C F". Esto se sigue de que F NG = Proj(A), A
tiene suficientes proyectivos y F es gruesa a izquierda. ]




4. Contextos de Auslander-Buchweitz, pares de cotorsion, pares de Frobenius

y estructuras de modelo. 65
sP = o
(X, wh) (X, w) (X, w) = MJF’ (¥, w), X")
s® =
P 4 :\P S T AL

(]-',Q)T(]—',]—'ﬁg) (Q,QﬂT)%(M,S)

Figura 4.8: Correspondencias entre pares de Frobenius fuertes a izquierda y estructuras de
modelo proyectivas de Auslander-Buchweitz sobre categorias abelianas con suficientes proyec-
tivos.

sdoP —=op

WY, Y) — @) (v, Y) = ML, ), YY)
SPOP g FOP TP = P
sWoP rop
(F.9) Fgor? (FNG.G) (ROT\R) «fop 1 (M, S)

Figura 4.9: Correspondencias entre pares de Frobenius fuertes a derecha y estructuras de mo-
delo inyectivas de Auslander-Buchweitz sobre categorias abelianas con suficientes inyectivos.
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Capitulo

Ejemplos en algebra homolodgica Gorenstein

En éste capitulo presentamos una serie de ejemplos de pares de Frobenius que se obtienes
a partir del algebra homologica Gorenstein relativa, algunos de ellos ya han sido presentados
anteriormente, aun asi, los citamos aqui con el proposito de ver con mayor claridad el alcance
de la teoria de dichos pares de Frobenius y sus conexiones con la categorias de modelo y los
contextos de Auslander-Buchweitz.

El siguiente concepto comprendera varios tipos de médulos Gorenstein. Consideremos una
clase de objetos X de una categorfa abeliana A. Decimos que un complejo C = (C,,,dS :
Crn = Cr_1)mez de objetos y morfismos en A es Hom 4 (X, —)-aciclico si el complejo inducido
Hom4(X, C) = (Homu(X,C,,), Hom4 (X, 9S))mez de grupos abelianos y morfismos de gru-
pos, es aciclico para todo X € X. Existe también una nocion dual de complejos Hom 4(—, X')-
aciclicos.

5.1. Estructuras de modelo de Gorenstein

Recordamos que un R-médulo M es Gorenstein proyectivo si M = Z,(P) := Ker(9}),
para algin complejo aciclico P de R-modulos proyectivos que sea Hompg(—, Proj(R))-aciclico.
Denotamos por GProj(R) a la subcategoria de Mod(R) formada por todos los R-médulos
Gorenstein proyectivos. En estos términos es importante senalar que en [47, Teorema 2.5| se
prueba que GProj(R) es una subcategoria resolvente de Mod(R), la cual es también cerrada
bajo sumandos directos. De aqui, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.1. El par (GProj(R),Proj(R)) es un par de Frobenius fuerte a izquierda en
Mod(R), para un anillo arbitrario R.

Revisaremos algunos hechos, sobre R-modulos Gorenstein proyectivos, desde las propie-
dades de pares de Frobenius a izquierda aplicados al par (GProj(R), Proj(R)).

e Primero, observemos que el par (Proj(R), GProj(R)) no es necesariamente un par de
Frobenius a derecha en Mod(R), pues GProj(R) no es corresolvente en general. Sin
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embargo, en algunos casos particulares, uno puede asegurar que GProj(R) es cerrado al
tomar conticleos de monomorfismos entre sus objetos. Especificamente, tomando X :=
GProj(R) y w := Proj(R), en el Corolario[1.14] nos proporciona otra forma de mostrar
[47, Corolario 2.11]. Esto es, si

0>A—>B—>C—=0,

es una sucesion exacta corta en Mod(R) con A, B € GProj(R) y Exty(C, P) = 0 para
todo R-modulo proyectivo P, entonces C' € GProj(R).

e El par (GProj(R), Proj(R)) satisface las hipotesis en el Lema[l.11] De modo que la parte
(a) de dicho lema implica que idgproj(r)(Proj(R)") = 0. Observe también que Proj(R)"
coincide con la subcategoria de R-mo6dulos con dimension proyectiva finita. Asi, obtene-
mos el bien conocido hecho de que si M es un R-médulo Gorenstein proyectivo, entonces
Ext’% (M, W) = 0, para todo R-médulo W con dimensiéon Gorenstein proyectiva finita
y todo entero ¢ > 0. Esta propiedad es también establecida en [47, Proposicion 2.3|.
Por otro lado, la parte (b) de la Proposicion implica otra importante relaciéon entre
las clases GProj(R) y Proj(R), a saber, que Proj(R) = GProj(R) N Proj(R)". En otras
palabras, la dimensién proyectiva de un R-mo6dulo Gorenstein proyectivo es 0 o bien
infinito. Asi, tenemos otra prueba de Enochs y Jenda [25, Proposicion 10.2.3|. Estas
conclusiones también pueden ser obtenidas del trabajo de Beligiannis en [16, Teorema

43).

e Usando el Teorema [1.22] y el hecho que (GProj(R), Proj(R)) es un par de Frobenius a
izquierda en Mod(R), tenemos que GProj(R)" es una subcategoria gruesa de Mod(R).
Recordamos de Enochs y Jenda [25], Capitulo XI| que la dimensidn Gorenstein proyectiva
de un R-moédulo M, es definida como Gpd(M) := resdimgprojr)(M). De modo que
GProj(R)" es precisamente la subcategoria de Mod(R) formada por los modulos con
dimension Gorenstein proyectiva finita. En el caso en que R es un anillo Iwanaga-
Gorenstein (esto es, R es un anillo noetheriano bilateral, con dimension auto-inyectiva
finita por ambos lados) se sabe que el par (GProj(R), Proj(R)") es un par de cotorsion
completo en Mod(R). Un modo de ver esto es observando que para tal R se cumple
GProj(R)" = Mod(R), y entonces se aplica el Teorema [1.12]

e (Ciertas dimensiones homolégicas son definidas como dimensiones proyectivas o inyec-
tivas relativas a cierta subcategoria de modulos, tales como la dimensién FP-inyectiva
(o absolutamente pura). Existen otras, tales como la dimension Gorenstein proyectiva
recién mencionada, las cuales son definidas como una dimensiéon por resolucion, relativa
a una subcategoria de modulos. En el caso mencionado inicialmente, la dimension FP-
inyectiva no puede ser expresada como una dimensién por coresoluciéon, a menos que
asumamos que en anillo base R, sea un anillo coherente. Note que no es un inconveniente
para la dimension Gorenstein proyectiva, como es indicado en el trabajo de H. Holm
[47, Teorema 2.20]. Este resultado puede obtenerse como consecuencia del Teorema m
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Especificamente, si tenemos un R-moédulo M con dimensiéon Gorentein proyectiva finita,
entonces

Gpd(M) = pdpyiry = Pdprojr)n (M)
En otras palabras, tenemos que las siguientes condiciones son equivalentes para todo
n > 0.

(a) Gpd(M) < n.
(b) Ext%(M, L) = 0 para todo i > n y para todo R-moédulo L tal que pd(L) < oo.
(c) Ext% (M, P) =0 para todo i > n y para todo R-moédulo proyectivo P.

Con respecto a los pares de cotorsion y a las estructuras de modelo que involucran a
la clase GProj(R), tenemos por la Proposicion y Teoremas y que los pa-
res (GProj(R),Proj(R)") vy (Proj(R),GP(R)") son pares de GProj(R)"-cotorsion en
Mod(R). Estos pares, no son en general hereditarios fuertes a derecha, ya que las in-
clusiones Inj(R) C GProj(R)" y Inj(R) C Proj(R)" no son necesariamente ciertas.
Sin embargo, se puede ver que estos pares son hereditarios (a izquierda y a derecha)
como pares de cotorsion en la subcategoria exacta GProj(R)" C Mod(R). Mas aun,
estas dos nociones de pares hereditarios coinciden en el caso en que R sea un anillo
Iwanaga-Gorenstein, donde las igualdades GProj(R)" = Mod(R) y Proj(R)" = Inj(R)"
se cumplen. Entonces, tenemos otra forma de obtener el resultado de Enochs y Jenda [25]
Observacion 11.5.10], a saber; si GProj"(R) = Mod(R), entonces (GProj(R), Proj(R)")
es un par de cotorsion hereditario y completo en Mod(R).

Cerramos nuestro resumen de algebra homoldgica Gorenstein presentando un ejemplo
de estructuras de modelo de Auslander-Buchweitz, el cual se convierte en una generali-
zacion de una bien conocida estructura de modelo proyectiva abeliana sobre Mod(R).
Del par de Frobenius fuerte a izquierda (GProj(R), Proj(R)) en Mod(R) obtenemos la
estructura de modelo proyectiva AB

Pl (GProj(R), Proj(R)) = (GProj(R), Proj(R)", GProj(R)")

sobre la subcategoria GProj(R)" C Mod(R). Esta estructura de modelo, generaliza a
la estructura de modelo proyectiva abeliana de Hovey [51], Teorema 8.6] sobre Mod(R),
en el caso en que R sea un anillo Iwanaga-Gorenstein. Observe que no hemos impuesto
alguna condicion sobre el anillo base R para obtener MRS (GProj(R), Proj(R)). Sin
embargo, no obtenemos una estructura de modelo abeliana, pero si una exacta sobre
GProj(R)", la cual es una subcategoria exacta de Mod(R). Por otro lado, ya hemos
mencionado que si R es un anillo Iwanaga-Gorenstein, entonces GProj(R)" coincide
con Mod(R); y en tal caso, MYp'(GProj(R), Proj(R)) es precisamente la estructura de
modelo abeliana descrita en [51, Teorema 8.6].

Consideremos ahora la categoria de homotopia HoR'Y(GProj(R)") de

MRE (GProj(R), Proj(R)).
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Por la Proposicion , tenemos que dos morfismos f,g : X — Y en GProj(R)" son
homotoépicos si, y solo si, su diferencia g — f se factoriza a través de un modulo proyecti-
vo. La categoria de homotopia de ésta estructura de modelo es la categoria de moédulos
estable proyectiva GProj(R)/ ~, la cual es también la categoria de homotopia de la es-
tructura de modelo proyectiva abeliana de Hovey (GProj(R), Proj(R)", Mod(R)) sobre
Mod(R), cuando R es un anillo Iwanaga-Gorenstein (ver [51], Seccion 9]). Esta categoria
estable de moddulos coincide con la categoria estable de médulos usual Stmod(R) en
caso de que R es un anillo casi-Frobenius, esto es, un anillo 0-Iwanaga-Gorenstein. Este
ultimo es un bien conocido ejemplo de un categoria de Frobenius. En el caso de que R
sea un anillo arbitrario, otro ejemplo de tal categoria esta dado por GProj(R). De he-
cho GProj(R) = Mod(R) si R es un anillo casi-Frobenius. Se sigue que existe una tnica
estructura de modelo de Frobenius sobre GProj(R) con Proj(R) como la subcategoria
de objetos triviales, la cual puede ser obtenida también mediante definir A := Mod(R),
X := GProj(R) y w := Proj(R) en la Proposicion [3.10]

Observe que podemos seguir un planteamiento dual a los resultados y comentario pre-
vios, mediante considerar el par de Frobenius fuerte a derecha (Inj(R),GInj(R)) en
Mod(R), donde GInj(R) denota la categoria de R-mo6dulos Gorenstein inyectivos. La
estructura de modelo inyectiva de Auslander-Buchweitz correspondiente

ML (Inj(R), GInj(R)) := (GInj(R)", Inj(R)", GInj(R))

sobre GInj(R)Y, coincide con la estructura de modelo inyectiva de Hovey [51], Teorema
8.6] en caso de que R sea un anillo Iwanaga-Gorenstein.

5.2. Pares de Frobenius a izquierda a partir de subcate-
gorias Gorenstein

El ejemplo que presentamos en la siguiente proposicion representa una ligera generalizacion

del previo y es motivado en el trabajo titulado Stability of Gorenstein categories de S. Sather-
Wagstaff, T. Sharif, D. White [72]. Mostraremos que (G(w),w) es un par de Frobenius fuerte
a izquierda en una categoria abeliana A. Aqui w es una subcategoria de A que satisface una
serie de condiciones especificadas abajo y G(w) denota la subcategoria Gorenstein asociada a
w, definida como la clase de objetos M € A tal que M = Coker(9\V) para algtin complejo W
en w que sea Hom 4(w, —)-aciclico y Hom 4(—, w)-aciclico.
Listamos de [72] algunas condiciones sobre w que hacen a (G(w),w) un par de Frobenius
fuerte a izquierda en A. Primero, por |72, Corolarios 4.5, 4.7 y Proposicion 4.11] tenemos que
si Ext’y(w,w) = 0, para todo i > 1, entonces G(w) es cerrada por extensiones y sumandos
directos, y w es un cogenerador G(w)-inyectivo relativo y un generador G(w)-inyectivo relativo
en G(w). Si adicionalmente w es cerrado por nicleos de epimorfismos entre sus objetos, tenemos
la misma propiedad de cerradura para G(w) [72, Teorema 4.12].
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Proposicién 5.2. Sea w una clase de objetos en una categoria abeliana A que es cerrada por
sumandos directos y por nicleos de epimorfismso entre sus objetos, y tal que Ext’y(w,w) =0
para todo entero i > 1. Entonces (G(w),w) es un par de Frobenius fuerte a izquierda en A.

Podemos deducir varias propiedades del resultado previo, complementando asi las propie-
dades de subcategorias Gorenstein ya descubiertas en [72]. Supongamos que w es una clase
de objetos en A, que satisface las hipotesis de la proposicion previa. Primero, sabemos de la
Proposicion [1.9] la Proposicion y la Proposicion las siguientes interacciones entre
las clases G(w) y w.

Proposicion 5.3. Sea w una clase de objetos en A, que satisface las condiciones en la Pro-
posicion [5.3 Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

. w=Gw)Nw"*=G(w)Nw".
2. Gw)"Ntw=G(w) =Gw)" Nntw").
3. wh =Gt NgGw)".

Referente a los pares de cotorsion y estructuras de modelo exactas, tenemos el siguiente
resultado del Teorema [3.1] y la Proposicion [3.13]

Proposicion 5.4. Sea w una clase de objetos en A, que satisface las condiciones de la Propo-
sicion[5.4 Entonces, (G(w),w") y (w,G(w)") son pares de cotorsion en la subcategoria exacta
G(w)". Mas aun, existe una unica estructura de modelo exacta sobre G(w)", dada por el triple
de Hovey .

Mlgr]gj(g(w),w) = (g(w>7 w/\a g(w>/\)v

cuya categoria de homotopia es equivalente a la categoria estable G(w)/ ~.

En lo que resta de éste ejemplo, sea R un anillo conmutativo y noetheriano, de modo que

la categoria mod(R) de R-mo6dulos finitamente generados es abeliana. Aplicamos el resultado
previo para obtener versiones finitamente generadas de las estructuras de modelo de Frobenius
(ver [50), Seccion 2.2] o el Ejemplo definiendo £ := Mod(R), con R casi-Frobenius) y la
estructura de modelo Gorenstein proyectiva [51, Teorema 8.6].
Denotamos por proj(R) a la clase de R-mo6dulos a izquierda, proyectivos finitamente genera-
dos. Es sencillo probar que proj(R) es cerrada bajo sumandos directos y nicleos de epimor-
fismos en proj(R), mientras que la condicién Ext’(proj(R), proj(R)) = 0 es clara para todo
entero ¢ > 0. Asi, por la proposicion [5.4] tenemos la estructura exacta de modelo

Ap (G(proj(R)), proj(R)) := (G(proj(R)), proj(R)", G(proj(R))")

sobre G(proj(R))", del par de Frobenius fuerte a izquierda (G(proj(R)), proj(R)) en Mod(R).
Mas atin, por [82, Proposicién 1.4, tenemos que G(proj(R)) = GP(R) N mod(R), y asi la
proj

existencia de MYE'(G(proj(R)), proj(R)) representa de algin modo el resultado de Hovey
[51l, Teorema 8.6] en el contexto de modulos finitamente generados.
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Observacion 5.5. Si adicionalmente, R es un anillo Iwanaga-Gorenstein no reqular y arti-
niano, tenemos por [72, Ejemplo 5.7] que G(proj(R)) = mod(R). Entonces, por la Proposicion
tenemos la estructura de modelo de Frobenius

MR (mod(R), Proj(R)) := (mod(R), proj(R)", mod(R)),

sobre mod(R). Observe que en éste caso, por la Proposicion (resultado que es inde-
pendiente de la teoria de pares Frobenius desarrollada hasta el momento), que proj(R) =
proj(R)". En particular, la dimensidon finitista pequena (izquierda) de R definida como sigue

fin.dim(R) := sup{pd(M) : M € mod(R) con pd(M) < oo},

es cero. Por un resultado de Bass [9] y Foxby [31, comentario que sigue al Teorema 3.1],
tenemos que R es un anillo auto-inyectivo. Esto a su vez, implica que R debe ser un anillo
0-Iwanaga-Gorenstein; y asi R es un anillo casi-Frobenius por [27, Teorema 9.1.10]. Por otro
lado, usando un resultado de Matsumura [58, Teorema 19.2], tenemos también que R tiene
dimension global finita. Resumimos esto en el siquiente corolario.

Corolario 5.6. Sea R un anillo conmutativo y local. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) R es no regular Twanaga-Gorenstein y artiniano.
(b) R es casi-Frobenius, con dimension global finita.

Mas aun, si alguna de las condiciones de arriba se cumple, entonces fin.dim(R) = 0.

5.3. Estructuras de modelo exactas de moédulos Gorens-
tein relativos a pares de dualidad

Construiremos ejemplos de pares de Frobenius que envuelven relativizaciones de moédulos
Gorenstein proyectivos y Gorenstein inyectivos, con respecto a pares de dualidad, un concepto
debido a H. Holm y P. Jgrgensen [46]. Dos clases £ C Mod(R) y R € Mod(R°P) forman un
par de dualidad (£, R) sobre R si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(a) L € L si, ysolosi LT :=Homg(L,Q/Z) € R;
(b) R es cerrado bajo sumandos directos y sumas directas finitas.

Si ademas, £ contiene a R y es cerrado bajo coproductos y extensiones, diremos que (£, R)
es un par de dualidad perfecto . Uno puede también intercambiar los roles de las clases L y
R y decir que (R, L) es un par (perfecto) de dualidad sobre R.

Para las versiones relativas de modulos Gorenstein, se considera un tipo particular de pares
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de dualidad primeramente estudiados por Bravo, Gillespie y Hovey en |15, Apéndice A], en
el contexto de estructuras de modelo. A saber, un par de dualidad simétrico sobre R esté
dado por un par de clases {£, R}, con £ C Mod(R) y R C Mod(R°?), tal que (£L,R)y (R, L)
son pares de dualidad sobre R. Si ademés, (£, R) es perfecto, el par de dualidad simétrico
{L,R} se dice que es completo. Debemos tener en cuenta que Bravo Gillespie y Hovey no
trabajan con los calificativos de simétrico ni de completo, estos términos son mas bien usados
en un trabajo reciente de Gillespie [34].

Ejemplo 5.7. » 1. Por Enochs y Jenda [25, Seccion 3.2]. Si R es un anillo coherente
a derecha, podemos ver que {Flat(R),Inj(R°®)} es un par de dualidad completo sobre
R, donde Flat(R) denota a la clase de los R-mddulos a izquierda planos. Por [30)],
podemos asequrar que se cumple lo mismo para el par {Flat(R), FP—Inj(R°)}, donde
FP—Inj(R°P) denota la clase de los R-mddulos a derecha F'P-inyectivos (o absolutamente

puros) [7)].

s 2. Recordamos las nociones de R-maddulos de nivel y FPy-inyectivos, introducidos en
[15, Definicion 2.6]. Estos son R-mddulos a izquierda planos e inyectivos, relativos a
modulos de tipo FP.,. Especificamente, un R-mddulo a izquierda ) es de de tipo FP,,
st existe una sucesion exacta

o= = Fy— Q — 0,

donde F}, es finitamente generado y libre para todo k > 0 [15, Definicion 2.2]. Un
R-mddulo E es FP. -inyectivo (o bien absolutamente limpio) si Exty(Q, E) = 0,
para todo R-mddulo () de tipo FP.,. Similarmente, un R-mddulo L es de nivel si
Torf(Q, L) = 0, para todo R-médulo derecho Q de tipo FPs,. Denotamos por Lev(R)
y FPy — Inj(R) a las clases de los R-mddulos a izquierda de nivel y FPy-inyectivos,
respectivamente. En [15], se demuestra que {Lev(R),FP. — Inj(R®)} es un par de
dualidad completo sobre R.

Los moédulos Gorenstein relativos a pares de dualidad, fueron introducidos recientemente
por Gillespie en [34, Definiciones 4.1 y 4.2]. Sea {£, R} un par de dualidad completo sobre
R. Un R-moédulo M es (L, R)-Gorenstein proyectivo si M = Z,(P), para algin complejo
aciclico P de R-moédulos proyectivos que es también Hompg(—, £)-aciclico. Existe una nocion
dual de R-moédulos (£, R)-Gorenstein inyectivos, definidos como ciclos de un complejo aciclico
de R-modulos a derecha inyectivos que es Hompg(R, —)-aciclico. Denotamos estas clases de
modulos como GP (s r)(R) y GZ(zr)(R™), respectivamente.

Ejemplo 5.8. » 1. Considerando L := Flat(R) y R := FP —Inj(R), en la definicidn de
(L, R)-Gorenstein proyectivo y (L, R)-Gorenstein inyectivo, obtenemos los conceptos de
R-mdodulos Ding-proyectivos a izquierda y Ding-inyectivos a derecha, introducidos por
Gillespie en [35, Definiciones 3.2, 3,7]. Aunque necesitamos que R sea un anillo cohe-
rente a derecha, para que {Flat(R),FP — Inj(R?)} sea un par de dualidad completo,




5.3. Estructuras de modelo exactas de médulos Gorenstein relativos a pares
74 de dualidad

estos conceptos se cumplen para cualquier par arbitrario R.

Los modulos Ding proyectivos y Ding inyectivos son una generalizacion de los modu-
los Gorenstein proyectivos y Gorentein inyectivos, respectivamente. St denotamos por
DProj(R) a la clase de R-mddulos a izquierda Ding proyectios, y por DInj(R™) a la
clase de R-mddulos a derecha Ding inyectivos, es claro que DProj(R) C GProj(R)
y DInj(R™) C GInj(R™), aunque la contension reciproca no se cumple necesariamente
para anillos arbitrarios. Hasta ahora, se sabe de Gillespie [35, Observacion 3.3 y 3.8/ que
DProj(R) = GProj(R), cuando R es un anillo Gorenstein; y DInj(R™) = GInj(R™),
cuando R es noetheriano.

» 2. Otras generalizaciones de modulos Gorenstein proyectivos y Gorenstein inyectivos,
que cubren a los mddulos Ding proyectivos y Ding inyectivos, fueron definidos por Bra-
vo, Gillespie y Hovey en [13, Secciones 5 y 8]. Estas generalizaciones son conocidas
como R-mddulos Gorenstein AC-proyectivos y Gorenstein AC-inyectivos (a izquierda y
a derecha), y son obtenidos al definir £ := Lev(R) y R := FPo —Inj(R") en las defini-
ciones de (L, R)-Gorenstein proyectivo y (L, R)-Gorenstein inyectivo. En lo que sigue,
denotamos por GProjac(R) a la clase de los R-mddulos Gorenstein AC-proyectivos; y
por GInjyo(R) a la clase de los R-mddulos Gorenstein AC-inyectivos.

Observacion 5.9. Los R-mddulos Gorenstein proyectivos son un ejemplo de lo que Beli-
giannis [16, Definicion 2.12] llama objetos X -Gorenstein, si definimos X := Proj(R). Sin
embargo, éste enfoque general no puede ser aplicado a los R-mddulos Ding proyectivos ni a
los Gorenstein AC-proyectivos.

Verificamos como GP (. r)(RR) es parte de un par de Frobenius a izquierda.

Proposicion 5.10. El par (GP . r)(R),Proj(R)) es un par de Frobenius fuerte a izquierda
en Mod(R) para todo par de dualidad completo {L, R} sobre R.

Demostracion. Por la version proyectiva de [34, Lema 4.5], tenemos que la clase GP (2 r)(R)
es gruesa a izquierda. El resto de las condiciones en la Definicion son claras. Veamos que
Extl (M, P) = 0 se cumple para todo M € GP(x)(R), P € Proj(R) y todo entero i > 0,
pues Proj(R) C L [34, Proposicion 2.3|. ]

Como consecuencia del Teorema [3.1|y Proposicion|3.13] tenemos una estructura de modelo
exacta y proyectiva sobre GP (. z)(R)", dada por

MYZ(GP(2r)(R), Proj(R)) := (GP(c,r)(R), Proj(R)", GP(c.»)(R)"),

cuya categorfa de homotopia es equivalente a la categoria estable GP (. z)(R)/ ~.
Nos permitimos comentar algunas aplicaciones derivadas de Ejemplo [5.8| y concernientes a

los trabajos [15] 35] de Bravo, Gillespie y Hovey. Primero, tenemos la siguiente consecuencia
de la Proposicion [5.10]
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Corolario 5.11. Para todo anillo R arbitrario, (GProjsc(R), Proj(R)) es un par de Frobenius
fuerte a izquierda en Mod(R).

Aunque otra consecuencia inmediata de la Proposicion [5.10, Ejemplos y es que
(DProj(R), Proj(R)) es un par Frobenius fuerte a izquierda en R, en caso de que R sea un
anillo coherente a derecha, esto puede ser probado para cualquier anillo arbitrario mediante
un razonamiento similar al de la Seccion De hecho, se logra a partir de los resultados
de H. Holm [47] que citamos en la Secciéon , junto con los argumentos que los prueban,
aplicados a las subcategorias DProj(R) y DInj(R™). Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.12. Para cualquier anillo arbitrario R, (DProj(R),Proj(R)) es un par de
Frobenius fuerte a izquierda en Mod(R).

De la definicién de R-médulo Ding proyectivo, uno puede ser tentado a definir w := Flat(R)
y asegurar incorrectamente que (DProj(R), Flat(R)) es un par de Frobenius en Mod(R). Para
esto, se puede ver que el par (DProj(R), Flat(R)) satisface casi todas las condiciones de la
Definicion Especificamente (DProj(R),Flat(R)) es un par de Frobenius a izquierda en
Mod(R) si, y sélo si, la inclusion Flat(R) € DProj(R) es cierta. En [35, Proposicion 3.8]
se prueba que un R-moédulo Ding proyectivo es proyectivo o tiene dimension plana infinita,
esto es, se cumple la igualdad Proj(R) = DProj(R) N Flat(R)". Se sigue de lo anterior,
que los moédulos planos no proyectivos no pueden ser Ding proyectivos, y asi la contension
Flat(R) € DProj(R) no es necesariamente cierta. Por ésta razén, tenemos que considerar
w := Proj(R) en lugar de w := Flat(R). Sin embargo, tenemos la siguiente caracterizacion de
anillos perfectos en términos del par (DProj(R), Flat(R)).

Proposicion 5.13. Sea R un anillo arbitrario. Entonces, R es perfecto a izquierda si, y solo
si, el par (DProj(R), Flat(R)) es un par de Frobenius a izquierda en Mod(R).

Demostracion. (=) Es clara, ya que Flat(R) = Proj(R) se cumple para todo anillo perfecto
R.
(<) Ahora, supongamos que (DProj(R),Flat(R)) es un par de Frobenius a izquierda en
Mod(R); y sea F' € Flat(R). Por otro lado, como F' es Ding proyectivo, tenemos que existe
una sucesion exacta corta

0—-F—P—M—Q0,

donde P es proyectivo y M es Ding proyectivo. Ahora, como idppojr)(Flat(R)) = 0 por
Gillespie [35 Lema 3.9], tenemos que ésta sucesion se divide, y asi F' es sumando directo del
R-moédulo proyectivo P. Se sigue que todo R-moédulo plano es proyectivo, y de aqui R es un
anillo perfecto a izquierda. O

Con respecto a los pares de cotorsion relativos, obtenemos de la Proposicion y Teore-
mas [2.7|y Teorema [2.8| pares de DProj( R)"-cotorsion hereditarios (no necesariamente fuertes)
en Mod(R) de la forma (DProj(R), Proj(R)") y (Proj(R), DProj(R)"), donde DProj(R)" es la
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subcategoria de R-modulos con dimension Ding proyectiva finita (definida como una dimen-
sion resolucion por la clase DProj(R)). En caso de que R sea un anillo Ding-Chen, Gillespie
obtiene en [35, Prueba del Teorema 4.7 que R es un anillo Ding-Chen si R es ambos, cohe-
rente a derecha y a izquierda y las dimensiones FP-inyectivas de R como moédulo a izquierda
y derecha coinciden. Para tales anillos Gillespie construye en [35, Prueba del Teorema 4.7] un
par de cotorsion hereditario y completo (DProj(R), Flat(R)") en Mod(R).

En éste punto, uno puede ver la diferencia entre el estudio del algebra homologica Gorens-
tein y el algebra homologica Ding-Chen desde el punto de vista de los pares de Frobenius.
A saber:

e No sabemos si el par de DProj(R)"-cotorsion (DProj(R), Proj(R)") y el par de cotorsion
(DProj(R), Flat(R)") en Mod(R) coinciden, cuando R es un anillo Ding-Chen. Es sabido
que para tales anillos, Flat(R)" coincide con la clase F/P — Inj(R)" de R-moédulos con
dimension FP-inyectiva finita, pero no sabemos si la igualdad Flat(R)" = Proj(R)" se
cumple en este caso. Otro inconveniente es que no sabemos si DProj(R)" = Mod(R),
cuando R es un anillo Ding-Chen, segtin podemos apreciar de [77].

Problema abierto 5.14. En el caso de que R sea un anillo Ding-Chen, ;Las igualdades
Flat(R)" = Proj(R)", DProj(R)" = Mod(R) y DProj(R)" = DInj(R)", se cumplen?

e Para un anillo arbitrario R, el par de Frobenius fuerte a izquierda(DProj(R), Proj(R))
en Mod(R) produce la estructura de modelo proyectiva de Auslander-Buchweitz

MR (DProj(R), Proj(R)) = (DProj(R), Proj(R)", DProj(R)"),

sobre DProj(R)". En caso de que R sea un anillo Ding-Chen, existe una estructura de
modelo abeliana (DProj(R), Flat(R)", Mod(R)) sobre Mod(R), hallada por Gillespie en
[35, Teorema 4.7|. Para tales anillo no estamos seguros si la tultima estructura de modelo
coincide con la estrctura exacta MR (DProj(R), Proj(R)), que deberia ser el caso, si
el Problema tuviera una respuesta positiva.

Dualmente, existe una tnica estructura de modelo exacta

M, (Inj(R), DInj(R)) := (DInj(R)¥, Inj(R)", DInj(R)),

sobre DInj(R)" obtenida del par de Frobenius a derecha (Inj(R), DInj(R)) en Mod(R).
Esta estructura generaliza a la estructura de modelo inyectiva de Gillespie [35, Teorema
4.7], en caso de que hubiera una respuesta positiva para el dual del Problema m

Considerando la subcategoria GProj,(R), obtenemos del Corolario y de los Teoremas
y [2.8| dos pares de GProj,q(R)"-cotorsion hereditarios en Mod(R)

(GProjsc(R), Proj (R)A) y (Proj(R), GProjc (R>/\)7




5. Ejemplos en algebra homolégica Gorenstein 7

los cuales producen la estructura de modelo proyectiva sobre GProj,¢(R)"
A OJ(GPTOJAC(R)> Proj(R)) = (GProjsc(R), Proj(R)", GProjac(R)").

Comparamos la estructura anterior con la estructura de modelo abeliana Gorenstein AC-
proyectiva sobre Mod(R) (con R un anillo arbitrario) descrita en [I5, Teorema 8.5|. Para
la ultima estructura de modelo, la subcategoria de objetos triviales tiene una descripcion
[15, Lema 5.4] que no es necesariamente la misma que la dada arriba para la estructura
MBI (GProj ¢ (R), Proj(R)). Por otro lado, no estamos convencidos de si la subcategoria
GProj,o(R)" coincide con la categoria completa Mod(R), para un anillo arbitrario R. Si
esto resulta ser cierto, tendriamos otro modo de obtener la estructura de modelo abeliana
Gorenstein AC-proyectiva.

Problema abierto 5.15. Sea R un anillo. ;Bajo cuales condiciones sobre R, los siguientes
enunciados son ciertos?

1. MOd(R) = GPrOjAc(R)A.

2. Cualquier R-maodulo tiene dimension Gorenstein AC-proyectiva finita si, y sélo si, éste
tiene dimension Gorenstein AC-inyectiva finita.

La categoria de homotopia de la estructura de modelo de Auslander-Buchweitz
MPTOJ (GPrOjAC(R)v PI‘Oj (R))7

es exactamente la categoria de homotopia obtenida en [I5, Teorema 8.7]. De modo que po-
demos decir que la estructura de modelo MY (GProj,o(R), Proj(R)) y la estructura de
modelo Gorenstein AC-proyectiva coinciden en el sentido de que tienen la misma categoria
de homotopia.

Observacion 5.16. Las estructuras de modelo
MR (GProj(R), Proj(R)), MR (DProj(R), Proj(R)) y MRy (GProjsc(R), Proj(R))
pueden ser obtenidas del Corolario 3.5,

Dualmente, se puede obtener la estructura de modelo inyectiva de Auslander-Buchweitz
MmJ 5(Inj(R), GInjac(R)) = (GIHjAC(R)vv Inj(R), GInjsc(R)),

sobre GInj,(R)Y, con la misma categoria de homotopia que la estructura de modelo Gorens-
tein AC-inyectiva que [15, Teorema 5.5].
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Capitulo

Objetos Gorenstein relativos

Iniciamos el segundo bloque de la tesis, abordando a una clase general de objetos Go-
renstein. Entre el extenso trabajo realizado por M. Auslander tenemos, en la tesis doctoral
de su alumno Bridger [3] a la G-dimension de un modulo finitamente generado sobre un ani-
llo noetheriano y conmutativo. En la mencionada tesis, se prueba que G-dim(M) < pd(M),
con igualdad cuando pdg(M) es finita. Esta desigualdad es muy importante, ya que provee
una herramienta mas fina que la dimension proyectiva para clasificar a los moédulos; y es tan
buena, que coincide con ésta en caso de ser la segunda finita. El inconveniente es que fue de-
finida en principio solamente para médulos finitamente generados sobre una clase especial de
anillos. En un esfuerzo por extender esta herramienta, Enochs y Jenda [24] definen la dimen-
sion Gorenstein proyectiva Gpdg(—), la cual es una dimensioén por resolucion, por una clase
de modulos Gorenstein proyectivos, para moédulos arbitrarios sobre anillos generales; y es H.
Holm [47] quien prueba que la clase usada para definir ésta dimension, posee propiedades ho-
mologicas importantes, como veremos a través del capitulo. Basados en ésta dindmica, damos
aqui una exposiciéon de resultados y conceptos que engloban a los objetos Gorenstein, pero
ahora definidos a través de una categoria abeliana general. Los objetos Gorenstein relativos
que tratamos aqui engloban a varios objetos tipo Gorenstein que aparecen en la literatura
actual (ver [14, [75] 65, 211, [66, 33, 13} [79]) y han sido definidos de tal forma que nos permiten
desarrollar un algebra homoldgica relativa mas extensa, en comparacion que los existentes.

6.1. Objetos Gorenstein proyectivos relativos.

En todo lo que sigue, supondremos que A es una categoria abeliana. Siguiendo la notacion
introducida en el Capitulo 1, denotamos por pd(X) a la dimensién proyectiva de X € A.
Similarmente id(X) denotard a la dimension inyectiva de X € A. Para un entero no
negativo n, definimos

Pu(A) :={X € A:pd(X) <n}.

79



80 6.1. Objetos Gorenstein proyectivos relativos.

En particular, Proj(A) := Py(A) es la clase de objetos proyectivos de A. Las clases Z,,(A) y
Inj(.A), se definen de manera dual.

Una clase de objetos X C A es X-epi en A, si para todo objeto A € A existe un epimorfismo
X — A, con X € X. Observe que si A tiene suficientes proyectivos, la clase Py(.A) de objetos
proyectivos en A es Py(A)-epi.

Dualmente, tenemos la nociéon de X-mono en A. Mas atin, para la clase Zy(.A) de objetos
inyectivos en A, se tiene que Zy(A) es Zo(A)-mono en A, en caso de que A tenga suficientes
inyectivos.

Usaremos varios tipos de pares (X,)), de clases de objetos en A. Un par (X,)) C A? es
completo a izquierda (completo a derecha, respectivamente) si para cualquier A € A,
existe una sucesion exacta 0 Y - X - A —0(0— A =Y — X — 0, respectivamente),
donde X € X y Y € Y. Decimos también que el par (X,)) es completo si es completo a
izquierda y a derecha. Finalmente, el par (X,)) es hereditario si idx(Y) = 0.

Definicion 6.1. Sea (X,Y) C A%. Una (X,)Y)-resolucion completa a izquierda es un
complejo aciclico
n:- =X X=X X —» ...

con X;, X' € X tal que el complejo Hom4(n,Y) es aciclico, para todo Y € Y. En tal caso,
el objeto M := Ker(X° — X1 es llamado (X,Y)-Gorenstein proyectivo relativo (para
abreviar diremos, objeto G Py yy-proyectivo). La clase de todos los objetos G P x y)-proyectivos
es denotada por GP x y)(A) o simplemente por GP (xy). Decimos también que X es la clase
de aproximacion y Y es la clase de testeo en GP (x y).

Observacién 6.2. De la definicion anterior, se sigue que X C GP(xy), en caso que 0 € X.
Notemos que dicha definicion fue dada primeramente en [66, Definicion 2.1/, pero asumiendo

que Py(A) C X.

Daremos a continuaciéon una nociéon mas débil de cogenerador relativo. Adelante, hacemos
ver la importancia que tiene dentro de los objetos Gorenstein proyectivos débiles.

Definicién 6.3. Sea (w,X) un par de clases de objetos en A. Decimos que w es un casi-
cogenerador relativo de X si, para cada X € X, existe una sucesion exacta

0—-X—-W-=X =0,

con W € wy X' € X. Mas ain, en caso que w C X, diremos que w es un cogenerador
relativo en X.

Definicion 6.4. Un par (X,Y) de clases de objetos en A es GP-admisible débil sipdy(X) =
0y X es X-epi en A. Si ademds, el par (X,)) satisface las siguientes dos condiciones

(a) X y Y son cerradas por coproductos finitos en A, y X es cerrada por extensiones;
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(b) w:=XNY es un cogenerador relativo en X ;
decimos que (X,Y) es un par GP-admisible.

Definicion 6.5. Para cualquier par (X,)) C A%* y M € A, la dimension (X,))-Gorenstein
proyectiva de M es
Gpdy y)(M) := resdimgp,,, ., (M).

Para cualquier clase Z C A, definimos Gpdy y)(Z2) = sup{Gpdxy)(Z) : Z € Z}. Si
X =Y, por simplicidad, definimos GPx := GPx x) y Gpdy(M) := Gpdy x)(M).
Ejemplo 6.6. Sea (X,)) C A2

1. Supongamos que A es una categoria abeliana, con suficientes proyectivos. En éste caso,
escribimos

GP(A) :== GPpya) y Gpd(M) := Gpdp,4)(M).
Si X = Py(A) =Y, el par (X,Y) es GP-admisible y los objetos (X,))-Gorenstein

proyectivos relativos son los objetos Gorenstein proyectivos usuales en A.

Si Po(A) C X =), los objetos (X,Y)-Gorenstein proyectivos relativos son justo los
llamados X -Gorenstein proyectivos, considerados en [14] y [75].

2. Para A = Mod(R), la categoria de R-mddulos a izquierda, X = Py(A) y Y los R-
mddulos planos, se tiene que los modulos (X,))-Gorenstein proyectivos relativos son
los modulos Ding proyectivos [35]. En éste caso, escribimos

DP(R) == GP (proj(r)Flat(r)) ¥ DPA(M) := GPd(proj(r) Flat(r)) (M)-

Lema 6.7. Sea (X,)) C A2, con 0 € X. Entonces, la clase X es un generador y cogenerador
relativo en GP (xy).

1
Demostracion. Sea -+ — X1 B Xo = X° = X' % ... una (X,Y)-resolucién completa

a izquierda tal que M = Im(X, — X"). Entonces, tenemos las sucesiones exactas 0 —
Im(dy) - Xo = M -0y 0 — M — X° - Ker(d') — 0, donde Im(d;) y Ker(d') son
objetos G P y)-proyectivos. n

Definicion 6.8. Un par (X,)) de clases de objetos en A es GI-admisible débil siidx(Y) =
0yY es YV-mono en A. Si ademds, el par (X,Y) satisface las siguientes condiciones

(a) X y Y son cerradas por coproductos finitos en A, y Y es cerrada bajo extensiones;
(b) w:=XNY es un generador relativo en Y;

decimos que (X,)) es GI-admisible.
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Definicion 6.9. Sea (X,Y) C A% Una (X,))-resolucion completa a derecha es un
complejo aciclico,
N, =Yy =Yl syt

con Yy, Y' € Y tal que el complejo Homy(X,n) es aciclico, para todo X € X. En tal caso,
el objeto M = Im(Yy — YV) es llamado (X,Y)-Gorenstein inyectivo relativo (para
abreviar diremos, objeto GI(x y)-inyectivo). La clase de todos los objetos G x y)-inyectivos
es denotada por G x y)(A) o simplemente por GL(x y). Decimos también que Y es la clase
de aproxrimacion y X es la clase de testeo en GP(x y).

Si X = Zy(A) = ), los objetos (X, Y)-Gorenstein inyectivos relativos son precisamente
los objetos Gorenstein inyectivos usuales en 4. En el caso que A = Mod(R), X es la clase
de R-moédulos FP-inyectivos (es decir, aquellos £ € Mod(R) tales que ExtYy(F, E) = 0, para
cualquier R-modulo finitamente presentado F) y Y := Zy(A), los moédulos (X, V)-Gorenstein
inyectivos son justo los médulos Ding-inyectivos [35].

Definicion 6.10. Para cualquier par (X,Y) C A% y M € A, la dimension (X,))-Gorenstein
myectiva de M es
Gid(x,y)(M) := coresdimgz,, ., (M).

Observacion 6.11. Sea (X,Y) C A% Puede verse que (X,Y) es GI-admisible en A si
y sdlo si (Y, X)) es GP-admisible en la categoria opuesta A™. Mas aiin, GL(xy)(A) =
(GP o xov)(A™))™ . Por lo tanto, cualquier resultado obtenido para objetos en la clase GP(xy)
puede ser trasladado en un resultado para objetos en la clase GL(x yy. De modo que, en lo que
sigue, trataremos solo con objetos Gorenstein proyectivos relativos.

El siguiente resultado [22, Lema 4.1.1 (c)] serd una ttil herramienta para estudiar la clase
de objetos Gorenstein proyectivos relativos.

i , , .
Lema 6.12. Sean N € Ay X*:--- — X' X ... un complejo aciclico tal que X' €
LN Vi € Z. Entonces, para Zi.. := Ker(dk.), las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El complejo Homy(X®, N) es aciclico.
(b) Exty(Z%.,N) =0V Z.
(c) Ext}(Zxe, N)=0VI1E€Z yVm > 0.

Definicién 6.13. Para (X,)) C A2, introducimos la subcategoria plena WGPy C A, con-
sistente de los objetos (X,))-Gorenstein proyectivos débiles (para abreviar diremos; obje-
tos WGP (x,y)-proyectivos). Decimos que M € A, es WGP x y)-proyectivo si M & LY y existe
una sucesion exacta & 10 — M — X0 — X1 — ... con X' € X y Im(X? — X)) e LY
para todo i € N.
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En caso de que X =), por simplicidad, escribiremos WGPy en lugar de WGP (x xy. Dire-
mos que cada elemento de WGPy es un objeto X-Gorenstein proyectivo débil. La dimension
(X,Y)-Gorentein proyectiva débil de M es

WGpdx y)(M) := resdimwgp, , (M).

Para cualquier clase Z C A, definimos WGpd y y)(Z2) := sup{WGpdxy)(Z) : Z € Z}. Si
X =Y, denotamos WGpdy (M) := WGpd y x)(M). Dualmente, tenemos la clase WGZ(x y)
de objetos (X,Y)-Gorenstein inyectivos débiles o bien objetos WG x y)-inyectivo en A,
y la dimension (X,))-Gorenstein inyectiva débil WGidy y)(M) de M.

Ejemplo 6.14. 1. [15] La clase GoP(R) de R-mddulos Gc-proyectivos es introducida en
[15, Definicion 2.2] y también se estudian sus propiedades homoldgicas, para el caso en
que C sea un R-mddulo débilmente- Wakamatsu tilting (i.e C' es S-ortogonal y rR €
WGP adacc))-

Tomando C como X-ortogonal, por [13][Proposicion 2.4] y Lema tenemos que
GoP(R) = WGP adac)- Como veremos , muchos de los resultados obtenidos en [13],
son casos particulares de la teoria desarrollada en este trabajo.

2. [T7] Sean A una categoria abeliana y w C A tal que id,(w) = 0. En este caso, los
objetos en WGP, son llamados objetos Cohen-Macaulay en A, y ésta clase de objetos
es denotada en [17] por CMC(w).

Observacion 6.15. Para cualquier par (X,Y) C A?, tenemos que WGP (x.y) = WGP (2 yn).
De hecho, por el dual del Lema sabemos que pdy, (M) = pdy. (M), para cualquier M € A,
y asi Y = LM,

Observe que, en general, para un par arbitrario (X,Y) C A% la clase GP(xy) no tiene
porque coincidir con WGP v y); sin embargo, podemos establecer la siguiente relacién entre
ellos.

Proposicién 6.16. Para cualquier (X,Y) C A%, los siguientes enunciados son ciertos.
(a) Sipdy(X) =0, entonces GPxy) € WGP (xy).
(b) Si0e X yGPwy) € WGPy, entonces pdy(X) = 0.
Demostracion. (a) Sea G € GP(x,y). Entonces, existe un complejo aciclico
n:- =X 25X > X0 X

con X;, X' € X, tal que el complejo Hom4(n,Y) es aciclico VY € Yy G = Ker(X? — X1).
En particular, la sucesion exacta

n:0—=G—= X=X —...
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cumple que el complejo Hom (7', Y) es aciclico, para todo Y € Y. Como pdy,(X) = 0, del
Lema [6.12] y el complejo 7/, obtenemos que Ker(X* — X**') € -, para todo i € N. Por lo
tanto G € WGP (xy).

(b) Como 0 € X, tenemos que X C GPxy. Asi, pdy(X) = 0 se sigue del hecho que
GPxy) S WGPy C*Y. O

Basados en la proposicién anterior, podemos ahondar més en la relaciéon que existe entre
WGP xy) y GPx,y). Observe que si suponemos que GP(xy) = WGPxy) y 0 € X, pero que
pdy(X) # 0 llegamos a una contradiccion. Por lo que en la situacion 0 € X'y pdy(X) # 0
debe suceder que exista G € GP(x,y) tal que G € WGP (x,y), de donde concluimos que, en
general WGP x y) # GP(x,y). De lo anterior, toma sentido trabajar a ambas clases de objetos
paralelamente, siendo que en general son distintas.

Corolario 6.17. Sea (X,Y) C A? tal que pdy,(X) = 0. Entonces
(@) Pdyr(GPx3)) = Pdys (WGP (x 3)) = pdyn (X) =0,
(b) GPxy) € YN =" (V") y WGPy € YN = (V).

Demostracion. Por la Proposicion tenemos que pdy(GP(xy)) = 0. Por otro lado, por
hipotesis, tenemos que pdy,(X) = 0, por lo que el inciso (a) se sigue directamente del Lema,
[L.8 Finalmente, (b) se obtiene de (a) y la igualdad pdy(GP(xy)) = 0. O

El siguiente resultado es una generalizacion de [13, Proposicion 2.4], [47, Proposicion 2.3],
[75, Proposicion 3.8] y [66, Proposicion 2.4].

Proposicion 6.18. Sea (X,)) un par GP-admisible débil en A. Entonces, para M € A, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M € GPxy)-

(b) M € +Y y existe una sucesion ezvacta & : 0 = M — X — X' — ... con X' € X
Vi € N, tal que el complejo Homy(&,Y) es aciclico para todo Y € Y.

(C) M e ng(xy).
Demostracion. (a) = (b) Sea M € GP(x,y). Por definicién, existe un complejo aciclico
i X 5 X2 X0 X

con X;, X' € X para todo i € N, M = Ker(X? — X') y tal que el complejo Homy(£',Y) es
aciclico, para todo Y € Y. Por el Lema [6.12, M € +) y la sucesiéon exacta £ : 0 — M —
X% — X! — ... cumple que el complejo Hom4(£,Y) es aciclico, para todo Y € ).
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(b) = (a) Supongamos que, para M € A, existe una sucesion exacta
E:0=-M—- X" X ...

con X' € X para todo i € N, tal que el complejo Homy(€,Y) es aciclico para todo Y € )
y M € Y. Como X es X-epi en A, existe Xy € X tal que Xy, — M — 0 es exacta. Sea
Zy := Ker(Xo — M). Asi, de la sucesion exacta 0 — Zy — Xy — M — 0 tenemos la sucesion
exacta

0 = Ext(M,Y) — Ext(Xo,Y) = Exty,(Zo,Y) — Ext’y'(M,Y) =0

para todo 7 > 0y Y € Y. Como pdy,(X) = 0, se sigue que Ext’(Xo,Y) = 0 para todo i > 0.
Por lo tanto Z; € +). Repitiendo este procedimiento, podemos formar una sucesiéon exacta

i X152 Xg—>M—0

con X; € X y Ker(X; — X,;41) € 1Y para todo i € N. Por el Lema la sucesion
Hom4(¢',Y) es exacta para todo Y € Y. Por lo tanto el complejo £”, que resulta de pegar las
sucesiones £ y £, es aciclico; mas aun, el complejo Hom4(£”,Y) es aciclico, para todo Y € V.
De lo anterior M € GP(x ).

(b) <= (c) Se sigue de la Definicion y del Lema [6.12] O

Proposicion 6.19. Sean A una categoria abeliana con suficientes inyectivos y (X,)) un
par de cotorsion hereditario en A, el cual es completo a derecha. Entonces, los siguientes
enunciados son ciertos.

(a) X es gruesa a izquierda y Y es gruesa a derecha. Mds ain, X N')Y es un cogenerador
relativo en X.

(b) WGP y) =GPy =X =D

Demostracion. (a) Como X1+t = Y, 1Y = X y idy(Y) = 0, se tiene que X es gruesa a
izquierda y que ) es gruesa a derecha. Por otro lado, el hecho que (X)) es completo a
derecha implica que X' N ) es un cogenerador relativo en X.

(b) Como A tiene suficientes inyectivos y ) es coresolvente, se sigue que 11y = 1Y y asi X =
LY. Entonces, (b) se sigue de las inclusiones X C GPwy) C LYy x C WGP xy) C Ly, O

Como una consecuencia del corolario de arriba, se sigue que los pares de cotorsion comple-
tos y hereditarios pueden ser vistos como casos particulares de la teoria Gorenstein relativa
en categorias abelianas con suficientes proyectivos e inyectivos. Mas especificamente, tenemos
la siguiente observacion.

Observacion 6.20. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyectivos, y
(X,Y) un par de cotorsion completo en A. Entonces, el par (X,)) es ambos, G P-admisible
y GI-admisible. Ademds, GPxy)y =X yGLixy) = V.
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Proposicién 6.21. Para (X,)) C A? con 0 € X, los siguientes enunciados son equivalentes.
(a) X es GPx y-inyectivo.
(b) pdy(X) =0y GPwxy € GPx.

Si una de las condiciones de arriba se cumple, entonces Gpdy (M) < Gpd y 3\ (M), para todo
Me A

Demostracion. (a) = (b) Empezamos probando que pdy(X) = 0. Como 0 € X, tenemos que
X C GP(x,y), y usando la hipotesis de que X es GP(x y)-inyectivo, obtenemos que

pdy(X) < pdx(GPxy)) = 0.
Sea G € GP(x,y). Entonces, existe una (X', Y)-resolucion completa izquierda
n: =X =X = X' =5 X ...

tal que M = Im(Xy, — XY). Aseguramos que el complejo Hom4(n, X) es aciclico para todo
X € X. En efecto, como todos los ciclos del complejo 1 son objetos GP(x y)-proyectivos y
pdy(GP(xy)) = 0, obtenemos del Lema que Hom 4(n, X') es aciclico para todo X € X.
De aqui M € GPx.

(b) = (a) Como pd,(X) = 0, se sigue de la Proposicién que GPx C+X. Asi GP(xy) C
L X y entonces X es GP (x,y)-inyectivo. O]

Lema 6.22. Sea (X,Y) C A? tal que pdy,(X) = 0. Si se cumple alguna contencion, X C Y"
o X" C V", entonces X es GP(x,y)-inyectivo.

Demostracion. Supongamos que X C Y” (el otro caso es similar). Del Corolario tenemos
que

pdx(GPxy)) < pdyr(GPxy)) =0,
probando que X es GP x y)-inyectivo. O]

Lema 6.23. Sean (X,Y) un par GP-admisible débil y M € A. Entonces M € GPx .y si, y
solo si, existe una sucesion exacta en A

0—>M—X—>G—0,

con X € X yG € GPwy.

Demostracion. Sea M € A. Si M € GP(xy), por definicion, existe una (X', ))-resolucion
completa a izquierda
= X =2 Xo =2 X0 X

con X;, X" € X Vi € N, tal que M = Ker(X° — X1'), y también G := Ker(X! — X?) €
GP(x,y)- De donde obtenemos la sucesion exacta 0 — M — X G —=0,conXcXy
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G e QP(XJ;).
Reciprocamente, supongamos que existe una sucesion exacta en A

n:0—-M-—>X—-G—0,

con X € X'y G € GPxy). Luego, por la Proposicién , se sigue que G € 1Y, y ademés

que existe una sucesion exacta
E:0-G X' X

con X' € X Vi € N, tal que el complejo Homy(€,Y) es aciclico para todo Y € ). Considere-
mos la sucesion exacta en A

e:0->M—=-X =X XM=

que resulta al pegar 1 y &. Para ver que Homy(e,Y) es aciclico V Y € Y, solo hace falta
probar que Hom4(n,Y) es aciclico VY € Y. En efecto, para Y € ), de la sucesion exacta 7
tenemos la sucesion exacta

0 — Homu(G,Y) — Homu(X,Y) — Homy(M,Y) — Extl (G, Y) =0,

donde el altimo término es cero, ya que G € GPxy) C 1Y. Veamos ahora que M € ). En
efecto, para Y € ), de la sucesion exacta n tenemos la sucesion exacta

0 = Ext4(G,Y) — Ext},(X,Y) — Ext4(M,Y) — Ext{'(G,Y) =0,

para todo i € N. Luego, como pdy(X) = 0, obtenemos que Exty(M,Y) = 0V i € N,
Finalmente, por la Proposicion concluimos que M € GP(x y). O

6.2. Categorias abelianas con estructura adicional

En algunos lugares consideramos categorias abelianas con ciertas condiciones adicionales,
las cuales fueron introducidas por Alexander Grothendieck (ver el Apéndice para un trata-
miento mas amplio del tema). Estaremos particularmente interesados en las condiciones AB4*
y AB4. Una categoria abeliana A es una categoria abeliana AB4* si A tiene productos y
el producto de cualquier conjunto no vacio de epimorfismos es también un epimorfismo. Dual-
mente, una categoria abeliana AB4 es una categoria abeliana A, la cual tiene coproductos y
el coproducto de cualquier conjunto no vacio de monomorfismos es también un monomorfismo.

Sea X una clase de objetos en una categoria abeliana 4. Denotamos por Prod(X’) (res-
pectivamente, Add(X)) a la clase de objetos en A que consiste de los sumandos directos de
productos (respectivamente, coproductos) de elementos en X'. En el caso de un solo objeto
X = {X}, por simplicidad escribiremos solamente Prod(X) (respectivamente Add(X)).
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Sea A una categoria abeliana con coproductos. Un objeto M € A es ) -ortogonal si
Extil(M, M (I)) = 0, para todo ¢ > 1 y cualquier conjunto /. Dualmente, en una catego-
ria abeliana A con productos, un objeto M € A es [J-ortogonal si Ext’(M?!, M) = 0, para
todo ¢ > 0 y todo conjunto I.

Observacion 6.24. Sea A una categoria ABJ* con suficientes inyectivos. En éste caso, el
producto de cualquier conjunto de sucesiones exactas es una sucesion exacta [69, Proposicion
8.3]. Puede mostrarse que Ext'y(A, [[,cp Ba) = [Loen Ext'4(A, Ba), para todo i > 0. Como
consecuencia de lo anterior, tenemos que id([],cp Ba) = supaen id(Ba). En particular, se
sigue que

id(Prod(M)) = id(M) y *Prod(M)="*M,

para cualquier objeto M € A. Si M es [[-ortogonal, entonces Ext’y(Prod(M),Prod(M)) = 0
para todo i > 0.

El siguiente resultado es una generalizacion de [14, Teorema 2.3, [47, Teorema 2.5], 66,
Teorema 2.5|, [75, Teorema 3.11] en el contexto de objetos Gorenstein proyectivos relativos.
Otra posible generalizacion es dada en el Corolario [6.36]

Teorema 6.25. Sea (X,Y) C A? un par GP-admisible débil, en una categoria abeliana A,
tal que X es GPxy)-inyectivo. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen.

(a) Si X es cerrado por coproductos finitos, entonces GP(x y) es una clase pre-resolvente.

(b) Si A es AB4 y X es cerrada por coproductos arbitrarios, entonces GP(x y) es cerrada
por coproductos arbitrarios y gruesa a izquierda en A.

Demostracion. (a) Supongamos que X es cerrada por coproductos finitos. Sea 0 — M’ —
M — M" — 0 una sucesion exacta en A. Veamos lo siguiente

(i) M',M" € GP(x,y) implica que M € GP(xy).

Primeramente, observemos que M € +Y, pues M’, M" € +Y. Por otro lado, dado que
X es un casi-cogenerador relativo de GP ) (ver Proposicion [6.18]), podemos construir
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el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

0 0 0

0 X' X X" 0
0 K’ K K" 0,
0 0 0
.

T B

donde X', X" e X, X =X @ X" € X, y K', K" € GPxy), ya que X’ es cerrada por
coproductos finitos. El morfismo f’: M — X' existe, pues

Hom 4 (v, X') : Homy (M, X') — Homu(M', X')

es un epimorfismo ya que X" es GP(x y)-inyectivo. Luego, usando el Lema de la Serpiente,
el morfismo

A::(f ):M—>X’@X”,
9B

es un monomorfismo. Por la Proposicion [6.18, se tiene que Homy (7', Y) y Hom4(n”,Y)
son aciclicos, para todo Y € ). Veamos que Homy(n,Y) es aciclico, para todo Y € Y.

En efecto, para todo Y € Y, tenemos la sucesion exacta
0 — Hom4(K,Y) — Homy(X,Y) — Homs(M,Y) — Exty (K,Y),
cuyo ultimo término es cero, ya que también tenemos la sucesion exacta
Exty (K", Y) — Ext4(K,Y) — Exty (K, Y),

con extremos cero para todo Y € Y, pues K', K" € GPx y.

Repitiendo el procedimiento anterior, para 0 — K’ — K — K” — 0, se obtiene la
sucesion exacta

0 M= X0 5 X

con Homy(£1,Y) aciclico, para todo Y € Y. Dado que M € 1Y, por el Lema
obtenemos que M € GP(x y).
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(i) M, M" € GP(x,y) implica que M’ € GP (xy).

Para M € GP(xy), existe una sucesion exacta 0 - M — X — G — 0, con X € X
y G € GPxy). Luego, por el Lema de la Serpiente, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo y exacto

0 0
0 M M M" 0
|
v:0 M X T 0
G——0G
0 0.

Por el inciso (i), M",G € GP(x,y) implican que T' € GP x y). Por lo tanto, de la sucesion
exacta v y el Lema |6.23| obtenemos que M’ € GP(xy).

De lo anterior se sigue que GP(x y) es una clase pre-resolvente.

(b) Sean X C A cerrada por co-productos arbitrarios, donde A satisface el axioma AB4.
El axioma mencionado implica que el co-producto arbitrario de sucesiones exactas en A es
nuevamente una sucesion exacta en A. Usaremos fuertemente éste hecho en lo que sigue.

Sea {G;}ic; una familia arbitraria de objetos en GP(xyy. Para cada i € I, existe un
complejo aciclico

Mt — X — Xip— X0 = X o con XWX, € XVi,jeEN,

tal que Homy(n;,Y) es aciclico, para todo Y € Y y G; = Ker(X*® — X*!). Entonces, el
complejo suma directa

- . 0,0 i,1
ni=@iermi i = BierXin = BierXio = Bier X = Bigr X — -+

es un complejo aciclico (pues A satisface el axioma AB4), con @, ; X/ € X para todo j € N,
y Ker(@,.; X% — @,c; X)) = @, Ker(X% — X%+1) Ademaés, para cada Y € Y, el
funtor Hom 4(—,Y) es tal que

Exty (@ierKer(X™ — X% Y) = e Exty (Ker(X™ — X*),Y) =0,

donde la ultima igualdad se da por el Lema [6.12] puesto que Ker(X% — X%+1) € L) para
cada i,j € N. Lo cual es equivalente a que Hom4(n,Y") sea un complejo aciclico. Por tltimo,
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el hecho que Ker(P,.; X' — @,.; X"') = @,; Ker(X? — X1) = @,; G;, implica que
GP(x,y) es cerrada por sumas arbitrarias.

Por el inciso (i), sabemos que GP (v yy es pre-resolvente. Asi, usando el Truco de Eilenberg
(Proposicion , se sigue que GP(x,y) es cerrada por sumandos directos. O

Lema 6.26. Sean (X,Y) C A* tal que pdy(X) = 0, con X cerrada por extensiones, y
0=+ A— B — C — 0 una sucesion evacta en A. S1 A € WGPy y C € X, entonces
B e WQP(X,y).

Demostracion. Sea A € WGP xy). Luego, existe una sucesion exacta 0 — A — X — G — 0,
con X € X'y G € WGP (xy). Por lo tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo exacto

en A
0 0

0 A B C 0

0 0.

Dado que X es cerrada por extensiones y X, C' € X, obtenemos que () € X.

Notemos ahora que, en la sucesion exacta e : 0 - B — QQ — G — 0, se tiene que () € X
y G € WGP (x,y). Luego, usando € y el hecho que Q,G € LY, se puede ver que B € .
Finalmente, como G € WGP x y), se sigue por definicion que B € WGP (x y). O

Proposicion 6.27. Sean (X,Y) C A? tal que pdy,(X) = 0, con X cerrado por extensiones,
yw:=XNY cerrado bajo coproductos finitos en A, que es también cogenerador relativo en
X. Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) La clase w es cerrada por extensiones, un cogenerador relativo WGP x y)-inyectivo en
WQP(XJ;) Yy 1dw(w) =0.

(b) Siw es cerrada bajo sumandos directos en A, entonces w =Y N WGP, y).
Demostracion. (a) Como pdy,(X) = 0, tenemos que Ext’(w,w) = 0, para todo i > 1. En-

tonces, cualquier sucesion exacta 0 - W — E — W' — 0, con W W' € w, se divide; y asi
E=Wa&W' e w, pues w es cerrado por coproductos finitos en A.
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Veamos ahora que w es un cogenerador relativo en WGPy y). Sea G € WGP xy). En
particular, existe una sucesion exacta

0—-G—=X—=>G —0,

con X € X'y G' € WGP (x,y). Por ser w un cogenerador relativo en X', existe una sucesion
exacta 0 > X - W — X' = 0,con X' € X y W € w. Del Lema de la Serpiente, obtenemos
el diagrama conmutativo y exacto en A

Ahora bien G € WGP (x,y) y X' € & implican, por el Lema [6.26] que T € WGP (x y).

Mas atin, de la inclusion w € X € WGP xy) y la sucesion exacta 7, se sigue que w es un
cogenerador relativo en WGPy yy. Finalmente, tenemos que id, (w) = 0, ya que WGPy y) C
Ly Ctw.

(b) Sea w cerrado bajo sumandos directos en .A. Probamos que w = Y N WGP, yy. Es claro
que w € Y NWGP(,y). Por otro lado, sea M € Y N WGP, y). Entonces, por (a), existe
una sucesion exacta € : 0 = M — W — C — 0, con W € wy C € WGP(,y). Como
Exth(WgP(My),w) = 0, se sigue que € se escinde, y asi M € w. O

Corolario 6.28. Sean (X,)) un par GP-admisible en A y w := X N). Entonces, los si-
guientes enunciados son ciertos.

(a) La clase w es cerrada bajo extensiones, un cogenerador relativo en GP (x yy yidy,(w) = 0.
(b) Siw es cerrado bajo sumandos directos en A, entonces w =Y NWGP(, ).

Demostracion. Como (X,)) es GP-admisible, tenemos de la Proposicion que GPxy) =
WGP (xy). Entonces, el resultado se sigue de la Proposicion [6.27] O

Proposicion 6.29. Sean (X,Y) un par GP-admisible en A y w := X N Y. Entonces, el par
(X,w) es GP-admisible y GPxy) C GP(xw)-
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Demostracion. Como w C Yy pdy(X) = 0, se sigue que pd,,(X) = 0; y asi (X,w) es un par
GP-admisible.
Sea M € GP(xy). Luego M € +Y C +w. Por otro lado, del Lema existe una sucesion
exacta

0= M= Xg— X1 — -,

con X; € X, tal que Homy({,Y) es aciclico, para todo Y € Y. Dado que w C ), se
tiene también que Hom4 (£, W) es aciclico, para todo W € w. Por lo que, del Lema m
concluimos que M € GP(x ). O

En lo que sigue, estudiaremos la categorfa WGP, y) (ver Definicion [6.13)), para el caso
en que w C Y. Una situacion particular ha sido estudiada por M. Auslander e I. Reiten en

[8], para w = add(T’) = Y, con T" un A-mddulo finitamente generado, auto-ortogonal (i.e.
Exty (T, T) =0V i> 1)y A una algebra de Artin.

Lema 6.30. Para (w,)) C A%, con w C Y, las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) La clase w es un casi-cogenerador relativo WGP, y)-inyectivo de WGP, y.
(b) Sipdy(w) =0y 0 € w, entonces w es un cogenerador relativo de WGP, y).
(c) Siw es un cogenerador relativo de WGP, y), entonces pdy(w) = 0.

Demostracion. (a) Por definicién, la clase w es un casi-cogenerador relativo de WGP, y).
Resta probar que w es WGP, y)-inyectivo, esto es Exty (WGP, y),w) = 0, para todo i > 0.
En efecto, lo anterior se sigue de la siguiente inclusion WGP, y) C LYy C tw, puesw C Y.

(b) Por el inciso (a), solo debemos que probar que w C WGPy, y). Note que w C +Y,
pues pdy,(w) = 0. Por otro lado, para W € w, se tiene la sucesién exacta

0w W w L0 0L

Luego, como 0 € w C Y, se sigue que W € WGP, ).

(c) Es inmediato de la definicion de cogenerador relativo y del hecho que WGP, y) C

Ly, [l

El siguiente resultado muestra que, dado un par GP-admisible (X',))) en A, los objetos
X NY-Gorenstein proyectivos débiles pueden ser una clase mas grande que los objetos (X, ))-
Gorenstein proyectivos.

Lema 6.31. Para un par (X,)) C A%, GP-admisible en A, se tiene que

gp(x,y) - ng)m)ﬂ-
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Demostracion. Sea G € GP(xy). Por la Proposicion , existe una sucesion exacta 0 —
G —= Wy —= Gy — 0,con Wog € XNYy Gy € GPxy). Repitiendo el proceso anterior,
podemos construir una sucesion exacta 0 - G - Wy - W) - Wy — -~ con W, e XN)Yy
Im(W; = Wit1) € GPxy) C Ly Cc+H (X nY), para todo i € N. O

El siguiente resultado generaliza [I3] Proposicion 2.9 y Corolario 2.10]. Una prueba alterna-
tiva a que WGP, y) sea cerrado bajo nicleos de epimorfismos entre sus objetos y extensiones,
puede hallarse en el Apéndice, desde la Definicion y terminando en el Teorema [8.16] Para
ello, se han definido un tipo especial de sucesiones, las cuales se inspiran en la Definicion [6.1]

Teorema 6.32. Sean w C Y C A, con w cerrado por coproductos finitos. Entonces WGPy
es gruesa a izquierda.

Demostracion. Llevamos a cabo la demostracion en varios pasos.
(i) Veamos que WGP,y es cerrado bajo extensiones.

Sea 0 - A — B — C — 0 una sucesion exacta, con A,C € WGP,y C LY. Luego
B € 1) y existen sucesiones exactas

n:0—A-W,— L —0,

77’:0—>Ci>W5—>K—>O,

con Wo, W) €ewy L, K € WGP,y C +Y. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
y exacto

Como C' € WGP,y C LY C tw, se tiene que Exti(C, Wy) = 0. Por lo que, la sucesion ~
se escinde y obtenemos U = Wy @ C. Ahora, usando el Lema de la Serpiente, junto con la
sucesion exacta 0 — Wy @ C LN Woed W] — K —0,donde § := 1y, @y Wod W) ew
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(pues w es cerrado por sumas directas), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0

0—=B—-W,8C——>L——>0

0 0.

En el diagrama anterior, por hipétesis L, K € +), lo cual implica que V € +). Luego, en la
sucesion exacta 0 — B — Wy @ W) — V — 0 es claro que Wy @ W) € wy B,V € +). Mas
aun, en la sucesién exacta 0 — L — V — K — 0 se tienen L, K € WGP, y). De modo que
podemos repetir el proceso anterior con V', y asi obtener la sucesion deseada para B.

(ii) Veamos ahora que WGP,y es cerrada por niicleos de epimorfismos entre sus objetos
y sumandos directos. Sean : 0 - A — B — C' — 0 una sucesiéon exacta, con B,C' €
WGPy C Y (en particular, se tiene que A € +Y). Dado que B € WGP, y), existe una
sucesion exacta ' : 0 = B — Wy — Ey — 0, con Wy € wy Ey € WGP(,y). Por lo que
podemos armar el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0

b

0,

del cual, por Lema de la Serpiente, se sigue que C ~ C".
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En lo que sigue, veremos que A € WGP, yy. En efecto, tenemos C' ~ C, Ey € WGP, y),
lo cual por el inciso (i) y la tercera columna del diagrama anterior, nos da K, € WGP, y).
Luego, la sucesion exacta 0 — A — Wy — Ko — 0y Wy € w, implican que A € WGP, y).

Supongamos ahora que la sucesion 7 se parte. Del diagrama anterior, cambiando C’ por
C en la tercera columna y sumando con 14, obtenemos la sucesion exacta

(60) )

0—ApC " — "~ A Ky — Ey— 0.

Dado que A@C = B € WGP,y y Ey € WGP,y se sigue de (i) que A® Ky € WGP,y C
+Y (y por lo tanto K € +Y). Dado que A & Ky € WGP, y), podemos armar un diagrama
como el anterior

0
0 C
t1
0 K, Wy K, 0

0,
donde £y € WGPy, Wi €wy A~ C'. Consideremos la sucesion exacta
tl 0 (&}
0 1k, 0
O—)A@KO — Kl@Kg —" B — 0.

Como E,A® Ky € WGP(,,y), se tiene que Ky & Ky € WGP,y C 1Y (v por lo tanto
K, € 1Y). Podemos continuar, con K; & Kj, el mismo proceso que con A & Ky, para obtener
una sucesion 0 - A — Wy — W, — Wy — - -+ como en la Definicion [6.13 O

Es natural preguntarse que se obtiene, en términos de Gorenstein proyectivos relativos,
cuando consideramos el par (GPxy),Y) v (WGP x ), Y). Esto es, el estudio de las clases
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QP?XJ,) =GP GP ) Y WQP%XM = WGP wgp x)y)- En el siguiente resultado, consi-
deramos objetos Gorenstein proyectivos débiles.

Una version del inciso del siguiente resultado ha sido probado en [79], para el caso
GP (x,xny), donde (X,Y) es un par de cotorsion hereditario y completo en A.

Teorema 6.33. Sea (X,Y) C A? tal que pdy(X) =0 y X es cerrado bajo extensiones, con
w:=XNY cerrado bajo coproductos finitos en A y un cogenerador relativo en X. Entonces,
la clase WGP (xy) es gruesa a izquierda y

WGPxy) = WGPy = WQP?XQ,).

Demostracion. Sea M € WGP xy). Por la Proposicion (a), existe una sucesion exacta
0> M—>W =G —0,conWewyGe WGPxy C LY. Repitiendo el procedi-
miento anterior con G, se obtiene que M € WGP, y). Ahora, la inclusion w € X, nos da
WGPy € WGP x,y); probando que WGP, y) = WGP xy). Por otro lado, por el Teorema
[6.32, tenemos que WGP x y) es gruesa a izquierda.

Sea G € WGP (x,y). Consideremos el complejo aciclico
n:-—>0->GG=G—=>0—---.
Observe que 7 es un complejo de objetos en WGPy yy, tal que Hom4(n,Y) es aciclico para

todo Y € Y. Por lo tanto G € WQP?X’J,).

Sea M € WQP?XJ). Entonces, existe un complejo aciclico
ni =G =G =G =G =,

con G;,G' € WGP (xy), M ~Im(Gy — G°), tal que Hom4(n,Y") es un complejo aciclico para
todo Y € Y. Luego, por el Lema [6.12] sabemos que L' := Im(G* — G**') € +)), para todo
i € N. Ahora bien, como G° € WGP v y), existe una sucesion 0 — G° — F° — K' — 0,
exacta con F* € X y K' € WGP xy). Asi, por el Lema de la Serpiente, se tiene siguiente
diagrama conmutativo y exacto en A
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Como K' € WGP xy) C tY y L° € 1Y, tenemos que T° € +Y. También, por el Lema de la
Serpiente, se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

Como K',G' € WGPxy) vy WGP (x,y) es cerrada bajo extensiones, tenemos que U' €
WGP xy). De lo anterior, podemos armar el siguiente complejo £ como sigue

&0 T° Ut G? G3

N\

0 L° G! L 0
0 0.

El cual es Homy(—, Y)-exacto, pues T° L' € +)); y como U! € WGP (x,y), por el Lema
obtenemos que T° € WQP%XQ,). Asi, en la sucesion exacta 0 — M — F9 — T° — 0, con

FOc Xy M €+ Y, también se tiene que T° € WQP%XQ,). Por lo tanto, podemos repetir el
proceso para T° y obtener una sucesién exacta

0—+M—>F' 5 F' 5 F2 ...

con nucleos en *Y y F' € X. Luego, por la Proposicion concluimos que M € WGP (x y).
O

El siguiente Corolario es una generalizacion de [13], Proposicion 2.16].

Corolario 6.34. Sean A una categoria abeliana AB4, con suficientes proyectivos, y M € A
un objeto Y-ortogonal. Entonces WGP aaacr) = WgP%Add(M),Add(M)).

Demostracion. Se sigue de la Observacion [6.24] y Teorema [6.33] O

El siguiente resultado es una generalizacion de [79, Teorema 3.8].
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Teorema 6.35. Sean (X,)) un par GP-admisible en A y w := X N Y. Entonces, el par
(GPxy),Y) es GP-admisible y

WGP xy)y = WGPy =GPy = Q'P%Xy) = WQ'P%XQ,).

Demostracion. Por la Proposicion [6.18] sabemos que WGP (x y) = GP(x,y). Ademis, del Teo-
rema , tenemos que WGP (xy) = WGP,y = WQP?XJ,). Entonces, por la Proposicion
6.18| para ver que WQP%XJ) = Q’P%XJ,), es suficiente probar que el par (GP(xy),)) es GP-
admisible.

Dado que el par (X,)) es GP-admisible, se tiene que w := X N} es una subcategoria
aditiva. Ademas, por el Teorema[6.32]y Teorema[6.33] se sigue que GP(x,y) es una subcategoria
cerrada por extensiones. Como X es X-epi en A, y & C GP(x y), se sigue que GP(xy) es
GPxy)-epi en A. Sabemos también que GP(xy) C +Y, por lo tanto pdy,(GPxy)) = 0.
Solo queda probar que GPx y) N Y es un cogenerador relativo de GP(x y). Sea G € GP(x y).
Por el Corolario [6.23] existe una sucesion exacta 0 - G —- X - G — 0, con X € X y
G € QP(XQ;). Y como X N'Y es un cogenerador relativo de X, existe una sucesion exacta
0>X—>F—X —0,con X" € Xy E e XnN). Luego, por el Lema de la Serpiente, se
obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0 0
0—=G—=X G —0
|
0—G E Q 0
X —X
0 0

Como G' € GPxy) v X' € X C GP(xy), obtenemos que Q) € GP(xy), ya que GP(xy) es
cerrada por extensiones. Por lo tanto, la sucesién exacta 0 - G — E — @ — 0, cumple
que Q@ € GPxyyy E € XNY C GPxy NY. Lo cual prueba que (GPxy),Y) es GP-
admisible. O

El siguiente resultado generaliza [79, Proposicion 2.7].

Corolario 6.36. Si (X,)) es un par GP-admisible en A, entonces GPxy) es gruesa a
1zquierda.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema [6.33] y del Teorema [6.32] O
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Teorema 6.37. Para un par GP-admisible (X,)) yw = X NY, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Los pares (GP(x),Y), (GPxy),w) y (X, V") son GP-admisibles.

(b) Sea Y cerrado por sumandos directos en A yY C GPxy). Entonces, el par (GP x .y, Y)
es de Frobenius a izquierda, los elementos de Y son sumandos directos de objetos en X
y V" es gruesa a derecha.

(c) Siw es cerrado bajo sumandos directos en A, entonces GPxy) NY = w.

(d) Si YN wy XNV son cerrados bajo sumandos directos en A, entonces

GPxy) =GPwxyyy ¥ GPayNY ' =w=xnY"\

Demostracion. (a) El hecho que (GP(xy),Y) es GP-admisible se muestra en el Teorema [6.35]
Probaremos que (GP(xy),w) es GP-admisible. Como (&X,)) es GP-admisible, tenemos que
w:= X NY es cerrado bajo coproductos finitos en A. Mas aun, como (QP(XQ;),J/) es GP-
admisible, tenemos en particular que GP(x,y) es cerrado por extensiones y coproductos finitos
en A, y es GPx y)-epi en A. Por el Corolario (a) y la igualdad GP(xy)Nw = w tenemos
que GPx,y) Nw es un cogenerador relativo en GP(x y). Por otro lado, GPxy) C Ly C tw
implica que pd,,(GPxy)) = 0. Asi, se sigue que (GP(x,y),w) es GP-admisible.

Veamos ahora que (X, V") es GP-admisible. En efecto, por el Lematenemos que pdyn (X) =
0. Ademas, X N Y" es un cogenerador relativo en X. Finalmente, Y es cerrado bajo copro-
ductos finitos en A, ya que ) tiene esta propiedad.

(b) Supongamos que Y es cerrado bajo sumandos directos en Ay Y C GP(x y). Probare-
mos que (GP(x,y,)) es de Frobenius a izquierda. Por el Corolario tenemos que GP(x,y)
es gruesa a izquierda, y la Proposicion nos dice que YV es GP(x y)-inyectivo. Mas aun,
el Corolario m (a) y la inclusion w C Y implican que ) es un cogenerador relativo en
GPx,y).- Una vez que tengamos que el par (GP(x,y),)) de es Frobenius a izquierda, conclui-
remos de la Proposicion que V" es gruesa a derecha. Finalmente, sea Y € ), entonces
existe una sucesion exacta e : 0 =Y — X — G — 0, donde X € X y G € GP(xy). Como
pdy,(GP(x,y)) = 0, por la Proposicién m (b), tenemos que € se divide, de modo que Y es
sumando directo de X.

(¢) Sea w cerrada por sumandos directos en A. Entonces por el Corolario [6.28] (a) w =
YNWGP,y). Mas aun, del Teorema sabemos que WGP, y) = GP(x,y) v asi obtene-
mos en inciso (c).

(d) Sean Y™, w y X NY" cerradas por sumandos directos en A. Por (a), sabemos que (X, V")
es GP-admisible. Aplicando el inciso (c) al par (X, Y") y por la Observacion y Proposi-
cion , tenemos que GP(xy) = GPxyr) y GPayy NI =X NYN.

Como (X, Y") es GP-admisible, se sigue de (a) que el par (GPx yr), V") es GP-admisible.
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Entonces, por el Corolario m (a), tenemos que GP(x yr)NY" es un cogenerador relativo en
QP(gpwyA)’yA) el cual es g’])(g'p()(’y/\)’yA)—inyeCtiVO. Pero del Teorema sabemos que

gp(gp(X’yA),yA) = gP(X,yA)-

Entonces, por la igualdad GP(x y) = GP(x yr) obtenemos que GP(x ) NY" es un cogenerador
relativo en GPxy) el cual es GP(x y-inyectivo. Asi, de la Proposicion @, se sigue que
gP()Qy) N y/\ =W = gp()(,y) N J/ ]

Corolario 6.38. Sea (X,)) un par GP-admisible en A tal que X y Y son cerrados bajo
sumandos directos en A yY C GPxyy. Entonces, para w := XNY, los siguientes enunciados
son ciertos.

(a) El par (GPxy), V") es un par de GP(y y-cotorsion en Ay Y C X.
(b) GPayyNY =GPy NI =w=XNJY"\
(C) gp(xy) = gP(AX,y) N L(y/\) Y Yh = gP(Ax,m N glpé}(,y)'
Demostracion. Se sigue del Teorema [6.37, Proposicion y Teorema [2.7] O

Corolario 6.39. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos, y w C A tal que
Proj(A) C w con add(w) = w yid,(w) = 0. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen.

(a) El par (GP,,w") es un par de GP)-cotorsion en A.
(b) GP, NW" = w.
(c) GP, =GPLoN+(w") yw" =GP NGP,.

Demostracion. Por las hipotesis dadas, tenemos que el par (w,w) satisface las condiciones
necesarias para aplicar el Corolario [6.38] ]
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Capitulo

Dimensiones homologicas relativas Gorenstein

En esta seccion desarrollamos, de un modo unificado, la teoria de dimensiones homolo-
gicas relativas Gorenstein. Para cada par de clases de objetos en una categoria abeliana A,
que satisface ciertas condiciones, establecemos relaciones entre diferentes tipos de dimensiones
homologicas relativas, llamadas: dimension Gorenstein proyectiva relativa (débil), proyectiva
relativa, y por resolucion. Al tomar distintas clases de objetos en A, como una aplicacion,
obtenemos varios de los resultados existentes en la teoria clasica de modulos, asi como en las
anteriores generalizaciones de objetos Gorenstein en categorias abelianas que hemos mencio-
nado antes.

En el siguiente resultado, la expresion resdim,, (K) = —1 significa que K = 0. Este teorema
generaliza [21, Proposicion 3.9], [47, Teorema 2.10], [65, Teorema 3.11 y Proposicién 3.16].

Teorema 7.1. Sean (X,)) un par GP-admisible en A yw := XNY. Entonces, para cualquier
C € A, con Gpdyy)(C) =n < oo, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) Ezisten sucesiones exactas en A, con G,G" € GP(xy)

0K G500y 0K =0 25050

donde ¢ : G — C' es una GP x yy-precubierta, con resdim,(K) =n — 1 = resdimy(K’)
y K e QP(LXQ,).

(b) Ewisten sucesiones evactas en A, con G, G < GP(x,y)
0C-SHG=0y 005 H G 0,

donde ¢ : C — H es una w"-preenvolvente, max{resdim,(H),resdimy(H')} < n y
G e +(wh).
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c) Sea X una clase GP x y)-inyectiva. Entonces ¢’ : G' — C es una GP x y)-precubierta y
(X)) (X, 5)
K'e QP(LXJ,). Mds ain, ' : C — H es una X"-preenvolvente y G € +(X™).

Demostracion. Por el Corolario @ sabemos que GP(x y) es gruesa a izquierda. Mas aun, del
Corolario (a), tenemos que w es GP(x,y)-inyectivo y un cogenerador relativo en GP(x y).
Por otro lado, por el Lema tenemos que X’ es un cogenerador relativo en GP(x,y). Entonces
el resultado se sigue mediante aplicar dos veces el Teorema [1.12] O

En el caso de objetos Gorenstein proyectivos débiles, tenemos el siguiente resultado, el
cual es una generalizacion de [I3, Teorema 3.5].

Teorema 7.2. Sea (w,)) C A2, conw C Y yw cerrado por coproductos finitos. Entonces,
para todo C € A, con WGpd(C) =n < oo, se cumple:

(a) Existen sucesiones exactas cortas:
m:0— We— Go 25C — 0,
con resdim,(We) <n—1y Goe € WGP, 3.
C
n:0— C W - GY =0,
con resdim, (W) <n y G° € WGP, ).
b) El morfismo pc : Go — C enny es una WGP-precubierta, con We € WGPE, 1.
¥ n (w,Y)
(c) El morfismo o : C — W en ny es una w’-preenvolvente, con G¢ € +(w").
(d) Siw C WGPy (i.e. quew es cogenerador de WGP, y)), entonces

resdim,,(W¢) =n — 1, WGpd(We) <n—1 y WGpd(WY) < n.

Demostracion. Por el Lema y Teorema W, el par (WGP, yy,w) cumple las hipotesis
del Teorema [1.12] por lo que se siguen los incisos (a), (b) y (c). Finalmente el inciso (d) se
sigue de la hipotesis w C WGP, y) y el Teorema @ O

Corolario 7.3. Sean (X,)) un par GP-admisible en A, y w := X N Y cerrada bajo isomor-
fismos. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes, para todo C € A yn > 0.

(a) Gpd(xy)(C) <n.

(b) Eziste una sucesion evacta 0 - K — G — C — 0, con resdim,(K) < n—1y
G e QP(XQ;).

(c) Ewiste una sucesion exacta 0 — C' — H — G — 0, con resdim,(H) <n y G € GPx.y).
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(d) Eziste una sucesion exacta 0 — K' — G' — C — 0, con resdimy(K') < n—1y
G' e Q'P(XJ;).

(e) Euxiste una sucesion exacta 0 — C — H' — G — 0, con resdimy(H') < n y G e

Demostracion. Por el Corolario sabemos que GP(x y) es gruesa a izquierda. Més atn,
de la Proposicion , sabemos que w es un cogenerador relativo en GP(x y). Observe que w
es cerrada bajo isomorfismos en A, pues es cerrada bajo coproductos finitos en A. Por otro
lado, por el Lema , tenemos que X es un cogenerador relativo en GP(x y). Entonces, el
resultado se sigue de aplicar dos veces el Corolario [L.16] O

Observacion 7.4. Sean R un anillo y A := Mod(R). Si X = Proj(R) C Y, entonces [6],
Proposicion 3.11] es un caso particular del Corolario .

Definicion 7.5. Decimos que el par (w,Y) C A* es WGP-admisible siw C Y, pdy(w) =0
y w es cerrado bajo coproductos finitos en A. Dualmente, un par (X,v) es WGI-admisible
siv C X, idx(v) =0 y v es cerrado bajo coproductos finitos en A.

Ejemplo 7.6. (1) Sean R un anillo y M, N € Mod(R) tales que M es ¥-ortogonal y N
es Il-ortogonal. Entonces, por la Observacion [6.2]] y su dual, tenemos que los pares
(Add(M),Add(M)) y (Prod(N), Prod(N)) son ambos WG P-admisible y WGI-admisible.
Observe que Add(M) es una clase precubriente; y por lo tanto, Add(M) es Add(M)-
epi en A si, y sélo si, Proj(R) C Add(M). En particular, si rRR ¢ Add(M), entonces
(Add(M),Add(M)) no es GP-admisible.

(2) Sea (X,Y) un par hereditario de clases de objetos en una categoria abeliana A, tal que
X y Y con cerrados bajo coproductos finitos en A. Entonces, para w := X NY, tenemos
que (w,)) es WGP-admisible y (X,w) es WGI-admisible.

Observe que el par (X,v) C A% es WGI-admisible en A si, y s6lo si, el par (v, X™)
es WGP-admisible en A”". Por lo tanto, cualquier resultado o nocién relacionado con pares
WGP-admisibles pueden ser trasladados en términos de pares WGI-admisibles. Estos pares
estan relacionados con los pares GP-admisibles, como puede verse enseguida.

Observacion 7.7. Si (X,Y) C A? es un par GP-admisible, entonces (X N Y,Y) es WGP-
admisible y (X, X NY) es WGI-admisible.

Corolario 7.8. Sea (w,)) un par WGP-admisible en A. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes, para todo C € A yn > 0.

(a) WGpd, ) (C) < n.

(b) Eziste una sucesion exacta 0 - K — G — C — 0, con resdim,(K) < n—1y
G e WQP(%);).
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(c) Eiste una sucesion ervacta 0 — C — H — G — 0, con resdim,(H) < n y G €
ng(w7y)

Demostracion. Del Teorema [6.32), sabemos que WGPy, y) es gruesa a izquierda. Por el Lema
6.30}, tenemos que w es WGP, y)-inyectivo y un cogenerador relativo en WGP, yy. Entonces,
el resultado se sigue aplicando el Corolario [1.16 O

Corolario 7.9. Sea (w,)) C A? un par WGP-admisible, con w cerrada bajo sumandos di-
rectos en A. Entonces, el par (WGP, y),w) es de Frobenius a izquierda y los siguientes
enunciados son equivalentes, para todo C' € WQPE\%),) yn > 0.

(b) Si0 - K, - G,y — -+ = G1 = Gy — C — 0, es una sucesion exacta, con
Gi € WGP (y), entonces K, € WGP, y).

Demostracion. Del Teorema [6.32] sabemos que WGP/, y) es gruesa a izquierda. Mas aun, del
Lema tenemos que (WGP, y),w) es de Frobenius a izquierda. Entonces, la equivalencia
entre (a) y (b) se sigue de la Proposicion [1.24] O

Corolario 7.10. Sean (X,Y) un par GP-admisible en A yw := XNY cerrado por sumandos
directos en A. Entonces, el par (GP(xy),w) es de Frobenius a izquierda y los siguientes
enunciados son equivalentes, para todo C' € QP(AXQ,) yn>0.

(a) Gpd(XJ;)(C) S n.
(b) Si0 - K, - G-y — -+ = G = Gog — C — 0, es una sucesion exacta, con
Gi € GPx,y), entonces K,, € GP(xy).

Demostracion. De la Observacion [7.7]y el Teorema [6.35] tenemos que el par (w,)) es WGP-
admisible y WGP, y) = GP(x,y). Asi, el resultado se sigue del Corolario @ O

Corolario 7.11. Sean (X,Y) un par GP-admisible en A, yw:=X N Y.

(a) Sea w cerrado por sumandos directos en A. Entonces

(b) Sea X GP(xy)-inyectivo y cerrado bajo sumandos directos en A. Entonces

Demostracion. (a) Por el Teorema y el Teorema [6.35} sabemos que WGP, y) = GPx )
<

es gruesa a izquierda. Por el Lema a), tenemos que w es un cogenerador GP (x y)-inyectivo
en GPxy). Entonces el resultado se sigue de aplicar el Teorema al par (GP(x,y),w).

(b) Como GP(x,y) es gruesa a izquierda, y del Lema tenemos que X es un cogenerador
relativo en GP(x y), luego, obtenemos el inciso (b) mediante aplicar el Teorema al par
(GPxy), X). O
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Observacion 7.12. Sean R un anillo y A := Mod(R). Entonces, los siguientes resultados
son casos particulares del Corolario y Corolario|7.11):

1. [§7, Teorema 2.20] al tomar X = Proj(R) =Y,
2. [80, Proposicion 2.8] al tomar X = Proj(R) y Y = Flat(R),
3. [65, Lema 3.13 y Proposicion 3.14] y [21, Teorema 3.10] al tomar X = Proj(R) C ).

Proposicion 7.13. Sea (w,)) un par WGP-admisible en la categoria abeliana A. Entonces,
los siguientes enunciados son ciertos

(a) Si Y es cerrada por sumandos directos en A, entonces

(al) WGpd, y) (M) = pdy (M) = pdy(M) para todo M € WQP(Aw,y),
(a2) WGP,y N LY = WGPy = WGP, 5 NH").

(b) Siw es cerrada por sumandos directos en A, entonces

(b1) WGpdy, 3 (M) = pdy, (M) = pd (M) ¥ M € WGP, y),
(h2) WGpd,, y)(M) = resdim, (M) = pd, (M) = pd,. (M) para todo M € w",
(b3) WGPy Nw" =w y WGP,y N w = WGPy = WGP,y N (w").

Demostracion. (a) Sea Y cerrada por sumandos directos en A.

(al) Por el Teorema , sabemos que WGP,y es gruesa a izquierda. Para probar (al),
es suficiente verificar las condiciones del Teorema m para el par (WGP, y,)). Es claro
que Y es WGP, y)-inyectivo. Mas aun, ) es un cogenerador relativo en WGP, y), como w
también lo es (ver Lema . Finalmente, por la hipotesis sabemos que ) es cerrada por
sumandos directos en A.

(a2) Por el Corolario m (b), tenemos que WGP,y C *YN+(Y"). Entonces, (a2) se sigue
de (al).

(b) Sea w cerrada por sumandos directos en \A.

(bl) Por el Corolario , sabemos que el par (WGP, y),w) es de Frobenius a izquierda.
Entonces, el inciso (bl) se sigue de aplicar el Teorema a éste par de Frobenius.

(b2) Como pdy(w) = 0, tenemos que w es w-inyectivo y asi, es cerrada por extensiones,
pues w es cerrado por coproductos finitos en A. Entonces, del Teorema [I.20] se sigue que
resdim,, (M) = pd,, (M), para cualquier M € w”. Por lo tanto, (b2) se sigue de (b1).

(b3) La igualdad WGP,y Nw" se sigue de (b2). Por otro lado, del Corolario (b),
tenemos que WGP,y C twN+(w"), pues LY NH(P") C fwnH(w"). Asi, las igualdades
WGP,y NFw= WGPy = WGP,y N (w") se siguen de (bl). O

Observacion 7.14. El Corolario y la Proposicion generalizan [13, Teorema 3.8/, el
cual es dado en el contexto de R-maodulos débilmente- Wakamatsu tilting.
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Corolario 7.15. Sea (X,)) un par GP-admisible en la categoria abeliana A. Entonces, los
siguientes enunciados son ciertos.

(a) Si Y es cerrado bajo sumandos directos en A, entonces:
(al) Gpdxy)(M) = pdy, (M) = pdys (M), para todo M € GP( yy;
(a2) GPxy) NV =GPy = GPxy N~ (V").
(b) Siw:=XNY es cerrado bajo sumandos directos en A, entonces:
(b1) Gpdy (M) =pd, (M) =pd,(M) VM € QP(AX,y);
(b2) Gpdy 3 (M) = resdim, (M) = pd,,(M) = pd,(M) ¥V M € w";
(b3) GPxyyNW' =wy QP(AX,J,) Ntw=GPuxy = QP(AXQ,) N+ (wh).
(c) Si X es GP(x,y)-inyectivo y cerrado por sumandos directos en A, entonces:
(c1) Gpdix (M) = resdimy (M) = pdy(M) = pdya (M), para todo M € X";
(c2) GPaxyy NN =X,

Demostracion. De la Observacion [7.7]y el Teorema [6.35] tenemos que el par (w,)) es WGP-
admisible y WGP, y) = GP(x,y). Asi, los enunciados (a) y (b) se siguen directamente de la

Proposicion [7.13]

Probaremos el inciso (c). Supongamos que X es GP .y yy-inyectivo y cerrado por sumandos
directos en A. Por la Proposicion [6.21] (b), tenemos que X es X-inyectivo. Mas aun, X es
cerrado bajo extensiones, pues (X,)) es GP-admisible. Entonces, del Teorema se sigue
que resdimy (M) = pd, (M), para todo M € X”. Por lo tanto, el Corolario (b) nos da
(c1). Finalmente (c2) se sigue de (cl). O

Definicién 7.16. Para cualquier par (X,)) de clases de objetos en una categoria abeliana
A, consideramos las siguientes dimensiones homologicas finitistas.

1. La dimension finitista (X,))-Gorenstein proyectiva de A

En particular, la dimension finitista Gorenstein proyectiva de la categoria abeliana
A es FGPD(A) := FGPD(PrOJ‘(A)’prOj(A))(./4).

2. La dimension finitista proyectiva de A es FPD(A) := pd(Proj(A)").
3. La dimension finitista (X,))-Gorenstein proyectiva débil de A

De manera similar, tenemos FGID(x y)(A), la cual es la dimension finitista (X,))-
Gorenstein inyectiva de A; y WFGID(x y)(A) la cual es la dimension finitista
(X,Y)-Gorenstein inyectiva débil de A.
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Definicion 7.17. Para cualquier par (X,)) de clases de objetos en una categoria abeliana
A, consideramos las siguientes dimensiones homoldgicas globales.

1. La dimension global (X,))-Gorenstein proyectiva de A

En particular, la dimension global Gorenstein proyectiva de la categoria abeliana
A €S glGPD(A) = gl'GPD(Proj(_A),Proj(A))("4')'

2. La dimension global proyectiva de A es gl. PD(A) := pd(A).
3. La dimension global (X,))-Gorenstein proyectiva débil de A

De manera similar, tenemos gl.GID y y)(A), la cual es la dimension global (X,))-
Gorenstein inyectiva de A; y gl WGID 4 y,(A), la cual es la dimension global
(X,Y)-Gorenstein inyectiva débil de A.

En caso que A = Mod(R), para algtn anillo R, la dimensién finitista (X', ))-Gorenstein
proyectiva del anillo R es FGPDx y)(R) := FGPDx y)(Mod(R)), la dimension débil fini-
tista (X, ))-Gorenstein proyectiva de R es WFGPDx y)(R) := WFGPD(x y)(Mod(R)) y la
dimension finitista proyectiva del anillo R es FPD(R) := FPD(Mod(R)). Tenemos también
las siguientes dimensiones homologicas del anillo R. Llamadas, la dimension finitista Ding
proyectiva FDPD(R) := FDPD (pyoj(r) Flat(r)) (Mod(R)) y la dimension finitista Gorenstein
proyectiva FGPD(R) := FGPD(Mod(R)).

También tenemos las llamadas dimensiones globales relativas del anillo R, como sigue,

la cual es la dimension global (X', V)-Gorenstein proyectiva de R; y

la cual es la dimension global (X', V)-Gorenstein inyectiva de R, etc.
El Corolario generaliza a [47, Proposicion 2.27| y [81, Proposicién 4.3].

Corolario 7.18. Sea (X,Y) un par GP-admisible en A, tal que w := X N'Y = Proj(A).
Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) Gpdxy)(M) = pd(M), para todo M € Proj(A)".
(b) Gpd(X’y)(]\/[) = pd, (M) = pd (M), para todo M € QPE\XQ,).

(€) GPay) N =@ y GP" N = GPey) = GPluy) N 4.
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(d) FPD(A) < FGPD(xy)(A) < gl.GPD y y,(A) < gl.PD(A).

Demostracion. Como Proj(A) € X C GP(xy), se sigue que Gpdy (M) < pd(M), para
Egglo M € A. En particular Proj(A)" C QP?XJ,). Asi, el resultado se sigue del Corolario m
. L]

Proposicion 7.19. Sean (X,)) un par GP-admisible en A, tal que w :== X N'Y es cerrado
por sumandos directos en A y X es gruesa a izquierda. Entonces

FGPD (v y)(A) < resdimy(X").

Demostracion. Por simplicidad, hagamos o := resdimy (X”) y 8 := FGPD x y)(A). Podemos
suponer que « < 00.

Aseguramos que 3 < oo. En efecto, dado que X es un cogenerador relativo en GP(x y)
(ver Lema , por el Teorema , para cada M € QP(AXJ,) existe un objeto H € A con
resdimy (H) = Gpdyy)(M) — 1. Por lo tanto Gpdy yy(M) < a + 1y asf 3 es finito. Como
a > 0, para probar que § < «, podemos asumir que 5 > 0.

Elijjamos un objeto M € QPE\XQ,) tal que Gpd y ) (M) = B. Por el Teorema , existe
una sucesion exacta 0 - K — G — M — 0, con G € GP(xy) y resdimy(K) = f — 1. Como
G € GP(x,y), existe una sucesién exacta 0 - G - Q - G' = 0con Q € X'y G' € GP(xy),
por lo que obtenemos el monomorfismo ¢ : K — G — @), y podemos considerar la sucesion
exacta 0 - K — @ — Coker(¢) — 0. Definamos L := Coker(¢)). Por el Lema de la Serpiente,
podemos construir el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0.

Del diagrama anterior, obtenemos la sucesion exacta 0 — M — L — G’ — 0, donde
G" € GPxy). Si L € GPxy), entonces M € GP(xy) (ver Corolario [6.36]), lo cual es una
contradiccion ya que Gpdyy)(M) = 8 > 0. Lo anterior implica que L & GP(xy), y de aqui,
L ¢ X. Finalmente, de la Proposicion y la sucesion exacta 0 — K — Q — L — 0, obte-
nemos que resdimy (L) = resdimy(K')+ 1. De donde se sigue la desigualdad FGPDy y)(A) <
resdimy (X7). O
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En el caso de la categoria abeliana A := Mod(R) de R-mo6dulos a izquierda, para algin
anillo R, el siguiente resultado es una generalizacion de [47), Proposicion 2.27, Teorema 2.28|.

Corolario 7.20. Sea A una categoria abeliana con suficientes proyectivos. Entonces, los
siguientes enunciados son ciertos.

(a) Gpd(M) = pd(M) para todo M € Proj(A)".

b Gpd( ) deroj(A)(M) = deroj(.A)A(M>) para todo M € gP(A)/\

)
)
c) GP(A)NProj(A)" = Proj(A) y GP(A)"N*Proj(A) = GP(A) = GP(A)"N*(Proj(A)")
d) FPD(A) = FGPD(A).

)

(
(
(
(e) Si gl.GPD(A) < oo entonces (GP(A),Proj(A)") es un par de cotorsion hereditario y

completo en A.

Demostracion. Consideremos el par GP-admisible (Proj(A), Proj(.A)). Entonces, los incisos
del (a) al (d) se siguen del Corolario y la Proposicion [7.19] Finalmente el inciso (e) se
sigue del Corolario [6.39. O

Proposicion 7.21. Sea (w,)) un par WGP-admisible en A, tal que w es cerrado por su-
mandos directos y nicleos de epimorfismos entre sus objetos. Entonces, el par (w,w) es de
Frobenius a izquierda, w” es una clase gruesa a izquierda en A y

WEFGPDy,, y)(A) < resdim,,(w").

Demostracion. Como pdy(w) = 0y w es cerrado por coproductos finitos en A, se sigue que w
es cerrado por extensiones. Por lo tanto, (w,w) es un par de Frobenius a izquierda en A. Mas
atn, de [10, Teorema 2.11|, tenemos que w”" es una clase gruesa en A. Usando el Teorema
el Teorema y la Proposicion [I.24] podemos adaptar la demostracion dada en el Teorema
7.19| para obtener una prueba de éste resultado. [

Teorema 7.22. Sea Y una clase de objetos en A tal que Proj(A) C Y. Entonces, los siguien-
tes enunciados son ciertos.

(a) WGDPd proja)y) (M) = pd(M), para todo M € Proj(A)".
(b) WGPd (Proj(A y)(M) = deroj(.A)<M) = PdProj(A)A(M)z para todo M € WgP?Proj(A),y)-

(c) WGP (projia)y) NProj(A)" = Proj(A) y WGP (pgica)y) N Proj(A) = WGP proja),y) =
ng (Proj(A),Y) J'(].DI'O.]'(JAU/\).

(d) FPD(A) == WFGPD(PrOJ(A),y) (A)

(e) Sea Y cerrado por sumandos directos en A. Entonces
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(el) WGpd pyojayy) (M) = pdy(M) = pdyA( ), para todo M € WGP} (Proj(A), )
(62) ng (Proj(A),Y) N J_(y ) ng (Proj(A),Y ng (Proj(A (y/\);

(e3) si A tiene suﬁczentes proyectivos, entonces

WGP proja)y) = GP(Proj(a).y), Proj(A) =Y N GPproja)y) ¥
FGPD(Proj(.A),y) (A) — FPD(A) = WFGPD PrOJ(.A),J/) (A)

(f) i gl WGPD (p,y4).3)(A) < 00 entonces (WGP proj(a),y), Proj(A)") es un par de cotor-
sion hereditario y completo en A.

Demostracion. Observe que el par (Proj(.A),)) es un par WGP-admisible y Proj(.A) es una
clase gruesa a izquierda en A. Como Proj(A) € WGP (proj(a),y), Se sigue que

WGpd(Proj(A),y) (M) S reSdimPrOJ’(A) (M),

para todo M € A. En particular Proj(.A)" C WQP(APrOj(AW). Asi, por la Observacion y
Proposicion (b), obtenemos (a), (b), (¢) y FPD(A) < WFGPD (pyoj(4),y)(A). Méas atn de
la Proposicion [7.21] tenemos

WEGPD (proj(4).3) (A) < FPD(A),

y asi obtenemos (d).

Sea ) cerrada por sumandos directos en A. Entonces, por la Proposicién (a), tenemos (el)
y (€2). Supongamos que A tiene suficientes proyectivos. Entonces, el par (Proj(.A),)) es GP-
admisible débil; y asf, por la Proposicion [6.18] concluimos que WGP, y) = GP(,y). De aqui,
por (d), y para w := Proj(A) las igualdades FGPD(,, y)(A) = FPD(A) = WFGPD, y)(A)
son ciertas. Finalmente, del Teorema m (c), tenemos que w = Y N GP(,,y); probando (e3).
Sea gl. WGPD, y)(A) < oco. En particular, se sigue que WQP (wy) = A. Por otro lado, del
Corolario [7.9] tenemos que (GP(,y),w) es de Frobenius a izquierda. Luego, el inciso (f) se
sigue de [10, Proposicion 2.14 y Teorema 3.6]. O

El siguiente resultado nos sera util.

Lema 7.23. Consideremos una clase X C A cerrada por isomorfismos. Entonces, la condi-
cion X C Proj(A)", implica que X" C Proj(A)".

Demostracion. Sea C' € A. Procederemos por induccion sobre n := resdimy(C). Sin = 0 es
claro, pues X C Proj(A)”". Supongamos que C' € Proj(A)", para todo C' con resdimy (C') < n.
Sea L € X, con resdimy (L) = n. Asi, existe una sucesion exacta

0—-X,—> =X >Xo—>L—0, conX; € XVie{0,1,...,n},

de la cual podemos tomar la sucesion exacta corta 0 — Ky — Xy — L — 0, donde
resdimy(Ky) = n — 1; y por lo tanto Ky € Proj(A)". Dado que X, € X C Proj(A4)",
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existe una sucesion exacta 0 — K; — P — Xy — 0, con P € Proj(A) y K; € Proj(A)". De
lo anterior, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo y exacto.

0 0
K K
0 Q P 0

Como Ky, K1 € Proj(A)", por el Lema de la Herradura (ver Apéndice) obtenemos que @) €
Proj(A)", lo cual implica que L € Proj(A)". O

Teorema 7.24. Sea (X,Y) un par GP-admisible en A, tal que X N'Y = Proj(A), X es
gruesa a izquierda y X C Proj(A)". Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) FGPDx y)(A) = resdimy (X") = resdimy (Proj(A)") = FPD(A).
(b) Si A tiene suficientes proyectivos, entonces FGPD(x y)(A) = FGPD (proja),)(A).

Demostracion. (a) Observe que X" C Proj(A)", por el lema anterior. De aqui, por la Propo-
sicion [7.19] se sigue que

FGPD (v y)(A) < resdimy(X") < resdimy (Proj(A)").
Por otro lado, la inclusién Proj(A) C X y la Observacion implican que
resdimy (Proj(A)") < resdimp,gj.4)(Proj(A)") = FPD(A).
Mas atn, por el Corolario (d) FPD(A) < FGPD(x,y)(A) y asi
FGPD(x y)(A) = resdimy (X") = resdimy (Proj(A)") = FPD(A).

(b) Como (X,Y) es un par GP-admisible en A, X N Y = Proj(A) y A tiene suficientes
proyectivos, se sigue que (Proj(A),)) es GP-admisible y satisface las mismas hipotesis que
el par (X,)). Entonces, por (a) tenemos que FGPD pyqj(4))(A) = FPD(A). O

Corolario 7.25. Para cualquier anillo R, los siguientes enunciados son ciertos.
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(@) DP(R) = WGP (proj(r).Flat(r)) (MOd(R)) = GP (proj(r) Flat(r)r) (Mod(R)).
(b) Gpd(M) = pd(M) = Dpd(M), para cualquier M € Proj(R)".

c) Para cualquier M € DP(R)", tenemos
(c) q ,

Dpd(M) = deroj(R)(M) = deroj(R)/\(M) = delat(R)(M> = PdFlat(R)A(M)-

(d) DP(R) NProj(R)" = Proj(R) = DP(R) NFlat(R) = DP(R) N Flat(R)".
(e) DP(R)" N+Proj(R) = DP(R) = DP(R)" N+ (Proj(R)")
(f) DP(R)" N*Flat(R) = DP(R) = DP(R)" N*+(Flat(R)")

) (

(g) FDPD(R) = FPD(R) = FGPD(R) = WFGPD (proi(r) Fiat(r)) (R)-

Demostracion. Por |25, Proposicion 8.4.19], tenemos que la clase Flat(R)" es cerrada por

sumandos directos en Mod(R). Entonces, el resultado se sigue directamente del Teorema
7.22| el Teorema y Corolario [7.20, mediante tomar ) := Flat(R) y X := Proj(R) en la
categoria abeliana Mod(R). O

Corolario 7.26. Sea ) una subcategoria plena y aditiva de la categoria abeliana A, con
suficientes proyectivos, tal que Proj(A) C Y. Entonces

FGPD (proja),y) (A) = FPD(A).

Demostracion. Se sigue del Teorema [7.24] ya que el par (Proj(.A), ) satisface las condiciones
necesarias. [

Teorema 7.27. Sea (w,)) un par WGP-admisible en A, con w cerrado bajo sumandos di-
rectos en A. Entonces

WEFGPD(,, y)(A) = resdim,, (w") = pd,,(w") = pd s (w").

Demostracion. Sean a := resdim,(w") y  := WFGPD(x y)(A). Como w" C WGP, ,,, se
sigue del Proposicion (b2) que a < By a = pd,,(w").

Probaremos que f < «. Para hacer esto, podemos asumir que o < oco. Aseguramos que
B < o00. En efecto, sea C' € WQP(AWQ,) yn:i= WGpd(w,y)(C’). Entonces, por el Teorema
existe una sucesion exacta 0 - H — T — C' — 0, donde resdim,(H) = n — 1. De aqui
WGpd, 3(C) = resdim,(H) + 1 < a + 1 < 00, probando que § < oc.

Para concluir que 8 < «, es suficiente mostrar la existencia de algin L € w” tal que
resdim,, (L) = 8. Efectivamente, como § < oo, existe M € WGP, yy, con WGpd, (M) =
(. Entonces, por el Teorema [7.2 - existe una sucesion exacta 0 - K — G — C — 0, don-
de G € WGPy v resdim,(K) = 8 — 1. Ademés, como w es un cogenerador relativo en
WGPy, existe una sucesion exacta 0 — G — W — G' — 0, con G' € WGP, y), W € w
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y id,(w) = 0. Entonces, tenemos la sucesion exacta n : 0 - K — W — L — 0. Como
resdim,, (K) = 8 — 1, por n concluimos que resdim, (L) < < oo. Luego, el Corolario
(b2), nos da que

pd,(K) =resdim,(K) =5 —1 y pd,(L) = resdim,(L).

Aplicando el funtor Hom4(—, W’) a la sucesion exacta 1, con W’ € w, tenemos la sucesion
exacta

Ext’y (W, W) — Ext’y (K, W) — Ext’{' (L, W') — Ext’{ (W, W").

Como id,,(w) = 0, se sigue que Exty (K, W') = Ext’{ (L, W), para todo W’ € w y i > 0. Por
lo tanto resdim,, (L) = pd,, (L) = pd,(K) + 1 = S. O

Corolario 7.28. Sean (X,)) un par GP-admisible en A, yw := XNY cerrado por sumandos
directos en A. Entonces

WFGPD(,,3)(A) = FGPD(x y)(A) = resdim,,(w") = pd,,(w") = pd (w"),
WEFGID(x ) (A) = coresdim, (w") = id, (w") = idyv (w").

Demostracion. De la Observacion [7.7]y el Teorema [6.35], tenemos que el par (w,)) es WGP-
admisible y WGP, y) = GP(x,y). Asi, la primera lista de igualdades se sigue del Teorema

27
Por otro lado, por la Observacion tenemos que (X,w) es WGI-admisible; y entonces, por
el dual del Teorema [7.27], tenemos la segunda lista de igualdades. O

Observe que el siguiente resultado generaliza [47, Proposicion 2.28].

Corolario 7.29. Sea (X,Y) un par GP-admisible en la categoria abeliana A, tal que w =
X NY = Proj(A). Entonces,

FGPD(X,y) (.A) = FPD(A) = WFGPD(w’y) (.A) = pdw ((JJA) = pde (w/\).
Demostracion. Se sigue directamente del Corolario [7.28] O

Recordemos que, para todo anillo R, la dimensiéon finitista Ding Proyectiva de R es
FDPD(R) = FGPD(PrOj(R),Flat(R))(MOd(R))-

Corolario 7.30. Para cualquier anillo R tenemos que
FGPD(R) = FPD(R) = FDPD(R).

Demostracion. El resultado se sigue del Corolario[7.29 mediante tomar los pares GP-admisibles
(Proj(R), Proj(R)) y (Proj(R), Flat(R)) en la categoria abeliana Mod(R). O
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Definicion 7.31. Sea A una categoria abeliana. Para cualquier clase Y C A, la dimen-
sion Y-finitista proyectiva de A es FPDy(A) = pdy,(P5™), donde Py> = {M € A :
pdy (M) < oo}. Para cualquier anillo R y Y € Mod(R), la dimension Y-finitista proyectiva
de R es FPDy(R) := FPDy(Mod(R)). Dualmente, tenemos la clase I;*°, y a la dimen-
sion Y-finitista inyectiva de A, denotada FIDy(A), y la dimension Y-finitista inyectiva
del anillo R, FIDy(R).

Lema 7.32. Sea (X,)) un par de clases de objetos en la categoria abeliana A, con suficientes
proyectivos, tal que pdy(X) = 0. Entonces, para w = X NY y Z € {w, Y, w", Y}, los
siguientes enunciados son ciertos.

(a) SitZ C GPxy), entonces GPxyy = 2 y Gpd x y) (M) < pdz(M), para todo M € A.

(b) Si+Z C WGP xy), entonces WGP xy) = =2 y WGpd x4, (M) < pdz(M), para todo
M e A

Demostracion. (a) Supongamos que ~Y C GP(xy). Sea M € A. Luego, por el dual de la
Proposicion (c), tenemos

Gpdy y) (M) = resdimgp,,, ,, (M) < resdimiy(M) < pdy(M).

Para las otras elecciones de Z, los mismos argumentos usados en lo previo funcionan, pues
por el Corolario m (b), sabemos que GP(xy) C TV NHIY") C twnt(wh).
(b) Se prueba de la misma forma que en (a). O

Teorema 7.33. Para un par WGP-admisible (w,)) en la categoria abeliana A, los siguientes
enunciados son ciertos.

(a) Sea Y cerrado por sumandos directos en A, y Z € {Y,Y"}. Si P5>* C WQP@U,),)
entonces
WFGPD(%)}) (.A) = FPDz(A) Yy Pg ng (w, )"

(b) Sea w cerrado por sumandos directos en A, y Z € {w,w"}. 8i P> C WGP, y),
entonces

Demostracion. (a) Supongamos que P> C WGP(, ,,. Entonces, por la Proposicion
(al), tenemos que P> WQP (- Luego, medlante usar que P> WQP(w ) Junto con
la Proposicion (al), obtenemos

WFGPD(..y(A) = WGpd,, 5 (WGP, ) = pdz(P5>) = FPDz(A).
(b) puede ser probado como en (a). O

Corolario 7.34. Para un par GP-admisible en la categoria abeliana A, y w := X NY, los
siguientes enunciados son ciertos.
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(a) Sea Y cerrado por sumandos directos en A, y Z € {Y,Y"}. Si P5>* C ng(wy
entonces

FGPD(xy)(A) = FPDz(A) = WFGPD(,3)(A) y P5* =GPy y).

(b) Sea w cerrada por sumandos directos en A, y Z € {w,w"}. Si P> C WGPy,
entonces

(c) Sea X cerrado por sumandos directos en A, y Z € {X, XV}, Si I5*° C WGTly,,
entonces

WEGID (v (A) = FIDz(A) y I5% =WGTLly,,.

Demostracion. (a) y (b): De la Observacion [7.7y el Teorema [6.35) u tenemos qu el par (w,))
es WGP-admisible y WGP, y) = GP(x,y). Asi, el resultado se sigue del Teorema [7.33]

(¢) De la Observacion [7.7] tenemos que el par (X w) es WGI-admisible. Entonces (c) se sigue
del dual al Teorema [7.33] (a) O

Corolario 7.35. Sea (X,)) un par GP-admisible en la categoria abeliana A, con suficientes
proyectivos, tal que Y es cerrada por sumandos directos en A, y sea w := X NY = Proj(A).
Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) Sea Z € {w,V,w",Y"}. Si P C GP(yy, entonces
FGPD vy (A) = FPD(A) = FGPD(A) = FPDz(A) = FGPDy, y(A) =

WFGPD,)(A) = pd,,(w") = pd s (w").
b) wW=w y I5*=I5°=A
(C) WQIE/X,W) - WgI(X,w)'

Demostracion. (a) Aplicando el Corolario al par (Proj(A),Proj(.A)), obtenemos que
FPD(A) = FGPD(A). Asi, el resultado se sigue del Corolario [7.29] el Corolario y el
Teorema [7.22] (d).

(b) Como (X,)) es un par GP-admisible, tenemos que (w,)) es GP-admisible. Usando que
wt = Ay que A tiene suficientes proyectivos, tenemos que WGZ1,.) = A. Entonces, apli-
cando el Corolario al par (w,)), el inciso (b) se cumple.

(¢) Por la Observacion [7.7], sabemos que el par (w y) es WGI-admisible. Luego, por el dual de
la Proposicion (b3), tenemos que WGZ 'y Nw™ = WGZ x ). Por lo tanto, la igualdad
en (c) es cierta, pues wt = A. O
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Corolario 7.36. Para cualquier anillo R tal que DP(R)" = Mod(R) y w := Proj(R), los
siguientes enunciados son ciertos.

(a) DP(R) = *Z, para todo Z € {w,Flat(R),w", Flat(R)"}.
(b) P5>° = Mod(R), para todo Z € {w,Flat(R),w", Flat(R)"}.

(c) Para todo Z € {w,Flat(R),w", Flat(R)"}, tenemos que
WFGPD(, p1ac()) (R) = FDPD(R) = FPD(R) = FGPD(R) =

FPDz(R) = pd,(w") = pd A (w).

Demostracion. Elinciso (a) se sigue del Corolario[7.25](d), (e). Es claro que P5> C DP(R)" =
Mod(R), para todo Z € {w, Flat(R),w", Flat(R)"}. Entonces, por el Corolario y el Co-
rolario tenemos (b) y (c), mediante considerar el par (Proj(R), Flat(R)) O

Sea R un anillo. Denotamos por FP(R) a la clase de R-mo6dulos a izquierda finitamente
presentados. La dimensién FP-inyectiva de M/ € Mod(R) es FPid(M) := idppr)(M).
Recordemos (ver [35]) que R es un anillo Ding-Cheng, si R es ambos, coherente a derecha y
a izquierda y FPid(grR) = FPid(Rg) es finita.

Corolario 7.37. Sea R un anillo Ding-Chen y w := Proj(R). Entonces
(a) (Flat(R)") = DP(R) =* Flat(R);
(b) Praimr = PP(R)" = Prims
(c) para cualquier Z € {Flat(R),Flat(R)"}, tenemos que

WFGPD, pra(r)) (R) = FDPD(R) = FPD(R) = FGPD(R) =

FPDz(R) = pd, (w") = pd (w");
(d) WQI(Dp(R)M) = Flat(R)/\.

Demostracion. Aseguramos que *(Flat(R)") = L1Flat(R). En efecto, sea M € Mod(R). Por
el dual del Lema tenemos

PdFlat(R)A(M) = idy (Flat(R)") = idp(Flat(R)) = delat(R)(M)a

probando la afirmacion. Por otro lado, por [35], Teorema 4.7] se sigue que (DP(R), Flat(R)")
es un par de cotorsiéon hereditario y completo, de lo anterior y por el Corolario m (b)
DP(R) = +(Flat(R)") = *Flat(R).

Consideremos el par (Proj(R),Flat(R)). Sea Z € {Flat(R),Flat(R)"}. Como la igualdad
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DP(R) =+ Z es cierta, se sigue del Lema que P> C DP(R)". Entonces, los incisos (a),
(b) y (c) se siguen del Corolario [7.34] (a) y el Corolario [7.35

Como (DP(R),Flat(R)") es un par de cotorsion hereditario y completo en A, tenemos que
DP(R)*: = Flat(R)". Asi, la clase WGZ pp(g).) consiste de todos los M € Flat(R)" que
admiten una resolucion proyectiva Py de M tal que Qp (M) € Flat(R)", para todo i > 1.
Como Mod(R) tiene suficientes proyectivos y Flat(R)" es resolvente, obtenemos (d). O

Observacion 7.38. Para un anillo Ding-Chen R, se demostrd en [T1, Teorema 3.1] que
gl.DPD(R) < FPid(gR) + pd(Flat(R)).

Ast, para un anillo Ding-Chen R con pd(Flat(R)) finita (como es el caso de los anillos n-
perfectos), se sigue que DP(R)" = Mod(R).

7.1. Pares de cotorsiéon y objetos Gorenstein proyectivos
relativos

En esta seccion, como antes, A serd una categoria abeliana.
Introducimos las nociones de par tilting relativo en A, y mostramos la fuerte conexion que
tienen con pares de cotorsion relativos. Recordemos que un par de S-cotorsion, en la categoria
abeliana A, consiste de los siguientes elementos: (a) una subclase gruesa S de Ay (b) un par
de clases de objetos (F,G) en S tal que F = 1GNNS, G = F11 NS y para cualquier S € S
existen sucesiones exactas cortas 0 - G - F - 5 - 0y0—> S - G — F' — 0, con
F.FFe FyGG €g.

Proposicion 7.39. Sea (w,)) un par WGP-admisible en una categoria abeliana A, con w
cerrado por sumandos directos. Entonces, los siquientes enunciados son ciertos.

(a) (WGP ), w") es un par de WGP(, y)-cotorsion en A.
(b) w" = WGP, NWGPL, 3 y WGPy = WGP, N Hw").

(c) Si gl WGPD,,y,(A) es finita, entonces (WGP, y),w") es un par de cotorsion heredi-
tario y completo en A.

Demostracion. Por el Corolario , tenemos que (WGP (,y)) es de Frobenius a izquierda.
Entonces (a) y (b) se siguen del [10, Teorema3.6 y Proposiciéon 2.14]. Asumamos ahora que
gl WGPDy, y(A) es finito. Luego WGP(, ) = A, y asi, (c) se sigue de (a) y (b). O

Corolario 7.40. Sea (X,Y) un par GP-admisible en A, conw := XNY cerrada por sumandos
directos. Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) (GPxy),w") es un par de GP{y y)-cotorsion en A.
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(b) w" =GPl y) NGPley) ¥ Py = GPlry) N W)

(c) Si gl.GPD yy)(A) es finita, entonces (GPxy),w") es un par de cotorsion hereditario
y completo en A.

(d) (WY, WGT(xy)) es un par de WGL [y -cotorsion en A.
(e) wv = LI/Vgl—(;(#‘,) N WQIE/XM) Yy WQI(XM) = WQIE/X,W) = WQIE/X,UJ) N (wv)L.

(f) Sigl WGID ) (A) es finita, entonces (WGZI(x,),w") es un par de cotorsion hereditario
y completo en A.

Demostracion. Por la Observacion 7.7, tenemos que (w,)) es WGP-admisible y (X,w) es
WGI-admisible. Mas aun, el Teorema[6.35 nos dice que GP (v y) = WGP/, y). Asi, el resultado
se sigue de la Proposicion y su dual. [

Definiciéon 7.41. Decimos que un par (w,)) de clases de objetos en A, es W-cotilting, para
W una subclase de objetos de A, si las siguientes tres condiciones se satisfacen.

(a) W Cw" y (w,Y) es WGP-admisible.

(b) Para todo C € 1Y, existe una sucesion ervacta 0 — C — W — C" — 0 en A, con
Wew.

(¢) Para todo C € +Y), ewiste una Y-preenvolvente C — Cy, con Cy € w.

Ejemplo 7.42. Sea A una categoria abeliana con suficientes inyectivos, y sea (X,Y) un par
hereditario en A, el cual es de cotorsion a izquierda y completo a derecha, con Y cerrado
por coproductos finitos en A. Entonces, para w := X NY, tenemos que (w,)) es un par
w-cotilting. De hecho, como A tiene suficientes inyectivos y Y es corresolvente, se sigue que
X=hy=ty: y usando esto, las condiciones arriba mencionadas se verifican.

Definicion 7.43. Un par (X,v) de clases de objetos en A es W-tilting, para VW una subclase
de objetos de A, si las siguientes tres condiciones se cumplen.

(@) WC vy (X,v) es WGI-admisible.

(b) Para cualquier C € X, existe una sucesion exvacta 0 — C' —V — C — 0 en A, con
Vew.

(c) Para cualquier C € X+, existe una X -precubierta Cy — C, con Cy € v.

Observe que un par (X,v) de clases de objetos en A es Wh-tilting si, y solo si, el par
(v, &™) es W -cotilting en la categorfa opuesta A”. Asi, cualquier resultado obtenido para
pares W-cotilting, puede ser traducido en términos de pares W-tilting.
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Teorema 7.44. Sean A una categoria abeliana y (w,))) un par W-cotilting en 4. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) WGPy = .

(b) Si A tiene suficientes proyectivos, entonces WGpd, y) (M) = pdy,(M), para todo M €
A. Mas aun gl. WGPD,, 3, = id(Y).

Demostracion. (a) Por definicion de la clase WGP, y), se tiene que WGP, 3y C Ly.
&

Probemos ahora la contension WGP, yy 2 LY. Sea C € LY. Por la Definicién (b), existe

. h .
una sucesion exacta 0 — C —= I — Cy — 0, con I € W. Dado que W C w”, existe una
sucesion exacta

0= Wy L% Wy = > W D Wy 25 T 0,

con W; € w € WGPy, para todo i € {0,1,...,n}. De la sucesién exactan: 0 — L —

Wo LN SN 0, haciendo Pull-Back y aplicando el Lema de la Serpiente, obtenemos el diagrama
conmutativo y exacto

0 0
, fo
n 0 L E C 0
H o e
n:0 LWy 1 0
Co Co
0 0.

Sea X € 1Y C +w. Apliquemos Hom 4(X, —) a la sucesion 0 — W,, — W,y — Im(f,,_1) —
0, para obtener la sucesion exacta

0 = Ext’y (X, W,_1) — Exty (X, Im(f,_1)) — Ext’{ (X, W,,) — Ext’{ (X, W, 1) =0,

lo cual implica que Ext’(X,Im(f, 1)) = 0, para todo i > 0. Procediendo inductivamente,
obtenemos 0 = Ext’y (X, Im(f;)) = Ext’(X, L), paratodoi >0y X € Y. Como C € 1), se
tiene que 7' se parte; y asi, existe f/ : C' — E tal que 1¢ = f{f]. Note que hyf : C — Wy es
un monomorfismo. Dado que C' € 1Y, existe una Y-preenvolvente hf : C' — W, con Wy € w.
Maés aun, el morfismo

h/ 1
h::( %,,0 ) :C = Wy e W,
0
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también es una Y-preenvolvente de C'. Ahora bien, como hy f] es un monomorfismo, se sigue
que h es un monomorfismo. Por lo que obtenemos la sucesion exacta

C:0—C — Wy W) — Coker(h) — 0.

Afirmamos que Coker(h) € ). En efecto, sea Y € ). Aplicando Homy4(—,Y) a ¢ se tienen
las sucesiones exactas:

(i) Hom(Wo & WY, Y) = Hom 4(

C,Y) — ExtY(Coker(h),Y) — Exty(Wo@W{,Y) =0,
este ultimo termino es cero ya que id,()) =

= 0.
(ii) Ext,(C,Y) — Ext’{"(Coker(h),Y) — Ext’{" (W, & W{,Y), para todo i > 0.

Dado que h es V-preenvolvente, se sigue de (i) que ExtY(Coker(h),Y) = 0. Usando que
C € 1Yy queid,(Y) = 0, se sigue de (ii) que Ext’{'(Coker(h),Y) = 0, para todo i > 0.
Por lo tanto Coker(h) € +). Repitiendo el procedimiento anterior, con Coker(h), y usando la
sucesion (, se obtiene que C' € WGP, y).

(b) Sea A € A. Como +Y = WGPy, y), tenemos del Lema m que
Por lo tanto gl. WGPD ,, y,(A) = pdy,(A) = ida(Y) =1d(Y). O

Corolario 7.45. Para un par WGP-admisible (w,)), en una categoria abeliana A, los si-
guientes enunciados son equivalentes.

(a) Wg/P(w’y) = J‘y.

(b) El par (w,Y) es W-cotilting, para alguna clase W C A.

(b) Sea WGP,y = Y. Mostramos que podemos elegir W := w.

Demostracion. (a) =
1Y, las condiciones (a) y (b) se cumplen claramente.

Como WGP,y

Sea C €+ Y = WGP(,y). Entonces, existe una sucesion exacta n: 0 — C W Z 0,
con W € wy Z e€+Y. Aplicando el funtor Homy(—,Y) a n, con Y € Y, tenemos la sucesion
exacta

Y)
(c) El par (w,)) es w-cotilting.
)

Hom (W, Y) “2 Homu(C,Y) — Exty(Z,Y).

Como Exth(Z ,Y) =0, se Sigue que ¢ : C — W es una y preenvolvente de C.

(b) = (c) Del Teorema | obtenemos que WGP, y) = ~Y. Pero como hemos visto en la
implicacion previa, en éste caso, el par (w,)) es w- Cotlltlng

(c) = (a) Se sigue directamente del Teorema [7.44] O
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Observacion 7.46. Sean A una categoria aditiva y w C A tal que add(w) = w y id,(w) = 0.
En este caso, tenemos que (w,w) es WGP-admisible. Asi, por el C’omlam’o tenemos que
(w,w) es W-cotilting si, y sélo si, C € *w admite una w-preenvolvente mono C' — W.

Proposicion 7.47. Sea (w,Y) un par WGP-admisible en una categoria abeliana A, con
suficientes proyectivos, tal que Y es cerrada por sumandos directos en A. Entonces, se cumplen
los siguientes enunciados

(a) WQPE\WQ,) = A si, y solo si, (w,Y) es W-cotilting y pdy, (M) < oo, para todo M € A.
(b) gl WGPD, 3 (A) < oo si, y sdlo si, (w,Y) es W-cotilting y id(Y) < oo.

Demostracion. (a) Sea WGP(, ) = A. Por la Proposicion (a2) WGPy = *V; v asi,
por el Corolario [7.45] se tiene que (w,)) es W-cotilting. Por Io tanto, del Teorema (b),
obtenemos pdy,(M) = WGpd,, y, (M) < oo, para cualquier M € A.

Supongamos ahora que (w,)) es W-cotilting y pdy,(M) < oo, para todo M € A. Entonces,
por el Teorema (b), WGpd, 3, (M) = pdy(M) < oo, para todo M € A, probando que
WQPE\WJ;) - A

(b) Sea gl WGPD,, ) (A) < oo. Luego, por (a), tenemos que (w,)) es W-cotilting. Por lo
tanto, del Teorema (b), id(Y) = gl WGPD, 4, (A) < o0.

Supongamos ahora que (w,)) es W-cotilting y id())) < oco. Entonces, por el Teorema
(b), WGpd,, 3 (A) =id(Y) < oo. O

Corolario 7.48. Sean A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos, y w C A tal que
add(w) = w yid,(w) = 0. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) WGP[, = A (respectivamente, g. WGPD, ) (A) < 00).
(b) (w,w) es W-cotilting y pd,,(M) < oo para todo M € A (respectivamente, id(w) < 00).
)

(c) Cualquier C' € *w admite una w-preenvolvente mono y pd, (M) < oo, para todo M € A
(respectivamente, id(w) < co).

Si una de las condiciones equivalentes de arriba se cumple, entonces gl. WGPD(A) = id(w).

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion[7.47, 1la Observacion [7.46|y el Teorema
7.44] (b). m

Corolario 7.49. Sea R un anillo tal que GP(R)" = Mod(R) = GZ(R)". Entonces
gl.GPD(R) = id(Proj(R)) y gl.GID(R) = pd(Inj(R)).

Demostracion. Podemos aplicar el Corolario a la clase w := Proj(R). Observe que la
clase WGP, coincide con la clase de los R-moédulos Gorenstein proyectivos GP(R); y asi,
gl WGPD,,(A) es precisamente la dimension global Gorenstein proyectiva gl. GPD(R) del ani-
llo R. Para obtener la igualdad gl. GID(R) = pd(Inj(R)), aplicamos el dual del Corolario [7.4§]
a la clase v := Inj(R). O
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Corolario 7.50. Para un par GP-admisible (X,)), en una categoria abeliana A, y w =
X NY, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) Sea (w,)) un par W-cotilting. Entonces

(al) GPy) ="V
(a2) si A tiene suficientes proyectivos, entonces Gpd y y) (M) = pdy, (M) para cualquier
M € A. Mas aun gl. GPD, y,(A) = id(D).
(b) GPxy) =LY si, y solo, si el par (w,Y) es W-cotilting.
(c) Sea Y cerrado por sumandos directos en A, con suficientes proyectivos. Entonces
(c1) GPlvyy = A si, y sdlo si, (w,Y) es W-cotilting y pdy,(M) < oo, para cualquier
Me A;
(c2) gl.GPD, y(A) < oo si, y sdlo si, (w,Y) es W-cotilting y id(Y) es finita.

Demostracion. Por la Observacion tenemos que (w,)) es WGP-admisible. Mas aun, por
el Teorema tenemos GP (x,y) = WGP (,,y). Asi el resultado se sigue del Teorema @, el

Corolario y la Proposicion [7.47] O

Observacion 7.51. (1) Sean R un anillo, X := Proj(R) y Y := Flat(R). Aplicamos ésta
situacion al Corolario (c1). Observe que en éste caso GP(xy) es la clase de los
R-mdédulos Ding-proyectivos DP(R). Asi, tenemos que DP(R)" = Mod(R) si, y sdlo si,
(Proj(R), Flat(R)) es W-cotilting y pdp gy (M) < 00, para todo R-mddulo M.

(2) Sea R un anillo Ding-Chen. Por el Corolario[7.48 y el Corolario[7.37 (a), tenemos que el
par (Proj(R), Flat(R)), es W-cotilting. Luego por (1), tenemos que DP(R)" = Mod(R)
s1, Y s6lo si, pdpper) (M) < 00, para todo R-mddulo M.

Teorema 7.52. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos, y (w,Y) un par
W-cotilting en A, con w cerrado por sumandos directos en A y id()) < oco. Entonces, las
siguientes condiciones son ciertas.

(a) (WGP wy),w") es un par de cotorsion hereditario y completo en A.
(b) w=1YNuw", WGPy =*tw="1(w") =+Y y WGP, ) = w".

(c) el WGPD(,y) = FPD,(A) = FPD,(A) = resdim,(w") = pd,(w") = pd,a(w") =
id(Y) < 0.
(d) 7)500 = A= ngz\w,y) — P<oo

wN

(e) Supongamos que Y es cerrada por sumandos directos en A. Entonces,
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Demostracion. (a) Por el Teorema (b), y dado que id())) < oo, tenemos que la di-
mension gl. WGPD, ,(A) es finita. Entonces, de la Proposicion (c), obtenemos

(a).
(b) Por el Teorema m (a), tenemos que WGP, y) = +Y. Luego, la Proposicién (b3)

implica que
w = WQP(w,y) Nwh = Ly Nw’.

Mas aun, como WGP(, yy = A, tenemos de la Proposicion (b3) las igualdades
WGPy = to= J‘(w/\) =1y
Por otro lado, de la Proposicion m (b) se sigue que WQP(LUJ’J,) = w".

(c) v (d): Se sigue del Teorema [7.27], el Teorema (b) y el Teorema (b), pues
WGP,y = Ay glLWGPD, ) (A) =id(Y) < cc.

(e) Se sigue del Teorema m (a), pues WgP?w’y) =A. .

Corolario 7.53. Sea (X,Y) un par GP-admisible en la categoria abeliana A, con suficientes
proyectivos, y tal que (w,Y) es un par W-cotilting en A, donde w := X N'Y es cerrada por
sumandos directos en A y id()) < co. Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.

(a) (GP(xy),w") es un par de cotorsion hereditario y completo en A.
(b) w= Ly nwh, GPxy) = L, = L(w/\) —1yy gP(nyy) = ).

(c) gl.GPD x y)(A) = FPD,(A) = FPD 1 (A) = resdim,(w") = pd,(w") = pd . (w") =
id(Y) < occ.

(e) Consideremos a Y cerrada por sumandos directos en A. Entonces,

Py =A=P5 y glGPDy y)(A) = FPDy(A) = FPDy~(A).

Demostracion. Por la Observacion tenemos que (w,)) es WGP-admisible. Mas aun, el
Teorema nos dice que GPxy) = WGP, y). Asi, el resultado se sigue del Teorema
[7.521 O

Teorema 7.54. Sean A una categoria abeliana, con suficientes proyectivos e inyectivos, y
(w,Y) un par WGP-admisible en A, con ambos w y Y cerrados por sumandos directos en A.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Elpar (w,)) es W-cotilting y id()) < oo.
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(b) (WGP y),w") es un par de cotorsion hereditario y completo en A, tal que id(w) < oco.
() WGPy = tw yid(w) < cc.
St alguna de las condiciones equivalentes de arriba se cumple, entonces
pdy(M) = WGpd, y) (M) = pd, (M),

para cualquier M € A. Mas aun gL WGPD,, y,(A) = id(Y) = id(w) < co.

Demostracion. (a) = (b) Por el Teorema (a), tenemos que (WGP, y),w") es un par
de cotorsion hereditario y completo en Ay WGP,y = Lw. Entonces, por el Lema m,
Teorema (b), y Proposicion m (b1), pdy(M) = WGpd,y)(M) = pd,(M), para
cualquier M € A = WGP(, ). En particular id(w) = pd,(A) = pdy(A) = id(Y), y asi
id(w) < 0.

(b) = (c) Como (WGP, y),w") es un par de cotorsion hereditario, tenemos que w” es
coresolvente y WGP, y) = L1(w"). Usando ahora que A tiene suficientes inyectivos y w” es
coresolvente, se sigue que 1 (w”) = +(w") y ast WGP, y) = *(w"). Finalmente, por el Lema
[1.§] tenemos que +(w") = *w.

(¢) = (a) Como WGP,y = ‘w, tenemos del Lema que WGP»)(M) = pd, (M),
para todo M € A. Por lo tanto gl. WGPD,,, y,(A) = pd,,(A) = id(w) < co. Entonces, por la
Proposicion [7.47] (b), concluimos (a). O

Corolario 7.55. Sean (X,)) un par GP-admisible en la categoria abeliana A, con suficientes
proyectivos e inyectivos, y (w,)) un par WGP-admisible en A, con ambos w :== X NY y Y
cerrados por sumandos directos en A. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Elpar (w,)) es W-cotilting y id()) < oo.
(b) (GPxy),w") es un par de cotorsion hereditario y completo en A tal que id(w) es finita.
(¢) GPxy) = *w yid(w) < oco.

Siuna de las condiciones equivalentes de arriba se cumple, entonces pdy,(M) = Gpd y y) (M) =
pd,, (M), para todo M € A. Mas aun gl.GPD 4 y,(A) =id(Y) = id(w) < oo.

Demostracion. Por la Observacion , tenemos que (w,)) es un par WGP-admisible. Mas
aun, el Teorema nos dice que GP (x yy = WGP, y). Asi, el resultado se sigue del Teorema,
| ]

Podemos dar la siguiente caracterizacion de la finitud del la dimensiéon global Ding-
proyectiva del anillo R.

Corolario 7.56. Para cualquier anillo R, los siguientes enunciados son equivalentes.
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(a) El par (Proj(R),Flat(R)) es W-cotilting y id(Flat(R)) < oo.

(b) (DP(R),Proj(R)") es un par de cotorsion hereditario y completo en Mod(R), y ademds
id(Proj(R)) < oo.

(c) DP(R) = +Proj(R) y id(Proj(R)) < oo.
(d) gl.DPD(R) < cc.
Mas aun, si una de las condiciones equivalentes de arriba se cumple, entonces
gl. DPD(R) = id(Proj(R)) = id(Flat(R)).

Demostracion. Se sigue del Corolario y el Corolario [7.50] (¢2), mediante tomar X :=
Proj(R) y Y := Flat(R). O

Podemos dar la siguiente caracterizacion de la finitud de la dimensién global Gorenstein-
proyectiva de un anillo R.

Corolario 7.57. Para cualquier anillo R, los siguientes enunciados son equivalentes.
(a) El par (Proj(R),Proj(R)) es W-cotilting y id(Proj(R)) < oo.

(b) El par (GP(R),Proj(R)") es de cotorsion hereditario y completo en Mod(R), y
id(Proj(R)) < oo.

(c) GP(R) = *Proj(R) y id(Proj(R)) < oco.
(d) gl.GPD(R) < oo.

Mas aun, si una de las condiciones equivalentes de arriba se cumple, entonces gl. GPD(R) =

id(Proj(R)).

Demostracion. Se sigue del Corolario y el Corolario (c2), mediante tomar X :=
Proj(R) =: ). O

Finalmente, damos la siguiente caracterizacin de finitud de la dimensién global Gorenstein-
inyectiva de un anillo R.

Corolario 7.58. Para cualquier anillo R, los siguientes enunciados son equivalentes.
(a) El par (Inj(R),Inj(R)) es W-tilting y pd(Inj(R)) < co.

(b) El par (Inj(R)Y,GZ(R)) es de cotorsion hereditario y completo en Mod(R), y
pd(Inj(R)) < 0.

(c) GZ(R) = Inj(R)* y pd(Inj(R)) < oo.
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(d) gl.GID(R) < co.

Mas aun, si una de las condiciones equivalentes de arriba se cumple, entonces gl.GID(R) =
pd(Inj(R)).

Demostracion. Sea sigue de los duales al Corolario y al Corolario [7.50] (¢2), mediante
tomar X := Inj(R) =: ). O

7.2. Objetos cotilting y pares VV-cotilting

Los objetos tilting y cotilting fueron introducidos en la década de los 80’s por Brenner y
M. Butler [19], asi como por D. Happel y C. M. Ringel [43], en el contexto de la categoria
abeliana mod(A) de A-moédulos a izquierda finitamente generados, para algin algebra de Artin
A. Una generalizacion de tilting y cotilting en mod(R), fue dada por Y. Miyashita en [61].
En el caso de la categoria abeliana Mod(R), para un anillo arbitrario R, una generalizacion
de tilting y cotilting fue dada por L. Angeleri Hiigel y F. U. Coelho [5]. Esta generalizacion
de cotilting (respectivamente, tilting) es adecuada para extenderse a categoria abelianas, y
serd usada a través de ésta seccion, para ser comparada con la nociéon de pare W-cotilting
(respectivamente, W-tilting).

En lo que sigue, cada vez que hagamos uso de las siguientes dos terminologias, que pre-
sentamos en las definiciones de objetos cotilting y tilting que siguen, estaremos asumiendo
que la categoria abeliana A posee productos o coproductos, respectivamente.

Definiciéon 7.59. [J] Sea A una categoria abeliana con cogeneradores inyectivos. Un objeto
M € A es cotilting si las siguientes condiciones se cumplen.

(C1) id(M) < 0.
(C2) M es Il-ortogonal, esto es, Ext)y (M, M) =0 Vi > 1 y cualquier conjunto I.
(C3) Ewiste un cogenerador inyectivo @ en A tal que resdimpyoqan(Q) < 0.

Dualizando la definiciéon anterior, tenemos la nocién de objeto tilting. Por completitud,
escribimos la definiciéon enseguida.

Definicién 7.60. [5/ Sea A una categoria abeliana con generadores proyectivos. Un objeto
M € A es tilting si las siguientes condiciones se cumplen.

(T1) pd(M) < 0.
(T2) M es X-ortogonal, esto es, Ext'y (M, M®D) =0 Vi > 1 y cualquier conjunto I.

(T3) Eziste un generador proyectivo P en A tal que coresdimpgq(nr)(P) < o0o.
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Proposicion 7.61. Sea A una categoria abeliana AB4*, con cogeneradores inyectivos. En-
tonces, para cualquier M € A, que satisface las condiciones (C2) y (C3) en la Definicion
7.59, el par (Prod(M),Prod(M)) es W-cotilting.

Demostracion. Sea M € Ay w := Prod(M). Siguiendo los detalles de la prueba dada en [5]
Proposicion 1.1], se puede ver que w es una clase preenvolvente.

Supongamos que M satisface las condiciones (C2) y (C3) en la Definicion [7.59] Por (C2) y la
Observacion , tenemos que id,(w) = 0y w C X+, para X := tw. Por otro lado, por (C3),
existe una sucesion exacta (%) : 0 = M,, - M, 1 — -+ = My — @ — 0, donde M; € w V i.
Como X es coresolvente y w C X+, de la sucesion exacta (x) tenemos que Ker(f) € X+.
Por lo tanto, f : My — @) es una X-precubierta de Q).

Afirmamos que cualquier objeto en X = 1w admite una w-preenvolvente mono. De hecho,
como w es una clase preenvolvente, es suficiente mostrar que cualquier objeto en X puede ser
encajado, a través de un monomorfismo, en algin objeto de w.

Sea Z € X. Como @ es un cogenerador inyectivo en A, existe un monomorfismo g : Z — Q7
para algiin conjunto I. Por otro lado, tenemos la X'-precubierta f : My — @), vy asi tenemos la
X-precubierta fI: M! — Q', pues M! € X. En particular, existe un morfismo ¢’ : Z — M{
tal que ¢ = !¢/, y de aqui ¢’ es un monomorfismo; probando la afirmacién. Finalmente, de
la Observacion [7.46] concluimos que el par (Prod(M), Prod(M)) es W-cotilting. O

Observacion 7.62. Sea A una categoria abeliana ABJ*, con cogeneradores inyectivos, sufi-
cientes proyectivos y M € A. Usando las ideas de la Proposcion podemos mostrar que
los siguientes enunciados son ciertos.

(a) Si M satisface (C2), en la Definicion Yy WGT (11 proaqary) tiene un cogenerador
inyectivo en A, entonces el par (Prod(M), Prod(M)) es W-cotilting.

(b) Si M satisface las condiciones (C2) y (C3), en la Definicion entonces la clase
WGZ (1 aiproa(nry) tiene un cogenerador inyectivo en A.

Corolario 7.63. Sea A una categoria abeliana ABJ*, con cogeneradores inyectivos y sufi-
cientes proyectivos. Entonces, para cualquier objeto cotilting M € A y w := Prod(M), los
siguientes enunciados son ciertos.

(a) (WGP,,w") es un par de cotorsion hereditario y completo en A.
(b) w=*MnNnw", WGP, =+ M = (") y WGP = wt.

(c) el WGPD, ) (A) = FPD,(A) = FPD,(A) = resdim,(w") = pd,(w") = pd,a(w") =
id(M) < oo.
(d) P5>*=A=WGP, =P

Demostracion. Sea M € A un objeto cotilting y w := Prod(M). Por la Observacion m
sabemos que *M = ‘w y id(w) = id(M). Entonces, el corolario se sigue de la Proposicion

y el Teorema [7.52] O
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La siguiente generalizacion del Lema del corrimiento nos sera muy tutil.

Lema 7.64. Sea (X,)) un par de clases de objetos en la categoria abeliana A, tal que
idy () = 0. Entonces, para cualquier sucesion ezacta

O M—-Yy—-Y1—-- =Y, 1> 2,—0,
donde Y; € Y para todo t € {0,1,...,n — 1}, se tiene
Extly(—, Zn)|x = Ext’y™(—, M)|x, para todo i > 0.

Demostracion. Sea X € X y consideremos la sucesion exacta 0 - M — Yy — V] — -+ —
Y1 — Z, — 0, donde Y; € Y para todo ¢t € {0,1,...,n — 1}. Notemos que se descompone
en sucesion exactas cortas 7, : 0 — Zy = Y, = Z;1 — 0, cont € {0,1,...,n — 1} donde
Zy := M. Aplicando el funtor Hom 4 (X, —) a 7, obtenemos para todo ¢ > 0 la sucesion exacta

0 = Exty (X, Y;) — BExty (X, Ziy1) — Exti1(X, Z;) — Exty(X,Y;) =0, Vt€{0,...,n—1},

donde los extremos son cero pues pdy(Y) = 0. Por lo que Ext’ (X, Zi11) ~ Ext’{' (X, K;)
para todo t € {0,1,...,n — 1}. En particular para ¢t :==n — 1, tenemos para todo i > 0 que

Ext’y (X, Z,) ~ Ext{ (X, Z, 1), y recursivamente Ext’(X, Z,) ~ Ext{/(X, Z,_;),
para todo j € {1,...,n}. Por lo que para j = n, tenemos que
Ext’y (X, Z,) ~ Ext{"(X, Zy) = Ext’{"(X, M), para todo i >0y todo X € X.
UJ

Teorema 7.65. Sean A una categoria abeliana AB4*, con cogeneradores inyectivos y suficien-
tes proyectivos, y (X,Y) un par de cotorsion hereditario y completo en A, tal que id(Y) < oo
yw:=XNY es cerrado por productos. Entonces, existe algin objeto cotilting M € A tal que
w = Prod(M), id(M) =id(Y), Y =w" y WGP, =X =1 M.

Demostracion. Por el Teorema tenemos que Inj(A) C Y = w”. En particular, por el
Lemall.§] id(w) = id(Y). Como w C Y, pdy(w) = 0y w es cerrado bajo sumandos directos en
A, por el dual de la Proposicion [1.17)(b), tenemos que pdy,(w”) = resdim,,(w"). En particular,
tenemos que

n := resdim,, (Inj(A)) < pdy(w”) = idw (YY) <1d(Y) < 0.

Elijamos algun cogenerador inyectivo @) en A. Entonces resdim,, (@) < resdim,, (Inj(.A)) = n;
y asi, existe una sucesion exacta 0 — W,, — --- = W; - Wy — @ — 0, con W, € w para
todoi € {0,1,...,n}.

Consideremos M := @ ;W;. Como w es cerrado bajo productos, se sigue que Prod(M) C w.
En particular idpyoaary (M) < idy(w) = 0, y asi, las condiciones (C2) y (C3) en la Definicion
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[7.59] se cumplen para M. De aqui, por la Proposicion y el Teorema [7.44] se sigue que
WGPproa(my = “Prod(M). Mas aun, la inclusion Prod(M) C w implica que w C *w C
LPI‘Od(]W) = WgPProd(M) y asi w - WgPProd(M)-

Ahora, usando la inclusion w € WGPpyoa(ar), mostraremos que w € Prod(M). En efecto,
sea m = id(w) = id(Y) < oo. Consideremos W € w C WGPpyq(n). Entonces, existe una
sucesion exacta

()10 = W 2% My 5 My — - Myt I M, — Koy — 0,

donde M; € Prod(M) y K;,, := Coker(f;) € *Prod(M), para todo i € {0,1,...,m}. Como
id+ proaqary(Prod(M)) = 0, del Lema [7.64] tenemos Ext!y (K1, Kin) ~ Ext ™ (Kppir, W) =0
y asi la sucesion exacta 0 — K,, — M,, — K,,.1 — 0 se divide; probando que K,, €
Prod(M) C w C tw. Luego, usando que *w es resolvente, tenemos de (*) que K; € tw. Pero,
ahora idproq(a(w) < id,(w) = 0 y de aqui la sucesion exacta 0 — W — My — K; — 0
se divide; probando que W € Prod(M). Entonces w = Prod(M) y id(M) = id(Prod(M)) =
id(w) =1d(Y).

Finalmente, por el Lema tenemos que Tw = +(w”). Por lo tanto X =1ty =+tw ="M =
WGP,,. O

Corolario 7.66. Sean A una categoria abeliana ABJ*, con cogeneradores inyectivos y sufi-
cientes proyectivos y w C A. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El par (w,w) es W-cotilting, id(w) < co y w = Prod(w).
(b) Eziste un objeto cotilting M € A tal que w = Prod(M).

Demostracion. (a) = (b) Se sigue del Corolario y el Teorema
(b) = (a) Se sigue de la Proposicion [7.61} O

Recordemos que un anillo R es perfecto a izquierda, si todo R-moédulo a izquierda
posee una cubierta proyectiva. Recordemos también que es habitual usar la notaciéon zp R para
referirse a la estructura natural de R como R-modulo a izquierda.

Lema 7.67. Sean R un anillo perfecto a izquierda, noetheriano a izquierda y coherente a
derecha, y @ un cogenerador inyectivo en Mod(R). Entonces

(a) Proj(R) = Prod(gR), *Proj(R) = * R y id(Proj(R)) = id(rR);
(b) Inj(R) = Add(Q), Inj(R)* = Q* y pd(Inj(R)) = pd(Q);
(c) rR esIl-ortogonal y Q) es 3-ortogonal;

(d) resdimproa(,r)(M) = pd(M) y coresdimpgqg) (M) = id(M) VM € Mod(R).
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Demostracion. (a) Por [20, Teorema 3.3], se sigue que Proj(R) es cerrado bajo productos en
Ay asi Proj(R) = Prod(gR). Entonces, por la Observacion [6.24] obtenemos (a).

(b) Por [1, Proposicion 18.13], se sigue que Inj(R) es cerrado bajo coproductos en A y asi
Inj(R) = Add(Q). Luego, por el dual de la Observacion [6.24] obtenemos (b).

(¢) Sea I un conjunto. Entonces, por (a) tenemos que R’ es proyectivo y asi Exth(R!, R) = 0,
para todo i > 1. Por otro lado, por (b), tenemos que Q) es inyectivo y asi Ext’(Q, QW) = 0,
para todo ¢ > 1.

(d) De (a) y (b), sabemos que Proj(R) = Prod(gR) y Inj(R) = Add(Q). Por lo tanto (d) se
cumple. O

Teorema 7.68. Sean R un anillo perfecto a izquierda, noetheriano a izquierda, y coherente

a derecha y Q un cogenerador inyectivo en Mod(R). Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes.

(a) rR es cotilting en Mod(R).
(b) id(rR) < 00 y pd(Q) < oo.
(¢) El par (Proj(R),Proj(R)) es W-cotilting y id(rR) < oc.

(d) (GP(R),Proj(R)") es un par de cotorsion hereditario y completo en Mod(R) yid(gR) <
0.

(e) GP(R) = *(rR) yid(rR) < c0.

(f) gl.GPD(R) < oo.

(g) Q es tilting en Mod(R).

(h) El par (Inj(R), Inj(R)) es W-tilting y pd(Q) < oo.

(i) (Inj(R)Y,GZ(R)) es un par de cotorsion hereditario y completo en Mod(R) y pd(Q) <
0.

(j) GZ(R) = Q* y pd(Q) < oo.
(k) gl.GID(R) < oc.

Mas aun, si alguno de los enunciados equivalentes de arriba se cumple, entonces Proj(R)" =

Inj(R)" y

FPD(R) = gl.GPD(R) = id(yR) = pd(Q) = gl.GID(R) = FID(R) < co.
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Demostracion. Las equivalencias entre (a) y (b) se siguen del Lema Mediante el uso del
Lema y el Corolario , podemos ver que (a) y (c) son equivalentes. Las equivalencias
entre (c), (d), (e) y (f) se siguen del Lema y el Corolario [7.57]

Las equivalencias entre (g) y (b) se siguen del Lema [7.67] Mientras que usando el Lema [7.67]
y el dual del Corolario , se puede ver que (g) y (h) son equivalentes. Las equivalencias
entre (h), (i), (j) y (k) se siguen del Lema y el Corolario [7.58|

Supongamos que id(grR) < 0o y pd(Q) < oo. Probaremos que Proj(R)" = Inj(R)". En efecto,
sea X € Proj(R)". Entonces, por el Lema (a) v el Lema [1.8 tenemos que id(X) <
id(Proj(R)") = id(gR) < oo y asi X € Inj(R)". Consideremos Y € Inj(R)". Entonces,
por el Lema (b) v Lema |1.8 tenemos pd(Y) < pd(Inj(R)Y) = pd(Q) < oo y de aqui
Y € Proj(R)"; probando que Proj(R)" = Inj(R)".

Sean w := Proj(R) y v := Inj(R). En particular, por la Proposici(’)ny su dual, tenemos que
WGP ww = GP(R) y WGZ(,,) = GZ(R). Supongamos que uno de los enunciados de arriba
es cierto. Por el Teorema y su dual, se sigue que FPD(R) = gl. GPD(R) = pd . (w") =
id,v(vy = gl.GID(R) = FID(R). Finalmente, del Corolario y el Corolario [7.58| tenemos
que gl.GPD(R) =id(grR) y gl. GID(R) = pd(Q). O

Corolario 7.69. Sean A una R-dlgebra de Artin y D := Hompg(—, k) : mod(A) — mod(A™) la
dualidad usual, donde k es la envolvente inyectiva de R/rad(R). Siid(AA) < oo yid(Ap) < o0,
entonces los siguientes enunciados son ciertos.

(a) AA es cotilting en Mod(A) y D(Ay) es tilting en Mod(A).

(b) El par (Proj(A), Proj(A)) es W-cotilting.

(c) (GP(A),Proj(A)") es un par de cotorsion hereditario y completo en Mod(A).

(d) GP(A) =+(aA) y GZ(A) = (D(A)a) "

(e) El par (Inj(A),Inj(A)) es W-tilting.

(f) (Inj(A)Y,GZ(A)) es un par de cotorsion hereditario y completo en Mod(A).
)
)

(g) Proj(A)" = Inj(A)".

(h) FPD(A) = gl. GPD(A) = id(,A) = id(A,) = gl.GID(A) = FID(A) < .

Demostracion. Como A es una R-algebra de Artin, se sigue en particular que A es un ani-
llo artiniano, y asi, también es perfecto a izquierda, noetheriano a izquierda y coherente a
derecha. Mas aun, por [4, Lema 3.2.2|, sabemos que D(A,) es un cogenerador inyectivo en
Mod(A). Por lo tanto, para probar el resultado, por el Teorema , es suficiente mostrar
que pd(D(Ay)) = id(Ap).

Observe primero que, mod(A) es una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyecti-
vos, proj(A) := Proj(mod(A)) = Proj(A)Nmod(A), inj(A) := Inj(mod(A)) = Inj(A) Nmod(A)
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y A™ es una R-algebra de Artin. Como Mod(R) tiene cubiertas proyectivas, y la cubierta pro-
yectiva de un A-modulo finitamente generado es finitamente generada, tenemos que

pd(D(Ay)) = resdimproja)(D(Ar)) = resdimpoiiay(D(An)).
Mas aun, usando la dualidad D : mod(A) — mod(A™), se sigue que
resdimp,oja) (D (Ax)) = coresdim;;pory(An).

Como mod(A™) tiene suficientes inyectivos y Mod(A™) tiene envolventes inyectivas, se sigue
que la envolvente inyectiva de un A-moédulo finitamente generado es finitamente generada. Por
lo tanto coresdim;;zyr (Ay) = coresdimyy;pory(Aa) = id(Ap); probando que pd(D(Ay)) =
id(Ap). O

Proposicion 7.70. Sean A una categoria abeliana AB4*, con cogeneradores inyectivos y
suficientes proyectivos, y (X,)) un par de cotorsion completo y hereditario en A. Sea @ un
cogenerador inyectivo en A y 0 — Yy - M — Q — 0 una sucesion exacta con Yy € Y
y M e w:=XNY. SitM C X yw es cerrado por productos, entonces w = Prod(M),
id(M) =id(Y), Y =w" y WGP, = X =+ M.

Demostracion. Sea *M C X y w := X N'Y cerrado por productos. Por el Teorema ,
tenemos que ) = w”. En particular, por el Lema id(w) = id(}). Ademas, por el Lema
[1.§] tenemos que *w = +(w"). Por lo tanto X =+ = ‘w.

Observe que Prod(M) es siempre una clase preenvolvente. Mas aun, afirmamos que el par
(Prod(M), Prod(M)) es W-cotilting. De hecho, por la Observaion es suficiente mostrar
que cualquier objeto en + M = L+Prod(M) puede ser encajado a través de un monomorfismo,
en algtin objeto de Prod(M). Sea Z € - M. Entonces, existe un monomorfismo a : Z — Q!
para algtin conjunto I. Por la Observacion , tenemos la sucesion exacta 0 — Y — M! —
Q' — 0. Observe que Y{ € Y, pues Y es cerrada bajo productos. Consideremos el siguiente
diagrama de pull-back

0 Y E Z 0

b

0 Yl M7 Q! 0.

Como *M C X, tenemos que Extil(LM, Y) = 0 para todo i > 1, y asi la primera columna
en el diagrama de arriba se escinde. De aqui « se factoriza a través de M! — QF, y de este
modo obtenemos el monomorfismo Z — M?; probando la afirmacion.

Como el par (Prod(M),Prod(M)) es un par W-cotilting, se sigue del Teorema (a),
que WG Pproany = +M. Usando ahora que w es cerrado bajo productos, tenemos que
Prod(M) C w C Y y de aqui w C tw C M = WGPproamy y X = Ly ctm C x.
por lo tanto w € WGPproan y X = ~M.

Ahora, probamos que w C Prod(M). Sea W € w C WGPpoaun). Entonces, existe una
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sucesion exacta 0 — W — My — Ky — 0, con My € Prod(M) y Ky € +M. Como
Extl (*M,w) = ExtY (X, w) = 0, la sucesion exacta de arriba se escinde y asi W € Prod(M);
probando que w = Prod(M). Por lo tanto id(M) = id(Prod(M)) = id(w) = id(}). O




136 7.2. Objetos cotilting y pares VWW-cotilting




Capitulo

Apéndice: Algunas herramientas homologicas

8.1. Axiomas de Grothendieck

Antes de definir el objeto algebraico fundamental, sobre el cual se desarrollan los resulta-
dos de éste trabajo, deseo dar una analogia que puede ser de utilidad. Las primeras nociones
a las que tiene acceso un estudiante de matematicas, ingenieria o actuaria son las del calculo
diferencial e integral, materias fundamentales incluso para la civilizacion. Posteriormente, a
las ideas del calculo integral, le siguen las del calculo integral vectorial, pasando por ideas de
convergencia y andlisis, para llegar a la teoria de la medida, donde se realiza un tratamiento
semejante al del célculo integral e integral vectorial, pero sobre conjuntos mas generales, se
vuelve a definir en estos una forma de medir y una nocién de continuidad de funciones, per-
mitiendo asi declarar una integral de estas funciones. Algunas de las mas conocidas, la clasica
de Riemman, la integral Lebesgue, la integral de contorno, la integral de Darboux, la integral
de Riemman-Stieltjes y la integral Haar, entre otras. Cada una de éstas inspirada en la que
se aprende en el primer curso de calculo integral, para la cual se sustituye el conjunto de los
nimeros reales, por otros conjuntos que no son ni densos ni ordenados, pero sobre los cuales
se pueden medir y declarar abiertos, obteniendo para cada una de ellas un sistema semejante
al cléasico conocido.

Algo similar a ésto sucede para llegar a las categorias abelianas. La historia comienza nue-
vamente con las propiedades de los niimeros reales, las fabulosas propiedades de suma y
producto, asi como su interaccion entre éstas, llevan a tratar de replicarlas en otros conjun-
tos, donde no se tiene necesariamente un orden, o bien donde solo se considera una de las
operaciones, en el caso de la teoria de grupos, mientras que al considerar ambas operaciones
(donde el producto solo constituye un monoide) obtenemos la teoria de anillos. Al considerar
colecciones de conjuntos con éstas caracteristicas, y las funciones entre ellos que conservan
las estructuras multiplicativa y aditiva (o una de ellas, segun dependa de la coleccion), ob-
tenemos dos importantes colecciones: conjuntos con estructura algebraica y morfismos entre
estas estructuras. Al tratar de catalogar a estos pares de colecciones, obtenemos la nocién
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de categoria. En éste punto, es en el que se puede ver que sucede si en la categoria ya no se
consideran especificamente conjuntos y funciones entre los conjuntos, si no solamente objetos
y morfismos entre los objetos. Considerando algunas propiedades fundamentales entre obje-
tos y morfismos, obtenemos diferentes clases de categorias, por nombrar algunas, tenemos:
categoria preaditiva, categoria aditiva, categoria exacta, categoria pre-abeliana y categoria
abeliana; donde nuevamente se tratar de replicar lo que ocurre para la categoria de modulos,
pero en clases mas generales.

Habiendo hecho ésta analogia, estamos listos para definir el concepto de categoria abeliana.

Definiciéon 8.1 ([70]). Una categoria A, consiste de:
1. Una clase de objetos, denotada por Obj(A).

2. Para cada pareja de objetos (A, B) de A, un conjunto Homy(A, B), los elementos de
éste conjunto se llamardn morfismos de A en B.
Si f € Homy(A, B), decimos que A es el dominio de f y que B es el dominio de f. La

notacion f: A — B en A, significa que f € Homy(A, B) (lo mismo que A EA B).
3. Para cada terna (A, B,C') de objetos en A, tenemos una funcion
Homy (B, C) x Hom4(A, B) — Homy (A, C),

(f,9) — fog (usualmente denotada por fg) llamada la composicion de f y g, tal que
satisface las siguientes propiedades.

(a) Homy (A, B) NHomyu(C, D) =0, si (A, B) # (C, D).
(b) Si AL B, B%Cy CL D estin en A, entonces
ho(gof)=(hog)of=hogof;

esto es, se cumple la asociatividad de la composicion.

(c) Para cada objeto A en A, existe un morfismo 14 (el morfismo identidad en A) tal

que
layof=f para cada f:C — A,

goly=g para cada ¢g: A— C.

Vamos ahora a enunciar algunas de las propiedades que debe tener una categoria, para
obtener un ambiente idéneo, en el cual se puedan obtener resultados ttiles.

Definicion 8.2 ([70]). Una categoria A es aditiva si:
(i) Homu (A, B) es un grupo abeliano (aditivo) para todo A, B € Obj(A);,
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(ii) las leyes distributivas se cumplen: dados los morfismos X —» A, A ELLN B, B LA Y, donde
X,Y € Obj(A), se tiene que

b(f+g9)=0f +bg y (f+g)a= fa+ga;

(iii) A tiene objeto cero;

(iv) A tiene productos y coproductos finitos: para todos los objetos A, B € A, ambos objetos
AT B y A]] B existen en A.

Finalmente, damos la definicion de categoria abeliana.

Definicion 8.3 ([32]). Una categoria A es una abeliana si es aditiva y satisface las siguientes
condiciones:

(i) todo morfismo tiene nicleo y conicleo;
(ii) todo monomorfismo es un nicleo y todo epimorfismo es un conicleo;
(iii) para cualquier morfismo ¢ : X — Y en A, existe una sucesion exacta
KE5XS5T1LYy S K
llamada descomposicion candnica, con las siguientes propiedades:
(@) joi=y;
(b) K es el nicleo de v, K’ es el conicleo de ¢;

(c) I es el conticleo de k y el nicleo de c.

Iniciamos presentando tres axiomas de Grothendieck AB3, AB4, y AB5, [41]. Tales axiomas
adicionales se requieren algunas veces, para garantizar la existencia en algunas construcciones,
y para que las sumas y productos infinitos tengan ciertas propiedades. Debemos mencionar
que tales axiomas poseen sus axiomas duales AB3*, AB4* y AB5*.

AB3. Para cualquier familia {A;}ier de objetos en A, la suma directa de la familia {A;}ier
existe en A. Lo anterior se expresa diciendo que A tiene coproductos.

El axioma AB3 implica que, para cualquier familia de sub-objetos {A;} de algin A € A,
el supremo de los A; existe. Para verificar esto, basta con tomar la imagen de la suma directa
P A; bajo el morfismo cuyas componentes son las inclusiones canénicas A; — A.

AB4. El axioma AB3 se satisface, y una suma directa de una familia no vacia de mono-
morfismos es un monomorfismo.
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El siguiente axioma es estrictamente mas fuerte que AB4.

AB5. El axioma AB3 se satisface, y si {A;}icr es una familia dirigida creciente de sub-
objetos de A € A, y B es cualquier sub-objeto de A, tenemos que (X;c1A;)NB = Xicr(Aie/NB).

En concordancia a la tradicién, se denota por ¥ A; al supremo de los A;, y por PN Q
al infimo de los sub-objetos P y @@ de A. El axioma AB5 puede expresarse también como
sigue: El axioma AB3 se satisface, y si A € A es el supremo de una familia creciente dirigida
de sub-objetos A;, y si para cada i € I tenemos un morfismo u; : A; — B tal que, cuando
A; CAj, u; = uj|a,, entonces existe un morfismo u: A — B tal que u; = ula,.

8.2. Algebra homologica

La siguiente proposicion se basa esencialmente en la idea de la paradoja del Hotel de
Hilbert. En el caso de una categoria abeliana A con co-productos, el argumento es correcto
ya que los co-productos infinitos sobre A existen.

Proposicion 8.4 (Truco de Eilenberg). Sea X' una clase pre-resolvente en una categoria
abeliana A con co-productos. St X es cerrada por co-productos, entonces X es cerrada por
sumandos directos.

Demostracion. Sean X € X y Y € A un sumando directo de X. Entonces, X =Y & 7,
para algin Z € A. Como & es cerrado bajo co-productos arbitrarios, el objeto W := &2, X
pertenece a la clase X', pero

W=YaZaYa’Zd =Y ZOYBZS )XY BW.
Como en particular Y & W € X', de la sucesion exacta que se escinde
0O—=Y =YW =W =0,

y del hecho que X es pre-resolvente, obtenemos que Y € X. O

Extendiendo la nocion de X-resolucion a izquierda, de H. Holm [47, 1.5 Resolutions.|
damos la siguiente definicién que nos serda muy util.

Definicién 8.5. Sea (X,)) C A% Para M € A, considere los siguientes dos tipos de suce-
SLOMES.

(a) Una X-resolucion de M es una sucesion exacta n = --- — X3 — Xo = M — 0, con
X, € X para todo n > 0.

(b) Una X-coresolucion de M es una sucesion exactan:=0— M — X% — X' — ... con
X" e X para todo n > 0.
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Tomemos ahora una X-resolucion n de M. Diremos que n es una (X, ))-resolucion propia
a izquierda si la sucesion Homy(n,Y) es exacta para todo Y € Y. De modo similar, una
X -coresolucion v de M es una (X,))-coresolucion propia a izquierda, si la sucesion
Hom(n,Y) es exacta para todo Y € Y. En el caso de que X =), diremos simplemente
que n es una X-resolucion propia a izquierda o bien que 7y es una X-coresolucion propia a
1zquierda, sequn sea el caso.

Observacion 8.6. Notemos que, en las condiciones de la Deﬁm’cio’n anterior, una (X,))-
resolucion propia a izquierda n de M y una (X,))-coresolucion propia a izquierda vy de M,
constituyen juntas una (X,))-resolucion completa a izquierda, en el sentido de la Definicion

(6.1

También es posible hablar de resoluciones y coresoluciones propias a derecha, hacemos
esto en la siguiente definicion.

Definicién 8.7. Sea (X,Y) C A2 Para M € A consideremos una Y-resolucion n de M.
Decimos que n es una (X,))-resolucion propia a derecha si la sucesion Hom4(X,n)
es exacta para todo X € X. De modo similar, una Y-coresolucion vy de M es una (X,))-
coresolucion propia a derecha, si la sucesion Hom4(X,n) es exacta para todo X € X. En
el caso de que X =), diremos simplemente que 1 es una X-resolucion propia a derecha, y
respectivamente, que vy es una X -coresolucion propia a derecha.

Observacion 8.8. Como antes, en las condiciones de la Definicion[8.7, una (X, Y)-resolucion
propia a derechan de M y una (X, ))-coresolucion propia a derecha y de M constituyen juntas
una (X,Y)-resolucion completa a derecha, en el sentido de la Definicion .

Finalmente, enunciamos y probamos el siguiente Lema, que serd fundamental para varios
de los resultado que siguen. Este resultado es una parte del presentado en [22, Lema 4.1.1].

CLdin e
Lema 8.9. Sean N € Ay X*:--- X1 2 X© X X ... un complejo aciclico. Enton-

(digd V)

ces, para Zi. = Ker(dy.) y Z" = Ker(Homy (X', N) %= Homa (X', N)), los

Hom 4 (X*,N)
SZgUZ@nt@S enunciados son ciertos.

(a) Zp

Hom 4(X*.N) =~ Hom(Z, N), para todo | € Z.
(b) Considere las siguientes condiciones:

(i) el complejo Hom 4(X*, N) es aciclico;
(ii) Exty(Z%.,N) =0, para todo | € Z.

Entonces (ii) = (i). Mas aun, si ExtY (X!, N) = 0, para todo | € Z, se tiene que

(i) = (ii).
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Demostracion. (a) Aplicando el funtor exacto a izquierda Hom 4(—, V), a la sucesion exacta
a derecha
Xt Xt 728 0,
obtenemos la sucesion exacta a izquierda
0 — Homy(Z4, N) — Homy (X!, N) — Hom4 (X' N).
Por lo que
(dia’,N)

T e ) = Ker(Homu (X', N) "5 Hom g (X', V)

es isomorfo a Hom 4 (Z L, V).

(b) Probaremos que (ii) = (i). Como X*® es un complejo aciclico, se descompone en
sucesiones exactas cortas de la forma

§:0— Zhe - X' = Z — 0.
Aplicando el funtor Hom 4(—, V) a esta sucesion obtenemos la sucesion exacta
Hom (&, N) : 0 — Homu(Z5K!, N) — Homu (X', N) — Homy(Z', N) — ExtYy (Z7 N),

donde el ultimo término es cero, pues Exth(Zé(., N) =0, para todo | € Z. Usando el inciso
(a) y el Lema de cinco, esta tltima sucesion es isomorfa a la sucesion exacta

-1
0 — Hom(Z5, N) — Homa(X", N') = Coker(Hom. (X", N) “5" Hom_,(X'1, N)) = 0.

Lo cual implica que el complejo Hom 4(X*®, N) es aciclico.
Probaremos ahora que (i) = (ii). En efecto, supongamos que el complejo Hom4(X*®, N) es
aciclico. Usando el inciso (a) y el Lema del cinco, lo anterior implica que la sucesion

Hom (&, N) : 0 — Homy(Z4!, N) — Homy (X', N) — Homy(Z', N) — 0,
es exacta para todo [ € Z. Por lo que, de la sucesion exacta
0 — Homy(Zd, N) — Hom4 (X!, N) — Homu(Z!, N) — Ext (2!, N) — Extl (X!, N),

obtenemos la sucesion exacta 0 — Ext) (Z71, N) — 0, pues Ext}, (X!, N) = 0 para todo | € Z
por hipétesis. Lo cual implica que ExtYy(Z*!, N) = 0 para todo [ € Z. O

Teniendo estos conceptos presentes, enunciamos el siguiente resultado que nos sera de gran
utilidad. Este resultado es basicamente el que aparece en |25, Lema 8.2.1], solamente ha sido
extendido a las nociones que nos permiten tratar con objetos Gorenstein relativos.
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Lema 8.10. Sean (Y, X) un par de clases de objetos en una categoria abeliana A, tal que X
es cerrada bajo co-productos finitos, X C Y y Exth()}, X) = 0. Consideremos una sucesion
exacta 0 — M’ — M — M" — 0 en A, tal que

0 — Homy(Y, M") — Homu(Y, M) — Hom4(Y, M") — 0

es exacta, para todo Y € Y. Si M’ y M" admiten (Y, X)-resoluciones propias a derecha,
entonces también M admite una (), X)-resolucion propia a derecha.

Demostracion. Dado que M" y M” tienen (), X')-resoluciones propias a derecha, podemos
construir el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

n' U] n"

Mas precisamente 1’ y n” son parte de la (), X)-resoluciéon propia a derecha de M’y M";
por lo que X}, X € X y Xy := X[ & X[ € X, ya que X es cerrada por coproductos finitos.
Ademas, el morfismo ¢’ : X — M existe ya que

Homy (X{, 8) : Hom4(X{, M) — Hom4(X{, M")
es un epimorfismo, pues Xg € X C Y. Luego, usando el Lema de la Serpiente, el morfismo
A= (fa, ) : X)® X) — M,

es un epimorfismo. Por hipotesis, tenemos que Hom 4(Y, ') y Hom 4(Y, ") son aciclicos, para
todo Y € Y. Veamos que Homy(Y,n) es aciclico, para todo Y € ).
En efecto, para todo Y € ), tenemos la sucesion exacta

0 — Hom(Y, Ko) — Hom(Y, Xo) — Hom(Y, M) — Extl (Y, Kp),
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cuyo ultimo término es cero, ya que también tenemos la sucesion exacta
ExtYy (Y, K{) — Ext} (Y, Ko) — Ext', (Y, K)),

con extremos cero para todo Y € ), pues por el dual del Lema K}, K € Y.
Repitiendo el procedimiento anterior, para 0 — K| — Ky — K[ — 0, se obtiene la
sucesion exacta
Eioon =Xy = Xg—= M =0,

con Hom 4(Y, §) aciclico, para todo Y € ), por el dual del Lema O

El siguiente resultado, se consigue dualizando el Lema [8.10, y es conocido como el Lema
de la Herradura.

Lema 8.11 (Lema de la Herradura). Sean (X,Y) un par de clases de objetos en una cate-
goria abeliana A, tal que X es cerrada bajo co-productos finitos, X C Y y Exth(é’(,y) = 0.
Consideremos una sucesion exacta 0 — M — M — M" — 0 en A, tal que

0 — Homyu(M",Y) — Homy(M,Y) — Homu(M',Y) — 0

es exacta para todo Y € Y. Si M' y M" admiten (X,Y)-coresoluciones propias a izquierda,
entonces también M admite una (X,Y)-coresolucion propia a izquierda.

El siguiente resultado extiende el resultado que aparece en [25], Ejercicio 2, p 169].

Proposicion 8.12. Sean (X,)) C A%, con X C YV, y f: M — M un morfismo en A.
Consideremos el diagrama

n:0 M X0 X! X?
|

7:0 M X0 X! X2
donde n es una (X,y)—coresolucz’én propia a izquierda de M, y el renglon inferior 1) es una
X -coresolucion de M. Entonces, f: M — M induce un morfismo de cadenas f : My — M,
M, : 0 X0 X! X2

N

M,:0 X0 X! X?

con la propiedad de que el siguiente cuadrado

M— X"

yo

M—— X
conmuta. Ademds, el morfismo de cadena inducido f : My — M, estd univocamente determi-
nado salvo homotopias.
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Demostracion. (i) Veamos que existe la cadena de complejos f : M, — M,.
Por inducciéon. Para n = 0, dado que

HomA(d*I,X’O) : HomA(XO,XO) — Hom 4 (M, XO)

es epi, pues el renglon superior es una (X,))-coresolucion propia y X% e X C ). Para
d~'f € Hom4(M, X9), existe fO € Hom4(X°, X°) tal que f°d~! = d~'f.

Para el paso de induccién, supongamos que tenemos los morfismos f*~! y f", vamos a ver
que existe el morfismo f"*!, para esto consideremos el siguiente diagrama

ar Xn+1
-t Ker(d") r Ker(d")
Xn—l dr1 Xn dn Xn—i—l

donde el primer cuadro conmuta y los morfismos #; y m;+1 son los morfismos canénicos que
factorizan a cada d’, para todo j € N. Observemos que tenemos las siguientes igualdades:

Cznfninﬂ-nfl _ Canndnfl _ Jndnflfnfl
=0

= 0m

Como 7,_; es cancelable por la derecha, tenemos que d" J" anula a i,; pero Coker(i,) =
Ker(d"™1), por lo que existe un morfismo p,, : Ker(d"™) — X"*1 tal que PnTn = d" fT.
Dado que 7 es una (X, Y)-corresolucion propia a izquierda, tenemos para Xtlexcy que

Hom 4 (11, X" ™) : Hom 4 (X", X"*1) — Hom4(Ker(d™ ™), X" +1)

es un epimorfismo. Esto implica que, para p, € Hom4(Ker(d"™), X"1), existe un morfis-
mo f" € Hom, (X", X"t tal que f" i1 = pn. Asi, tenemos la siguiente cadena de
igualdades:

fn+1dn = fn+1(in+17rn) = PnTn = dnfn,
Lo cual termina con la induccion.
(ii) Veamos que el morfismo de cadenas, construido en (i), es tinico hasta homotopfa.
Sea h : M, — M, otro morfismo de cadenas, tal que el siguiente cuadrado conmuta

M—— XV

e

M——> X0
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Consideremos el siguiente diagrama

0 M—4 d! X2
f ho er(d") e Ker(d?)
0 M _ X! . X2
d_1 dl

Como (f° —h0)d~' = fod~' — hd~' = d°f — df y Coker(d") = Ker(d'), existe un morfismo
@1 : Ker(d') — X tal que f° — h° = @ my. Dado que 7 es una (X, Y)-coresolucion propia a
izquierda y X0 € X C ), aplicando el funtor Hom 4(—, X°) en iy : Ker(d') — X!, obtenemos
el siguiente epimorfismo

Hom 4 (i1, X°) : Hom4 (X, X°) — Hom 4 (Ker(d'), X°).

Por ser ¢; € Hom 4 (Ker(d'), X0), existe s' € Hom4 (X', X9) tal que s'i; = .
Asi, al definir s° : X° — M como el morfismo cero, obtenemos

d "+ s'd° =0+ Sl(iﬂo) = (81i1)7T0 = 17Ty = fo -

Supongamos ahora que hemos construido una familia de morfismos {s* : X* — Xk=1}n_ |
tales que f* — hk = s*T1dk 4 d*~1s* para todo k € {1,...,n — 1}. Consideremos el siguiente
diagrama

Xn+1

re Ker(d")

Xn—l—l

Observemos que se tiene la siguiente cadena de igualdades
(fn B N Jn—lsn)dn—l _ (fn . hn)dn—l _ (Jn—lsn)dn—l
— (fn n) A" d’nfl(fnfl — prl d’anSnfl)
_ (fn . hn)d _ Jn—l(fn—l . hn—l) _ dn—l(dn—QSn—l) — 0.

Dado que d"~! = i,m,_;, tenemos (f* —h" — d"~*s")i, = 0, pero Coker(i,) = Ker(d"!). Por
lo tanto, existe @, 1 : Ker(d"™!) — X™ tal que Qn 17Ty = f*— h" —d*lsm
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Sabemos que 7 es una X-coresolucion propia. Por lo que aplicando el funtor Hom 4(—, X™),
para i, : Ker(d"™) — X! obtenemos el siguiente epimorfismo

Hom 4 (in41, X™) : Hom4 (X", X™) — Hom 4 (Ker(d" ™), X™).

Dado que ¢,41 € Hom 4 (Ker(d"t1), X™), existe s"*! € Hom4(X™*', X") tal que 5" i,y =
Ona1- As
Jn—lsn + Sn+1dn _ 6in—lsn + Sn+1(in+1ﬂ-n)
= 4" 's" + <90n+1)7rn
_ d’nflsn + fn — B — d~n718n

De modo que el levantamiento f de f es tnico hasta homotopia. O
Dualizando la Proposicion [8.12] se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 8.13. Sean (Y, X) C A%, con X C Y, yg: M — M un morfismo en A.
Consideremos el diagrama

ni-- X2 X1 Xo ]\\r 0

77 XQ Xl XO M 07

donde 1 es una X -resolucion de M, y el renglon inferior  es una (Y, X)-resolucion propia a
derecha de M. Entonces g : M — M induce un morfismo de cadenas g : My — M,

My:--- X2 X1 XO 0
l92 lgl lgo
M, L XQ Xl XO 0,

con la propiedad de que el siguiente cuadrado
X(] — M
.l
X(] —_— M
conmuta. Ademds, el morfismo de cadena inducido g : My — M, estd univocamente determi-

nado salvo homotopias.

Para enunciar el siguiente resultado, necesitamos la construccién de un objeto especial,
denominado el cono de un morfismo. Para mayores detalles sugerimos [26], Seccion 2.4].
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Definicion 8.14. Sea A una categoria abeliana. Consideremos los complejos C,D € Ch(A)
y f: C— D un morfismo de complejos, a saber;

d$y ds§ d$_,
c:--- CYn«H - Cn Cnfl Cn72 -
lfn«kl jfn lfnl l/an
Ry db dy_y
D:--. Dn+1 Dn Dn—l Dn—2_>"'

Entonces, el cono de f es el complejo denotado por C(f), tal que C(f), == D, & Cp_1 y

ey _ (47 fa
donde dy,"’ = ( 0 —d,?_l > .

Siguiendo la Definicion anterior, también necesitaremos la siguiente Proposicion (ver [26],
Proposicion 2.4.2 y Definicion 1.1.6] para mayores detalles).

Proposicion 8.15. Un morfismo f: C— D en Ch(A) es un casi-isomorfismo si, y solo si,
C(f) es un complejo aciclico.

El resultado que sigue es una extension del presentado por Z. Huang en [52, Teorema 1.2
y Teorema 1.3, cuya idea principal tiene lugar en la prueba de [47, Teorema 2.5|. Enunciamos
esto como sigue.

Teorema 8.16. Sean A una categoria abeliana, (X,)) C A2, con X cerrado por coproductos
finitos, X C Y, Ext4(X,Y)=0y0— M — M — M” — 0 una sucesion exacta donde M
y M" admiten una (X,Y)-coresolucion propia a izquierda. Entonces, M' admite una (X,))-
coresolucion propia a izquierda.

Demostracion. Por hipotesis, tenemos las siguientes (X, )))-coresoluciones propias a izquierda
N:0-M-X'5X' X2 y " 0 M X" 5 X" 5 X

Del morfismo M — M” |y por la Proposicién[8.12] obtenemos un morfismo de cadenas n — 7",
Denotemos por C al cono del morfismo n — 7”. Dado que 1 y 1" son complejos aciclicos,
tenemos que el morfismo n — 1 es un casi-ismomorfismo; y usando la Proposicion [8.15]
tenemos que C es un complejo aciclico. Ahora, para Y € ), Homy(C,Y) es isomorfo (en
realidad a un corrimiento) al cono del morfismo Hom4(n”,Y) — Homu(n,Y), el cual es un
casi-isomorfismo, ya que tanto Hom 4(n”,Y") como Hom 4(7, Y') son aciclicos para todo Y € Y;
asi Hom4(C,Y") es también aciclico para todo Y € ). Observemos que tenemos la siguiente
sucesion exacta de complejos
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|

0—= X" X! — X" X! 0 0
1

0 X0 M" @ XO M" 0
|

0 M’ M M 0
1
0 0 0
| | |

0 7 C D 0

Aseguramos que la primera columna, es decir 7', es una (X, ))-coresolucion propia a izquierda
de M'. Como C y D son exactos, la sucesion larga para complejos [52, Seccion 2.3] muestra
que 71’ es exacta también. Como X es cerrado bajo co-productos finitos se sigue que 1’ es una
X-coresolucion de M’'. Para ver que es una (X', ))-coresolucion propia a izquierda, tomemos
Y € Yy apliquemos Hom 4(—, Y") al diagrama anterior, para obtener una sucesion exacta de
complejos

0 — Hom4(D,Y) — Homyu(C,Y) — Homu(n,Y) — 0,

cuya exactitud se debe a lo siguiente. Para el primer renglon
0 — Homyu(M",Y) — Homy(M,Y) — Homyu(M',Y) — 0,

la exactitud se cumple ya que, por hipotesis, M” admite una (X', ))-coresolucion propia a
izquierda, de modo que usando el Lema (b), obtenemos que M” € 11); mientras que
para el resto de los renglones, la exactitud es clara. Como ya hemos mencionado, el complejo
Hom4(C,Y) es exacto y evidentemente Hom4(D,Y') lo es también. Usando nuevamente la
sucesion larga para complejos, podemos ver que Hom 4(7',Y') es un complejo exacto también.
De donde 7 es una (X, ))-coresolucion propia a izquierda para M’. O]

Observacion 8.17. Como se puede notar, del Teorema al tomar el par (w,)) y aplicar
el Teorema obtenemos que la clase WGP, y) es cerrada por nicleos de epimorfismos,
mientras que del Lema de la Herradura (Lema se obtiene que WGP, y) es cerrada bajo
extensiones. Aunque se tiene bdsicamente el mismo resultado, es importante senalar que se
han obtenido a partir de otras técnicas, muy distintas a las usadas en la prueba del Teorema

672
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8.3. El funtor Fzi-derivado Gorenstein.

En esta seccion, presentamos el funtor Gorenstein derivado. Hacemos esto, basando-
nos en [48], aunque seguiremos el estilo de [55], Seccion 5|, de acuerdo a nuestra terminologia
y notacion.

Para un par (X,Y) C A? consideremos a la clase ResRu(GP(xy)) consistente de los
objetos M € A que poseen una GP(x y)-resolucion propia a derecha [| digamos X4(M) — M.
Usando éste complejo, podemos definir de la manera usual (para mas detalles vea [60, Capitulo
VII, Seccién 7]), el funtor derivado Extzgp(xﬁy)(—, N') : ResR4(GP(x,y)) — Ab, [| para cada
N' € A fijo. De manera dual, definimos a la clase CoresL4(GZx,y)) que consiste de los
objetos N € A que poseen una GZx y)-coresolucion propia a izquierda, digamos N — X*(N),
mediante el cual podemos definir el funtor derivado Ext"gz(x’y)(M ', =) : CoresL4(GZ(xy)) —
Ab, para cada M’ € A fijo. La intension principal, en lo que sigue, es la de definir un funtor

GEXt?X,)/)(_v —) . RGSRA(Q,P(XQ;)) X CoresLA(QI(Xy)) — Ab,

para lo cual usamos el criterio dado por H. Holm en [48, Teorema 2.6]. Escribimos a conti-
nuacion la version de éste criterio, que se adapta a nuestra terminologia y notaciéon. Cabe
mencionar que éste también aparece en [55, Teorema 5.4].

Teorema 8.18. [/8, Teorema 2.6/ Sean F C F y G C G clases de objetos en la categoria
abeliana A, que satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Cualquier M € F admite una F-resolucion propia a derecha my = Fo(M) — M,
que también es una (F,G)-resolucion propia a izquierda, es decir, tal que el complejo
Hom 4(n, G) es aciclico, para todo G € G.

(b) Cualquier N € G admite una G-coresolucion propia a izquierda Oy = N — G*(N),
que también es una (F,G)-coresolucion propia a derecha, es decir, tal que el complejo
Hom(F,0y) es aciclico, para todo F € F.

Entonces, para todo i > 1, tenemos el siguiente isomorfismo funtorial
Ext’=(M, N) ~ Extg(M, N,)
para todo M €e F y N € G.

Basados en éste resultado, dado un parN(X , V) C A% es suﬁciente~ mostrar que se satisfacen
las condiciones (a) y (b) para las clases F := ResR4(GP(xy)) v G := CoresL4(GZx ), ¥
asf poder hablar del funtor GExt{'y . Advierta el lector que hasta el momento no hemos

Len el sentido de la Definicién y Definicién
2donde Ab denota a la categoria de grupos abelianos




8. Apéndice: Algunas herramientas homolégicas 151

impuesto condiciones sobre el par (X',)). En lo que sigue, veremos cuales son las condiciones
suficientes sobre el par (X,)) para que las clases ResR4(GP(x,y)) v CoresL4(GZx,y)) sean
no vacias y tengan las propiedades que hagan posible cumplir las condiciones (a) y (b) del
Teorema . Empezamos analizando las condiciones sobre el par (X,)) con la siguiente
observacion

Observacion 8.19. Sean (X,)) C A2, con idy()) = 0. Entonces los siguientes enunciados
son cuiertos.

(a) Para todo L € A se cumple que Pdgzwy)(L) < resdimy (L).

(b) Para todo L € A se cumple que Pz, . y)(L) < resdimy(L).

Demostracion. (a) Sean L € Ay G € GZ(xy). Probaremos que Ext’,(L,G) = 0 para todo
j > resdimy(L). Procederemos por induccion sobre resdimy(L). Si resdimy (L) = oo, el
enunciado se cumple trivialmente. Supongamos que resdimy (L) < o0. 81 L € X, por el dual
del Corolario m (b), se cumple que X+ D GZ(y ). Por lo que Ext'y(L,G) = 0 para todo
1> 0.

Supongamos ahora que m := resdimy (L) > 0y que para todo K € X", con resdimy(K) < m,
se cumple que Ext’, (K, G) = 0 para todo j > m. Sabemos que existe una sucesion exacta

0—-X,— - —=>X1—>Xg—~L—0, conX; € X,
que se descompone en sucesiones exactas cortas. De las cuales, en particular, A : 0 — Ky —
Xo — L — 0 cumple que resdimy(Ky) < m. Apliquemos Hom 4(—, G) a la sucesion exacta

A, para obtener

0 = Ext’,(Xo, G) — Ext), (Ko, G) — Ext/; " (L, G) — Ext/}" (Xo,G) =0,

donde los extremos son cero para todo j > 0, pues GZ(xy) C X+, Asi que EX’CQ(KO, G) =
Extf4+1(L, () para todo j > 0. En particular
0 = BExt/,(Ky, G) = Ext)} ' (L, G) para todo j > m > resdimy(Kp).
Por lo tanto Extf:‘(L, G) = 0 para todo j' := j + 1 > m = resdimx(L).
(b) Se sigue del inciso (a) y el dual de la Proposicion [6.16] (a). O

Tenemos aqui otro interesante resultado.

Proposicién 8.20. Sea (X,Y) C A? tal que idy(Y) = 0 y ExtY(X",Y) = 0. Entonces
ider () = 0.
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Demostracion. En efecto, sea M € X”. Procederemos por induccion sobre n := resdimy (M).
Si n = 0 es inmediato, pues idy()) = 0. Supongamos que n > 0 y que, para todo N € X"
con resdimy (N) < n, se cumple que Ext)(N,Y) = 0, para todo Y € Y y i > 0. Sabemos que
existe una sucesion exacta

0—-X,—» - —>Xi—=Xo—>M—0 con X, X,

de la cual tomamos la sucesion exacta corta n : 0 - K — Xy — M — 0. Aplicando
Hom,(—,Y) an, con Y € Y, obtenemos la sucesion exacta

Ext’y(Xo,Y) — Ext)y(K,Y) — Ext{"(M,Y) — Ext’{"(Xo,Y),V i > 0.

Donde los extremos son cero ya que idx(Y) = 0. Dado que resdimy(K) < n, obtenemos
por hipétesis de induccion Ext’y(K,Y) = 0 para todo i > 0, por lo tanto Ext’{"(M,Y) =0
para todo ¢ > 0. Dado que Exth(XA,y) = 0, obtenemos M € *+=)) lo cual implica que
ider (V) = 0. O

Aqui es donde empiezan a aparecer los objetos Gorenstein relativos. Para el resultado que
sigue, tenemos la condicion Extp(X”,)) = 0, que en la teoria de médulos Gorenstein sobre
un anillo general R, corresponde (sobre la clase de modulos Gorenstein inyectivos como es
el caso) a la condicién Ext!'(Inj(R)",Inj(R)) = 0, la cual resulta siempre cierta, puesto que
Mod(R) = +Inj(R). Veremos mas adelante, como tal condicién tiene una gran importancia
en los objetos Gorenstein relativos.

Proposicién 8.21. Sean (X,Y) C A? tal que idx(Y) = 0. Si Ext) (X", V) = 0. Entonces
los siguientes enunciados son ciertos.

(a) Exty(L,G) =0 para todo L € X", G € GL(x3)(A), i > 0.
(b) Ext4(L,G) =0 para todo L € X", G € WGZ xy)(A), i > 0.
Demostracion. (a) Sean L € X"y G € GZ(x y). Sabemos que existe un complejo aciclico
Yo=Y Y=Yl Yt

con Y;,Y' € Y, para todo t > 0, tal que Hom4(X,n) es aciclico, para todo X € X, con
Ker(YY — Y1) 2 G. La cual se descompone en sucesiones exactas cortas 7; : 0 — Gy —
Y, — G; — 0 (donde Gy = G) para t > 0. Aplicando Homy4 (L, —) a ; obtenemos la sucesion
exacta

Exty(L,Y:) — Ext’y (L, Gy) — Ext'{ (L, Gi11) — Ext'I (L, V),

para todo i > 0 y ¢t > 0. Por la Proposicion [8.20] se tiene que

ExtY(L,Y;) = 0 = Ext’{'(L,Y;), para todoi >0yt > 0.
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Lo anterior implica que Exty(L, G;) & Ext’J'(L, Gyy1), para todo i > 0y t > 0. Asi, para
t = 0 y de manera recursiva obtenemos que

Ext’y (L, Go) & Extfjj(ll, G,), para todo j,i > 0.

Usando la Observacién (a), sabemos que Ext’” (L, G;) = 0 para todo i+ > resdim(L).
Por lo que obtenemos Ext’, (L, Gy) = 0 para todo i > 0.

(b) Se sigue de la demostracion del inciso (a), solamente usando la Observacion en su
inciso (b) en lugar del inciso (a). O

Estamos casi listos para alcanzar el resultado principal, pero antes necesitamos la siguiente
Proposicion.

Proposicién 8.22. Sea (X,Y) C A% un par GP-admisible, con Exty(X",Y) =0 y w :=
X NY. Entonces, Ext'y(GP(y y),w) = 0, para todo i > 0.

Demostracion. Tomemos M € QP?XQ;) yW € w. Sea 0 — Wy — Go — M — 0 la sucesion
exacta corta proporcionada por el Teorema (a), es decir, con Gy € GP(xy) ¥ Wo € Qp(l X))
tal que resdim,, (W) < Gpdy y)(M) — 1.

Por el Corolario , sabemos que w es un cogenerador relativo en GP(x y). Por lo que existe
una sucesion exacta 0 — Go — L — G — 0, con L € wy G € GP(x,y). Del Lema de la
Serpiente, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0——Wy——L——=P—=0
Gy—0,
0 0

Tengamos en cuenta varias cosas: Primero observemos que
resdim,, (P) < resdim,, (Wp) + 1 < Gpdx 3 (M) < oo,

pues L € w, es decir, P € w". Mas aun, dado que w” C X", obtenemos que P € X".
Por otro lado, notemos que w € GZ v y), pues la hipotesis de que ) sea cerrado por copro-
ductos finitos implica que 0 € ).
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Ahora, para el W € w del inicio, aplicamos Hom 4(—, W) a la sucesiéon exacta 0 - M — P —
G — 0 para obtener la sucesion exacta

Exty(P,W) — Ext'y (M, W) — Ext’{ (G, W) — Ext'S'(P,W) con i > 1,

donde los extremos son cero para todo ¢ > 0, por la Proposml(’)n B.21] yaque Pe XNy W €
GZ(x.y). De donde obtenemos que Ext’ (M, W) = Ext’{'(Gf, W) para todo i > 1. Finalmente
observemos que Ext’(Gj, W) = 0 pues GPxy) C *w. Por lo tanto Ext’ (M, W) = 0, para
todo 7 > 0. O

Para el siguiente resultado, necesitamos antes recordar algunos hechos referentes a objetos
Gorenstein relativos. Consideremos un par (X,)) C A? GP-admisible. Puesto que X es
cerrado por coproductos finitos, sabemos que 0 € X’; y de este modo X C GP(x y). Luego,
se sigue que X" C QP( x,), lo cual garantiza que la clase 973( x,y) €s no vacia. Basados
en esto y usando el Teorema repetldamente podemos ver que para todo C € QP( x.y)

se tiene una resolucion finita C 0 =G = - > G = Gy — C = 0, por obJetos
Gorenstein proyectivos G; Vi € {0, 1, ..., t}, la cual se compone por sucesiones exactas cortas
0 K, > G, » K,_y > 0parai€ {(),1,..., — 1}, donde K; := G,y K1 := C, con la

propiedad de que cada nicleo K; € GP# (xy) Vi€ {0,1,...,t}. Esta ultima propiedad implica,
por el dual del Lema [6.12) “ que el compleJO Hom (G, C, ) es aciclico para todo G' € GP(x ).
De aqui se desprende que 977 (xy) € ResR4(GP(xy)). Mas aun, toma sentido el siguiente
resultado, el cual es una generalizacion de [48, Lema 3.4].

Proposicion 8.23. Sea (X,)) C A% un par GP-admisible tal que Extl (X", V) = 0. Conside-
remos w :=X NY y para M € QP(AX,y) sea My :+-+— Gy — Gy — M — 0 la GP-resolucion
propia a derecha de M (i.e. tal que Hom4(G, M,) es aciclico para todo G € GP(xy)). Enton-
ces M, también es una (GP(x,y), WGL x.))-resolucion propia a izquierda de M (esto es, que
Hom 4 (M,, H) es aciclico para todo H € WGT (x ).

Demostracion. Como M, se descompone en sucesiones exactas cortas. Es suficiente mostrar
que HomA(n, H) es exacta para todo H € WGZI(x.) y para toda sucesién exacta corta

n:0— K—G"M — 0, donde G — M es una GP(x y)-precubierta de M € GPlxy)
con resdim,, (K) < 0.

Necesitamos probar la exactitud de Hom 4(G, H) AN Hom (K, H) — 0. Para esto, sea « :
K — H. Deseamos hallar p : G — H tal que pi = a. Sabemos que existe una sucesién exacta

v:0—>H - E-2H—-0,donde EcwyH € WGT x.) Aplicando Hom (K, —) a v
obtenemos la sucesién exacta
Hom (K, E) 2% Homy (K, H) — Ext' (K, H') = 0,

donde K € w" C X"y H' € WGZ x . Asi, dado que el par (X,w) cumple las condiciones de
la Proposicion [8.21] concluimos que el dltimo término es cero. Por lo tanto, existe € : K — E
tal que ge = a.. Luego, aplicando Homy4(—, E') a 7 obtenemos la sucesion exacta

Hom (G, E) —— Homu(K, E) — Exty(M, E),
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donde el altimo término es cero por la Proposicion pues M € GP(y )y E € w. Por lo
que existe € € Hom4(G, ) tal que & = e. Ahora observemos que tenemos la siguiente cadena
de igualdades (gé)i = g(€i) = ge = a, asi p := gé : G — H es el morfismo buscado. O

Enunciamos aqui la version dual del resultado anterior.

Proposicién 8.24. Sea (X,Y) C A? un par GI-admisible tal que Ext! (X, V") = 0. Conside-
remos w := XNY. Para M & QI(VXJ,) sea M®*:0— M — G°— G' — --- la GZ-coresolucion
propia a izquierda de M (i.e. tal que Hom4(M*®, G) es aciclico para todo G € GL(xy)). En-
tonces M*® es también una (WGP (), GLx,y))-coresolucion propia a derecha (esto es, que
Homy(H, M*) es aciclico para todo H € WGP ,,y)).

Para el siguiente resultado usamos fuertemente el Teoremam (asi como su dual), a saber,
que para un par GP-admisible (X,)) y w:= X' N Y se da la igualdad WGP, y) = GP(xy).

Teorema 8.25. Consideremos (X,Y) C A? un par GI-admisible y GP-admisible, tal que
Exty (X,)Y) = 0 = Extl (X", ).

Entonces, para todos M, N € A con Gpdy (M) < oo y Gidx y)(N) < oo, tenemos el
1somorfismo
Extlp (M, N) = Extly (M, N),

el cual es funtorial en ambas variables.

Demostracion. Podemos ver que a partir de la igualdad WGP, y) = GP(x,y) v su dual, las
condiciones del Teorema [8.18] se satisfacen gracias a la Proposicion .23 y la Proposicion
3. 241 O]

Por el resultado anterior toma sentido la siguiente definicion.

Definicién 8.26. Sean (X,)) un par GP-admisible y GI-admisible tal que Extl (X, YY) =
0= Exty(X",Y) y M,N € A con Gpdy y) (M) < 0o y Gid(x,y)(N) < 0o. Entonces escribi-
mos

Para el isomorfismo que se obtiene en el Teorema[8.25,
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