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pero lo logramos. Más que agradecerles, quiero dedicarles este trabajo a Paco y a Emilio, por los momentos
compartidos en esta etapa, porque interactuar con ellos siempre fue gratificante y reconfortante.

A Octavio, a este punto pequeño en el cosmos por haber decidido acompañarme una vez más en un proyecto
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Introducción

“Let’s ask Bargmann!”
− JOHN R. KLAUDER

El propósito de este trabajo es estudiar las distintas representaciones que se tienen para la Transformada de
Segal-Bargmann tanto en sus aspectos analı́ticos como en sus aspectos geométricos y sus relaciones. Analiza-
remos la obtención de la Transformada de Segal-Bargmann desde el punto de vista analı́tico, pasando por las
ideas concebidas por Bargmann [1]; hasta el punto de vista geométrico utilizando el programa de cuantización
geométrica descrito en [3], [4] y [6] .

El objeto de estudio de este trabajo, la Transformada de Segal-Bargmann, tiene relevancia en la mecánica
cuántica porque da una representación de la mecánica cuántica en términos de un espacio de Hilbert de funcio-
nes analı́ticas ası́ como operadores actuando en ellos. De hecho, presentaremos las tres representaciones que
se tienen para la transformación, la introducida por V. Bargmann a la cual llamaremos forma clásica, la forma
dada en términos del estado base y por último la detallada por B. Hall y que llamaremos forma invariante. Es
remarcable también que en el caso de su forma invariante, dicho mapeo unitario está dado en términos de una
convolución con el núcleo de la ecuación del calor. Otro aspecto que hay que considerar y resaltar en el caso de
la representación clásica de la Transformada de Segal-Bargmann, es que podemos relacionarla con una trans-
formación canónica tal y como se muestra en [8]. Como dato interesante, podemos destacar que justo la función
generadora de dicha transformación canónica aparece en el argumento del núcleo integral de la transformación
unitaria, esto para la forma clásica de la Transformada.

El documento se presenta con la siguiente estructura. La primera parte es dedicada a definir los espacios
con los cuales vamos a estar trabajando y algunas de las propiedades que éstos poseen. En la segunda par-
te se muestra la obtención del espacio de funciones holomorfas de Segal-Bargmann y de la Transformada de
Segal-Bargmann, según la concepción de Bargmann. Luego se hace una breve descripción de los elementos
a relacionar en la última parte; elementos de la mecánica clásica y elementos de la mecánica cuántica. En la
última parte describimos el programa de cuantización geométrica, primero de manera intuitiva para el caso de
Rn y después de manera formal para variedades en general obteniendo el anterior como un caso particular. Esto
también incluyendo la corrección con semi-formas, ası́ como los mapeos de apareamiento.



Introducción II

En el primer capı́tulo, basándonos en [2], presentamos un preámbulo de los conceptos, los objetos con los
cuales estaremos trabajando, las propiedades que estos poseen y que nos serán de utilidad en el resto del texto.
No está por demás mencionar que las herramientas que se utilizan en esta parte son resultados representativos
de la variable compleja; mencionando algunos tenemos, resultados sobre funciones holomorfas, su represen-
tación en series de potencias, convergencia de funciones analı́ticas, la fórmula integral de Cauchy, el Teorema
de Morera, entre otros. También hacemos uso de los resultados propios de la teorı́a de la medida e integración.
Aplicamos la teorı́a de los espacios de Hilbert, espacios de Hilbert con núcleo reproductor y mapeos unitarios.
En concreto, partiremos de la definición de espacios de funciones holomorfas de cuadrado integrable con algu-
na densidad. Definiremos lo qué es el núcleo reproductor, algunas de sus propiedades ası́ como obtenerlo dada
alguna base ortonormal para el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable. Casi para terminar esta
parte, mencionamos algunos ejemplos de espacios de funciones holomorfas de cuadrado integrable con ciertos
pesos: los espacios de Bergman y los espacios de Segal1-Bargmann2, estos últimos serán nuestro objeto de
estudio. Finalmente, definimos el concepto de equivalencia holomorfa esclareciendo dicho concepto mediante
un ejemplo.

Figura 1: Irving E. Segal Figura 2: Valentine Bargmann

En el segundo capı́tulo, obtenemos por primera vez tanto el espacio como la Transformada de Segal-
Bargmann. Comenzamos definiendo los operadores de posición y momento, para luego exponer las relaciones
de conmutación canónicas (R.C.C.) que estos satisfacen. Luego, definimos a los operadores de aniquilación y
creación en términos de los operadores de posición y momento, y reescribimos las R. C. C. para estos opera-
dores. Puesto que los operadores de posición y momento son operadores densamente definidos en el espacio
de funciones de cuadrado integrable y no acotados, consideraremos a sus operadores exponenciados para evitar
problemas de acotabilidad y continuidad en el dominio. Necesitamos tener esta última condición, pues aunado a
cierta condición de irreducibilad, podemos hacer uso del Teorema de Stone-von Neumann. Dados dos espacios
de Hilbert donde en ambos se tiene una representación irreducible de las R. C. C., dicho teorema garantiza la
existencia de un operador unitario (salvo un factor constante de módulo 1) entre ambos espacios. Adicionalmen-
te, este mapeo unitario relaciona los operadores de creación y aniquilación definidos en los espacios de Hilbert
mediante conjugación. En efecto, en nuestra situación de interés es el Teorema de Stone-von Neumann el que

1Irving E. Segal [1918-1998] Matemático americano. Conocido por sus desarrollos en mecánica cuántica, análisis funcional y
análisis armónico. Fue galardonado con el Premio Humboldt (1981), ganó tres becas Guggenheim (1947, 1951, 1967). Fue elegido para
la Academia Nacional de Ciencias (1973).

2Valentine Bargmann [1908-1989] Matemático y fı́sico teórico aleman. Trabajó como asistente de Albert Einstein en el Instituto de
Estudios Avanzados (Institute for Advanced Study) en Princeton. Fue miembro de la Academia Nacional de Ciencias. Fue galardonado
con las medallas Wigner (1979) y Max Planck (1988), ambas por sus contribuciones a la teorı́a de grupos en fı́sica cuántica.
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nos garantiza la existencia del mapeo unitario entre el espacio de Segal-Bargmann y el espacio L2(Rn, dx),
dicho mapeo es la Transformada de Segal-Bargmann. Sin embargo, antes de presentar como tal a dicho ope-
rador unitario, describimos cuál fue el proceso que se siguió para la obtención del operador. De hecho en esta
parte, luego de notar la observación de Fock (1928), seguiremos las ideas concebidas por Bargmann (1960)
para obtener el espacio de funciones holomorfas que lleva su nombre. Concluimos esta sección exhibiendo la
Transformada de Segal-Bargmann en sus distintas representaciones: en su forma clásica, en la forma asociada
con la transformación de estado base y finalmente en su forma invariante.

En el siguiente capı́tulo, tratamos temas de mecánica clásica y mecánica cuántica. Empezamos por recordar
el formalismo Hamiltoniano en el espacio euclidiano, pasando luego a describir los conceptos de la mecánica
clásica en términos de variedades, definiendo también el concepto de transformaciones canónicas y funciones
generadoras. Ası́ como lo hicimos para el caso clásico, describiremos también algunos de los elementos de
la mecánica cuántica. Como se describirá en el texto, por cuantización entenderemos un procedimiento que
nos indica cómo relacionar elementos del esquema clásico con elementos del esquema cuántico, sin llegar a dar
equivalencias entre estos. De hecho, el motivo de introducir esta pequeña sección sobre elementos de mecánica,
es justamente el de entender cuáles son los elementos que buscamos relacionar con el programa de cuantización
geométrica que se utilizará luego para obtener la Transformada de Segal-Bargmann. Finalizamos esta parte con
algunos ejemplos de transformaciones canónicas y funciones generadoras.

En la última parte del documento nos ocuparemos justamente de desarrollar el programa de cuantización
geométrica para obtener tanto el espacio como la Transformada de Segal-Bargmann, primero en el espacio eu-
clidiano R2n y posteriormente en variedades en general. Daremos comienzo a esta parte en el cuarto capı́tulo
citando el programa de cuantización propuesto por Dirac, el cual propone encontrar un mapeo que relacione
la clase de funciones en el espacio fase R2n con operadores en el espacio de Hilbert H de tal manera que se
satisfagan las siguientes propiedades: a funciones reales les corresponden operadores autoadjuntos, a la función
constante 1 se relaciona con el operador identidad, los paréntesis de Poisson de dos funciones se corresponden
con el conmutador de los operadores asociados a dichas funciones e irreducibilidad de ciertos operadores en el
espacio H. En nuestro desarrollo tratamos de aproximarnos lo más que podamos a este programa, pues es co-
nocido que el Teorema de Groenewold-van Hove nos garantiza que no existe un mapeo satisfaciendo todas las
propiedades mencionadas. Proponemos un mapeo al cual llamaremos mapeo precuántico definido en términos
de un potencial simpléctico y que satisface tres de las propiedades eludiendo la propiedad de irreducbilidad.
Vemos que el espacio de Hilbert que obtenemos es muy grande, por tanto se busca reducir nuestro espacio a
un espacio de Hilbert en el cual nuestros operadores actúen de manera irreducible. Para obtener un espacio de
Hilbert el cual podamos entender como la cuantización de R2n, necesitaremos restringirnos a un subespacio del
espacio de Hilbert obtenido incialmente. La idea entonces, es restringirse a la mitad de las 2n variables en R2n.
Después enunciamos las definiciones para subespacios de posiciones, de momentos y subespacio holomorfo,
definiciones que dependen de la elección de un potencial simpléctico. Acto seguido, obtenemos estos subes-
pacios para dos potenciales simplécticos distintos. Se ve entonces que podemos identificar a los subespacios
obtenidos con los espacios de Hilbert L2(Rn) y con los espacios de Segal-Bargmann con peso3 µ2~ y ν~. Por
último, mediante el mapeo de precuantización se obtienen los operadores correspondientes a las posiciones y a
los momentos definidos en el espacio fase.

Para finalizar esta parte del documento, en el útlimo capı́tulo presentamos formalmente el programa de
cuantización desarrollándolo para variedades en general. Recalquemos una vez más que el objetivo en este
capı́tulo será la obtención geométrica del espacio y de la Transformada de Segal-Bargmann. Para llegar a nues-
tro objetivo desarrollamos la teorı́a necesaria con el fin de poder hablar de mapeos de apareamiento, los cuales

3Ver la definición (1.2.2) y la igualdad (1.11) en el capı́tulo 1.
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permiten comparar el resultado de cuantizar con respecto de dos polarizaciones diferentes. En primera instan-
cia expondremos las definiciones de haz lineal sobre una variedad y secciones, definiendo también la derivada
covariante de secciones la cual queda determinada por un potencial simpléctico. Antes de hablar propiamente
de un programa de cuantización, como en el capı́tulo previo, se hablará primero de un espacio de Hilbert pre-
cuántico y de una precuantización, asimismo se verificarán algunas de las propiedades que debe satisfacer el
mapeo de precuantización. Posteriormente, introducimos el concepto de polarización de una variedad simplécti-
ca, como una subvariedad del espacio tangente complejificado a la variedad satisfaciendo las propiedades de
ser cerrado bajo el conmutador y de que la dimensión de la intersección de esta polarización con su complejo
conjugado sea constante. Pidiendo las respectivas condiciones, distinguimos entre polarizaciones puramente
reales, polarizaciones puramente complejas y polarizaciones de Kähler.

Para definir el espacio de Hilbert cuántico se incluye la definición de haz canónico de la polarización y
se da una relación de gran importancia entre las n-formas en el espacio de hojas de la polarización y las
n-formas del haz canónico mediante un mapeo cociente. Otra de las definiciones relevantes en esta parte es
la de raı́z cuadrada del haz canónico; entendemos por raı́z cuadrada a un haz lineal real de tal manera que
el producto tensorial consigo mismo es isomorfo al haz canónico. Con estos elementos pasamos a formar el
espacio de semiformas considerando las secciones polarizadas del producto tensorial del haz lineal precuántico
con cualquier raı́z cuadrada del haz canónico complejificado. Aunado a esto, definimos la norma de estas
secciones. Más aún, haciendo la completación con respecto a la norma del espacio de secciones polarizadas
con norma finita obtenemos el espacio de Hilbert de la semiforma. Lo anterior se define tanto en el caso en el
que tengamos una polarización real o una polarización de Kähler. Finalmente, para completar el programa de
cuantización, definimos la cuantización de observables.

Casi para concluir, mostramos el mapeo de apareamiento mediante el cual es posible obtener la Transfor-
mada de Segal-Bargmann en su forma clásica y en su representación invariante. Dadas las polarizaciones P y
P ′ mediante el procedimiento descrito anteriormente podemos encontrar los espacios de Hilbert de las semifor-
mas respectivos a cada polarización, digamosH1 yH2, en donde mediante el mapeo de apareamiento podemos
relacionar a estos espacios.

El mapeo de apareamiento que viene a relacionar los espacios de Hilbert de las semiformas es el dado por

ΛP,P ′ : H1 → H2

y es tal que cumple la siguiente propiedad

〈s1, s2〉P,P ′ = 〈ΛP,P ′s1, s2〉H2 .

El lado izquierdo de la igualdad es también un mapeo de apareamiento que se define previamente en la parte
correspondiente del texto que trata sobre mapeos de apareamiento, y el lado derecho es justo el producto interno
en el espacio de Hilbert de la semiformaH2, definido en la parte de espacios de Hilbert de semiformas.

Para concluir, ejemplificamos el procedimiento descrito para obtener la Transformada de Fourier mediante
mapeos de apareamiento. Y como resultados principales de esta parte del documento desarrollamos el proceso
para encontrar el mapeo de apareamiento que nos proporciona la Transformada de Segal-Bargmann. Como se
habı́a mencionado antes, se obtienen las transformadas clásica e invariante. Para ambas utilizamos las mismas
polarizaciones, la polarización vertical y una polarización de Kähler, considerando a nuestra variedad simplécti-
ca como el espacio R2n. Sabı́amos también que los haces canónicos y sus raı́ces cuadradas quedan determinados
por la polarización que consideramos. Para encontrar las secciones que conforman el espacio de Hilbert de las
semiformas, se necesita además considerar un potencial simpléctico, ası́ que en nuestro caso además de utili-
zar las polarizaciones mencionadas, utilizamos también dos potenciales simplécticos distintos para obtener las
distintas transformadas. En el caso particular de la obtención de la Transformada de Segal-Bargmann en su
forma clásica utilizamos la propiedad del núcleo reproductor, mientras que para obtener la representación de la
transformada en su forma invariante se uitliza el núcleo del calor.



CAPÍTULO 1

Preliminares

Empezaremos por mencionar algunos de los requerimientos para describir la transformada de Segal-Bargmann.
Básicamente, a lo largo de todo el texto estaremos utilizando recursos de la teorı́a de variable compleja y espa-
cios de funciones holomorfas y de espacios de Hilbert. Para el desarrollo de este capı́tulo hemos considerado la
referencia [2].

1.1. Espacios de funciones holomorfas

En las siguientes lı́neas haremos una reproducción de la sección 2 de [2], añadiendo a las demostraciones de
los teoremas enunciados algunos cálculos no desarrollados en dicha referencia. Consideremos U un conjunto
abierto no vacı́o en Cd. Sea L2(U,α) el espacio de funciones a valores complejos, de cuadrado integrable
respecto al peso α; para f, g ∈ L2(U,α), definimos su producto interno como

〈f, g〉 =

∫
U
f(z)g(z)α(z)dz,

en donde dz denota la medida de Lebesgue en Cd ∼= R2d. Sea H(U) el espacio de funciones holomorfas en
U , en donde entendemos que una función de varias variables complejas es holomorfa si es holomorfa en cada
variable con el resto fijas. Sea también α una función continua y estrictamente positiva en U.

Definición 1.1.1 Denotemos porHL2(U,α) al subespacio de L2(U,α) de funciones holomorfas con respecto
a la densidad (peso) α, es decir,

HL2(U,α) =

{
F ∈ H(U) :

∫
U
|F (z)|2α(z)dz <∞

}
.

Una de las propiedades más importantes de éstos espacios en particular es que la evaluación es continua,
ciertamente los espacios en los cuales están contenidos (los espacios L2) no tienen ésta propiedad. Esto queda
establecido en el siguiente teorema.
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Teorema 1.1.1 (Theorem 2.2, [2] ) 1. Evaluación continua. Para todo z ∈ U , existe una constante cz tal
que

|F (z)|2 ≤ cz‖F‖2L2(U,α), (1.1)

para todo F ∈ HL2(U,α).

2. Subespacio cerrado. HL2(U,α) es un subespacio cerrado de L2(U,α), y por lo tanto un espacio de
Hilbert.

Demostración:

1. Evaluación continua. Sean U y α como se ha definido anteriormente. Sea z ∈ U , consideremos también
el polidisco de radio r, con centro en z dado por Pr(z) = D1 ×D2 × · · · ×Dd, donde Dk es el disco en
C de radio r centrado en la componente zk de z,es decir,

Pr(z) = {v ∈ Cd : |vk − zk| < r, k = 1, 2, . . . , d},

donde z = (z1, z2, . . . , zd) con zk ∈ C, k = 1, . . . , d. Ahora como z ∈ U , escojamos r suficiente-
mente pequeño tal que Pr(z) ⊂ U , entonces tenemos la siguiente afirmación:

F (z) = (πr2)−d
∫
Pr(z)

F (v)dv. (1.2)

Primero vamos a probar el caso cuando d = 1.
Por hipótesis F es holomorfa, entonces podemos expandirla en una serie de Taylor en v = z,

F (v) =
∞∑
n=0

an(v − z)n = a0(v − z)0 +
∞∑
n=1

an(v − z)n = a0 · 1 +
∞∑
n=1

an(v − z)n,

en donde a0 = F (z); ésta serie converge uniformemente a F en el conjunto compacto Pr(z), entonces
evaluando la integral (1.2) tenemos

(πr2)−1

∫
Pr(z)

F (v)dv = (πr2)−1

∫
Pr(z)

[
F (z) +

∞∑
n=1

an(v − z)n
]
dv

= (πr2)−1

[∫
Pr(z)

F (z)dv +
∞∑
n=1

∫
Pr(z)

an(v − z)ndv

]

en la segunda igualdad simplemente se está sutituyendo F por su serie de Taylor, y en la tercera se
ha utilizado la linealidad de la integral y el hecho de que la serie es uniformemente convergente en
el compacto Pr(z) para poder intercambiar la sumatoria con la integral. Ahora, haciendo el siguiente
cambio de variable (v − z) = seiθ, con s ∈ [0, r] y θ ∈ [0, 2π], la última lı́nea obtenida viene a ser

(πr2)−1

[∫
Pr(z)

F (z)dv +
∞∑
n=1

an

∫ 2π

0

∫ r

0
sneiθndsdθ

]
= (πr2)−1

∫
Pr(z)

F (z)dv = F (z)

Por tanto, la igualdad (1.2) es cierta para d = 1.
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Veamos ahora el caso cuando d > 1. En este caso, recordando que el polidisco Pr(z) = D1×D2×· · ·×
Dd, donde Dk es el disco en C de radio r centrado en la componente zk de z, denotando también dλd co-
mo la medida de Lebesgue en Cd. Dado que dλd(Pr(z)) es finita, y por hipótesis F ∈ HL2(Pr(z), dλd),
se sigue entonces que F ∈ L1(Pr(z), dλd) y por tanto F es una función integrable en Pr(z). Ası́, pode-
mos aplicar el teorema de Fubini el cual nos permite calcular la integral del lado derecho de (1.2) como
una integral iterada de la siguiente manera

(πr2)−d
∫
Pr(z)

F (v)dλd(v) =

= (πr2)−d
∫
D2×D3×···×Dd

[∫
D1

F (v1, v2 . . . , vd)dλ1(v1)

]
dλd−1(v2, . . . , vd)

= (πr2)−(d−1)

∫
D2×D3×···×Dd

[
(πr2)−1

∫
D1

F (v1, , v2 . . . , vd)dλ1(v1)

]
dλd−1(v2, . . . , vd)

= (πr2)−(d−1)

∫
D2×D3×···×Dd

F (z1, v2 . . . , vd)dλd−1(v2, v3 . . . , vd)

...

= (πr2)−1

∫
Dd

F (z1, z2, . . . , vd)dλ1(vd)

= F (z1, z2, . . . , zd)

= F (z)

Ası́, queda establecida (1.2).

Ahora, reescribiendo (1.2) en términos del producto escalar

F (z) = (πr2)−d
∫
U
χPr(z)(v)

1

α(v)
F (v)α(v)dv

= (πr2)−d〈χPr(z)
1

α
, F 〉

donde χ es la función caracterı́stica de Pr(z). Entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que

|F (z)|2 ≤ (πr2)−2d‖χPr(z)
1

α
‖2‖F‖2. (1.3)

Luego, como Pr(z) ⊂ U y α es una función estrictamente positiva y continua en U , entonces alcanza
sus valores extremos en Pr(z), y por tanto 1

α es acotada en Pr(z). Entonces podemos definir cz =

(πr2)−d‖χPr(z)
1

α
‖2, con lo que (1.3) se convierte en

|F (z)|2 ≤ cz‖F‖2. (1.4)

2. Subespacio cerrado. Sea F ∈ HL2(U,α). Sea z ∈ U , dado que U es abierto podemos encontrar una
vecindad Vz = P2r(z) ⊂ U , en donde r > 0. Consideremos el polidisco Pr(z) el cual a su vez está
contenido en el polidisco P2r(z); entonces para cualquier v ∈ Pr(z), se cumple que Pr(v) ⊂ P2r(z).
Por otra parte, el inciso anterior garantiza la existencia de la constante cv tal que |F (v)|2 ≤ cv‖F‖2. De
hecho, tenemos la siguiente estimación,

cv = (πr2)−d‖χPr(v)
1

α
‖2 = (πr2)−d

∫
Pr(v)

∣∣∣∣ 1

α(w)

∣∣∣∣2 α(w)dw = (πr2)−d
∫
Pr(v)

1

|α(w)|
dw

≤ sup
w∈Pr(v)

1

|α(w)|
≤ sup

w∈P2r(z)

1

|α(w)|
.
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Entonces definamos Cz = sup
w∈P2r(z)

1

|α(w)|
. Ası́,

|F (v)|2 ≤ cv‖F‖2 ≤ Cz‖F‖2.

Ahora supongamos que tenemos una sucesión {Fn} ⊂ HL2(U,α) de Cauchy, y como L2(U,α) es
un espacio de Hilbert, existe F ∈ L2(U,α) tal que Fn → F en L2(U,α). Basta demostrar que F ∈
HL2(U,α). En particular tenemos que {Fn} es una sucesión de Cauchy en L2(U,α), y además

sup
v∈Vz
|Fn(v)− Fm(v)| ≤

√
Cz‖Fn − Fm‖L2(U,α) → 0,

cuando m,n → 0. Por tanto {Fn} converge uniformemente en un compacto de manera local a alguna
función lı́mite, la cual debe ser F . Luego, si el lı́mite en L2(U,α) y el lı́mite puntual existen, éstos deben
ser iguales casi en todas partes.

Entonces por el teorema de convergencia analı́tica, tenemos que el lı́mite uniforme localmente de funcio-
nes holomorfas es siempre holomorfo. Por tanto la función lı́mite F pertenece a HL2(U,α) y con esto
mostramos queHL2(U,α) es cerrado, y por tanto un espacio de Hilbert. �

Observación 1.1.1 Considerando el espacio de funcionesHL2(U,α) ⊂ L2(U,α) notamos que para cualquier
F ∈ HL2(U,α), la desigualdad (1.1) nos dice que la evaluación en cada punto z ∈ U es un funcional lineal
acotado y con esto el teorema de representación de Riesz implica que existe una única función φz enHL2(U,α)
tal que

F (z) = 〈φz, F 〉L2(U,α) (1.5)

=

∫
U
φz(w)F (w)α(w)dw, . (1.6)

Teorema 1.1.2 (Theorem 2.3, [2]) Núcleo Reproductor. Sea HL2(U,α) definido como en el teorema (1.1.1).
Entonces existe una función K(x,w), z, w ∈ U , con las siguientes propiedades:

1. K(z, w) es holomorfa en z y antiholomorfa en w, y satisface

K(w, z) = K(z, w).

2. Para cada z ∈ U fijo, K(z, w) es una función de cuadrado integrable respecto a la medida dα(w), con
dα(w) = α(w)dw. Para toda F ∈ HL2(U,α),

F (z) =

∫
U
K(z, w)F (w)α(w)dw.

3. Si F ∈ L2(U,α), y PF es la proyección ortogonal de F sobre el subespacio cerrado HL2(U,α).
Entonces

PF (z) =

∫
U
K(z, w)F (w)α(w)dw.

4. Para todo z, u ∈ U , ∫
U
K(z, w)K(w, u)α(w)dw = K(z, u).
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5. Para todo z ∈ U ,
|F (z)|2 ≤ K(z, z)‖F‖2,

y la constante K(z, z) es óptima en el sentido de que para cada z ∈ U existe una función Fz ∈
HL2(U,α) distinta de cero para la cual se cumple la igualdad.

6. Dado cualquier z ∈ U , si φz(·) ∈ HL2(U,α) satisface

F (z) =

∫
U
φz(w)F (w)α(w)dw

para todo F ∈ HL2(U,α), entonces φz(w) = K(z, w).

Demostración: De la primera parte del teorema anterior, tenemos que la evaluación en un punto z ∈ U es
un funcional lineal continuo en HL2(U,α). Luego, por la observación (1.1.1), éste funcional lineal puede ser
expresado únicamente como producto interno con algún φz enHL2(U,α), esto es

F (z) = 〈φz, F 〉L2(U,α) =

∫
U
φz(w)F (w)α(w)dw. (1.7)

Entonces definimos K(z, w) = φz(w). Ası́, por esta construcción la función K(z, w) satisface el punto 2 del
teorema y dado que φz(·) es holomorfa, entonces K(z, w) es holomorfa en w̄, es decir, es anti-holomorfa en w.

Ahora, aplicando (1.7) a φz tenemos

φz(w) = 〈φw, φz〉L2(U,α) = 〈φz, φw〉L2(U,α) = φw(z),

de aquı́ que K(z, w) = K(w, z), y por tanto hemos probado el punto 1.

Para el punto 3, tenemos dos casos.
Caso 1. F ∈ HL2(U,α). En este caso tenemos justo el punto 2 del teorema, y por tanto ya está probado.
Caso 2. F ∈ [HL2(U,α)]⊥. En este caso tenemos que∫

U
K(z, w)F (w)α(w)dw = 〈φz, F 〉 = 0,

pues φz ∈ HL2(U,α).
Ası́

∫
U K(z, w)F (w)α(w)dw es la identidad enHL2(U,α) y cero en [HL2(U,α)]⊥, y esto coincide con P .

El punto 4 es sólo una aplicación del punto 2 a la función holomorfa de cuadrado integrable K(w, u) donde
w es vista como variable y u como un parámetro, es decir,

K(z, u) =

∫
U
K(z, w)K(w, u)α(w)dw.

Para probar el punto 5 notamos que la evaluación en z es justo el producto interno con un elemento φz de
nuestro espacio de Hilbert. Ası́, como

‖φz‖2 = 〈φz, φz〉 = φz(z) = K(z, z),



Preliminares 6

usando (1.7) tenemos que

|F (z)|2 = |〈φz, F 〉|2 ≤ ‖φz‖2‖F‖2 = K(z, z)‖F‖2.

Para ver que K(z, z) es la constante óptima que buscamos en el punto 5, tomemos Fz = φz , |φz(z)|2 =
[K(z, z)]2 = ‖φz‖2‖φz‖2, dicha función es la que hace que la igualdad se cumpla en el punto 5 del teorema.

Por último, para el punto 6 notemos que si φz(·) está enHL2(U,α) y para cualquier funciónF ∈ HL2(U,α)
se satisface que

F (z) = 〈φz, F 〉,

entonces
〈φz, F 〉 = 〈K(z, ·), F 〉

implicando que
〈K(z, ·)− φz, F 〉 = 0, ∀F ∈ HL2(U,α).

Como K(z, ·) y φz están enHL2(U,α) podemos tomar

F = K(z, ·)− φz,

lo cual muestra que K(z, ·)− φz = 0. Y por tanto, φz(w) = K(z, w). �

Teorema 1.1.3 (Theorem 2.4, [2]) Sea {ej}j∈N una base ortonormal paraHL2(U,α). Entonces para cuales-
quiera z, w ∈ U ∑

j∈N
|ej(z)ej(w)| <∞

y
K(z, w) =

∑
j∈N

ej(z)ej(w).

Demostración:

Sea {ej}j∈N una base ortonormal paraHL2(U,α) y sean f , g ∈ HL2(U,α). Consideremos las sucesiones
{|〈f, ej〉|}j∈N y {|〈g, ej〉|}j∈N, por el Teorema de Parseval tenemos que

∑
j∈N
|〈f, ej〉|2 = ‖f‖2L2 ,

análogo para g,
∑

j∈N|〈g, ej〉|2 = ‖g‖2L2 . Por tanto las sucesiones{|〈f, ej〉|}j∈N y {|〈g, ej〉|}j∈N pertenecen
al espacio de sucesiones l2. Luego, por la desigualdad de Hölder, tenemos que la sucesión {|〈f, ej〉||〈g, ej〉|}j∈N ∈
l1 y también se cumple la desigualdad

‖|〈f, ej〉||〈ej , g〉|‖l1 ≤ ‖|〈f, ej〉|‖l2‖|〈ej , g〉|‖l2 = ‖f‖L2‖g‖L2 .

Es decir, tenemos que ∑
j∈N
|〈f, ej〉〈ej , g〉| ≤ ‖f‖L2‖g‖L2 .
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Luego, tomando f = φz y g = φw tenemos que 〈φz, ej〉 = ej(z) y 〈φw, ej〉 = ej(w) y por tanto∑
j∈N
|ej(z)ej(w)| ≤ ‖φz‖‖φw‖ <∞.

Ası́ la suma es absolutamente convergente para cada z y w.

Antes de encontrar la fórmula para el núcleo reproductor probaremos que las sumas parciales

sk(w) =

k∑
j=0

ej(z)ej(w) las cuales son elementos del subespacioHL2(U,α), convergen a la serie

S(w) =

∞∑
j=0

ej(z)ej(w) en L2(U,α). Entonces,

‖S − sk‖L2 = ‖
∞∑

j=k+1

ej(z)ej(w)‖L2 = ‖
∞∑

j=k+1

〈φz, ej〉ej‖L2 → 0 cuando k →∞.

Pasemos ahora a probar la fórmula que nos dice cómo encontrar el núcleo reproductor K. Sea F ∈
HL2(U,α), F es la suma de las proyecciones sobre los elementos de la base ortonormal {ej}. Entonces

F (z) = 〈φz, F 〉 =
∑
j∈N
〈φz, ej〉〈ej , F 〉

=
∑
j∈N

ej(z)

∫
U
ej(w)F (w)α(w)dw = ĺım

k→∞

k∑
j=0

ej(z)

∫
U
ej(w)F (w)α(w)dw

= ĺım
k→∞

∫
U

 k∑
j=0

ej(z)ej(w)

F (w)α(w)dw = ĺım
k→∞
〈sk, F 〉 = 〈 ĺım

k→∞
sk, F 〉 = 〈S, F 〉.

En la primera lı́nea hemos usado la propiedad básica de los φz’s y el teorema de Parseval. En la segunda,
usamos la propiedad básica de φz al evaluar 〈φz, ej〉 y haber escrito 〈ej , F 〉 como una integral, además de
escribir la serie como un lı́mite. En la tercera lı́nea hemos intercambiado la suma y la integral ya que la suma
es finita, también se pasa a considerar a ej(z) en el integrando, luego escribimos la integral como el producto
interno que representa y finalmente, ya que el producto interno en L2 es continuo, se ha intercambiado con el
lı́mite. Y por tanto hemos obtenido que

F (z) =

∫
U
S(w)F (w)α(w)dw.

Ası́, utilizando el punto 6 del teorema (1.1.2) concluimos que

K(z, w) = S(w) =
∑
j∈N

ej(z)ej(w)

como se querı́a probar. �

Observación 1.1.2 Cabe aclarar que en la mayorı́a de las ocasiones, ésta fórmula para el núcleo reproductor
no es especialmente útil pues usualmente no se puede encontrar una expresión explı́cita para alguna base
ortonormal, e incluso si pudieramos encontrar esa base, probablemente no podrı́amos calcular la suma. Sin
embargo, es importante mencionar cómo podrı́amos obtener el núcleo reproductor en algunos espacios de
funciones, pues éste juega un papel de gran relevancia en la teorı́a ya que justamente nos reproduce nuestro
espacio en cuestión.



Preliminares 8

1.2. Ejemplos

En las siguientes lı́neas mencionaremos un par de ejemplos de espacios de funciones holomorfas mostrando
también cómo aplicar la fórmula obtenida en el teorema (1.1.2) para calcular el núcleo reproductor de dichos
espacios. En esta parte, se representan los ejemplos de [2], sección 3, para ser más explı́citos las secciones 3.1
y 3.2.

1.2.1. Espacios de Bergman

Definición 1.2.1 Los espacios de Bergman con peso son los espacios de funciones holomorfas

HL2(D, (1− |z|2)a), a > −1,

en donde D denota al disco unitario complejo

D = {z ∈ C | |z| < 1}.

La restricción a > −1 nos indica en este caso que nuestro espacio no es el espacio nulo, ya que la medida
(1− |z|2)adz es finita si y sólo si a > −1, pues la integral

∫
D

(1− |z|2)adz =

∫ 2π

0

∫ 1

0
(1− r2)ardrdθ = ĺım

s→1
2π

∫ s

0
(1− r2)ardr = ĺım

s→1
−π
∫ 1−s2

1
uadu

= ĺım
s→1
−π ua+1

a+ 1

∣∣∣∣1−s2
1

=
−π
a+ 1

ĺım
s→1

((1− s2)a+1 − 1a+1)

=
−π
a+ 1

ĺım
s→1

((1− s2)a+1 − 1),

es divergente si a+ 1 < 0 y es 0 si a+ 1 > 0.

Calcularemos el núcleo reproductor para los espacios de Bergman justo cuando a = 0, en este caso el
espacio es llamado espacio de Bergman estándar y lo denotaremos por HL2(D) en donde se entiende que la
función constante 1 es el peso para este espacio.

Afirmación 1.2.1 {zn}∞n=0 es una base ortogonal paraHL2(D).

Demostración: Primero probaremos la ortogonalidad, calculando la integral en coordenadas polares

〈zn, zm〉 =

∫ 2π

0

∫ 1

0
rne−inθrmeimθrdrdθ

=

∫ 1

0
rn+m+1

∫ 2π

0
ei(m−n)θdrdθ

= 0 (n 6= m)

Ahora probaremos que los zn’s generan un subespacio denso de HL2(D). Para esto, es suficiente mostrar que
si F ∈ HL2(D) y 〈zn, F 〉 = 0 para todo n, entonces F = 0.
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Entonces consideremos F ∈ HL2(D) y sea

F (z) =

∞∑
n=0

cnz
n (1.8)

su expansión en serie de potencias. Ésta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Ahora,
calculamos

〈zm, F 〉 =

∫ 1

0

∫ 2π

0
rme−imθF (reiθ)rdrdθ = ĺım

a→1

∫ a

0

∫ 2π

0
rme−imθF (reiθ)rdrdθ.

Sustituyendo F (z) dada por (1.8), la cual converge uniformemente en el conjunto r ≤ a, podemos intercambiar
la suma y la integral para tener ası́

〈zm, F 〉 = ĺım
a→1

∞∑
n=0

∫ a

0

∫ 2π

0
rme−imθcnr

neinθrdrdθ = ĺım
a→1

∞∑
n=0

cn

∫ a

0
rn+m+1

∫ 2π

0
ei(n−m)θdθdr.

Pero la integral respecto θ es cero excepto cuando n = m. Ası́ solamente hay un término que aporta a la suma,
y podemos entonces hacer tender a a 1 y obtener

〈zm, F 〉 = 2πcm

∫ 1

0
r2m+1dr = 2πcm

1

2m+ 2
=

πcm
m+ 1

.

Ası́ si 〈zm, F 〉 = 0 para todo m, entonces cm = 0 para todo m, en tal caso F es idénticamente cero. Por tanto,
{zn} es una base ortogonal paraHL2(D). �

Ahora que hemos obtenido una base ortogonal calculemos la norma para cada elemento de la base, esta
viene dada por

‖zn‖2 =

∫ 1

0

∫ 2π

0
r2nrdrdθ = 2π

1

2n+ 2
=

π

n+ 1
.

Ası́, normalizando, obtenemos que {
zn
√
n+ 1

π

}∞
n=0

es una base ortonormal paraHL2(D).

Ahora si, calculemos el núcleo reproductor. De acuerdo al teorema (1.1.3), tenemos

K(z, w) =
∞∑
n=0

zn
√
n+ 1

π
wn
√
n+ 1

π
(1.9)

=
1

π

∞∑
n=0

(n+ 1)(zw)n. (1.10)

Sea ξ ∈ D, consideremos la serie geométrica

∞∑
n=0

ξn =
1

1− ξ
.
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De análisis complejo sabemos que esta serie es una función analı́tica definida en D, y por lo que sabemos de
diferenciación de series de potencias podemos afirmar que

d

dz

∞∑
n=0

ξn =
∞∑
n=0

d

dz
ξn.

Entonces, si definimos f(ξ) =
∞∑
n=0

(n+ 1)ξn, tenemos que

f(ξ) =
∞∑
n=1

nξn−1 =
∞∑
n=1

d

dξ
ξn =

∞∑
n=0

d

dξ
ξn =

d

dξ

∞∑
n=0

ξn.

Ası́,

f(ξ) =
d

dξ

∞∑
n=0

ξn =
d

dξ

1

1− ξ
=

1

(1− ξ)2
.

Luego, utilizando (1.10), K(z, w) = f(zw)/π. Por tanto, tenemos la siguiente

Conclusión 1.2.1 (Conclusion 3.2, [2]) El núcleo reproductor para el espacio de Bergman estándar está dado
por

K(z, w) =
1

π

1

(1− zw)2
.

En particular,

|F (z)|2 ≤ 1

π(1− |z|2)2
‖F‖2,

para toda F ∈ HL2(D) y todo z ∈ D.

1.2.2. Espacios de Segal-Bargmann

En ésta sección, como el tı́tulo lo sugiere, se dará la definición de espacio de Segal-Bargmann ası́ como
también su correspondiente núcleo reproductor vı́a el teorema (1.1.3), es decir, dada una base ortonormal en-
tonces podremos calcular explı́citamente el núcleo reproductor. Recordemos que no en todos los espacios de
funciones se podrá hacerlo ası́, es una caracterı́stica que posee el espacio de Segal-Bargmann. En secciones
posteriores mostraremos cómo obtener éste espacio de funciones holomorfas primero siguiendo la idea de V.
Bargmann y después utilizando el programa de cuantización geométrica.

Definición 1.2.2 Los espacios de Segal-Bargmann son los espacios de funciones holomorfas

HL2(Cd, µt),

donde
µt(z) = (πt)−de−|z|

2/t.

Aquı́ |z|2 = |z1|2 + · · ·+ |zd|2 y t es un número positivo.

Al igual que en el espacio de Bergman estándar, calcularemos el núcleo reproductor para el espacio de
Segal-Bargmann. Consideremos primero el caso cuando d = 1.
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Afirmación 1.2.2 {zn}∞n=0 es una base ortogonal para el espacio de Segal-Bargmann.

Demostración: Calculemos el producto interno en coordenadas polares

〈zn, zm〉 = (πt)−1

∫ 2π

0

∫ ∞
0

rne−inθrmeimθe−r
2/trdrdθ

= (πt)−1

∫ ∞
0

rn+m+1e−r
2/t

∫ 2π

0
ei(m−n)θdθdr

= 0 (n 6= m)

De manera análoga que en el Espacio de Bergman estándar, podemos ver que {zn}n∈N generan un subes-
pacio denso del espacio de Segal-Bargmann. �
Ya que tenemos que el conjunto propuesto forma una base ortogonal, solo basta normalizar. Comprobemos por
inducción sobre n, que ‖zn‖2 = n!tn. Para n = 0, tenemos que ‖z0‖2 = 1, pues∫

C
(1)2µt(z)dz =

1

πt

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2/trdrdθ

=
2π

πt

(
− t

2

)
ĺım
A→∞

e−r
2/t

∣∣∣∣A
0

= − ĺım
A→∞

[
e−A

2/2 − 1
]

= 1.

Ahora calculemos la norma de zn para cuando n > 0, suponiendo que para n−1 se satisface que ‖zn−1‖2 =
(n− 1)!tn−1. Usando de nuevo coordenadas polares

‖zn‖2 =

∫
C
|zn|2µt(z)dz =

1

πt

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2/tr2n+1drdθ =

2

t

∫ ∞
0

r2n(e−r
2/tr)dr.

Integrando por partes tenemos

‖zn‖2 = −2

t

∫ ∞
0

(2nr2n−1)

(
− t

2
e−r

2/t

)
dr =

2

t
(nt)

∫ ∞
0

e−r
2/tr2(n−1)+1dr = nt‖zn−1‖2.

Entonces, usando la hipótesis de inducción podemos concluir que

‖zn‖2 = n!tn,

y ası́ {
zn√
n!tn

}∞
n=0

es una base ortonormal paraHL2(C, µt).

Ahora calculemos el núcleo reproductor para éste espacio de funciones,

K(z, w) =

∞∑
n=0

zn√
n!tn

wn√
n!tn

=
∞∑
n=0

1

n!

(
zw

t

)n
= ezw/t.

Ası́ hemos calculado el núcleo reproductor explı́citamente para el caso d = 1. Para el caso general tenemos
el siguiente resultado
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Teorema 1.2.1 (Theorem 3.4, [2]) Para todo d ≥ 1, el núcleo reproductor para el espacio HL2(Cd, µt) está
dado por

K(z, w) = ez·w/t,

en donde z · w = z1 · w1 + · · ·+ zd · wd. En particular, tenemos la acotación puntual

|F (z)|2 ≤ e|z|2/t‖F‖2

para toda F ∈ HL2(Cd, µt) y todo z ∈ Cd.

Demostración: Para el caso general notemos que K(z, w), con K dado como en el teorema, es ciertamente
holomorfa y de cuadrado integrable respecto a µt como una función de w para cada z fijo.
Sea F ∈ HL2(Cd, µt). Notemos que

∫
Cd e

z·w/tF (w)µt(w)dw se puede escribir como∫
Cd
ez·w/tF (w)µt(w)dw =

∫
C
· · ·
∫
C
ez1wd/t · · · ezdwdF (w1, . . . , wd)

dw1

πt
· · · dwd

πt
.

Dado que F (w1, . . . , wd) es holomorfa en cada variable wi considerando las restantes wj , j 6= i como
variables fijas, y previsto que F es de cuadrado integrable respecto a (πt)−1e−|wi|

2/tdwi con respecto a cada
wi, con las otras variables fijas, podemos aplicar el resultado unidimensional d veces y ası́ obtener∫

Cd
ez·w/tF (w)µt(w)dw = F (z1, . . . , zd).

Luego por el punto 6 del teorema (1.1.2) concluı́mos que

K(z, w) = ez·w/t.

�

1.3. Equivalencia holomorfa

En esta breve sección definiremos el concepto de equivalencia holomorfa entre espacios de funciones ho-
lomorfas ası́ como también mencionaremos un caso particular que involucra al espacio de Segal-Bargmann. La
definición de equivalencia holomorfa aquı́ expuesta, se encuentra dada en [2], sección 4.3.
Consideremos al espacio de funciones holomorfas HL2(U,α), donde U y α son como en las secciones ante-
riores. Sea φ una función holomorfa cero en ninguna parte en U . Entonces∫

U
|F (z)|2α(z)dz =

∫
U
|φ(z)F (z)|2 1

|φ(z)|2
α(z)dz.

Más formalmente, sea M el mapeo definido por

M : HL2(U,α) → HL2(U,α/|φ|2)

F (z) 7→ φ(z)F (z).

Sea G ∈ HL2(U,α/|φ|2), calculando su norma obtenemos que

∞ > ‖G‖2α/|φ|2 =

∫
U
|G(z)|2 α(z)

|φ(z)|2
dz =

∫
U

∣∣∣∣G(z)

φ(z)

∣∣∣∣2 α(z)dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣Gφ
∣∣∣∣∣∣∣∣2
α

.
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Entonces Gφ ∈ HL
2(U,α), por tanto G

φ = F para alguna funciónF ∈ HL2(U,α). Ası́,G(z) = F (z)φ(z) =

MF (z), para alguna F ∈ HL2(U,α) concluyendo entonces que M es un mapeo sobreyectivo.

Consideremos ahora a las funciones F y G enHL2(U,α) tenemos1

〈MF,MG〉 α
|φ|2

= 〈φF, φG〉 α
|φ|2

=

∫
U
φ(z)F (z)φ(z)G(z)

α(z)

|φ(z)|2
dz

=

∫
U
|φ(z)|2F (z)G(z)

α(z)

|φ(z)|2
dz =

∫
U
F (z)G(z)α(z)dz

= 〈F,G〉α

Ası́, el mapeo F 7→ φF es un mapeo unitario del espacio HL2(U,α) sobre HL2(U,α/|φ|2), cuyo mapeo
inverso es el mapeo G 7→ 1

φG.

Definición 1.3.1 Los espacios de funciones holomorfas HL2(U,α) y HL2(U, β) se dicen equivalentemente
holomorfos si existe una función φ holomorfa cero en ninguna parte en U tal que

β(z) =
α(z)

|φ(z)|2
, ∀z ∈ U.

La equivalencia holomorfa entreHL2(U,α) yHL2(U, β) es el mapeo unitario dado por F 7→ φF .

Ası́ por ejemplo tenemos que los espaciosHL2(Cd, µ2~) yHL2(Cd, ν~) son equivalentemente holomorfos,
en donde

ν~(z) = (π~)−d/2e−(Im z)2/~ (1.11)

y ~ es la constante de Planck, la cual es una constante positiva y de la cual (por cuestiones de contexto)
hablaremos en el siguiente capı́tulo.

Veamos, definamos el mapeo U~ como sigue

U~ : HL2(Cd, µ2~) → HL2(Cd, ν~)

F 7→ φF,

en donde φ(z) = (4π~)−d/4e−z
2/4~ y z2 = z2

1 + · · · + z2
d . Notemos que φ como función de z es una función

holomorfa. Para ver que U~ es un mapeo unitario, basta probar que

ν~ =
µ2~
|φ|2

.

Veamos,

µ2~(z)

|φ(z)|2
=

(2π~)−de−|z|
2/2~

|(4π~)−d/4e−z2/4~|2
= (π~)−d/2

e−
x2+p2

2~

|e
−x2+p2−2ixp

2~ |

= (π~)−d/2e−
x2+p2

2~ +x2−p2
2~ = (π~)−d/2e−

p2

~ = ν~(z).

Por tanto, los espaciosHL2(Cd, µ2~) yHL2(Cd, ν~) son equivalente holomorfos.
1El subı́ndice que aparece junto al producto interno hace referencia a la medida respecto a la cual se esta considerando el producto,

ası́ por ejemplo 〈·, ·〉ρ hace referencia al producto interno en el espacioHL2(U, ρ). O bien, siendo más explı́citos, cuando no indiquemos
la medida, se indicará en qué espacio de funciones se está realizando el producto, por ejemplo, 〈·, ·〉L2(U,ρ) indica que el producto se
lleva a cabo en funciones del espacio L2(U, ρ).
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CAPÍTULO 2

Transformada de Segal-Bargmann

En el capı́tulo anterior definimos los objetos con los cuales estaremos trabajando y mencionamos algunas
de sus propiedades tales como ser espacios de Hilbert, poseer núcleo reproductor y equivalencia holomorfa.

En este apartado, empezaremos por definir los operadores de posición y momento, para luego definir las
relaciones de conmutación canónicas. De hecho, en general nos encontraremos con operadores posiblemente
no acotados en un espacio Hilbert H . Por cuestiones de dominio, presentaremos de manera informal el teore-
ma de Stone-von Neumann el cual nos garantizará la existencia de algún operador unitario entre el espacio de
Hilbert H y el espacio L2(Rn, dx). Mejorando en cuanto a cuestiones de dominio, definiremos las relaciones
de conmutación canónicas exponenciadas y enunciaremos inmediatamente el teorema de Stone-von Neumann
en la forma correcta pues en éste queda justficada la existencia del operador unitario que nos definirá a la trans-
formada de Segal-Bargmann. En lo que resta del capı́tulo presentaremos la transformada de Segal-Bargmann
en varias formas, en su forma clásica denotada por A~; en la forma asociada con la transformación de estado
base y denotada por B~; y finalmente en su forma invariante, la cual representamos por C~.

2.1. Relaciones de conmutación canónicas

Para el desarrollo de esta sección seguimos reproduciendo la referencia [[2], sección 5], complementando
con referencias de [3] tal y como se indicará en cada caso. Consideremos el espacio de Hilbert L2(R, dx), y los
operadores lineales (no acotados) definidos en éste espacio, denotados por x̂ y p̂ y definidos por

x̂ = xf(x)

p̂ = −i~ dfdx .
(2.1)

A los operadores x̂ y p̂ se les conoce como operadores de posición y momento, respectivamente. Hacemos
las siguientes observaciones:

• Puesto que las funciones pertencientes a L2(R, dx) no son necesariamente diferenciables y xf(x) podrı́a no
pertenecer a L2(R, dx), x̂ y p̂ están definidos en subespacios densos de L2.

• La siguiente observación se presenta en el corolario 9.31 de [3].
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Corolario 2.1.1 El operador x̂ es autoadjunto en el dominio

Dom(x̂) = {f ∈ L2(R, dx)|xf(x) ∈ L2(R, dx)}.

Dicho dominio es un subconjunto denso de L2(R, dx)

• Respecto al operador p̂, tenemos el resultado presentado en la proposición 9.29 de [3].

Proposición 2.1.1 Sea p̂ el operador densamente definido con dominio Dom(p̂) = C∞0 (R) ⊂ L2(R, dx).
Entonces p̂ es esencialmente autoadjunto.

• Respecto al conmutador de los operadores, veamos efectivamente que no conmutan y que de hecho [x̂, p̂] =
i~I , donde I es el operador identidad. Sea f ∈ C∞0 (R),

[x̂, p̂]f = x̂(p̂(f))− p̂(x̂(f))

= x̂

(
−i~ df

fx

)
− p̂(xf(x))

= −i~x df
fx

+ i~
(
f(x) + x

df

fx

)
= i~f(x),

por tanto
[x̂, p̂] = i~I.

Luego, generalizando a n dimensiones, para n ≥ 1, definimos

x̂kf(x) = xkf(x)

p̂kf(x) = −i~ ∂f
∂xk

,

con k = 1, 2, . . . , n y x = (x1, x2, . . . , xn). Análogo al caso unidimensional, en el corolario 9.31 y en la
proposición 9.32 de [3] se establecen los dominios en los cuales los operadores de posisición y de momentos son
autoadjuntos. Vemos también que para éstos operadores se cumplen las relaciones de conmutación canónicas

[x̂k, x̂l] = 0

[p̂k, p̂l] = 0

[x̂k, p̂l] = i~δk,lI

en donde δk,l se entiende como la delta de Kronecker. Y por supuesto [p̂l, x̂k] = −i~δk,lI . Usualmente se
acostumbra escribir solamente la última relación para indicar las relaciones de conmutación canónicas y se
denotarán a lo largo del texto por R. C. C.

A continuación vamos a reescribir las R. C. C. en términos de los operadores de creación y aniquilación
definidos por

ak =
x̂k + ip̂k√

2

a†k =
x̂k − ip̂k√

2
,
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Ya que x̂k y p̂k son simétricos en C∞0 (Rn), tenemos lo siguiente. Sean f, g ∈ C∞0 (Rn),

〈akf, g〉 =

〈
x̂k + ip̂k√

2
f, g

〉
=

〈
g,
x̂k + ip̂k√

2
f

〉
=

〈
g,
x̂k√

2
f

〉
+−i

〈
g,
p̂k√

2
f

〉
=

〈
f,
x̂k√

2
g

〉
+

〈
f,−i p̂k√

2
g

〉
=

〈
f,
x̂k − ip̂k√

2
g

〉
= 〈f, a†kg〉,

Y por tanto, a†k ⊂ a
∗
k, en donde a∗k denota el adjunto de ak.

Guiándonos por [17], podemos llegar a probar que a†k = a∗k. Sin embargo, la prueba esta fuera del objetivo
que perseguimos desarrollar en este proyecto.

De igual manera se puede calcular el conmutador de éstos operadores,

[ak, al] =
1

2
[x̂k + ip̂k, x̂l + ip̂l]

=
1

2
([x̂k, x̂l] + i[x̂k, p̂l] + i[p̂k, x̂l]− [p̂k, p̂l])

=
1

2
(i(i~δk,lI) + i(−i~δk,lI))

= 0

Análogo para [a†k, a
†
l ]. Y finalmente,

[ak, a
†
l ] =

1

2
[x̂k + ip̂k, x̂l − ip̂l]

=
1

2
([x̂k, x̂l]− i[x̂k, p̂l] + i[p̂k, x̂l] + [p̂k, p̂l])

=
1

2
(2~δk,lI)

= ~δk,lI.

Ası́, las R. C. C. quedan representadas de la siguiente manera

[ak, al] = 0

[a†k, a
†
l ] = 0

[ak, a
†
l ] = ~δk,lI,

recordando que para referirnos a ellas escribiremos solamente la última relación.

La siguiente afirmación dada en [[2], Claim 5.1], nos dice que salvo equivalencia unitaria existe solamente
una representación irreducible de las R. C. C.. ¿Por qué es importante éste resultado? Porque, como se verá



Transformada de Segal-Bargmann 18

más adelante, en mecánica cuántica nos ayuda a justificar el uso del espacio de Hilbert L2(Rn, dx) y de los
operadores de posición y momento; ya que si se tiene cualquier otro espacio de Hilbert con operadores satis-
faciendo las R. C. C. (e irreducibilidad), lo que tendrı́amos es que éste podrı́a ser unitariamente equivalente al
espacio L2(Rn, dx) por la manera en que se relacionan dichos operadores, mejor dicho, por la forma en que
son transformados a los operadores de aniquilación y creación. Hay que notar que no se harán suposiciones
más fuertes respecto a los operadores implicados, y por eso es que por el momento el resultado lo presentamos
como afirmación, sin embargo es posible dar la forma correcta del teorema sin tener problemas tanto con el
dominio como con el contradominio involucrados.

Afirmación 2.1.1 [Teorema de Stone-von Neumann.] Sea H un espacio de Hilbert, sean b1, . . . , bn ope-
radores (posiblemente no acotados) en H y sean b∗1, . . . , b

∗
n los adjuntos de los operadores b1, . . . , bn,

respectivamente. Supongamos que

1. (R. C. C.) Para todo k, l, [bk, bl] = [b∗k, b
∗
l ] = 0 y [bk, b

∗
l ] = ~δk,lI .

2. (Irreducibiliad) Si V es un subespacio cerrado de H el cual es invariante bajo bk y b∗k, en donde k =
1, 2, . . . , n, entonces V = {0} ó V = H .

Entonces existe un mapeo unitario (salvo alguna constante de módulo 1) U : H → L2(Rn, dx) tal que

UbkU
−1 =

x̂k + ip̂k√
2

Ub∗kU
−1 =

x̂k − ip̂k√
2

donde x̂k y p̂k son los operadores de posición y momento definidos anteriormente.

Para obtener la forma correcta del Teorema de Stone-von Neumann necesitamos considerar los operadores
exponenciados, los cuales sin problema alguno en sus dominios, son acotados. Sean una vez más los operadores
de posición x̂ y momento p̂, y consideremos los operadores unitarios eisx̂k/~ y eitp̂k/~ definidos en todas partes
para cada s y cada t en R y k = 1, 2, . . . , n. Éstos operadores pueden ser calculados como

eirx̂k/~f(x) = eirxk/~f(x), k = 1, 2, . . . , n (2.2)

eisp̂l/~f(x) = f(x1, . . . , xl−1, xl + s, xl+1, . . . , xn), l = 1, 2, . . . , n. (2.3)

Veamos cuáles relaciones de conmutación satisfacen éstos operadores exponenciados. Considerando n = 1,
para cualquier función f ∈ L2(R, dx) notamos que

eirx̂/~eisp̂/~f(x) = eirx̂/~f(x+ s) = eirx~f(x+ s)

eisp̂/~eirx̂/~f(x) = eisp̂/~(eirx/~f(x))

= eir(x+s)/~f(x+ s)

= eirs/~eirx/~f(x+ s)

= eirs/~eirx̂/~eisp̂/~f(x),

Ası́, la relación que finalmente obtuvimos fue

eirx̂/~eisp̂/~ = e−irs/~eisp̂/~eirx̂/~.

De manera general en n dimensiones las R. C. C. se obtienen de la siguiente manera
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Afirmación 2.1.2 Sean r, s ∈ R y k, l ∈ {1, 2 . . . , n}. Sean también los operadores x̂j y p̂j , j = 1, . . . , n los
operadores de posición y momento definidos anteriormente. Entonces se tienen las siguientes relaciones para
los operadores exponenciados

1. eirx̂k/~eisx̂l/~ = eisx̂l/~eirx̂k/~.

2. eirp̂k/~eisp̂l/~ = eisp̂l/~eirp̂k/~.

3. eirx̂k/~eisp̂l/~ = e−irsδk,l/~eisp̂l/~eirx̂k/~.

Dichas relaciones nos dan la forma exponenciada de las R. C. C..

Demostración: Sea f ∈ L2(Rn, dx). Para el punto 1 tenemos,

eirx̂k/~eisx̂l/~f(x) = eirx̂k/~eisxl/~f(x)

= eirxk/~+isxl/~f(x)

= ei(rxk+sxl)/~f(x)

= eisxl/~eirx̂k/~f(x)

= eisx̂l/~eirx̂k/~f(x).

Mientras que para el punto 2,

eirp̂k/~eisp̂l/~f(x) = eirp̂k/~f(x1, . . . , xl−1, xl + s, xl+1, . . . , xd)

= f(x1, . . . , xl−1, xl + s, xl+1, . . . , xk−1, xk + r, xk+1, . . . , xd)

= eisp̂l/~eirp̂k/~f(x).

Y finalmente vemos que por una parte si l = k

eisp̂l/~eirx̂k/~f(x) = eisp̂l/~(eirxk/~f(x)) = eir(xl+s)/~f(x1, . . . , xl−1, xl + s, xl+1, . . . , xn)

= eirs/~eirxk/~f(x1, . . . , xl−1, xl + s, xl+1, . . . , xn) = eirs/~eirx̂k/~eisp̂l/~f(x).

Mientras que si l 6= k,

eisp̂l/~eirx̂k/~f(x) = eisp̂l/~(eirxk/~f(x)) = eirxk/~f(x1, . . . , xl−1, xl + s, xl+1, . . . , xn) = eirx̂k/~eisp̂l/~f(x).

Por tanto, se satisface la conclusión del punto 3. �

En [3] capı́tulo 14, se da una exposición del Teorema de Stone-von Neumann el cual enunciaremos a
continuación en su forma correcta ya que hemos desarrollado las R. C. C. exponenciadas.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Stone-von Neumann.) [[2], Theorem 5.2.] Supongamos que Aj y Bj , con j =
1, . . . , n, son operadores autoadjuntos (posiblemente no acotados) en un espacio de Hilbert H satisfaciendo:

1. (R. C. C.) Para todo k, l ∈ {1, 2, . . . , n} y para todo r, s ∈ R, eirAk/~ conmuta con eisAl/~, eirBk/~

conmuta con eisBl/~, y
eirAk/~eisBl/~ = e−irsδk,l/~eisBl/~eirAk/~.

2. (Irreducibilidad) Si V es un subespacio cerrado de H invariante bajo eirAk/~ y eisBl/~ para todo k, l ∈
{1, 2, . . . , n} y para todo r, s ∈ R, entonces V = {0} ó V = H .
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Entonces existe un mapeo unitario (único salvo alguna constante) U : H → L2(R, dx) tal que

UeirAk/~U−1 = eirx̂k/~;

UeisBl/~U−1 = eisp̂l/~,

en donde se entiende que x̂k y p̂l son los operadores definidos en los párrafos anteriores.

2.2. Transformada de Segal-Bargmann

El hecho de haber introducido las R. C. C. tiene su justificación en que al asumir que se satisfacen para
ciertos operadores, además de la condición de irreducibilidad, el Teorema de Stone-von Neumann nos garantiza
la existencia de la Transformada de Segal-Bargmann. Antes de mostrar la utilización del Teorema de Stone-von
Neumann, mostraremos la obtención de la medida en el espacio de Segal-Bargmann en la manera en la que la
concibió Bargmann cerca de los años 1960’s.

Consideremos el espacio vectorial H(Cn) definido como el espacio de funciones holomorfas en Cn y
definamos los operadores ẑk y π̂k enH(C) como sigue:

ẑk = multiplicación por la coordenada zk,

π̂k = ~
∂

∂zk
.

para k = 1, . . . , n.

En el año 1928, Fock hizo la siguiente y relevante observación: los operadores ẑ y π̂ “satisfacen” las mismas
relaciones de conmutación que los operadores de creación y aniquilación a y a† definidos en la sección anterior.
Y efectivamente si uno realiza el cálculo del conmutador de estos operadores actuando en cualquier función
f ∈ H(C), uno encuentra que [

~
d

dz
, z

]
f = ~

d

dz
(zf(z))− ~z

df

dz

= ~f(z) + ~z
df

dz
− ~z

df

dz
= ~f(z)

verificando entonces que [
~
d

dz
, z

]
= ~I,

donde I es el operador identidad. Sin embargo, esto todavı́a no constituye una representación para las R. C. C.
(por eso el uso de las comillas en el párrafo anterior), pues para que realmente se tenga esto requerimos que
nuestros operadores en consideración, llamémosles b y b†, estén definidos en un espacio de Hilbert, sea uno
adjunto del otro y que satisfagan [b, b†] = ~I .

Tiempo después Bargmann se avocó a esta tarea buscando un producto interno y con ello un espacio de
Hilbert, ası́ como hacer de ẑ, y π̂ uno adjunto del otro. Justamente, dicho espacio de Hilbert es el espacio con
producto interno definido en el espacio de Segal-Bargmann de la sección 1.2.2 con peso µ~ y n = 1,

〈f, g〉 :=

∫
C
f(z)g(z)µ~(z)dz,

con esto último se logra que ẑ y π̂ sean una representación de las R. C. C.
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Obtención de la medida µ~

A continuación reproduciremos el desarrollo mediante el cual, Bargmann [1] obtuvo la medida µ~ y ası́
justificar por qué los espacios de Segal-Bargmann están definidos tal y como se mencionaron en la sección
1.2.2.

Consideremos el espacio vectorial H(Cn) definido como el espacio de funciones holomorfas en Cn, el
objetivo que perseguimos es dotar a este espacio con un producto interno

〈f, g〉H(Cn) =

∫
Cn
f(z)g(z)µ(z)dz, (2.4)

con dz = dx1 · · · dxndy1 · · · dyn, la medida usual de Lebesgue en Cn ∼= R2n, z = (z1, z2, . . . , zn) y zk =
xk + iyk con k = 1, . . . , n. Para lograrlo, requerimos que los operadores ẑk y π̂k sean uno adjunto del otro con
respecto a este producto escalar.

Ası́, dadas las condiciones sobre ẑk y π̂k, la ecuación que nos va a determinar a la medida µ es

〈ẑkf, g〉H(Cn) = 〈f, π̂kg〉H(Cn), k = 1, . . . , n. (2.5)

Vemos de acuerdo con la definición de (2.4) que los miembros de esta ecuación son explı́citamente

〈ẑkf, g〉H(Cn) =

∫
Cn
zkf(z)g(z)µ(z)dz =

∫
Cn
zkf(z)g(z)µ(z)dz (2.6)

y

〈f, π̂kg〉H(Cn) =

∫
Cn
f(z)

∂g

∂zk
(z)µ(z)dz.

Pero

f
∂g

∂zk
µ =

∂(fgµ)

∂zk
− ∂f

∂zk
gµ− fg ∂µ

∂zk
(2.7)

=
∂(fgµ)

∂zk
− fg ∂µ

∂zk
(2.8)

en donde para pasar de (2.7) a (2.8) se ha usado el hecho de que f es analı́tica en zk. Por tanto lo que tenemos
es que ∫

Cn
f(z)

∂g

∂zk
(z)µ(z)dz =

∫
Cn

(
∂(fgµ)

∂zk
(z)− f(z)g(z)

∂µ

∂zk
(z)

)
dz (2.9)

= −
∫
Cn
f(z)g(z)

∂µ

∂zk
(z)dz (2.10)

en donde suponemos que la medida µ es tal que fgµ se anula en infinito. Luego, reescribiendo (2.5) con lo
obtenido en (2.6) y (2.10) tenemos que∫

Cn
zkf(z)g(z)µ(z)dz = −

∫
Cn
f(z)g(z)

∂µ

∂zk
(z)dz

lo cual sugiere que
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zkµ(z) = − ∂µ
∂zk

(z). (2.11)

Como µ(z) = µ(z(x, y)), aplicando la regla de la cadena tenemos

∂µ

∂xk
=

∂µ

∂zk

∂zk
∂xk

+
∂µ

∂zk

∂zk
∂xk

=
∂µ

∂zk
+
∂µ

∂zk
∂µ

∂yk
=

∂µ

∂zk

∂zk
∂yk

+
∂µ

∂zk

∂zk
∂yk

= i

(
∂µ

∂zk
− ∂µ

∂zk

)
lo que nos lleva a

∂µ

∂xk
− i ∂µ

∂yk
= 2

∂µ

∂zk

y por tanto
1

2

(
∂µ

∂xk
− i ∂µ

∂yk

)
=

∂µ

∂zk
.

Ası́ la ecuación (2.11) puede escribirse como

−(xk − iyk)µ =
1

2

(
∂µ

∂xk
− i ∂µ

∂yk

)
,

lo que nos lleva a las ecuaciones

−xkµ =
1

2

∂µ

∂xk

ykµ = −1

2

∂µ

∂yk

cuya solución viene dada por

µ(z) = Ke−(z·z) = Ke−|z|
2
, K = constante,

en donde z · z =
n∑
k=1

x2
k + y2

k y normalizando, elegimos K = (π−n) de tal manera que la función f = 1 tenga

norma 1 enH(Cn).

Por lo tanto

µ(x, y) = (π)−ne−|z|
2
.

Recapitulando, lo que hemos hecho es tomar el espacio H(Cn), definir un producto interno en él de tal
manera que el operador ẑk sea el adjunto de π̂k en este espacio resolviendo las ecuaciones que se implicaban
de tales suposiciones. Hemos obtenido que el espacio en cuestión es nada menos que L2H(Cn, µt), t = 1.

Por construcción, lo que hemos obtenido es por tanto que las R. C. C. se cumplen en el espacio de Segal-
Bargmann con b = ~∂/∂zk y b∗ = zk.
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Transformada A~

En lo que sigue y resta del capı́tulo, seguiremos las ideas presentadas en [2] para dar paso a la exposición
de la Transformada de Segal- Bargmann. En particular, utilizaremos la definición de operadores unitarios de
traslación en los espacios de Segal-Bargmann dada en [[2], sección 4.1], y desarrollaremos el ejercicio 6.2
propuesto en [2].

Sea a ∈ Cn arbitrario, definimos el operador unitario Ta : HL2(Cn, µ~)→ HL2(Cn, µ~) por

TaF (z) = e−|a|
2/2tea·zF (z − a).

Sean entonces {Vr}r∈R y {Ws}s∈R las colecciones de operadores unitarios definidos por

Vr = T−ir√
2

Ws = T−s√
2

,

dichas colecciones forman grupos unitarios uniparamétricos pues como podemos observar rápidamente V0 =
T0 = I y W0 = T0 = I , y por una parte tenemos que para cualquier F ∈ HL2(Cn, µ~)

Vr+sF (z) = T−i(r+s)√
2

F (z) = e
−|r+s|2

4~ e
i(r+s)√

2
z
~F

(
z +

i(r + s)√
2

)
;

y por otra,

VrVsF (z) = T−ir√
2

(
T−is√

2

F (z)

)
= T−ir√

2

(
e
−s2
4~ e

is√
2
z
~F

(
z +

is√
2

))
= e

−r2
4~ e

ir√
2
z
~ e
−s2
4~ e

is√
2~ (z+ ir√

2
)
F

(
z +

i(r + s)√
2

)
= e

−|r+s|2
4~ e

i(r+s)√
2

z
~F

(
z +

i(r + s)√
2

)
.

Y por tanto,
Vr+s = VrVs.

De manera análoga podemos ver que
Wr+s = WrWs.

Luego, como para cualquier F ∈ HL2(Cn, µ~) se cumple por una parte que

VrWsF (z) = T−ir√
2

(
T−s√

2

F (z)

)
= T−ir√

2

(
e
−s2
4~ e

−sz√
2~F (z +

s√
2

)

)
= e

−r2
4~ e

irz√
2~ e

−s2
4~ e

−s(z+ir/
√
2)√

2~ F (z +
ir + s√

2
),
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y por otra

WsVrF (z) = T−s√
2

(
T−ir√

2

F (z)

)
= T−s√

2

(
e
−r2
4~ e

irz√
2~F (z +

ir√
2

)

)
= e

−s2
4~ e

−sz√
2~ e

−r2
4~ e

ir(z+s/
√
2)√

2~ F (z +
ir + s√

2
),

en donde multiplicando ésta última por e−irs/~, obtenemos la igualdad

VrWs = e−irs/~WsVr. (2.12)

En resumen, hemos probado la siguiente afirmación.

Proposición 2.2.1 Sean {Vr}r∈R y {Ws}s∈R las familias de operadores uniparamétricos definidos por

Vr = T−ir√
2

Ws = T−s√
2

.

Se satisfacen las siguientes propiedades

1. Vr+s = VrVs.

2. Wr+s = WrWs.

3. VrWs = e−irs/~WsVr.

Recordemos que el Teorema de Stone nos dice que todo grupo unitario uniparamétrico Us puede ser expre-
sado de manera única en la forma Us = eisA/~, donde A es un operador autoadjunto dado por

A = −i~ d

ds

∣∣∣∣
s=0

Us,

a dicho operador se le conoce como el generador de Us.

Con esto en mente, vemos entonces que el generador de Vr es

A = −i~ d

dr

∣∣∣∣
r=0

VrF (z) = −i~ d

dr

∣∣∣∣
r=0

(
e−

r2

4~ e
irz√
2~F (z +

ir√
2

)

)
= −i~

(
0 +

iz√
2~
F (z) +

i√
2

dF

dz

)
=

1√
2

(
z + ~

d

dz

)
F (z),

de manera análoga, obtenemos que el generador de Ws es

B =
1

i
√

2

(
~
d

dz
− z
)
.
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Y por tanto, podemos expresar a los operadores Vr y Ws como

Vr = eirA/~

Ws = eisB/~.

Ası́, por la proposición anterior concluimos que A y B satisfacen las R. C. C. exponenciadas.

Entonces hemos obtenido que los operadores A y B son operadores autoadjuntos en el espacio de Hil-
bertHL2(Cn, µ~) satisfaciendo las R. C. C. exponenciadas, si asumimos también irreducibilidad bajo eirA/~ y
eisB/~, el Teorema de Stone-von Neumman nos garantiza la existencia de un operador unitarioU : HL2(Cn, µ~)
→ L2(Rn, dx) relacionando los operadores exponenciados de A y B con los de x̂k y p̂k, respectivamente. Jus-
tamente, el inverso de éste operador nos definirá la Transformada de Segal-Bargmann, la enunciamos en el
siguiente teorema cuya demostración se ha completado según las indicaciones del autor.

Teorema 2.2.1 (Theorem 6.2, [2]) Consideremos el mapeo A~ : L2(Rn, dx)→ HL2(Cn, µ~) dado por

A~f(z) = (π~)−n/4
∫
Rn
e(−z2+2

√
2x·z−x2)/2~f(x)dx. (2.13)

Entonces

1. Para todo f ∈ L2(Rn, dx), la integral es convergente y es una función holomorfa de z ∈ Cn.

2. El operador A~ es un operador unitario.

3. Para k = 1, . . . , n tenemos que

A~

(
x̂k + ip̂k√

2

)
A−1

~ = ~
∂

∂zk
(2.14)

A~

(
x̂k − ip̂k√

2

)
A−1

~ = zk (2.15)

Demostración: Al igual que en demostraciones anteriores, procedemos por simplicididad considerando el caso
para n = 1, el caso general para n > 1 será totalmente análogo.

Para probar en el primer punto la convergencia de la integral, notemos que la función e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ es una
función gaussiana como función de x para cada z ∈ C fijo, y por tanto es una función de cuadrado integrable.

Luego, la desigualdad de Hölder implica que para f ∈ L2(R, dx) arbitraria, tenemos que e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ ·f(x) ∈
L1(R, dx). Y por tantoA~f converge. De hecho s consideramos z ∈ K, conK ⊂ C compacto, por el argumento
anterior tenemos que A~f converge uniformemente.

Luego, por el teorema de derivación bajo el signo de integral que puede consultarse en el capı́tulo 12 de
[16], podemos concluir que A~f(z) es holomorfa en C. Con esto hemos obtenido lo establecido en el punto 1.

Probaremos el tercer punto para luego hacer uso de él y probar el segundo punto. Dicho esto, no podemos
dar por hecho que A~ sea un mapeo unitario, entonces probaremos (2.14) y (2.15) en la forma

A~
x̂+ ip̂√

2
= ~

∂

∂z
A~

A~
x̂− ip̂√

2
= zA~.

(2.16)
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Los operadores x̂ y p̂ estarán actuando en funciones pertenecientes a C∞0 (R).

Calculemos primero
d

dz
(A~f)(z), para cualquier f ∈ C∞0 (R)

d

dz
(A~f)(z) = (π~)−1/4 d

dz

∫
R
e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ f(x)dx

= (π~)−1/4

∫
R

d

dz
e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ f(x)dx

= (π~)−1/4

∫
R

√
2x− z
~

e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ f(x)dx

=

√
2

~
A~(x̂f)(z)− z

~
A~f(z).

Para pasar a la segunda lı́nea se ha utilizado de nuevo el teorema de derivación bajo el signo de integral
mencionado anteriormente. Ası́, confirmamos la igualdad obtenida,

d

dz
A~ =

√
2

~
A~x̂−

z

~
A~. (2.17)

Por otra parte, calculemos lo siguiente

A~

[
df

dx

]
(z) = (π~)−1/4

∫
R
e
−z2+2

√
2xz−x2

2~

[
df

dx
(x)

]
dx

en donde haciendo integración por partes, y considerando que f ∈ C∞0 (R) la última lı́nea se puede escribir
como

A~

[
df

dx

]
(z) = (π~)−1/4

∫
R

x−
√

2z

~
e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ f(x)dx

=
1

~

(
A~x̂f(z)−

√
2zA~f(z)

)
.

Por lo tanto,

A~
d

dx
=

1

~

(
A~x̂−

√
2zA~

)
. (2.18)

Ahora, despejando en (2.18) para zA~,

zA~ =
~√
2

(
A~x̂/~−A~

d

dx

)
=

A~x̂− iA~p̂√
2

= A~

(
x̂− ip̂√

2

)
.

Luego, sustituyendo lo anterior en (2.17) obtenemos

d

dz
A~ = −1

~
A~

(
x̂− ip̂√

2

)
+

√
2

~
A~x̂
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lo que implica

~
dA~
dz

= A~

(
−x̂+ ip̂+ 2x̂√

2

)
= A~

(
x̂+ ip̂√

2

)
.

Por lo tanto tenemos

A~

(
x̂+ ip̂√

2

)
= ~

d

dz
A~

A~

(
x̂− ip̂√

2

)
= zA~.

Ya probado el tercer punto, procederemos a demostrar el segundo punto del teorema, esto es, que el operador
A~ es un operador unitario. Consideremos la función de “estado base”

f0(x) = (π~)−1/4e−
x2

2~ ,

dicha función es única salvo constantes, y con la propiedad de que el operador de aniquilación aplicado a ella
es cero,

1√
2

(
x+ h

d

dx

)
f0 =

xf0√
2

+
~√
2

df0

dx

=
xf0√

2
+

~√
2

(π~)−1/4(−2x)

2~
e−

x2

2~

=
xf0√

2
− x√

2
f0 = 0.

Ahora, que si le aplicamos el mapeo A~ a f0 tenemos

A~f0(z) = (π~)−1/4

∫
R
e
−z2+2

√
2xz−x2

2~ (π~)−1/4e−
x2

2~ dx

= (π~)−1/2

∫
R
e
−z2+2

√
2xz−2x2

2~ dx

= (π~)−1/2

∫
R
e
−(
√
2x−z)2
2~ dx

= 1,

es decir, A~f0 la función constante 1.

Ahora aseveramos que,

A~((a†)mf0) = zm1 = zm.

Lo probaremos por inducción sobre m. Veamos que la afirmación es cierta para m = 0.

A~((a†)0f0)(z) = A~(f0)(z) = 1 = z01.

Luego, supongamos que la afirmación es cierta para m ∈ Z, o sea, se cumple que

A~((a†)mf0) = zm1 = zm.
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Entonces

A~((a†)(m+1)f0) = A~(a†((a†)mf0))

y puesto que A~
x̂− ip̂√

2
= zA~, se tiene

A~(a†((a†)mf0)) = zA~((a†)mf0)) = z(zm) = zm+1.

Ası́, A~((a†)mf0) = zm1 = zm, para cualquier m ∈ N, como se querı́a demostrar.

De hecho, las funciones (a†)mf0 son justamente las funciones de Hermite, las cuales forman una base
ortogonal para L2(Rn) y son tales que su norma es ‖(a†)mf0‖2L2(Rm) = ~mm!.

Para concluir, recordemos del primer capı́tulo (sobre espacios de funciones holomorfas), en la sección
(1.2.2), que las funciones zm forman una base ortogonal para el espacio de Segal-BargmannHL2(Cn, µ~), con
‖zm‖ = ~mm!. De esta manera, hemos obtenido que el operador A~ toma una base ortogonal y la envı́a en otra
base ortogonal con la misma norma. Se sigue por tanto que A~ es un mapeo unitario. �

Transformada B~

Ahora representaremos a la transformada dada por A~ de manera un poco diferente, obtenida mediante
la Transformación de estado base. Seguiremos con la exposición de la sección 6.2 en [2], desarrollando
al igual que en los apartados anteriores las justificaciones que han quedado pendientes en el texto original.
Consideremos el mapeo unitario

G~ : L2(Rn, dx)→ L2(Rn, (π~)−n/2e−x
2/~dx)

dado por

G~f(x) =
f(x)

f0(x)
=

f(x)

(π~)−n/4e−x2/2~
,

donde f0(x) := (π~)−n/4e−x
2/2~ es el estado base en Rn. Notemos que la medida en el espacio de la imagen

es la medida f0(x)2dx, y que el hecho de que G~ sea unitario se puede comprobar considerando que un mapeo
unitario es una isometrı́a sobreyectiva; la sobreyectividad se obtiene por la definición de G~, y el hecho de que
sea isometrı́a se obtiene mediante el siguiente cálculo

‖G~f‖2L2(Rn,f0(x)2dx) =

∫
Rn
|G~f(x)|2f2

0 (x)dx =

∫
Rn

∣∣∣∣ f(x)

f0(x)

∣∣∣∣2 f0(x)2dx =

∫
Rn
|f(x)|2 · 1dx = ‖f‖L2(Rn,dx)

Esta transformación es llamada la transformación de estado base porque justamente lo que hace es dividir cada
función en L2(Rn, dx) por el estado fundamental f0. Notemos también que G~f0 es la función constante 1.
Entonces el efecto de G~ es convertir el estado fundamental en la función constante 1 y convertir la medida de
Lebesgue usual en la medida de Lebesgue (f0(x))2dx.

Afirmación 2.2.1 Consideremos los operadores definidos en C∞0 (Rn) ⊂ L2(Rn, dx)

ak =
x̂k + ip̂k√

2

a†k =
x̂k − ip̂k√

2
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en donde x̂k = xk (multiplicación por la componente xk) y p̂k = ~
i
∂
∂xk

.
Entonces

G~akG
−1
~ =

~√
2

∂

∂xk

G~a
†
kG
−1
~ =

√
2xk −

~√
2

∂

∂xk

Demostración: Sea f ∈ C∞0 (Rn) arbitraria, probaremos que

G~ak =
~√
2

∂

∂xk
G~

G~a
†
k =

√
2xk −

~√
2

∂

∂xk
G~.

Entonces
~√
2

∂

∂xk
G~(f(x)) =

~√
2

∂

∂xk

f(x)

(π~)−d/4e−x2/2~

=
~√

2(π~)−d/4

[
∂f

∂xk
ex

2/2~ + f(x)
2xke

x2/2~

2~

]

=
1√

2(π~)−d/4e−x2/2~

(
xkf(x) + ~

∂f

∂xk

)
= G~

(
xkf(x) + ~ ∂f

∂xk√
2

)
= G~akf(x),

por tanto, G~ak = ~√
2

∂
∂xk

G~.

De manera análoga garantizamos que G~a
†
k =

(√
2xk − ~√

2
∂
∂xk

)
G~. �

Ahora, haciendo un cambio de variable considerando y =
√

2x, y luego renombrando nuestra variable
como x, tenemos que los operadores de creación y aniquilación toman la forma

ãk = ~
∂

∂xk

ã†k = xk − ~
∂

∂xk
.

Entonces nuestro espacio de Hilbert original L2(Rn, dx), se convierte en el espacio L2(Rn, ρ~(x)dx), don-
de

ρ~(x) = (2π~)−n/2e−x
2/2~,

y por tanto, podemos definir al espacio de Hilbert H de la siguiente manera:

H = L2(Rn, ρh(x)dx) = {F : Rn → C medible |
∫
Rn
|F (x)|2ρ~(x)dx <∞, ρ~(x) = (2π~)−n/2e−x

2/2~},

dotado con el producto interno

〈F1, F2〉 =

∫
Rn
F1(x)F2(x)ρ~(x)dx, ∀F1, F2 ∈ H.

Tenemos entonces la siguiente
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Afirmación 2.2.2 El producto interno en el espacio de Hilbert H satisface

〈ãkF1, F2〉 = 〈F1, ã
†
kF2〉, ∀F1, F2 ∈ H

en donde

ãk = ~ ∂
∂xk

ã†k = xk − ~ ∂
∂xk

,
(2.19)

Demostración: Sean f1, f2 ∈ S(Rn) ⊂ L2(Rn, dx), en donde S(Rn) denota al espacio de Schwartz. Sabe-
mos que 〈akf1, f2〉S(Rn) = 〈f1, a

†
kf2〉S(Rn). El mapeo G~ : L2(Rn, dx)→ L2(Rn, ρ(x)dx) es tal que

ãk = G~akG
−1
~ y ã†k = G~a

†
kG
−1
~ . (2.20)

Sean F1, F2 ∈ L2(Rn, ρdx) de tal manera que Fi = G~fi, i = 1, 2. Por ser G~ unitario, tenemos que

〈G~f1, G~f2〉L2(Rn,ρdx) = 〈f1, f2〉L2(Rn,dx). (2.21)

Se sigue entonces,

〈ãkF1, F2〉L2(Rn,ρdx) = 〈G~akG
−1
~ G~f1, G~f2〉L2(Rn,ρdx) = 〈akf1, f2〉L2(Rn,dx) = 〈f1, a

†
kf2〉L2(Rn,dx)

= 〈G−1
~ F1, a

†
kG
−1
~ F2〉L2(Rn,dx) = 〈F1, G~a

†
kG
−1
~ F2〉L2(Rn,ρdx) = 〈F1, ã

†
kF2〉L2(Rn,ρdx)

�

Lo que buscamos es entonces encontrar un mapeo unitario de L2(Rn, ρ~(x)dx) a HL2(Cn, µ~) el cual

transforme los operadores (2.19) en los operadores ~
∂

∂zk
y zk, respectivamente.

Como sabemos la función ρ~ está definida por

ρ~ : Rn → R

x 7→ ρ~(x) = (2π~)−n/2e−
x2

2~ ,

y, por el principio de identidad (continuación analı́tica), ésta admite una extensión analı́tica en Cn dada por

ρ̃~ : Cn → C

z 7→ ρ̃~(z) = (2π~)−n/2e−
z2

2~ .

Por comodidad seguiremos llamando a dicha extensión ρ~ entendiéndose por el contexto si estamos tratando
con la función ρ~ o con ρ̃~.

Teorema 2.2.2 (Theorem 6.3, [2]) Para todo ~ > 0, consideremos el mapeo B~ : L2(Rn, ρ~(x)dx) →
HL2(Cn, µ~), dado por

B~f(z) =

∫
Rn
ρ~(z − x)f(x)dx

= (2π~)−n/2
∫
Rn
e(z−x)2/2~f(x)dx.

Entonces,



31 2.2 Transformada de Segal-Bargmann

1. Para toda f ∈ L2(Rn, ρ~(x)dx), la integral es absolutamente convergente y es una función holomorfa
de z ∈ Cn.

2. El mapeo B~ es un mapeo unitario de L2(Rn, ρ~(x)dx) sobreHL2(Cn, µ~).

3. Para todo n = 1, 2, . . . , n

B~ãkB
−1
~ = ~

∂

∂zk
B~ã

†
kB
−1
~ = zk.

(2.22)

Demostración: El hecho de que sea una integral absolutamente se sigue por argumentos similares al que se
dieron en la demostración del punto 1 del teorema para A~, al igual que para ver que la función es holomorfa
en Cn.

Vamos a proceder de la misma manera que en la demostración para la transformadaA~, considerando n = 1
y valiéndonos de las propiedades enunciadas para los operadores de creación y aniquilación en el apéndice (A).

Consideremos (2.22) en la forma

B~ã = ~
d

dz
B~

B~ã
† = zB~.

(2.23)

Calculemos lo siguiente para cualquier función f ∈ L2(R, ρ~(x)dx) utilizando el teorema de derivación bajo
el signo de integral,

d

dz
(B~f)(z) = (2π~)−1/2

∫
R

d

dz
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= (2π~)−1/2

∫
R

−(z − x)

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= −(2π~)−1/2 z

~

∫
R
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx+ (2π~)−1/2 1

~

∫
R
xe−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= −z
~
B~f(z) +

1

~
B~xf(z).

Hemos obtenido por tanto que

d

dz
B~f = −z

~
B~f +

1

~
B~(xf). (2.24)

Por otra parte,

B~

[
df

dx

]
(z) = (2π~)−1/2

∫
R
e−

(z−x)2
2~

df

dx
(x)dx =: I,

donde haciendo integración por partes obtenemos que

I = −(2π~)−1/2

∫
R

(z − x)

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= −(2π~)−1/2

∫
R

z

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx+ (2π~)−1/2

∫
R

x

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

=
1

~
B~(xf)(z)− z

~
B~f(z),
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igualdando los extremos, obtenemos la expresión

B~

[
df

dx

]
=

1

~
B~(xf)− z

~
B~f

despejando ahora para zB~
z

~
B~f =

1

~
B~(xf)−B~

[
df

dx

]
simplificando aún más esta expresión

zB~f = ~B~(xf)− ~B~

[
df

dx

]
= B~

(
x− ~

df

dx

)
.

Luego, sustituyendo esto último en (2.24) tenemos

~
d

dz
B~ = −B~x+ ~B~

d

dx
+B~x = ~B~

d

dx
,

y por tanto

~
d

dz
B~ = B~~

d

dx
.

De esta manera hemos obtenido

B~ã = ~
d

dz
B~

B~ã
† = zB~.

Siguiendo con la esencia de la demostración para A~, encontramos que la función que satisface ãf = 0,

donde ã = ~
d

dx
el operador de aniquilación, es justo la función constante 1 y la denotaremos por f0. Ahora,

aplicando el operador B~ a f0,

B~f0(z) = (2π~)−1/2

∫
R
e−

(z−x)2
2~ 1dx

= (2π~)−1/2(2π~)1/2 = 1.

De aquı́ obtenemos que B~f0 = 1, la función constante 1.

Remitiéndonos a la propiedad (x) del apéndice (A), tenemos que las funciones

(ã†)mf0

forman una base ortogonal para el espacio de Hilbert L2(R, ρ~(x)dx) con norma

‖(ã†)mf0‖2L2(R,ρ~dx) = ~mm!.

Además, por inducción sobre m, se prueba que

B~((ã†)mf0) = zm1 = zm.

Veamos, para m = 0, B~((ã†)0f0) = B~(f0) = 1 = z0. Supongamos luego que B~((ã†)mf0) = zm, entonces

B~((ã†)m+1f0) = B~(ã†((ã†)mf0))

= zB~((ã†)mf0)

= z · zm = zm+1.

Por tanto, hemos mostrado que B~ mapea bases ortogonales en bases ortogonales y con la misma norma. De
aquı́ concluı́mos que B~ es un mapeo unitario, como se querı́a probar. �
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Transformada C~

Por último, siguiendo [2], presentaremos la Transformada de Segal-Bargmann como una convolución, en
términos de la extensión analı́tica del núcleo del calor para Rn. De hecho notaremos que la expresión es la
misma que dimos para la Transformada B~ sólo que tanto el rango como el dominio para la transformada
cambian. Dicha transformada tendrá como dominio el espacio de funciones L2(Rn, dx) y como imagen al
espacioHL2(Cn, ν~), donde aquı́ la densidad ν~ está definida en Cn como

ν~(z) = (π~)−n/2e−(Im z)2/~.

Recordemos también que cuando definimos la transformada B~ y su núcleo integral consideramos la den-
sidad ρ~ = (2π~)−n/2e−x

2/2~ y más aún, sabemos que esta función admite una continuación analı́tica a Cn.
Con estos elementos nos es posible presentar a la Transformada de Segal-Bargmann en su forma invariante.
Como se menciona en [3], a la Transformada C~ se le llama invariante porque la densidad ν~ es invariante bajo
traslaciones en las direcciones reales.

Teorema 2.2.3 (Theorem 6.4, [2]) Consideremos el mapeo C~ : L2(Rn, dx) 7→ HL2(Cn, ν~) dado por

C~f(z) =

∫
Rn
ρ~(z − x)f(x)dx

= (2π~)−n/2
∫
Rn
e−(z−x)2/2~f(x)dx.

1. Para toda f ∈ L2(Rn, dx) la integral definida C~f(z) es absolutamente convergente y holomorfa en
z ∈ Cn.

2. El mapeo C~ es un mapeo unitario de L2(Rn, dx) sobreHL2(Cn, ν~).

3. Para k = 1, 2 . . . , n

C~(x̂k − ip̂k)C−1
~ = zk

C~(x̂k + ip̂k)C
−1
~ = zk + 2~ ∂

∂zk

(2.25)

donde zk denota multiplicación por zk.

Demostración: Como en los casos anteriores, vamos a considerar el caso para n = 1. También, la demostración
del punto 1 del teorema, se sigue de manera análoga a como se hizo para las transformadas A~ y B~. Quedan
entonces por demostrar los puntos 2 y 3.

Para probar el punto 2, es decir, que el mapeo C~ es unitario, recordemos que en la sección (1.3) se mostró
que el espacio HL2(Cn, ν~) es equivalentemente holomorfo al espacio HL2(Cn, µ2~) y la equivalencia holo-
morfa está dada por el mapeo unitario U~ que se menciona en la misma sección.

Más aún, notemos que la Transformada de Segal-Bargmann C~ la podemos relacionar con la Transformada
A~ y el mapeo U~ como sigue. Para cualquier f ∈ L2(R, dx), tenemos

C~f(z) = (4π~)−1/4e−z
2/4~[A~f ]

(
z√
2

)
. (2.26)

Consideremos el mapeo denotado por Ãh y definido como

Ã~ : L2(Rn, dx) → HL2(Cn, µ2~(z)dz)

F 7→ Ã~F (z) = A~F

(
z√
2

)
,
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aseveramos que tal mapeo es unitario. Dado que el mapeo A~ es unitario, es sobreyectivo, y por como está
definido Ã~, se sigue también que es sobreyectivo. Y dado que

‖Ã~F‖2HL2(Cn,µ2~) = (2π~)−n
∫
Cn
|Ã~F (w)|2e−|w|/2~dw = (2π~)−n

∫
Cn
|A~F

(
w√
2

)
|2e−|w|/2~dw

= (π~)n
∫
Cn
|A~F (z)|2e−|z|/~dz = ‖A~F‖2HL2(Cn,µ~) = ‖F‖L2(Rn,dx)

se sigue que Ã~ es una isometrı́a, y entonces Ã~ es un mapeo unitario. Por tanto, considerando los mapeos U~
y Ã~ con n = 1, tenemos que C~ definido como en (2.26) es la composición de dos mapeos unitarios. Ası́, C~
es un mapeo unitario.

Para probar el punto 3, vamos a proceder como en las demostraciones anteriores para A~ y B~. Considere-
mos (2.25) en la forma siguiente

C~(x̂− ip̂) = zC~
C~(x̂+ ip̂) =

(
z + 2~ d

dz

)
C~

(2.27)

Calculemos lo siguiente para cualquier función f ∈ L2(R, dx), utilizando una vez el teorema de derivación
bajo el signo de integral [16],

d

dz
(C~f)(z) = (2π~)−1/2

∫
R

d

dz
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= (2π~)−1/2

∫
R

−(z − x)

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= −(2π~)−1/2 z

~

∫
R
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx+ (2π~)−1/2 1

~

∫
R
xe−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= −z
~
C~f(z) +

1

~
C~(xf)(z).

Hemos obtenido por tanto que

d

dz
C~f = −z

~
C~f +

1

~
C~(xf). (2.28)

Por otra parte,

C~

[
df

dx

]
(z) = (2π~)−1/2

∫
R
e−

(z−x)2
2~

df

dx
(x)dx =: I

donde haciendo integración por partes obtenemos que

I = −(2π~)−1/2

∫
R

(z − x)

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

= −(2π~)−1/2

∫
R

z

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx+ (2π~)−1/2

∫
R

x

~
e−

(z−x)2
2~ f(x)dx

=
1

~
C~(xf)(z)− z

~
C~f(z),

igualdando los extremos, obtenemos la expresión

C~

[
df

dx

]
=

1

~
C~(xf)− z

~
C~f
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despejando ahora para zC~

z

~
C~f =

1

~
C~(xf)− C~

[
df

dx

]
simplificando aún más esta expresión

zC~f = ~C~(xf)− ~C~

[
df

dx

]
= C~

(
x− ~

df

dx

)
. (2.29)

Luego, sustituyendo esto último en (2.28) tenemos

~
d

dz
C~ = −C~x+ ~C~

d

dx
+ C~x = ~C~

d

dx
,

y por tanto

~
d

dz
C~ = C~~

d

dx
. (2.30)

Luego, usando las expresiones (2.29) y (2.30), sumando zC~ y 2~C~, obtenemos

zC~ + 2~C~ = C~

(
x− ~

d

dx

)
+ 2~C~

d

dx
= C~

(
x− ~

d

dx
+ 2~

d

dx

)
= C~

(
x+ ~

d

dx

)
.

De esta manera, usando (2.29) y lo anterior hemos obtenido

C~(x̂− ip̂) = zC~
C~(x̂+ ip̂) =

(
z + 2~ d

dz

)
C~

como se querı́a probar. �
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CAPÍTULO 3

Elementos de mecánica

Apartándonos un poco de los aspectos analı́ticos en este capı́tulo vamos a mencionar algunos de los ele-
mentos de la mecánica clásica y de la mecánica cuántica. Esto se hará ası́ porque en los siguientes capı́tulos
buscaremos describir mediante cierto programa de cuantización cómo relacionar elementos de un esquema
clásico con elementos de un esquema cuántico, sin olvidar que el objetivo es obtener la Transformada de Segal-
Bargmann. Cabe mencionar que a lo largo de este capı́tulo nos estaremos guiando por las referencias [2], [3] y
[5] para el desarrollo del tema haciendo la referencia adecuada destacando con exactitud qué resultado se esta
considerando de cada referencia.

3.1. Elementos de mecánica clásica

Empecemos con los elementos de la mecánica clásica, especı́ficamente vamos a considerar el caso de una
dimensión tal y como se hace en [2] complementando también con algunos elementos de [3]. Como sabemos,
el movimiento de la partı́cula está gorbernado por la ecuación de Newton F = ma, donde m es la masa de
partı́cula y a su aceleración. La posición de la partı́cula en el tiempo t está dada por x(t) y su aceleración
a = ẍ(t). Reescribiendo la ecuación para la fuerza F nos queda que F = mẍ(t). Usualmente F depende
solamente de la posición y puede ser expresada en términos de la energı́a potencial como F (x) = −V ′(x). Ası́
lo que tenemos como nuestra ecuación de movimiento es

mẍ = −V ′(x), (3.1)

notemos que es una ecuación diferencial de segundo orden y que podemos desacoplarla en un sistema de dos
ecuaciones de primer orden. Definamos el momento de la partı́cula como p = mẋ, entonces

ẋ = p
m

ṗ = −V ′(x).
(3.2)



Elementos de mecánica 38

Vamos a introducir también la siguiente notación

Recta (coordenada x) = Espacio de configuración

Plano (coordenadas (x, p)) = Espacio fase,

es decir, el entorno en el cual nuestra partı́cula se mueve es lo que llamaremos espacio de configuración y al
conjunto de puntos con coordenadas de posición y momento le llamaremos espacio fase.

Sea H : R2 → R una función suave1 de las variables x y p, conocida como función Hamiltoniana.
Fı́sicamente nos describe la energı́a mecánica del sistema, comúnmente se suele escribir como la suma de la
energı́a cinética y la energı́a potencial del sistema, es decir,

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x).

Entonces se definen las ecuaciones de movimiento en R2 por

ẋ =
∂H

∂p

ṗ = −∂H
∂x

.
(3.3)

Estas son las ecuaciones de Hamilton, lo que con ellas buscamos con trayectorias (x(t), p(t)) que satisfa-
gan

d

dt
x(t) =

∂H

∂p
(x(t), p(t))

d

dt
p(t) = −∂H

∂x
(x(t), p(t)),

sujetas a las condiciones iniciales x(0) = x0 y p(0) = p0.

Otro elemento que necesitamos introducir para poder desarrollar nuestro esquema de trabajo, es la siguiente

Definición 3.1.1 Si f, g son funciones reales, suaves en R2, definimos los Paréntesis de Poisson de f y g,
denotado por {f, g}, por

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂x
,

de modo que {f, g} es también una función suave en R2.

Como es bien sabido los paréntesis de Poisson satisfacen las siguientes propiedades.

Proposición 3.1.1 Para cualesquiera f, g y h funciones suaves en R2, tenemos

1. {f, g + ch} = {f, g}+ c{f, h}, para todo c ∈ R.

2. {g, f} = −{f, g}.
1A lo largo del texto entenderemos como funciones suaves a quellas funciones que admiten derivadas de cualquier orden, y por tanto

todas sus derivadas de cualquier orden son continuas. También se les conoce como funciones infinitamente diferenciables, la clase de
funciones que estas forman se denota por C∞.
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3. {f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.

4. {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Demostración: Ver [3], proposición 2.23.

Teorema 3.1.1 (Theorem 7.2, [2]) Si f ∈ C∞(R2) y (x(t), p(t)) es una solución a las ecuaciones de Hamil-
ton (3.3), entonces

df

dt
(x(t), p(t)) = {f,H}(x(t), p(t)).

Demostración: Usando la regla de la cadena tenemos que

df

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂p

dp

dt

=
∂f

∂x

∂H

∂p
− ∂f

∂p

∂H

∂x

= {f,H},

la última igualdad se debe a la definición de los Paréntesis de Poisson. Por tanto, dfdt = {f,H} como se querı́a
probar. �

Definición 3.1.2 Sea f una función suave en R2. f se dice que es una cantidad que se conserva si f(x(t), p(t))
es independiente de t para cada solución (x(t), p(t)) de las ecuaciones de Hamilton.

Una de las consecuencias del teorema anterior se presenta en el siguiente corolario, el cual tiene el sentido
fı́sico que tenemos sobre la energı́a: la energı́a se conserva.

Corolario 3.1.1 (Corollary 2.26, [3]) Sea f una función suave en R2 y H el Hamiltoniano definido anterior-
mente. f es una cantidad que se conserva si y sólo si {f,H} = 0.

En particular, el Hamiltoniano H es una cantidad que se conserva.

Definición 3.1.3 Llamamos flujo en R2 a la familia de difeomorfismos {Φt} de R2, en donde Φt(x, p) es igual
a la solución en el tiempo t de las ecuaciones de Hamilton con condición inicial (x, p). Decimos que el flujo es
completo cuando Φt está definido en R2 para todo t.

Por definición, un difeomorfismo Φ, es una aplicación diferenciable, biyectiva y su inversa Φ−1 : N →M ,
también es diferenciable.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Liouville.) El flujo asociado a las ecuaciones de Hamilton, para una función H
Hamiltoniana, preserva la medida de volumen 2-dimensional dxdp.

Demostración: Ver [3], teorema 2.27. �

Generalizando a n dimensiones tenemos que el espacio de configuración es Rn y el espacio fase es R2n

con coordenadas x1, . . . , xn, p1, . . . , pn. El Hamiltoniano H(x, p) en este caso sigue siendo una función suave,
perteneciente a C∞(R2n), y se escribe generalmente en la forma

H(x, p) =
1

2

n∑
k=1

p2
k + V (x).
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Las ecuaciones de Hamilton toman la forma
dxk
dt

=
∂H

∂pk
dpk
dt

= − ∂H
∂xk

,

con k = 1, . . . , n, y los paréntesis de Poisson se definen como

{f, g} =
n∑
k=1

∂f

∂xk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂xk
,

y el teorema (3.1.1) se mantiene. De hecho, la generalización de las definiciones, proposiciones y teoremas
enunciados para el caso n = 1 se siguen cumpliendo para el caso general n > 1.

3.2. Mecánica Clásica y variedades

Como sabemos, nuestra partı́cula podrı́a tener un espacio de configuración más general, algo que no fuera
Rn tal como fue planteado en la sección anterior. Aunque nuestra partı́cula este inmersa en algún espacio
geométrico más general, localmente podrı́amos decir que nuestra partı́cula se está moviendo en algún entorno
n-dimensional. Por esta razón es necesario plantear de nuevo los conceptos básicos de la mecánica clásica en
términos de dichos espacios geométricos: variedades. En esta sección, se utiliza la referencia [5] extrayendo de
esta las definiciones que aquı́ aparecen, seguiremos su notación y omitiremos también las demostraciones a las
proposiciones presentadas aquı́ remitiéndonos a dicha referencia.

Empecemos por recordar la siguiente definición.

Definición 3.2.1 Una variedad simpléctica (N,ω) es una variedad suave N junto con una 2-forma cerrada ω
y no degenerada en N .

Recordemos, por definición, que ω es cerrada en N si es una 2-forma diferenciable en la variedad N y tal
que su derivada exterior es cero, dω = 0. Ası́ también, es no degenerada si para todo ξ ∈ TNx, ξ 6= 0, existe
una η ∈ TNx talque ω(ξ, η) 6= 0. La 2-forma ω definida de ésta manera se le conoce como forma simpléctica.

Denotamos también mediante Ωω el elemento de volumen [1/n!]ωn, en donde ωn significa ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω
(n veces).

Teorema 3.2.1 (Teorema de Darboux.) Sea ω una 2-forma no-degenerada en una variedadM tal que dim M =
2n. Entonces dω = 0 si y sólo si existe una carta (U, ϕ) en cada m ∈ M tal que ϕ(m) = 0, y con
ϕ(u) = ϕ(x1(u), . . . , xn(u), p1(u), . . . , pn(u)) tenemos que para (a, b) ∈ TMU × TMU ,

ω|U (a, b) =

n∑
j=1

dxj ∧ dpn(a, b).

Demostración: Ver [5], Theorem 3.2.2. �

Las cartas garantizadas por el teorema de Darboux son llamadas cartas simplécticas y las funciones com-
ponentes xj , pj son llamadas coordenadas canónicas.
Ası́ en una carta simpléctica tenemos

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dpj ; Ωω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dp1 ∧ · · · ∧ dpn.
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Definición 3.2.2 Sean (M,ω) y (N, ρ) variedades simplécticas. Un mapeo Φ : M → N es un simplectomor-
fismo o transformación canónica si Φ es un difeomorfismo y además, Φ es tal que

Φ∗(ρ) = ω.

Proposición 3.2.1 (Proposition 3.2.6, [5]) Si (M,ω) y (N, ρ) son variedades simplécticas y Φ : M → N es
un simplectomorfismo, entonces Φ preserva el volumen.

Definición 3.2.3 Sean (N,ω) una variedad simpléctica y H : N → R una función Cr dada2. Asignaremos a
H un campo vectorial XH determinado por

ω(XH , Y ) = dH · Y

es decir,
XHyω = dH.

XH es llamado campo vectorial Hamiltoniano con función de energı́a H . Llamaremos sistema Hamiltoniano
a la tripleta (N,ω,XH).

Definición 3.2.4 Una curva σ en un punto m de una variedad N es un mapeo C1 de un intervalo abierto
I ⊂ R en N tal que 0 ∈ I y σ(0) = m. Asignamos un vector tangente en cada punto σ(λ), λ ∈ I , por σ′(λ).

Sea N una variedad y sea X cualquier campo vectorial en N . Sea I ⊂ R un intervalo abierto. Una curva
integral de X en m ∈ N es una curva σ en m tal que σ′(λ) = X(σ(λ)) para cada λ ∈ I .

Proposición 3.2.2 Sean x1, . . . , xn, p1, . . . , pn coordenadas canónicas para ω =
∑

j dxj ∧ dpj . Entonces en
éstas coordenadas

XH =

(
∂H

∂pj
,−∂H

∂xj

)
.

Entonces (x(t), p(t)) es una curva integral de XH si y sólo si las ecuaciones de Hamilton se mantienen

dxj
dt

=
∂H

∂pj
dpj
dt

= −∂H
∂xj

.

Demostración: Ver [5], Proposition 3.3.2. �

Proposición 3.2.3 Sea (N,ω,XH) un sistema Hamiltoniano y sea c(t) una curva integral para XH . Entonces
H(c(t)) es constante en t.
Demostración: Ver [5], Proposition 3.3.3. �

Definición 3.2.5 Dada una variedad N y un campo vectorial X en N , sea D ⊂ N × R el conjunto de
(m, t) ∈ N ×R tales que existe una curva integral σ : I → N de X en m con t ∈ I . El campo vectorial X es
completo si D = N × R.

Proposición 3.2.4 Sea N una variedad y sea X un campo vectorial en N . Entonces, existe un único mapeo
Φ : D→ N tal que t 7→ Φt = Φ(m, t) es una curva integral en m, para toda m ∈ N .
Demostración: Ver [5], Proposition 2.1.15. �

2Cabe aclarar que dicha función H no es la función Hamiltoniana definida en la sección anterior.
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Definición 3.2.6 Sea N una variedad y sea X un campo vectorial en N . Entonces el mapeo Φt es llamado la
integral de X , y la curva t 7→ Φ(m, t) es llamada la curva integral maximal de X en m. En el caso de que X
sea completo, Φt es llamado flujo de X .

Proposición 3.2.5 (Teorema de Liouville) Sea (N,ω,XH) un sistema Hamiltoniano, y sea Φt el flujo deXH .
Entonces para cada t, Φt es simpléctica, es decir, Φ∗tω = ω. También, Φt preserva el volumen de fase Ωω.
Demostración: Ver [5], Proposition 3.3.4. �

Definición 3.2.7 Sea (N,ω) una variedad simpléctica y sean f, g funciones reales C∞, con Xf y Xg sus
respectivos campos vectoriales Hamiltonianos asociados en N . Los paréntesis de Poisson de f y g se definen
como la función

{f, g}(u) = ω(Xf , Xg)(u), u ∈ N.

Se puede ver también que

Proposición 3.2.6 En coordenadas canónicas (i.e., en una carta simpléctica) (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn), tene-
mos

{f, g} =

n∑
j=1

(
∂f

∂xi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂xi

)
.

Demostración: Ver [5], Corollary 3.3.14. �

Finalizaremos esta sección mostrando algunas de las caracterizaciones para los simplectomorfismos. Una
viene dada por el Teorema de Jacobi y otra se da en términos de los paréntesis de Poisson.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Jacobi) Sean (M,ω) y (N, ρ) dos variedades simplécticas y f : M → N un
difeomorfismo. Entonces f es un simplectomorfismo si y sólo si para cualquier función h : M → R y C∞,
f∗Xh = Xh◦f−1 .
Demostración: Ver [5], Theorem 3.3.19. �

Teorema 3.2.3 Sean (M,ω) y (N, ρ) dos variedades simplpécticas y F : M → N un difeomorfismo. Entonces
F es un simplectomorfismo si y sólo si F preserva los paréntesis de Poisson; es decir, para cualesquiera
f, g : N :→ R, funciones C∞, se tiene que

{F ∗f, F ∗g} = F ∗{f, g}.

Demostración: Ver [5], Proposition 3.3.20. �

Consideremos las variedades R2 con la 2-forma ω = dp ∧ dx y C con la 2-forma ρ = −idz ∧ dz en donde
la variable compleja z se define como z = x−ip√

2
. Tenemos que ω definida de esta manera satisface

1. Es cerrada, pues dω = d(dp ∧ dx) = d(dp) ∧ dx− dp ∧ d(dx) = 0.

2. Es no degenerada, ya que si consideramos cualquier ξ ∈ TR2, con ξ 6= 0 podemos encontrar η ∈ TR2 tal
que ω(ξ, η) 6= 0. Es decir, sean ξ = f1(x, p)∂/∂x+ f2(x, p)∂/∂p y η = g1(x, p)∂/∂x+ g2(x, p)∂/∂p
con fi, gi, i = 1, 2, funciones suaves en R2, en donde ξ 6= 0. Se tiene que

ω(ξ, η) = dp ∧ dx(f1(x, p)∂/∂x+ f2(x, p)∂/∂p, g1(x, p)∂/∂x+ g2(x, p)∂/∂p)

= f2(x, p)g1(x, p)− f1(x, p)g2(x, p).
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Podemos definir η = f2(x, p)∂/∂x− f1(x, p)∂/∂p, ası́

ω(ξ, η) = (f2(x, p))2 + (f1(x, p))2

y dado que ξ 6= 0 se tiene que ω(ξ, η) 6= 0 .

Y por tanto ω es una 2-forma simpléctica para R2. Ası́, (R2, ω) es una variedad simpléctica.

Consideremos ahora la transformación F definida por

F : (R2, dp ∧ dx) → (C2, dπ ∧ dz)

(x, p) 7→ (z, π) =

(
x− ip√

2
,−ix+ ip√

2

)
en la cual se ve que π = −iz. Notemos también que C2 es una variedad simpléctica con la forma κ = dπ ∧ dz,
la prueba de esto se reduce al caso anterior.

Definamos la siguiente subvariedad de C2,

D = {(z, π) ∈ C2|π = −iz}.

Entonces podemos considerar a D como variedad simpléctica con forma simpléctica τ dada por κ|D. Reescri-
biendo entonces a F , tenemos

F : (R2, ω) → (D, τ)

(x, p) 7→ (z,−iz) =

(
x− ip√

2
,−ix+ ip√

2

)
.

Más aún, el mapeo G definido por

G : (D, τ) → (C, ρ)

(z,−iz) 7→ z

nos permite hacer la identificaciónD ∼= C por medio de la transformación canónica que este define. Ası́, hemos
encontrado que la transformación

Φ : (R2, dp ∧ dx) → (C,−idz ∧ dz)

(x, p) 7→ Φ(x, p) =
x− ip√

2
.

es también un simplectomorfismo.

Función generadora

En esta sección redefiniremos el concepto de transformación canónica de tal manera que nos sea posible
introducir la definición de funciones generadoras. Presentamos la siguiente caracterización.

Proposición 3.2.7 Sean (P1, ω1) y (P2, ω2) variedades simplécticas, πi : P1 × P2 → Pi la proyección sobre
Pi, i = 1, 2 y

Ω = π∗1ω1 − π∗2ω2. (3.4)

Entonces:
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i) Ω es una forma simpléctica en P1 × P2.

ii) Un mapeo f : P1 → P2 es un simplectomorfismo si y sólo si i∗fΩ = 0, donde if : Γf → P1 × P2 es el
mapeo de inclusión y Γf es la gráfica de f .

Demostración: Ver [5], Proposition 5.2.1. �

Lema 3.2.1 (Lema de Poincaré) Si ω es una k-forma cerrada, entonces para cada m ∈M , existe una vecin-
dad U de m para la cual ω|U es exacta. Esto es, localmente existe una (k − 1)-forma α tal que ω = dα.

Demostración: Ver [5], Theorem 2.4.17.

Supongamos ahora que Ω = dθ (localmente). Por ejemplo, si θ = π∗1θ1−π∗2θ2 es la 1-forma con dθi = ωi,
i = 1, 2 efectivamente se verifica que

dθ = d(π∗1θ1 − π∗2θ2) = dπ∗1θ1 − dπ∗2θ2 = π∗1dθ1 − π∗2dθ2 = π∗1ω1 − π∗2ω2.

Luego, si f es un simplectomorfismo, el teorema implica que i∗fΩ = 0, lo que a su vez es equivalente a
i∗fdθ = 0, o bien es análogo a tener que d(i∗fθ) = 0. Por tanto, i∗fθ es cerrada. Entonces por la proposición
podemos concluir que f es un simplectomorfismo si y sólo si i∗fθ es cerrada. Más aún por el Lema de Poincaré,
existe una función S : Γf → R tal que

i∗fθ = dS.

Definición 3.2.8 Llamamos a tal función S una función generadora para el simplectomorfismo f (depende
claramente de la elección de θ y es localmente definido).

3.3. Elementos de mecánica cuántica

Describiremos los elementos de la mecánica cuántica de manera similar a como lo hicimos con los elemen-
tos de la mecánica clásica. Dicho de otra manera, describiremos la estructura de la mecánica cuántica mediante
una analogı́a con la mecánica clásica, haciendo hincapié en que no estamos dando una equivalencia entre éstas.

Con el nacimiento de la mecánica cuántica se introduce una cantidad fı́sica de carácter fundamental, esta
es la llamada constante de Planck. La cual tiene un valor determinado experimentalmente y tiene dimensiones
fı́sicas de energı́a×tiempo = acción, su valor numérico es h = 6.626 × 10−27erg − seg (en unidades c.g.s).
Frecuentemente se usa ~, un múltiplo de ella en lugar de h, y es la constante de la cual haremos uso en este
trabajo

~ =
h

2π
= 1.054× 10−27erg − seg.

Con el fin de obtener a la mecánica clásica como un lı́mite de la mecánica cuántica es importante considerar
a ~ como un parámetro positivo. Al hacer esto estaremos escogiendo la escala en la que estaremos trabajando.
Ası́ pues cuando ~ tome valores pequeños diremos que estamos en la región semiclásica y en el lı́mite ~ → 0,
obtendremos propiedades asociadas a la mecánica clásica.

En la siguiente tabla enlistaré las relaciones que podemos hacer entre una estructura y la otra, en donde la
información ha sido recabada de la fuente [2].
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Mecánica Clásica Mecánica Cuántica
Espacio fase R2n Espacio de Hilbert complejo H

Puntos en el espacio fase (x, p) Vectores unitarios ϕ en H,
llamados estados

Funciones reales f en el espacio fase Operadores autoadjuntos (hermitianos) A en H

El valor f(x, p) ∈ R Valor esperado de un operador A en el estado ϕ,
de una función f en el punto (x, p) definido como 〈ϕ,Aϕ〉

Paréntesis de Poisson {f1, f2} Conmutador
1

i~
[A1, A2]

La dinámica (ecuaciones de movimiento): La dinámica
df

dt
= {f,H} dA

dt
=

1

i~
[A, Ĥ]

Recordemos que en la formulación Hamiltoniana de la mecánica clásica la dinámica del sistema está go-
bernada por el Hamiltoniano H mediante las ecuaciones de Hamilton. Dicha H es una función real definida
en el espacio fase; por tanto, según se nos indica en la tabla, a ésta función deberı́a entonces corresponderle
un operador autoadjunto Ĥ en el espacio de Hilbert (cuántico), a dicho operador se le conoce como operador
Hamiltoniano cuántico.

Otro de los puntos que asumiremos es que la dinámica de los estados ϕ ∈ H satisface la ecuación de
Schrödinger

i~
dϕ

dt
= Ĥϕ.

Ası́ como en la estructura clásica tenemos que la dinámica está descrita por la variación en el tiempo de las
funciones definidas en el espacio fase, mediante la ecuación de Schrödinger podemos establecer la dinámica en
la estructura cuántica, como la variación en el tiempo de algún operador actuando en algún estado perteneciente
al espacio de Hilbert, y deducir la ecuación de Heisenberg de movimiento tal y como se muestra en [21]

dA

dt
=

1

i~
[A, Ĥ].

Con esto, tenemos todos los ingredientes que necesitamos para exhibir a qué nos referimos cuando hablamos
de relacionar a elementos de la mecánica clásica con los de la mecánica cuántica, ¿cómo es posible llevar a
cabo ese proceso? Justamente en los siguientes capı́tulos responderemos esta pregunta.

3.4. Transformaciones Canónicas y Mapeos Unitarios

Siguiendo con la idea de encontrar un programa que me permita relacionar los esquemas clásicos y cuánti-
cos de la mecánica uno se encuentra con una relación más, a saber, que las transformaciones canónicas (simplec-
tomorfismos) que se definen en el espacio fase (clásico) tienen un análogo cuántico, éstas son las transformacio-
nes unitarias definidas en espacios de Hilbert. Es importante destacar y estudiar las transformaciones canónicas
porque justamente podemos ver a la Transformada de Segal-Bargmann, la cual es un operador unitario, como
el análogo cuántico de una transformación canónica en el espacio fase de posiciones y momentos. Y más aún,
podemos encontrar relación entre el núcleo integral de la Transormada de Segal-Bargmann y alguna función
generadora de la transformación canónica en el espacio fase. En este pequeño apartado seguiremos las ideas
de Moshinsky [8] para describir cómo obtener la Transformada de Bargmann a partir de una transformación
canónica.
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Primero que todo, notemos que cuando consideramos el sistema uni-dimensional que tiene a R2 como
espacio fase con coordenadas de posición y momento, x y p, pasar al esquema cuántico se realiza luego de
haber definido los operadores hermitianos x̂, p̂ definidos en L2(R, dx) de tal manera que los paréntesis de
Poisson son reemplazados por conmutadores y verificando que se satisfacen las R. C. C.3; es decir, se satisface

[x̂, p̂] = iI, [x̂, x̂] = [p̂, p̂] = 0

x̂† = x̂ p̂† = p̂.

En [9] se encuentra una solución a las R. C. C. a través de considerar las siguientes expresiones

x̂ψ(x) = xψ(x), p̂ψ(x) = −i ∂
∂x
ψ(x).

De hecho, esto lo hemos comprobado a inicios del capı́tulo anterior cuando introdujimos los operadores de
posición y momento, en este caso x̂ y p̂ son los mismos que se han venido considerando desde el capı́tulo
anterior.

Consideremos una vez más la transformación canónica del espacio fase real R2 al espacio fase complejo
C2 dada por (

z
π

)
=

1√
2

(
1 −i
−i 1

)(
x
p

)
. (3.5)

en la cual para poder regresar a nuestras variables originales x y p se imponen las condiciones de realidad
z = iπ y π = iz, condiciones que nos ayudan a establecer el rango de esta transformación. Podemos hacer la
identificación π = −iz llegando como en la sección anterior a la conclusión de que la transformación

Φ : R2 → C

(x, p) 7→ z =
x− ip√

2

es una transformación canónica que satisface

{z, π} = {x, p} = 1, {π, π} = {z, z} = 0,

es decir, los paréntesis de Poisson se preservan bajo tal transformación. Nos preguntamos si del espacio fase
complejo con coordenadas z se puede pasar a un espacio de Hilbert como lo hicimos para el caso del espacio
fase (x, p). El resultado es afirmativo; haciendo la analogı́a con el caso anterior resolviendo los conmutadores

[ẑ, π̂] = iI, [ẑ, ẑ] = [π̂, π̂] = 0,

encontramos que una solución esta dada por los operadores ẑ y π̂ que actúan en funciones holomorfas de
cuadrado integrable como

ẑf(z) = zf(z), π̂f(z) = −i ∂
∂z
f(z)

ẑ† = iπ̂, π̂† = iẑ,

lo cual es justamente la observación de Fock mencionada anteriormente. Siguiendo las ideas de Bargmann
encontramos que el espacio de Hilbert que cumple es el espacio de Segal-Bargmann.

3En [9], sección IV, se describe también este procedimiento.
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En este contexto es posible también encontrar el núcleo integral de la Transformada de Segal-Bargmann
siguiendo el razonamiento que Bargmann implementó. Sin abundar en detalles, mencionaremos el proceso que
se sigue para obtener la Transformada y que se desarrolla en [1] y [8].

Consideramos los espacios de Hilbert L2(R, dx) y el espacio de Segal-Bargmann HL2(C, µ~). Mediante
el Teorema de Stone-von Neumann aseguramos la existencia de un operador unitario entre estos espacios de
Hilbert tal como se vio en el capı́tulo anterior. Supongamos entonces que existe una transformación integral tal
que para cada ψ(x) ∈ L2(R, dx),

f(z) =

∫
R
A~(z, x)ψ(x)dx ∈ HL2(C, µ~).

Guiándonos por la transformación (3.5) definimos los siguientes operadores en L2(R, dx) como su contraparte
cuántica

η̂ =
1√
2

(x̂− ip̂) =
1√
2

(x− ∂

∂x
)

−iξ̂ =
−i√

2
(x̂+ ip̂) =

−i√
2

(x+
∂

∂x
)

tales que [ξ̂, η̂] = I , η̂† = ξ̂ y ξ̂† = η̂, después buscamos una asociación con los operadores ẑ y π̂ definidos
anteriormente en el espacio de Bargmann dada por las ecuaciones integrales

ẑf(z) =

∫
R
A~(z, x)η̂ψ(x)dx

π̂f(z) =

∫
R
A~(z, x)(−iξ̂)ψ(x)dx

o bien, ayudándonos del teorema de derivación bajo el signo integral4 para la segunda ecuación,∫
R
zA~(z, x)ψ(x)dx =

∫
R

(ξ̂A~)(z, x)ψ(x)dx

−i
∫
R

∂

∂z
A~(z, x)ψ(x)dx = −i

∫
R

(η̂A~)(z, x)ψ(x)dx.

Las cuales nos llevan a las ecuaciones diferenciales

zA~(z, x) =
1√
2

(
x+

∂

∂x

)
A~(z, x) (3.6)

−i ∂
∂z
A~(z, x) = − i√

2

(
x− ∂

∂x

)
A~(z, x). (3.7)

Reescribiendo (3.6), (
z − x√

2

)
A~(z, x) =

1√
2

∂

∂x
A~(z, x)

se tiene que su solución es de la forma A~(z, x) = ϕ(z)e
√

2zx−x2/2. Luego, sustituyendo esta función en (3.7),
haciendo las operaciones indicadas y simplificando, tenemos la ecuación

ϕ′(z) = −z
4Teorema 12.2, [16]



Elementos de mecánica 48

la cual tiene por solución ϕ(z) = Ke−z
2/2, con K una constante. Ası́, eligiendo K = (π~)−1/4 tenemos que

A~(z, x) = (π~)−1/4e(−z2+2
√

2x·z−x2)/2~.

Hemos encontrado el núcleo integral de la transformación integral

A~ : L2(R, dx) → HL2(C, µ~)

A~f(z) =

∫
R
A~(z, x)f(x)dx, ∀f(x) ∈ L2(R, dx)

el cual confirmamos que es
A~(z, x) = (π~)−1/4e(−z2+2

√
2x·z−x2)/2~

tal y como se habı́a descrito en el capı́tulo anterior.

Tratemos de relacionar la Transformada de Segal-Bargmann con alguna transformación canónica en el
espacio fase. Sigamos ahora con la notación de la proposición (3.2.7). Sean P1 el espacio fase real y P2 el
espacio fase complejo definidos por (P1, ω1) = (R2, dp∧ dx) y (P2, ω2) = (C,−idz ∧ dz). Consideremos las
1-formas θ1 = pdx y θ2 = −izdz sobre R2 y C respectivamente, las cuales satisfacen dθj = ωj , j = 1, 2.
Sea F la función definida por

F : P1 → P2

(x, p) 7→ F (x, p) =
x− ip√

2
,

en párrafos previos se vio que esta transformación es canónica. Definiendo θ = π∗1θ1−π∗2θ2, en donde dθi = ωi
para i = 1, 2; se tiene que Ω = dθ. Luego, ya que F es canónica, se sigue de la proposición (3.2.7) que i∗F θ es
cerrada. Luego, por el Lema de Poincaré, existe una función S : ΓF → R tal que i∗F θ = dS.

Consideremos la curva β : R→ ΓF con β(0) = P , y vector de velocidad (dβ/dt)|t=0 = ν. Explı́citamente

β(t) = (x(t), p(t), z(t)) ∈ ΓF y ν =
dβ

dt

∣∣∣∣
t=0

(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x(t), p(t), z(t)). Ası́, para ν ∈ TΓF,P ,

i∗F θ(ν) = i∗F (π∗1θ1 − π∗2θ2)(ν) = (π∗1θ1 − π∗2θ2)(iF ν) = (π∗1θ1 − π∗2θ2)(ν)

= θ1(π1∗ν)− θ2(π2∗ν) = θ1

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x(t), p(t))

)
− θ2

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(z(t))

)
= p(0)

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

(t) + iz(0)
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

(t).

Por tanto,

dS(ν) = p(0)
dx

dt

∣∣∣∣
t=0

(t) + iz(0)
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

(t)

Esta última igualdad sugiere que

p =
∂S

∂x

iz =
∂S

∂z
.

Escribiendo a p y a iz en las ecuaciones anteriores, en términos de x y z, tenemos

∂S

∂x
= i(
√

2z − x)

−∂S
∂z

= i(z −
√

2x).
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Resolviendo la primera ecuación, tenemos que S(x, z) = i
√

2zx− ix2/2 +ϕ(z). Luego, utilizando la segunda
ecuación tenemos que la función ϕ(z) = −iz2/2 + C, con C una constante. Por lo tanto, la función que
satisface las ecuaciones diferenciales está dada por

S(x, p; z) = − i
2

(z2 − 2
√

2xz + x2), (3.8)

la cual es un múltiplo de la función que aparece en el argumento de la función exponencial del núcleo integral
de la Transformada de Segal-Bargmann.

Recapitulemos los resultados obtenidos. Hemos definido una transformación canónica entre un espacio fase
real y un espacio fase complejo, con coordenadas (x, p) y z, respectivamente. Logramos pasar a un esquema
cuántico encontrando operadores que fueron solución a los conmutadores de tal manera que satisfacieran las R.
C. C. en ambos casos. Usando después, la transformación canónica como sugerencia para definir los operadores
de aniquilación y creación, se logró obtener una correspondencia entre los operadores actuando en el espacio de
Segal-Bargmann y los operadores de aniquilación y creación definidos en el espacio de Hilbert L2(R). Justa-
mente, la correspondencia encontrada cuya existencia está garantizada por el Teorema de Stone-von Neumann,
es la Transformada de Segal-Bargmann. Finalmente, encontramos una función generadora para la transforma-
ción canónica. Lo relevante de esta función generadora es que, salvo una constante, es el argumento del núcleo
integral de la Transformada de Segal-Bargmann.

Transformada B~

Siguiendo el planteamiento presentado en [8], también es posible obtener la Transformada de Segal-Bargmann
en la forma B~. Recordemos que nuestro objetivo fue encontrar un mapeo unitario de L2(Rn, ρ~(x)dx) al es-
pacio de Bargmann HL2(Cn, µ~) el cual transforma los operadores ãk y ã†k en los operadores ~ ∂

∂zk
y zk,

respectivamente. Recordemos también que ρ~(x)dx = (2π~)−n/2e−x
2/2~. En lo que sigue consideraremos

n = 1 = ~, la extensión a n > 1 se hace de manera similar que en los resultados del capı́tulo 2. Continuaremos
desarrollando ideas análogas a las expuestas en [8].

Consideremos el espacio fase (x, p) para el sistema clásico unidimensional descrito por las coordenadas
canónicamente conjugadas x y p. Es decir, x es la coordenada para la posición y p es la coordenada de momento
en el espacio tangente en el punto dado x. Consideremos el nuevo par de variables complejas (z, π) dado por

la matriz g =

(
1 −i
0 1

)
, la cual nos define el mapeo Φ : R2 → C2, dado por (x, p) 7→ (z, π)

(
z
π

)
=

(
1 −i
0 1

)(
x
p

)
. (3.9)

Para asegurarnos de que podemos regresar a nuestras variables reales x y p, debemos imponer en z y π las
condiciones de realidad

x = z + iπ = x = z − iπ (3.10)

p = π = p = π (3.11)

o bien,

z = z + 2iπ (3.12)

π = π. (3.13)
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En la sección anterior vimos que R2 es una variedad simpléctica dotada con la 2-forma canónica ω = dp ∧ dx.
Identificando ahora a z como z = x−ip, se tiene que (C2, ν = dπ∧dz) es una variedad simpléctica. Definamos
entonces la siguiente subvariedad de C2,

D = {(z, π) ∈ C2|π = (z − z)/2i}.

Entonces podemos considerar aD como variedad simpléctica con forma simpléctica ν|D. Reescribiendo enton-
ces a Φ, tenemos

Φ : (R2, ω) → (D, % = ν|D)

(x, p) 7→
(
z,
z − z

2i

)
= (x− ip, p). (3.14)

Ya que dicha transformación es un difeomorfismo y también su inversa, y además Φ∗% = ω, se tiene que Φ es
un simplectomorfismo.

Ahora vamos a considerar los espacios de Hilbert L2(R, ρ(x)dx) el cual denotaremos simplemente por L2,
y el espacio de Bargmann HL2(C, µ~) denotado por HL2. Supongamos que existe una transformada integral
cuyo núcleo integral viene representado por B~(z, x) y es tal que para cualquier ψ(x) ∈ L2,

f(z) =

∫
R
B~(z, x)ψ(x)ρ(x)dx ∈ HL2. (3.15)

Vamos a introducir en L2 los operadores sugeridos por (3.9)

η̂ = x̂− ip̂ = x− ∂

∂x
(3.16)

−iξ̂ = p̂ =
1

i

∂

∂x
(3.17)

los cuales cumplen que [ξ̂, η̂] = I , η̂† = ξ̂.

Nuestro objetivo es entonces asociar η̂ en L2 con ẑ =mutiplicación por z enHL2 y−iξ̂ en L2 con π̂ = 1
i
∂
∂z

enHL2. Esto requiere que para cualquier ψ(x) ∈ L2

ẑf(z) =

∫
R
B~(z, x)(η̂ψ(x))ρ(x)dx (3.18)

π̂f(z) =

∫
R
B~(z, x)(−iξ̂ψ(x))ρ(x)dx (3.19)

considerando (3.15) y el teorema de derivación bajo el signo integral5, las ecuaciones (3.18) y (3.19) pueden
ser escritas como ∫

R
[zB~(z, x)]ψ(x)ρ(x)dx =

∫
R

[ξ̂B~(z, x)]ψ(x)ρ(x)dx (3.20)∫
R

[
1

i

∂

∂z
B~(z, x)

]
ψ(x)ρ(x)dx =

∫
R

[−iη̂B~(z, x)]ψ(x)ρ(x)dx, (3.21)

5Teorema 12.2 [16]
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lo que a su vez implica

zB~(z, x) = ξ̂B~(z, x) =
∂

∂x
B~(z, x) (3.22)

1

i

∂

∂z
B~(z, x) = −iη̂B~(z, w) = −i

(
x− ∂

∂x

)
B~(z, x). (3.23)

De (3.22) tenemos

zB~(z, x) =
∂

∂x
B~(z, x),

dicha ecuación tiene por solución a la función

B~(z, x) = ezxϕ(z). (3.24)

Luego utilizando (3.23)
∂

∂z
B~(z, x) = xB~(z, x)− ∂

∂x
B~(z, x),

tenemos la ecuación diferencial

xezxϕ(z) + ezxϕ′(z) = xezxϕ(z)− zezxϕ(z)

ϕ′(z) = −zϕ(z)

cuya solución es

ϕ(z) = e−z
2/2. (3.25)

Ası́, sustituyendo (3.25) en (3.24) tenemos que el núcleo integral viene dado por

B~(z, x) = ezx−z
2/2.

Por tanto,

f(z) =

∫
R
ezx−z

2/2ψ(x)ρ(x)dx,

reemplazando ρ(x) por 1√
2π
e−x

2/2 tenemos finalmente que

f(z) =

∫
R
ezx−z

2/2ψ(x)
1√
2π
e−x

2/2dx,=
1√
2π

∫
R
e−(z−x)2/2ψ(x)dx,

como se querı́a demostrar.

Tratemos de relacionar la Transformada de Segal-Bargmann B~ con alguna transformación canónica del
el espacio fase. Utilizando de nuevo la notación de la proposición (3.2.7). Sean P1 el espacio fase real y P2

el espacio fase complejo definidos por (P1, ω1) = (R2, dp ∧ dx) y (P2, ω2) = (D, (1/2i)dz ∧ dz), en donde
θ1 = pdx y θ2 = z−z

2i dz, con z = x− ip, son tales que dθj = ωj , j = 1, 2.
Sea Φ la transformación canónica definida anteriormente por

Φ : (P1, ω1) → (P2, ω2)

(x, p) 7→ Φ(x, p) = (x− ip, p) = (z, π).

Definiendo θ = π∗1θ1 − π∗2θ2, en donde dθi = ωi para i = 1, 2; se tiene que Ω = dθ. Luego, ya que Φ
es canónica, se sigue de la proposición (3.2.7) que i∗Φθ es cerrada. Luego, por el Lema de Poincaré, existe una
función R : ΓΦ → R tal que i∗Φθ = dR.
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Consideremos la curva σ : R→ ΓΦ con σ(0) = P , y vector de velocidad (dσ/dt)|t=0 = ν. Explı́citamente

σ(t) = (x(t), p(t), z(t), π(t)) ∈ ΓΦ y ν =
dσ

dt

∣∣∣∣
t=0

(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x(t), p(t), z(t), π(t)). Ası́, para ν ∈ TΓΦ,P ,

i∗Φθ(ν) = i∗Φ(π∗1θ1 − π∗2θ2)(ν) = (π∗1θ1 − π∗2θ2)(iΦν) = (π∗1θ1 − π∗2θ2)(ν)

= θ1(π1∗ν)− θ2(π2∗ν) = θ1

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x(t), p(t))

)
− θ2

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(z(t), π(t))

)
= p(0)

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

(t)− z(0)− z(0)

2i

dz

dt

∣∣∣∣
t=0

(t).

Por tanto,

dR(ν) = p(0)
dx

dt

∣∣∣∣
t=0

(t)− z(0)− z(0)

2i

dz

dt

∣∣∣∣
t=0

(t)

Esta última igualdad sugiere que

p =
∂R

∂x

−z − z
2i

=
∂R

∂z
.

Reescribiendo estas expresiones en términos de las variables x y z, tenemos

∂R

∂x
= i(z − x)

∂R

∂z
= −i(z − x).

En donde resolviendo las ecuaciones diferenciales se obtiene que la función que las satisface es

R(x, p; z, π) = − i
2

(z − x)2 (3.26)

la cual es un múltiplo de la función que aparece en el argumento de la Transformada de Segal-Bargmann B~.



CAPÍTULO 4

Cuantización geométrica

En el capı́tulo anterior han quedado establecidos los elementos en cada uno de los marcos clásico y cuántico,
ahora nos será posible decir cuál es el objetivo que perseguimos. Lo que buscamos es realizar un procedimiento
que nos permita pasar de la estructura clásica a la estructura cuántica, es decir, que nos permita “llevar” los
elementos que encontramos en la mecánica clásica a elementos en la mecánica cuántica. A dicho proceso le
llamaremos cuantización. Como ya se venı́a mencionando, el proceso de cuantización nos da una analogı́a
entre la mecánica clásica y la mecánica cuántica más no una equivalencia entre éstos dos esquemas. En general
no hay procedimiento a seguir cuando vamos a cuantizar, de hecho existen varios esquemas de cuantización
que para casos muy especı́ficos se tiene establecida la cuantización a seguir. No está por demás decir que el
esquema que desarrollaremos es un esquema geométrico, en el cual se da una variedad simpléctica, y se busca
construir un espacio de Hilbert ası́ como operadores actuando en este mismo.

Como se podrá observar, empezaremos proponiendo un programa de precuantización para dar la relación
mencionada en el párrafo anterior. Dicha relación será una analogı́a dada por un mapeo entre elementos de
la mecánica clásica y elementos de la mecánica cuántica. Sin embargo este programa no será el que satisfa-
ga las propiedades requeridas, esto nos llevará a proponer lo que será el esquema definitivo para obtener los
espacios de Segal-Bargmann y los operadores definidos en ellos partiendo de algunos elementos clásicos. Las
definiciones y la mayorı́a de los resultados aquı́ presentados fueron tomados de [3].

4.1. Precuantización

Partiendo de la variedad simpléctica (N,ω), lo que pretendemos es construir un espacio de Hilbert y con
ello un mapeo que asocie a cada función suave en N con un operador en el espacio de Hilbert. En esta sección,
se trata de reproducir la lı́nea de exposición seguida en [3], complementando con desarrollos adicionales para
exponer algunos resultados. A lo largo del capı́tulo vamos a considerar la variedad simpléctica R2n con la 2-
forma canónica1 w = dpj ∧dxj como nuestro espacio fase con coordenadas (x, p) = (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn).
Es decir, buscamos H y Q tal que

1En parte del texto estaremos usando el convenio de suma de Einstein.
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Q : Clase funciones en el espacio fase R2n → operadores en el espacio de Hilbert H

satisfaciendo las propiedades:

1. Si f es una función real, entonces Q(f) es autoadjunto.

2. Si f es la función constante 1, entonces Q(1) = I .

3. Q({f, g}) = [Q(f), Q(g)]/(i~).

4. Irreducibilidad del espacio H bajo ciertos operadores.

A pesar de que el Teorema de Groenewold-van Hove asevera la no existencia de tal mapeo, trataremos de
aproximarnos para cumplir las cuatro propiedades tanto como sea posible.

Recordemos que dada una función f suave en R2n, podemos considerar su campo vectorial Hamiltoniano
asociado dado por la siguiente expresión

Xf = {f, ·} =
∂f

∂xj

∂

∂pj
− ∂f

∂pj

∂

∂xj

actuando en C∞(R2n).

También, tenemos la siguiente propiedad

Proposición 4.1.1 SeanXf yXg los campos vectoriales asociados a f y g, con f y g funciones suaves en R2n.
Entonces

[Xf , Xg] = X{f,g}.

Demostración: Sea h ∈ C∞(R2n), entonces

[Xf , Xg]h = Xf (Xgh)−Xg(Xfh) = Xf ({g, h})−Xg({f, h}) = {f, {g, h}} − {g, {f, h}}.

Utilizando las propiedades del paréntesis de Poisson enunciadas en la proposición (3.1.1), sabemos que los
paréntesis de Poisson satisfacen la identidad de Jacobi, podemos despejar en esta para {g, {f, h}} y obtener
con ayuda de la antisimetrı́a de los paréntesis de Poisson

{f, {g, h}} − {g, {f, h}} = {f, {g, h}}+ {f, {h, g}}+ {h, {g, f}}
= {f, {g, h}} − {f, {g, h}}+ {h, {g, f}} = {h, {g, f}}
= {h,−{f, g}} = −{−{f, g}, h} = {{f, g}, h} = X{f,g}h.

�

Ahora, si consideramos los campos vectoriales Hamiltonianos Xf y Xg, con f y g como en la proposición
anterior, podemos observar que los operadores i~Xf y i~Xg satisfacen

[i~Xf , i~Xg] = (i~)2[Xf , Xg] = i~(i~X{f,g}),

esta igualdad nos motiva a proponer Q(f) = i~Xf , notando que efectivamente se satisface la propiedad de
conmutación que le exigimos al mapeo Q en la propiedad 3,

[Q(f), Q(g)] = i~Q({f, g}).
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Sin embargo, la propiedad 2 no se satisface, puesQ(1) = 0. Entonces vamos a permitirnos hacer una corrección
en la definición propuesta para Q definiendo

Q(f) = i~Xf + f,

ası́ efectivamente tenemos que Q(1) = I , pero luego nos encontramos que

[Q(f), Q(g)] = [i~Xf + f, i~Xg + g] = i~(i~[Xf , Xg]) + i~[Xf , g] + i~[f,Xg]

= i~(i~[Xf , Xg]) + i~(Xfg − gXf + fXg −Xgf)

= i~(i~[Xf , Xg]) + i~{f, g} − i~(g{f, ·} − f{g, ·}))− i~{g, f}
= i~(i~X{f,g}) + i~{f, g} − i~Xfg + i~{f, g}
= i~Q({f, g})− i~Xfg + i~{f, g}
6= i~Q({f, g})

es decir, no se cumple la relación de conmutación que queremos. Esto sigue siendo incompatible con lo que
buscamos, ası́ que debemos proponer otra forma para Q. En efecto, lo que debemos hacer es otra correción
añadiendo un término más, definido por medio de una 1-forma con ciertas propiedades como se menciona a
continuación.

Definición 4.1.1 Consideremos la variedad simpléctica R2n con 2-forma canónica w = dpj ∧ dxj , θ es lla-
mado potencial simpléctico para ω si θ es cualquier 1-forma de tal manera que

dθ = ω.

Con éste elemento que acabamos de introducir podemos entonces mejorar nuestra definición del mapeo Q.

Definición 4.1.2 Sea f una función suave en R2n, definamos el operadorQpre(f) actuando enC∞(R2n) como

Qpre(f) = i~
(
Xf −

i

~
θ(Xf )

)
+ f.

Las expresiones f y θ(Xf ) que aparecen en la definición de Qpre denotan operadores de multiplicación por f
y θ(Xf ), respectivamente.

El operador Qpre es la precuantización de f y es un operador que actúa en L2(R2n) y que en general es
un operador no acotado. Al espacio de Hilbert L2(R2n) le llamaremos espacio de Hilbert precuántico.

De hecho, el término Xf − i
~θ(Xf ) que aparece en la definición del operador Qpre se define como sigue

Definición 4.1.3 Para cualquier potencial simpléctico θ y cualquier campo vectorial X en R2n, sea∇X deno-
tando el operador derivada covariante, actuando en C∞(R2n), dado por

∇X = X − i

~
θ(X). (4.1)

Definida de esta manera la derivada covariante, para cualquier f ∈ C∞(R2n) real, nos permite reescribir el
mapeo Qpre como sigue

Qpre(f) = i~∇Xf + f.

Las siguientes afirmaciones nos ayudarán a probar algunas de las propiedades que debe cumplir el mapeo
Qpre.
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Afirmación 4.1.1 Consideremos el campo vectorial

X :=
n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj

en Rn, donde aj , j = 1, . . . , n, son funciones reales suaves en Rn. Si la divergencia de X es idénticamente
cero, entonces X es anti-simétrico en C∞0 (Rn).

Demostración: Si divX = 0, esto implica que
∂aj(x)

∂xj
= 0, entonces para f y g, funciones de soporte

compacto en Rn arbitrarias tenemos que

〈Xf, g〉 = 〈
n∑
j=1

aj
∂f

∂xj
, g〉

=

n∑
j=1

〈aj
∂f

∂xj
, g〉

=

n∑
j=1

∫
Rn
aj(x)

∂f(x)

∂xj
g(x)dx

=
n∑
j=1

∫
Rn

(
∂(ajfg)(x)

∂xj
− ∂aj(x)

∂xj
f(x)g(x)− aj(x)f(x)

∂g

∂xj

)
dx

=
n∑
j=1

∫
Rn

(
−∂aj(x)

∂xj
f(x)g(x)− aj(x)f(x)

∂g

∂xj

)
dx

= −
n∑
j=1

∫
Rn

(
aj(x)f(x)

∂g

∂xj

)
dx

= −
n∑
j=1

〈f, aj(x)
∂g

∂xj
〉

= −〈f,
n∑
j=1

aj(x)
∂g

∂xj
〉

= −〈f,Xg〉.

Notemos que en la tercera lı́nea, como f y g son de soporte compacto en Rn el primer término se anula al
integrarlo, luego en la siguiente lı́nea utilizamos la hipótesis sobre la divergencia de X anulando ası́ el primer
término, quedando por tanto

〈Xf, g〉 = −〈f,Xg〉.

�

Afirmación 4.1.2 Sea f ∈ C∞(R2n) una función real. El mapeo Qpre(f) es un operador simétrico actuando
en C∞0 (R2n).
Demostración: Sea f ∈ C∞(R2n) una función real, y sea entonces Xf su campo vectorial Hamiltoniano
asociado

Xf =

(
− ∂f
∂p1

, . . . ,− ∂f

∂pn
,
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
,

y por tanto divXf = 0. Luego, por la afirmación (4.1.1), Xf es antisimétrico.
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Ahora veamos quién es 〈Qpre(f)g, h〉, con g, h ∈ C∞0 (R2n),

〈Qpre(f)g, h〉 = 〈(i~Xf + θ(Xf ) + f)g, h〉
= 〈i~Xfg, h〉+ 〈θ(Xf )g, h〉+ 〈fg, h〉
= −i~〈Xfg, h〉+ 〈g, θ(Xf )h〉+ 〈g, fh〉
= i~〈g,Xfh〉+ 〈g, θ(Xf )h〉+ 〈g, fh〉
= 〈g, i~Xfh〉+ 〈g, θ(Xf )h〉+ 〈g, fh〉
= 〈g, (i~Xf + θ(Xf ) + f)h〉
= 〈g,Qpre(f)h〉.

Y por tanto, Qpre(f) es simétrico, como se querı́a. �

Afirmación 4.1.3 Sea X cualquier campo vectorial en Rn, entonces [∇X , f ] = X(f), para cualquier función
real f ∈ C∞(Rn).
Demostración: Sea g ∈ C∞(Rn) real,

[∇X , f ]g = ∇X(fg)− f∇X(g)

= (X − i

~
θ(X))(fg)− f(X − i

~
θ(X))(g)

= X(fg)− i

~
θ(X)fg − fX(g) + f

i

~
θ(X)g

= X(fg)− fX(g)

= X(f)g + fX(g)− fX(g)

= X(f)g.

�

Afirmación 4.1.4 Sea θ cualquier potencial simpléctico, sea∇X la derivada covariante asociada a θ. Enton-
ces para cualesquiera campos vectoriales suaves X y Y en R2n se tiene que

[∇X ,∇Y ] = ∇[X,Y ] −
i

~
ω(X,Y ).

En particular, si X = Xf y Y = Xg, donde f, g ∈ C∞(R2n), tenemos

[∇Xf ,∇Xg ] = ∇X{f,g} +
i

~
{f, g}.
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Demostración: Sea f ∈ C∞(R2n), entonces

([∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ])f = ∇X((Y − i

~
θ(Y ))f)−∇Y ((X − i

~
θ(X))f)− ([X,Y ]− i

~
θ([X,Y ]))f

= (X − i

~
θ(X))(Y − i

~
θ(Y ))f − (Y − i

~
θ(Y ))(X − i

~
θ(X))f

− XY f + Y Xf +
i

~
θ([X,Y ]))f

= XY f − i

~
X(θ(Y )f)− i

~
θ(X)Y f − θ(X)θ(Y )f

~2

− Y Xf +
i

~
Y (θ(X)f) +

i

~
θ(Y )Xf +

θ(Y )θ(X)f

~2

− XY f + Y Xf +
i

~
θ([X,Y ]))f

= − i
~

[X(θ(Y )f) + θ(X)Y f − Y (θ(X)f)− θ(Y )Xf − θ([X,Y ])f ]

= − i
~

[X(θ(Y ))f + θ(Y )Xf + θ(X)Y f − Y (θ(X))f

− θ(X)Y f − θ(Y )Xf − θ([X,Y ])f ]

= − i
~

[X(θ(Y ))f − Y (θ(X))f − θ([X,Y ])f ]

= − i
~

(dθ)(X,Y )f

= − i
~
ω(X,Y )f.

Ahora que si consideramos X = Xf y Y = Xg, dado que ω(Xf , Xg) = −{f, g} se tiene que

[∇Xf ,∇Xg ] = ∇X{f,g} −
i

~
ω(Xf , Xg)

= ∇X{f,g} +
i

~
{f, g}.

�

Como se habı́a mencionado, nos vamos a valer de las afirmaciones anteriores para probar algunas de las
propiedades que satisface el mapeo Qpre definido anteriormente. De hecho, a continuación, demostraremos
que Qpre satisface las primeras tres propiedades que se le pide al mapeo que buscamos nos dé el programa de
cuantización.

1. Si f es una función real, entonces Qpre(f) definido en C∞0 (R2n) es esencialmente autoadjunto.

Demostración: Ver [7], Proposition 6.3.1.

�

2. Si f es la función constante 1, entonces Q(1) = I .

Demostración: Consideremos la función constante 1. Sea g ∈ C∞(R2n)

Qpre(1)g = (i~(X1 −
i

~
θ(X1)) + 1)g

= i~ · 0g + 1g = 1g = g.

Por tanto, Qpre(1) = I . �



59 4.1 Precuantización

3. Para todo f, g ∈ C∞(R2n), tenemos la igualdad de operadores

1

i~
[Qpre(f), Qpre(g)] = Qpre({f, g}).

Demostración: Sean f, g ∈ C∞(R2n),

1

i~
[Qpre(f), Qpre(g)] =

1

i~
[i~∇Xf + f, i~∇Xg + g]

=
1

i~
(
[i~∇Xf , i~∇Xg ] + [i~∇Xf , g] + [f, i~∇Xg ] + [f, g]

)
= i~[∇Xf ,∇Xg ] + [∇Xf , g] + [f,∇Xg ] + 0.

Luego, por la afirmación (4.1.4) y utilizando también (4.1.3), la última lı́nea se puede escribir como

= i~∇X{f,g} − {f, g}+Xf (g)− [∇Xg , f ]

= i~∇X{f,g} − {f, g}+Xf (g)−Xg(f)

= i~∇X{f,g} − {f, g}+ {f, g}+ {f, g}
= i~∇X{f,g} + {f, g}
= Qpre({f, g}).

�

Por lo que hemos desarrollado hasta el momento, podemos observar que el concepto de derivada covariante
y por tanto el de pre-cuantización, dependen de la elección del potencial simpléctico, sin embargo, los mapeos
pre-cuánticos obtenidos por dos diferentes potenciales simplécticos son unitariamente equivalentes tal y como
lo muestra el siguiente teorema.

Proposición 4.1.2 (Proposition 22.5, [3]) Sean θ1 y θ2 dos potenciales simpléctios distintos para la 2-forma
canónica, de tal manera que d(θ1 − θ2) = 0. Sean ∇1 y ∇2 las derivadas covariantes asociadas a θ1 y θ2,
respectivamente. Escojamos una función real γ tal que dγ = θ1 − θ2 y sea Uγ el mapeo unitario de L2(R2n)
en sı́ mismo dado por

Uγψ = e−iγ/~ψ.

Entonces para todo campo vectorial X , tenemos

Uγ∇1
XU
−1
γ = ∇2

X .

Si Qjpre(f), j = 1, 2, son los mapeos de precuantización asociados, se sigue que

UγQ
1
pre(f)U−1

γ = Q2
pre(f).

El mapeo Uγ es llamado transformación de calibración.

Demostración: Notemos que el mapeo inverso de Uγ está dado por U−1ϕ = eiγ/~ϕ, para cualquier ϕ ∈
L2(R2n), y que la multiplicación por θ1(X) conmuta con la multiplicación por e−iγ/~. Sea entonces ϕ ∈
L2(R2n),

X(eiγ/~ϕ) = eiγ/~X(ϕ) +X(eiγ/~)ϕ

= eiγ/~X(ϕ) +
i

~
eiγ/~X(γ)ϕ
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y como X(γ) = (dγ)(X) = (θ1 − θ2)(X), se sigue que

∇1
X(eiγ/~ϕ) = X(eiγ/~ϕ)− i

~
θ1(X)eiγ/~ϕ

= eiγ/~X(ϕ) +
i

~
eiγ/~(θ1 − θ2)(X)ϕ− i

~
θ1(X)eiγ/~ϕ

= eiγ/~X(ϕ)− i

~
θ2(X)eiγ/~ϕ

lo que a su vez implica

Uγ∇1
XU
−1
γ ϕ = e−iγ/~

(
eiγ/~X − i

~
θ2(X)eiγ/~

)
ϕ

=

(
X − i

~
θ2(X)

)
ϕ

= ∇2
Xϕ.

Para obtener la última afirmación del teorema, sea ϕ ∈ L2(R2n), entonces

Q1
pre(f)eiγ/~ϕ = (i~∇1

X + f)eiγ/~ϕ

= i~∇1
X(eiγ/~ϕ) + feiγ/~ϕ.

Aplicando ahora Uγ a esta igualdad, o lo que es lo mismo, multiplicando por e−iγ/~ y escribiendo explı́cita-
mente quién es∇1

X ,

e−iγ/~Q1
pre(f)eiγ/~ϕ = e−iγ/~

(
(i~eiγ/~Xf (ϕ) + eiγ/~θ2(Xf )ϕ) + feiγ/~ϕ

)
= i~Xf (ϕ) + θ2(Xf )ϕ+ fϕ

= i~(Xf (ϕ)− i

~
θ2(Xf )ϕ) + fϕ

= (i~∇2
Xf

+ f)ϕ

= Q2
pre(f)ϕ.

�

El programa que acabamos de obtener mediante Qpre se ve un cuanto ambicioso de ser considerado como un
programa de cuantización. El motivo por el cual no lo consideramos como un programa de cuantización es
que presenta algunos problemas. Primeramente que el espacio L2(R2n) no es irreducible bajo la acción de los
operadores xj y pj y con ello no existe el mapeo satisfaciendo las cuatro propiedades enlistadas anteriormente.

Si consideramos el ejemplo del oscilador armónico

H(x, p) =
1

2m
(p2 + (mωx)2),

se tiene que {n~ω : n ∈ Z} son los eigenvalores para Qpre(H), lo cual es fı́sicamente imposible, pues di-
cho conjunto no está acotado inferiormente. La demostración de dicho enunciado puede encontrarse en [3],
proposición 22.6.

Entonces lo que debemos hacer es reducir nuestro espacio de Hilbert, pues el espacio precuántico no funcio-
na al ser muy grande. Debemos buscar un espacio de Hilbert en el cual los operadores de posición y momento
actúen irreduciblemente. La pregunta que ahora queda planteada es ¿qué debemos hacer para obtener un mapeo
que además de satisfacer las propiedades ya demostradas, también satisfaga la propiedad de irreducibilidad?
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4.2. Cuantización

En esta sección seguiremos exponiendo el desarrollo del tema tal y como se hace en [3] agregando como en
las secciones anteriores explicaciones que complementan a la exposición original, además de mostrar algunos
resultados independientes pero basados en la referencia.

Para obtener un espacio de Hilbert el cual podamos entender como la cuantización de R2n, necesitaremos
restringirnos a un subespacio del espacio de Hilbert precuántico. La idea entonces, será restringirse a la mitad
de las 2n variables en R2n debido a que este último es demasiado grande. Adicionalmente, en este capı́tulo
tratamos de dar una idea introductoria al programa de cuantización para variedades en general. En el siguiente
capı́tulo se justificarán las premisas que aquı́ se van a ir suponiendo para ir evitando complicaciones y poder
definir los espacios de Segal-Bargmann mediante el programa de cuantización geométrica.

Podemos por ejemplo, restringirnos a funciones ϕ dependientes solamente de las n coordenadas de posi-
ción, es decir, a las n coordenadas que son independientes de las variables momento según la noción de cali-
bración invariante, es decir que las derivadas covariantes de ϕ deben anularse en las direcciones p. Definamos
con certeza este concepto.

Definición 4.2.1 Fijemos un potencial simpléctico θ. Definamos el subespacio de posiciones como el subespa-
cio de C∞(R2n) consistiendo de funciones ϕ para las cuales

∇∂/∂pjϕ = 0

para toda j, en donde∇X es el operador definido en la ecuación (4.1).

De manera análoga, definamos el subespacio de momentos como el subespacio de C∞(R2n) consistiendo
de funciones ϕ para las cuales

∇∂/∂xjϕ = 0

para toda j.

Finalmente, definamos el subespacio holomorfo con parámetro α ∈ R, α 6= 0, como el subespacio de
C∞(R2n) consistiendo de funciones ϕ para las cuales

∇∂/∂zjϕ = 0

para toda j, donde zj = xj − iαpj y ∂/∂zj y ∂/∂zj están definidos por

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+
i

α

∂

∂pj

)
∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

α

∂

∂pj

)
No está demás recalcar el hecho de que la descripción exacta de los subespacios definidos depende de la

elección del potencial simpléctico. Es por eso que en las siguientes proposiciones se hará distinción de los
potenciales que estaremos utilizando para luego hacer la referencia a éstos según sea el caso.

Proposición 4.2.1 (Proposition 22.8, [3]) Sea θ1 el potencial simpléctico dado por θ1 = pjdxj . Entonces los
subespacios de posiciones, momentos y el subespacio holomorfo pueden se calculados como siguen.

El subespacio de posiciones consiste de las funciones suaves ϕ en R2n de la forma

ϕ(x, p) = φ(x) (4.2)
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en donde φ es una función suave arbitraria en Rn.

El subespacio de momentos consiste de todas las funciones suaves ϕ en R2n de la forma

ϕ(x, p) = e
i
~x·pφ(p) (4.3)

en donde φ es una función suave arbitraria en Rn.

El subespacio holomorfo consiste de funciones de la forma

ϕ(x, p) = φ(z1, . . . , zn)e−α|p|
2/(2~), (4.4)

en donde φ es una función holomorfa arbitraria en Cn y zj = xj − iαjpj .

Demostración: Consideremos el potencial simpléctico θ1 = pkdxk, y sea ϕ ∈ C∞(R2n). Denotemos por ∇1

a la derivada covariante definida en términos de θ1.

Para encontrar explı́citamente el subespacio de posiciones, tenemos que resolver la ecuación

∇1
∂/∂pj

ϕ =

(
∂

∂pj
− i

~
θ1

(
∂

∂pj

))
ϕ = 0. (4.5)

Observemos primero que θ1( ∂
∂pj

) = pkdxk(
∂
∂pj

) = 0, y entonces (4.5) se reduce a

∂

∂pj
ϕ = 0. (4.6)

Resolviendo la ecuación, tenemos que las funciones que satisfacen (4.6) son aquellas que ϕ(x, p) = φ(x) para
alguna φ ∈ C∞(Rn).

Análogamente para encontrar el subespacio de momentos tenemos que resolver la ecuación

∇1
∂/∂xj

ϕ =

(
∂

∂xj
− i

~
θ1

(
∂

∂xj

))
ϕ = 0. (4.7)

Vemos que θ1( ∂
∂xj

) = pkdxk(
∂
∂xj

) = pj , entonces (4.7) se puede escribir como

∂

∂xj
ϕ− i

~
pjϕ = 0. (4.8)

Resolviendo la ecuación tenemos que la solución viene dada por ϕ(x, p) = φ(p)e
i
~x·p, quedando ası́ defi-

nido el espacio de momentos por las funciones ϕ(x, p) = φ(p)e
i
~x·p en donde φ(p) es una función suave en

C∞(Rn).

Finalmente, encontremos el espacio de funciones holomorfas determinado por θ1. Como en los casos ante-
riores, debemos resolver la ecuación diferencial

∇1
∂/∂zj

ϕ =

(
∂

∂zj
− i

~
θ1

(
∂

∂zj

))
ϕ = 0. (4.9)

Considerando la forma en que se definieron zj y ∂
∂zj

, tenemos que

θ1

(
∂

∂zj

)
= pkdxk

(
∂

∂zj

)
=

1

2
pkdxk

(
∂

∂xj
− i

α

∂

∂pj

)
=

1

2
pj .
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Sustituyendo también pj =
zj−zj

2iα , (4.9) la reescribimos como

∂

∂zj
ϕ− zj − zj

4~α
ϕ = 0.

Notemos también que cualquier función en R2n puede ser escrita en la forma φe−α|p|
2/2~ para alguna

función φ, se cumple también

e−α|p|
2/2~ = exp

 n∑
j=1

(zj − zj)2/(8α~)

 .

Entonces,
∂

∂zj
e−α|p|

2/2~ =
zj − zj

4α~
e−α|p|

2/2~ =
i

2~
pje
−α|p|2/2~.

Luego, calculando∇∂/∂zjφ(z, z)e−α|p|
2/2~, tenemos que

∇∂/∂zjφ(z, z)e−α|p|
2/2~ =

∂

∂zj

(
φ(z, z)e−α|p|

2/2~
)
− i

2~
pjφ(z, z)e−α|p|

2/2~

=
∂φ

∂zj
e−α|p|

2/2~ + φ(z, z)
∂

∂zj
e−α|p|

2/2~ − i

2~
pjφ(z, z)e−α|p|

2/2~

=
∂φ

∂zj
e−α|p|

2/2~.

Por tanto,∇∂/∂zjφ(z, z)e−α|p|
2/2~ = 0, para todo j, si y sólo si φ es una función holomorfa en las variables zj .

Ası́, el subespacio de funciones holomorfas queda definido como el espacio conformado por aquellas fun-
ciones ϕ(x, p) ∈ C∞(R2n) tales que ϕ(x, p) = φ(z1, . . . , zn)e−α|p|

2/2~, para alguna φ ∈ H en donde H
denota al espacio de funciones holomorfas, y como antes, zj = xj − iαpj . �

Proposición 4.2.2 Sea θ2 el potencial simpléctico dado por θ2 = −zjdzj − zjdzj
4iα

. Entonces los subespacios
de posiciones, momentos y el subespacio holomorfo pueden ser obtenidos como siguen.

El subespacio de posiciones consiste de las funciones suaves ϕ en R2n de la forma

ϕ(x, p) = φ(x)e−
i
2~x·p, (4.10)

en donde φ es una función suave arbitraria en Rn.

El subespacio de momentos consiste de todas las funciones suaves ϕ en R2n de la forma

ϕ(x, p) = φ(p)e
i
2~x·p (4.11)

en donde φ es una función suave arbitraria en Rn.

El subespacio holomorfo consiste de funciones de la forma

ϕ(x, p) = φ(z)e−
zz
4~α (4.12)

en donde φ es una función holomorfa arbitraria en Cn y z = (z1, . . . , zn) con zj = xj − iαj , j = 1, . . . , n.
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Demostración: Sea el potencial simpléctico θ2 = −zjdzj − zjdzj
4iα

dado y consideremos ϕ ∈ C∞(R2n).

Usando la misma notación que en la proposición anterior ∇2 denotará a la derivada covariante definida en
términos de θ2.

Como en la proposición anterior, para encontrar cada uno de los subespacios se resolverán las respectivas
ecuaciones diferenciales.

Empecemos por encontrar explı́citamente el subespacio de posiciones. Tenemos que

∇2
∂/∂pj

ϕ = 0, (4.13)

lo cual es equivalente a resolver

∂

∂pj
ϕ− i

~

(
zjdzj − zjdzj
−4iα

)(
∂

∂pj

)
ϕ = 0. (4.14)

Recordemos que zj = xj − iαpj , de lo cual se puede deducir que ∂
∂pj

= −iα
(

∂
∂zj
− ∂

∂zj

)
. Notemos que

(
zjdzj − zjdzj
−4iα

)(
∂

∂pj

)
=

(
zjdzj − zjdzj
−4iα

)
(−iα)

(
∂

∂zj
− ∂

∂zj

)
=

1

4
(−zj − zj) = −xj

2
.

Luego, (4.14) puede reescribirse como

∂

∂pj
ϕ− i

~

(
−xj

2

)
ϕ =

∂

∂pj
ϕ+

(
ixj
2~

)
ϕ = 0. (4.15)

Cuya solución viene dada por

ϕ(x, p) = φ(x)e−
i
2~x·p,

para alguna φ ∈ C∞(Rn), ası́ dichas funciones conforman el espacio de posiciones.

Haciendo lo análogo para encontrar el subespacio de momentos, planteemos la ecuación correspondiente.

∇2
∂/∂xj

ϕ = 0. (4.16)

O equivalentemente, (
∂

∂xj
− i

~
· zjdzj − zjdzj

−4iα

(
∂

∂xj

))
ϕ = 0. (4.17)

Pero (
zjdzj − zjdzj
−4iα

)(
∂

∂xj

)
=

(
zjdzj − zjdzj
−4iα

)((
∂

∂zj
+

∂

∂zj

))
=

(
zjdzj − zjdzj
−4iα

)(
∂

∂zj
+

∂

∂zj

)
=

(−zj + zj)

−4iα
=
−2iαpj
−4iα

=
pj
2
.
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Ası́ (4.17), se puede escribir como

∂ϕ

∂xj
− i

2~
pjϕ = 0,

y su solución viene dada por

ϕ(x, p) = φ(p)e
i
2~x·p,

en donde φ es una función suave en Rn. Por medio de éstas funciones queda definido del subespacio de mo-
mentos.

Finalmente, nos queda encontrar el subespacio holomorfo. Partimos de la ecuación

∇2
∂/∂zj

ϕ = 0, (4.18)

o mejor aún, (
∂

∂zj
− i

~

(
zjdzj − zjdzj
−4iα

)(
∂

∂zj

))
ϕ = 0. (4.19)

simplificando, (
∂

∂zj
− i

~

(
−zj
4iα

))
ϕ =

∂ϕ

∂zj
+

zj
4α~

ϕ = 0. (4.20)

La solución a esta ecuación está dada por

ϕ(x, p) = φ(z)e−
zz
4α~ , (4.21)

en donde z = (z1, . . . , zn), zj = xj − iαpj y φ(z) es una función holomorfa en Cn. Las funciones obtenidas,
de hecho conforman el subespacio holomorfo.

Por tanto, hemos descrito los subespacios de posiciones, momentos y de funciones holomorfas, como se
querı́a. �

Ya hemos descrito explı́citamente los subespacios de posiciones, de momentos y holomorfos, para dos
potenciales simplécticos, de hecho son espacios de funciones que poseen la estructura de espacio vectorial. Sin
embargo desde el punto de vista fı́sico requerimos aún más, necesitamos que nuestras funciones conformen un
espacio de Hilbert.

Entonces propongamos en primera instancia que las funciones encontradas en las proposiciones anteriores
para los subespacios de posición y de momento pertenezcan a L2(R2n). Sin embargo, notemos lo siguiente, si ϕ
es un elemento del subespacio de posiciones entonces ϕ es independiente de p, y la integral sobre las variables
pk podrı́a ser infinita a menos de que ϕ sea cero casi donde sea. Ocurre lo análogo para cuando consideramos
ϕ en el espacio de momentos.

Para evitar estos incovenientes y sin abundar en detalles (pues las razones del por qué esto se ha descrito ası́
se darán en el siguiente capı́tulo mediante las correcciones dadas por las semi-formas que también definiremos
posteriormente), haremos la integración sobre Rn en lugar de R2n, es decir,

Conclusión 4.2.1 (Conclusion 22.9, [3]) Consideremos el potencial θ1. El espacio de Hilbert de posiciones es
el espacio de funciones en R2n de la forma

ϕ(x, p) = φ(x),
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donde φ ∈ L2(Rn). La norma de tal función viene dada por

‖ϕ‖2 =

∫
Rn
|φ(x)|2dx.

Lo denotaremos por E1
p en donde el subı́ndice p hace referencia al espacio posiciones y el superı́ndice 1 a que

es el espacio obtendido tomando θ1.

El espacio de Hilbert de momentos es el espacio de funciones en R2n de la forma

ϕ(x, p) = e
i
~x·pφ(p),

donde φ ∈ L2(Rn). La norma de tal función viene dada por

‖ϕ‖2 =

∫
Rn
|φ(p)|2dp.

Lo denotaremos por E1
m en donde el subı́ndice m hace referencia al espacio de momentos y el superı́ndice 1 a

que es el espacio obtendido tomando θ1.

Conclusión 4.2.2 De manera análoga, considerando el potencial θ2 tenemos que el espacio de Hilbert de
posiciones es el espacio de funciones en R2n de la forma

ϕ(x, p) = e−
i
2~x·pφ(x),

donde φ ∈ L2(Rn). La norma de tal función viene dada por

‖ϕ‖2 =

∫
Rn
|φ(x)|2dx.

Siguiendo con la notación de la conclusión precedente, lo denotaremos por E2
p .

El espacio de Hilbert de momentos es el espacio de funciones en R2n de la forma

ϕ(x, p) = e
i
2~x·pφ(p),

donde φ ∈ L2(Rn). La norma de tal función viene dada por

‖ϕ‖2 =

∫
Rn
|φ(p)|2dp.

Lo denotaremos por E2
m.

Para los subespacios holomorfos tenemos lo siguiente.

Conclusión 4.2.3 El espacio de Hilbert holomorfo, denotado por E1
h consiste de aquellas funciones ϕ de la

forma (4.4)
ϕ(x, p) = φ(z1, . . . , zn)e−α|p|

2/(2~),

que son de cuadrado integrable sobre R2n y forman un subespacio cerrado de L2(R2n); en donde φ es una
función holomorfa arbitraria en Cn y zj = xj − iαpj , j = 1, . . . , n. Si ϕ es identificada con la función
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holomorfa φ que aparece en (4.4), entonces este espacio de Hilbert puede ser identificado con el espacio de
Segal-Bargmann invarianteHL2(Cn, ν~), en donde

ν~(z) = e−|Im z|2/(α~).

Análogamente, el espacio de Hilbert holomorfo, denotado por E2
h consiste de aquellas funciones ϕ de la

forma (4.12)
ϕ(x, p) = φ(z)e−

zz
4α~ ,

que son de cuadrado integrable sobre R2n. Más aún, si ϕ es identificada con la función holomorfa φ que
aparece en (4.12), entonces este espacio de Hilbert puede ser identificado conHL2(Cn, µ2α~), en donde

µ2α~(z) = e−
zz
4α~ .

En términos de la geometrı́a diferencial, al conjunto de direcciones en el cual los elementos del espacio
cuántico son covariantemente constantes se le llama polarización, en el siguiente capı́tulo también se definirá
éste concepto con mayor precisión. En estos términos, lo que nos dicen las conclusiones (4.2.1) y (4.2.2), es que
fijando el potencial simpléctico θ1 y considerando la polarización {∂/∂p1, . . . , ∂/∂pn} se obtiene el subespacio

E1
p = {ϕ(x, p) ∈ C∞(R2n) | ϕ(x, p) = φ(x), φ ∈ C∞(Rn)},

mientras que si tomamos el potencial θ2 con la misma polarización obtenemos el subespacio

E2
p = {ϕ(x, p) ∈ C∞(R2n) | ϕ(x, p) = φ(x)e−

i
2~x·p, φ ∈ C∞(Rn)}.

Análogamente la conclusión (4.2.3) puede re-escribirse diciendo que si fijamos el potencial simpléctico θ1

y consideramos la polarización {∂/∂z1, . . . , ∂/∂zn}, obtenemos el subespacio holomorfo

E1
h = {ϕ(x, p) | ϕ(x, p) = φ(z1, . . . , zn)e−

α|p|2
2~ , φ ∈ H(Cn), zk = xk − iαpk, k = 1, . . . , n},

por otra parte si tomamos el potencial θ2 con la misma polarización, obtenemos el subespacio

E2
h = {ϕ(x, p) | ϕ(x, p) = φ(z1, . . . , zn)e−

z·z
4α~ , φ ∈ H(Cn), zk = xk − iαpk, k = 1, . . . , n, },

Una vez que hemos construido nuestros espacios de Hilbert cuánticos, procederemos a construir operadores
en dichos espacios. Según el esquema de cuantización geométrica, el operador cuántico asociado con la función
f es simplemente el operador Qpref restringido al espacio de Hilbert cuántico considerado, siempre que Qpre
deje el espacio de Hilbert cuántico invariante.

Proposición 4.2.3 (Proposition 22.11, [3]) Los subespacios de posiciones, momentos y holomorfos de la defi-
nición (4.2.1) son invariantes bajo los operadores Q1

pre(xj) y Q1
pre(pj). En particular,

en el subespacio de posiciones, tenemos

Q1
pre(xj)φ(x) = xjφ(x)

Q1
pre(pj)φ(x) = −i~ ∂φ

∂xj
.

En el subespacio de momentos, tenemos

Q1
pre(xj)(e

ix·p/~φ(p)) = eix·p/~i~
∂φ

∂pj
(p)

Q1
pre(pj)(e

ix·p/~φ(p)) = eix·p/~(pjφ(p)).
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Finalmente, en el subespacio holomorfo tenemos

Q1
pre(xj)(F (z)e−α|z|

2/(2~)) =

(
α~

∂F

∂zj
+ zjF (z)

)
e−α|p|

2/(2~)

Q1
pre(pj)(F (z)e−α|p|

2/(2~)) =

(
−i~∂F

∂zj

)
e−α|p|

2/(2~).

Demostración: Recordemos que el mapeo Qpre(f) está definido por Qpre(f) = i~∇Xf + f . Consideremos
ϕ ∈ E1

p , es decir ϕ(x, p) = φ(x),

Q1
pre(xj)φ(x) = i~

(
Xxj −

i

~
pjdxj(Xxj )

)
φ(x) + xjφ(x)

= i~
∂φ

∂pj
+ xjφ(x)

= xjφ(x).

Por otra parte,

Q1
pre(pj)φ(x) = i~

(
− ∂

∂xj
+
i

~
pj

)
φ(x) + pjφ(x)

= −i~ ∂φ
∂xj

.

Ahora consideremos ϕ ∈ E1
m, ası́ ϕ(x, p) = e

i
~x·pφ(p), y entonces

Q1
pre(xj)(e

i
~x·pφ(p)) = i~

(
∂

∂pj
(e

i
~x·pφ(p)) + xje

i
~x·pφ(p)

)
= i~

(
i

~
xje

i
~x·pφ(p) + e

i
~x·p

∂φ

∂pj

)
+ xje

i
~x·pφ(p)

= −xje
i
~x·pφ(p) + i~e

i
~x·p

∂φ

∂pj
+ xje

i
~x·pφ(p)

= i~e
i
~x·p

∂φ

∂pj
.

También tenemos que

Q1
pre(pj)(e

i
~x·pφ(p)) = i~

(
− ∂

∂xj
+
i

~
pj

)
e
i
~x·pφ(p) + pje

i
~x·pφ(p)

= −i~
(
i

~
pje

i
~x·pφ(p)

)
− pje

i
~x·pφ(p) + pje

i
~x·pφ(p)

= e
i
~x·p(pjφ(p)).

Por útlimo, para ϕ ∈ E1
h, tenemos que ϕ(x, p) = φ(z)e−

α|p|2
2~ , donde z = (z1, . . . , zn) y cada zk = xk − iαpk,
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k = 1, . . . , n. Ası́

Q1
pre(xj)(φ(z)e−

α|p|2
2~ ) = i~

(
∂

∂pj
φ(z)e−

α|p|2
2~

)
+ xjφ(z)e−

α|p|2
2~

= i~
∂φ

∂pj
e−

α|p|2
2~ − i~α(2pj)

2~
φ(z)e−

α|p|2
2~ + xjφ(z)e−

α|p|2
2~

= i~
(
−iα ∂φ

∂zj
e−

α|p|2
2~

)
− iαpjφ(z)e−

α|p|2
2~ + xjφ(z)e−

α|p|2
2~

= ~α
∂φ

∂zj
e−

α|p|2
2~ + zjφ(z)e−

α|p|2
2~

=

(
~α

∂φ

∂zj
+ zjφ(z)

)
e−

α|p|2
2~ .

Q1
pre(pj)(φ(z)e−

α|p|2
2~ ) = i~

(
− ∂

∂xj
+
i

~
pj

)
φ(z)e−

α|p|2
2~ + pjφ(z)e−

α|p|2
2~

= i~
(
− ∂φ
∂zj

e−
α|p|2
2~ +

i

~
pjφ(z)e−

α|p|2
2~

)
+ pjφ(z)e−

α|p|2
2~

= −i~ ∂φ
∂zj

e−
α|p|2
2~ .

�

Pues bien, hemos obtenido las precuantizaciones de los operadores de posición y momento respecto al po-
tencial θ1 en los respectivos subespacios precuánticos. Podrı́amos reproducir la proposición anterior utilizando
el potencial θ2, sin embargo ésto no es necesario puesto que podemos relacionar las precuantizaciones dadas
por los potenciales simplécticos θ1 y θ2 por medio de una transformación de calibración.

Ası́ que ahora haremos uso del teorema que nos define una transformación de calibración dados dos poten-
ciales simplécticos distintos. Vamos a considerar los potenciales θ1 y θ2 definidos como en las proposiciones

(4.2.1) y (4.2.2), consideremos z como (z1, . . . , zn), en donde zk = xk−iαpk, para todo k, también z2 =

n∑
k=1

z2
k

y z2 =

n∑
k=1

z2
k. Tomemos la función real

γ(z, z) =
−z2 + z2

8iα

ası́ γ es tal que

dγ =
∂γ

∂zk
dzk +

∂γ

∂zk
dzk =

−2zk
8iα

dzk +
2zk
8iα

dzk =
−zkdzk

4iα
+
zkdzk
4iα

=
1

4iα
[−zkdzk + zkdzk − zkdzk + zkdzk − zkdzk + zkdzk]

asociando de manera conveniente los términos en la expresión final para dγ, esa última lı́nea puede escribirse
como

1

4iα
[(zkdzk − zkdzk) + (zkdzk − zkdzk)− zkdzk + zkdzk]

=

(
zk − zk

2iα

)(
dzk + dzk

2

)
+

1

4iα
(zkdzk − zkdzk)
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e identificando a pk = zk−zk
2iα y a dxk =

dzj+dzk
2 podemos continuar igualando la última lı́nea con la siguiente

pkdxk −
zkdzk − zkdzk

4iα
= θ1 − θ2.

Por tanto γ satisface que
dγ = θ1 − θ2

Definimos entonces el mapeo unitario

Uγ : E1
h → E1

h

Uγϕ = e−i
−z2+z2

8iα~ ϕ

= e
z2−z2
8α~ ϕ,

y por lo tanto, podemos asegurar que

Q2
pre(xk) = UγQ

1
pre(xk)U

−1
γ

Q2
pre(pk) = UγQ

1
pre(pk)U

−1
γ .

Además de mostrarnos las precuantizaciones para xk y pk respecto al potencial simpléctico θ2, Q2
pre(xj) y

Q2
pre(pj), la transformación de calibración Uγ nos muestra una manera de relacionar a los espacios de Barg-

mann dados porHL2(Cn, ν~) yHL2(Cn, µ2α~).

Llamemos ιk, k = 1, 2, a los mapeos de identificación de Ekh con los espacios de Bargmann respectivos, es
decir,

ι1 : E1
h → HL2(Cn, ν)

ϕ(x, p) = φ(z)e−
|Im z|2

2α~ 7→ ι1(ϕ(x, p)) = φ(z),

con φ función holomorfa en Cn.

ι2 : E2
h → HL2(Cn, µ2α~)

ϕ(x, p) = φ(z)e−
zz
4α~ 7→ ι2(ϕ(x, p)) = φ(z),

con φ función holomorfa en Cn.

Dichos mapeos están bien definidos y más aún podemos hablar de su inversa, ι−1
k , k = 1, 2, la cual está

definida como ι−1
1 φ(z) = φ(z)e−

|Im z|2
2α~ y ι−1

2 φ(z) = φ(z)e−
zz
4α~ .

Ahora consideremos Φ ∈ HL2(Cn, ν), notemos que

ι−1
1 Φ(z) = Φ(z)e−

|Im z|2
2α~

la cual es una función perteneciente a E1
h, entonces podemos aplicarle la transformada de calibración Uγ para

obtener
UγΨ(z) = Ψ(z)e−

zz
4α~ ,

en donde Ψ(z) es la función holomorfa Ψ(z) = Φ(z)e
z2

4α~ perteneciente a E2
h. Finalmente, aplicamos el mapeo

ι2,
ι2(Ψ(z)e−

zz
4α~ ) = Ψ(z)
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el cual es un elemento del espacio de funciones HL2(Cn, µ2α~). Hecho esto, tenemos que la relación entre los
espaciosHL2(Cn, ν) yHL2(Cn, µ2α~) está dada en términos de Uγ por

ι2 ◦ Uγ ◦ ι−1
1 Φ(z) ∈ HL2(Cn, µ2α~)

para cualquier Φ ∈ HL2(Cn, ν).

De hecho, podemos observar que el mapeo obtenido es justamente la inversa del mapeo unitario que se
definió al final de la sección (1.3).

Notemos también que mediante la transformación de calibración pudimos relacionar también los espacios
de Segal-Bargmann. En el capı́tulo siguiente se mostrará cómo obtener la Transformaciones de Segal-Bargmann
mediante los llamados mapeos de apareamiento obtenidos de aplicar toda la herramienta que nos da el programa
de cuantización geométrica.

4.3. Esquemas adicionales de cuantización

Como se ha venido mencionando al encontrar un programa de cuantización tratamos de relacionar clases
de funciones en el espacio fase con operadores en algún espacio de Hilbert. Se mencionó también, que existen
otros programas para cuantizar además del programa de cuantización geométrica. En este apartado describi-
remos, grosso modo, algunos de los programas adicionales al programa de cuantización geométrica que se ha
introducido en este capı́tulo.

Definición 4.3.1 Definamos varios esquemas de cuantización para sı́mbolos que son polinomios en x y p, de la
manera siguiente. Cada esquema está determinado de manera única como un operador que envı́a polinomios
en R2 a operadores actuando en C∞0 , por las siguientes fórmulas.

1. Cuantización del operador pseudodiferencial

Q(xjpk) = x̂j p̂k.

2. Cuantización de Weyl

Q(xjpk) =
1

(j + k)!

∑
σ∈Sj+k

σ(x̂, x̂, x̂, . . . , p̂, p̂, p̂),

en donde para cualesquiera operadores A1, A2, . . . , An y para cualquier σ ∈ Sn, definimos

σ(A1, A2, . . . , An) = Aσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(n).

3. Cuantización de Wick (ordenamiento normal)

Q((x− ip)j(x+ ip)k) = (x̂− ip̂)j(x̂+ ip̂)k.

4. Cuantización anti-Wick (ordenamiento anti-normal)

Q((x− ip)j(x+ ip)k) = (x̂+ ip̂)j(x̂− ip̂)k.
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Observemos que podemos escribir tanto la cuantización de Wick como la cuantización anti-Wick en térmi-
nos de los operadores de creación y aniquilación. Recordemos que los operadores de creación y aniquilación

están definidos como a =
x̂+ ip̂√

2
y a∗ =

x̂− ip̂√
2

. Ası́, para la cuantización de Wick tenemos que

Q((x− ip)j(x+ ip)k) = (x̂− ip̂)j(x̂+ ip̂)k = (2(j+k)/2)(a∗)jak.

Mientras que la cuantización anti-Wick puede ser escrita como

Q((x− ip)j(x+ ip)k) = (x̂+ ip̂)j(x̂− ip̂)k = (2(j+k)/2)aj(a∗)k,

de hecho podemos decir más acerca de la cuantización anti-Wick. Como se expone en [2], la cuantización
anti-Wick puede ser expresada de manera analı́tica mediante operadores de Toeplitz en el espacio de Segal-
Bargmann. A continuación desarrollaremos la teorı́a necesaria para describir dicho programa de cuantización.
En primera instancia daremos la definición de Operadores de Toeplitz actuando en cualquier subespacio de
funciones holomorfas de cuadrado integrable para luego mostrar el caso particular en el que actúan en el espacio
de Segal-Bargmann.

Retomemos la notación del capı́tulo 1, en dondeHL2(U,α) representa algún subespacio cerrado del espacio
de funciones L2(U,α), recordemos que U ⊂ C y α es una función continua y estrictamente positiva en U ,
z ∈ U es de la forma z = x + ip. Dado que HL2(U,α) es un subespacio cerrado de L2(U,α), existe una
proyección ortogonal P : L2(U,α)→ HL2(U,α). Más aún, en el punto 3 del teorema (1.1.2) dicha proyección
está dada por

Pf(z) =

∫
U
K(z, w)f(w)α(w)dw, ∀F ∈ L2(U,α), (4.22)

en donde K(z, w), z, w ∈ U , es el núcleo reproductor para el subespacioHL2(U,α).

Definición 4.3.2 Dada una una función ϕ ∈ L∞, definimos el operador de Toeplitz con sı́mbolo ϕ en el espacio
HL2(U,α), por medio de

Tϕf = P (ϕf), f ∈ HL2(U,α),

donde P es la proyección ortogonal dada en (4.22) y L∞ es la clase de funciones medibles esencialmente
acotadas. Si ϕ es una función no acotada, el operador de Toeplitz Tϕ se define de la misma manera, siempre y
cuando el multiplicar por la función ϕ preserve la permanencia al espacio L2(U,α). En este caso Tϕ podrı́a
ser no acotado.

De hecho es posible ver al operador de Toeplitz con sı́mbolo ϕ en el espacioHL2(U,α) como la composi-
ción de la proyección ortogonal con la función θ, donde θ es función definida como la multipliación por alguna
función en L∞, es decir tenemos que

Tϕ : HL2(U,α)→ HL2(U,α)

pero como

θ : HL2(U,α) → L2

f 7→ θ(f) = ϕf, ϕ ∈ L∞

y

P : L2 → HL2(U,α)

g 7→ P (g)
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hacemos la composición y obtenemos

P ◦ θ : HL2(U,α) → HL2(U,α)

f 7→ P ◦ θ(f) = P (θ(f)) = P (ϕf), ϕ ∈ L∞

También es importante mencionar que, como la norma de la proyección ortogonal tiene norma menor o igual
a 1, entonces tenemos que ||Tϕ|| ≤ ||ϕ||∞. A continuación veamos algunas de las propiedades que satisfacen
éstos operadores y que se pueden deducir partiendo solamente de la definición.

Proposición 4.3.1 Si a y b son números complejos; ϕ y φ son funciones medibles acotadas en U , entonces:

1. Taϕ+bφ = aTϕ + bTφ.

2. Tϕ̄ = (Tϕ)∗. En particular, si ϕ es real entonces Tϕ es autoadjunto.

3. Tϕ ≥ 0 si ϕ ≥ 0.

4. Si además de ser acotadas, ϕ y φ son funciones holomorfas, se tiene que TϕTφ = Tϕφ.

5. T1 = I , con I el operador identidad.

6. Para cualesquiera f1, f2 ∈ HL2(U,α),

〈Tϕf1, f2〉 = 〈ϕf1, f2〉. (4.23)

Demostración:

La demostración de cada inciso es directa a partir de la definición de operador de Toeplitz.

1. Sea f ∈ HL2(U,α), por la linealidad de la integral se sigue que

Taϕ+bφf(z) =

∫
U
K(z, w)[aϕ(w)f(w) + bφ(w)f(w)]α(w)dw

= a

∫
U
K(z, w)ϕ(w)f(w)α(w)dw + b

∫
U
K(z, w)φ(w)f(w)α(w)dw

= aTϕf(z) + bTφf(z)

= (aTϕ + bTφ)f(z)

2. Sean f, g ∈ HL2(U,α), notemos que la aplicación θϕ, la cual es multiplicar por la función acotada ϕ
tiene como adjunto (θϕ)∗ = θϕ, pues

〈θϕf, g〉 =

∫
U
θϕf(z)g(z)α(z)dz =

∫
U
ϕ(z)f(z)g(z)α(z)dz

y por otra parte

〈f, θϕg〉 =

∫
U
f(z)θϕg(z)α(z)dz =

∫
U
f(z)ϕ(z)g(z)α(z)dz

por lo cual
〈θϕf, g〉 = 〈f, θϕg〉.
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Vamos a considerar Tϕ = P ◦ θϕ, y dado que tanto P y θϕ son operadores acotados en HL2(U,α), se
sigue que

(Tϕ)∗ = (P ◦ θϕ)∗ = P ∗ ◦ θ∗ϕ = P ◦ θϕ̄ = Tϕ̄.

Luego, si ϕ es una función real, tenemos que (Tϕ)∗ = Tϕ = Tϕ. Por tanto en este caso, Tϕ es autoadjunto.

3. Sea f ∈ HL2(U,α),

〈Tϕf, f〉 =

∫
U
ϕ(z)|f(z)|2α(z)dz,

entonces, si ϕ ≥ 0 y si Tϕ es acotado en el espacio de los operadores acotados en HL2(U,α) tenemos
que Tϕ ≥ 0.

4. Sea f ∈ HL2(U,α). Si φ es acotada y holomorfa, entonces φf ∈ HL2(U,α) y por tanto

Tϕφf(z) =

∫
U
K(z, w)ϕ(w)φ(w)f(w)α(w)dw

=

∫
U
K(z, w)ϕ(w)

(∫
U
K(w, y)φ(y)f(y)α(y)dy

)
α(w)dw

=

∫
U
K(z, w)ϕ(w)(Tφf(w))α(w)dw

= TϕTφf(z).

5. Sea 1 la función constante 1, entonces

T1f(z) =

∫
U
K(z, w)1(w)f(w)α(w)dw =

∫
U
K(z, w)f(w)α(w)dw = f(z).

6. Sean f1 y f2 como en la hipótesis, se tiene que

〈Tϕf1, f2〉 = 〈P (ϕf1), f2〉 = 〈ϕf1, Pf2〉 = 〈ϕf1, f2〉,

pues P es autoadjunto y f2 se asumió perteneciente al subespacio holomorfoHL2(U,α).

�

Considerando el punto 4 de la proposición que acabamos de probar, y siendo permisivos en cuanto a cuestiones
de dominio, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 [Theorem 8.2, [2]] Sean ϕj y ψk funciones holomorfas en U , en donde j = 1, . . . , n, k =
1, . . . ,m. Entonces

Tψ1···ψmϕ1···ϕn = Tψ1
· · ·TψmTϕ1 · · ·Tϕn .

Demostración: Como primera parte de la prueba, mostremos por inducción que para las funciones holomorfas
y acotadas φ1, · · · , φk, se cumple que

Tφ1···φk = Tφ1 · · ·Tφk . (4.24)

El caso para k = 2 se satisface por el punto 4 de la proposición anterior. Supongamos entonces que (4.24) es
válido para k − 1. Luego, asociando y aplicando 4 de la proposición precedente

Tφ1···φk = T(φ1···φk−1)φk = Tφ1···φk−1
Tφk = (Tφ1 · · ·Tφk−1

)Tφk = Tφ1 · · ·Tφk−1
Tφk .
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Por tanto se satisface (4.24) para cualquier k. Luego, calculando el adjunto tenemos que

(Tφ1···φk)∗ = T ∗φ1 · · ·T
∗
φk

= Tφ1
· · ·Tφk

por tanto,
Tφ1···φk

= Tφ1
· · ·Tφk

Entonces como f es una función en HL2(U,α) podemos escribir Tϕf = PθϕPf , en donde recordemos que
θϕ es la multiplicación por la función ϕ. Usando este y los hechos anteriores podemos concluir que

Tψ1···ψmϕ1···ϕn = Pθψ1···ψmϕ1···ϕnP

= Pθψ1···ψm
θϕ1···ϕnP

= Pθψ1···ψm
PPθϕ1···ϕnP

= Tψ1···ψm
Tϕ1···ϕn

= Tψ1
· · ·TψmTϕ1 · · ·Tϕn .

�

Consideremos ahora el espacio HL2(U,α) como el espacio de Segal-Bargmann HL2(C, µ~(z)), en donde
recordemos µ~(z) = (π~)−1e−|z|

2/~. Una de las caracterı́sticas de los operadores de Toeplitz actuando en este
espacio se prueba a continuación.

Tal caracterı́stica de los operadores de Toeplitz actuando en los espacios de Segal-Bargmann es respecto a
su compacidad. En [13] se menciona la condición bajo la cual un operador de Toeplitz llega a ser compacto
en el espacio de Segal-Bargmann, dicha condición es muy fuerte en el sentido de que al sı́mbolo que define
al operador de Toeplitz se le exigen varias propiedades. Primero recordaremos la definición de lo que es un
operador de Hilbert-Schmidt y posteriormente desarrollaremos este resultado.

Definición 4.3.3 Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal acotado. Decimos que T es un operador

de Hilbert-Schmidt si existe una base ortonormal {ek}∞k=0 tal que
∞∑
k=1

‖Tek‖2 <∞.

En el teorema V I.22 de [17] sobre operadores de Hilbert-Schmidt, se prueba que cualquier operador de Hilbert-
Schmidt T puede ser aproximado por operadores de rango finito en la norma

‖T‖2 :=

(∑
k

‖Tek‖2
)1/2

.

Como corolario de este resultado, se tiene entonces que un operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

Teorema 4.3.2 (Theorem 5, [13]) Si ϕ ∈ L∞(Cn) tiene soporte compacto, entonces Tϕ es un operador com-
pacto.
Demostración: La idea de la demostración es que mediante la igualdad de Parseval mostremos que Tϕ es un
operador de Hilbert-Schmidt y por tanto, es compacto.

Consideremos n = 1, la prueba para n > 1 se extiende de manera análoga. Sea {ek}∞k=0 una base ortonor-
mal deHL2(C, µ~) la cual viene dada como en el capı́tulo 1 por

ek = (~kk!)−1/2zk.
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Dado que ϕ es esencialmente acotada, con soporte compacto, existen las constantes positivas C y c tales que
|ϕ(z)| ≤ C casi donde sea yϕ(z) = 0 para todo z con |z| > c. Comencemos por reescribir 〈Tϕek, ej〉HL2(C,µh),

〈Tϕek, ej〉HL2(C,µh) = 〈ϕek, ej〉L2(C,µh).

Luego, escribiendo explı́citamente los términos de la base y aplicando valor absoluto

|〈Tϕek, ej〉| =

∣∣∣∣∫
C
ϕ(z)ek(z)ej(z)µ~(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
C
ϕ(z)

zk√
~kk!

zj√
~jj!

1

π~
e−|z|

2/~dz

∣∣∣∣∣
≤ C

π~
√
~k+jk!j!

∫
|z|<c
|z|k+je−|z|

2/~dz =
2πC

π~
√
~k+jk!j!

∫ c

0
rk+je−r

2/~rdr

≤ 2C

~
√
~k+jk!j!

∫ c

0
rk+j+1dr =

2C

~
√

~k+jk!j!

ck+j+2

(k + j + 2)

≤ 2C

~
√
~k+jk!j!

ck+j+2.

Entonces, haciendo una primera suma

∞∑
j=0

|〈ϕek, ej〉L2(C,µh)|2 ≤
∞∑
j=0

4C2

~2~k+jk!j!
c(k+j+2)2

=
4C2c4c2k

~2~kk!

∞∑
j=0

c2j

~jj!

=
4C2c4c2k

~2~kk!
ec

2/~.

Y por útlimo,

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|〈ϕek, ej〉L2(C,µh)|2 =
∞∑
k=0

4C2c4c2k

~2~kk!
ec

2/~

=
4C2c4

~2
ec

2/~
∞∑
k=0

c2k

~kk!

=
4C2c4

~2
e2c2/~ <∞.

Por tanto hemos obtenido que

∞∑
k=0

‖Tϕek‖2 =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|〈Tϕek, ej〉|2 <∞,

ası́ Tϕ es un operador de Hilbert-Schmidt, se sigue entonces que Tϕ es compacto, como se querı́a probar. �

Siguiendo en el mismo contexto de operadores de Toeplitz en el espacio de Segal-Bargmann. Consideremos
ϕ(z) = z, aplicando la definición de Toeplitz con sı́mbolo ϕ a alguna función f ∈ H ⊂ HL2(C, µ~), con
H = {f ∈ L2(C, µ~) | zf(z) ∈ HL2(C, µ~)}. Ası́, tenemos que

Tzf(z) = P (zf(z)) =

∫
C
K(z, w)wf(w)µ~(w)dw = zf(z),
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y dado que Tz = (Tz)
∗,

Tz = ~
d

dz
.

De hecho, por lo visto en el capı́tulo 2, estos operadores son los operadores de creación y aniquilación en el
espacio de Segal-Bargmann.

Ahora, utilizando el teorema (4.3.1) podemos escribir

Tznzm =

(
~
d

dz

)n
zm. (4.25)

Recordando la definición del programa de cuantización anti-Wick, podemos observar que los operadores de
Toeplitz guardan una relación con este esquema de cuantización en el sentido siguiente

x̂− ip̂√
2

= a∗ se corresponde mediante la Transformada de Segal-Bagrmann con Tz

x̂+ ip̂√
2

= a se corresponde mediante la Transformada de Segal-Bagrmann con Tz.

Notamos también que mediante la cuantización anti-Wick, x + ip no se corresponde con Tz , habrı́a que hacer
una corrección usando el conjugado de x+ ip y un factor de

√
2 como queda mejor establecido en el siguiente

teorema.

Teorema 4.3.3 (Theorem 8.3, [2]) Dada una función ϕ en Cn, definamos otra función ϕ′ en Cn por

ϕ′(z) = ϕ(
√

2z).

Para cada ϕ, consideremos el operador de Toeplitz Tϕ′ como un operador en el espacio de Segal-Bargmann
HL2(Cn, µ~). Entonces el mapeo

ϕ 7→ Tϕ′

es unitariamente equivalente al ordenamiento anti-Wick. De manera más precisa, para cualquier ϕ, el operador
A−1

~ Tϕ′A~ en L2(Rn) es el mismo que la cuantización anti-Wick de ϕ.

Entonces hemos dado una equivalencia unitaria entre operadores de Toeplitz y el programa de cuantización
anti-Wick mediante conjugación usando la Transformada de Segal-Bargmann. Con esto, hemos mostrado a
grandes rasgos un esquema de cuantización adicional al programa de cuantización geométrica desarrollado en
la mayor parte de este capı́tulo.
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CAPÍTULO 5

Apareamientos y la Transformada de Bargmann

En este capı́tulo daremos las definiciones y los resultados, que no son pocos, que nos llevan a definir los ma-
peos de apareamiento entre dos espacios de Hilbert. Haciendo uso de éstos podemos obtener las Transformadas
de Segal-Bargmann, la clásica y la invariante. En comparación con el capı́tulo anterior, aquı́ se desarrollará el
programa de cuantización geométrica con variedades en general y se expondrá también cómo es aplicada toda
esta metodologı́a a la variedad simpléctica (R2n, dpj ∧ dxj). Justificaremos los resultados del capı́tulo ante-
rior ya que se obtuvieron de manera muy intuitiva pareciendo que forzamos las condiciones para obtener los
resultados correctos, y por último describiremos otra manera de obtener la Transformada de Segal-Bargmann.
En palabras breves, en este capı́tulo desarrollaremos las herramientas que justifican el “recorte” de variables
que hicimos en el capı́tulo anterior para obtener los subespacios de funciones de tal manera que no tuvieramos
problemas de integración. Concluiremos con la Transformada de Segal-Bargmann obtenida vı́a mapeos de apa-
reamiento. Las referencias en las cuales nos hemos basado para el tratamiento de los temas en este capı́tulo son
en mayor parte [3], ya que definiciones y proposiciones, teoremas, etc., son tomados textualmente, y [6], [4]
para el desarrollo de los mapeos de apareamiento.

5.1. Haces lineales y conexiones

En esta sección desarrollaremos las herramientas necesarias para extender el proceso de precuantización
que se hizo en el caso anterior, R2n, a variedades simplécticas más arbitrarias. Recordemos que en el capı́tulo
anterior nos restringimos al caso N = (R2n, dpj ∧ dxj) y que tanto las definiciones como las proposiciones
aquı́ mencionadas fueron extraı́das de la sección 23.2, [3].

Definición 5.1.1 Sea N una variedad suave, un haz lineal complejo sobre N es una variedad suave L junto
con las estructuras adicionales

i. El mapeo π : L→ N , es un mapeo suave sobreyectivo.

ii. Para cada x ∈ N , el conjunto π−1({x}) tiene la estructura de un espacio vectorial complejo unidimensio-
nal. Para cada x ∈ N , al espacio vectorial π−1({x}) lo llamaremos fibra de L sobre x.
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Suponemos que estas estructuras satisfacen la propiedad de trivialidad local, a saber, que cada x ∈ N
tiene una vecindad U tal que existe un difeomorfismo χ : π−1(U)→ U × C con las siguientes propiedades:

i. π(q) = π1(χ(q)), en donde q ∈ π−1(U) ⊂ L y π1 : U × C→ U es la proyección sobre el primer factor.

ii. Para cada x ∈ U , el mapeo p 7→ π2(χ(p)) es un isomorfismo de espacios vectoriales de π−1({x}) con C,
en donde π2 : U × C→ C es la proyección sobre el segundo factor.

Una sección de un haz lineal L sobre N es un mapeo s : N → L tal que π(s(p)) = p para todo p ∈ N .

Hacemos también las siguientes observaciones. La primera es que para cualquier variedad N , podemos
formar el haz lineal trivial N ×C, en donde π(p, z) = p y donde la estructura de espacio vectorial en {x} ×C
es justamente la estructura de espacio vectorial usual en C. La segunda, es que de la propiedad de trivialidad
local podemos concluir que para cualquier haz lineal L, L se ve localmente como el haz lineal trivial.

Definición 5.1.2 Una conexión∇ en un haz linealL sobreN es un a mapeo que asigna a cada campo vectorial
X en N y una sección s de L otra sección∇Xs de L satisfaciendo las siguientes propiedades

i. Para cada función f suave en N , tenemos

∇fX(s) = f∇X(s), (5.1)

para todo campo vectorial X y toda sección s.

ii. Para toda función suave en f en N , tenemos la regla del producto

∇X(fs) = (X(f))(s) + f∇X(s) (5.2)

para todo campo vectorial X y toda sección s.

iii. Linealidad. Sean X,X1, X2 campos vectoriales en N , y sean s, s1, s2 secciones en de L, entonces

∇X1+X2(s) = ∇X1(s) +∇X2(s) ∇X(s1 + s2) = ∇X(s1) +∇X(s2).

Denotaremos por (L,∇) al haz lineal L con conexión∇, queriendo decir que L y∇ son tales como se han
definido.

Dada una conexión∇ y un campo vectorial X , definimos el operador∇X como derivada covariante en la
dirección de X .

Definición 5.1.3 Una estructura Hermitiana en un haz lineal L sobre N es una elección de un producto
interno (·, ·) en cada fibra π−1({x}) de L tal que para cada sección suave s de L, (s, s) es una función suave
en N . A un haz lineal L junto con una elección de una estructura Hermitiana en L le llamaremos haz lineal
Hermitiano. Una conexión ∇ en un haz lineal Hermitiano L es llamada Hermitiana si para cada campo
vectorial X en N tenemos

(∇X(s1), s2) + (s1,∇X(s2)) = X(s1, s2) (5.3)

para cualesquiera secciones s1, s2 en L.
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Dado un haz lineal Hermitiano L con conexión, siempre es posible elegir una sección suave s0 definida
localmente cerca de cualquier punto tal que (s0, s0) ≡ 1. Llamaremos a s0, trivialización local isométrica de
L. Cualquier sección s de L puede ser escrita localmente como s = fs0 para una única función compleja f .
Dado un campo vectorial X , sea θ(X) la única función tal que

∇X(s0) = − i
~
θ(X)s0,

dicha función θ(X) depende solamente del valor de X en el punto a evaluar de N y por tanto θ define una 1-
forma enN . La función θ(X) siempre es real y más aún, usando la regla del producto para derivadas covariantes
tenemos que

∇X(fs0) = X(f)s0 + f∇X(s0)

= (X(f)− i

~
θ(X)f)s0,

en donde si identificamos las secciones s de L localmente con sus funciones “coeficientes” f , lo que obtenemos
es

∇X(f) = X(f)− i

~
θ(X)f, (5.4)

tal como se obtuvo en el capı́tulo anterior. Llamaremos a θ la 1-forma de conexión asociada a la trivialización
isométrica local.

Definición 5.1.4 Para cualquier haz lineal Hermitiano (L,∇) con conexión, definimos la 2-forma de curva-
tura ω de∇ requiriendo que

ω(X,Y )s = i(∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])(s)

para toda sección s y campos vectoriales X y Y .

Definición 5.1.5 Llamamos potencial simpléctico a cualquier 1-forma θ localmente definida satisfaciendo
dθ = ω, para ω.

Una observación que podemos agregar respecto a los potenciales simplécticos es que todo potencial simplécti-
co es la 1-forma de conexión para alguna trivialización local isométrica de L, ver [3] proposición 23.6.

Supongamos que L es un haz lineal hermitiano sobre N , con conexión ∇ y 2-forma de curvatura ω. Dado
un lazo γ : [a, b] → N , podemos construir una sección s de L la cual está definida sobre γ y es tal que la
derivada covariante de s en las direcciones a lo largo de γ es cero, es decir ∇γ̇(s) = 0. En una trivialización
local tal sección puede ser construida como

s(γ(T )) = exp

{
i

∫ γ(T )

γ(a)
θ(γ(t))dt

}
.

Definición 5.1.6 Definimos la holonomı́a de un lazo γ : [a, b] → N como la única constante α (de valor
absoluto 1) tal que s(γ(b)) = αs(γ(a)), donde s es una sección distinta de 0 definida sobre γ que es covarian-
temente constante en las direcciones de γ, es decir∇γ̇(s) = 0.
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Consideremos S, una superficie orientada y compacta con frontera en N , ∂S es un lazo. En [3], se menciona
que la holonomı́a al rededor de ∂S puede ser calculada como

holonomia(∂S) = exp

{
i

∫
S
ω

}
. (5.5)

Para S, una superficie cerrada tenemos que su frontera es el lazo trivial, la cual tiene como holonomı́a la trivial,
es decir, su holonomı́a es 1.

Entonces por (5.5) para cualquier superficie cerrada S,

holonomia(∂S) = exp

{
i

∫
S
ω

}
= 1, ∂S = ∅.

O equivalentemente

1

2π

∫
S
ω ∈ Z (5.6)

Decimos que una equivalencia de dos haces lineales Hermitianos L1 y L2 con conexión Hermitiana sobre
N es un difeomorfismo Φ : L1 → L2 tal que para cada x ∈ N , la restricción de Φ a π−1

1 ({x}) es un mapeo
lineal isométrico sobre π−1

2 ({x}) y tal que para cada sección s de L1 tenemos

Φ(∇X(s)) = ∇X(Φ(s)).

Definición 5.1.7 Sea ω una 2-forma cerrada en una variedadN , decimos que ω/(2π) es una 2-forma integral
si se cumple (5.6).

Teorema 5.1.1 (Theorem 23.9, [3]) Supongamos que ω es una 2-forma cerrada en una variedad N tal que
ω/(2π) es una 2-forma integral. Entonces existe un haz lineal Hermitiano L sobreN con conexión Hermitiana
∇ tal que la curvatura de∇ es igual a ω. Más aún, siN es simplemente conexa, entonces (L,∇) es único salvo
equivalencia.

5.2. Precuantización

En esta parte estamos por empezar a construir el programa de cuantización que nos interesa, para lograr
nuestro objetivo, seguiremos exponiendo las definiciones y las proposiciones de la sección 23.3, de [3]. El
primer paso en el programa de la cuantización geométrica para la variedad simpléctica (N,ω) es construir un
haz lineal Hermitiano sobre N con conexión Hermitiana para la cual la 2-forma de curvatura es igual a ω/~.
De hecho, el teorema (5.1.1) da la condición para la existencia de tal haz.

Definición 5.2.1 Una variedad simpléctica (N,ω) es cuantizable para un valor particular de ~ si

1

2π~

∫
S
ω ∈ Z

para cualquier superficie cerrada S en N .
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A partir de aquı́, en lo que resta del capı́tulo vamos a suponer que N es una variedad simpléctica con forma
simpléctica ω y que (L,∇) es un haz lineal Hermitiano con conexión sobre N con curvatura ω/~. Si L es un
haz lineal Hermitiano sobre una variedad simpléctica N , decimos que una sección medible s de L es cuadrado
integrable si

‖s‖ :=

(∫
N

(s(x), s(x))λ(x)

)1/2

es finita, en donde λ es la forma de volumen de Liouville en N . Dadas dos secciones de cuadrado integrable s1

y s2 de L, definimos el producto interno de s1 y s2 por

〈s1, s2〉 =

∫
N

(s1(x), s2(x))λ(x).

Nota: Vamos a usar (·, ·) para denotar el producto interno puntual de dos secciones de L y el cual es una
función en N . Usaremos 〈·, ·〉 para denotar el producto interno global de las secciones el cual es un número.

Definición 5.2.2 El espacio de Hilbert precuántico para N es el espacio de clases de equivalencia de seccio-
nes cuadrado integrable de L, en donde dos secciones son equivalentes si son iguales casi en todas partes con
respecto a la medida de volumen de Liouville.

Definición 5.2.3 Si f es una función compleja suave en N , el operador precuántico Qpre(f) es el operador
posiblemente no acotado en el espacio de Hilbert precuántico dado por

Qpre(f) = i~∇Xf + f,

en donde f representa la operación de mltiplicación por f .

Respecto al operador precuántico tenemos los siguientes resultados, análogos al caso que describimos en el
capı́tulo anterior y cuyas demostraciones se pueden consultar en [3].

Proposición 5.2.1 Si f es una función real, entonces Qpre(f) es simétrico en el espacio de secciones suaves
de soporte compacto de L.
Demostración: Ver [3], Proposition 23.13. �

Proposición 5.2.2 Para cualesquiera f, g ∈ C∞(X), tenemos

1

i~
[Qpre(f), Qpre(g)] = Qpre{f, g}.

Demostración: Ver [3], Proposition 23.14. �

5.3. Polarizaciones

A continuación expondremos una de las definiciones fundamentales para el entendimiento de los mapeos
de apareamiento. Tanto las definiciones como la proposición que en esta sección aparecen son tomadas de la
sección 23.4, [3].

Definición 5.3.1 Para cualquier z ∈ N , un subespacio P de TzN se dice Lagrangiano si dimP = n y
ω(X,Y ) = 0 para cualesquiera X,Y ∈ P .
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Consideremos ahora, el espacio TCN el cual es la complejificación del espacio TN entendida en términos
de suma directa tal y como se describe en el apéndice (B).

Definición 5.3.2 Una polarización de una variedad simpléctica N es una elección en cada punto z ∈ N de
un subespacio Lagrangiano Pz ⊂ TC

z (N), es tal que varı́a suavemente con z, satisfaciendo las siguientes
propiedades

i. Integrabilidad. Si dos campos vectoriales X y Y pertenecen a Pz en cada punto z, entonces también lo está
[X,Y ].

ii. La dimensión de Pz ∩ Pz es constante.

En donde Pz = {X | X ∈ Pz}.

Por convención, el espacio de Hilbert cuántico es definido como el espacio de secciones que son covarian-
temente constantes en la dirección de P , más que en P . Entonces, P más bien es el complejo conjugado del
espacio de direcciones en las cuales las secciones son constantes.

Ejemplo 5.3.1 Si M es cualquier variedad suave, sea N = T ∗M el haz cotangente de M , equipado con la
2-forma canónica ω. Para cada a ∈ T ∗M , sea Pa la complejificación del espacio tangente a la fibra T ∗zM en
donde z = π(a). Entonces P es una polarización en T ∗M , llamada polarización vertical.
Demostración: Si {xk} es un sistema de coordenadas locales en M , sea {xk, pk} es sistema de coordenadas
locales asociado a T ∗M . Sabemos también que la 2-forma canónica en T ∗M está dada por ω = dpk ∧ dxk.
En cada punto a ∈ T ∗M , el subespacio vertical Pa = TC(T ∗zM), en donde z = π(a), es generado por los
vectores ∂/∂pk.

Sean u, v ∈ Pa, en donde u = X + iY y v = A+ iB, con A,B,X, Y ∈ T (T ∗zM). Definamos la 2-forma
simpléctica en N , ωext como sigue

ωext(u, v) = ω(X,A)− ω(Y,B) + i(ω(X,B) + ω(Y,A)).

Entonces tenemos que dimC Pa = n. También para cualesquiera campos vectoriales aj(x, p)∂/∂pj y bk(x, p)∂/∂pk
en T (T ∗zM) se verifica que

ω(aj(x, p)∂/∂pj , bk(x, p)∂/∂pk) = 0, (5.7)

y por tanto para u y v en Pa descritos como en las lı́neas anteriores se cumple que

ωext(u, v) = ω(X,A)− ω(Y,B) + i(ω(X,B) + ω(Y,A)) = 0

ya que cada uno de los términos se anula por satisfacer (5.7). Ası́, Pa es Lagrangiana. Ahora falta comprobar
las propiedades de integrabilidad y que dim Pa ∩ Pa es constante. Como Pa = Pa en todo punto a, tenemos
que dim Pa ∩ Pa = n.

Luego, observemos que para X = aj(x, p)∂/∂pj = aj∂/∂pj y Y = bk(x, p)∂/∂pk = bk∂/∂pk campos
vectoriales en T (T ∗zM), obtenemos

[X,Y ] =

[
aj

∂

∂pj

(
bk

∂

∂pk

)
− bk(x, p)

∂

∂pk

(
aj(x, p)

∂

∂pj

)]
= aj

∂bk
∂pj

∂

∂pk
+ ajbk

∂2

∂pj∂pk
− bk

∂aj
∂pk

∂

∂pj
− bkaj

∂2

∂pj∂pk

= aj
∂bk
∂pj

∂

∂pk
− bk

∂aj
∂pk

∂

∂pj
,
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es decir, [X,Y ] se escribe como combinación lineal de los generadores de T (T ∗zM) y por tanto [X,Y ] es un
campo vectorial en T (T ∗zM). Luego, considerando u = X+iY, v = A+iB ∈ Pa conX,Y,A,B ∈ T (T ∗zM),
tenemos que

[u, v] = [X + iY,A+ iB] = [X,A]− [Y,B] + i([X,B] + [Y,A]),

dado que cada uno de los términos que aparecen en la expresión para [u, v] es un elemento de T (T ∗zM), se
tiene [u, v] = X̃ + iỸ , en donde X̃, Ỹ son elementos de T (T ∗zM). Por tanto, podemos concluir que P es una
polarización en T ∗M ya que satisface las propiedades requeridas. �

Definición 5.3.3 Decimos que una polarización es puramente real si Pz = Pz para todo z ∈ N . Y decimos
que una polarización es puramente compleja si Pz ∩ Pz = {0} para todo z ∈ N .

Definición 5.3.4 Una subvariedad integral R para alguna polarización P es una subvariedad para la cual
TC
z R = Pz para todo z ∈ R.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Frobenius.) Una distribución P es integrable si y sólo si para cualquierm0 ∈ N
existe una subvariedad integral (local) M ⊂ N tal que m0 ∈ M y cuyo haz tangente es exactamente P
restringido a M .
Demostración: Ver [5], Theorem 2.2.26. �

Consideremos ahora P cualquier polarización puramente real, dado que se cumple la condición de integrabi-
lidad el Teorema de Frobenius implica que para cada punto z en N existe una subvariedad R en la cual está
contenido y tal que es maximal en la clase de subvariedades integrales conexas para P .

Definición 5.3.5 Dada la polarización puramente real P , llamaremos hojas de la polarización a las subvarie-
dades integrales conexas maximales de P .

Respecto a las polarizaciones puramente complejas tenemos los siguientes resultados.

Proposición 5.3.1 Sea P una polarización puramente compleja en N . Para cada z ∈ N , sea Jz : TC
z (N) →

TC
z (N) el único mapeo lineal tal que Jz = iI en Pz y Jz = −iI en Pz . Entonces se satisfacen:

i. Jz es real. Transforma el espacio tangente real a sı́ mismo.

ii. ω es Jz-invariante.

Demostración: Ver [3], Proposition 23.18. �

Definición 5.3.6 Para cualquier polarización puramente compleja P , la polarización es llamada polarización
de Kähler, si la forma hermitiana

g(X,Y ) = iω(X,Y ) (5.8)

es definida positiva para X,Y ∈ P .

Para finalizar ésta sección, consideremos la forma simpléctica ω = dp ∧ dx en R2. Vamos a identificar a
R2 con C mediante el mapeo z = x− ip. Definamos a Pz como el subespacio de TC

z R2 generado por el vector
∂/∂z. Tenemos que para cada punto z ∈ C, Pz satisface:

Sean X y Y en Pz de la forma X = f(z, z)∂/∂z y Y = g(z, z)∂/∂z, en donde para abreviar notación
escribiremos a f = f(z, z) y g = g(z, z) . Entonces
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1. Notemos que dimCPz = 1 y que

ω(X,Y ) = ω(f∂/∂z, g∂/∂z) =
dz ∧ dz

2i

(
f
∂

∂z
, g

∂

∂z

)
= 0.

Por tanto, Pz es Lagrangiano.

2. Sea h = h(z, z) una función suave en C, entonces

[X,Y ]h = f
∂

∂z

(
g
∂h

∂z

)
− g ∂

∂z

(
f
∂h

∂z

)
= f

∂g

∂z

∂h

∂z
+ fg

∂2h

∂z2 − g
∂f

∂z

∂h

∂z
− gf ∂

2h

∂z2

=

(
f
∂g

∂z
− g∂f

∂z

)
∂h

∂z

= F (z, z)
∂h

∂z
.

Entonces, como [X,Y ] = F ∂
∂z , concluı́mos que [X,Y ] ∈ Pz .

3. Dado que Pz ∩ Pz = {0}, dimPz ∩ Pz es constante. Luego, Pz es una polarización. Más aún, Pz es una
polarización puramente compleja.

Para mostrar que Pz es una polarización de Kähler. Basta mostrar que la forma bilineal definida por (5.8)
es definida positiva para cada z ∈ R2 ∼= C. Entonces, sea X ∈ Pz de la forma X = f(z, z)∂/∂z, entonces

g(X,X) = iω(X,X) = i
1

2i
(dz ∧ dz)(X,X) =

1

2
(dz ∧ dz)(f(z, z)∂/∂z, f(z, z)∂/∂z)

=
|f |2

2
≥ 0.

Por lo tanto, g(X,Y ) es definida positiva y Pz es entonces una polarización de Kähler.

5.4. Cuantización con semi-formas

En este apartado construiremos el concepto de semi-forma para luego definir los espacios de Hilbert aso-
ciados a éstas. Este concepto dependerá de las polarizaciones definidas en N y de los potenciales simplécticos
asociados a la conexión en L. Para llegar a dar un tratamiento completo que nos permita llegar a explicar los
mapeos de apareamiento, se reproducirá la sección 23.6 de [3], en cada sección se hará la referencia adecuada
para indicar cuidadosamente las partes de [3] que fueron tomadas en cuenta1.

1En cada sección (o subsección) se indicará entre corchetes el nombre de la sección (o subsección) correspondiente de la que fue
extraı́da, por ejemplo la subsección El espacio de hojas fue tomada de la subsección [23.6.1], por tanto en este documento aparacererá
como El espacio de hojas [23.6.1]. En el entendido de que cada una de estas secciones se encuentran expuestas en la referencia [3] de
la bibliografı́a.
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5.4.1. Cuantización con semi-formas: Caso Real

El espacio de hojas [23.6.1]

Recordando el concepto de hoja de P , vamos a definir el espacio de hojas Ξ como el conjunto de todas las
hojas de P y al mapeo cociente q : N → Ξ de tal manera que manda a cada punto z ∈ N a la única hoja que lo
contiene. Podemos topologizar Ξ definiendo a un conjunto U en Ξ como un abierto si q−1(U) es abierto en N .

Para poder llevar a cabo el programa de cuantización geométrica se asumirá que Ξ es una variedad suave
de acuerdo a la siguiente convención: a Ξ se le dotará con la estructura de variedad suave, n-dimensional de tal
manera que q : N → Ξ es suave y que el kernel de q∗,z es igual a la intersección de Pz con el espacio tangente
real de Pz , y que denotaremos por PR

z . Aquı́, q∗,z se entiende como el pushforward de q, o bien, la diferencial
de q en el punto z. En el caso particular cuando N = T ∗M con Pz la polarización vertical, el espacio de hojas
Ξ es una variedad suave difeomorfa a M . Por ejemplo, si consideramos M = R y N = T ∗R ∼= R2, tenemos
que Ξ es difeomorfo a R.

El haz canónico [23.6.2]

Definición 5.4.1 El haz canónico KP de P es el haz lineal real2 cuyas secciones que son n-formas α satisfa-
ciendo la propiedad

Xyα = 0 (5.9)

para todo campo vectorial X perteneciente a P . Una sección α de KP es polarizada si

Xy(dα) = 0 (5.10)

para todo campo vectorial X perteneciente a P .

Podemos introducir también al haz canónico complejificado KC
P , las secciones en KC

P serán aquellas n-
formas complejas que satisfacen (5.9), y definimos una sección de KC

P polarizada de si satisface (5.10).

Ejemplo 5.4.1 Sea N = T ∗Rn ∼= R2n y sea P la polarización vertical en N . Entonces una n-forma α en R2n

es una sección de KP si y sólo si α es de la forma

α = f(x, p)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, (5.11)

y α es una sección polarizada de KP si y sólo si α es de la forma

α = g(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, (5.12)

para funciones suaves f en R2n y g en Rn.
Demostración: Sea α una n-forma en R2n del estilo

α = f1(x, p)dx1 ∧ · · · ∧ dxn +
(∑

fk(x, p) términos en donde aparece alguna (5.13)

1-forma dpj en el producto exterior) . (5.14)

2Véase Woodhouse pág. 223, para una definición rigurosa



Apareamientos y la Transformada de Bargmann 88

Como α es tal que Xyα = 0, para cualquier X campo vectorial en P de la forma X =
∑
k

ak(x, p)∂/∂pk, se

sigue que para v1, v2, . . . , vn−1 ∈ TN

0 = Xyα(v1, v2, . . . , vn−1)

= α(X, v1, v2, . . . , vn−1)

= α(
∑
k

ak(x, p)∂/∂pk, v1, v2, . . . , vn−1)

= f1(x, p)(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(
∑
k

ak(x, p)∂/∂pk, v1, v2, . . . , vn−1) + · · ·

como el primer término es cero, se sigue que para que la igualdad se cumpla las funciones fk para k ≥ 2, tienen
que ser cero. Entonces tenemos que α debe ser de la forma

α = f(x, p) ∧ · · · ∧ dxn.

Luego, dα =
2n∑
j=1

∂f(x, p)/∂yj(dyj ∧ x1 ∧ · · · ∧ xn) con yj = xj , si j = 1, 2, . . . , n y yj = pj−n si

j = n+ 1, . . . , 2n, por ser sección polarizada de KP satisface Xydα = 0 para cualquier campo vectorial X en
P de la forma X =

∑
k

ak(x, p)∂/∂pk. Entonces para v1, v2, . . . , vn ∈ TN se sigue que

0 = Xydα = dα(X, v1, v2, . . . , vn)

=
2n∑
j=1

∂f(x, p)/∂yj(dyj ∧ x1 ∧ · · · ∧ xn)(
∑
k

ak(x, p)∂/∂pk, v1, v2, . . . , vn)

de donde ∂f/∂yj = ∂f/∂pj−n = 0 para j = n + 1, . . . , 2n, pero esto implica que f es una función que no
depende de p, y por tanto f = f(x). Ası́,

α = f(x)x1 ∧ · · · ∧ xn

nos dicta la manera en que deben ser las secciones polarizadas de KP . �

Podemos notar que las secciones polarizadas obtenidas en el ejemplo anterior son secciones que son n-
formas en el espacio de configuración. Este resultado es un caso especial de la siguiente

Proposición 5.4.1 Si el espacio de hojas Ξ de P es una variedad suave y α es una sección polarizada de KP ,
entonces existe una única n-forma α̃ en Ξ tal que

α = q∗(α̃),

en donde q : N → Ξ es el mapeo cociente.

Recı́procamente, si β es cualquier n-forma en Ξ, entonces α := q∗(β) es una sección polarizada de KP .
Demostración: Ver [3] Proposición 23.37. �

Definición 5.4.2 Una función compleja, suave f en N es cuantizable con respecto a P si Qpre(f) preserva al
espacio de secciones suaves que son polarizadas con respecto a P .
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Definición 5.4.3 Un campo vectorial (posiblemente) complejo X preserva una polarización P si para todo
campo vectorial Y en P , el campo vectorial [X,Y ] también está en P .

Las siguientes proposiciones establecen cuándo la derivada de Lie preserva el espacio de secciones polari-
zadas de KP . La importancia de éste resultado es que nos permitirá definir un operador cuántico en el espacio
de Hilbert de la semi-forma asociado a P .

Proposición 5.4.2 Para cualquier f una función compleja suave enN , si el campo vectorial HamiltonianoXf

preserva P , entonces f es cuantizable.
Demostración: Ver [3], Proposition 23.24. �

Proposición 5.4.3 Sea X un campo vectorial en N que preserva P , y supongamos α una sección suave de
KP . Entonces la derivada de Lie LXα es otra sección de KP y si α es polarizada, entonces LXα es también
polarizada.
Demostración: Ver [3], Proposition 23.38. �

Proposición 5.4.4 Sea Ξ el espacio de hojas de P una variedad suave y sea X un campo vectorial en N que
preserva P . Entonces existe un único campo vectorial Y en Ξ tal que

q∗,z(X) = Y, ∀z ∈ N. (5.15)

Más aún, si α = q∗(β) es una sección polarizada de KP , como en la proposición (5.4.1), entonces

LX(q∗(β)) = q∗(LY (β)).

Demostración: Ver [3], Proposition 23.39. �

Raı́ces cuadradas del haz canónico [23.6.3]

Consideremos ahora que el espacio de hojas Ξ de P es una variedad orientable con alguna orientación en
particular.

Definición 5.4.4 Sea β una n-forma orientada y que nunca se anula, en Ξ, y tal que α := q∗(β) es una sección
de KP que nunca se anula. Una sección de KP es no-negativa si es, en cada punto, un múltiplo no-negativo de
α. Esto no depende de la elección de la n-forma orientada.

Vamos a considerar al haz lineal real δP como una “raı́z cuadrada”del haz canónico KP , de tal manera que
nos proporciona un isomorfismo entre δP ⊗ δP y KP como sigue, si si, i = 1, 2, son secciones de δP , entonces
s1⊗ s2 será considerada como una sección en KP . Asumiremos también que dado este isomorfismo, la sección
s1 ⊗ s2 será no-negativa .

Podemos considerar también la complejificación de δP , como el haz lineal δCP cuya fibra en cada punto es
la complejificación de la fibra de δP . En particular, si s1 y s2 son secciones de δCP , entonces s1 ⊗ s2 es una
sección de KC

P .

En las siguientes lı́neas desarrollaremos conceptos y resultados que nos ayudarán a definir cuándo una
sección del haz lineal δP es una sección polarizada.



Apareamientos y la Transformada de Bargmann 90

Sea α una sección de KP y sea X un campo vectorial en P , definimos la n-forma ∇Xα como

∇Xα = Xy(dα). (5.16)

Recordemos que la derivada de Lie de α en la dirección de X puede ser calculada mediante la fórmula

LXα = Xy(dα) + d(Xyα),

y observemos también, puesto que α es una sección de KP , se satisface que Xyα = 0. Esto implica que

LXα = Xy(dα) = ∇Xα.

Dado que X pertenece a P , X preserva P y por tanto la proposición (5.4.3) implica que LXα = Xy(dα) =
∇Xα es una sección de KP . Sabemos que la derivada de Lie en general no satisface que LfX = fLX , sin
embargo en vista de que podemos calcular la derivada de Lie como ∇ actuando en cualquier sección de KP , y
éste mapeo sı́ satisface que∇fX = f∇X , diremos que el mapeo∇ es una conexión parcial en KP .

Proposición 5.4.5 Sea δP una raı́z cuadrada fija de KP . Para cualquier campo vectorial X en P , existe un
operador lineal único∇X tal que

∇X : δP → δP ,

∇X(fs1) = X(f)s1 + f∇Xs1 (5.17)

∇X(s1 ⊗ s2) = (∇Xs1)⊗ s2 + s1 ⊗ (∇Xs2) (5.18)

para cualquier función suave f y cualesquiera secciones s1 y s2 de δP .

Si X es un campo vectorial en N que preserva P , entonces existe un operador lineal único LX tal que

LX : δP → δP ,

LX(fs1) = X(f)s1 + fLXs1 (5.19)

LX(s1 ⊗ s2) = (LXs1)⊗ s2 + s1 ⊗ (LXs2) (5.20)

para cualquier función suave f y cualesquiera secciones s1 y s2 de δP .

Demostración: Ver [3] Proposición 23.41. �

Cabe notar que éstas construcciones se extienden naturalmente de secciones de δP a secciones de δCP .
Notemos también que todos los operadores ∇ que intervienen en la proposición no son los mismos, mientras
que el operador ∇ que aparece en el lado izquierdo de (5.18) es la conexión parcial en KP que se definió
anteriormente, el resto de los operadores∇ que aparecen tanto en (5.17) y en (5.18) son los operadores definidos
en el haz lineal δP . No esta por demás mencionar que hay que estar atentos al contexto en el cual se estarán
empleando para saber de cuál operador se está hablando. Con esto en mente y por la proposición anterior,
podemos decir que una sección s de δP es polarizada si∇Xs = 0 para cualquier campo vectorial X en P .
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Espacio de Hilbert de la semi-forma [23.6.4]

Con los elementos hasta ahora desarrollados estamos en forma para definir los espacios de Hilbert de nuestro
interés y que se obtienen mediante este programa de cuantización geométrica. Seguiremos considerando el
espacio de hojas de P como antes, orientable y con una orientación particular.

Sean δP una raı́z cuadrada de KP , y L un haz lineal precuántico sobre N . Formemos entonces el producto
tensorial L ⊗ δCP , si sj con j = 1, 2 son secciones de dicho producto tensorial, éstas se pueden descomponer
localmente como sj = µj ⊗ νj , en donde µj es una sección de L, µj 6= 0 y νj es una sección de δCP . Definimos
el producto interno entre s1 y s2, secciones de L⊗ δCP , como

(·, ·) : L⊗ δCP × L⊗ δCP → KP

(s1, s2) := (µ1, µ2)ν1 ⊗ ν2, (5.21)

en ésta definición (µ1, µ2) es el producto escalar puntual dado por la esctructura Hermitiana dada en L.

Observación 5.4.1 (s1, s2) está definido globalmente. Para ver este resultado, notar que s puede tener la
descomposición local (fµj)⊗ νj/f para alguna f distinta de cero.

Ahora nos encaminamos a formar una conexión parcial en L⊗ δCP de la siguiente manera. Sea X un campo
vectorial en P arbitrario, sea s una sección deL⊗δCP , tal que su descomposición local sea de la forma s = µ⊗ν,
con µ 6= 0. Definimos el operador∇X como

∇X : L⊗ δCP → L⊗ δCP

∇X(µ⊗ ν) = (∇Xµ)⊗ ν + µ⊗ (∇ν). (5.22)

Afirmación 5.4.1 El operador∇X(s) está definido globalmente.

Demostración: Sea s sección de L⊗ δCP cuya decomposición local es (fµ)⊗ (ν/f) para alguna función f que
no se anula. Entonces

∇X(s) = ∇X((fµ)⊗ (ν/f))

= (∇X(fµ))⊗ ν/f + fµ⊗ (∇Xν/f).

Por una parte tenemos
∇X(fµ) = (X(f))µ+ f∇Xµ

y por otra
∇X(ν/f) = (∇X(ν/f))ν + 1/f∇Xν.

Ası́,

∇X(s) = [(X(f))µ+ f∇Xµ]⊗ ν/f + fµ⊗ [(∇X(ν/f))ν + 1/f∇Xν]

= (X(f))µ⊗ ν/f + f∇Xµ⊗ ν/f + fµ⊗ (∇X(ν/f))ν + fµ⊗ 1/f∇Xν
= [f∇Xµ⊗ ν/f + fµ⊗ (1/f)∇Xν] + (X(f))µ⊗ ν/f + fµ⊗ (X(1/f))ν

= [∇Xµ⊗ ν + µ⊗∇Xν] + (1/f)(X(f))µ⊗ ν + f(X(1/f))µ⊗ ν
= ∇X(µ⊗ ν) +X(1)µ⊗ ν
= ∇X(µ⊗ ν).
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Por lo tanto
∇X((fµ)⊗ (ν/f)) = ∇X(µ⊗ ν),

es decir, no importa la descomposicón local que se tenga para s,∇X(s) está definido globalmente. �

Afirmación 5.4.2 Sean s1 y s2 secciones polarizadas de L ⊗ δCP , entonces la sección (s1, s2) es una seción
polarizada de KC

P .

Demostración: Sean s1 y s2 secciones polarizadas de L ⊗ δCP , entonces se pueden descomponer localmente
como sj = µj ⊗ νj , j = 1, 2, y satisfacen

∇X(sj) = (∇Xµj)⊗ νj + µj ⊗ (∇Xνj) = 0.

Luego, para calcular∇X((s1, s2)) utilizamos en primera instancia la definición del producto interno entre s1 y
s2, después las igualdades (5.17) y (5.18) de la proposición (5.4.5), obteniendo que

∇X((s1, s2)) = ∇X((µ1, µ2)ν1 ⊗ ν2)

= X((µ1, µ2))ν1 ⊗ ν2 + (µ1, µ2)∇X(ν1 ⊗ ν2)

= X((µ1, µ2))ν1 ⊗ ν2 + (µ1, µ2)(∇Xν1)⊗ ν2 + (µ1, µ2)ν1 ⊗ (∇Xν2).

Reescribiendo los dos últimos términos de la última lı́nea en términos del producto interno, utilizando la hipóte-
sis (−∇Xµj) ⊗ νj = µj ⊗ (∇Xνj), y que X(µ1, µ2) = (∇Xµ1, µ2) + (µ1,∇Xµ2); la última lı́nea que
obtuvimos para el cálculo de∇X((s1, s2)) es igual a

X((µ1, µ2))ν1 ⊗ ν2 + (µ1 ⊗∇Xν1, µ2 ⊗ ν2) + (µ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗∇Xν2)

= X((µ1, µ2))ν1 ⊗ ν2 + (−∇Xµ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗ ν2) + (µ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗∇Xν2)

= [(∇Xµ1, µ2) + (µ1,∇Xµ2)]ν1 ⊗ ν2 + (−∇Xµ1, µ2)ν1 ⊗ ν2 + (µ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗∇Xν2)

= [(∇Xµ1, µ2) + (µ1,∇Xµ2) + (−∇Xµ1, µ2)]ν1 ⊗ ν2 + (µ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗∇Xν2)

= (µ1,∇Xµ2)ν1 ⊗ ν2 + (µ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗∇Xν2)

= (µ1,∇Xµ2)ν1 ⊗ ν2 + (µ1 ⊗ ν1,−∇Xµ2 ⊗ ν2)

= (µ1,∇Xµ2)ν1 ⊗ ν2 + (µ1,−∇Xµ2)ν1 ⊗ ν2

= 0ν1 ⊗ ν2 = 0.

Por tanto,
∇X((s1, s2)) = 0

implicando lo que se querı́a probar. �

Definición 5.4.5 Sea P una polarización puramente real y sea δP alguna raı́z cuadrada de KP , llamaremos
espacio de semi-forma al espacio de secciones suaves polarizadas de L ⊗ δCP . Para una sección polarizada s
de L⊗ δCP , definimos la norma de s por

‖s‖2 =

∫
Ξ

(̃s, s), (5.23)

en donde (s, s) es como en (5.21) y (̃s, s) es la n-forma en Ξ dada por la proposición (5.4.1). Si s1 y s2 son
elementos del espacio de semi-forma con ‖s1‖ <∞ y ‖s2‖ <∞, definimos su producto interno como

〈s1, s2〉 =

∫
Ξ

˜(s1, s2). (5.24)

El Espacio de Hilbert de semi-forma es la completación con respecto a la norma (5.23) del espacio de seccio-
nes polarizadas s para las cuales ‖s‖2 <∞.
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Ejemplo 5.4.2 Sea N = T ∗R ∼= R2 y sea L es haz trivial en N con conexión ∇X = X − (i/~)θ(X), donde
θ = pdx. Sea P la polarización vertical en N y orientemos R de tal manera que las 1-formas orientadas son
múltiplos positivos de dx. Sea δP el haz trivial con una sección trivializante

√
dx tal que

√
dx ⊗

√
dx = dx.

Entonces toda sección polarizada s de L⊗ δCP tiene la forma

s = φ(x)⊗
√
dx (5.25)

para alguna función φ en R. La norma de tal sección se calcula como

‖s‖2 =

∫
R
|φ(x)|2dx.

Demostración: Para empezar debemos mostrar quién es el haz canónico de P , es decir, KP . Veamos cuáles
son las secciones que lo conforman.

Sea α una 1−forma de KP de la forma α = f(x, p)dx + g(x, p)dp con f y g funciones reales en R.
Entonces como α debe satisfacer la condición

Xyα = 0

para cualquier campo vectorial X perteneciente a P , tenemos las siguientes implicaciones considerando X =
∂/∂p y (x, p) ∈ N

0 = Xyα(x, p) = α(∂/∂p)(x, p)

= (f(x, p)dx+ g(x, p)dp)(∂/∂p)

= 0 + g(x, p)

= g(x, p).

Por tanto, g(x, p) = 0 y de aquı́ que α = f(x, p)dx. Sabemos también que las secciones polarizadas de KP
vienen dadas por la condición

Xydα = 0,

como dα = ∂f/∂pdp ∧ dx, se sigue que para v ∈ TN ,

Xydα(X, v) = dα(X, v) =
∂f

∂p
dp ∧ dx(∂/∂p, v) =

∂f

∂p
dx(v).

Entonces Xydα = 0 si y sólo si f es independiente de p. Ası́, dx es una sección polarizada de KP . Si elegimos
δP trivial y

√
dx tal que

√
dx⊗

√
dx = dx, entonces por la igualdad (5.18), se tiene que

0 = ∇X(
√
dx⊗

√
dx) = 2(∇X

√
dx)⊗

√
dx,

implicando a su vez que∇X
√
dx = 0. Por tanto,

√
dx es una sección polarizada de δP .

Formando ahora el producto tensorial L ⊗ δCP , tenemos que las secciones s pertenecientes a éste haz se
descomponen (localmente) como s = µ ⊗ ν, en donde µ es una sección en L y ν es una sección en δCP de la
forma µ = ϕ(x, p) y ν =

√
dx,

s = ϕ(x, p)⊗
√
dx.

Para encontrar el espacio de semi-formas, aún es necesario verificar que para cualquier sección s en L⊗ δCP , se
satisface la condición

∇X(s) = 0, en donde

∇X(s) = (∇Xµ)⊗ ν + µ⊗ (∇Xν).
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Ası́,para s = ϕ(x, p)⊗
√
dx en L⊗ δCP tenemos

∇∂/∂p(ϕ(x, p)⊗
√
dx) = ∇∂/∂pϕ(x, p)⊗

√
dx+ ϕ(x, p)⊗∇∂/∂p

√
dx

=

[
∂

∂p
ϕ(x, p)−

(
i

~
pdx

(
∂

∂p

))
ϕ(x, p)

]
⊗
√
dx+ ϕ(x, p)⊗ 0

=
∂

∂p
ϕ(x, p)⊗

√
dx

por tanto
∇∂/∂p(ϕ(x, p)⊗

√
dx) = 0

si y sólo si
∂

∂p
ϕ(x, p)⊗

√
dx = 0

o bien
∂

∂p
ϕ(x, p) = 0

lo que es equivalente a decir que ϕ es una función que no depende de p. Y por lo tanto, s = ϕ(x)⊗
√
dx para

alguna función ϕ. Y puesto que

(s, s) = (ϕ(x), ϕ(x))
√
dx⊗

√
dx = |ϕ(x)|2dx

entonces su norma se puede calcular como

(s, s) =

∫
R
|ϕ(x)|2dx,

en donde (̃s, s) lo hemos escrito de la misma forma que (s, s), sólo que ahora interpretado como una 1-forma
en el espacio de hojas Ξ ∼= R (las coordenadas en p).

�

Cuantización de observables [23.6.5]

Ya que hemos obtenido los espacios de Hilbert, necesitamos definir como se asocian las funciones en nues-
tra variedad con operadores en los espacios de Hilbert obtenidos y se enunciarán algunas de las propiedades que
éstos cumplen, aunque sin demostración, pues recordemos que nuestro objetivo es llegar a obtener la Transfor-
mada de Segal-Bargmann. En efecto, para sus demostraciones nos podemos remitir a [3]. Tengamos en mente
que para cuando N = T ∗R ∼= R2, en el capı́tulo anterior vimos cómo funciona el operador Qpre en nues-
tro programa de cuantización geométrica, por tanto podemos remitirnos a ese caso para ilustrar los siguientes
resultados.

Supongamos que f es una función en N que de acuerdo a la definición (5.1.2), Xf preserva P .

Definición 5.4.6 Para cualquier función en N para la cual Xf preserva P , sea Q(f) el operador definido en
el espacio de semi-forma de P dado por

Q(f)s = (Qpre(f)µ)⊗ ν + i~µ⊗ LXf ν,

en donde s se descompone localmente como s = µ⊗ ν, con µ una sección de L y ν una sección de δCP .
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Dicho operador está bien definido, pues si consideramos la sección s ∈ L ⊗ δCP con la descomposición local
(gµ)⊗ (ν/g) para alguna función g que no se anula, se verifica que

Q(f)s = Q(f)((gµ)⊗ (ν/g))

= (Qpre(f)gµ)⊗ (ν/g) + i~(gµ)⊗ LXf (ν/g)

= (i~∇Xf + f)gµ⊗ (ν/g) + i~gµ⊗ LXf (ν/g)

= i~(Xf (g)µ+ g∇Xf (µ))⊗ (ν/g) + fgµ⊗ (ν/g) + i~gµ⊗ (Xf (1/g)ν + (1/g)LXf ν)

= i~Xf (g)µ⊗ (ν/g) + i~∇Xf (µ)⊗ ν + fµ⊗ ν + i~gµ⊗Xf (1/g)ν + i~µ⊗ LXf ν
= i~∇Xf (µ)⊗ ν + fµ⊗ ν + i~µ⊗ LXf ν + i~Xf (g/g)µ⊗ ν
= i~∇Xf (µ)⊗ ν + fµ⊗ ν + i~µ⊗ LXf ν
= (i~∇Xf + f)(µ)⊗ ν + i~µ⊗ LXf ν
= Q(f)(µ⊗ ν).

Por lo tanto
Q(f)((gµ)⊗ (ν/g)) = Q(f)(µ⊗ ν)

es decir, no importa la descomposición local que se tenga para s, y por tanto el operador esta bien definido
como se querı́a probar.

A continuación, expondremos el ejemplo 23.45 presentado en [3], con algunos detalles añadidos.

Ejemplo 5.4.3 Siguiendo con la notación del ejemplo anterior (5.4.2), sea f : R2 → R de la forma

f(x, p) = a(x) + b(x)p,

para algunas funciones suaves a y b en R. Entonces Xf preserva P y

Q(f)(ψ(x)⊗
√
dx) = ψ̃(x)⊗

√
dx,

en donde

ψ̃(x) = −i~
(
b(x)ψ′(x) +

1

2
b′(x)ψ(x)

)
+ a(x)ψ(x).

Demostración: Verifiquemos que efectivamente Xf preserva P , la polarización vertical. Sea Y un campo
vectorial en P , digamos Y = h(x, p) ∂∂p = h ∂

∂p . El campo vectorial Hamiltoniano asociado a f es

Xf = (a′(x) + pb′(x))
∂

∂p
− b(x)

∂

∂x
= H(x, p)

∂

∂p
− b ∂

∂x
.

Sea g = g(x, p) una función suave en N , entonces

[Xf , Y ]g = Xf (Y (g))− Y (Xf (g)) = H
∂

∂p

(
h
∂g

∂p

)
− b ∂

∂x

(
h
∂g

∂p

)
− h ∂

∂p

(
H
∂g

∂p
− b∂g

∂x

)
= H

∂h

∂p

∂g

∂p
+Hh

∂2g

∂p2
− b∂h

∂x

∂g

∂p
− bh ∂2g

∂p∂x
− h∂H

∂p

∂g

∂p
− hH ∂2g

∂p2
+ hb

∂2g

∂p∂x

=

(
H
∂h

∂p
− h∂H

∂p
− b∂h

∂x

)
∂

∂p
g.

Por lo tanto, [Xf , Y ] está en P , para cualquier Y en P . Ası́, Xf preserva la polarización.



Apareamientos y la Transformada de Bargmann 96

Calculemos ahora quien es Qpre(f) con f dada según la hipótesis.

Qpre(f)ψ(x) = i~
[
Xf (ψ(x))− i

~
θ(Xf )ψ(x)

]
+ fψ(x)

= −i~b(x)ψ′(x)− pb(x)ψ(x) + a(x)ψ(x) + pb(x)ψ(x)

= −i~b(x)ψ′(x) + a(x)ψ(x).

Por otra parte, como la 1-forma dx es cerrada, tenemos que

LXf (dx) = d(Xfydx) = d(−b(x)) = −b′(x)dx.

Utilizando la proposición (5.20),

LXf
(√

dx
)
⊗
√
dx = −1

2
b′(x)dx = −1

2
b′(x)

√
dx⊗

√
dx,

o bien
LXf

(√
dx
)

= −1

2
b′(x)

√
dx.

Ası́, considerando lo obtenido para Qpre(f) y LXf
(√

dx
)

tenemos que

Q(f)(ψ(x)⊗
√
dx) = (Qpre(f)ψ(x))⊗

√
dx+ i~ψ(x)⊗ LXf

(√
dx
)

=
[
−i~b(x)ψ′(x) + a(x)ψ(x)

]
⊗
√
dx+ i~ψ(x)⊗

(
−1

2
b′(x)

√
dx

)
=

[
−i~b(x)ψ′(x) + a(x)ψ(x)− i~

2
b′(x)ψ(x)

]
⊗
√
dx.

Por lo tanto

ψ̃(x) = −i~
(
b(x)ψ′(x) +

1

2
b′(x)ψ(x)

)
+ a(x)ψ(x)).

�

Notemos que si nos restringimos a que f(x, p) = x entonces ψ̃(x) = xψ(x) y si f(x, p) = p, entonces
ψ̃(x) = −i~∂ψ/∂x. Los cuales son los operadores de multiplicación y diferenciación que relacionamos en los
espacios de Segal-Bargmann de capı́tulos anteriores.

A continuación enunciaremos los teoremas que nos muestran que efectivamente el operador Q satisface las
relaciones de conmutación, y que dada una función real f el operador Q es un operador auto-adjunto.

Teorema 5.4.1 Sean f y g funciones en N para las cuales Xf y Xg preservan P . Entonces los operadores
Q(f) y Q(g) satisfacen

1

i~
[Q(f), Q(g)] = Q({f, g})

en el espacio de secciones suaves polarizadas de L⊗ δCP .
Demostración: Ver Theorem 23.46, [3]. �

Teorema 5.4.2 Si f ∈ C∞(N) es una función real y Xf preserva P , entonces el operador Q(f) es simétrico

en el espacio de secciones suaves s en el espacio de semi-forma para el cual (̃s, s) tiene soporte compacto en
Ξ. Demostración: Ver Theorem 23.47, [3]. �
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5.4.2. Cuantización con semi-formas: Caso complejo

A lo largo de esta sección vamos a considerar (N,ω) como una variedad simpléctica cuantizable 2n-
dimensional. (L,∇) el haz lineal pre-cuántico sobre N . P una polarización de Kähler sobre N . Muchos de
los resultados y definiciones que se tienen para polarizaciones complejas son similares a los que ya se mencio-
naron en el caso de polarizaciones reales, simplemente vamos a reemplazar en algunos de los resultados a la
polarización P por P . Y aclarando también que nos remitimos a la sección [23.7], de [3].

Definición 5.4.7 El haz canónico KP de P es el haz lineal complejo para el cual las secciones son n-formas
α tales que

Xyα = 0

para todo campo vectorial X enP . Secciones de KP son precisamente las (n, 0)-formas en N . Una sección de
KP se dice polarizada si

Xy(dα) = 0

para todo campo vectorial X en P .

De manera análoga que en el caso real, entenderemos que δP es una raı́z cuadrada de KP . en el sentido
en el que δP ⊗ δP nos da un isomorfismo con KP .

Si X es un campo vectorial que preserva P , entonces LX preserva el espacio de secciones de KP y el
espacio de secciones polarizadas de KP . Definimos también la derivada parcial ∇Xα como ∇Xα = Xy(dα).
Tanto para la derivada de Lie (para campos vectoriales que preservan P ) como para la conección parcial (para
campos vectoriales en P ) tenemos que se cumple un análogo a la proposición (5.4.5). La conexión en L y la
conexión parcial en δP nos dan una conexión en L ⊗ δP . Decimos que una sección s de L ⊗ δP es polarizada
si∇Xs = 0 para todos los campos vectoriales X en P .

A continuación presentaremos una proposición que nos ayudará en el cálculo para la obtención del mapeo
de apareamiento que perseguimos.

Proposición 5.4.6 (Proposition 23.50, [3]) Si α es una n-forma en N , entonces en cada punto de la 2n-forma

(−1)n(n−1)/2(−i)nα⊗ α

es un múltiplo no-negativo de la forma de Liouville λ. Existe una estructura Hermitiana en δP con la propiedad
de que para cada sección s de δP tenemos

|s|2 =

(
(−1)n(n−1)/2(−i)n

2n
(s⊗ s) ∧ (s⊗ s)

λ

)1/2

.

Definición 5.4.8 El espacio de Hilbert de la semi-forma para una polarización de Kähler P enN es el espacio
de secciones polarizadas de L⊗ δP cuadrado integrables.

Definición 5.4.9 Si f es una función en N para la cual Xf preserva P , sea Q(f) el operador en el espacio de
Hilbert de la semi-forma de P dado por

Q(f)s = (Qpre(f)µ)⊗ ν − i~µ⊗ LXf ν,

en donde s se descompone localmente como s = µ⊗ ν, con µ una sección de L y ν una sección de δP .
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Dichos operadores satisfacen:

i. Relaciones de conmutación. [Q(f), Q(g)]/(i~) = Q({f, g}) en el espacio de secciones suaves polarizadas
de L⊗ δP .

ii. Son simétricos. Si f es una función real y Xf preserva P , entonces Q(f) es al menos simétrico, suponiendo
que podemos encontrar un subespacio denso del espacio de Hilbert de la semi-forma consistiendo de
funciones “agradables”.

Como se indica en [3], las pruebas de estos enunciados son idénticas a las pruebas del teorema 23.46 presentado
en la misma referencia.

5.5. Mapeos de apareamiento

Lo que se pretende en las siguientes lı́neas es comparar los resultados de cuantizar con respecto a dos po-
larizaciones diferentes. Justamente los objetos que definiremos, los mapeos de apareamiento, nos permitirán
hacer tal comparación. Para nuestros propósitos vamos a considerar el caso de dos polarizaciones reales trans-
versales y luego el caso de una polarización puramente real y una polarización de Kähler, en el primer caso se
obtiene la Transformada de Fourier mientras que en el último obtenemos la Transformada de Segal-Bargmann
en su forma invariante y en su forma clásica. El desarrollo de esta sección esta basada en [3] principalmente y
como segunda fuente [6], reproduciendo algunos de los resultados de la sección 23.8 de [3] y desarrollando el
ejemplo de la transformada de Fourier que en esta misma se menciona. Para la obtención de la Transformada
de Segal-Bargmann en su forma clásica, seguimos la exposición de [6], y para la obtención de la Transformada
de Segal-Bargmann en su forma invariante se ha utilizado como referencia [4].

Para nuestros propósitos a partir de aquı́ y a lo largo del texto, N será una variedad suave y tal que N =
T ∗M . Supongamos que tenemos dos polarizaciones puramente reales P y P ′ y que los espacios de hojas
asociados Ξ1 y Ξ2 son variedades orientadas. Supongamos también que P y P ′ satisfacen la condición de
transversalidad, esta es, que en cada punto z ∈ N la condición Pz ∩ P ′z = {0}. Si α y β son secciones
polarizadas de los haces canónicos KP y KP ′ , respectivamente, la hipótesis de transversalidad implica que
α ∧ β es una 2-forma no nula en N .

Entonces para cualquier punto z ∈ N podemos definir un apareamiento bilineal E como sigue

(·, ·) : δP,z × δP ′,z → R

(ν1, ν2) =

(
(ν1 ⊗ ν1) ∧ (ν2 ⊗ ν2)

λ

)1/2

,

en donde δP,z y δP ′,z son las raı́ces cuadradas de KP y KP ′ , respectivamente; y λ es la forma de volumen de
Liouville en N .

Si consideramos la complejificación de δP,z y δP ′,z , es posible extender este mapeo como

(·, ·)C : δCP,z × δCP ′,z → C

(ν1, ν2)C =

(
(ν1 ⊗ ν1) ∧ (ν2 ⊗ ν2)

λ

)1/2

,

el cual es conjugado lineal en el primer factor y lineal en el segundo.
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Todo esto con el afán de poder definir el siguiente apareamiento

M : (Lz ⊗ δCP,z)× (Lz ⊗ δCP ′,z) → C
M(µ1 ⊗ ν1, µ2 ⊗ ν2) = (µ1, µ2)(ν1, ν2),

en donde (µ1, µ2) es el producto interno dado por la estructura hermitiana de L.

Ahora, pasamos a considerar los espacios de Hilbert de las semiformas H1 y H2 para las polarizaciones P
y P ′, respectivamente. Entonces, dados sj ∈ Hj , j = 1, 2, definimos el apareamiento de s1 y s2 por

〈·, ·〉P,P ′ : H1 ×H2 → C

〈s1, s2〉P,P ′ := c

∫
N
M(s1, s2)λ

provistos de que ésta integral es absolutamente convergente, c es cierta constante universal que depende sola-
mente de ~ y de la dimensión de n, que además puede ser escogida para hacer que ciertos ejemplos funcionen
bien, y recordando que sj = µj ⊗ νj , j = 1, 2.

Lo que nosotros estamos buscando es un mapeo de apareamiento

ΛP,P ′ : H1 → H2

que cumpla la siguiente propiedad

〈s1, s2〉P,P ′ = 〈ΛP,P ′s1, s2〉H2 . (5.26)

Si el apareamiento 〈·, ·〉P,P ′ es acotado, entonces por el teorema de representación de Riesz, existe un
operador acotado único ΛP,P ′ satisfaciendo (5.26). Incluso si el apareamiento es no acotado podrı́amos definir
ΛP,P ′ como un operador no acotado. También hay que hacer la siguiente aclaración, no siempre el mapeo de
apareamiento que buscamos es unitario, podrı́a quizar ser un múltiplo constante de algún mapeo unitario.

Como primer ejemplo de un mapeo de apareamiento tenemos a la Transformada de Fourier.

Transformada de Fourier

Afirmación 5.5.1 Consideremos N = R2 ∼= T ∗R, tomemos a L como el haz lineal trivial con 1-forma de
conexión θ = pdx. Sea P la polarización vertical generada en cada punto por 〈∂/∂p〉, y sea P la polarización
horizontal generada en cada punto por 〈∂/∂x〉. Entonces los elementos s1 y s2 de los espacios de las semi-
formas para P y P ′, respectivamente, tienen las formas

s1(x, p) = φ(x)⊗
√
dx, (5.27)

s2(x, p) = ϕ(p)eixp/~ ⊗
√
dp, (5.28)

donde φ y ϕ son funciones en R.

Si c = 1, el apareamiento es calculado como

〈s1, s2〉P,P ′ = i

∫
R
φ(x)ϕ(p)eixp/~dxdp. (5.29)

Si s1 tiene la forma (5.27), entonces ΛP,P ′(s1) tiene la forma (5.28), donde

ϕ(p) = −i
∫
R
φ(x)e−ixp/~dx. (5.30)
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Entonces, ΛP,P ′(s1) es una versión escalada de la transformada de Fourier y es en particular, un múltiplo
constante de un mapeo unitario.

Demostración: Notemos que en el ejemplo (5.4.2) se muestra que las secciones polarizadas de L ⊗ δCP tienen
la forma s = φ(x)⊗

√
dx, cuya norma viene dada por

‖s‖2 =

∫
R
|φ(x)|2dx.

Podemos hacer el mismo tratamiento para encontrar qué forma tienen los elementos del espacio de semi-formas
para P ′. Igual que como lo hicimos para P en el ejemplo (5.4.2), veamos quién es el haz canónico de P ′, es
decir, KP ′ . Veamos cuáles son las secciones que lo conforman.

Sea β una 1−forma de KP ′ de la forma β = f(x, p)dx + g(x, p)dp con f y g funciones en R. Entonces
como β debe satisfacer la condición

Y yβ = 0

para cualquier campo vectorial Y perteneciente a P ′, tenemos las siguientes implicaciones considerando Y =
∂/∂x

0 = Y yβ = β(∂/∂x)

= (f(x, p)dx+ g(x, p)dp)(∂/∂x)

= f(x, p) + 0

= f(x, p).

Por tanto, f(x, p) = 0 y de aquı́ que β = g(x, p)dp. Sabemos también que las secciones polarizadas de KP ′
vienen dadas por la condición

Y ydβ = 0,

como dβ = ∂g/∂xdx ∧ dp, se sigue que dβ = 0 si y sólo si g es independiente de x. Entonces dp es una
sección polarizada de KP ′ . Si elegimos δP ′ trivial y

√
dp tal que

√
dp ⊗

√
dp = dp, entonces

√
dp es una

sección polarizada de δP ′ .

Formando ahora el producto tensorial L ⊗ δCP ′ , tenemos que las secciones s pertenecientes a éste haz vec-
torial se descomponen (localmente) como s = µ2 ⊗ ν2, con µ2 = ϕ(x, p) y ν2 =

√
dp,

s = ϕ(x, p)⊗
√
dp.

Para encontrar el espacio de semi-formas, aún es necesario verificar que para cualquier sección s en L ⊗ δCP ′ ,
se satisface la condición

∇Y (s) = 0, en donde

∇Y (s) = (∇Y µ2)⊗ ν2 + µ2 ⊗ (∇Y ν2).

Ası́, para s = ϕ(x, p)⊗
√
dp en L⊗ δCP ′ tenemos

∇∂/∂x(ϕ(x, p)⊗
√
dp) = ∇∂/∂xϕ(x, p)⊗

√
dp+ ϕ(x, p)⊗∇∂/∂x

√
dp

=

[
∂

∂x
ϕ(x, p)− i

~
pdx

(
∂

∂x

)
ϕ(x, p)

]
⊗
√
dp+ ϕ(x, p)⊗ 0

=

[
∂

∂x
ϕ(x, p)− i

~
pdx

(
∂

∂x

)
ϕ(x, p)

]
⊗
√
dp
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por tanto
∇∂/∂x(ϕ(x, p)⊗

√
dp) = 0

si se satisface que
∂

∂x
ϕ(x, p)− i

~
pdx

(
∂

∂x

)
ϕ(x, p) = 0

o bien
∂

∂x
ϕ(x, p) =

i

~
pdx

(
∂

∂x

)
ϕ(x, p),

ecuación que tiene por solución ϕ(p)eixp/~. Ası́, s es una sección de la forma

s = ϕ(p)eixp/~ ⊗
√
dp.

Y puesto que
(s, s) = (ϕ(p)eixp/~, ϕ(p)eixp/~)

√
dp⊗

√
dp = |ϕ(p)|2dp

entonces su norma se puede calcular como

‖s‖2 =

∫
R
|ϕ(p)|2dp.

Sean ahora las secciones s1 enL⊗δCP y s2 enL⊗δCP ′ de la forma s1 = φ(x)⊗
√
dx y s2 = ϕ(p)eixp/~⊗

√
dp.

Considerando c = 1, tenemos que

〈s1, s2〉P,P ′ =

∫
R2

M(s1, s2)λ

=

∫
R2

M(φ(x)⊗
√
dx, ϕ(p)eixp/~ ⊗

√
dp)λ

=

∫
R2

(φ(x), ϕ(p)eixp/~)(
√
dx,
√
dp)dpdx

=

∫
R2

φ(x)ϕ(p)eixp/~

(
(
√
dx⊗

√
dx) ∧ (

√
dp⊗

√
dp)

dp ∧ dx

)1/2

dpdx

= i

∫
R2

φ(x)ϕ(p)eixp/~dpdx.

Por otra parte, considerando el mapeo de apareamiento entre los espacios de Hilbert de las semi-formas
asociadas a P y P ′

ΛP,P ′ : H1 → H2

que satisface

〈s1, s2〉P,P ′ = 〈ΛP,P ′s1, s2〉H2 , (5.31)

para s1 tenemos que ΛP,P ′s1 es de la forma ξ(p)eixp/~ ⊗
√
dp, con ξ alguna función en R, y por tanto

〈ΛP,P ′s1, s2〉H2 = 〈ξ(p)eixp/~ ⊗
√
dp, ϕ(p)eixp/~ ⊗

√
dp〉H2

=

∫
R
ξ(p)ϕ(p)dp.
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Ası́, por (5.31) se sigue que

i

∫
R2

φ(x)ϕ(p)eixp/~dpdx =

∫
R
ξ(p)ϕ(p)dp

y por tanto

ξ(p) = −i
∫
R
φ(x)e−ixp/~dx,

como se querı́a probar. �

5.6. Transformada de Segal-Bargmann

Estamos entrando a la parte en la que se describirá la obtención de la Transformada de Segal-Bargmann
en sus versiones clásica e invariante por medio del programa de cuantización geométrica. Justamente el ob-
jetivo del capı́tulo fue dar las definiciones y proposiciones correspondientes para poder definir los mapeos de
apareamiento; ahora nos encontramos en condiciones de presentar a la Transformada de Segal-Bargmann. Pre-
sentaremos la Transformada clásica tal y como lo hace Woodhouse [6] utilizando el núcleo reproductor del
Espacio de Segal-Bargmann; mientras que para obtener la Transformada en su forma invariante, recurriremos
a la teorı́a de ecuaciones diferenciales parciales para ayudarnos del núcleo de la ecuación del calor y concluir
nuestra descripción.

5.6.1. Transformada de Segal-Bargmann Clásica

En ésta sección veremos cómo se obtiene la Transformada de Segal-Bargmann Clásica mediante ma-
peos de apareamiento. Antes de empezar con el procedimiento, recordemos la propiedad de los espacios
de funciones holomorfas respecto al núcleo reproductor. Para cualquier función f ∈ HL2(U,α), f(z) =∫
U
K(z, w)f(w)α(w)dw enHL2(U,α), en donde la función K(z, w) es el núcleo reproductor para el espacio

en cuestión. En particular, nosotros vamos a utilizar el núcleo reproductor para el espacio de Segal-Bargmann
obtenido en la sección (1.2).

Afirmación 5.6.1 Sea la variedad simpléctica N = T ∗Rn ∼= R2n nuestro espacio fase con coordenadas
x1, . . . , xn, p1, . . . , pn, con xk las coordenadas de posición y pk las coordenadas de momentos. La forma de
volumen en N está dada por λ = dp1 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dxn. Consideremos a L como el haz trivial en

N con derivada covariante ∇X = X − (i/~)θ2(X) y 1-forma de conexión θ2 = −zkdzk − zkdzk
2i

, con

zk =
xk − ipk√

2
. Consideremos también las polarizaciones real y compleja dadas por

P = 〈∂/∂pk〉
P ′ = 〈∂/∂zk〉,

para todo k = 1, 2, . . . , n.

Los elementos s del espacio de semi-forma para P tienen la forma

s = φ(x)e−ix·p/2~ ⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, (5.32)

para alguna función φ en Rn. En este espacio la norma de s viene dada por

‖s‖2 =

∫
Rn
|φ(x)|2dnx.



103 5.6 Transformada de Segal-Bargmann

Los elementos del espacio de semiforma para P ′ tienen la forma

s = F (z)e−|z|/2~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, (5.33)

con F alguna función holomorfa en Cn y cuya norma viene dada por

‖s‖2 =

∫
Cn
|F (z)|2e−|z|/~dnz.

Se hará la identificación del espacio de Hilbert de la semi-forma para P con el espacio de Hilbert L2(Rn)
y del espacio de Hilbert de la semi-forma para P ′ con el espacio de Segal-Bargmann HL2(Cn, µ~). A dichos
espacios los llamaremos respectivamenteH1 yH2.

Con estos elementos definimos el mapeo de apareamiento ΛPP ′ : H1 → H2 tal que a la sección s1 =
φ(x) ⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn en L ⊗ δCP le corresponde ΛPP ′(s1) = G(z)e−|z|/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, para

alguna función holomorfa G y es tal que

〈s1, s2〉PP ′ = 〈ΛPP ′s1, s2〉H2 .

Ası́, ΛPP ′(s1) tiene la forma (5.33) en donde

G(z) =

∫
Rn
φ(x)K(x, z)dnx, con K(x, z) =

1

(π~)n/4
e(−z2+2

√
2x·z−x2)/2~.

Demostración: En el ejemplo (5.4.1) se obtuvo que las n-formas que son secciones polarizadas en KP son del
estilo α = g(x)dx1∧· · ·∧dxn. Por tanto, si consideramos dx1∧· · ·∧dxn podemos decir que ésta es una sección
polarizada de KP . Eligiendo δP trivial y

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn tal que

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

dx1 ∧ · · · ∧ dxn, entonces
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn es una sección polarizada de δP .

Formemos entonces el producto tensorial L⊗ δCP . Sea s1 cualquier sección perteneciente a este haz lineal,
y escribámosla en su descomposición local

s1 = ϕ(x, p)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Vamos ahora a encontrar el espacio de semi-forma asociado a P . Entonces debemos encontrar las secciones
s en L ⊗ δCP para las cuales ∇X(s) = 0, para cualquier campo vectorial en P . Luego, para s1 = ϕ(x, p) ⊗√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn en L⊗ δCP y X = ∂/∂pk, tenemos

∇∂/∂pk(s1) = ∇∂/∂pk
(
ϕ(x, p)⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)
=

(
∇∂/∂pkϕ(x, p)

)
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn + ϕ(x, p)⊗∇∂/∂pk

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

[
∂

∂pk
ϕ(x, p)− i

~

(
pjdxj − xjpj

2

)(
∂

∂pk

)
ϕ(x, p)

]
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

[
∂

∂pk
ϕ(x, p) +

ixk
2~

ϕ(x, p)

]
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Entonces ∇∂/∂pk(s1) = 0 si y sólo si
[
∂
∂pk

ϕ(x, p) + ixk
2~ ϕ(x, p)

]
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 0, lo cual es

equivalente a que ∂
∂pk

ϕ(x, p) + ixk
2~ ϕ(x, p) = 0. Ası́ tenemos que esto último es lo mismo que la ecuación

∂

∂pk
ϕ(x, p) = − ixk

2~
ϕ(x, p).
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En donde dicha ecuación se satisface con

ϕ(x, p) = φ(x)e−ix·p/2~,

con φ una función en Rn. Y por tanto,

s1 = φ(x)e−ix·p/2~ ⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn. (5.34)

Cuya norma viene dada por

|s1|2 =

∫
R
|x|2dnx.

Ahora hagamos un tratamiento análogo para describir la forma en que se escriben las secciones del espacio
de semi-forma para la polarización compleja P ′. Empecemos por mostrar que

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn es una sección

polarizada de δCP ′ .

Sea β una sección de KP ′ , es decir una n-forma del estilo β = f(z, z)dz1 ∧ · · · ∧ dzn con f una función
en Cn. Luego, decimos que β es una sección polarizada de KP ′ si satisface que Y y(dβ) = 0 para cualquier
campo vectorial Y en P ′. Se sigue entonces que para Y = ∂/∂zk, k = 1, 2 . . . , n, Y y(dβ) = 0 si y sólo si
para v1, . . . , vn ∈ TN

Y y(dβ)(v1, . . . , vn) = dβ(∂/∂zk, v1, . . . , vn) =
∂f

∂zj
dzj ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn(∂/∂zk, v1, . . . , vn) = 0.

Por tanto
Y y(dβ)(v1, . . . , vn) = 0

si y sólo si ∂f/∂zk = 0, es decir, f es independiente de z. Entonces podemos escoger dz1 ∧ · · · ∧ dzn
como una sección polarizada de KP ′ . Eligiendo a δP ′ trivial y

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn tal que

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn ⊗√

dz1 ∧ · · · ∧ dzn = dz1 ∧ · · · ∧ dzn, entonces utilizando la propiedad dada en la igualdad (5.18), de manera
análoga a los casos anteriores, se ve que

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn es una sección polarizada de δP ′ como se querı́a

probar.

Buscaremos ahora las secciones polarizadas de L⊗ δP ′ para definir lo que será nuestro espacio de Hilbert
de la semiforma. Formemos entonces el producto tensorial L ⊗ δP ′ . Sea s2 una sección en L ⊗ δP ′ , sabemos
que podemos descomponer localmente a las secciones de éste haz lineal como

s2 = F (z, z)⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

con F (z, z) una sección en L y
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn una sección en δP ′ .

Sean Yk campos vectoriales arbitarios en P ′, Yk = ∂/∂zk, k = 1, . . . , n, buscamos las secciones en L⊗δP ′
tales que

∇Yk(s) = 0.

Por tanto, para s2 tenemos que

∇Yk(s2) = ∇∂/∂zk(F (z, z)⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn)

= ∇∂/∂zk(F (z, z))⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn + F (z, z)⊗∇∂/∂zk(

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn)

= ∇∂/∂zk(F (z, z))⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

Lo cual es igual a cero si y sólo si
∇∂/∂zk(F (z, z)) = 0.
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O equivalentemente, si se cumple que

∂

∂zk
F (z, z)− i

~

(
−zjdzj + zjdzj

2i

)(
∂

∂zk

)
F (z, z) =

∂

∂zk
F (z, z) +

zk
2~
F (z, z) = 0

Dicha ecuación diferencial tiene por solución,

F (z, z) = G(z)e−|z|
2/2~,

con G una función holomorfa en Cn. Ası́, s2 es de la forma s2 = G(z)e−|z|
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, con G

alguna función holomorfa en Cn. Además, si si = Fi(z) ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, i = 1, 2, son dos secciones en

L⊗ δP ′ , tenemos que su producto interno esta dado por

(s1, s2) =

∫
Cn
F1(z)F2(z)e−|z|

2/~dnz,

por tanto para una sección s = F (z)e−|z|
2/2~ en L⊗ δP ′ su norma viene dada por

|s|2 =

∫
Cn
|F (z)|2e−|z|2/~dnz.

Recapitulando, hemos obtenido los espacios de semi-forma asociados a las polarizaciones P y P ′. Decimos
que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P es el espacio de secciones polarizadas en L⊗ δCP tales
que su norma es finita. Denotemos porH1 al conjunto de secciones {s|s ∈ L⊗ δCP , ∇Xs = 0, ∀X ∈ P, |s| <
∞}. Más aún, podemos identificar al espacio H1 con el espacio de funciones de cuadrado integrable en Rn
mediante el mapeo

M : H1 → L2(Rn, dnx)

φ(x)e−i
x·p
2~ ⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn 7→ φ(x).

Igualmente, tenemos que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P ′ es el espacio que consta de
secciones polarizadas en L ⊗ δP ′ cuya norma es finita. Lo denotaremos por H2 = {s|s ∈ L ⊗ δP ′ ∇Y s =
0,∀Y ∈ P ′, |s| < ∞}. Podemos hacer la identificación de dicho espacio con el espacio de Segal-Bargmann a
través del mapeo

P : H2 → HL2(Cn, µ~(z))

F (z)e−|z|
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn 7→ F (z).

Sean s1 = ψ(x)e−ix·p/2~⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn una sección enH1 y s2 = F (z)e−|z|

2/2~⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

una sección enH2. Tenemos el siguiente apareamiento

〈s1, s2〉PP ′ = c

∫
R2n

M(s1, s2)λ (5.35)

= c

∫
R2n

(
ψ(x)e−i

x·p
2~ ⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, F (z)e

−|z|2
2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
dnpdnx(5.36)

= c

∫
R2n

(ψ(x)e−i
x·p
2~ , F (z)e

−|z|2
2~ )

(√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
dnpdnx (5.37)

= c

∫
R2n

ψ(x)F (z)e(ix·p−|z|2)/2~dnpdnx, (5.38)
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el paso para llegar a la última lı́nea es justamente el cálculo(√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
=

=

(
(
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn) ∧ (

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn)

bλ

)1/2

=

(
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn

(−i)n(−1)n(n+1)/2(dp ∧ dx)n

)1/2

=

(
(−i)n(−1)(n+1)n/2dp1 ∧ dx1 · · · dpn ∧ dxn
(−i)n(−1)n(n+1)2dp1 ∧ dx1 · · · dpn ∧ dxn

)1/2

= 1

en donde se ha multiplicado de manera conveniente el denominador que aparece en la fórmula por la constante
b = (−1)n(n+1)/2(−i)n.

Regresando al cálculo del apareamiento, como HL2(C, µ2~(t)) tiene la propiedad de poseer núcleo repro-
ductor podemos escribir a F como

F (z) =
1

(π~)n

∫
Cn
F (w)e

z·w
~ e−

|w|2
~ dnw, w = α+ iβ. (5.39)

Entonces sustituyendo (5.39) en (5.38) tenemos

〈s1, s2〉PP ′ =
c

(π~)n

∫
R2n

ψ(x)

(∫
Cn
F (w)e

z·w
~ e−

|w|2
~ dnw

)
e
ix·p
2~ −

|z|2
2~ dnpdnx

=
c

(π~)n

∫
R2n

ψ(x)

(∫
R2n

F (w)e
x·w√
2~−i

p·w√
2~−

|w|2
~ dnαdnβ

)
e
ix·p
2~ −

x2+p2

4~ dnpdnx

=
c

(π~)n

∫
R3n

ψ(x)F (w)e
x·w√
2~−

|w|2
~ −

x2

4~

[∫
Rn
e
−ip·w√

2~ + ix·p
2~ −

p2

4~ dnp

]
dnαdnβdnx

=
c

(π~)n

∫
R3n

ψ(x)F (w)e
x·w√
2~−

|w|2
~ −

x2

4~

[
(4~π)n/2e

−2w2+2
√
2x·w−x2

4~

]
dnαdnβdnx

=
2nc

(π~)
n
2

∫
R3n

ψ(x)F (w)e−
|w|2
~ e

−w2+2
√
2x·w−x2

2~ dnαdnβdnx

Luego, definiendo la función K como

K(x,w) =
1

(π~)n/4
e
−w2+2

√
2x·w−x2

2~

escribimos

〈s1, s2〉PP ′ =
2nc

(π~)n/4

∫
R3n

ψ(x)F (w)K(x,w)e−
|w|2
~ dnαdnβdnx. (5.40)

Por otra parte, el mapeo ΛPP ′ : H1 → H2 es tal que para s1 ∈ H1,

ΛPP ′s1 = G(z)e−|z|
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∈ H2.
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Por tanto tenemos

〈ΛPP ′s1, s2〉H2 =

∫
Ξ

˜(ΛPP ′s1, s2) =

∫
Ξ

(ΛPP ′s1, s2)

=

∫
Cn

(G(z)e−|z|
2/2~, F (z)e−|z|

2/2~)dnz =

∫
Cn
G(z)F (z)e−|z|

2/~dnz

=

∫
R2n

G(z)F (z)e−|z|
2/~dnpdnx.

Y puesto que buscamos que se cumpla la relación 〈s1, s2〉PP ′ = 〈ΛPP ′s1, s2〉H2 , eligiendo c = (π~)n/4,
obtenemos entonces que∫

R3n

ψ(x)F (w)K(x,w)e−
|w|2
~ dnαdnβdnx =

∫
R2n

G(w)F (w)e−|w|
2/~dnαdnβ.

Por tanto, ∫
Rn
ψ(x)K(x,w)dnx = G(w).

�

5.6.2. Transformada de Segal-Bargmann Invariante

Afirmación 5.6.2 Sea la variedad simpléctica N = T ∗Rn ∼= R2n la cual representa a nuestro espacio fase
con coordenadas x1, . . . , xn, p1, . . . , pn, en donde los xk representan las posiciones y los pk representan los
momentos. La forma de volumen en N está dada por λ = dp1 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dxn, consideremos a L

como el haz trivial con 1-forma de conexión θ1 =

n∑
k=1

pkdxk y derivada covariante ∇X = X − i
~θ1(X).

Consideremos también una polarización real y una compleja dadas por

P = 〈∂/∂pk〉, k = 1, . . . , n

P ′ = 〈∂/∂zk〉, k = 1, . . . , n,

en donde zk = xk − ipk, para k = 1, . . . , n. Entonces los elementos s del espacio de semiforma para P tienen
la forma

s = ϕ(x)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, (5.41)

para alguna función φ en Rn. Llamaremos espacio de Hilbert polarizado verticalmente al espacio de secciones
polarizadas s de L⊗ δP para las cuales

‖s‖2 =

∫
Rn
|ϕ(x)|2dnx <∞.

Los elementos s del espacio de semiforma para P ′ tienen la forma

s = F (z)e−p
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, (5.42)

con F alguna función holomorfa en C , z = (x1 − ip1, . . . , xn − ipn) y p2 = p2
1 + · · · + p2

n, y en donde su
norma puede ser calculada como

‖s‖2 =

∫
Cn
|F (z)|2e−p2/~dnxdnp.
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De hecho es posible hacer la identificación del espacio de Hilbert polarizado verticalmente con el espacio de
Hilbert L2(Rn). Análogamente, el espacio de Hilbert de la semi-forma para P ′ podemos identificarlo con el
espacio de Segal-Bargmann invarianteHL2(Cn, e−p2/~dnxdnp).

Con estos elementos definimos el mapeo de apareamiento ΛPP ′ : H1 → H2 tal que para la sección
s1 = ϕ(x) ⊗ dx en L ⊗ δCP le corresponde ΛPP ′(s1) = G(z)e−p

2/~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn con G una función

holomorfa, y es tal que

〈s1, s2〉PP ′ = 〈ΛPP ′s1, s2〉H2 = 〈s1,Λ
∗
PP ′s2〉H1 .

Entonces tenemos que

i) El mapeo ΛPP ′ : H1 → H2 está dado por

ΛPP ′s1 =
1

(π~)n/2(2π~)n

∫
Rn
e−(z−q)2/2~dnqe−p

2/2~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

ii) El mapeo Λ∗PP ′ puede ser calculado como

Λ∗PP ′s2 =

∫
Rn
F (x− ip)e−p2/2~dnp⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

iii) El mapeo (π~)n/4(2π~)n/2ΛPP ′ es unitario.

Demostración: De manera análoga al caso de la Transormada de Segal-Bargmann clásica, cuando nuestra
variedad simpléctica es N = R2n, considerando a L como el haz trivial en N y a la polarización vertical,
podemos llegar a concluir que dx es una sección polarizada de KP , queriendo decir que

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ⊗√

dx1 ∧ · · · ∧ dxn = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Luego
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn es una seción polarizada de δCP .

Entonces podemos formar el haz linealL⊗δCP , el cual tiene por secciones a aquellas que se descomponen lo-
calmente como s = ϕ(x1 . . . , xn, p1, . . . , pn)⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, las cuales son polarizadas enL⊗δCP si y sólo

si∇Y (s) = 0 para cualquier campo vectorial Y en P . Sean s = ϕ(x1 . . . , xn, p1, . . . , pn)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

una sección en L ⊗ δCP y Yk = ∂/∂pk, k = 1, 2, . . . , n, campos vectoriales arbitrarios en P ; escribiendo
(x1 . . . , xn, p1, . . . , pn) = (x, p) tenemos que

∇Yk(s) = ∇∂/∂pk
(
ϕ(x, p)⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)
=

(
∇∂/∂pkϕ(x, p)

)
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn + ϕ(x, p)⊗∇∂/∂pk

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
(
∇∂/∂pkϕ(x, p)

)
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

(
∂

∂pk
ϕ(x, p)− i

~
pjdxj

(
∂

∂pk

)
ϕ(x, p)

)
⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
∂

∂pk
ϕ(x, p)⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Por tanto∇Yk(s) = 0 si y sólo si ∂
∂pk

ϕ(x, p)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 0 para todo k = 1, . . . , n, es decir, si

∂

∂pk
ϕ(x, p) = 0, ∀k = 1, . . . , n,

pero esta ecuación tiene por solución ϕ = ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ(x). De lo cual concluimos que

s = ϕ(x)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Más aún, el producto interno de dos secciones polarizadas en L⊗δCP , digamos s1 = f1(x)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

y s2 = f2(x)
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn polarizadas en L⊗ δCP , está dado por

(s1, s2) =

∫
Rn
f1(x)f2(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Por tanto podemos decir que el espacio de Hilbert de la semi-forma paraP es el espacio de secciones polarizadas
s de L⊗ δP para las cuales

|s|2 =

∫
Rn
|ϕ(x)|2dnx <∞.

Desarrollando un procedimiento similar al que se utilizó en el caso clásico de la Transormada de Segal-
Bargmann, considerando nuestra variedad simpléctica N , el haz trivial L en N , y la polarización ∂/∂zk, k =
1, . . . , n, tenemos que efectivamente

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn es una sección polarizada de δCP ′ y además satisface√

dz1 ∧ · · · ∧ dzn ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn = dz1 ∧ · · · ∧ dzn, en donde dz1 ∧ · · · ∧ dzn es una sección polarizada

de KP ′ .
Pasemos ahora a formar el producto tensorial L ⊗ δP ′ , en donde una sección s en L ⊗ δP ′ se puede des-

componer localmente como s = F (x, p) ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn en donde a partir de ahora (x, p) se escribirá en

lugar de (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn). Para dar con la forma correcta para s primero notemos que para los campos
vectoriales arbitrarios en P ′, Xk = ∂/∂zk, k = 1, . . . , n se cumple que

∇Xk =
∂

∂zk
− i

~

n∑
j=1

pjdxj

(
∂

∂zk

)
=

1

2

∂

∂xk
− i

2

∂

∂pk
− i

2~
pk.

Observemos también que para e−p
2/2~, p2 = p2

1 + · · ·+ p2
n, se tiene

∇Xke
−p2/2~ =

1

2

∂

∂xk
e−p

2/2~ − i

2

∂

∂pk
e−p

2/2~ − i

2~
pke
−p2/2~

=
i

2~
pke
−p2/2~ − i

2~
pke
−p2/2~

= 0.

Entonces si s es cualquier sección enL⊗δP ′ , podemos escribirla como s = F (z, z)e−p
2/2~⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

para alguna función compleja F . Tal sección es polarizada si y sólo si ∇Xks = 0, y dado que ∇Xks =

∇Xk
(
F (z, z)e−p

2/2~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
= ∇Xk(F (z, z)e−p

2/2~)⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn+(F (z, z)e−p

2/2~)⊗√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, se sigue que∇Xks = 0 si y sólo si∇Xk(F (z, z)e−p

2/2~) = 0. Por tanto, como

∇Xk(F (z, z)e−p
2/2~) = ∇ ∂

∂zk

(
F (z, z)e−p

2/2~
)

=
∂F (z, z)

∂zk
e−p

2/2~ + F (z, z)∇ ∂
∂zk

e−p
2/2~

=
∂F

∂zk
e−p

2/2~,

se sigue que ∂F
∂zk

e−p
2/2~ = 0 si y sólo si F es una función holomorfa en Cn. Ası́, s es de la forma s =

F (z)e−p
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, con F una función holomorfa en Cn.
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Además, tenemos que el producto interno de dos secciones enL⊗δP ′ , s1 = F1(z)e−p
2/2~⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

y s2 = F2(z)e−p
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn está dado por

(s1, s2) =

∫
Cn
F1(z)F2(z)e−p

2/~dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

y por tanto, para una sección s en L ⊗ δP ′ , s = F (z)e−p
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, se tiene que su norma está

dada por

‖s‖2 =

∫
Cn
|F (z)|2e−p2/~dnz.

Recapitulando, hemos obtenido los espacios de semi-forma asociados a las polarizaciones P y P ′. Decimos
que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P es el espacio de secciones polarizadas en L ⊗ δCP
tales que su norma es finita, lo denotaremos por H1 = {s : s ∈ L ⊗ δCP , ∇Xs = 0∀X ∈ P, ‖s‖ < ∞}.
Identificamos a tal espacio de secciones con el espacio de funciones de cuadrado integrable en Rn mediante el
mapeo

M : H1 → L2(Rn, dnx)

ϕ(x)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn 7→ ϕ(x).

Igualmente, tenemos que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P ′ es el espacio que consta de
secciones polarizadas en L ⊗ δP ′ cuya norma es finita;lo denotaremos por H2 = {s : s ∈ L ⊗ δ′P , ∇Y s =
0, ∀Y ∈ P ′, ‖s‖ <∞}. Podemos hacer la identificación de dicho espacio con el espacio de Segal-Bargmann
invariante a través del mapeo

P : H2 → HL2(Cn, e−p
2/~dnxdnp)

F (z)e−p
2/2~ ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn 7→ F (z).

Sean s1 = ϕ(x) ⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn y s2 = F (z)e−p

2/2~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn secciones en H1 y H2,

respectivamente. Calculemos el apareamiento 〈s1, s2〉PP ′ ,

〈s1, s2〉PP ′ =

∫
R2n

M
(
ϕ(x)⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, F (z)e−p

2/2~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
dnpdnx

=

∫
R2n

ϕ(x)F (z)e−p
2/2~

(√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
dnpdnx.

Ahora, considerando b = (−i)n(−1)n(n+1)/2, tenemos que(√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

)
=

(
(
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn) ∧ (

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn ⊗

√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn)

bλ

)1/2

=

(
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn

(−i)n(−1)n(n+1)/2(dp ∧ dx)n

)1/2

=

(
(−i)n(−1)(n+1)n/2dp1 ∧ dx1 · · · dpn ∧ dxn
(−i)n(−1)n(n+1)2dp1 ∧ dx1 · · · dpn ∧ dxn

)1/2

= 1.

Entonces,

〈s1, s2〉PP ′ =

∫
R2n

ϕ(x)F (x− ip)e−p2/2~dnpdnx. (5.43)
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Por otro lado, dado que queremos encontrar el mapeo de apareamiento ΛPP ′ : H1 → H2 tal que para s1,
ΛPP ′(s1) es de la forma G(z)e−p

2/2~ ⊗
√
dz1 ∧ · · · ∧ dzn con G una función una función holomorfa en Cn,

y para s2, Λ∗PP ′s2 es de la forma ξ(x)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, con ξ una función de cuadrado integrable en R2n.

Luego

〈ΛPP ′(s1), s2〉H2 = 〈s1,Λ
∗
PP ′s2〉H1

=

∫
Rn

(s1,Λ
∗
PP ′s2)

=

∫
Rn

(ϕ(x)⊗
√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, ξ(x)⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn)

=

∫
Rn
ϕ(x)ξ(x)dnx.

Ası́, por (5.43), se sigue que∫
R2n

ϕ(x)F (x− ip)e−p2/2~dnpdnx =

∫
Rn
ϕ(x)ξ(x)dnx.

Esto a su vez implica que ∫
Rn
F (x− ip)e−p2/2~dnp = ξ(x).

Por tanto, hemos encontrado que Λ∗PP ′(s2) tiene la forma
∫
Rn F (x− ip)e−p2/2~dnp⊗

√
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

En conlusión, podemos decir mediante los mapeos de identificaciónM y P , que el mapeo ΛPP ′ es tal que para
F (z) ∈ HL2(Cn, e−p2/~dnpdnx) se tiene que Λ∗PP ′F (x) =

∫
Rn F (x− ip)e−p2/2~dnp.

Fijemos ahora una función holomorfa F en Cn de cuadrado integrable sobre Rn tal que en las direcciones
imaginarias tiene un crecimiento moderado. Definamos la función f~ en Rn como sigue

f~(x) =

∫
Rn
F (x− ip)

[
e−p

2/2~

(2π~)1/2

]
dnp, (5.44)

denotemos por Φ(p, ~) a la función
e−p

2/2~

(2π~)1/2
, la cual es justamente el la solución fundamental de la ecuación

del calor y satisface la ecuación del calor ∂u/∂~ = (1/2)∆u. Luego, por las hipótesis que hemos hecho sobre
F y Φ, podemos derivar f~ y obtener

∂f~
∂~

= −1

2
∆f~

También la función f~ satisface

ĺım
~↓0

f~(x) = F (x).

Entonces Λ∗PP ′F se obtiene de aplicar el operador inverso del calor, salvo una constante, a la restricción de F
a Rn. Ası́ tenemos que

(Λ∗PP ′)
−1f = (2π~)1/2(continuación analı́tica de e~∆/2f),
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donde e~∆/2f es la solución a la ecuación del calor en el tiempo ~, con condición inicial f . Y ya que ésta puede
escribirse como la convolución f ∗ Φ, se tiene entonces que

(Λ∗PP ′)
−1f(z) =

∫
Rn
e−(z−x)2/2~f(x)dnx.

Justamente (Λ∗PP ′)
−1 es lo que reconocemos como la Transformada de Segal-Bargmann invariante, salvo un

factor constante. �



APÉNDICE A

Sobre el oscilador armónico

En este apéndice recojemos algunos de los resultados más representativos respecto al modelo del oscilador
armónico. Se presentaran resultados cuyas demostraciones pueden consultarse en [3]. Como sabemos, en el
esquema clásico el formalismo Hamiltoniano nos indica que las ecuaciones de Hamilton se satisfacen para una
función suave H en el espacio fase, dicha función fı́sicamente representa la energı́a del sistema y es llamada
función Hamiltoniana. Resulta que podemos encontrar su análogo en el esquema de la mecánica cuántica y es
el llamado operador oscilador armónico cuántico, o bien, operador Hamiltoniano cuántico.

Consideremos el espacio de Hilbert L2(Rn, dx), y los operadores lineales definidos en ciertos subespacios
de éste espacio, denotados por x̂ y p̂ y definidos por

x̂k = xkf(x), p̂k = −i~ df

dxk
, k = 1, . . . , n. (A.1)

Los cuales satisfacen las R. C. C. [x̂k, p̂l] = i~δk,lI . Consideremos n = 1, por simplicidad. Definimos los
operadores de aniquilación (decaimiento) y creación (crecimiento) como sigue

a =
x̂+ ip̂√

2
, a∗ =

x̂− ip̂√
2
.

El nombre apropiado para estos operadores es el que aparece entre paréntesis, y se llaman ası́ porque justamente
lo que hacen estos operadores es disminur o incrementar el valor propio para el Hamiltoniano que describire-
mos a continuación. Sin embargo, la terminologı́a que usamos en el documento para los nombres de dichos
operadores realmente es el que utiliza en la teorı́a cuántica de campos y viene del hecho de que estos operado-
res mapean al espacio de n-partı́culas a otro espacio de (n − 1)-partı́culas o al espacio de (n + 1)-partı́culas,
respectivamente.

El oscilador armónico cuántico generalmente esta dado por Ĥ =
1

2m
(p̂2 + (mωx̂)2) en donde k > 0 y ω

es la frecuencia del oscilador armónico.

Notemos que podemos escribir al oscilador armónico cuántico en términos de los operadores de creación y
aniquilación,

Ĥ = ~ω(a∗a+ (1/2)I),
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en donde I es el operador identidad. Supongamos también que L2(Rn, dx) satisface la condición de irreduci-
bilidad bajo a∗ y a. Definamos E := a∗a. Tenemos entonces que se satisfacen las siguientes propiedades:

i) [a∗, a] = I .

ii) E es un operador positivo y autoadjunto.

iii) [a,E] = a y [a∗, E] = −a∗.

iv) Sea ν 6= 0 un vector propio para E con valor propio λ. Entonces

E(aν) = (λ− 1)aν E(a∗ν) = (λ+ 1)a∗ν.

v) Existe N ≥ 0 tal que aNν 6= 0, pero aN+1ν = 0.

Dado que E tiene al menos un vector propio ν, podemos encontrar un vector distinto de 0, ν0 tal que aν0 =
Eν0 = 0. ComoE no puede tener valores propios negativos, podemos encontrar un valor propio inferior a todos
los demás, su correspondiente vector propio será entonces ν0 y es el llamado vector de estado base. Siguiendo
con la notación, definiendo los vectores νn := (a∗)nν0 para n ≥ 0, tenemos que se satisface lo siguiente para
n,m ≥ 0.

vi) a∗νn = νn+1.

vii) Eνn = nνn.

viii) 〈νn, νm〉 = n!δn,m.

ix) aνn+1 = (n+ 1)νn.

x) Los vectores {νn}∞n=0 forman una base ortonormal para el espacio de Hilbert cuántico.

En cuanto a los mapeos de precuantización y cuantización se tiene lo siguiente.

Proposición A.0.1 Considere el oscilador armónico de la formaH(x, p) = 1
2m(p2 +(mωx)2). Entonces para

todo número entero n, el número n~ω es un valor propio para Qpre(H).

Proposición A.0.2 Para cualquier α > 0, seaHα el subespacio de L2(R2n) formado por las funciones suaves
ϕ que satisfacen la condición∇∂/∂zjϕ = 0.

Entonces Hα es un subespacio cerrado de L2(R2n) y es invariante bajo los grupos uniparámetricos gene-
rados por Qpre(xj) y Qpre(pj). Más aún, Qpre(xj) y Qpre(pj) actúan de manera irreducible enHα.

Proposición A.0.3 Considere el oscilador armónico con Hamiltoniano H = (1/2)(p2 + (mωx)2). Considere
también el subespacioHα de la proposicón anterior con α = 1/(mω).

Entonces Hα es invariante bajo el operador Qpre(H). Más aún, la restricción de Qpre(H) a Hα tiene
espectro no negativo formado por los valores propios de la forma n~ω, con n un entero positivo.

Proposición A.0.4 Considere R2 ∼= T ∗R con la polarización de Kähler P dada por la coordenada global
z = (x − ip)/(mω), para algún número positivo ω. Tomemos δP trivial y con sección trivializante

√
dz.

Considere también el oscilador armónico H := (p2 + (mωx)2)/2m.

Entonces XH preserva P y en el espacio de Hilbert de la semiforma el operador Q(H) tiene espectro
formado por los números de la forma (n+ 1/2)~ω, donde n = 0, 1, 2 . . . .



APÉNDICE B

Estructuras complejas

Cualquier espacio vectorial real puede ser complejificado.

En este apartado como lo dice la afirmación anterior describiremos a grosso modo el proceso que nos
describe la complejificación de un espacio vectorial real.

Consideremos un espacio vectorial real W . Una estructura compleja en W es una transformación lineal
J : W → W tal que J2 = −I , en donde I denota al operador identidad. Se puede notar que la existencia de
una estructura compleja en el espacio vectorial real W implica que la dimensión de W debe ser par.

Dado el espacio vectorial real V con dimensión real n, consideremos la suma directa V ⊕ V vista como un
espacio vectorial sobre el campo real R.

Afirmación B.0.1 Sea el conjunto {e1, e2, . . . , en} una base de V , se tiene entonces que el conjunto
{(e1, 0), (e2, 0), . . . , (en, 0), (0, e1), (0, e2), . . . , (0, en)} es una base de V ⊕ V . Se verifica también que
dimRV ⊕ V = 2n.

Dotemos a V ⊕ V con la estructura compleja J definida por

J : V ⊕ V → V ⊕ V
J(X,Y ) = (−Y,X).

Definamos en V ⊕ V la multiplicación por un escalar complejo como sigue

(α+ iβ)(X,Y ) = α(X,Y ) + βJ(X,Y ) = α(X,Y ) + β(−Y,X) = (αX − βY, αY + βY ). (B.1)

Hemos obtenido por tanto al espacio vectorial complejo V ⊕ V a partir del espacio vectorial real V ⊕ V
dotándolo con la multiplicación compleja dada en (B.1). Denotaremos por V C al espacio vectorial complejo
V ⊕ V . Entenderemos al espacio vectorial complejo V C como la complejificación del espacio real V .

Afirmación B.0.2 El conjunto {(e1, 0), (e2, 0), . . . , (en, 0)} es una base del espacio V C. Se verifica también
que dimCV

C = n.

En conclusión, dado un espacio vectorial real V de dimensión real n con una estructura compleja, lo que hemos
conseguido es asociarle un espacio vectorial complejo V C de dimensión compleja n.
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