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Facultad de Ciencias
Matemáticas
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Introducción

Uno de los resultados centrales de la Teoŕıa de Probabilidad es la Ley de los
Grandes Números. La primera versión de este teorema apareció en 1713 en el Ars
Conjectandi de Jacob Bernoulli, a quien le tomó más de 20 años desarrollar una
prueba rigurosa de dicho teorema [33]. Desde entonces han aparecido múltiples
versiones.

En términos modernos, una ley de grandes números es un enunciado que
tiene la siguiente forma:

Enunciado. Sea (Vn)n una sucesión de variables aleatorias definidas en un
espacio de probabilidad sujetas a un cierto conjunto de condiciones y sea Sn =∑n
k=1 Vk. Entonces 1

nSn converge en algún sentido a una constante (que suele
ser una esperanza).

Si la convergencia se da en el sentido casi seguro al enunciado anterior se
le llama Ley Fuerte, mientras que si la convergencia se da en probabilidad, el
resultado será llamado Ley Débil. Las condiciones que generalmente se suelen
imponer sobre las variables aleatorias son las de independencia y distribución
idéntica, pero por supuesto no se limitan a estas; muchos resultados interesantes
han sido obtenidos con restricciones del ((tipo ortogonalidad)) sobre las variables
aleatorias o del ((tipo martingalas)) sobre la sucesión de sumas parciales.1

En 1953, en su tesis doctoral, Edith Mourier probó la primera Ley Fuerte de
los Grandes Números para variables aleatorias que toman valores en un espacio
de Banach, iniciando [5] con ello el estudio de la Probabilidad en Espacios de
Banach. Los primeros trabajos en esta dirección parećıan en gran parte paralelos
a los teoremas para variables aleatorias reales o complejas, y por esta razón no
atrajeron mucha atención (de acuerdo a A. Beck [5]). Sin embargo, a principio
de los años sesenta comenzó a desarrollarse toda una teoŕıa que vinculaba la
veracidad o falsedad de tales teoremas probabiĺısticos en los espacios de Banach
con la geometŕıa del mismo espacio.

Cada vez más, la teoŕıa parećıa indicar que los teoremas con los que esta-
bamos familiarizados eran en realidad teoremas de tipo probabiĺısticos-geomé-
tricos, donde la geometŕıa accidental de los numeros reales y complejos desem-
peñaba un papel importante. Reducir las hipótesis geométricas requeŕıa ajustar

1Los conceptos antes mencionados pueden encontrarse en [9].
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las probabiĺısticas.
La búsqueda de teoremas ĺımites llevó a considerar nuevas clases de espacios

de Banach, y el análisis minucioso de estos teoremas ha llevado a considerar
nuevas condiciones probabiĺısticas. En términos genéricos, una Ley de Grandes
Números en un espacio de Banach tiene la siguiente forma:

Enunciado. Sea X un espacio de Banach que cumple un cierto conjunto de
condiciones. Sea (Vn)n una sucesión de variables aleatorias con valores en el
espacio de Banach X sujetas a un cierto conjunto de condiciones. Entonces
n−1

∑n
k=1 Vk converge (según la topoloǵıa de la norma) en algún sentido a una

función constante.

Nuestro objetivo en este texto es presentar el material necesario para estu-
diar algunos de estos teoremas ĺımites en espacios de Banach. En concreto, y
siguiendo el art́ıculo de G. Pisier y J. Hoffmann-Jørgensen [17], estudiaremos
una versión del teorema anterior cuando la condición geométrica que cumple el
espacio es ser de ((tipo p)) y las condiciones a las que están sujetos las variables
aleatorias son la de independencia y una condición sobre sus p-momentos del
tipo Kolmogorov llamada condición de Chung.

Remarcamos que nuestro interés en este trabajo es probabiĺıstico por lo que
no elaboramos mucho en propiedades que luego no necesitamos.

A continuación presentamos a modo de resumen el contenido de los caṕıtulos
en los que se divide este trabajo.

El caṕıtulo 1 está dedicado a presentar definiciones y resultados preliminares
que usaremos a lo largo del texto y ha sido dividido en cuatro secciones. En la
primera sección introducimos la definición de elemento aleatorio (que es como
llamaremos a las variables aleatorias que toman sus valores en un espacio de
Banach arbitrario), estudiamos algunas de sus propiedades básicas y formas
de caracterizarlos, también introducimos las nociones de convergencia de estos
objetos. En la segunda sección estudiamos los conceptos de independencia e
indéntica distribución para elementos aleatorios y les caracterizamos a partir
del espacio dual.

El estudio de la teoŕıa de probabilidad en espacios más abstractos se hizo
posible con la introducción de teoŕıas de integración en dichos espacios, por ello,
las últimas dos secciones de este caṕıtulo están dedicadas a estudiar dos formas
de definir la esperanza de un elemento aleatorio; primero presentamos el enfoque
según la integral de Pettis y después el enfoque según la integral de Bochner.
Tales secciones ilustran la fuerte relación existente entre el análisis funcional y
la teoŕıa de probabilidad en espacios de Banach. Adicionalmente también de-
dicamos dos apartados para hablar de la esperanza condicional (existencia y
propiedades) según una u otra integral. La bibliograf́ıa de este caṕıtulo princi-
palmente se basa en los libros [25] y [36], adicionalmente nos auxiliamos de [2],
[7] y [9]. En la sección 1.3 nos apoyamos de [38] mientras que para la sección
1.4 la bibliograf́ıa principal fue [11], también se consultaron [12] y [27].
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En el caṕıtulo 2 aplicamos parte de la teoŕıa desarrollada en el caṕıtulo an-
terior para estudiar algunas leyes de los grandes números en espacios de Hilbert.
Introducimos también los conceptos de ortogonalidad y no correlación de ele-
mentos aleatorios. De entre los teoremas ĺımites que probamos destacan la ley
fuerte de los grandes números de Rademacher-Menshov y la ley fuerte de los
grandes números de Kolmogorov (caso independiente), aśı también, incluimos
las desigualdades que implican dichos teoremas. Para este caṕıtulo hemos con-
sultado principalmente [29] y [36], también nos auxiliamos en [9].

Finalmente, en el caṕıtulo 3 de este trabajo, hacemos la discusión de teore-
mas ĺımite a espacios en Banach más generales. El primer resultado que estudia-
mos es la ley fuerte de los grandes números de Mourier para elementos aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos con primer momento finito. Poste-
riormente, en las secciones 3.2 y 3.3, presentamos teoremas ĺımites en los que
ahora también imponemos condiciones sobre el espacio. Ejemplo de ello es la ley
débil de los grandes números de Taylor para elementos aleatorios idénticamente
distribuidos con valores en un espacio de Banach con base de Schauder.

Se ha dedicado la sección 3.3 para presentar la ley fuerte de los grandes núme-
ros de Pisier y Hoffmann-Jørgensen [17], pero previo a esto y con el fin de seguir
un desarrollo cronólogico, presentamos la ley fuerte de los grandes números de
Beck [4] (aunque no lo probamos) que establece una condición de convexidad
sobre el espacio que resulta equivalente a la extensión de la clásica ley fuerte de
los grandes números de Kolmogorov. Este resultado marcó un precedente en el
desarrollo de la teoŕıa de probabilidad en espacios de Banach al que se sumaron
los trabajos de B. Maurey, G. Pisier [28] y J. Hoffmann-Jørgensen [15], quienes
introdujeron [23] la noción del tipo y cotipo de un espacio de Banach. Es pre-
cisamente para presentar el tipo de un espacio de Banach que en la sección 3.3
también nos dedicamos de hablar sobre sumas de Rademacher, aśı como de al-
gunos resultados concernientes a sumas de elementos aleatorios independientes
y/o simétricos. Resultados relevantes al respecto son las desigualdades de Lévy
[21], el teorema de Itô-Nisio [19] y las desigualdades de Hoffmann-Jørgensen
[15].

Culminamos pues, con la ley fuerte de los grandes números de Pisier y
Hoffmann-Jørgensen [17] que establece la una equivalencia entre el tipo de un es-
pacio de Banach y la ley fuerte de los grandes números para elementos aleatorios
independientes que satisfacen la condición de Chung.

Además de la bibliograf́ıa antes indicada, para este caṕıtulo también nos
apoyamos en [1], [3], [10], [16], [18] y [20].



Śımbolos

⋃n
k=1Ak Unión de los conjuntos A1, . . . , An⊎n
k=1Ak Unión disjunta de los conjuntos A1, . . . , An⋂n
k=1Ak Intersección de los conjuntos A1, . . . , An

A×B Producto cartesiano de los conjuntos A y B
A ⊂ B El conjunto A está contenido en el conjunto B
A ( B El conjunto A está contenido propiamente en el conjunto B
P(A) El conjunto potencia del conjunto A
|A|, card(A) Cardinalidad del conjunto A
X ⊕ Y Suma directa de X e Y , con X,Y espacios vectoriales
∅ El conjunto vaćıo
N El conjunto de números naturales
R El conjunto de números reales
R+ El conjunto de números reales positivos
c Cardinalidad de R
(xα)α∈Λ Sucesión de elementos en X indexados por el conjunto

Λ 6= ∅, con X un espacio vectorial
(xn)n Sucesión de elementos en X indexados por los números

naturales, con X un espacio vectorial.
`p(X) Espacio de sucesiones (xn)n en X tales que

∑∞
n=1 ‖x‖p <∞

`p `p(X) para X = R
‖x‖`p Norma de un elemento x = (xn)n ∈ `p(X) dada por

la expresión (
∑∞
n=1 ‖xn‖p)

1/p

c0 Espacio de sucesiones (reales) convergentes a 0
(Ω,F ,P) Espacio de probabilidad
E [V ] Integral de Lebesgue de la variable aleatoria (real) V

en (Ω,F ,P) respecto a la medida de probabilidad P
Lp, Lp(Ω,F ,P) Espacio de variables aleatorias reales V en (Ω,F ,P)

tales que ‖V ‖p := (E|V |p)1/p
<∞

d(x,A) Distancia del elemento x al conjunto A dada por
ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}

logb x Logaritmo base b del número real x
lnx Logaritmo natural del número real x
bxc Parte entera del número real x



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo tiene como propósito introducir los conceptos y resultados
básicos que usaremos a lo largo del texto. Para ello, vale la pena hacer algunas
aclaraciones respecto a nuestros objetos de trabajo aśı como sobre la notación
que utilizaremos.

Convendremos que todos los espacios métricos, normados y de Hilbert con
los cuales trabajaremos serán reales, y respecto a los normados estos siempre
serán de Banach, a menos que se especifique lo contrario.

Siguiendo la notación del análisis funcional, las letras mayúsculas X,Y re-
presentarán espacios normados; usaremos M,N para métricos y H para los de
Hilbert. El espacio dual topológico de un espacio normado X estará denotado
por X∗ y sus elementos serán comúnmente designados por f, g ó x∗.

Si M es un espacio métrico y r es un real positivo, usaremos el śımbolo
B(x, r) para denotar a la bola abierta con centro en x ∈M y radio r, esto es

B(x, r) = {z ∈M | d(x, z) < r}.

Similarmente, B[x, r] = {z ∈ M | d(x, z) ≤ r} denota a la bola cerrada con
centro en x y radio r, mientras que el śımbolo S(x, r) representará a la esfera
con centro en x y radio r, es decir, el conjunto {z ∈M | d(x, z) = r}.

La terna (Ω,F ,P) denotará a un espacio de probabilidad1 y a los elementos
de la σ-álgebra F les llamaremos eventos (aleatorios). Si A ∈ F , el número
real P(A) se llama probabilidad del evento A. Dado X un espacio vectorial
topológico, denotaremos por B(X) a la σ-álgebra de Borel de X, esto es, la
σ-álgebra generada por los subconjuntos abiertos en X.

Una función T : Ω → X se dice es Borel medible si la imagen inversa
T−1(B) ∈ F para cada B ∈ B(X), y en general, si (X,S) es un espacio de
medida, diremos que T : Ω → X es (S,F)-medible si T−1(S) ∈ F para todo
S ∈ S. Si es obvio por el contexto cuáles σ-álgebras estamos considerando sim-
plemente diremos que T es una función medible.

1Donde Ω es un conjunto no vaćıo, F es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω y P una
medida de probabilidad en F .

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

Hemos preparado dos apéndices (A y B) donde precisamos definiciones y
propiedades de los objetos antes mencionados. El resto de la notación será in-
troducido a lo largo del texto.

1.1. Definiciones básicas

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Recordemos que una variable alea-
toria es una función real, V : Ω→ R, tal que para cualquier elemento B de B(R)
se tiene que V −1(B) pertenece a F .

Definiremos a nuestros objetos de estudio, los elementos aleatorios, como
toda función Borel medible del espacio Ω en M , donde M es un espacio métri-
co. Aunque podemos generalizar este concepto a cualquier espacio vectorial
topológico vamos a concentrarnos en estudiar el caso para espacios métricos;
como veremos más adelante esto nos dará el primer acercamiento a la condición
de separabilidad.

Definición 1.1.1. Una función V : Ω→ M es un elemento aleatorio en M ,
(y lo abreviaremos como e.a.), si V −1(B) = {ω ∈ Ω |V (ω) ∈ B} ∈ F para cada
elemento B ∈ B(M).

Bajo esta definición, V es un elemento aleatorio en R si y solo si V es variable
aleatoria. Lo análogo ocurre en Rn, todo elemento aleatorio en Rn es un vector
aleatorio de tamaño n.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos R∞ = {x = (x1, x2, . . . ) : xi ∈ R} el espacio de
las sucesiones de números reales, con la métrica ρ definida para cada x, y ∈ R
como

ρ(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.

Sea V (ω) = (V1(ω), V2(ω), . . . ) una función Ω en R∞, donde Vn : Ω → R para
cada n. Entonces V es un elemento aleatorio en R∞ si y solo si Vn es variable
aleatoria para cada n.

En efecto, como la topoloǵıa generada por la métrica ρ coincide con la topo-
loǵıa producto tenemos que las proyecciones πn : R∞ → R son continuas para
cada n y por lo tanto medibles. Como consecuencia πn ◦V = Vn es una variable
aleatoria para toda n siempre que V sea un elemento aleatorio.

Por otro lado, sea B = {(ω1, ω2, . . . ) : ωj ∈ Aj , j = 1, . . . , n} donde
Aj ∈ Bj(R). Entonces B es un rectángulo medible en la σ-álgebra producto⊗∞

j=1 Bj(R). Y como suponemos que Vj es medible para cada j, entonces

V −1(B) = {ω ∈ Ω : V (ω) ∈ B}

=

n⋂
j=1

{x ∈ Ω : Vj(ω) ∈ Aj} =

n⋂
j=1

V −1
j (Aj) ∈ F .
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Probando aśı que V es elemento aleatorio en R∞ siempre que sus funciones
coordenadas sean variables aleatorias.

Proposición 1.1.1. Sean M,N espacios métricos y f : M → N una función
Borel medible. Entonces si V es un elemento aleatorio en M , f ◦ V = f(V ) es
un elemento aleatorio en N .

Demostración. Sea B un elemento en B(N), como f es una función Borel medi-
ble, f−1(B) ∈ B(M), además por ser V un e.a. en M , V −1(f−1(B)) ∈ F . Por lo
que (f ◦ V )−1(B) = V −1(f−1(B)) ∈ F . Aśı, f ◦ V = f(V ) es un e.a. en N . �

Proposición 1.1.2. Sea (En)n una partición numerable de Ω, es decir, una
sucesión de eventos en F tales que En ∩ Em = ∅ si n 6= m, y

⋃∞
n=1En = Ω.

Si (xn)n una sucesión en M , entonces la función V : Ω → M definida como
V (ω) = xn si ω ∈ En, es un elemento aleatorio en M .

Demostración. Sea B un elemento en B(M). Como (xn)n es una sucesión en
M y B ⊂ M , denotemos por (xnk)k a los términos de la sucesión (xn)n que se
quedan contenidos en B. Afirmamos entonces que

V −1(B) =

∞⋃
k=1

Enk .

En efecto, si ω ∈ V −1(B), entonces V (ω) ∈ B. Además, como (En)n forma
una partición para Ω tenemos que ω ∈ En0

para alguna n0, aśı que V (ω) = xn0
.

Pero si xn0
∈ B, entonces n0 = ni, para alguna i ≥ 1 y por tanto ω ∈ Eni ⊂⋃∞

k=1Enk .
Por otro lado, si ω ∈

⋃∞
k=1Enk , entonces ω ∈ Enj para algún j ≥ 1. Luego

V (ω) = xnj ∈ B, lo cual implica que ω ∈ V −1(B).
Finalmente, como para cada k el conjunto Enk pertenece a la σ-álgebra F

concluimos que V −1(B) ∈ F . �

Proposición 1.1.3. Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios en (M,d)
tal que para cada ω ∈ Ω, ĺımn→∞ Vn(ω) = V (ω). Entonces V es un elemento
aleatorio en M .

Demostración. Como B(M) es también la σ-álgebra generada por los subcon-
juntos cerrados de M (ver corolario B.1.4), es suficiente probar que V −1(C) ∈ F
para todo C ⊂M cerrado.

Aśı pues, sea C un conjunto cerrado de M . Veamos que V −1(C) ∈ F .
Como por hipótesis Vn converge a V puntualmente entonces, para todo entero
positivo k, existe N = N(ω, k) ∈ N tal que

d(Vn(ω), V (ω)) <
1

k

si n ≥ N , y esto para cada ω ∈ Ω. Por esta razón, para cada k ∈ N definimos el
conjunto

Ck =
⋃
x∈C

B
(
x, k−1

)
.
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Entonces Ck es abierto y por lo tanto Ck ∈ B(M). Afirmamos que

V −1(C) =
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

V −1
n (Ck). (1.1)

En efecto, si ω ∈ V −1(C), entonces V (ω) ∈ C y como Vn(ω) converge
a V (ω) para todo ω ∈ Ω obtenemos que para todo k existe N > 0 tal que
d(Vn(ω), V (ω)) < 1

k siempre que n ≥ N , es decir,

Vn(ω) ∈ B
(
V (ω), k−1

)
⊂ Ck

siempre que n ≥ N. Aśı, para cada k ∈ N tenemos que

ω ∈
∞⋂
n=N

V −1
n (Ck) ⊂

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

V −1
n (Ck)

y por lo tanto

ω ∈
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

V −1
n (Ck).

Por otro lado, si ω ∈
⋂∞
k=1

⋃∞
m=1

⋂∞
n=m V

−1
n (Ck), entonces para todo k ≥ 1,

existe m ≥ 1 tal que d(Vn(ω), x) <
1

k
para todo n ≥ m, y para algún x ∈ C.

Luego,

d(V (ω), x) ≤ d(V (ω), Vn(ω)) + d(Vn(ω), x) <
1

k
+

1

k
=

2

k

si n ≥ máx{m,N}.
Hemos probado entonces que 0 ≤ d(V (w), C) ≤ d(V (ω), x) < 2

k para toda

k, por lo tanto V (ω) ∈ C = C, pues C es cerrado. Concluimos aśı que ω es
elemento de V −1(C).

Finalmente, como Vn es elemento aleatorio en M para cada n y Ck es un
conjunto abierto, V −1

n (Ck) ∈ F . Por la igualdad (1.1) tenemos que V (C) ∈ F
para todo C cerrado en M . �

Las leyes de grandes números para espacios normados fueron primero pro-
badas para elementos aleatorios que toman a lo más una cantidad numerable
de valores mediante el siguiente lema (el cual dice que la función identidad es
aproximable por funciones escalonadas).

Lema 1.1.4. Sea (M,d) un espacio métrico separable. Dado ε > 0, existe una
función fε : M →M (Borel) medible que toma a lo más un conjunto numerable
de valores y d(fε(x), x) < ε para cada x ∈M .

Demostración. Sea ε > 0. Como M es separable, existe D = {dn |n ≥ 1} denso
numerable en M . Definimos los conjuntos

E1 = B(d1, ε)

En = B(dn, ε) \
n−1⋃
i=1

B(di, ε) (para n ≥ 2).
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Afirmamos que (En)n forma una partición para M .

1. Primero veamos que (En) forma una sucesión de eventos ajenos por pares.
Es claro que para cada n, En es un elemento de la σ-álgebra F . Ahora conside-
remos m,n ∈ N ı́ndices con m 6= n; sin pérdida de generalidad supongamos que
n < m. Entonces

En ∩ Em =

(
B(dn, ε) \

n−1⋃
i=1

B(di, ε)

)
∩

(
B(dm, ε) \

m−1⋃
i=1

B(di, ε)

)

=

(
B(dn, ε) ∩

n−1⋂
i=1

(M \B(di, ε))

)
∩

(
B(dm, ε) ∩

m−1⋂
i=1

(M \B(di, ε))

)

⊂ B(dn, ε) ∩

(
n−1⋂
i=1

(M \B(di, ε) ∩ (M \B(dn, ε) ∩ (

m−1⋂
i=n+1

(M \B(di, ε))

)
⊂ B(dn, ε) ∩ (M \B(dn, ε))

= ∅.

2. Ahora veamos que M =
⋃∞
n=1En. Para ello probaremos que

∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

B(dn, ε).

Observemos que para cada n ≥ 1, En está contenido en B(dn, ε) y por tanto
∞⋃
n=1

En ⊂
∞⋃
n=1

B(dn, ε). Por otro lado, si x ∈
∞⋃
n=1

B(dn, ε) entonces existe m ∈ N

tal que x ∈ B(dm, ε). Sea m0 el primer ı́ndice tal que x ∈ Em0 y x /∈ Ej para

cada 1 ≤ j < m0, entonces x ∈ B(dm0
, ε) \

m0−1⋃
j=1

Ej = Em0
⊂
∞⋃
n=1

En.

Por la densidad de D en M , tenemos que M =
⋃∞
n=1B(dn, ε). Aśı, por el

paso 2, podemos concluir que M =
⋃∞
n=1En.

Entonces por la proposición 1.1.2, para Ω = M y F = B(M), la función
fε(x) = dn si x ∈ En es medible. Más aún, dado cualquier x ∈M , x ∈ En para
algún n ∈ N y entonces fε(x) = dn con d(fε(x), x) = d(dn, x) < ε. �

Un elemento aleatorio que toma a lo más una cantidad numerable de valores
se llama elemento aleatorio discreto. Cuando el espacio es separable el si-
guiente resultado nos caracteriza a todo elemento aleatorio como ĺımite uniforme
de elementos aleatorios discretos.

Proposición 1.1.5. Sea (M,d) un espacio métrico separable. Una función
V : Ω→M es un elemento aleatorio en M, si y solo si existe una sucesión (Vn)n
de elementos aleatorios discretos en M tal que Vn converge uniformemente2 a
V .

2La sucesión de funciones (Vn)n converge uniformemente a la función V, si para cada ε > 0
existe N = N(ε) ∈ N tal que d (Vn(ω)− V (ω)) < ε para toda n ≥ N y toda ω ∈ Ω.
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Demostración. La implicación directa es consecuencia de la proposición 1.1.3,
pues el ĺımite de elementos aleatorios es otra vez un elemento aleatorio.

Por otro lado, supongamos que V : Ω → M es e.a. en M . Como M es
separable, por el lema 1.1.4, para cada n > 0, existe una función medible
fn : M → M, que toma a lo más una cantidad numerable de valores y satis-
face que d(fn(x), x) < 1

n para todo x ∈M .

Para cada n ≥ 1 definimos la función Vn = fn(V ). De la proposición 1.1.1
tenemos que Vn es un e.a. en M . Sea ω ∈ Ω, entonces

d(Vn(ω)), V (ω)) = d(fn(V (ω)), V (ω)) <
1

n

para cada n ≥ 1, por lo tanto (Vn) = (fn(V )) es una sucesión de elementos
aleatorios discretos en M que converge uniformemente a V . �

Comentario. Si X es un espacio de Banach la definición de elemento alea-
torio en X que manejaremos en este texto es la dada en la definición 1.1.1, sin
embargo esta no es la única a considerar. No son pocos los autores que definen el
concepto de elemento aleatorio en un espacio de Banach como una función fuer-
temente medible del espacio de probabilidad (Ω,F ,P) en X. Sin entrar mucho
en detalles, una función V : Ω→ X es fuertemente medible si existe una sucesión
de funciones discretas (simples), (Vn)n, tal que ĺımn ‖Vn(ω) − V (ω)‖ = 0 para
casi toda ω ∈ Ω.

Para espacios de Banach separables, la proposición 1.1.5 muestra que estas
dos definiciones de elemento aleatorio son (casi seguramente) la misma. Cuando
el espacio X no es separable el rango de V debe ser un subconjunto separable.

Esto último será consecuencia directa del Teorema de Medibilidad de Pettis.
Aclararemos esto más adelante, en la sección 1.4, cuando nos interese estudiar
la esperanza de un elemento aleatorio mediante la integral de Bochner.

Dado (M,d) espacio métrico, se sabe que la función distancia d : M×M → R
es continua. Sin embargo si U, V : Ω → M son elementos aleatorios en M , la
composición d(U, V ) no es necesariamente una variable aleatoria, es decir, no es
una función medible respecto a la σ-álgebra producto en el espacio (producto)
M ×M . Una condición necesaria para que d sea variable aleatoria es que el
espacio M sea separable.

Proposición 1.1.6. Sean U,V elementos aleatorios en (M,d) espacio métrico.
Si M es separable, entonces d(U,V) es una variable aleatoria (en R).

Demostración. Recordemos que la σ-álgebra producto en el espacio M × M
es B(M) ⊗ B(M) = σ({A × B : A,B ∈ B(M)}). Como por hipótesis M es
separable, entonces B(M ×M) = B(M) ⊗ B(M) (ver B.2.1). Y debido a que
U, V : Ω → M son elementos aleatorios en M , la función (U, V ) : Ω → M ×M
definida como (U, V )(ω) = (U(ω), V (ω)) es un elemento aleatorio en M×M . Al
ser d : M ×M → [0,∞) una función continua, es Borel medible y por lo tanto
la composición d ◦ (U, V ) = d(U, V ) : Ω→M es una variable aleatoria. �
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Si (M,d) no es separable, d(U, V ) puede no ser variable aleatoria como mues-
tra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos M el espacio de funciones acotadas de R en śı
mismo, es decir, M = {f : R→ R | f es acotada} dotado de la norma ‖f‖M :=
sup{|f(t)| : t ∈ R} 3. SeaN el espacio de funciones de R en {0, 1},N = {f : R→
{0, 1}}. Entonces, |M | ≥ |N | = 2c > c, donde c representa la cardinalidad del
continuo.

Y consideremos (M,d) el espacio métrico cuya métrica está inducida por la
norma, es decir, para cada f, g ∈M, d(f, g) = ||f − g||M .

Para cada A ∈ B(M)⊗ B(M) definamos

P(A) =

{
1 si (0, 0) ∈ A
0 si (0, 0) /∈ A.

Entonces (M×M,B(M)⊗B(M),P) es un espacio de probabilidad. Definimos
las variables aleatorias U, V : M ×M →M como las proyecciones en la primera
y segunda entrada respectivamente, es decir, para cada (f, g) en M ×M ,

U(f, g) = f y V (f, g) = g.

Note que en efecto U y V son elementos aleatorios en M , pues las proyecciones
son funciones continuas.

Afirmamos que d(U, V ) = ||U − V ||M no es variable aleatoria.
En efecto, como {0} es cerrado en R entonces {0} ∈ B(R). Además,

d(U, V )−1({0}) = {(f, g) ∈M ×M : d(U(f, g), V (f, g)) = 0}
= {(f, g) ∈M ×M : |f(t)− g(t)| = 0 para toda t ∈ R}
= {(f, g) ∈M ×M : f(t) = g(t) para toda t ∈ R}
= {(f, f) ∈M ×M : f ∈M} = ∆

pero como la cardinalidad de M excede a la cardinalidad del continuo, la pro-
posición B.2.4 nos garantiza que ∆ /∈ B(M) ⊗ B(M) (ver Apéndice B para la
prueba de esta afirmación). Por lo tanto d(U, V ) no es variable aleatoria.

1.1.1. Algunos modos de convergencia

Debido a lo anterior en las siguientes definiciones de modos de convergencias
supondremos que M es un espacio métrico separable. Esto es de utilidad por
ejemplo, cuando se está interesado en estudiar convergencia de sucesiones de
elementos aleatorios en espacios métricos como D[0, 1]: el espacio de funciones
reales en [0, 1] que son continuas por la derecha cuyos ĺımites por la izquierda
existen (cadlag).4

3Que no es (norma) separable.
4En este caso varias consideraciones deben ser tomadas en cuenta ya que D[0, 1] es en

general un espacio ((mal portado)). Dependiendo de la métrica definida en D[0, 1] este espacio
puede ser separable o no, aśı también con la completez. Al respecto puede consultarse [8].
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Definición 1.1.2. Sean V1, V2, . . . y V elementos aleatorios en un espacio métri-
co separable (M,d). Decimos que Vn converge a V

1. casi seguramente, Vn
c.s.→ V , si

P( ĺım
n→∞

d(Vn, V ) = 0) = P({ω ∈ Ω : ĺım
n→∞

d(Vn(ω), V (ω)) = 0}) = 1

2. en probabilidad, Vn
P→ V , si para todo ε > 0

ĺım
n→∞

P (d(Vn, V ) ≥ ε) = ĺım
n→∞

P ({ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) ≥ ε}) = 0

3. en media r-ésima o en Lr, Vn
r→ V , con r > 0, si

ĺım
n→∞

E [d(Vn, V )r] = 0.

Cabe resaltar que hasta ahora no hemos definido la esperanza de un elemento
aleatorio, de esta cuestión nos ocupamos en las secciones 1.3 y 1.4. Aqúı el
śımbolo ((E)) debe intepretarse como la integral de Lebesgue.

A la ley de los grandes números para elementos aleatorios con convergencia
en el sentido casi seguro la llamaremos ley fuerte de los grandes números,
mientras que si la convergencia se da en probabilidad nos referiremos a ella como
ley débil de los grandes números.

Como consecuencia de las definiciones encontramos que las relaciones entre
modos de convergencia de elementos aleatorios son las mismas que las exis-
tentes para variables aleatorias, y no solo eso, los métodos de prueba son los
mismos. Ilustraremos esto verificando algunas propiedades entre la convergencia
casi segura y en probabilidad.

Primero hagamos notar que d(U, V ) es variable aleatoria, más aún, d(U, V )
es no negativa, de modo que podemos extender de manera inmediata resultados
importantes como el siguiente:

Desigualdad de Markov. Sea ε > 0 y sea r > 0 tal que E [d(U, V )r] <∞
(es decir existe), donde U, V son elementos aleatorios en M . Entonces

P[d(U, V ) ≥ ε] ≤ 1

εr
E [d(U, V )r] (1.2)

Para r = 2 la desigualdad (1.2) recibe el nombre de desigualdad de
Chebyshev. Mediante la desigualdad de Markov obtenemos que convergencia
en r-media implica convergencia en probabilidad.

Lema 1.1.7. Si (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M,d) tal que Vn
r→ V para alguna r > 0, entonces Vn

P→ V .

Demostración. Sea ε > 0. Por hipótesis tenemos que ĺımn E[d(Vn, V )r] = 0 <∞
para alguna r > 0, utilizando la desigualdad de Markov obtenemos que

ĺım
n→∞

P[d(Vn, V ) ≥ ε] ≤ 1

εr
ĺım
n→∞

E[d(Vn, V )r] = 0.

Esto es, Vn
P→ V . �
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Enseguida extendemos el resultado que dice que convergencia casi segura im-
plica convergencia en probabilidad. Algunas equivalencias para la convergencia
casi segura y su relación con el lema de Borel-Cantelli son también establecidas.

Lema 1.1.8. Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M,d) , tal que Vn
c.s.→ V , entonces Vn

P→ V .

Demostración. Como P (ĺımn→∞ d(Vn, V ) = 0) = 1, existe un conjunto N nulo
tal que si ω ∈ Ω \ N , entonces ĺımn→∞ d(Vn(ω), V (ω)) = 0. Por tanto, dados
ω ∈ Ω \ N y ε > 0, existe N = N(ω, ε) tal que d(Vn(ω), V (ω)) < ε si n ≥ N , y
por tanto

ω ∈
∞⋂
n=N

{ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) < ε}.

Luego, si ω ∈ Ω \ N , entonces para cada ε > 0

ω ∈
∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

{ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) < ε},

y por consiguiente

1 = P (Ω \ N ) ≤ P

( ∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

{ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) < ε}

)
≤ 1.

Aśı, para cada m definimos Bm =
⋂∞
n=m{ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) < ε}, enton-

ces (Bm)m es una sucesión en F creciente y por tanto

ĺım
m→∞

P (Bm) = P

( ∞⋃
m=1

Bm

)
= 1,

lo cuál implica que ĺımm→∞ P (Ω \Bm) = 0, pero

Ω \Bm =
∞⋃
n=m

{ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) ≥ ε}

aśı que {d(Vm(ω), V (ω)) ≥ ε} ⊂ Ω \Bm, y por lo tanto

ĺım
m→∞

P (d(Vm(ω), V (ω)) ≥ ε) ≤ ĺım
m

P (Ω \Bm) = 0.

Esto prueba que Vn converge a V de forma casi segura. �

Lema 1.1.9. Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M,d), entonces Vn
c.s.→ V si y solo si para cada ε > 0

P ({ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) > ε para una infinidad de n}) = 0.
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Demostración. Para cada ε > 0 definamos

Aε = {ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) > ε para una infinidad de n}.

Hagamos primero la implicación de ((ida)): como Vn
c.s.→ V , existe un conjunto

nulo N ∈ F tal que para cualquier ω /∈ N se tiene que Vn(ω)→ V (ω). Es decir,
dado ε > 0 existe N > 0 tal que d(Vn(ω), V (ω)) < ε para cualquier n ≥ N , y
para cada ω afuera de N . Ahora obsérvese que esto significa que ω ∈ Ω \ Aε y
en consecuencia Ω \ N ⊂ Ω \ Aε o equivalentemente, Aε ⊂ N , lo cual implica
que P(Aε) ≤ P(N ) = 0.
Para la implicación de ((regreso)): como para cada ε > 0,

P ({ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) > ε para una infinidad de n}) = 0,

entonces para cada k ∈ N definimos

Bk =

{
ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) >

1

k
para una infinidad de n

}
.

Aśı que (Bk)k es una sucesión creciente de eventos en F (Bk ⊂ Bk+1) tales que
para cada k, P(Bk) = 0. Entonces,

P

( ∞⋃
k=1

Bk

)
= ĺım
k→∞

P(Bk) = 0.

Por lo tanto
⋂∞
k=1 Ω \Bk es un conjunto de probabilidad 1, donde

Ω\Bk =

{
ω : existe N(ω) tal que d(Vn(ω), V (ω)) ≤ 1

k
para toda n ≥ N(ω)

}
.

Aśı, si ω ∈
⋂∞
k=1 Ω \ Bk entonces para todo k ≥ 1, existe N = N(ω) tal que

d(Vn(ω), V (ω)) ≤ 1
k para todo n ≥ N . En particular, dado ε > 0 sea k ≥ 1

tal que 1 < εk, luego d(Vn(ω), V (ω)) ≤ 1
k para toda n ≥ N(ω) y para alguna

N(ω) > 0, y por tanto d(Vn(ω), V (ω)) < ε siempre que n ≥ N(ω). Es decir,
Vn(ω) converge a V ω) para cada ω en la intersección de los complementos de
los Bk, aśı que

∞⋂
k=1

Ω \Bk ⊂ {ω ∈ Ω : ĺım
n→∞

d(Vn(ω), V (ω)) = 0},

y por tanto

1 = P

( ∞⋂
k=1

Ω \Bk

)
≤ P

(
{ω ∈ Ω : ĺım

n→∞
d(Vn(ω), V (ω)) = 0}

)
≤ 1.

�

A continuación recordamos una de las versiones del lema de Borel-Cantelli.
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Lema 1.1.10 (Borel-Cantelli). Sea (An)n una sucesión en F para la cual∑∞
n=1 P(An) <∞, entonces

P ({ω ∈ Ω : ω ∈ An para una infinidad de n}) = 0.

Demostración. Denotamos porA = {ω ∈ Ω : ω ∈ An para una infinidad de n}.
Ahora, para cada m ≥ 1 definimos Bm =

⋃∞
n=mAn. Luego (Bm)m es una suce-

sión decreciente tal que A =
⋂∞
m=1Bm y por tanto

P(A) = P

( ∞⋂
m=1

Bm

)
= ĺım
m→∞

P(Bm)

= ĺım
m→∞

P

( ∞⋃
n=m

An

)
≤ ĺım
m→∞

∞∑
n=m

P (An) = 0.

�

Corolario 1.1.11. Sean V1, V2, . . . , V elementos aleatorios en un espacio métri-
co separable (M,d) tales que para cada ε > 0,

∞∑
n=1

P (d(Vn(ω), V (ω)) > ε) <∞.

Entonces Vn
c.s.→ V .

Demostración. Para cada ε > 0 sea

Aε = {ω ∈ Ω : d(Vn(ω), V (ω)) > ε para una infinidad de n}.

Aplicando lema de Borel-Cantelli (donde An = {ω : d(Vn(ω), V (ω)) > ε})
obtenemos que P (Aε) = 0. El lema 1.1.9 garantiza el enunciado. �

A partir de estos últimos resultados podemos establecer otros bien conocidos,
como los siguientes.

Lema 1.1.12. Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios en un espacio
métrico separable (M,d). Si existen r > 0 y V un elemento aleatorio en M tales

que
∑∞
n=1 E [d(Vn, V )r] <∞, entonces Vn

c.s.→ V .

Demostración. Sea ε > 0, entonces

P

( ∞⋃
m=n

{ω ∈ Ω : d (Vm(ω), V (ω)) ≥ ε}

)
≤
∞∑
m=n

P (d (Vm(ω), V (ω)) ≥ ε)

≤
∞∑
m=n

1

r
E [d (Vm(ω), V (ω))

r ≥ ε] .

Tomando el ĺımite cuando n→∞ obtenemos que

P

( ∞⋃
m=n

{ω ∈ Ω : d (Vm(ω), V (ω)) ≥ ε}

)
= 0,
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esto es, el conjunto de ω ∈ Ω tal que d (Vm(ω), V (ω)) ≥ ε para una infinidad de

m tiene probabilidad 0. Por el lema 1.1.9 concluimos que Vn
c.s.→ V. �

Lema 1.1.13. Sea (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M,d) tal que Vn
P→ V , entonces existe una subsucesión (Vnk)k

tal que ĺımk→∞ Vnk = V c.s.

Demostración. Por hipótesis, dados ε > 0 y δ > 0 existe N = N(δ) ∈ N tal que

P (d (Vn, V ) > ε) < δ.

Escojamos entonces una sucesión creciente de indices n1 < n2 < n3 < . . . tal
que

P
(
d (Vnk , V ) >

1

k

)
<

1

2k

para cada k ≥ 1. Entonces por el lema 1.1.10 de Borel-Cantelli

P
(
d (Vnk , V ) >

1

k
para una infinidad de k

)
= 0,

y por lo tanto afuera de este conjunto nulo tenemos que ĺımk→∞ Vnk = V
puntualmente. �

Recordemos que todo espacio normado (X, ‖ · ‖) es un espacio métrico, en
particular la definición 1.1.2 debeŕıa ser válida para d(Vn, V ) = ‖Vn − V ‖, sin
embargo aún no hemos justificado que la suma de dos elementos aleatorios
esté bien definida (recuerde el ejemplo 1.1.2). A continuación abordamos esta
cuestión por lo que dejamos de lado la discusión para espacios métricos.

1.2. Elementos aleatorios en espacios normados

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y consideremos X∗ su espacio
dual topológico formado por las funcionales lineales continuas f : X → R. Dada
f ∈ X∗, f es continua y por lo tanto Borel medible, de modo que si V : Ω→ X
es un elemento aleatorio en X, f ◦ V : Ω → R es una variable aleatoria. Más
aún, si X es separable el siguiente resultado nos dice que el rećıproco de esta
afirmación es cierto.

Proposición 1.2.1. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado y separable. Entonces,
V es un elemento aleatorio en X si y solo si f(V ) es variable aleatoria para
cada f ∈ X∗.

Demostración. Es claro que si V es un e.a. en X, f(V ) es variable aleatoria
para todo f ∈ X∗. Probemos entonces la otra implicación.

Sea B ∈ B(X), queremos mostrar que V : Ω→ X es elemento aleatorio, esto
es, V −1(B) ∈ F . Por hipótesis sabemos que dado f ∈ X∗, f(V ) : Ω → R es
una variable aleatoria, por lo que (f(V ))−1(A) = V −1(f−1(A)) ∈ F para todo
A ∈ B(R).
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De modo que si B = f−1(B′) para algún B′ ∈ B(R) ya habremos terminado.
Probaremos entonces que bajo la hipótesis de separabilidad de X, todo elemento
de la σ-álgebra de Borel de X es de la forma antes mencionada.

Consideremos la siguiente familia de conjuntos

C = {f−1(B) : f ∈ X∗, B ∈ B(R)}

y sea B(C) la σ-álgebra generada por C, B(C) := σ(C).
Afirmamos que B(C) = B(X).

1. Es claro que B(C) ⊂ B(X) pues si A ∈ C entonces A = f−1(A′) donde
f : X → R es continua y A′ ∈ B(R), por tanto A ∈ B(X).

2. Para la otra contención, como X es separable existe B = {bn : n ≥ 1}
denso numerable en X. Consideremos además la sucesión (fn)n en X∗ tal que

‖fn‖ = 1, fn(bn) = ‖bn‖, n = 1, 2, . . .

Tales funciones fn existen para cada n ≥ 1 por el teorema de extensión de
Hanh-Banach (ver corolario A.2.5).
Probaremos primero que

{x ∈ X : ‖x‖ ≤ r} =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : fn(x) ≤ r}. (1.3)

Llamemos B1 y B2 respectivamente a los conjuntos en ambos lados de la igual-
dad anterior. Es claro que B1 ⊂ B2, pues si x ∈ B1 entonces ‖x‖ ≤ r, luego
fn(x) ≤ |fn(x)| ≤ ‖fn‖ ‖x‖ ≤ r para todo n ≥ 1 y por lo tanto x ∈ B2. Para la
otra contención veamos que X \B1 ⊂ X \B2.
Sea x ∈ X \ B1, entonces ‖x‖ > r. Como por hipótesis B = {bn} es denso en
X, existe n ∈ N tal que

‖x− bn‖ <
1

2
(‖x‖ − r).

Sabemos que |‖x‖ − ‖bn‖| ≤ ‖x− bn‖, entonces

‖bn‖ ≥ ‖x‖ − ‖x− bn‖ ≥ ‖x‖ −
1

2
(‖x‖ − r)

=
1

2
(‖x‖+ r).

Además

|fn(x)− ‖bn‖| = |fn(x)− fn(bn)| = |fn(x− bn)|

≤ ‖fn‖ · ‖x− bn‖ <
1

2
(‖x‖ − r).
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De modo que

fn(x) > ‖bn‖ −
1

2
(‖x‖ − r)

≥ 1

2
(‖x‖+ r)− 1

2
(‖x‖ − r)

= r

Por lo tanto fn(x) > r para alguna n ∈ N, aśı x ∈ X \B2, lo cuál muestra que
X \B1 ⊂ X \B2, si y solo si B2 ⊂ B1. Esto prueba la identidad 1.3.

Notemos además que B2 =
⋂∞
n=1{x ∈ X : fn(x) ≤ r} =

⋂∞
n=1 f

−1
n ((−∞, r])

y por tanto B2 ∈ B(C), es decir B1 ∈ B(C).
Y como B(C) es invariante bajo traslaciones, entonces tenemos que

{x ∈ X : ‖x− a‖ ≤ r} = B[a, r] ∈ B(C).

Al ser X separable, B(X) = σ({{x ∈ X : ‖x − a‖ ≤ r} : r > 0, a ∈ X}) (ver
lema B.1.5) y por la minimalidad de la σ-álgebra de Borel de X concluimos que
B(X) ⊂ B(C). Por lo tanto B(X) = B(C), probando aśı el enunciado.

Observación 1.2.1. B(C) es invariante bajo traslaciones en el siguiente sen-
tido: sea Ty : X → X la traslación por y ∈ X definida como Ty(x) = x + y.
Consideremos la traslación por −a, T−a, entonces

B[a, r] = T−1
−a (B[0, r]) = T−1

−a (B1) = T−1
−a (

∞⋂
n=1

{x ∈ X : fn(x) ≤ r})

=

∞⋂
n=1

T−1
−a ({x ∈ X : fn(x) ≤ r}) =

∞⋂
n=1

T−1
−a
(
f−1
n (−∞, r]

)
=
∞⋂
n=1

(fn ◦ T−a)−1 ((−∞, r]) =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : fn(T−a)(x) ≤ r}

=
∞⋂
n=1

{x ∈ X : fn(x− a) ≤ r} =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : fn(x)− fn(a) ≤ r}

=

∞⋂
n=1

{x ∈ X : fn(x) ≤ r + fn(a)} =

∞⋂
n=1

f−1
n ((−∞, rn]) ∈ B(C)

donde rn = r + fn(a).

�

Corolario 1.2.2. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado separable. Si α ∈ R y U,V
son elementos aleatorios en X, entonces αU +V es un elemento aleatorio en X.

Demostración. Sea f ∈ X∗, entonces f(αU + V ) = f(αU) + f(V ) = αf(U) +
f(V ). Como f(U), f(V ) son variables aleatorias, entonces αf(U) + f(V ) es
variable aleatoria, aśı, en virtud de la proposición 1.2.1 concluimos que αU +V
es elemento aleatorio en X. �
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El ejemplo 1.1.2 también ilustra que la suma de elementos aleatorios en un
espacio no separable no necesariamente vuelve a ser elemento aleatorio.

No podemos establecer un resultado análogo para el producto de elementos
aleatorios pues en X no tenemos definida una operación de ((multiplicación))
entre sus elementos, sin embargo śı podemos multiplicar una variable aleatoria
con un elemento aleatorio para construir un nuevo elemento aleatorio.

Proposición 1.2.3. Si V es elemento aleatorio en (X, ‖·‖) y A es una variable
aleatoria, entonces AV es elemento aleatorio en X.

Demostración. Sea una sucesión (An)n de variables aleatorias discretos tales
que An converge puntualmente a A (sabemos que esta existe por la proposi-
ción 1.1.5). Como todo espacio normado es un espacio vectorial topológico (ver
proposición A.2.1), la operación de multiplicación por escalares es continua, y
entonces AnV es un elemento aleatorio en X, más aún, ĺımn→∞AnV = AV
(puntualmente). Finalmente, la proposición 1.1.3 nos asegura que AV es un
elemento aleatorio en X. �

Ejemplo 1.2.1. Usando las proposiciones 1.2.1 y 1.2.3 podemos describir a los
elementos aleatorios en ciertos espacios. Por ejemplo, consideremos el espacio
de las sucesiones reales absolutamente sumables `1 = {(xn)n :

∑∞
n=1 |xn| <∞}

equipado con la norma ‖x‖`1 =
∑∞
n=1 |xn| donde x := (xn)n. Sabemos que

(`1, ‖ · ‖`1) es un espacio de Banach separable. Entonces, V = (V1, V2, . . . ) es
un elemento aleatorio en `1 si y solamente si (Vn)n es una sucesión de variables
aleatorios absolutamente sumables.

En efecto, si V es elemento aleatorio en `1 entonces componiendo con las
proyecciones canónicas πn : `1 → R (que son continuas y por tanto medibles)
obtenemos que Vn = πn ◦ V es variable aleatoria en R.

Por la proposición 1.2.1, para ver que V es un elemento aleatorio en `1
basta ver que f(V ) es variable aleatoria para cada f ∈ (`1)

∗
. Pero sabemos que

(`1)
∗

= `∞ (son isométricamente isomorfos), por tanto, si f ∈ (`1)
∗

entonces
f ((xn)n) =

∑∞
n=1 anxn donde (an)n =: a es una sucesión en `∞.

Entonces,

f(V ) =
∞∑
n=1

anVn ≤ ‖a‖`∞
∞∑
n=1

|Vn| <∞

por ser (Vn)n una sucesión de variables aleatorias absolutamente sumables y
a ∈ `∞. Concluimos que f(V ) es variable aleatoria por la proposición 1.1.3 (es
el ĺımite de las variables aleatorias (

∑m
n=1 anVn)m).

1.2.1. Independencia e idéntica distribución

En la proposición 1.2.1 hemos dado una caracterización de todos elementos
aleatorios que toman valores en un espacio de Banach separable. Lo siguiente
que haremos será extender los conceptos de idéntica distribución e independen-
cia a elementos aleatorios, y como antes, caracterizarlos mediante el espacio
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dual.

Dado V : Ω → X un elemento aleatorio en X, V induce una medida de
probabilidad en el espacio de Borel (X,B(X)) de la siguiente manera: para cada
B ∈ B(X)

PV (B) = P(V −1(B)) = P(V ∈ B).

Llamaremos distribución o ley de V a la medida de probabilidad PV .

Definición 1.2.1. Sean U y V elementos aleatorios en X. Decimos que U y V
son idénticamente distribuidos si para cada B ∈ B(X)

P(U ∈ B) = P(V ∈ B).

Diremos que una familia arbitraria de elementos aleatorios en X es idéntica-
mente distribuida si cualesquiera dos elementos de la familia son idénticamente
distribuidos.

Definición 1.2.2. Una familia finita de elementos aleatorios {V1, V2, . . . , Vn}
en X, se dice independiente si

P(V1 ∈ B1, . . . , Vn ∈ Bn) = P(V1 ∈ B1)P(V2 ∈ B2) · . . . · P(Vn ∈ Bn)

para cada B1, B2, . . . , Bn ∈ B(X). Una familia arbitraria de elementos aleatorios
en M es independiente si todo subconjunto finito de ésta es independiente.

Utilizaremos la abreviación e.a.i.i.d. para denotar a una familia de elementos
aleatorios independientes e idénticamente distribuidos.

Lema 1.2.4. Sean X,Y espacios normados y Λ 6= ∅ un conjunto de ı́ndices.

a) Si (Vα)α∈Λ una familia de elementos aleatorios idénticamente distribuidos y
T : X → Y es una función medible, entonces (T (Vα))α∈Λ es una familia de
elementos aleatorios idénticamente distribuidos en Y.

b) Si (Vα)α∈Λ una familia de elementos aleatorios independientes y (Tα)α∈Λ es
una familia de funciones medibles de X en Y , entonces (Tα(Vα))α∈Λ es una
familia de elementos aleatorios independientes en Y.

Demostración.

a) Sean α1, α2 ∈ Λ y B ∈ B(Y ), como T : X → Y es medible, la proposición
1.1.1 nos garantiza que T (Vαi) es elemento aleatorio en Y para i = 1, 2.
Luego,

P[T (Vα1
) ∈ B] = P

[
Vα1
∈ T−1(B)

]
= P

[
Vα2
∈ T−1(B)

]
= P[T (Vα2

) ∈ B],

por lo tanto T (Vα1
) y T (Vα2

) tienen la misma distribución.
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b) Sean α1, α2, . . . , αn ∈ Λ y B1, B2, . . . , Bn ∈ B(Y ), entonces

P [Tα1
(Vα1

) ∈ B1, Tα2
(Vα2

) ∈ B2, . . . , Tαn(Vαn) ∈ Bn]

= P
[
Vα1 ∈ T−1

α1
(B1), Vα2 ∈ T−1

α2
(B2), . . . , Vαn ∈ T−1

αn (Bn)
]

= P
[
Vα1
∈ T−1

α1
(B1)

]
· P
[
Vα2
∈ T−1

α2
(B2)

]
· . . . · P

[
Vαn ∈ T−1

αn (Bn)
]

= P [Tα1
(Vα1

) ∈ B1] · P [Tα2
(Vα2

) ∈ B2] · . . . · P [Tα2
(Vαn) ∈ Bn]

donde la segunda igualdad se sigue de la hipótesis ya que T−1
αi (Bi) ∈ B(X).

Por lo tanto (Tα(Vα))α∈Λ es una familia de e.a. independientes en Y.

�

Corolario 1.2.5. Si U y V son e.a.i.i.d. en X, y f : X → Y una función
medible, entonces f(U) y f(V ) son e.a.i.i.d. en Y.

Bajo la condición de separabilidad los siguientes dos resultados, el 1.2.6 y el
1.2.7, nos dan el rećıproco del lema anterior. Con este propósito introducimos
la siguiente definición:

Definición 1.2.3. Sea U ⊂ B(X) y sean P1 y P2 dos medidas de probabilidad
en B(X). Diremos que U es una familia de unicidad o clase determinante
para B(X) si P1(D) = P2(D) para cada D ∈ U implica que P1 = P2 en B(M).

Respecto a esta última definición se sabe que bajo la hipótesis de separabi-
lidad del espacio X, la familia

C = {{x ∈ X : f(x) < t} : f ∈ X∗ y t ∈ R} (1.4)

es una familia de unicidad para X (véase en [14] pág. 128). Nos apoyaremos en
este hecho para probar los siguientes resultados.

Proposición 1.2.6. Sea (X, ‖·‖) un espacio normado y separable. Los elemen-
tos aleatorios U y V en X son idénticamente distribuidos, si y solo si f(U) y
f(V) son variables aleatorias idénticamente distribuidas para cada f ∈ X∗.

Demostración. Por el lema 1.2.4 si U y V son elementos aleatorios idénticamente
distribuidos, entonces f(U) y f(V ) son variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas para cada f ∈ X∗.

Ahora supongamos que para cada f ∈ X∗, f(U) y f(V ) son variables alea-
torias idénticamente distribuidas, entonces se verifica que

P (f(U) ∈ B) = P (f(V ) ∈ B)

para cada B ∈ B(R) y f ∈ X∗. Si PU = PV en la familia de unicidad dada en
1.4, donde PU y PV son las medidas de probabilidad inducidas en B(X) por U
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y V respectivamente, entonces U y V son idénticamente distribuidas. Aśı,

PV ({x : f(x) < t}) = P (V ∈ {x : f(x) < t})
= P

(
V ∈ f−1(−∞, t)

)
= P (f(V ) ∈ (−∞, t))
= P (f(U) ∈ (−∞, t))
= P

(
U ∈ f−1(−∞, t)

)
= P (U ∈ {x : f(x) < t}) = PU ({x : f(x) < t}) .

Por lo tanto, V y U son elementos aleatorios idénticamente distribuidos en
X. �

Proposición 1.2.7. Sea (X, ‖·‖) normado y separable. Los elementos aleatorios
V y Z son independientes, si y solo si f(V ) y g(Z) son variables aleatorias
independientes para cada f, g ∈ X∗.

Demostración. La parte ((solo si)) es consecuencia de lema 1.2.4 b). Ahora la
parte ((si)): Suponemos que para cada f, g ∈ X∗, f(V ) y g(Z) son variables
aleatorias independientes.
Dados f ∈ X∗ y t ∈ R fijos, definimos para cada B ∈ B(X),

Pf,t(B) =
P (V ∈ {x : f(x) < t} , Z ∈ B)

P (V ∈ {x : f(x) < t})
(1.5)

Al respecto, notemos que Pf,t = PZ en la familia

C = {{x : h(x) < s} : h ∈ X∗, s ∈ R} .

En efecto, si C ∈ C

Pt,f (C) = Pt,f ({x : h(x) < s})

=
P (V ∈ {x : f(x) < t} , Z ∈ {x : h(x) < s})

P (V ∈ {x : f(x) < t})

=
P
(
V ∈ f−1(−∞, t) , Z ∈ h−1(−∞, s)

)
P (V ∈ f−1(−∞, t))

=
P (f(V ) ∈ (−∞, t) , h(Z) ∈ (−∞, s))

P (f(V ) ∈ (−∞, t))

=
P (f(V ) ∈ (−∞, t)) · P (h(Z) ∈ (−∞, s))

P (f(V ) ∈ (−∞, t))
(por hipótesis)

= P (h(Z) ∈ (−∞, s)) = P
(
Z ∈ h−1(−∞, s)

)
= PZ ({x : h(x) < s}) .

Pero como X es separable y C es una familia de unicidad para B(X), entonces
Pf,t = PZ en B(X). Utilizando la identidad (1.5) obtenemos que

PZ(B)P [V ∈ {x : f(x) < t}] = P [V ∈ {x : f(x) < t} , Z ∈ B]
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o equivalentemente,

PZ(B)PV [{x : f(x) < t}] = P [V ∈ {x : f(x) < t} , Z ∈ B] (1.6)

y esto para cada B ∈ B(X), f ∈ X∗ y t ∈ X∗.
Ahora fijemos B1 ∈ B(X) y definamos para cada B ∈ B(X)

P1(B) =
P (V ∈ B , Z ∈ B1)

P (Z ∈ B1)
. (1.7)

Por la igualdad obtenida en 1.6, obtenemos que

P1({x : h(x) < s}) =
P (V ∈ {x : h(x) < s} , Z ∈ B1)

P (Z ∈ B1)

=
P (V ∈ {x : h(x) < s})PZ (B1)

PZ (B1)

= PV ({x : h(x) < s})

(1.8)

para cada h ∈ X∗ y s ∈ R, es decir, P1 = PV en B(X) (ya que C es una
familia de unicidad para B(X)). Por lo tanto, para cada B ∈ B(X) y para cada
B1 ∈ B(X) fijo (pero arbitrario)

P1(B) = PV (B) =
P (V ∈ B , Z ∈ B1)

P (Z ∈ B1)

es decir,

P (V ∈ B , Z ∈ B1) = PV (B) · P (Z ∈ B1) = PV (B) · PZ (B1)

para todo B,B1 ∈ B(X), lo cuál prueba que V y Z son idependientes. �

Ejemplo 1.2.2. A diferencia de la proposición 1.2.6, en el resultado anterior
(1.2.7) no es suficiente pedir que para cada f ∈ X∗, f(V ) y f(Z) sean variables
aleatorias independientes para concluir que V y Z son elementos aleatorios inde-
pendientes. Consideremos por ejemplo A y B variables aleatorias independientes
con distribución normal estándar, i.e. A,B ∼ N(0, 1), y definamos en X = R2

los elementos (vectores) aleatorios

V = (A,B) y Z = (B,−A).

Recuerde que (R2)∗ = R2. Luego, si f ∈ (R2)∗ entonces f((x1, x2)) = ax1 + bx2

donde a, b ∈ R. Entonces f(V ) = aA + bB y f(Z) = aB − bA son variables
aleatorias independientes (para ver esta afirmación puede utilizarse el teorema
de cambio de variable, ya que f(V ), f(Z) ∼ N(0, a2 + b2)). Pero π1((x1, x2)) =
x1 y π2((x1, x2)) = x2 son elementos de (R2)∗ y sin embargo π2(V ) = B = π1(Z)
no son independientes, lo cuál implica que V y Z no son elementos aleatorios
independientes de acuerdo a la proposición anterior.
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Cuando los elementos aleatorios no necesariamente toman valores en el mis-
mo espacio de Banach la noción de independencia dada en la definición 1.2.2 se
puede extender de la siguiente forma:

Definición 1.2.4. Una familia de elementos aleatorios (Vα)α∈Λ donde Vα : Ω→
Xα, Xα es un espacio de Banach (separable), y Λ un conjunto de ı́ndices, es
independiente si para cada elección (finita) de ı́ndices α1, α2, . . . , αn ∈ Λ y cada
elección de borelianos B1 ∈ B (Xα1

) , B2 ∈ B (Xα2
) , . . . , Bn ∈ B (Xαn) se tiene

P(Vα1
∈ B1, . . . , Vα2

∈ B2) = P (Vα1
∈ B1) · . . . · P (Vαn ∈ Bn) .

Aśı pues, para verificar la independencia de una familia arbitraria de ele-
mentos aleatorias es suficiente verificar la condición en sus subfamilias fini-
tas, entonces consideremos el vector aleatorio formado por elementos elatorios
(V1, V2, . . . , Vn) en el espacio X1×X2× · · · ×Xn y detonemos por P(V1,V2,...,Vn)

a su distribución, que llamaremos distribución conjunta de los elementos
aleatorios V1, V2, . . . , Vn.

Proposición 1.2.8. Los elementos aleatorios V1, V2, . . . , Vn son independientes
si y solo si

P(V1,V2,...,Vn) = PV1 × PV2 × · · · × PVn .

Demostración. Recuerde que PV1 × PV2 × · · · × PVn es la medida producto del
espacio producto (X1× · · · ×Xn,B(X1)⊗ · · · ⊗B(Xn)) (por supuesto, la distri-
bución conjunta también está definida en este espacio).

Como X1 × · · · ×Xn es también un espacio de Banach separable, entonces

B(X1 × · · · ×Xn) = B(X1)⊗ · · · ⊗ B(Xn). (1.9)

Además, vimos en la prueba de la proposición 1.2.1 que para verificar que dos
medidas de probabilidad coinciden en un σ-álgebra generada basta verificar que
las medidas que coinciden en una subfamilia cerrada bajo intersecciones finitas
y que genere a la σ-álgebra (véase [7] teorema 3.3, pág. 42). Aśı que por (1.9)
basta verificar que P(V1,V2,...,Vn)(B) = PV1

×PV2
× · · · ×PVn(B) para cada B de

la forma B1 ×B2 × · · · ×Bn donde Bi ∈ B(Xi). Pero entonces

P(V1,V2,...,Vn)(B) = P((V1, V2, . . . , Vn) ∈ B1 ×B2 × · · · ×Bn)

= P(V1 ∈ B1, V2 ∈ B2, . . . , Vn ∈ Bn)

= P(V1 ∈ B1) · P(V2 ∈ B2) · . . . · P(Vn ∈ Bn)

= PV1
(B1) · PV2

(B2) · . . . · PVn(Bn)

= PV1
× PV2

× · · · × PVn(B)

si y solo si V1, V2, . . . , Vn son independientes. �

Vale la pena tener presente las siguientes definiciones de independencia y
idéntica distribución de sucesiones de elementos aleatorios (vistos como procesos
estocásticos) que nos serán de utilidad más adelante.
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Definición 1.2.5 ([18]). Diremos que dos sucesiones de elementos aleato-
rios (Vi)i∈I y (Ui)i∈I (donde Vi, Ui : Ω→ Xi son elementos aleatorios en Xi, Xi

es un espacio de Banach, I un conjunto de ı́ndices) son idénticamente distri-
buidas si para cada elección (finita) de ı́ndices i1, i2, . . . , in ∈ I los elememtos
aleatorios (vectores) (Vi1 , Vi2 , . . . , Vin) y (Ui1 , Ui2 , . . . , Uin) son idénticamente
distribuidos.

Obsérvese que por la proposición 1.2.8 si (Vi)i∈I y (Uj)j∈J son sucesiones
cada una de elementos aleatorios independientes tales que para cada i ∈ I, Vi y
Ui son idénticamente distribuidas, entonces (Vi)i∈I y (Uj)j∈J son idénticamente
distribuidas.

En efecto, sea n ∈ N, por independencia de (Vi)i∈N y la proposición 1.2.8:
P(V1,...,Vn) = PV1 × · · · × PVn , análogamente P(U1,...,Un) = PU1 × · · · × PUn .
El resultado entonces se sigue por la idéntica distribución entre los elementos
aleatorios Vi y Ui para cada i ∈ N.

Definición 1.2.6 ([18]). Dos sucesiones de elementos aleatorios (Vi)i∈I
y (Uj)j∈J (donde Vi : Ω→ Xi, Uj : Ω→ Yj con Xi y Yj espacios de Banach, I y
J conjuntos de ı́ndices) son independientes si para cada elección (finita) de
ı́ndices i1, i2, . . . , in ∈ I y j1, j2, . . . , jm ∈ J los elememtos aleatorios (vectores)
(Vi1 , Vi2 , . . . , Vin) y (Uj1 , Uj2 , . . . , Ujm) son independientes.

También será de utilidad considerar el concepto de variable aletoria Rade-
macher.

Definición 1.2.7. Una sucesión de variables aleatorias (εn)n es una sucesión
de Rademacher si es independiente y para cada n,

P(εn = +1) =
1

2
= P(εn = −1).

Y a εn se le llama variable aleatoria Rademacher.

1.3. Esperanza como integral de Pettis

En la literatura existen (principalmente) dos maneras de definir el valor
esperado o esperanza de un elemento aleatorio con valores en un espacio de
Banach: mediante la integral de Pettis y mediante la integral de Bochner. En
esta sección estudiaremos a la esperanza de un elemento aleatorio mediante la
integral de Pettis. Como antes, consideremos (Ω,F ,P) un espacio de probabi-
lidad y X un espacio de Banach separable (aunque para la siguiente definición
esta hipótesis no es requerida).

Definición 1.3.1. Una función ξ : Ω → X es Pettis integrable sobre un
conjunto E ∈ F si y solo si existe xE en X tal que

f(xE) =

∫
E

f(ξ(ω)) dP
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para toda f ∈ X∗. Al elemento xE se le llama integral de Pettis sobre E de ξ y
se denota por

∫
E
ξ(ω) dP = xE .5 Diremos que f es Pettis integrable si y solo

si es Pettis integrable sobre cada E ∈ F .

Obsérvese que la integral del lado derecho de la igualdad anterior es la de
Lebesgue (la composición f(ξ) es una función de Ω en R). Antes de proceder a
probar propiedades de esta integral introduciremos el concepto de esperanza de
un elemento aleatorio, esto nos facilitará la notación.

Definición 1.3.2. Sea V elemento aleatorio en X. Supongamos que existe un
elemento m ∈ X tal que

E[f(V )] =

∫
Ω

f(V )(ω) dP = f(m)

para todo f ∈ X∗. Llamaremos a m el valor esperado o esperanza del
elemento aleatorio V , y lo denotaremos por E[V ].6

Notemos que si E[V ] = m existe, entonces es único. En efecto, supongamos
que m 6= x0, como todo espacio normado tiene suficientes funcionales continuos
(ver corolario A.2.6 del teorema de Hahn-Banach) entonces existe ϕ ∈ X∗ tal
que E[ϕ(V )] = ϕ(m) 6= ϕ(x0). Por tanto, f(x0) no es igual a E[f(V )] para todo
f ∈ X∗.

El problema entonces radica en garantizar la existencia de la esperanza (in-
tegral de Pettis) de V . Aunque no profundizaremos en la teoŕıa de integración
de Pettis śı daremos dos criterios de existencia. El más útil de ellos, el lema
1.3.3, relaciona a la integral de Bochner (que estudiamos en la siguente sección)
con la integral de Pettis.

Definición 1.3.3. La varianza de un elemento aleatorio V : Ω→ X se define
como

Var(V ) = σ2
V = E

[
‖V − E [V ] ‖2

]
=

∫
Ω

‖V − E [V ] ‖2 dP

y la desviación estándar de V , denotada por σV , es la ráız cuadrada no
negativa de la varianza.

Observe que Var(V ) es un número real mientras que E [V ] es un vector
(elemento de X).

1.3.1. Propiedades de la esperanza

Como consecuencia de la definición 1.3.2 obtenemos las siguientes propieda-
des.

5Es común encontrar la notación (P )
∫
E ξ(ω) dP para denotar a la integral de Pettis de

ξ sobre E. Resulta ser útil para evitar confusiones entre ésta y la integral de Lebesgue (u
otras). Creemos que tal notación no es necesaria si especificamos el codominio de la función a
integrar.

6Obsérvese que estamos usando el śımbolo ((E)) tanto para la integral de Lebesgue como
para la integral de Pettis. El abuso de notación queda justificado por el hecho de que la integral
de Pettis generaliza a la de Lebesgue.
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Teorema 1.3.1. Sea X un espacio normado y separable. Sean V,W y Z ele-
mentos aleatorios en X y sea x ∈ X.

a) Si E[W ] y E[Z] existen y W + Z es un elemento aleatorio7 en X, entonces
E[W ] + E[Z] existe y además E[W + Z] = E[W ] + E[Z].

b) Si E[V ] existe, entonces E[bV ] = bE[V ] para cada b ∈ R.

c) Si V = x c.s., entonces E[V ] = x.

d) Si V = x c.s. y A es una variable aleatoria tal que E[A] < ∞, entonces
E[AV ] = E[A]x.

e) Sea h : X → Y una función lineal y continua donde Y es cualquier espacio
de Banach. Si E[V ] existe, entonces E[h(V )] = h(E[V ]).

f) Si E[V ] existe, entonces ‖E[V ]‖ ≤ E [‖V ‖] .
Demostración.

a) Ya que E[W ] y E[Z] existen, consideremos el elemento x0 = E[W ] +E[Z] en
X. Aśı, sea f ∈ X∗, entonces

f(x0) = f(E[W ] + E[Z]) = f(E[W ]) + f(E[Z])

= E[f(W )] + E[f(Z)] (pues por hipótesisE[W ] yE[Z] existen)

= E[f(W ) + f(Z)] (por la linealidad de la integral de Lebesgue)

= E[f(W + Z)]

de modo que existe un elemento x0 ∈ X, tal que para todo f ∈ X∗, f(x0) =
E[f(W + Z)] y por lo tanto E[W + Z] = x0 = E[W ] + E[Z].

b) Tomemos x0 = bE[V ] elemento en X y sea f ∈ X∗, entonces

f(x0) = f(bE[V ]) = bf(E[V ]) = bE[f(V )] = E[bf(V )]

= E[f(bV )]

Por tanto x0 = bE[V ] es la esperanza del elemento aleatorio bV .

c) Observemos que dado f ∈ X∗ se satisface

{ω ∈ Ω : V (ω) = x} ⊆ {ω ∈ Ω : f(V (ω)) = f(x)}

Además, como por hipótesis V = x c.s., entonces

1 = P({ω ∈ Ω : V (ω) = x}) ≤ P({ω ∈ Ω : f(V (ω)) = f(x)}) ≤ 1

y por lo tanto P({ω ∈ Ω : f(V (ω)) = f(x)}) = P(f(V ) = f(x)) = 1, aśı que
f(V ) = f(x) c.s. y en consecuencia

E[f(V )] =

∫
Ω

f(V )(ω) dP(ω) =

∫
Ω

f(x) dP(ω) = f(x),

por lo tanto x = E[V ].

7Esta última hipótesis solo es necesaria cuando no suponemos la separabilidad del espacio
X.
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d) Por hipótesis E[A] ∈ R, entonces elegimos x0 := E[A]x ∈ X y sea f ∈ X∗,
entonces

f(x0) = f(E[A]x) = E[A]f(x) = E[f(x)A] =

∫
Ω

f(x)A(ω) dP(ω)

=

∫
Ω

f(V )(ω)A(ω) dP(ω) =

∫
Ω

f(V A)(ω) dP(ω) = E[f(AV )]

por lo tanto E[AV ] = x0 = E[A]x.

e) Como h : X → Y es lineal y continua, por la proposición 1.1.1 h(V ) es
un elemento aleatorio en Y . Ahora, sea g ∈ Y ∗, g : Y → R, entonces la
composición g ◦h : X → R es lineal y continua, de modo que g ◦h ∈ X∗ para
cada g ∈ Y ∗. Entonces,

g(h(E[V ])) = (g ◦ h)(E[V ])

= E[(g ◦ h)(V )] (pues por hipótesis E[V ] existe y g ◦ h ∈ X∗)
= E[g(h(V ))].

Por lo tanto h(E[V ]) es la esperanza del elemento aleatorio h(V ) en Y, es
decir, h(E[V ]) = E[h(V )].

f) Claramente si E[V ] = 0 entonces ‖E[V ]‖ = 0 ≤ E‖V ‖. Aśı, supongamos
que E[V ] 6= 0, entonces por el corolario A.2.5 del Teorema de Extensión de
Hahn-Banach, existe f ∈ X∗ tal que ‖f‖ = 1 y f(E[V ]) = ‖E[V ]‖. Entonces

‖EV ‖ = f(E[V ]) ≤ |f(E[V ])| = |E[f(V )]|
≤ E|f(V )| ≤ E [ ‖f‖‖V ‖ ] = E‖V ‖

por lo tanto ‖EV ‖ ≤ E‖V ‖.

�

Definición 1.3.4. Diremos que un elemento aleatorio V en X es de orden p
débil o débilmente p-integrable si

E [|f(V )|p] =

∫
Ω

|f(V )|p dP <∞

para todo f ∈ X∗. Y será de orden p fuerte o fuertemente p-integrable si

E [‖V ‖p] =

∫
Ω

‖V ‖p dP <∞.

Como podemos intuir, ser de orden fuerte implica ser de orden débil. En
efecto, como cada f ∈ X∗ es una función continua, existe M > 0 tal que
|f(x)| ≤M‖x‖ para cada x ∈ X, y por monotońıa de la integral de Lebesgue,

E[|f(V )|p] ≤ E[Mp‖V ‖p] = MpE[‖V ‖p].
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Comentario. También se dice que la distribución de V es de orden p débil.
Respectivamente para el orden p fuerte. Y se puede probar que el orden p débil
implica el orden p fuerte cuando el espacio X es de dimensión finita (ver por
ejemplo [38] pág. 104 corolario de Teo. 2.1).

Introducimos ahora los espacios ((Lp)) pero para elementos aleatorios (fun-
ciones de Ω en X).

Definición 1.3.5. Denotamos por Lp(Ω,F ,P;X), o en breve Lp(Ω;X), al con-
junto de clases de equivalencias de elementos aleatorios en X (con X separable)
que tienen orden p fuerte para p ∈ (0,∞).

Lp(Ω;X) resulta tener estructura de espacio vectorial y es normado con la
Lp-norma (para p ≥ 1) dada por

‖V ‖p := (E [‖V ‖p])
1
p =

(∫
Ω

‖V ‖p dP
) 1
p

para cada V ∈ Lp(Ω;X). Más aún, Lp(Ω;X) es de Banach si X lo es.
Por L∞(Ω,F ,P;X) = L∞(Ω;X) entenderemos al espacio de clases de equi-

valencias de elementos aleatorios esencialmente acotados con la norma

‖V ‖∞ = ess sup ‖V (ω)‖.

A los espacios espacios de Lebesgue clásicos (cuando X = R) los denotaremos
por Lp(Ω;R), Lp(R) o simplemente Lp. Para más información sobre el orden
débil, fuerte, y los espacios Lp(Ω;X) remitimos al lector al caṕıtulo 2 sección 2
de [38].

Un caso particularmente interesante cuando E[V ] existe es cuando V es
débilmente integrable y el espacio X es reflexivo.

Proposición 1.3.2. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si V es un elemento
aleatorio de orden 1 débil, entonces E[V ] existe. Más aún, V es Pettis integrable.

Demostración. Para cada A ∈ F , definimos el operador lineal T : X∗ → R dado
por

T (f) =

∫
A

f(V ) dP

para cada f ∈ X∗. Afirmamos que T es continuo. Para ello veamos que tiene
gráfica cerrada. Sea (fn)n una sucesión enX∗ tal que ĺımn fn = f y ĺımn T (fn) =
y. Como V es de orden 1 débil y fn ∈ X∗ para cada n, entonces la composición
fn(V ) es integrable, aśı, por el teorema de convergencia dominada

y = ĺım
n→∞

T (fn) = ĺım
n→∞

∫
A

fn(V ) dP

=

∫
A

ĺım
n→∞

fn(V ) dP =

∫
A

f(V ) dP

= T (f).
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Por lo tanto T tiene gráfica cerrada. El teorema de la gráfica cerrada (ver
A.2.3) garantiza que T es continuo y por tanto T ∈ X∗∗. Pero como X es
reflexivo, existe m ∈ X tal que T (f) = f(m). Es decir, E[V IA] existe para cada
A ∈ F y por lo tanto V es Pettis integrable. En particular, si A = Ω, E[V ]
existe. �

El siguiente es un criterio que utilizaremos a lo largo del texto para garantizar
la existencia de la esperanza de un elemento aleatorio, e ilustra la relación entre
la integral de Pettis y la integral de Bochner (que presentamos en la siguiente
sección).

Lema 1.3.3. Sea X un espacio de Banach separable, y sea V : Ω → X un
elemento aleatorio. Si E[‖V ‖] <∞, entonces E[V ] existe.

Demostración. Hagamos dos casos.

Caso 1. Si V : Ω→ X es un elemento aleatorio discreto, digamos, V (ω) = an
si ω ∈ An, donde ak 6= am si k 6= m y Ω =

⋃∞
n=1An. Por hipótesis E‖V ‖ <∞,

es decir

E‖V ‖ =

∫
Ω

‖V ‖ dP =

∞∑
n=1

‖an‖P[V = an] <∞.

Como X es de Banach, toda serie absolutamente convergente es convergente y
por lo tanto

∞∑
n=1

anP[V = an] converge en X

denotemos por x a este elemento, es decir, x =
∞∑
n=1

anP[V = an]. Ahora, sea

f ∈ X∗, entonces

f(x) = f

( ∞∑
n=1

anP[V = an]

)
= f

(
ĺım
m→∞

m∑
n=1

anP[V = an]

)

= ĺım
m→∞

f

(
m∑
n=1

anP[V = an]

)
= ĺım
m→∞

m∑
n=1

f(an)P[V = an]

=
∞∑
n=1

f(an)P[V = an] = E[f(V )]

Por lo tanto x ∈ X es la esperanza de V .

Caso 2. Sea V : Ω → X un e.a. arbitrario, por la proposición 1.1.5 existe
(Vn)n una sucesión de e.a. discretos tales que Vn converge uniformemente V.
Entonces dado ε > 0 existe N > 0 tal que ‖V − Vn‖ < ε siempre que n ≥ N .
Utilizando la desigualdad del triángulo inversa; | ‖V ‖ − ‖Vn‖ | ≤ ‖V − Vn‖,
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tenemos lo siguiente

−ε < ‖V ‖ − ‖Vn‖ < ε

−ε < E[‖V ‖ − ‖Vn‖] < ε

−ε < E‖V ‖ − E‖Vn‖ < ε

De modo que |E‖V ‖ − E‖Vn‖| < ε para cada n ≥ N , y como por hipótesis
E‖V ‖ <∞, entonces E‖Vn‖ es finito (existe) para cada n ≥ N . Aśı, considera-
mos la sucesión (Vm)m≥N , por el Caso 1 tenemos que E[Vm] existe para cada
m.

Afirmamos que (E[Vm])m es una sucesión de Cauchy. En efecto, como (Vn)n
es una sucesión convergente, (Vm)m≥N también lo es, y por lo tanto es de
Cauchy. Luego, dado ε > 0, ‖Vp − Vq‖ < ε si p, q ≥ N0 para alguna N0 ≥ 1,
entonces por el teorema 1.3.1 incisos (a) y (f),

‖E[Vp]− E[Vq]‖ = ‖E[Vp − Vq]‖ ≤ E [‖Vp − Vq‖] < ε.

Pero como X es de Banach existe x ∈ X tal que ĺım
m→∞

E[Vm] = x. Veamos ahora

que x = E[V ]. Sea f ∈ X∗, entonces

f(x) = f
(

ĺım
m→∞

E[Vm]
)

= ĺım
m→∞

f(E[Vm])

= ĺım
m→∞

E[f(Vm)] (pues la esperanza de Vm existe para cada m)

= E
[

ĺım
m→∞

f(Vn)
]

(por teo. de Convergencia Dominada)

= E[f(V )]

Por tanto x = E[V ]. Concluimos entonces que E[V ] existe. �

Observación 1.3.1. Podemos aplicar el Teorema de Convergencia Domi-
nada de Lebesgue a la sucesión de funciones (f(Vn))m pues:

1. f(Vm) : Ω → R es medible para cada m, al ser composición de funciones
medibles.

2. Como Vm → V y f es continua, entonces f(Vm)→ f(V ), donde V es me-
dible por ser ĺımite de funciones medibles. Luego f(V ) es también medible.

3. Como f ∈ X∗, f satisface que |f(Vm(ω))| ≤ ‖f‖‖Vm(ω)‖.
Observemos que por ser f continuo, ‖f‖ ≤M . Por otra parte, (Vm)m con-
verge a V , aśı que para ε = 1 tenemos que ‖Vm − V ‖ < 1 si m ≥ K para
alguna K > 0. Utilizando la desigualdad del triángulo inversa, si m ≥ K
entonces ‖Vm‖ − ‖V ‖ < 1, es decir, ‖Vm‖ < 1 + ‖V ‖.
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De modo que eligiendo L = máx{1 + ‖V ‖, ‖VN‖, ‖VN+1‖, . . . , ‖VK−1‖}
obtenemos que ‖Vm‖ < L para toda m, es decir, es una sucesión acotada.

Entonces, |f(Vm(ω))| ≤ ‖f‖‖Vm(ω)‖ < ML = L0 para cada ω ∈ Ω. Al ser
L0 una constante, es Lebesgue integrable.

Por lo tanto ĺımm→∞ E[f(Vm)] = E [ĺımm→∞ f(Vm)].

1.3.2. Esperanza condicional I

Adicionalmente podemos definir el concepto de esperanza condicional para
elementos aleatorios. En contraste con el caso clásico, esta nueva esperanza
condicional no debe su existencia al teorema de Radon-Nikodým (pues en primer
lugar debeŕıamos justificar que tal teorema es posible para funciones definidas
de Ω en X), sino a un teorema de extensión de operadores lineales.

En concreto, la idea es definir la esperanza condicional primero en un subes-
pacio denso de elementos aleatorios, mostrar que actúa de manera lineal y conti-
nua en él, para después mediante el teorema A.2.7 extenderlo a todo el espacio.
El subespacio del que hablamos es el de las funciones simples. Recordamos a
continuación esta definición.

Definición 1.3.6. Un elemento aleatorio V : Ω→ X se llama simple si y solo si
existe n ∈ N, existen x1, x2, . . . , xn ∈ X distintos, y existen A1, A2, . . . , An ∈ F
ajenos dos a dos con P(Ai) <∞ tal que

V (ω) =
n∑
i=1

xiIAi .

A la expresión del lado derecho de la igualdad anterior se le conoce como repre-
sentación de V.

Como consecuencia de la definición todo elemento aleatorio simple es Pettis
integrable, más aún,

E[V IA] =
n∑
i=1

xiP(A ∩Ai)

para cada A ∈ F . En efecto, si f ∈ X∗ entonces

E[V IA] =

∫
A

f(V ) dP =

∫
A

f

(
n∑
i=1

xiIAi

)
dP =

∫
A

n∑
i=1

f (xiIAi) dP

=
n∑
i=1

∫
A

f (xi) IAi dP =
n∑
i=1

∫
A∩Ai

f (xi) dP =
n∑
i=1

f (xi)P(A ∩Ai)

= f

(
n∑
i=1

xiP(A ∩Ai)

)
.
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Ahora, para que esta sea una buena definición, no debe depender de la represen-
tación de V , es decir, si V =

∑m
j=1 yjIBj (donde yj ∈ X, Bj ∈ F y P(Bj) <∞

y Bk ∩Bl = ∅ si l 6= k) entonces para cada A ∈ F ,

E[V IA] =
n∑
i=1

xiP(A ∩Ai) =
m∑
j=1

yjP(Bj ∩A).

Para ver esto podemos suponer sin pérdida de generalidad que (Ai)
n
i=1 y (Bj)

m
j=1

son particiones de A (cada sucesión es de elementos disjuntos cuya unión da A),
luego Ai = A ∩Ai = ]mj=1Bj ∩Ai y por tanto

n∑
i=1

xiP(A ∩Ai) =
n∑
i=1

xiP(]mj=1Bj ∩Ai) =
n∑
i=1

xi

m∑
j=1

P(Ai ∩Bj)

=

n∑
i=1

m∑
j=1

xiP(Ai ∩Bj)

=
n∑
i=1

m∑
j=1

yiP(Ai ∩Bj)

=
m∑
j=1

yj

n∑
i=1

P(Ai ∩Bj) =
m∑
j=1

yjP(A ∩Bj)

Note que la cuarta igualdad se da pues si Ai ∩Bj 6= ∅, entonces xi = yj .

Proposición 1.3.4. Sea X un espacio de Banach separable. El conjunto de
elementos aleatorios simples, S = {s : Ω → X : s es simple}, es denso en
L1(Ω;X).

Demostración. Sea ε > 0, como X es separable sea D = {dn : n ≥ 1} un denso
numerable. Para cada n ∈ N definimos los conjuntos An = {x : ‖x− dn‖ < ε

4},
observe que son tales que

⋃∞
n=1An = X. Y como en el lema 1.1.4 los ajenizamos

de la siguiente manera:

B1 = A1

Bn = An \
n−1⋃
i=1

Ai (para n ≥ 2).

De este modo {Bn} forma una partición numerable de X que además sa-
tisface que diam(Bn) < ε

2 para cada n (pues Bn ⊂ An donde An es una bola
abierta de radio ε

4 ).
Sea V ∈ L1(Ω;X), y definamos S : Ω→ X como S(ω) =

∑∞
n=1 xnI{V ∈Bn}(ω)

donde xn ∈ Bn. Sea ω ∈ Ω, entonces

‖V (ω)− S(ω)‖ =

∥∥∥∥∥V (ω)−
∞∑
n=1

xnI{V ∈Bn}(ω)

∥∥∥∥∥ < ε

2
,
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pues necesariamente V (ω) ∈ Bn0 para alguna n0 ∈ N, como además xn0 ∈ Bn0

y diam(Bn0) < ε
2 ,

‖V (ω)− S(ω)‖ = ‖V (ω)− xn0
‖ < ε

2
,

por lo tanto S ∈ L1(Ω;X), o sea, E[‖S‖] =
∑∞
n=1 ‖xn‖P(V ∈ Bn) < ∞. Aśı

que existe N > 0 tal que

∞∑
n=N+1

‖xn‖P(V ∈ Bn) <
ε

2
.

Entonces elegimos a la función simple S′ =
∑N
n=1 xn · I{V ∈Bn}, esta satisface

que

‖V − S′‖1 = E[‖V − S′‖] ≤ E[‖V − S‖] + E[‖S − S′‖] < ε

2
+
ε

2
= ε.

Por tanto, el conjunto de elementos aleatorios simples es denso en L1(Ω;X). �

Corolario 1.3.5. El conjunto de funciones simples es denso en Lp(Ω;X) para
cada p ∈ [1,∞).

Demostración. Para ello basta observar que Lp(Ω;X) ⊂ L1(Ω;X) y además
S ⊂ Lp(Ω;X) para cada p ≥ 1. �

Impĺıcitamente, en la prueba del lema 1.3.3, usamos que el espacio de las
funciones simples es denso en L1.

Definición 1.3.7. Sea V : (Ω,F ,P) → X un elemento aleatorio, y sea G una
sub-σ-álgebra de F . La esperanza condicional de V dada la σ-álgebra G es el
elemento aleatorio Z : Ω→ X único c.s., medible respecto a G y tal que satisface

E[ZIB ] :=

∫
B

Z dP =

∫
B

V dP =: E[V IB ] (1.10)

para cada B ∈ G. Designaremos por E[V | G] o también EG [V ] a la esperanza
condicional de V dado G.

Hacemos hincapié en que las integrales de la identidad (1.10) son de Pettis.

Teorema 1.3.6. Sea X un espacio de Banach separable y V un elemento alea-
torio en X. Sea G una sub-σ-álgebra de F . Si V ∈ L1(Ω;X), entonces E[V | G]
existe.

Demostración. Supongamos que V es simple, es decir, V =
∑m
n=1 xn ·IAn donde

xn ∈ An, An ∈ F y Ai ∩Aj = ∅ si i 6= j. Afirmamos que

E[V | G] =
m∑
n=1

xnE[IAn | G],
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donde E[IA| G] es la esperanza condicional de IA : Ω→ R ∈ Lp(R), la cual existe
debido al teorema de Radon-Nikodým (y que además define a la probabilidad
condicional). En efecto,∫

B

m∑
n=1

xnE[IAn | G] dP =
m∑
n=1

∫
B

xnE[IAn | G] dP =
m∑
n=1

xn

∫
B

E[IAn | G] dP

(∗)
=

m∑
n=1

xn

∫
B

P(An| G) dP (∗)
=

m∑
n=1

xnP(An ∩B) dP

=

∫
B

V dP.

(Comprobar que E[V |G] no depende de la representación V es análogo a lo que
hicimos cuando probamos que E[V ] no depend́ıa de tal representación). Más
aún, E[ · |G] es lineal en S = {S : Ω → X : S es simple}. Tomemos U y W
funciones simples, a, b ∈ R y sea C ∈ G, entonces∫

C

(aU + bW ) dP =

∫
C

aU dP +

∫
C

bW dP

= a

∫
C

U dP + b

∫
C

W dP

=

∫
C

aE[U |G] dP +

∫
C

bE[W |G] dP

=

∫
C

(aE[U |G] + bE[W |G]) dP

Es decir, E[aU + bW |G] = aE[U |G] + bE[W |G] casi seguramente8. Además, si
V ∈ S, entonces

‖E[V |G]‖1 =

∫
Ω

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

xnE[IAn | G]

∥∥∥∥∥ dP ≤
∫

Ω

m∑
n=1

‖xn‖E[IAn | G] dP

=

m∑
n=1

‖xn‖
∫

Ω

E[IAn | G] dP =

m∑
n=1

‖xn‖P(An ∩ Ω) = ‖V ‖1.

Es decir, E[ · |G] : S → L1(Ω,G,P;X) es un operador lineal y acotado (por tanto
continuo) definido un subespacio denso de L1(Ω;X), por lo tanto E[ · |G] tiene
una extensión lineal y continua en L1(Ω;X) que igualmente denotaremos por
E[ · |G] : L1(Ω,F ,P;X) → L1(Ω,G,P;X). Tal operador es llamado operador
de esperanza condicional con respecto a la σ-álgebra G. �

*Comentario. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, G una sub-σ-álge-
bra de de F ; y sea A ∈ F fijo pero arbitrario. Entonces existe una función

8Note que solo usamos la linealidad de la integral de Pettis establecida en el teorema 1.3.1
y no que U y W sean simples, aśı que esta prueba funciona para el caso general una vez
establecida la existencia de la esperanza condicional.
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P(A|G) : (Ω,F) → (R,B(R)), llamada probabilidad condicional de A dado G,
tal que ∫

B

P(A|G) dP = P(B ∩A)

para cada B ∈ G. Cualesquiera dos funciones que cumplan lo anterior deben
coincidir casi seguramente, y de hecho P(A|G) = E[IA|G] c.s.

Como hemos comentado antes, la existencia de la probabilidad condicional
está garantizada por el teorema de Radon-Nikodým (tomando λ(B) = P(A∩B)
para cada B ∈ G, λ resulta ser una función numerablemente aditiva en G y
absolutamente continua respecto a P).

En la siguiente sección estudiaremos más en detalle el teorema de Radon-
Nikodým para funciones de Ω en X y justificaremos que el método de prueba
del teorema anterior es necesario pues daremos un ejemplo (en la proposición
1.4.14) que muestra que existe una función F σ-aditiva con valores en X y
defina en F tal que F(A) = 0 siempre que P(A) = 0 pero que no es la integral
indefinida de ninguna función con respecto a P.

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio de Banach separable. Sea V ∈ L1(Ω,F ,P;X)
y consideremos H ⊂ G dos sub-σ-álgebras de F . Entonces,

1. E [E [V |G]] = E [V ] c.s.

2. E[aU+bV |G] = aE[U |G]+bE[V |G] c.s., donde a, b ∈ R y U ∈ L1(Ω,F ,P;X).

3. Si A = {∅, X}, entonces E [V |A] = E[V ] c.s.

4. Si V ∈ L1(Ω,G,P;X), entonces E [V |G] = V c.s.

5. E [E [V |G] |H] = E [V |H] c.s.

6. Si T : X → Y es un operador lineal continuo, donde Y es otro espacio de
Banach separable, entonces E [T (V )|G] = T (E [V |G]) c.s.

Demostración. 1. Es claro haciendo B = Ω en (1.10), es decir,∫
Ω

E [V |G] dP =

∫
Ω

X dP = E [V ] .

2. Ya está hecho (ver prueba del teorema 1.3.6).

3. Basta observar que ∫
A

V dP =

∫
A

E [V ] dP

para A ∈ A = {∅,Ω}.

4. Como V es medible respecto a G, V ya satisface (1.10), i.e.,∫
B

V dP =

∫
B

V dP
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para cada B ∈ G, aśı que E [V |G] = V. Por cumplir esta propiedad se
dice que el operador E [·|G] define una proyección de L1(Ω,F ,P;X) en
L1(Ω,G,P;X), y no solo eso, ‖E [·|G] ‖ = 1.

5. Dado B ∈ H ⊂ G, entonces∫
B

E [E [V |G] |H] dP =

∫
B

E [V |G] dP =

∫
B

V dP.

Por tanto E [E [V |G] |H] = E [V |H] . Adicionalmente, por el inciso anterior:
E [E [V |H] |G] = E [V |H] .

6. Es consecuencia de la definición 1.3.7 y del teorema 1.3.1 inciso (e) (la
integral de Pettis ((conmuta)) con operadores lineales continuos). Aśı:∫

B

T (E [V |G]) dP = T

(∫
B

E [V |G] dP
)

= T

(∫
B

V dP
)

=

∫
B

T (V ) dP =

∫
B

E [T (V )|G] dP.

�

Vale la pena mencionar que el operador de esperanza condicional puede no
estar definido para elementos aleatorios que solo son Pettis integrables (observe
que en el teorema 1.3.6 hemos pedido una condición más fuerte que ser Pettis
integrable (según lo visto en el lema 1.3.3), esta es: V ∈ L1(Ω;X), más adelante
veremos que esta condición es equivalente a ser Bochner integrable). Este pro-
blema fue estudiado primero (según N. Vakhania [38]) por V. I. Rybakov en [31]
y posteriormente por G. E. F. Thomas en [37]. La importancia de la esperan-
za condicional para elementos aleatorios con valores en un espacio de Banach
radica en que ahora se puede definir (extender) el concepto de martingalas a
espacios de Banach, y no solo eso, también se pueden estudiar teoremas ĺımites
para estos objetos. No tocaremos este tema en esta tesis pero referimos al lector
interesado a los libros [11], [12] y [38] para un primer acercamiento.

1.4. Esperanza como integral de Bochner

Como hemos comentado antes, hay otra manera de definir la esperanza de un
elemento aleatorio con valores en un espacio de Banach y es mediante mediante
la integral de Bochner. Como veremos a continuación, la integral de Bochner
resulta ser una generalización de la integral de Lebesgue por lo que algunos
autores afirman que se trata de la integral de Lebesgue con signos de norma en
lugar de valor absoluto. Este en general es el caso, sin embargo un resultado
prueba que no es aśı: la integral de Bochner no cumple el Teorema de Radon-
Nikodým.
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Para llegar a estudiar el teorema de Radon-Nikodým damos una pequeña
introducción al tema de medidas vectoriales, posteriormente introducimos dos
nuevos conceptos de medibilidad de funciones con valores en un espacio de
Banach para dar un teorema que les caracteriza: el teorema de medibilidad de
Pettis, el cual nos permitirá dar otra la definición (equivalente) de elemento
aleatorio.

Vamos a denotar por E(Ω,F ,P;X) := E al espacio de funciones f : Ω → X
donde (X, ‖ · ‖X) es un espacio de Banach (no necesariamente separable) y
(Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad (o más general, un espacio de medida
(σ-)finito).

1.4.1. Medidas vectoriales

Definición 1.4.1. Una medida vectorial en X es una función F : F → X tal
que

F

( ∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

F(En)

para cada sucesión (En)n en F de elementos disjuntos dos a dos, i.e., Ei∩Ej = ∅
si i 6= j, y donde la convergencia de la serie se da respecto a la norma de X.

En tal caso se dice que F es numerablemente aditiva. Cuando la igualdad
anterior se da solamente para una cantidad finita de elementos disjuntos de F
se dice que F es una medida vectorial finitamente aditiva.

Ejemplo 1.4.1. Sea T : L1([0, 1]) → X una función lineal y continua, y para
cada subconjunto E Lebesgue medible del intervalo [0, 1] definamos F(E) =
T (χE). Afirmamos que F es una medida vectorial.

Primero notemos que F es finitamente aditiva, pues si E1, E2 son dos subcon-
juntos disjuntos y Lebesgue medibles del intervalo unitario, entonces χE1∪E2

=
χE1

+ χE2
y por tanto

F(E1 ∪ E2) = T (χE1∪E2
) = T (χE1

+ χE2
) = T (χE1

) + T (χE2
)

= F(E1) + F(E2).

Ahora observemos que para cada E ⊂ [0, 1] Lebesgue medible se satisface que
‖F(E)‖ ≤ λ(E)‖T‖, donde λ denota a la medida de Lebesgue. En efecto,

‖F(E)‖ = ‖T (χE)‖ ≤ ‖T‖ ‖χE‖1 = ‖T‖λ(E).

Luego, si (En)n es una sucesión de conjuntos Lebesgue medibles disjuntos dos
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a dos en el [0, 1], entonces

ĺım
m→∞

∥∥∥∥∥F
( ∞⋃
n=1

En

)
−

m∑
n=1

F(En)

∥∥∥∥∥ = ĺım
m→∞

∥∥∥∥∥F
( ∞⋃
n=1

En

)
− F

(
m⋃
n=1

En

)∥∥∥∥∥
= ĺım
m→∞

∥∥∥∥∥F
( ∞⋃
n=m+1

En

)∥∥∥∥∥
≤ ĺım
m→∞

λ

( ∞⋃
n=m+1

En

)
‖T‖ = 0

Y por lo tanto

F

( ∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

F(En).

Definición 1.4.2. Decimos que la medida vectorial F es absolutamente con-
tinua con respecto a P, y lo denotamos por F� P, si y solo si F(A) = 0 para
todo A ∈ F con P(A) = 0.

También se dice que F es una medida vectorial P-continua.

Definición 1.4.3. La variación de F en un conjunto A ∈ F es

|F|(A) = sup

n∑
i=1

‖F(Ai)‖,

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones finitas A1, A2, . . . , An ⊂
A de elementos disjuntos dos a dos en F con A =

⋃n
k=1An. A toda sucesión

finita de subconjuntos de A que cumpla lo anterior se le llama partición (finita)
de A. En términos de particiones de A, la variación de F se escribe como

|F|(A) = sup
π

∑
B∈π
‖F(B)‖

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas π de A.

Cuando |F|(Ω) <∞ diremos que F es una medida de variación finita.
En la siguiente subsección definiremos a la integral de Bochner y daremos el

ejemplo más importante de medida vectorial de variación finita que nos ocupa:
A saber, si V es un elemento aleatorio Bochner integrable, F(E) = E [V IE ] para
cada E ∈ F . No solo eso, mostraremos que su variación en Ω es exactamente
E [‖V ‖]. (Aqúı el śımbolo E[ · ] representa a la integral de Bochner de V .)

Definición 1.4.4. La semivariación de una medida vectorial F en un conjunto
A ∈ F es

‖F‖(A) = sup {|x∗(F)|(A) : x∗ ∈ X∗, ‖x‖ ≤ 1} ,

donde |x∗(F)| es la variación de la medida real-valuada x∗(F).
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Cuando ‖F‖(Ω) < ∞ diremos que F es una medida de semivariación
finita.

Varios resultados pueden ser establecidos respecto a la variación y la semi-
variación de una medida vectorial F pero no es nuestro propósito presentarlos
aqúı. Pueden consultarse en [11] (ver caṕıtulo 1).

1.4.2. La integral de Bochner

La integral de Bochner es la integral de una función con valores en un espacio
de Banach respecto a una medida con valores escalares. Pertenece a la familia
de las aśı llamadas integrales fuertes (la integral de Pettis es también llamada
integral débil).

En contraste con la integral de Pettis, las funciones simples tienen un papel
más importante para definir a la integral de Bochner, recordemos su definición.

Definición 1.4.5. Una función s ∈ E es simple, si y solo si para alguna n ∈ N
existen x1, x2, . . . , xn ∈ X y existen E1, E2, . . . , En ∈ F , con P(Ei) < ∞ para
cada 1 ≤ i ≤ n, tales que

s(ω) =

n∑
i=1

χEi(ω) · xi donde χEi(ω) =

{
1 si ω ∈ Ei
0 si ω /∈ Ei

.

Note que de entre estas formas de representar a s existe una única repre-
sentación, llamada representación estándar de s, caracterizada por el he-
cho de que cada xi es distinto y los conjuntos Ei son disjuntos. En efecto,
si x1, x2, . . . , xn son los distintos valores que toma s, para cada i tomamos
Ei = s−1({xi}) = {ω ∈ Ω : s(ω) = xi}.
Aunque no es necesario, vamos a pedir que la sucesión (Ei)

n
i=1 en la definición

1.4.5 sea de elementos disjuntos dos a dos.

Definición 1.4.6. Una función f ∈ E es llamada P-medible o fuertemente
medible si existe una sucesión de funciones simples (fn)n tales que

ĺım
n→∞

‖fn − f‖ = 0 c.s.

Definición 1.4.7. Una función f ∈ E es llamada débilmente P-medible o
escalarmente medible si para todo x∗ ∈ X∗ la composición x∗(f) : Ω→ R es
P-medible.

Como podemos intuir medibilidad fuerte implica medibilidad débil. Esto se
justifica de la siguiente manera: Tomemos f una función fuertemente medible,
entonces existe (fn)n una sucesión de funciones simples tal que ĺımn→∞ ‖f −
fn‖ = 0 c.s., donde cada fn es de la forma

∑mn
i=1 χEi,n · xi,n. Tomemos ahora

x∗ ∈ X∗, entonces, como ésta es lineal, se cumple que para cada entero positivo
n,

x∗(fn) = x∗

(
mn∑
i=1

χEi,n · xi,n

)
=

mn∑
i=1

χEi,n · x∗ (xi,n) ,
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por tanto x∗(fn) es simple para todo n. Más aún, como cada x∗ es también
continuo,

ĺım
n→∞

‖x∗(f)− x∗(fn)‖ = ĺım
n→∞

‖x∗(f − fn)‖ ≤ ĺım
n→∞

‖x∗‖‖f − fn‖ = 0 c.s.

y por lo tanto f es débilmente medible. La implicación inversa en general no
se da, el resultado más conocido en esta dirección es el Teorema de Medibilidad
de Pettis, el cuál no solo se limita a dar las condiciones para la ya antes co-
mentada implicación de regreso sino que proporciona una forma de caracterizar
a todas las funciones fuertemente medibles de Ω en X. Antes de presentarlo
necesitaremos de algunos resultado, entre ellos está la generalización del clásico
teorema de Egorov.

Lema 1.4.1. Si f : Ω→ X es P-medible, entonces ‖f‖ : Ω→ R es P-medible.

Demostración. Como f es P-medible existe (fn)n sucesión de funciones simples
tal que ĺımn→∞ fn(ω) = f(ω) para casi todo ω ∈ Ω. Note entonces que la
función real valuada ‖fn(ω)‖ es simple para cada n. Más aún,

|‖f(ω)‖ − ‖fn(ω)‖| ≤ ‖f(ω)− fn(ω)‖

por lo tanto ĺımn→∞ ‖fn(ω)‖ = ‖f(ω)‖, es decir, ‖f‖ es P-medible. �

Teorema 1.4.2 (Egorov). Sea (Ω,F ,P) un espacio de medida finito. Suponga-
mos f ∈ E es una función P-medible y que (fn)n es una sucesión de funciones
P-medibles de Ω en X que convergen c.s. a f en algún subconjunto medible E
(y de medida finita), entonces para cada ε > 0, existe un subconjunto medible
F ⊂ E con P(F ) < ε y tal que (fn)n converge uniformemente a f en E \ F .

Demostración. Dado ε > 0 y n ∈ N tomemos (εn)n una sucesión decreciente a

0, ĺımn→∞ εn = 0, y sea δn =
ε

2n
. Sea N el subconjunto nulo de E donde la

sucesión (fn)n no convergeH a f . Definimos

Gn,k = {ω ∈ E \ N : ‖fk(ω)− f(ω)‖ ≥ εn},

observemos que Gn,k es efecto medible: aplicando el lema 1.4.1 a la función
fk−f, que es P-medible, obtenemos que ‖fk−f‖ : Ω→ R es también P-medible
en R y por tanto medible. Luego el conjunto de puntos donde una función (real)
medible pierde o le gana a una constante es medible. También definimos

En,K =

∞⋃
k=K

Gn,k = {ω ∈ E \ N : ‖fk(ω)− f(ω)‖ ≥ εn para alguna k ≥ K},

para cada K ≥ 1. Entonces En,K también es medible y claramente cumple que
En,K+1 ⊂ En,K . Por otra parte notemos que si ω ∈ E \ N , entonces fn(ω) →
f(ω), por lo tanto existe N0 ≥ 1 tal que ω /∈ En,N0 , es decir,

⋂∞
K=1En,K = ∅.

En consecuencia

0 = P

( ∞⋂
K=1

En,K

)
= ĺım
K→∞

P(En,K),
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entonces existe un Kn ≥ 1 (depende de εn y por tanto de n) tal que

P(En,Kn) = P({ω ∈ E \ N : ‖fk(ω)− f(ω)‖ ≥ εn p.a. k ≥ Kn}) < δn.

Sea Fn = En,Kn , entonces P(Fn) < δn y además

(E \ N ) \ Fn = {ω ∈ E \ N : ‖fk(ω)− f(ω)‖ < εn para todo k ≥ Kn}.

Tomando F = N ∪ (
⋃∞
n=1 Fn), tenemos que

P(F ) ≤
∞∑
n=1

P(Fn) <
∞∑
n=1

ε

2n
= ε

y además E \ F =
⋂∞
n=1(E \ N ) \ Fn. Como εn → 0, dado δ > 0 existe n ≥ 1

tal que εn < δ y en consecuencia

‖fk(ω)− f(ω)‖ < δ

si k ≥ Kn, y esto ocurre para todo ω ∈ E \ F . Por tanto la sucesión (fn)n
converge uniformemente a f en E \ F. �

Teorema 1.4.3 (de Medibilidad de Pettis). Una función f ∈ E es P-medible,
si y solo si

i. f es de valores P-escencialmente separables, es decir, existe E ∈ F con
P(E) = 0 tal que f(Ω \ E) es un subconjunto separable (respecto a la
topoloǵıa de la norma) de X.

ii. f es débilmente P-medible.

Demostración. (⇒) Como f es P-medible existe una sucesión de funciones sim-
ples (fn)n tal que

ĺım
n→∞

‖fn(ω)− f(ω)‖ = 0 c.s.

Por el teorema de Egorov, para cada n ≥ 1 existe un conjunto En ∈ F tal que
P(En) < 1

n y ĺımn→∞ fn = f uniformemente en Ω \ En.

Notemos fn tiene rango a lo más numerable pues es simple para cada n,
y si x ∈ f(Ω \ Em) entonces x = f(ω) para algún ω ∈ Ω \ Em, recordemos
que fn → f uniformemente en Ω \ Em (y esto para cada m), en particular
fn(ω) → f(ω) = x. Aśı, si xn := fn(ω) para cada n, entonces (xn)n es una
sucesión en

⋃
n∈N fn(Ω) tal que xn → x, por lo tanto

f(Ω \ Em) ⊂
⋃
n∈N

fn(Ω).
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Es decir, el rango f(Ω\Em) está contenido en un métrico separable y por tanto
también separable9, y esto para cada m. Y como

f

( ∞⋃
m=1

Ω \ Em

)
=
∞⋃
m=1

f(Ω \ Em)

entonces f (
⋃∞
m=1 Ω \ Em) es separable. Además, Ω\(

⋃∞
m=1 Ω \ Em) =

⋂∞
m=1Em

es un conjunto de medida cero pues P(Em) < 1
m para cada m. Esto prueba la

parte (i) del enunciado. La parte (ii) ya la hemos comentado previamente (ver
comentario previo al lema 1.4.1).

(⇐) Sea E ∈ F tal que P(E) = 0 y f(Ω \ E) es separable. Sea D = {dn :
n ≥ 1} un subconjunto denso numerable en f(Ω \ E). Por el corolario A.2.5 de
Hanh-Banach existe una sucesión (x∗n)n en X∗ tal que

‖x∗n‖ = 1, x∗n(dn) = ‖dn‖, n = 1, 2, . . .

Recordemos que (como consecuencia del corolario A.2.5) para cada x ∈ X,

‖x‖ = sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ ≤ 1}.

Afirmamos que para cada ω ∈ Ω \ E,

‖f(ω)‖ := sup{|x∗(f(ω))| : x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ ≤ 1} = sup
n≥1
|x∗n(f(ω))|.

En efecto, sea ω ∈ Ω \ E. Como D es denso en f(Ω \ E) existe una sucesión
(dnk)k en D tal que dnk → f(ω). Aśı, para cada ε > 0 existe K > 0 tal que

|‖f(ω)‖ − ‖dnk‖| ≤ ‖f(ω)− dnk‖ <
ε

2

si k ≥ K. Entonces, para k suficientemente grande

|x∗nk(f(ω))| ≤ ‖f(ω)‖ ≤ ‖dnk‖+
ε

2
= x∗nk(dnk) +

ε

2

= x∗nk(dnk − f(ω) + f(ω)) +
ε

2

= x∗nk(dnk − f(ω)) + x∗nk(f(ω)) +
ε

2

≤ ‖x∗nk‖‖dnk − f(ω)‖+ |x∗nk(f(ω))|+ ε

2

≤ 1 · ε
2

+ |x∗nk(f(ω))|+ ε

2
= |x∗nk(f(ω))|+ ε.

9Todo subconjunto de un métrico separable es también separable: Si es métrico separable,
entonces es segundo numerable (las bolas con radio racional centradas en puntos del denso
forman una base numerable del espacio), y por tanto todos sus subconjuntos son también
segundo numerables en la topoloǵıa relativa. En esta nueva base del subconjunto basta tomarse
un punto en cada abierto básico para construir un denso numerable en dicho subconjunto.
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Haciendo tender ε a cero obtenemos que ‖f(ω)‖ = supn |x∗n(f(ω))|. Ahora, como
por hipótesis f es débilmente medible, entonces x∗n(f(ω)) es una función real
P-medible y por tanto supn∈N |x∗n(f(ω))| = ‖f(ω)‖ es también P-medible. Por
el mismo argumento de antes, las funciones gn(·) = ‖f(·) − dn‖ son también
P-medibles para cada n ∈ N.
Sea ε > 0, definimos los conjuntos medibles

En = {ω ∈ Ω \ E : gn(ω) < ε} = {ω ∈ Ω \ E : ‖f(ω)− dn‖ < ε},

por la densidad de D en f(Ω \ E) podemos observar que
⋃∞
n=1En = Ω \ E.

Como en la proposición 1.1.4, definamos los conjuntos

F1 = E1

Fn = En \
n−1⋃
k=1

Ek (para n ≥ 2).

Entonces {Fn} forma una colección numerable de conjuntos medibles, ajenos
dos a dos y tales que

∞⋃
n=1

Fn =
∞⋃
n=1

En = Ω \ E.

Definimos la función fε : Ω→ X como

fε(ω) =

{
dn si ω ∈ Fn
0 si ω ∈ E. =

∞∑
n=1

dn · χFn

Entonces fε está bien definida, toma una cantidad a lo más numerable de valores
y es tal que ‖f(ω) − fε(ω)‖ = ‖f(ω) − dn‖ < ε para cada ω ∈ Ω \ E, es decir,
‖f(ω)− fε(ω)‖ < ε c.s.

Dicho de otra forma, mostramos que para cada ε > 0 hemos podido apro-
ximar (de forma casi segura) a f mediante una función fε que toma a lo más
un número numerable de valores. Tomando ε = 1

n con n ∈ N obtenemos una
sucesión de funciones (fn)n que toman a lo más una cantidad numerable de
valores tales que ‖fn − f‖ < 1

n c.s. para cada n.

Como cada fn es de la forma fn =
∞∑
m=1

dn,m · χEn,m donde En,i ∩ En,j = ∅

si i 6= j y En,m ∈ F , basta truncar la serie anterior hasta cierto kn ∈ N para

obtener una función simple f ′n de la forma

kn∑
m=1

dn,m ·χEn,m . Esto prueba que f

es el ĺımite casi seguro de funciones simples y por tanto es P-medible. �

Como consecuencia de la última parte de la prueba del teorema de medibi-
lidad de Pettis 1.4.3 obtenemos el siguiente corolario:
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Corolario 1.4.4. Una función f ∈ E es P-medible, si y solo si f es el ĺımite
uniforme casi seguro de una sucesión de funciones P-medibles que toman una
cantidad numerable de valores.

Comentario. El teorema de medibilidad de Pettis aśı como su corolario
son todo lo que necesitamos para definir a un elemento aleatorio f : Ω → X
en un espacio de Banach como una función P-medible y por tanto, de valores
P-esencialmente separables. Y esta definición es aśı porque en toda esta sección
no hemos asumido la hipótesis de separabilidad del espacio X. El lema 1.1.5
nos da la equivalencia entre esta nueva definición y la dada en 1.1.1 cuando
X es separable. En este sentido esta definición es una extensión de la dada en
1.1.1, aśı que en lo sucesivo cuando escribamos ((f ∈ E una función P-medible))
podemos entender ((f un elemento aleatorio en X)) . Siendo este el caso vamos
a definir la esperanza de f mediante la integral de Bochner.

Y para definir la integral de Bochner vamos a proceder como en el caso de
la integral de Lebesgue. Primero daremos la definición para funciones simples y
después para cualquier función P-medible aproximando a ésta mediante simples.

Definición 1.4.8. Sea s ∈ E una función simple, con representación estándar
s(ω) =

∑n
i=1 χEi(ω)xi. La integral de Bochner de s sobre un conjunto E ∈ F

se define como ∫
E

s dP :=

n∑
i=1

P(E ∩ Ei)xi.

Veamos que la integral de Bochner para una función simple está bien de-
finida. Es decir, si

∑m
j=1 χFj (ω)yj es otra representación para s (con yj ∈ X,

Fj ∈ F y P(Fj) < ∞ para toda j = 1, . . . ,m y Fk ∩ Fj = ∅ para todo k 6= j),
entonces

∫
E
s dP =

∑m
j=1 P(E ∩ Fj)xj .

En efecto, supongamos que (En)ni=1 y (Fj)
m
j=1 son sucesiones de elementos

ajenos dos a dos, con ∪ni=1Ei = ∪mj=1Fj = E. Consideremos el refinamiento
(Gi,j) donde Gi,j = Ei ∩ Fj para cada i, j. Entonces,

s(ω) =
n∑
i=1

m∑
j=1

χGi,jxi =
n∑
i=1

m∑
j=1

χGi,jyj .

Cuando calculamos la integral s sobre E obtenemos que

n∑
i=1

P(E ∩ Ei)xi =
n∑
i=1

m∑
j=1

P(E ∩Gi,j)xi,

y
m∑
j=1

P(E ∩ Fi)yj =

n∑
i=1

m∑
j=1

P(E ∩Gi,j)yj .

Resta ver que ambas sumas son iguales, pero observe que si Gi,j 6= ∅ entonces
debe ocurrir que xi = yj , y esto para cada i, j. Por lo tanto ambas sumas
coinciden y las integrales de ambas representaciones son iguales.
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Proposición 1.4.5. Sean f, g ∈ E funciones simples y α ∈ R. Entonces para
cada E ∈ F ,

i.

∫
E

αf dP = α

∫
E

f dP

ii.

∫
E

f + g dP =

∫
E

f dP +

∫
E

g dP.

Demostración. Si f(ω) =
∑n
i=1 χEi(ω) · xi y g(ω) =

∑m
j=1 χFj (ω) · yj ,

i.

∫
E

αf dP =
n∑
i=1

P(E ∩ Ei)(α · xi) = α
n∑
i=1

P(E ∩ Ei)xi = α

∫
E

f dP

ii. Parecido a lo que hicimos en la sección anterior; para cada i, j tomamos el

refinamiento Gi,j = Ei∩Fj . Luego f+g =

n∑
i=1

m∑
j=1

χGi,j (xi+yj), y entonces

∫
E

f dP +

∫
E

g dP =
n∑
i=1

P(E ∩ Ei)xi +
m∑
j=1

P(E ∩ Fj)yj

=
n∑
i=1

m∑
j=1

P(E ∩ Ei ∩ Fj)(xi + yj)

=
n∑
i=1

m∑
j=1

P(E ∩Gi,j)(xi + yj) =

∫
E

(f + g) dP.

La tercera igualdad se da debido a que si Ei ∩ Fj 6= ∅, entonces xi = yj .

�

Como consecuencia de este último resultado tenemos que la integral de Boch-
ner de funciones simples es aditiva.

Corolario 1.4.6. Sea E un elemento en F y sea (Ei)
n
i=1 una partición E,

entonces
n∑
i=1

∫
Ei

f dP =

∫
E

f dP.

Demostración. Sea fi = f · χEi , entonces

n∑
i=1

∫
Ei

f dP =
n∑
i=1

∫
Ω

fi dP =

∫
Ω

n∑
i=1

fi dP =

∫
Ω

f ·
n∑
i=1

χEi dP

=

∫
Ω

f · χ⋃n
i=1 Ei

dP =

∫
Ω

fχE dP.

�
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Si s ∈ E es función simple con representación estándar s(ω) =
∑n
i=1 χEi(ω) ·

xi, entonces la función ‖s‖ : Ω→ R definida como ‖s‖(ω) = ‖s(ω)‖ es también
simple y con representación estándar

‖s‖ =
n∑
i=1

χEi(ω) · ‖xi‖.

Más aún, para cada E ∈ F ,∫
E

‖s‖ dP =
n∑
i=1

P(E ∩ Ei) · ‖xi‖ y

∥∥∥∥∫
E

s dP
∥∥∥∥ ≤ ∫

E

‖s‖ dP.

Probamos esto último en un caso más general en el teorema 1.4.10. Dicho lo
anterior ya podemos definir la integral de Bochner para cualquier función f ∈ E
fuertemente medible.

Definición 1.4.9. Una función P-medible f ∈ E es Bochner integrable si
existe una sucesión de funciones simples (fn)n tal que

ĺım
n→∞

∫
Ω

‖fn(ω)− f(ω)‖ dP(ω) = 0.

En tal caso

∫
Ω

f dP está definida para cada E ∈ F como

∫
E

f dP = ĺım
n→∞

∫
Ω

χE · fn dP = ĺım
n→∞

∫
E

fn dP.

Observación 1.4.1. Aunque no lo hicimos expĺıcito, en la definición anterior
estamos asumiendo que la norma de la diferencia ‖fn(ω) − f(ω)‖ es Lebesgue
integrable para cada n ≥ 1.

Veamos que la definición 1.4.9 tiene sentido, i.e., tal ĺımite existe y no de-
pende de la elección de la sucesión (fn)n de funciones simples. Es decir, si (gn)n
es otra sucesión funciones de simples tal que ‖f − gn‖ es Lebesgue integra-
ble para cada n y ĺımn→∞

∫
Ω
‖f − gn‖ dP = 0, entonces ĺımn→∞

∫
E
fn dP =

ĺımn→∞
∫
E
gn dP para cada E ∈ F .

Primero, el ĺımite existe pues la sucesión
(∫
E
fn dP

)
n

es de Cauchy en X que
es de Banach (y esto para cada E ∈ F), esto es consecuencia de la proposición
1.4.5 y de la desigualdad del triángulo para la integral de Bochner de funciones
simples. En efecto,∥∥∥∥∫

E

fn dP−
∫
E

fm dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫
E

(fn − fm) dP
∥∥∥∥ ≤ ∫

E

‖fn − fm‖ dP

≤
∫
E

‖fn − f‖ dP +

∫
E

‖f − fm‖ dP

y por tanto, la diferencia tiende a 0 cuando n,m son suficientemente grandes.
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La unicidad del ĺımite ocurre de manera análoga, a saber,∥∥∥∥∫
E

fn dP−
∫
E

gn dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫
E

(fn − gn) dP
∥∥∥∥ ≤ ∫

E

‖fn − gn‖ dP

=

∫
E

‖fn − f‖ dP +

∫
E

‖f − gn‖ dP

para n suficientemente grande la diferencia tiende a 0, por lo que podemos con-
cluir que ĺımn→∞

∫
E
fn dP = ĺımn→∞

∫
E
gn dP.

El siguiente resultado caracteriza a todas las funciones P-medibles que son
Bochner integrables utilizando la (Lebesgue) integrabilidad de su norma. Al
mismo tiempo, y en conjunción con el lema 1.3.3, nos dice que Bochner integra-
bilidad implica Pettis integrabilidad (y en dado caso ambas integrales coinciden).

Teorema 1.4.7. Sea f ∈ E una función P-medible.

f es Bochner integrable, si y solo si

∫
Ω

‖f(ω)‖ dP(ω) <∞

Demostración. 1. Si f es Bochner integrable, entonces existe (fn)n una sucesión
de simples tal que ĺımn

∫
Ω
‖f − fn‖ dP = 0. Entonces,

∫
Ω

‖f‖ dP ≤
∫

Ω

‖f − fn‖ dP +

∫
Ω

‖fn‖ dP <∞

para n suficientemente grade.

2. Por otra parte, como f es P-medible, por el corolario 1.4.4 existe una suce-
sión (fn)n de funciones P-medibles que toman a lo más una cantidad numerable
de valores (que nosotros hemos definido como discretas en el caso separable)
tales que ‖f(ω)− fn(ω)‖ < 1

n para casi todo ω ∈ Ω y para toda n. Ello implica
que ‖fn‖ ≤ ‖f‖ + 1

n para casi todo ω ∈ Ω y toda n. Como además P es una

medida finita, entonces
∫

Ω
‖fn‖ dP ≤

∫
Ω
‖f‖+ P(Ω)

n <∞ para toda n.

Ahora bien, para cada entero positivo n, la función fn es de la forma

fn =
∞∑
m=1

xn,mχEn,m

donde En,i ∩ En,j = ∅ para toda i 6= j, con En,m ∈ F y xn,m ∈ X. Aśı, para
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cada n, escojamos10 pn suficientemente grande tal que∫
⋃∞
m=pn+1 En,m

‖fn‖ dP <
P(Ω)

n
.

Definamos gn =

pn∑
m=1

xn,mχEn,m . Entonces para cada n, la función gn es

simple y es tal que∫
Ω

‖f − gn‖ dP ≤
∫

Ω

‖f − fn‖ dP +

∫
Ω

‖fn − gn‖ dP

≤ P(Ω)

n
+

∫
Ω

∥∥∥∥∥
∞∑
m=1

xn,mχEn,m −
pn∑
m=1

xn,mχEn,m

∥∥∥∥∥ dP
≤ P(Ω)

n
+

∫
Ω

∥∥∥∥∥
∞∑

m=pn+1

xn,mχEn,m

∥∥∥∥∥ dP
≤ P(Ω)

n
+

∫
Ω

∞∑
m=pn+1

‖xn,m‖χEn,m dP <
2P(Ω)

n
.

Por lo tanto f es Bochner integrable. �

Con ayuda del resultado anterior podemos probar que la integral de Bochner
es lineal.

Proposición 1.4.8. Si f, g son Bochner integrables y α ∈ R, entonces

i.

∫
αf dP = α

∫
f dP,

ii.

∫
f + g dP =

∫
f dP +

∫
g dP.

Demostración.

i. Por el teorema 1.4.7, αf es Bochner integrable (pues α‖f‖ es Lebesgue
integrable). Sea (fn)n la sucesión de funciones simples que converge c.s. a
f . Entonces (αfn)n es una sucesión funciones simples que converge a αf
c.s., además debido a que f es Bochner integrable (y a la linealidad de la
integral de Lebesgue),

ĺım
n→∞

∫
‖αf − αfn‖ dP = α

(
ĺım
n→∞

∫
‖f − fn‖ dP

)
= 0.

10Este natural existe (y depende de n) pues,∫
Ω
‖fn‖ dP =

∫
⋃∞
m=1 En,m

‖fn‖ dP,

y ĺım
i→∞

∫
⋃∞
i=m+1 En,i

‖fn‖ dP = 0.
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Por tanto,∫
αf dP = ĺım

n→∞

∫
αfn dP = α ĺım

n→∞

∫
fn dP = α

∫
f dP.

Observe que la segunda igualdad se da por la parte (i) de la proposición
1.4.5.

ii. Como f y g son Bochner integrables,∫
‖f + g‖ dP ≤

∫
‖f‖ dP +

∫
‖g‖ dP <∞,

aśı, por el teorema 1.4.7, f + g es Bochner integrable. Ahora, si (fn)n y
(gn)n son sucesiones de simples que convergen a f y g c.s. respectivamente,
entonces (fn + gn)n converge a f + g c.s. y por tanto

ĺım
n→∞

∫
‖(f + g)− (fn+ gn)‖ dP = 0 y

∫
Ω

f + g dP = ĺım
n→∞

∫
fn+ gn dP.

Veamos entonces que

∫
f dP +

∫
g dP = ĺım

n→∞

∫
fn + gn dP. En efecto,

∥∥∥∥∫ f dP +

∫
g dP −

(∫
fn + gn dP

)∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥(∫ f dP−

∫
fn dP

)
+

(∫
g dP−

∫
gn dP

)∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∫ f dP−

∫
fn dP

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫ g dP−
∫
gn dP

∥∥∥∥ ,
pero para n suficientemente grande, los sumandos en el lado derecho de la
desigualdad anterior tienden a cero, por lo que concluimos el resultado.

�

Teorema 1.4.9 (Convergencia Dominada de Bochner). Sea (Ω,F ,P) un espa-
cio de probabilidad (de medida finita) y (fn)n una sucesión de funciones Bochner
integrables con fn ∈ E para cada n ≥ 1. Si ĺımn fn = f en en probabilidad (me-
dida), es decir, ĺımn→∞ P ({ω ∈ Ω : ‖fn − f‖ ≥ ε}) = 0 para todo ε > 0, o bien
puntualmente c.s., es decir, ĺımn fn(ω) = f(ω) para casi todo ω ∈ Ω, y existe
una función g : Ω→ R Lebesgue integrable en Ω tal que ‖fn‖ ≤ g c.s., entonces

i. f es Bochner integrable

ii. ĺım
n→∞

∫
E

fn dP =

∫
E

f dP para cada E ∈ F

Más aún, ĺım
n→∞

∫
‖f − fn‖ dP = 0.
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Demostración. Probaremos solo el caso cuando la convergencia es puntual, el
otro caso es análogo.
Observése que ‖f − fn‖ : Ω → R es dominada por 2g, y es tal que ‖f − fn‖ →
0 c.s., aśı que usando el teorema clásico de Convergencia Dominada obtenemos
que

ĺım
n→∞

∫
Ω

‖f − fn‖ dP =

∫
Ω

ĺım
n→∞

‖f − fn‖ dP = 0.

Por otra parte, como para cada n se tiene que fn es Bochner integrable podemos

defininir (s
(n)
m )m una sucesión de simples tales que

∫
‖fn − s(n)

m ‖ → 0 cuando
m→∞. Entonces, para cada n eligimos a la función simple φn tal que

∫
‖fn −

φn‖ dP < 1
n . Y por lo tanto∫
‖f − φn‖ dP <

∫
‖f − fn‖ dP +

∫
‖fn − φn‖ dP <

2

n
.

Esto prueba que el ĺımite f es también Bochner integrable, y en consecuencia

ĺım
n→∞

∫
E

fn dP = ĺım
n→∞

∫
E

φn dP =

∫
E

f dP

para cada E ∈ F . �

Teorema 1.4.10. Si f es una función Bochner integrable, entonces

i. ĺım
P(E)→0

∫
E

f dP = 0

ii.

∥∥∥∥∫
E

f dP
∥∥∥∥ ≤ ∫

E

‖f‖ dP para todo E ∈ F

iii. Si (En) es una sucesión de elementos de F disjuntos dos a dos tales que
E =

⋃∞
n=1En, entonces ∫

E

f dP =
∞∑
n=1

∫
En

f dP

iv. Para todo E ∈ F definimos F(E) =
∫
E
f dP, entonces F es una medida

vectorial de variación acotada y además

|F|(E) =

∫
E

‖f‖dP.

Demostración. (i) Como f es Bochner integrable, entonces ‖f‖ es integrable,
luego

0 = ĺım
P(E)→0

∫
E

‖f‖ dP ≥ ĺım
P(E)→0

∥∥∥∥∫
E

f dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ĺım
P(E)→0

∫
E

f dP
∥∥∥∥ ≥ 0,
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por lo que el resultado se sigue de (ii).

(ii) Observemos primero que esta afirmación se cumple para las funciones

simples. En efecto, si f =
n∑
i=1

χEixi, entonces dado E ∈ F

∥∥∥∥∫
E

f dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∫
E

(
n∑
i=1

χEixi

)
dP

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

P(Ei ∩ E)xi

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

P(Ei ∩ E)‖xi‖ =

∫
E

‖f‖ dP.

Para el caso general cuando f es Bochner integrable, sea (fn)n la sucesión de
simples para la cual ĺımn→∞

∫
Ω
‖f − fn‖ dP = 0 y

∫
E
f dP = ĺımn→∞

∫
Ω
fn dP

para cada E ∈ F .
Sea E ∈ Ω, entonces∫

E

(‖f‖ − ‖fn‖) dP ≤
∫

Ω

|‖f‖ − ‖fn‖| dP ≤
∫

Ω

‖f − fn‖ dP,

pues la integral de Lebesgue es monótona. Por tanto, ĺım
n→∞

∫
E

‖fn‖ dP =

∫
E

‖f‖ dP
para cada E ∈ F . Finalmente,∥∥∥∥∫

E

f dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ĺım
n→∞

∫
E

fn dP
∥∥∥∥ = ĺım

n→∞

∥∥∥∥∫
E

fn dP
∥∥∥∥

≤ ĺım
n→∞

∫
E

‖fn‖ dP =

∫
E

‖f‖ dP.

(iii) Como la serie
∑∞
n=1

∫
En
f dP está dominada término a término por la

serie de números no negativos
∑∞
n=1

∫
En
‖f‖ dP ≤

∫
Ω
‖f‖ dP < ∞, entonces∑∞

n=1

∫
En
f dP converge absolutamente. Notemos que∥∥∥∥∥

∫
⋃∞
n=1 En

f dP−
m∑
n=1

∫
En

f dP

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∫
⋃∞
n=m+1 En

f dP

∥∥∥∥∥
pues la integral de Bochner es finitamente aditiva.
Más aún, ĺımm→∞ P(

⋃∞
n=m+1En) = 0 y por la parte (i) obtenemos que

ĺım
m→∞

∥∥∥∥∥
∫
⋃∞
n=m+1 En

f dP

∥∥∥∥∥ = 0.

Por lo tanto, ∫
⋃∞
n=1 En

f dP =
∞∑
n=1

∫
En

f dP.
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(iv) Si π es una partición de un conjunto E ∈ F , entonces∑
A∈π
‖F(A)‖ =

∑
A∈π

∥∥∥∥∫
A

f dP
∥∥∥∥

≤
∑
A∈π

∫
A

‖f‖ dP =

∫
E

‖f‖ dP.

Como f es Bochner integrable, |F|(E) ≤
∫
E
‖f‖ dP < ∞, aśı F es de variación

acotada.

Por otra parte, sea ε > 0 y sea (fn)n una sucesión de simples medibles tal
que ĺımn→∞

∫
Ω
‖f − fn‖ dP = 0. Fijemos n0 suficientemente grande para el cual∫

Ω
‖f − fn0

‖ dP < ε, y para cada E ∈ F escojamos π′ una partición de E tales
que ∑

A∈π′

∥∥∥∥∫
A

fn0
dP
∥∥∥∥ =

∫
E

‖fn0
‖ dP.

Tal partición siempre existe, pues como fn0
es simple existen k ∈ N, x1, . . . , xk ∈

X y E1, . . . , Ek ∈ F con Ei∩Ej = ∅ si i 6= j, tal que fn0 =
∑k
i=1 xiχEi . Entonces

podŕıamos tomar la partición de E dada por π′ = {E1 ∩E, . . . , Ek ∩E}, la cuál
satisface la igualdad deseada. En efecto,

∑
A∈π′

∥∥∥∥∫
A

fn0 dP
∥∥∥∥ =

k∑
i=1

∥∥∥∥∫
Ei∩E

fn0 dP
∥∥∥∥ =

k∑
i=1

‖xi · P(Ei ∩ E)‖

=

∫
E

k∑
i=1

‖xi‖χEi dP =

∫
E

‖fn0‖ dP.

Tomemos ahora π una partición de E tal que refine a π′ y∣∣∣∣∣ |F|(E)−
∑
B∈π

∥∥∥∥∫
B

f dP
∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ < ε.

Note que podemos elegir tal partición por definición de la variación de F(E).
Además, como π refina a π′, se sigue cumpliendo que∫

E

‖fn0
‖ dP =

∑
B∈π

∥∥∥∥∫
B

fn0
dP
∥∥∥∥ .

Más aún,∑
B∈π

∣∣∣∣ ∥∥∥∥∫
B

fn dP
∥∥∥∥ − ∥∥∥∥∫

B

fn0 dP
∥∥∥∥ ∣∣∣∣ ≤∑

B∈π

∥∥∥∥∫
B

fn dP−
∫
B

fn0 dP
∥∥∥∥

≤
∑
B∈π

∫
B

‖fn − fn0‖ dP ≤
∫
E

‖fn − fn0‖ dP < ε.
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Y por lo tanto,∣∣∣∣ |F|(E)−
∫
E

‖fn0
‖dP| =

∣∣∣∣∣ |F|(E)−
∑
B∈π

∫
B

‖fn0
‖dP

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ |F|(E)−
∑
B∈π

∥∥∥∥∫
B

fn0
dP
∥∥∥∥
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣ |F|(E)−
∑
B∈π

∥∥∥∥∫
B

fndP
∥∥∥∥
∣∣∣∣∣+

∑
B∈π

∣∣∣∣ ∥∥∥∥∫
B

f dP
∥∥∥∥− ∥∥∥∥∫

B

fn0
dP
∥∥∥∥ ∣∣∣∣

< 2ε

Como esto se cumple para toda n0 suficientemente grande concluimos que

|F|(E) = ĺım
n→∞

∫
E

‖fn‖dP =

∫
E

‖f‖dP.

�

Como consecuencia de esta última afirmación obtenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 1.4.11. Si f y g son funciones Bochner integrables tales que para

cada E ∈ F ,

∫
E

f dP =

∫
E

g dP , entonces f = g c.s.

Demostración. Sea F(E) =
∫
E

(f −g) dP. Entonces F (E) = 0 para cada E ∈ F .
Entonces |F|(E) = 0 para cada E ∈ F , en particular 0 = |F|(Ω) =

∫
Ω
‖f−g‖ dP

y por tanto ‖f − g‖ = 0 c.s., lo cual implica que f = g c.s. �

El siguiente teorema exhibe una propiedad fuerte de la teoŕıa de integración
de Bochner que no tiene análogo en la teoŕıa de integración de Lebesgue.

Teorema 1.4.12 (Hille). Sea T : X → Y un operador lineal cerrado, con Y un
espacio de Banach. Si f es Bochner integrable con respecto a P, entonces T (f)
también lo es y

T

(∫
E

f dP
)

=

∫
E

T (f) dP,

para cada E ∈ F .

Demostración. Probaremos el caso cuando T es un operador lineal acotado, es
decir, continuo. La prueba del caso general puede consultase en [11] (pág. 47,
teo. 6).

Observe que por ser T lineal y acotado entre espacios normados existe M > 0
tal que ‖T (f)‖ ≤M‖f‖, luego∫

Ω

‖T (f)‖ dP ≤
∫

Ω

M‖f‖ <∞
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y por lo tanto T (f) es Bochner integrable (ver teorema 1.4.7). Ahora, sea (fn)n
una sucesión de funciones simples para la cual ĺımn→∞

∫
E
fn dP =

∫
E
f dP.

Primero observemos que usando la linealidad de T ,

T

(∫
E

fn dP
)

=

∫
E

T (fn) dP

para toda función simple fn. Por otro lado, usando la continuidad de T :

T

(∫
E

f dP
)

= T

(
ĺım
n→∞

∫
E

fn dP
)

= ĺım
n→∞

T

(∫
E

fn dP
)

= ĺım
n→∞

∫
E

T (fn) dP =

∫
E

T (f) dP,

donde la última igualdad se debe a que∥∥∥∥∫
E

T (f) dP−
∫
E

T (fn) dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫
E

T (f − fn) dP
∥∥∥∥ ≤ ‖T‖∫

E

‖f − fn‖ dP→ 0

cuando n→∞. �

Corolario 1.4.13. Si f : Ω → X es Bochner integrable, entonces es Pettis
integrable y las integrales coinciden.

Demostración. La primera parte el enuciado se encuentra probada en el lema
1.3.3. Veamos entonces que las integrales coinciden. Sea x la integral de Bochner
de f , es decir, x :=

∫
Ω
f dP. Por el teorema de Hille 1.4.12, encontramos que

x∗(x) = x∗
(∫

Ω

f dP
)

=

∫
Ω

x∗(f) dP

para cada x∗ ∈ X∗, por lo tanto x es también la integral de Pettis de f. �

Recordamos nuevamente a los espacios ((Lp)) introducidos en la sección an-
terior: Si 1 ≤ p <∞, el śımbolo Lp(Ω,F ,P;X) = Lp(Ω, X) denota al conjunto
de clases de equivalencia de elementos aleatorios f : Ω → X que son Bochner
integrables (respecto a P) y tales que

‖f‖p := (E‖f‖p)
1
p =

(∫
E

‖f‖pX dP
) 1
p

<∞.

Esto es, Lp(Ω,F ,P;X) consiste de las clases de elementos aleatorios f : Ω→ X
Bochner integrables cuyas normas ‖f‖ pertenecen al espacio de Lebesgue Lp(R).

Para p = ∞ se define el espacio L∞(Ω,F ,P, X) = L∞(Ω, X) como el con-
junto de clases de equivalencia de funciones esencialmente acotadas P-Bochner
integrables con la norma ‖ · ‖∞ dada por

‖f‖∞ := ess sup ‖f‖X = ı́nf{M > 0 : ‖f‖X ≤M a.e.}.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 52

Comentario. Algunos autores, como Hoffmann-Jørgensen [15], denotan por
L0(Ω,F ,P;X), o en breve por L0(Ω;X), al conjunto de todos elementos alea-
torios en X. En él se define la ((norma))11 ‖ · ‖0 como sigue:

‖V ‖0 := E
{
‖V ‖

1 + ‖V ‖

}
∀V ∈ L0(Ω;X).

Esta ((norma)) resulta ser bastante interesante pues una sucesión Vn → V en

L0(Ω;X) si y sólo si Vn
P→ V (ver apéndice B, proposición C.0.4).

Anteriormente, cuando presentamos estos espacios en la definición 1.3.5, no
mencionamos la condición ((Bochner integrable)), en cambio pedimos que el espa-
cio X fuese separable. El teorema de medibilidad de Pettis justifica este cambio
pues toda función Bochner integrable es fuertemente medible, y estas a su vez
tienen rango separable. En cualquier caso en este texto solo estaremos interesa-
dos en los espacios separables.

1.4.3. La Propiedad de Radon-Nikodým y la esperanza
condicional II

Como hemos visto hasta ahora, hemos podido extender exitosamente varias
propiedades de la integral de Legesgue a la integral de Bochner, y no solo eso,
para probarlo usamos en general casi los mismos métodos que en la teoŕıa de
integración de Lebesgue. Con esto en mente surge la pregunta, ¿Cuándo una
medida vectorial puede verse como una integral de Bochner indefinida? Preci-
semos lo anterior.

Si (Ω,F ,P) es un espacio de medida finita (en particular un espacio de
probabilidad) y F : F → X es una medida vectorial de la forma

F(E) =

∫
E

f dP

para alguna función f : Ω → X Bochner integrable, entonces el teorema 1.4.10
garantiza que F es numerablemente aditiva, de variación acotada y absoluta-
mente continua respecto a P (observe que si tomamos A ∈ F tal que P(A) = 0,
entonces fχA = 0 en Ω \ A, el cuál es un conjunto de probabilidad 1, luego
fχA = 0 c.s. y por tanto F(A) = 0).

¿Será cierto que existe una función f Bochner integrable (la derivada de
Radon-Nikodým de F) tal que para cada E ∈ F , F(E) =

∫
E
f dP para cada

medida vectorial F de variación acotada y absolutamente continua respecto a
P?

La respuesta en general es negativa.

Proposición 1.4.14. Existe una medida vectorial con valores en c0 de variación
acotada que no tiene derivada de Radon-Nikodým.

11Tal vez ((seminorma)) seŕıa más apropiado, ya que ‖V ‖0 = 0 si y sólo si V = 0 c.s.
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Demostración. Sea λ la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1]. Si L representa
la σ-álgebra de subconjuntos Lebesgue medibles del [0, 1], para cada E ∈ L y
cada n ∈ N definimos

λn(E) =

∫
E

sen (2nπt) dt,

y sea F : L → c0 dada por

F(E) = (λ1(E), λ2(E), . . . , λn(E), . . . ).

Como E ⊂ [0, 1], el lema de Riemann-Lebesgue12 nos garantiza que

ĺım
n→∞

λn(E) = ĺım
n→∞

∫
E

sen (2nπt) dt ≤ ĺım
n→∞

∫ 1

0

sen ((2nπ)t) dt

= ĺım
k→∞

∫ 1

0

sen (kt) dt = 0,

donde k = 2nπ. Por tanto F es una medida vectorial definida en c0.
Observemos además que para cada E ∈ L,

‖F(E)‖c0 := sup
n
|λn(E)| ≤ sup

n

∣∣∣∣∫
E

sen 2nπt dt

∣∣∣∣
≤ sup

n

∫
E

| sen 2nπt| dt ≤ sup
n

∫
E

1 dP = λ(E).

Como resultado de la desigualdad anterior tenemos que F es absolutamente con-
tinua respecto a λ. Resta ver que F es numerablemente aditiva y de variación
acotada.

Sea (Ek)k una sucesión de elementos en L disjuntos por pares y sea E :=⋃∞
k=1Ek, veamos que F(E) =

∑∞
k=1 F(Ek).∥∥∥∥∥F(E)−

m∑
k=1

F(Ek)

∥∥∥∥∥
c0

= ‖(λn(E))n − (λn (∪mk=1Ek))n‖c0

= ‖(λn(E)− λn (∪mk=1Ek))n‖c0 =
∥∥(λn (∪∞k=m+1Ek

))
n

∥∥
c0

= sup
n
|λn
(
∪∞k=m+1Ek

)
| = sup

n

∣∣∣∣∣
∞∑

k=m+1

λn (Ek)

∣∣∣∣∣
≤ sup

n

∞∑
k=m+1

|λn (Ek)| ≤ sup
n

∞∑
k=m+1

|λ (Ek)|

=
∞∑

k=m+1

λ (Ek) = λ
(
∪∞k=m+1Ek

)
12Lema de Riemann-Lebesgue: Sea f una función Riemann-integrable definida en un inter-

valo [a, b] de la recta real, entonces ĺım|α|→∞
∫ b
a f(x)eiαx dx = 0.
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pero como ĺımm→∞ λ(∪∞k=m+1Ek) = 0, entonces F(E) =
∑∞
k=1 F(Ek) y por lo

tanto F es numerablemente aditiva.

Además F es de variación acotada pues si (Ek)nk=1 es una partición finita
del intervalo [0, 1], entonces

n∑
k=1

‖F(Ek)‖∞ ≤
n∑
k=1

λ(Ek) = λ

(
n⋃
k=1

Ek

)
= 1

y por tanto |F|([0, 1]) ≤ 1.

Ahora supongamos que F tiene derivada de Radon-Nikodým, es decir, existe
f : [0, 1]→ c0 Bochner integrable tal que F(E) =

∫
E
f dλ para todo E ∈ L.

Sea f = (fn)n, si denotamos por e∗n : c0 → R al n-ésimo funcional coordenado
en c0 definido como e∗n(x) = xn para cada x = (xn)n ∈ c0, entonces fn = e∗n(f)
de modo que para cada n, fn es continua y por tanto medible.
Como la variación en cada E ∈ F se calcula como |F|(E) =

∫
E
‖f‖c0 dλ, enton-

ces ∫
E

‖f‖c0 dλ =

∫
E

sup
n
|fn| dλ ≤ 1

para cada E ∈ F , luego fn : [0, 1] → R es Lebesgue integrable para cada n.
Ahora notemos que para cada m ∈ N,∫ ∥∥∥∥∥

m∑
n=1

fnen

∥∥∥∥∥
c0

dλ ≤
∫ m∑

n=1

|fn| ‖ek‖c0 dλ

≤
∫ m∑

n=1

|fn| dλ =

m∑
n=1

∫
|fn| dλ <∞

donde (en)n denota a la base canónica de c0.
Entonces el teorema 1.4.7 nos garantiza que

m∑
n=1

fnen := (f1, f2, . . . , fm−1, fm, 0, 0, . . . )

es una función Bochner integrable para cada m.
Por el teorema 1.4.9 de Convergencia Dominada para la integral de Bochner:

F(E) =

∫
E

f dλ =

∫
E

(
ĺım
m→∞

m∑
n=1

fnen

)
dλ = ĺım

m→∞

∫
E

(
m∑
n=1

fnen

)
dλ

= ĺım
m→∞

m∑
n=1

(∫
E

fn dλ

)
en =

(∫
E

fn dλ

)∞
n=1

Pero por definición F(E) =

(∫
E

sen (2nπt) dt

)∞
n=1

, aśı que para toda n se
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satisface la siguiente igualdad∫
E

sen (2nπt) dt =

∫
E

f dλ,

y por tanto f(t) = sen (2nπt) para casi toda t ∈ [0, 1].
Para cada n definamos los conjuntos

En =

{
t ∈ [0, 1] : fn(t) ≥ 1√

2

}
.

Entonces λ(En) = 1
4 para cada n. Más aún, por el lema de Fatou:

λ

(
ĺım sup

n
En

)
≥ ĺım sup

n
λ (En) ≥ 1

4
.

Por último notemos que si t ∈ ĺım supnEn, entonces f(t) /∈ c0 pues f(t) ≥ 1√
2

para toda n. Por lo tanto

λ ({t ∈ [0, 1] : f(t) ∈ c0}) ≤
3

4
< 1,

lo que contradice que f es una función con valores en c0. �

Se sabe que el espacio `1 cumple el teorema de Radon-Nikodým (para la
prueba ver [12], pág. 181). De modo que hay espacios de Banach que satisfacen
el teorema de Radon-Nikodým y otros que no, aśı que la validez o no de este
teorema se considera como una propiedad del mismo espacio.

Definición 1.4.10. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Radon-
Nikodým con respecto a (Ω,F ,P), si y solo si, para toda medida vectorial
F : F → X de variación acotada y absolutamente continua respecto a P existe
una función Bochner integrable f tal que

F(E) =

∫
E

f dP

para cada E ∈ F . Llamaremos a f la derivada de Radon-Nikodým de F
con respecto a P y la denotaremos por

f =
dF

dP
.

Definición 1.4.11. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Radon-
Nikodým (PRN), si y solo si X tiene la Propiedad de Radon-Nikodým res-
pecto a cualquier espacio de medida finito.

En relación con el espacio de medida ([0, 1],L, λ) utilizado en el ejemplo de la
proposición 1.4.14 es sabido que si X tiene la propiedad de Radon-Nikodým con
respecto a dicho espacio ([0, 1],L, λ), entonces X tiene la propiedad de Radon-
Nikodým. Esta propiedad ha sido ampliamente estudiada, ejemplos de espacios
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con la PRN son los reflexivos, aquellos con dual separable o los espacios de
Hilbert.

Otra variante de esta definición se encuentra en [12] (ver pág. 178), y se
relaciona con la integral de Pettis:

Definición 1.4.12. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad Débil de
Radon-Nikodým si y solo si para cada espacio de medida finito (Ω,Σ, µ) y
cada medida vectorial F : Σ→ X de variación σ-finita, absolutamente continua
respecto a µ, existe una función f Pettis integrable tal que F(E) =

∫
f · χE dµ

para cada E ∈ Σ. (Aqúı el śımbolo de integral representa a la integral de Pettis.)

Hay ciertos casos especiales en los que la derivada de Radon-Nikodým existe
independientemente de la Propiedad de Radon-Nikodým (PRN). Uno de ellos es
cuando el espacio de medida (Ω,Σ, µ) es atómico (ver [12], pág. 178). Otro caso
especial es la esperanza condicional que estudiamos previamente en el teorema
1.3.6. Tal prueba muestra que no es necesario asumir la PRN para concluir su
existencia, y no difiere en nada pedir que V sea Bochner integrable a que V ∈
L1(Ω,F ,P;X) pues hemos mostrado en el teorema 1.4.7 que tales condiciones
son equivalentes. Enunciamos entonces la definición y el teorema en este nuevo
contexto.

Definición 1.4.13. Sea X un espacio de Banach, (Ω,F ,P) un espacio de pro-
babilidad y sea V : Ω→ X un elemento aleatorio Bochner integrable. Sea G ⊂ F
una σ-álgebra. La esperanza condicional de X dado G es el elemento aleatorio
Z : Ω→ X único (c.s.), medible con respecto a G, tal que

E [ZIA] = E [V IA]

para cada A ∈ G. Y la denotamos por Z = EG [V ] o E [V | G].

Teorema 1.4.15 ([32]). Sea X un espacio de Banach, sea (Ω,F ,P) un espacio
de probabilidad, sea V : Ω→ X un elemento aleatorio Bochner integrable, y sea
G una sub-σ-álgebra de F . Entonces la esperanza condicional E [V | G] existe.

Demostración. Como V es Bochner integrable existe una sucesión de elementos
aleatorios simples (Vn)n tal que Vn(ω)→ V (ω) c.s.;

∫
Ω
‖Vn(ω)− V (ω)‖ dP→ 0

cuando n → ∞; y
∫

Ω
Vn(ω) dP →

∫
Ω
V (ω) dP. Recordemos que E [Vn|G] está

bien definida para cada Vn y se define como E [Vn|G] =
∑mn
i=1 xn,iE

[
IAn,i |G

]
.

Entonces ∫
Ω

‖E [Vn|G]− E [Vm|G] ‖ dP =

∫
Ω

‖E [Vn − Vm|G] ‖ dP

≤
∫

Ω

E [‖Vn − Vm‖ |G] dP

=

∫
Ω

‖Vn − Vm‖ dP→ 0

(1.11)

en donde la primera igualdad se debe a la linealidad de la esperanza condicional
en las funciones simples, la segunda desigualdad se debe a que si Vn es simple,
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entonces

‖E [Vn|G] (ω)‖ ≤

∥∥∥∥∥
mn∑
i=1

xn,iE
[
IAn,i |G

]∥∥∥∥∥
≤

mn∑
i=1

‖xn,i‖ · E
[
IAn,i |G

]
(ω)

=: E [‖Vn‖ |G] (ω).

La última igualdad en (1.11) es consecuencia de la definición de esperanza condi-
cional escalar de la variable aleatoria ‖Vn−Vm‖ : Ω→ R. Ahora, por el teorema
3.6.1 en [27] (ver pág. 45) existe una función Z : (Ω,G,P;X) → X Bochner
integrable y por tanto fuertemente medible, único c.s., y tal que∫

Ω

‖E [Vn|G]− Z(ω)‖ dP→ 0 cuando n→∞. (1.12)

En consecuencia,∥∥∥∥∫
A

Z(ω)− V (ω) dP
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫
A

(Z(ω)− E [Vn|G]) dP +

∫
A

(E [Vn|G]− V (ω)) dP
∥∥∥∥

≤
∫
A

‖Z(ω)− E [Vn|G] ‖ dP +

∥∥∥∥∫
A

E [Vn|G]− V (ω) dP
∥∥∥∥

=

∫
A

‖Z(ω)− E [Vn|G] ‖ dP +

∥∥∥∥∫
A

Vn dP−
∫
A

V (ω) dP
∥∥∥∥

que tiende a 0 conforme n → ∞. Por lo tanto
∫
A
Z(ω) dP =

∫
A
V (ω) dP para

cada A ∈ G. Aśı que Z satisface la definición 1.4.13. �

Esto motiva a presentar el siguiente resultado.

Teorema 1.4.16. Si V ∈ L1(Ω,F ,P;X) (Bochner integrable) y G es una sub-
σ-álgebra de F , entonces ‖E [V |G] ‖ ≤ E [‖V ‖|G] c.s.

Demostración. Sea (Vn)n la sucesión de simples que converge a V como en el
teorema 1.4.15. Previamente hemos mostrado que ‖E [Vn|G] ‖ ≤ E [‖Vn‖|G] c.s.
entonces, por la monotońıa de la integral de Lebesgue,∫

A

‖E [Vn|G] ‖ dP ≤
∫
A

E [‖Vn‖|G] dP.

Pero por (1.12) usada en la prueba del teorema anterior∫
A

‖E [Vn|G] ‖ dP→
∫
A

‖E [V |G] ‖ dP cuando n→∞,

y también∫
A

E [‖Vn‖|G] dP =

∫
A

‖Vn‖ dP→
∫
A

‖V ‖ dP =

∫
A

E [‖V ‖|G] dP
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cuando n→∞. Por lo tanto∫
A

‖E [V |G] ‖ dP ≤
∫
A

E [‖V ‖|G] dP

para cada A ∈ G. Esto concluye el resultado. �

Teorema 1.4.17 (Desigualdad de Jensen). Sean X un espacio de Banach,
(Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, G una sub-σ-álgebra de F , y V : Ω → X
un elemento aleatorio Bochner integrable. Sea C ⊂ X un subconjunto cerrado
y convexo, y sea ϕ : C → R una función convexa y continua. Si V ∈ C c.s. y
E[|ϕ(V )|] <∞, entonces

ϕ (E[V |G]) ≤ E[ϕ(V )|G].

Demostración. (Bosquejo) En el espacio de Banach X ′ = X ⊕ R consideremos
el conjunto C ′ = {(x, t) : x ∈ C, t ≥ ϕ(x)}. Entonces C ′ es convexo pues ϕ es
una función convexa y también es cerrado pues ϕ es una función continua. Aśı,
definimos V ′ : Ω→ X como V ′(ω) = (V (ω), ϕ(V (ω))). Entonces V ′ es Bochner
integrable y toma valores en C ′, entonces E[V ′|G] existe y también toma valores
en C ′. Más aún,

E[V ′|G] = (E[V |G],E[ϕ(V )|G]),

y por lo tanto E[ϕ(V )|G] ≥ ϕ(E[V |G]). �

1.5. Comentarios adicionales

Hemos presentado dos definiciones de integrales. Como hemos visto la inte-
gral de Pettis no usa ninguna aproximación por funciones simples, razón por la
cuál algunos de los teoremas clásicos de la integral de Lebesgue no se siguen.

Por el contrario, la construcción de la integral de Bochner está fuertemente
ligada con las funciones simples y la densidad de estas en L1(Ω;X). En ambos
casos la condición de separabilidad no fue un requisito; esa condición surge por
otras razones que hemos expuesto en las secciones 1.1 y 1.2 de este caṕıtulo.

Y como sucede con la integral de Lebesgue y la integral de Riemann, las de
Bochner y Pettis no siempre coinciden. En el lema 1.3.3 probamos que Bochner
implica Pettis, pero la implicación de regreso en general no se da. Un contra-
ejemplo puede ser encontrado en [12] (ver pág. 182 ejem. 5.1.20). Se sabe que
bajo la hipótesis de separabilidad (como en nuestro caso) los dos conceptos de
integrabilidad coinciden. Más aún, Pettis observó que cualquier otra definición
de integral de funciones f : Ω→ X, que coincidiera con la de Lebesgue cuando
X = R y con la propiedad listada en el inciso e) del teorema 1.3.1, está incluida
en su definición en el sentido de que la integral de Pettis de f debe existir y
ambas deben tener el mismo valor (ver [26] y [27]).

Para nuestro estudio nos es suficiente con el criterio dado en el lema 1.3.3,
para más detalles sobre la integral de Pettis referimos al lector a los trabajos
[11], [34] y [38].
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A lo largo de este texto utilizaremos principalmente a la integral de Pettis
para definir a la esperanza de un elemento aleatorio sin embargo, como pos-
teriormente haremos notar, no usaremos ninguna propiedad particular de esta
integral que no esté listada en el teorema 1.3.1, y que también cumple la integral
de Bochner.

Intentamos dar dos pruebas distintas de la existencia de la esperanza condi-
cional (que en esencia son las misma pues en ambos teoremas (1.3.6 y 1.4.15)
asumimos Bochner integrabilidad del elemento aleatorio). No obstante debe ob-
servarse que la separabilidad no es necesaria siempre que se asuma Bochner
integrabilidad (no es suficiente la condición de Pettis integrabilidad por si sola)
como muestra la prueba del teorema 1.4.15. Y aunque la Propiedad de Radon-
Nikodýn no resultó crucial para mostrar la existencia de la esperanza condicio-
nal, śı lo es para extender el siguiente teorema de Doob para martingalas en
espacios de Banach:

Teorema (Doob). Sea (fn)n una martingala (escalar) con respecto a (Fn)n, o
más general, una submartingala (fn ≤ E [fm|Fn] para n ≥ m). Si supn E|fn| <
∞, entonces la sucesión (fn)n converge casi seguramente.

Resulta que en un espacio de Banach, se cumple el teorema de Doob si y solo
si el espacio tiene la Propiedad de Radon-Nikodýn. El lector interesado puede
consultar este resultado en [38] (ver pág. 135, teo. 4.3).
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Caṕıtulo 2

Leyes de los grandes
números en espacios de
Hilbert

Antes de estudiar leyes de grandes números en espacios normados vamos a
hacerlo en un caso particular de estos: los espacios de Hilbert. A lo largo de
este caṕıtulo denotaremos por (H, 〈·, ·〉) al espacio de Hilbert real separable con
producto interior 〈·, ·〉 : H ×H → R.

La geometŕıa que nos provee el producto interior nos permitirá extender el
concepto ((no correlación)) en H. Recordemos que en el caso clásico (H = R),
dos variables aleatorias U,W son no correlacionadas si E[U ·W ] = E[U ] · E[W ].
Esta será la definición de elementos aleatorios no correlacionados en H cuando
((·)) es un producto interior arbitario. No solamente eso, como también sucede
en el caso clásico, probaremos que independencia implica no correlación.

Este resultado nos permitirá establecer la desigualdad de Kolmogorov para
elementos aleatorios independientes aśı como una ley fuerte de grandes números
que se deriva de la misma. Antes de llegar a este resultado estudiaremos el
concepto de ((no correlación)) aśı como algunas leyes de grandes números para
elementos aleatorios que satisfacen esta condición.

2.1. Sucesiones de elementos aleatorios no co-
rrelacionados

Sean V y Z dos elementos aleatorios en H tales que E[‖V ‖2] < ∞ y
E[‖Z‖2] < ∞. Si H es separable, entonces por la proposición 1.2.1 V + Z y
V − Z también son elementos aleatorios en H, y en consecuencia ‖V + Z‖ y
‖V − Z‖ son variables aleatorias. Por la identidad de polarización obtenemos

61
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que

〈V,Z〉 =
1

4

(
‖V + Z‖2 + ‖V − Z‖2

)
es una variable aleatoria. Más aún, E[〈V,Z〉] existe pues

E[|〈V,Z〉|] ≤ E [‖V ‖ · ‖Z‖] ≤
(
E[‖V ‖2]

) 1
2
(
E[‖Z‖2]

) 1
2 <∞.

Y ya que todo espacio de probabilidad es de medida finita, E[‖V ‖2] <∞ implica
que E[‖V ‖] <∞. Pero como H es completo y separable, el lema 1.3.3 garantiza
que E[V ] existe. Con esto justificamos la siguiente definición.

Definición 2.1.1. Dos elementos aleatorios V y Z en un espacio de Hilbert
separable H tales que E[‖V ‖2] < ∞ y E[‖Z‖2] < ∞ son no correlacionados
si

E[〈V,Z〉] = 〈E[V ],E[Z]〉.

Y se dicen ortogonales si

E[〈V,Z〉] = 0.

Se sigue de la definición anterior que si V y Z no están correlacionados
entonces V − E[V ] y Z − E[Z] son ortogonales. Más aún, podemos definir la
covarianza de dos elementos aleatorios en H como

Cov(V,Z) = E[〈V − E[V ], Z − E[Z]〉].

Notemos que para cada x ∈ H, la función fx : H → R dada por fx(y) =
〈x, y〉 = 〈y, x〉 es lineal y continua, es decir fx ∈ H∗. Además,

E[〈V − E[V ], Z − E[Z]〉] = E[〈V,Z〉]− E[〈E[V ], Z〉]− E[〈V,E[Z]〉] + E [〈E[V ],E[Z]〉]
= E[〈V,Z〉]− E

[
fE[V ](Z)

]
− E

[
fE[Z](V )

]
+ 〈E[V ],E[Z]〉

= E[〈V,Z〉]− fE[V ](E[Z])− fE[Z](E[V ]) + 〈E[V ],E[Z]〉
= E[〈V,Z〉]− 〈E[V ],E[Z]〉 − 〈E[V ],E[Z]〉+ 〈E[V ],E[Z]〉
= E[〈V,Z〉]− 〈E[V ],E[Z]〉.

Comentario. Recordemos que E[Z] es el elemento en H para el cuál se satiface
que f(E[Z]) = E[f(Z)] para cada f ∈ H∗, en particular satisface lo anterior para
fx (y para cada x ∈ H). Por otra parte, la igualdad anterior nos dice dos cosas.
Primero, dos elementos aleatorios con esperanza nula son no correlacionados
si y solo si son ortogonales. Segundo, ya que la covarianza de V y Z puede
expresarse como

Cov(V,Z) = E[〈V,Z〉]− 〈E[V ],E[Z]〉,

V y Z no están correlacionados si y solo si su covarianza es cero. Y no solo eso,

Var(V ) = E
[
‖V − E[V ]‖2

]
= E[〈V − E[V ], V − E[V ]〉] = Cov(V, V ).
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De esta definición se sigue que la varianza de una suma finita de elementos
aleatorios no correlacionados es la suma de las varianzas. En efecto,

Var

(
n∑
i=1

Vi

)
= E

[〈
n∑
i=1

Vi − E

(
n∑
i=1

Vi

)
,
n∑
i=1

Vi − E

(
n∑
i=1

Vi

)〉]

= E

〈 n∑
i=1

(Vi − E [Vi]),
n∑
j=1

(Vj − E [Vj ])

〉
=

n∑
i=1

E

〈Vi − E [Vi] ,
n∑
j=1

(Vj − E [Vj ])

〉
=

n∑
i=1

E

 n∑
j=1

〈Vi − E [Vi] , Vj − E [Vj ]〉


=

n∑
i=1

n∑
j=1

E [〈Vi − E [Vi] , Vj − E [Vj ]〉]

=
n∑
i=1

E [〈Vi − E [Vi] , Vi − E [Vi]〉] +
∑
i6=j

E [〈Vi − E[Vi], Vj − E[Vj ]〉]

=

n∑
i=1

Var(Vi) +
∑
i6=j

Cov(Vi, Vj),

donde el segundo sumando es cero por ser (Vi)
n
i=1 una colección finita de e.a.

no correlacionados. Una primera consecuencia de esta propiedad es establecida
en el siguiente resultado: el caso más simple de ((ley de los grandes números)).

2.1.1. Teoremas ĺımites elementales

Teorema 2.1.1. Si (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios no correla-
cionados en H espacio de Hilbert separable tales que

1

n2

n∑
k=1

Var(Vk)→ 0, (2.1)

entonces ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(Vk − E[Vk])

∥∥∥∥∥→ 0

en probabilidad.
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Demostración. Sea ε > 0, por la desigualdad 1.2 de Chebyshev tenemos que

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(Vk − E[Vk])

∥∥∥∥∥ > ε

]
≤ 1

ε2
E

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(Vk − E[Vk])

∥∥∥∥∥
2


=

(
1

εn

)2

E

〈 n∑
k=1

(Vk − E[Vk]),
n∑
j=1

(Vj − E[Vj ])

〉
=

(
1

εn

)2 n∑
k=1

n∑
j=1

E [〈Vk − E[Vk], Vj − E[Vj ]〉]

=

(
1

εn

)2
{

n∑
k=1

E [〈Vk − E[Vk], Vk − E[Vk]〉]

+
n∑
k 6=j

E [〈Vk − E[Vk], Vj − E[Vj ]〉]


=

(
1

εn

)2 n∑
k=1

E
[
‖Vk − E[Vk]‖2

]
=

1

ε2

1

n2

n∑
k=1

Var(Vk),

tomando el ĺımite cuando n→∞ obtenemos el resultado. �

Un corolario inmediato del teorema 2.1.1 es la ley débil de los grandes núme-
ros para elementos aleatorios idénticamente distribuidos y no correlacionados,
pues de (2.1) obtenemos

1

n2

n∑
k=1

Var(Vk) =
1

n
Var(V1)→ 0

cuando n→∞. Eso nos habla de lo fuerte que es la condición (2.1). A continua-
ción estudiamos una ley con una condición más interesante y menos restrictiva
que (2.1): acotamiento uniforme de las varianzas.

Teorema 2.1.2. Si (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios no correla-
cionados en H espacio de Hilbert separable tales que para cada n, Var(Vn) ≤M
donde M es una constante, entonces

1

n

n∑
k=1

(Vk − E[Vk])→ 0

casi seguramente.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada número
natural n, E[Vn] = 0. De modo que (Vn)n no solo es una sucesión de elementos
aleatorios no correlacionados sino también ortogonales. Sea Sn =

∑n
k=1 Vk,

entonces

E
[
‖Sn‖2

]
= Var(Sn) = Var

(
n∑
k=1

Vk

)
=

n∑
k=1

Var(Vk) ≤M · n,



2.1. SUCESIONES DE ELEMENTOS ALEATORIOS NO CORRELACIONADOS 65

y por la desigualdad de Chebyshev, para cada n

P
[∥∥∥∥Snn

∥∥∥∥ > ε

]
≤ 1

ε2n2
E
[
‖Sn‖2

]
≤ M · n
ε2 · n2

=
M

ε2n
.

Tenemos entonces que

∞∑
n=1

P
[
‖Sn2‖ > εn2

]
≤
∞∑
n=1

M

ε2n2
=
M

ε2

∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Luego, por el lema 1.1.10 de Borel-Cantelli,

P
(
‖Sn2‖
n2

> ε para una infinidad de n

)
= 0,

es decir,
Sn2

n2
→ 0 casi seguramente cuando n → ∞. Ahora, para cada n ≥ 1

definimos
Dn = máx

n2≤k<(n+1)2
‖Sk − Sn2‖.

Como en el intervalo [n2, (n+1)2) ⊂ N, k toma exactamente 2n valores, entonces,

D2
n =

(
máx

n2≤k<(n+1)2
‖Sk − Sn2‖

)2

≤ 2n‖S(n+1)2 − Sn2‖2 = 2n

∥∥∥∥∥∥
(n+1)2∑
j=n2+1

Vj

∥∥∥∥∥∥
2

.

Por lo tanto,

E
[
D2
n

]
≤ 2nE


∥∥∥∥∥∥

(n+1)2∑
j=n2+1

Vj

∥∥∥∥∥∥
2
 = 2nE

〈 (n+1)2∑
j=n2+1

Vj ,

(n+1)2∑
j=n2+1

Vj

〉
= 2nE

 (n+1)2∑
j=n2+1

‖Vj‖2 +
∑
j 6=k

〈Vj , Vk〉


= 2n

(n+1)2∑
j=n2+1

E
[
‖Vj‖2

]
+ 2n

∑
j 6=k

E[〈Vj , Vk〉]

= 2n

(n+1)2∑
j=n2+1

E
[
‖Vj‖2

]

= 2n

(n+1)2∑
j=n2+1

Var(Vj) ≤ (2n)(2nM) = 4n2M.

Aplicando nuevamente la desigualdad de Chebyshev,

P
(
Dn

n2
> ε

)
≤ 1

ε2n4
E
[
D2
n

]
≤ 4Mn2

ε2n4
=

4M

ε2

1

n2
.
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Luego,
∞∑
n=1

P
(
Dn

n2
> ε

)
≤ 4M

ε2

∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Aśı que por Borel-Cantelli

P
(
Dn

n2
> ε para una infinidad de n

)
= 0,

y por tanto
Dn

n2
→ 0 casi seguramente. Finalmente observemos que para cada

k ∈ N tal que n2 ≤ k < (n+ 1)2,

‖Sk‖ = ‖Sn2 + Sk − Sn2‖ ≤ ‖Sn2‖+ ‖Sk − Sn2‖
≤ ‖Sn2‖+ máx

n2≤k<(n+1)2
‖Sk − Sn2‖

= ‖Sn2‖+Dn.

Como n2 ≤ k, entonces
1

k
≤ 1

n2
y por tanto

∥∥∥∥∥1

k

k∑
i=1

Vi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

k
Sk

∥∥∥∥ ≤ ‖Sn2‖
n2

+
Dn

n2
,

lo cuál prueba el resultado. �

2.2. Sucesiones de elementos aleatorios ortogo-
nales

Recordemos que una familia de elementos aleatorios (Vn)n es ortogonal si
cualesquiera dos elementos de la familia lo son. Diremos que la familia es or-
tonormal si además para cada n ≥ 1 se tiene que E

[
‖Vn‖2

]
= E [〈V, V 〉] = 1.

Para variables aleatorias el siguiente resultado es bien conocido.

Teorema (Ley de Rademacher-Mensov). Sea (Vn)n una sucesión de variables
aleatorias ortogonales tales que Var(Vn) <∞ para cada n ∈ N.
Si
∑∞
n=1 n

−2Var(Vn) log2
2 n < ∞, entonces la sucesión de variables aleatorias

satisface la ley fuerte de los grandes números.

Generalizaremos este teorema a cualquier espacio de Hilbert separable, y
lo haremos siguiendo los mismos métodos que en el caso clásico, esto es, pri-
mero extenderemos la desigualdad de Rademacher-Mensov y posteriormente el
teorema de Rademacher-Mensov (véase [29], caṕıtulo 2).

Lema 2.2.1 (Desigualdad de Rademacher-Mensov). Sea H un espacio de Hil-
bert. Si V1, V2, . . . , Vn son n elementos aleatorios ortonormales en H, y c1, c2, . . . , cn



2.2. SUCESIONES DE ELEMENTOS ALEATORIOS ORTOGONALES 67

son números reales, entonces

E

 máx
1≤k≤n

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

cjVj

∥∥∥∥∥∥
2
 ≤ (log2

2 4n
) n∑
j=1

c2j (2.2)

Demostración. Supongamos que n es de la forma n = 2ν con ν ∈ Z. Definimos

Sj = c1V1 + c2V2 + · · ·+ cjVj

φαβ = cα+1Vα+1 + cα+2Vα+2 + · · ·+ cβVβ

donde α = µ2k y β = β(α) = µ2k + 2k = (µ+ 1)2k con µ = 0, 1, . . . , 2ν−k − 1 y
k = 0, 1, . . . , ν. Hagamos la siguiente observación sobre los ı́ndices α y β.

Si k = ν, entonces µ = 0 luego α1 y β1 solo toman los valores 0 y 2ν respec-
tivamente.

Si k = ν − 1, entonces µ = 0, 1 por lo que α2 ∈ {0, 2ν−1} y β2 ∈ {2ν−1, 2ν}.

Si k = ν − 2, entonces µ = 0, 1, 2, 3 luego α3 ∈ {0, 2ν−2, 2 · 2ν−2, 3 · 2ν−2} y
β3 ∈ {2ν−2, 2 · 2ν−2, 3 · 2ν−2, 4 · 2ν−2 = 2ν}.

...

Es decir, en el paso 1 tenemos al invervalo [0, 2ν ] ⊂ N siendo α1 y β1 sus
extremos. En el paso 2 tenemos el mismo intervalo ahora divido por la mitad
generando los subintervalos

[
0, 2ν−1

]
y
[
2ν−1, 2ν

]
, aqúı α2, β2 pueden tomar

los valores extremos de uno u otro intervalo. Para el paso 3 habremos dividi-
do el intervalo [0, 2ν ] en cuatro partes iguales:

[
0, 1 · 2ν−2

]
,
[
1 · 2ν−2, 2 · 2ν−2

]
,[

2 · 2ν−2, 3 · 2ν−2
]

y
[
3 · 2ν−2, 2ν

]
. En este caso α3 y β3 toman por valores los

extremos de alguno de estos intervalos.
Continuando este proceso, cuando k = 0 habremos divido el intervalo [0, 2ν ] en
2ν partes cada una de longitud 1.

De este modo Sj puede verse como la suma de algunas φαβ , aśı

Sj =
∑
i

φαiβi (2.3)

y donde los ı́ndices αiβi pueden elegirse de forma tal que β1 − α1 > β2 − α2 >
β3 − α3 > . . .

Notemos que el número de sumandos en (2.3) es a lo más ν+ 1. Ahora bien,
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dado j ∈ N se cumple que:

‖Sj‖2 =

∥∥∥∥∥∑
i

φαiβi

∥∥∥∥∥
2

≤

(∑
i

‖φαiβj‖

)2

≤

(∑
i

12

)(∑
i

‖φαiβi‖2
)

≤ (ν + 1)

(∑
i

‖φαiβi‖2
)
≤ (ν + 1)

∑
α,β

‖φαβ‖2
 .

Lo cuál implica que

máx
1≤j≤n

‖Sj‖2 ≤ (ν + 1)
∑
α,β

‖φαβ‖2,

donde los ı́ndices α y β = β(α) corren sobre todos sus posibles valores. Entonces,

E
[

máx
1≤j≤n

‖Sj‖2
]
≤ E

(ν + 1)
∑
α,β

‖φαβ‖2
 ≤ (ν + 1)

∑
α,β

E
[
‖φαβ‖2

]
(2.4)

y donde

E
[
‖φαβ‖2

]
= E [〈φαβ , φαβ〉]
= E [〈cα+1Vα+1 + · · ·+ cβVβ , cα+1Vα+1 + · · ·+ cβVβ〉]

= E

 β∑
i=α+1

c2i ‖Vi‖2 +
∑
i6=j

ci · cj〈Vi, Vj〉


=

β∑
i=α+1

c2iE
[
‖Vi‖2

]
+
∑
i6=j

ci · cjE [〈Vi, Vj〉]

=

β∑
i=α+1

c2i (pues la sucesión es ortonormal).

Pero los valores que toman α y β dependen de los valores que toma µ, y ésta a
su vez depende k, por lo que tenemos que

∑
α,β

E
[
‖φαβ‖2

]
=
∑
α,β

β∑
i=α+1

c2i =
∑
α,β

[
c2α+1 + c2α+2 + · · ·+ c2β

]
=

ν∑
k=0

2ν−k−1∑
µ=0

c2µ2k+1 + c2µ2k+2 + · · ·+ c2µ2k+2k .

Sobre esta última expresión observemos que cuando µ = 0 obtenemos los pri-
meros 2k sumandos, es decir, c21 + c22 + · · · + c22k . Si ahora µ = 1, obtenemos
los siguientes 2k sumandos, c22k+1 + c22k+2 + · · ·+ c22k+2k . Similarmente, cuando
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µ = 2 obtenemos los siguientes 2k sumandos, c22·2k+1 + c22·2k+2 + · · ·+ c22·2k+2k .

Y aśı sucesivamente, cuando µ = 2ν−k − 1, obtenemos los últimos 2k términos,
c22ν−2k+1 + c22ν−2k+2 + · · ·+ c22ν−2k+2k , por tanto

ν∑
k=0

2ν−k−1∑
µ=0

c2µ2k+1 + c2µ2k+2 + · · ·+ c2µ2k+2k =
ν∑
k=0

2ν∑
j=1

c2j

= (ν + 1)
2ν∑
j=1

c2j .

Retomando la desigualdad 2.4,

E
[

máx
1≤j≤n

‖Sj‖2
]
≤ E

(ν + 1)
∑
α,β

‖φαβ‖2
 ≤ (ν + 1)

∑
α,β

E
[
‖φαβ‖2

]
= (ν + 1)

∑
α,β

β∑
i=α+1

c2i = (ν + 1)
∑
α,β

[
c2α+1 + c2α+2 + · · ·+ c2β

]
= (ν + 1)

ν∑
k=0

2ν−k−1∑
µ=0

c2µ2k+1 + c2µ2k+2 + · · ·+ c2µ2k+2k

= (ν + 1)2
2ν∑
j=1

c2j = log2
2(2n)

n∑
j=1

c2j .

Donde la última igualdad se da pues ν + 1 = log2 2ν+1 = log2 2 · 2ν = log2 2 · n.
Por lo tanto, si n = 2ν se tiene que

E
[

máx
1≤j≤n

‖Sj‖2
]
≤ (log2

2 2n)
n∑
j=1

c2j . (2.5)

En general, cuando 2ν ≤ n < 2ν+1 elegimos cn+1 = cn+2 = · · · = c2ν+1 = 0, de
modo que Sj = Sn para todo j ≥ n, y por tanto

E
[

máx
1≤j≤n

‖Sj‖2
]

= E
[

máx
1≤j≤2ν+1

‖Sj‖2
]
≤ (log2

2 2 · 2ν+1)
2ν+1∑
j=1

c2j

≤ (log2
2 4 · 2ν)

2ν+1∑
j=1

c2j ≤ (log2
2 4 · n)

n∑
j=1

c2j .

�

2.2.1. Ley de los grandes números de Rademacher-Mensov

A continuación generalizamos un resultado de Rademacher-Mensov, la prue-
ba es consecuencia de la desigualdad del lema 2.2.1.
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Proposición 2.2.2 (Rademacher-Mensov). Sea (Vn)n una sucesión de elemen-
tos aleatorios ortonormales en H y sea (cn)n una sucesión de números reales
para la cuál

∞∑
k=1

c2k log2
2 k <∞.

Entonces la serie
∞∑
k=1

ckVk

converge casi seguramente en H.

Demostración. Definamos ϑn =
∞∑
k=n

ckVk, y para cada m ≥ n consideremos

ϑn,m =
m∑
k=n

ckVk su m-ésima suma parcial. Entonces,

E
[
‖ϑn,m‖2

]
= E [〈ϑn,m, ϑn,m〉] = E

[
〈
m∑
k=n

ckVk,

m∑
k=n

ckVk〉

]
= E [〈cnVn + · · ·+ cmVm, cnVn + · · ·+ cmVm〉]

= E

 m∑
k=n

c2k〈Vk, Vk〉+
∑
k 6=l

ckcl〈Vk, Vl〉


=

m∑
k=n

c2k · E [〈Vk, Vk〉] =
m∑
k=n

c2k · E
[
‖Vk‖2

]
=

m∑
k=n

c2k.

Aśı que al tomar el ĺımite cuando m→∞ obtenemos que

E
[
‖ϑn‖2

]
=
∞∑
k=n

c2k.

Denotemos por A =
∞∑
k=1

c2k log2
2 k. Como ocurre que

(log2
2 n)

∞∑
k=n

c2k =
∞∑
k=n

c2k log2
2 n ≤

∞∑
k=n

c2k log2
2 k ≤ A,

entonces para cada n ≥ 1

E
[
‖ϑn‖2

]
≤ A

log2
2 n
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y por lo tanto

∞∑
n=1

E
[
‖ϑ2n‖2

]
≤
∞∑
n=1

A

log2
2 2n

=
∞∑
n=1

A

n2
<∞.

Del teorema C.0.2 de Beppo-Levi tenemos que la serie
∞∑
n=1

‖ϑ2n‖2 converge c.s.,

lo cuál implica que ‖ϑ2n‖2 → 0 c.s. y por tanto también ‖ϑ2n‖ → 0 c.s. cuando
n→∞.
Definiendo la siguiente sucesión de números reales

c′j =

{
cj si j ≥ 2n

0 si j < 2n
,

y aplicando la desigualdad Rademacher-Mensov (lema 2.2.1) obtenemos que

E

 máx
2n≤k<2n+1

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2n

cjVj

∥∥∥∥∥∥
2
 = E

 máx
1≤k≤2n+1−1

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

c′jVj

∥∥∥∥∥∥
2


≤ (log2
2 4 · (2n+1 − 1))

2n+1−1∑
j=1

c′2j

= (log2
2(2n+3 − 22))

2n+1−1∑
j=2n

c2j

≤ (log2
2 24n)

2n+1−1∑
j=2n

c2j = 16n2
2n+1−1∑
j=2n

c2j

= 16 · log2
2 2n

2n+1−1∑
j=2n

c2j = 16
2n+1−1∑
j=2n

c2j log2
2 2n

≤ 16

2n+1−1∑
j=2n

c2j log2
2 j.

Lo anterior implica que

∞∑
n=1

E

 máx
2n≤k<2n+1

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2n

cjVj

∥∥∥∥∥∥
2
 ≤ 16

∞∑
n=1

2n+1−1∑
j=2n

c2j log2
2 j

≤ 16

∞∑
k=1

c2k log2
2 k <∞
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y nuevamente, usando el teorema C.0.2 de Beppo-Levi, obtenemos que

máx
2n≤k<2n+1

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2n

cjVj

∥∥∥∥∥∥→ 0 c.s. cuando n→∞

Aśı que por lo anterior, dado k ∈ N tal que 2n ≤ k < 2n+1, ocurre que

‖ϑk‖ ≤ ‖ϑk − ϑ2n‖+ ‖ϑ2n‖ ≤ máx
2n≤k<2n+1

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2n

cjVj

∥∥∥∥∥∥+ ‖ϑ2n‖ → 0 c.s.

Lo cuál concluye la prueba de la proposición 2.2.2. �

Para probar la extensión de la Ley de los Grandes Números de Rademacher-
Mensov necesitaremos además del útil lema de Kronecker, el cual enunciamos
y probamos a continuación. Cabe mencionar que la misma prueba para el caso
clásico funciona para cualquier espacio normado. Aśı que la enunciamos de esa
manera y no solo para espacios de Hilbert.

Lema 2.2.3 (Sumación por partes). Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado. Sean
(xj)j de números reales y (yk)k una sucesión en X. Para cada entero no negativo
definimos Xn =

∑n
i=0 xi y Yn =

∑n
i=0 yi, donde X0 = x0 y Y0 = y0. Entonces,

XnYn =

n∑
i=0

Xiyi +

n∑
i=1

xiYi−1.

Demostración. Observemos que para cada n ≥ 1, xn = Xn −Xn−1 y análoga-
mente yn = Yn − Yn−1. Entonces,

XnYn −X0Y0 =
n∑
i=1

(XiYi −Xi−1Yi−1)

=
n∑
i=1

(XiYi −XiYi−1 +XiYi−1 −Xi−1Yi−1)

=
n∑
i=1

Xi(Yi − Yi−1) +
n∑
i=1

(Xi −Xi−1)Yi−1

=
n∑
i=1

Xiyi +
n∑
i=1

xiYi−1.

Ello implica que

XnYn =
n∑
i=1

Xiyi +
n∑
i=1

xiYi−1 +X0Y0 =
n∑
i=0

Xiyi +
n∑
i=1

xiYi−1.

�
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Lema 2.2.4 (Kronecker). Sea (Vn)n una sucesión arbitraria en X, y sea (bn)n
una sucesión de números reales de términos no negativos creciente a infinito,

es decir, 0 < b1 < b2 < . . . ↑ ∞. Supongamos que la serie
∞∑
k=1

Vk
bk

converge,

entonces

ĺım
n→∞

1

bn

n∑
k=1

Vk = 0.

Demostración. Usando sumación por partes, donde Xi = bi y yi = Vi
bi

para cada
i ≥ 1, y si i = 0 definimos X0 = x0 = b0 = 0 y y0 = 0. Entonces,

bnYn =

n∑
i=0

bi
Vi
bi

+

n∑
i=1

(Xi −Xi−1)Yi−1

=
n∑
i=1

Vi +
n∑
i=1

(bi − bi−1)Yi−1

=

n∑
i=1

Vi +

n−1∑
i=0

(bi+1 − bi)Yi,

es decir

bnYn −
n−1∑
i=1

(bi+1 − bi)Yi =
n∑
i=1

Vi.

Ahora bien, denotemos por Y = ĺımn→∞ Yn = ĺımn→∞
∑n
i=1

Vi
bi

(el cuál existe
por hipótesis), entonces,

1

bn

n∑
i=1

Vi = Yn −
1

bn

n−1∑
i=1

(bi+1 − bi)Yi

= Yn − Y + Y − 1

bn

n−1∑
i=1

(bi+1 − bi)Yi

= Yn − Y + Y
1

bn
·

(
n−1∑
i=0

(bi+1 − bi)

)
− 1

bn

n−1∑
i=1

(bi+1 − bi)Yi

= Yn − Y +
1

bn

n−1∑
i=0

(bi+1 − bi)(Y − Yi).

Sea ε > 0, como Yn → Y existe N > 0 tal que para todo n ≥ N se tiene que
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‖Yn − Y ‖ <
ε

2
. Sea además M = máx

0≤j≤N−1
‖Y − Yi‖. Entonces, si n ≥ N ,

∥∥∥∥∥ 1

bn

n∑
i=1

Vi

∥∥∥∥∥ ≤ ‖Yn − Y ‖+
1

bn

(
N−1∑
i=0

|bi+1 − bi|‖Y − Yi‖+
n−1∑
i=N

|bi+1 − bi|‖Y − Yi‖

)

≤ ‖Yn − Y ‖+
1

bn

(
N−1∑
i=0

(bi+1 − bi)M +
n−1∑
i=N

(bi+1 − bi)
ε

2

)

≤ ‖Yn − Y ‖+
1

bn
M(bN − b1) +

1

bn
(bn − bN )

ε

2

= ‖Yn − Y ‖+
bN
bn
M + (1− bN

bn
)
ε

2
.

Haciendo tender n a infinito obtenemos que

∥∥∥∥∥ 1

bn

n∑
i=1

Vi

∥∥∥∥∥ ≤ ε, lo cuál implica

que el ĺımite es cero. �

Teorema 2.2.5 (Rademacher-Mensov). Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble. Si (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios ortogonales en H con
Var(Vn) <∞ para cada n, y tales que

∞∑
n=1

Var(Vn)

n2
log2

2 n <∞

entonces ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(Vk − E [Vk])

∥∥∥∥∥→ 0

casi seguramente.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada n,
E[Vn] = 0, y en particular Var(Vn) = E

[
‖Vn‖2

]
. Debido al lema de Kronecker,

es suficiente probar que la serie

∞∑
n=1

Vn
n

converge casi seguramente. Con esta finalidad, para cada n definimos

ζn =


Vn

(E [‖Vn‖2])
1
2

si Var(Vn) 6= 0

0 si Var(Vn) = 0.
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Entonces (ζn)n es una sucesión de elementos aleatorios ortonormales. En efecto,

E [〈ζi, ζj〉] = E

[〈
Vi

(E [‖Vi‖2])
1
2

,
Vj

(E [‖Vj‖2])
1
2

〉]

=
1

(E [‖Vi‖2])
1
2 · (E [‖Vj‖2])

1
2

E [〈Vi, Vj〉]

=


E
[
‖Vi‖2

](
(E [‖Vi‖2])

1
2

)2 si i = j

0 si i 6= j

=

{
1 si i = j

0 si i 6= j.

Aśı, tomando la sucesión de números reales cn =
1

n
(E
[
‖Vn‖2

]
)

1
2 obtenemos que

∞∑
n=1

c2n log2
2 n =

∞∑
n=1

Var(Vn)

n2
log2

2 n <∞.

Aplicando la proposición 2.2.2 tenemos que la serie

∞∑
n=1

cnζn converge casi se-

guramente. Es decir,

∞∑
n=1

cnζn =
∞∑
n=1

(E
[
‖Vn‖2

]
)

1
2

n

Vn

(E [‖Vn‖2])
1
2

=
∞∑
n=1

Vn
n

converge casi seguramente en H, lo cuál prueba el resultado.
�

Comentario. No hay conflicto suponer que la sucesión (Vn)n esté forma-
da por elementos de esperanza nula, pues de no ser aśı podemos ((centrarlas))
al sustraerles su esperanza, es decir, aplicaŕıamos el mismo razonamiento a la
suceción de elementos aleatorios (V ′n)n donde V ′n = Vn − E[Vn], que claramente
satisface E[V ′n] = 0 y Var(V ′n) = Var(Vn) <∞ para cada n.

Y no solamente eso, en tal caso, si asumimos que la sucesión es de elementos
no correlacionados, entonces seŕıa ortogonales. De modo que el teorema 2.2.5
sigue siendo válido si sustituimos la hipótesis de ortogonalidad por la de no
correlación. Es decir:

Teorema 2.2.6. Sea H un espacio de Hilbert separable. Si (Vn)n es una suce-
sión de elementos aleatorios no correlacionados en H con Var(Vn) < ∞ para
cada n, y tales que

∞∑
n=1

Var(Vn)

n2
log2

2 n <∞

entonces la sucesión (Vn)n satisface la ley fuerte de los grandes números.
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2.3. Sucesiones de elementos aleatorios indepen-
dientes

Hasta ahora hemos dejado de lado el concepto de independencia para enfo-
carnos en estudiar los conceptos de no correlación y de ortogonalidad de elemen-
tos aleatorios. Primero porque la estructura de espacio con producto interior lo
permite, y segundo porque son condiciones más sencillas de verificar que la de
independencia. Esto queda plasmado en el siguiente resultado.

Lema 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert separable. Si V y Z son elementos
aleatorios independientes en H, con E[‖V ‖2] < ∞ y E[‖Z‖2] < ∞, entonces V
y Z son elementos aleatorios no correlacionados.

Demostración. Hemos visto que E[‖V ‖2],E[‖Z‖2] <∞, implica que E[V ] y E[Z]
existen en H. Sin pérdida de generalidad supongamos que E[V ] = 0 = E[Z],
de lo contrario consideramos los elementos aleatorios ((centrados)) V − E[V ] y
Z − E[Z] cuya esperanza es 0 (el vector cero).

Como H es separable, el teorema A.1.6 nos garantiza que H tiene una base
ortogonal, digamos {bn : n ≥ 1}. Ahora, dados x, y ∈ H sabemos que

〈x, y〉 =

∞∑
n=1

〈x, bn〉〈y, bn〉.

En particular, obtenemos que

〈V,Z〉 =
∞∑
n=1

〈V, bn〉〈Z, bn〉 = ĺım
m→∞

m∑
n=1

〈V, bn〉〈Z, bn〉

Notemos que para cada k ∈ N tenemos que∣∣∣∣∣
k∑

n=1

〈V, bn〉〈Z, bn〉

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

n=1

|〈V, bn〉〈Z, bn〉|

≤

(
k∑

n=1

|〈V, bn〉|2
) 1

2
(

k∑
n=1

|〈Z, bn〉|2
) 1

2

≤

( ∞∑
n=1

|〈V, bn〉|2
) 1

2
( ∞∑
n=1

|〈Z, bn〉|2
) 1

2

≤ (‖V ‖2)
1
2 (‖Z‖2)

1
2 = ‖V ‖‖Z‖,

donde la segunda y última desigualdad están justificadas por las desigualdades
de Hölder y Bessel respectivamente. Aśı, si Sk =

∑k
n=1〈V, bn〉〈Z, bn〉 es la k-

ésima suma parcial de S =
∑∞
n=1〈V, bn〉〈Z, bn〉, entonces (Sk)k es una sucesión

de funciones tales que
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i. Sk : Ω→ R converge puntualmente a S : Ω→ R,

ii. Sk está dominada por la función ‖V ‖‖Z‖ que es integrable (pues por la

desigualdad de Hölder E[‖V ‖ ‖Z‖] ≤
(
E[‖V ‖2]

) 1
2
(
E[‖Z‖2]

) 1
2 <∞).

y por lo tanto, el teorema de Convergencia Dominada nos garantiza que

E [〈V,Z〉] = E

[ ∞∑
n=1

〈V, bn〉〈Z, bn〉

]
= E

[
ĺım
m→∞

m∑
n=1

〈V, bn〉〈Z, bn〉

]

= ĺım
m→∞

E

[
m∑
n=1

〈V, bn〉〈Z, bn〉

]
= ĺım
m→∞

m∑
n=1

E [〈V, bn〉〈Z, bn〉] .

En particular notemos que para cada n ∈ N, y h ∈ H la función fbn(h) =
〈h, bn〉 : H → R es lineal y continua (fbn ∈ H∗), por ello también es medible. Por
hipótesis V,Z son elementos aleatorios independientes, aśı, en virtud del lema
1.2.4 obtenemos que 〈V, bn〉, 〈Z, bn〉 son variables aleatorias independientes, y
por tanto

E [〈V, bn〉〈Z, bn〉] = E [〈V, bn〉]E [〈Z, bn〉] .
En consecuencia,

ĺım
m→∞

m∑
n=1

E [〈V, bn〉〈Z, bn〉] = ĺım
m→∞

m∑
n=1

E [〈V, bn〉]E [〈Z, bn〉]

= ĺım
m→∞

m∑
n=1

E [fbn(V )]E [fbn(Z)]

= ĺım
m→∞

m∑
n=1

fbn(E [V ])fbn(E [Z])

= ĺım
m→∞

m∑
n=1

〈E [V ] , bn〉〈E [Z] , bn〉

= ĺım
m→∞

m∑
n=1

〈0, bn〉〈0, bn〉

= ĺım
m→∞

0 = 0 = 〈0,0〉 = 〈E [V ] ,E [Z]〉.

Por lo tanto E [〈V,Z〉] = 〈E [V ] ,E [Z]〉, es decir, V y Z son no correlacionados.
�

2.3.1. Ley de los grandes números de Kolmogorov

Proposición 2.3.2 (Desigualdad de Kolmogorov). Sea H un espacio de Hilbert
separable. Si V1, V2, . . . , Vn son elementos aleatorios independientes en H con
varianza finita y ε es cualquier número positivo, entonces

P

 máx
1≤k≤n

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥ ≥ ε
 ≤ 1

ε2

n∑
j=1

Var(Vj). (2.6)
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Demostración. Sea ε > 0. Supongamos que E[Vj ] = 0, si denotamos por Sk a

la k-ésima suma parcial de los elementos aleatorios Vj , Sk =
∑k
j=1 Vj , entonces

también E [Sk] = 0. Definamos los siguientes subconjuntos de Ω,

A =

{
ω : máx

1≤k≤n
‖Sk‖ ≥ ε

}
Ak = {ω : ‖S1‖ < ε, ‖S2‖ < ε, . . . , ‖Sk−1‖ < ε, ‖Sk‖ ≥ ε}

Afirmamos que A =
n⋃
k=1

Ak.

En efecto, si ω ∈
⋃n
k=1Ak, entonces ω ∈ Am para alguna m ∈ {1, 2, . . . , n},

en particular ‖Sm‖ ≥ ε pero máx
1≤k≤n

‖Sk‖ ≥ ‖Sm‖ y por lo tanto ω ∈ A.

Por otra parte, si ω ∈ A, entonces máx
1≤k≤n

‖Sk‖ ≥ ε, de modo que el conjunto

{j : ‖Sj‖ ≥ ε} 6= ∅. Sea k0 = mı́n{j : ‖Sj‖ ≥ ε}, entonces ω ∈ Ak0 ⊂
n⋃
k=1

Ak.

Más aún, el conjunto A es una unión ajena de los Ak. En efecto, tomando
r 6= s ı́ndices podemos suponer sin perder generalidad que r < s. Si ocurriera
que Ar ∩ As 6= ∅ es porque existe ω ∈ Ar ∩ As. Luego, como ω ∈ As tenemos

que
∥∥∥∑p

j=1 Vj

∥∥∥ < ε para cada 1 ≤ p < s en particular lo anterior es válido para

p = r, pero como también ω ∈ Ar,
∥∥∥∑r

j=1 Vj

∥∥∥ ≥ ε lo cuál es una contradición.

Aśı que:

E
[
‖Sn‖2 · IA

]
= E

[
‖Sn‖2 · I⋃n

k=1 Ak

]
= E

[
‖Sn‖2 ·

n∑
k=1

IAk

]

=
n∑
k=1

E
[
‖Sn‖2 · IAk

]
=

n∑
k=1

E
[
‖Sk + Sn − Sk‖2 · IAk

]
=

n∑
k=1

E [〈Sk + Sn − Sk, Sk + Sn − Sk〉 · IAk ]

=
n∑
k=1

E
[(
‖Sn − Sk‖2 + ‖Sk‖2 + 2〈Sk, Sn − Sk〉

)
· IAk

]
=

n∑
k=1

(
E
[
‖Sn − Sk‖2 · IAk

]
+ E

[
‖Sk‖2 · IAk

]
+ 2E [〈Sk, Sn − Sk〉 · IAk ]

)
Notemos que E [〈Sk, Sn − Sk〉 · IAk ] = E [〈Sk · IAk , Sn − Sk〉], donde SkIAk y
Sn−Sk resultan ser elementos aleatorios independientes, y como H es separable
podemos aplicar el lema 2.3.1 de donde obtenemos que son SkIAk y Sn − Sk
elementos aleatorios no correlacionados, es decir,

E [〈Sk · IAk , Sn − Sk〉] = 〈E [Sk · IAk ] ,E [Sn − Sk]〉 = 0.
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Y por lo tanto,

n∑
j=1

Var (Vj) = Var(Sn) = E
[
‖Sn‖2

]
≥ E

[
‖Sn‖2 · IA

]
=

n∑
k=1

(
E
[
‖Sn − Sk‖2 · IAk

]
+ E

[
‖Sk‖2 · IAk

])
≥

n∑
k=1

E
[
‖Sk‖2 · IAk

]
≥

n∑
k=1

ε2 · E [IAk ] = ε2
n∑
k=1

E [IAk ]

= ε2
n∑
k=1

P [Ak] = ε2P

[
n⋃
k=1

Ak

]
= ε2P [A] .

Para el caso general, cuando la esperanza de Vj es distinta de cero, definimos la
sucesión de elementos aleatorios ηj = Vj−E [Vj ]. Ellos cumplen tener esperanza
nula y varianza finita, por lo que aplicando el resultado anterior obtenemos que
dado ε > 0,

P
[

máx
1≤k≤n

‖Sk − E [Sk]‖ ≥ ε
]

= P

 máx
1≤k≤n

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

ηj

∥∥∥∥∥∥ ≥ ε
 ≤ 1

ε2

n∑
j=1

Var(ηj)

=
1

ε2

n∑
j=1

Var(Vj − E [Vj ]) =
1

ε2

n∑
j=1

Var(Vj).

�

Teorema 2.3.3 (Kolmogorov). Sea H un espacio de Hilbert separable. Si (Vn)n
es una sucesión de elementos aleatorios independientes en H tal que

∞∑
n=1

Var(Vn)

n2
<∞

entonces ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(Vk − E [Vk])

∥∥∥∥∥→ 0 c.s.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que E [Vn] = 0 para
cada n ∈ N (de lo contrario consideramos a la sucesión de e.a. dados como
Un = Vn − E [Vn]). Para cada n ∈ N sea Sn =

∑n
k=1 Vk y, para cada ε > 0,

definimos

Aε =

{
ω :

∥∥∥∥Sn(ω)

n

∥∥∥∥ > ε para una infinidad de n

}
.

Por el lema 1.1.9, para probar el resultado basta probar que P(Aε) = 0 para
cada ε > 0. Para ello definimos

Bn,ε =

{
ω :

∥∥∥∥Sk(ω)

k

∥∥∥∥ > ε para alguna k ∈ N tal que 2n−1 < k ≤ 2n
}
.
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Entonces se tiene que

Aε = {ω : ω ∈ Bn,ε para una infinidad de n}

y debido al lema 1.1.10 de Borel-Cantelli, para probar que P(Aε) = 0 para cada

ε > 0, basta probar que la serie
∞∑
n=1

P(Bn.ε) converge para cada ε > 0, pero esto

es consecuencia de la desigualdad de Kolmogorov. En efecto,

P (Bn,ε) = P
[ ∥∥∥∥Sk(ω)

k

∥∥∥∥ > ε para alguna k ∈ N tal que 2n−1 < k ≤ 2n
]

= P
[

máx
2n−1<k≤2n

∥∥∥∥Sk(ω)

k

∥∥∥∥ > ε

]
= P

[
máx

2n−1<k≤2n
‖Sk(ω)‖ > kε

]
≤ P

[
máx

2n−1<k≤2n
‖Sk(ω)‖ > 2n−1ε

]
≤ P

[
máx

1≤k≤2n
‖Sk(ω)‖ > 2n−1ε

]
≤ 1

(ε2n−1)2

2n∑
k=1

Var(Vk)

=
4

ε222n

2n∑
k=1

Var(Vk)

y por lo tanto,

∞∑
n=1

P(Bn,ε) ≤
4

ε2

∞∑
n=1

1

22n

2n∑
k=1

Var(Vk) =
4

ε2

[
1

22
{Var(V1) + Var(V2)} +

+
1

24
{Var(V1) + Var(V2) + Var(V3) + Var(V4)}

+
1

26
{Var(V1) + Var(V2) + Var(V3) + Var(V4) + Var(V5) + Var(V6)}+ . . .

]
=

4

ε2

[
Var(V1)

{
1

22
+

1

24
+

1

26
+ . . .

}
+ Var(V2)

{
1

22
+

1

24
+

1

26
+ . . .

}
+Var(V3)

{
1

24
+

1

26
+

1

28
+ . . .

}
+ Var(V4)

{
1

24
+

1

26
+

1

28
+ . . .

}
+ . . .

]
=

4

ε2

∞∑
k=1

Var(Vk)
∑

{n∈N : k≤2n}

1

22n
.

Dado k ∈ N, {n ∈ N : k ≤ 2n} 6= ∅. Aśı, sea n0 = mı́n{n ∈ N : k ≤ 2n}.
Entonces,

∑
{n∈N : k≤2n}

1

22n
=

∞∑
n=n0

1

22n
=

∞∑
n=n0

(
1

4

)n
=

4

3 · 22n0
≤ 4

3k2
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y por lo tanto:

∞∑
n=1

P(Bn,ε) ≤
4

ε2

∞∑
k=1

Var(Vk)
4

3k2
=

16

3ε2

∞∑
k=1

Var(Vk)

k2
<∞.

�
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Caṕıtulo 3

Leyes de los grandes
números en espacios
normados

En el caṕıtulo 2 vimos que pudimos extender de manera casi directa, y si-
guiendo casi los mismos métodos de prueba, varias leyes de grandes números
como por ejemplo la de Kolmogorov (teorema 2.3.3). En definitiva tener una
operación de producto interior definido en el espacio fue fundamental para ta-
les extensiones, tan solo recordemos el lema 2.3.1 que permitió establecer una
relación entre un concepto fundamental como lo es el de independencia con el
de no-correlación.

Esto contrasta con el caso general ya que ninguna de las leyes de los grandes
números que presentamos en el caṕıtulo anterior (d́ıgase teorema 2.1.1, 2.1.2,
2.2.5 o 2.3.3) se extienden de forma directa a espacios de Banach separables.
Para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos X = `1 = {(xn)n ∈ R∞ :
∑∞
n=1 |xn| <∞} do-

tado de la norma ‖(xn)n‖`1 =
∑∞
n=1 |xn|.

Denotemos por δn al elemento de `1 que toma el valor 1 en la n-ésima
coordenada y 0 en el resto, es decir,

en = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n-ésimo

, 0, . . . ).

Tomemos (An)n una sucesión de variables aleatorias independientes tales que
P(An = ±1) = 1

2 (una sucesión de Rademacher) y definamos Vn = Anen =
(0, . . . , An, 0, . . . ) = (Vn,k)k. Entonces Vn es un elemento aleatorio en `1 (por la
proposición 1.2.3), y no solo eso, (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios
independientes.

Para corroborar esto último basta ver que (f(Anen))n forma una sucesión de
variables aleatorias independientes para cada f ∈ (`1)∗. Pero como (`1)∗ = `∞,

83
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entonces dado (fn)n = f ∈ (`1)∗,

f(Vn) =
∞∑
k=1

fkVn,k = fnAn

luego (f(Vn))n = (fnAn)n es una sucesión de variables aleatorias independientes
para cada f ∈ (`1)∗.

Observemos que ‖Vn‖`1 = ‖(0, . . . , 0,±1, 0, . . . )‖`1 = 1 < ∞ (primer mo-
mento finito) y ya que E [An] = 0, entonces E [Vn] = 0 para cada n. Sin embar-
go, ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥
`1

=

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Akek

∥∥∥∥∥
`1

=

∥∥∥∥ 1

n
(A1, A2, . . . , An, 0, . . . )

∥∥∥∥
`1

=
1

n

n∑
k=1

|Ak| ≡ 1

para cada n. Por lo tanto,

1

n

n∑
k=1

Vn 9 0 = E [Vn]

(leáse: no converge a 0 cuando n→∞) en ningún modo de convergencia.

El ejemplo 3.0.1 sugiere que, o bien imponemos más condiciones sobre los
elementos aleatorios, o bien encontrarmos condiciones sobre el espacio que nos
permitan concluir teoremas ĺımites similares a los ya antes mencionados. Ense-
guida abordamos la primera de estas cuestiones, la segunda será tratada en la
sección 3.3.

3.1. Ley de los grandes números de Mourier

En esta sección estudiamos la extensión de la ley fuerte de los grandes núme-
ros para elementos aleatorios independientes e idénticamente distribuidos a es-
pacios de Banach. Este resultado fue establecido por la matemática francesa
Edith Mourier en su tesis doctoral en 1953 [24]. No solo eso, a E. Mourier tam-
bién se le atribuye el inicio de la teoŕıa de Probabilidad en espacios de Banach
(véase [5]). A continuación presentamos el enunciado y prueba de tal resultado.

Teorema 3.1.1 (Mourier [24]). Sea X un espacio de Banach separable y sea
(Vn)n una sucesión de elementos aleatorios independientes e idénticamente dis-
tribuidos en X para los cuales E [‖V1‖] <∞, entonces∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

∥∥∥∥∥→ 0

casi seguramente.
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Demostración. Notemos que como (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios
idénticamente distribuidos, E [Vn] = E [V1] para cada n ≥ 1 y como por hipótesis
E [‖V1‖] <∞ y X separable y completo, entonces E [V1] existe.

Primero supongamos que para cada n, Vn : Ω → X es un e.a. discreto que
toma valores {xi : i ≥ 1} con xi ∈ X para cada i ≥ 1. Dado t ∈ N definimos

V tk =
t∑
i=1

xiI{Vk=xi}.

Observemos que
(
I{Vk=xi}

)∞
k=1

define una sucesión de variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas (pues (Vn)n ya lo es). Más aún, la
sucesión de variables aleatorias

(
I{Vk=xi}

)
k

satisface que para cada k ∈ N,

E
[
I{Vk=xi}

]
= P [{Vk = xi}] <∞

y por lo tanto la sucesión
(
I{Vk=xi}

)
k

obedece la ley fuerte de los grandes núme-

ros1, esto es,

1

n

n∑
k=1

I{Vk=xi}
c.s.→ P [{V1 = xi}]

cuando n→∞. Además,

E
[
V tk
]

= E

[
t∑
i=1

xiI{Vk=xi}

]
=

t∑
i=1

E
[
xiI{Vk=xi}

]
=

t∑
i=1

xiE
[
I{Vk=xi}

]
=

t∑
i=1

xiP ({Vk = xi})

=
t∑
i=1

xiP ({V1 = xi}) = E
[
V t1
]

donde la tercera igualdad se da por la parte d) del teorema 1.3.1 tomando el

1Sean V1, V2, . . . variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media
µ. Entonces

1

n

n∑
k=1

Vk
c.s.→ µ

cuando n→∞.
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elemento aleatorio W : Ω→ X constante; W (ω) = xi. Por lo que, para cada t,

0 ≤

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(
V tk − E

[
V tk
])∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(
V tk − E

[
V t1
])∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(
t∑
i=1

xiI{Vk=xi} −
t∑
i=1

xiP [{V1 = xi}]

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

t∑
i=1

xi
(
I{Vk=xi} − P [{V1 = xi}]

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
t∑
i=1

xi
n

(
n∑
k=1

I{Vk=xi} − P [{V1 = xi}]

)∥∥∥∥∥
≤

t∑
i=1

‖xi‖

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

(
I{Vk=xi} − P [{V1 = xi}]

)∣∣∣∣∣ c.s.→ 0

cuando n→∞. Es decir, para cada t,∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

V tk − E
[
V t1
]∥∥∥∥∥ c.s.→ 0 (3.1)

cuando n→∞. Ahora, para cada t definimos la sucesión (Rtk)∞k=1 donde

Rtk = Vk − V tk = Vk −
t∑
i=1

xiI{Vk=xi}.

Entonces (‖Rtk‖)k también define a una sucesión de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas tales que

E
[∥∥Rt1∥∥] =

∞∑
i=t+1

‖xi‖ · P ({V1 = xi}) ≤ E [‖V1‖] <∞.

Aśı que para cada t ∈ N, (‖Rtk‖)k es una sucesión de variables aleatorias que
obedece la ley fuerte de los grandes números, es decir,

1

n

n∑
k=1

∥∥Rtk∥∥ c.s.→ E
[∥∥Rt1∥∥] (3.2)

cuando n→∞. Notemos además que, dado ω ∈ Ω,

ĺım
t→∞

∥∥Rt1(ω)
∥∥ = ĺım

t→∞

∥∥V1(ω)− V t1 (ω)
∥∥

= ĺım
t→∞

∥∥∥∥∥V1(ω)−
t∑
i=1

xiI{V1=xi}(ω)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥V1(ω)− ĺım
t→∞

t∑
i=1

xiI{V1=xi}(ω)

∥∥∥∥∥ = 0,

(3.3)
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puesto que el segundo sumando dentro de las ((barras)) corre sobre todos los
posibles valores de V1. Aśı que ‖Rt1‖ → 0 (puntualmente) cuando t→∞. Y no
solamente eso,

∥∥Rt1(ω)
∥∥ =

∥∥∥∥∥V1(ω)−
t∑
i=1

xiI{V1=xi}(ω)

∥∥∥∥∥
=

{
0 si V1(ω) = xj con 1 ≤ j ≤ t

‖V1(ω)‖ si V1(ω) = xj con j > t.

(3.4)

Por lo tanto ‖Rt1‖ ≤ ‖V1‖ para cada t. Como por hipótesis ‖V1‖ es integrable,
el teorema de convergencia dominada garantiza que

ĺım
t→∞

E
[∥∥Rt1∥∥] = E

[
ĺım
t→∞

∥∥Rt1∥∥] = 0.

Sea ε > 0, entonces existe N0 ∈ N tal que E [‖Rt1‖] <
ε

4
si t ≥ N0. Ahora, por

(3.1) y (3.2), para cada entero t existen Nt y Mt conjuntos nulos para los cuales
las convergencias antes citadas no se dan. Sea S =

⋃∞
t=1Nt ∪Mt, nuevamente

por (3.1) y (3.2), dado ω /∈ S, existe N = N(ε, ω) tal que para cada n ≥ N

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

V tk (ω)− E
[
V t1 (ω)

]∥∥∥∥∥ < ε

4
,

y también ∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

∥∥Rtk(ω)
∥∥− E

[∥∥Rt1(ω)
∥∥]∣∣∣∣∣ < ε

4

lo cuál implica que

1

n

n∑
k=1

∥∥Rtk(ω)
∥∥ < E

[∥∥Rt1(ω)
∥∥]+

ε

4
<
ε

2
,

siempre que t ≥ N0. Luego, por la linealidad y contractividad de la integral de
Pettis (ver teorema 1.3.1 incisos (a) y (f)),

∥∥E [V t1 ]− E [V1]
∥∥ =

∥∥E [V t1 − V1

]∥∥ ≤ E
[∥∥V t1 − V1

∥∥] = E [‖R1‖] <
ε

4
.
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Entonces, para cada ω /∈ S, t ≥ N0 y n ≥ N se tiene que∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk(ω)− E [V1]

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(
V tk (ω)− E

[
V t1
])

+
1

n

n∑
k=1

(
Vk(ω)− V tk (ω)

)
+ E

[
V t1
]
− E [V1]

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

V tk (ω)− E
[
V t1
]∥∥∥∥∥+

1

n

n∑
k=1

∥∥Rtk(ω)
∥∥

+
∥∥E [V t1 ]− E [V1]

∥∥
<
ε

4
+
ε

2
+
ε

2
= ε.

Esto prueba el teorema Mourier para el primer caso cuando los elementos alea-
torios son discretos. Enseguida haremos el caso general: por el lema 1.1.4, dado
m ∈ N existe Tm : X → X función Borel medible que toma a lo más una can-

tidad numerable de valores y tal que ‖Tm(x) − x‖ < 1

m
para cada x ∈ X.

Entonces,∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [Vk]

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

(Vk − Tm(Vk))

+
1

n

n∑
k=1

(Tm(Vk)− E [Tm(V1)]) + E [Tm(V1)]− E [V1]

∥∥∥∥∥
≤ 1

n

n∑
k=1

‖Vk − Tm(Vk)‖+

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Tm(V1)− E [Tm(V1)]

∥∥∥∥∥
+ ‖E [Tm(V1)]− E [V1]‖ .

Observemos que el primer sumando del lado derecho de la desigualdad anterior
satisface que

1

n

n∑
k=1

‖Vk − Tm(Vk)‖ ≤ 1

n

n∑
k=1

1

m
=

1

n

n

m
=

1

m
,

mientras que el tercero cumple que

‖E [Tm(V1)]− E [V1]‖ = ‖E [Tm(V1)− V1]‖ ≤ E [‖Tm(V1)− V1‖] ≤
1

m
.

Para el segundo sumando: como Tm : X → X es medible, aplicando el lema
1.2.4, obtenemos que (Tm(Vk))k≥1 es una sucesión de elementos aleatorios inde-
pendientes e idénticamente distribuidos en X. Además Tm(Vk) es discreta para
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cada k ≥ 1 y son tales que

E [‖Tm(V1)‖] = E [‖Tm(V1)− V1 + V1‖]
≤ E [‖Tm(V1)− V1‖] + E [‖V1‖]

≤ 1

m
+ E [‖V1‖] <∞.

Aśı que aplicando el primer caso de la prueba obtenemos que∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Tm (Vk)− E [Tm(V1)]

∥∥∥∥∥ c.s.→ 0

cuando n → ∞, y esto ocurre para cada m ∈ N. Y por lo tanto existe Nm ∈
F conjunto nulo tal que la convergencia anterior no se sigue en él. Sea S =⋃∞
m=1Nm, aśı P(S) = 0 y si ω /∈ S para n suficientemente grande se sigue que∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [Vk]

∥∥∥∥∥ < 2

m
+

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Tm (Vk)− E [Tm(V1)]

∥∥∥∥∥ < 3

m
.

Esto completa la prueba del teorema 3.1.1. �

Comentario. Como cada espacio normado es isométricamente isomorfo a
un subespacio denso de un espacio de Banach, el teorema 3.1.1 puede ser ex-
tendido a cualquier espacio normado separable (no necesariamente completo) si
asumimos que E [V1] existe.

El ejemplo 3.0.1 también ilustra que la hipótesis de ((idéntica distribución))
no puede ser sustituida por una hipótesis de acotamiento en los momentos de
las variables aleatorias ‖Vn‖, como por ejemplo acotamiento de las varianzas.

3.2. Una ley débil de los grandes números

En [35] R. L. Taylor mostró que una sucesión de elementos aleatorios idénti-
camente distribuidos en un espacio de Banach que tiene base de Schauder satis-
face la ley débil de los grandes numeros en la ((topoloǵıa de la norma)) si y solo
si satisface la ley débil de los grandes números en la ((topoloǵıa débil)). Esto es,∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

∥∥∥∥∥→ 0 en probabilidad

si y solo si ∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

f(Vk)− E [f(V1)]

∣∣∣∣∣→ 0 en probabilidad,

para cada f ∈ X∗. Antes de probar este resultado primero mostraremos una
ligera modificación del mismo. Más precisamente, probaremos que la ley débil
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de los grandes números se sigue en la topoloǵıa de la norma si y solo si la ley
débil de los grandes números se sigue en cada coordenada de la base. Para ello
vale la pena recordar algunas definiciones.

Definición 3.2.1. Sea X un espacio de Banach. Una sucesión {bn : n ≥ 1} en
X es base de Schauder para X si para cada x ∈ X existe una única sucesión
de escalares {tn : n ≥ 1} tal que

x = ĺım
n→∞

n∑
k=1

tkbk. (3.5)

Diremos que una base de Schauder {bn} es monótona si la sucesión
de números escalares {‖

∑n
k=1 tkbk‖ : n ≥ 1} es monótona creciente para cada

sucesión de escalares {tn}.
Sin entrar mucho en detalles, cuando un espacio de Banach tiene base de

Schauder {bn} podemos definir una sucesión {fk} en X∗, fk : X → R, dada por
fk(x) = tk, donde x ∈ X y

x = ĺım
n→∞

n∑
k=1

tkbk.

Los funcionales lineales {fk} son llamados funcionales coordenados para
la base de Schauder {bn}. La linealidad de tales funcionales es consecuencia
directa de la unicidad de la representación que tiene cada x ∈ X (ver (3.5)).
Nótese que los funcionales coordenados dependen de la base y no necesariamente
son continuos (ver ejemplo 3.2.2). Sin embargo, si el espacio es completo, tales
funcionales resultan ser continuos (ver lema 3.2.1).

También podemos definir la siguiente sucesión de funciones lineales {Pn}
donde

Pn(x) =
n∑
k=1

fk(x)bk

para cada x ∈ X. Las funciones {Pn} son llamadas proyecciones canónicas
(u operadores de sumas parciales) para la base de Schauder {bn}.

Lema 3.2.1.

a) Si X es un espacio normado con base monótona, entonces ‖Pn‖ ≤ 1 para
cada n, es decir, ‖Pn(x)‖ ≤ ‖x‖ para cada x ∈ X y cada n.

b) Si X es un espacio de Banach con base de Schauder, entonces existe una
constante positiva, M > 0, tal que ‖Pn‖ ≤M para cada n, es decir, ‖Pn(x)‖ ≤
M‖x‖ para cada x ∈ X y para cada n. Nos referiremos a tal constante como
constante de base.

La prueba de este lema puede ser consultada en [36] (ver página 15). Me-
diante este lema también se puede establecer la continuidad de los funcionales
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coordenados fn pues si para cada n, ‖Pn‖ ≤M, entonces

|fn(x)|‖bn‖ = ‖tnbn‖ = ‖Pn(x)− Pn−1(x)‖
≤ (‖Pn‖+ ‖Pn−1‖)‖x‖ ≤ 2M‖x‖,

y por tanto ‖fn‖ ≤
2M

‖bn‖
, es decir, fn es continua para cada n ∈ N.

Ejemplo 3.2.1. Los espacios c0, `p y c := R∞ tienen por base de Schauder a
{en} donde en es la sucesión que toma el valor 1 en la n-ésima coordenada y 0
en el resto.

Ejemplo 3.2.2. Sea X el espacio de polinomios reales definidos en el intervalo
[0, 1], y consideremos la norma ‖x‖ = sup0≤t≤1 |x(t)|. El conjunto {bn = tn :
n ∈ N} forma una base de Schauder para X, y los funcionales coordenados están
dado por

fk(x) =
dkx(t)

dtk

∣∣∣∣
t=0

1

k!
.

Para cada n definimos qn(t) = (1 − t)n. Notemos que ‖qn‖ ≤ 1 para cada n y
además que |f1(qn)| = n. Entonces f1 no es continua pues ‖ 1

nqn‖ → 0 cuando
n→∞ pero

∣∣f1

(
1
nqn

)∣∣ = 1 para cada n. El lema 3.2.1 no aplica pues X no es
completo.

Teorema 3.2.2 (Taylor [35]). Sea X un espacio de Banach con base de Schau-
der {bn}. Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en X tales que E [‖V1‖] < ∞. Para cada funcio-
nal coordenado fi, la ley débil de los grandes números se sigue para las variables
aleatorias (fi(Vn))n si y solo si∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

∥∥∥∥∥→ 0

en probabilidad.

Demostración. (⇐) La parte ((si)) es obvia pues convergencia en la topoloǵıa de
la norma implica convergencia en la topoloǵıa débil, esto es:

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

f(Vk)− E [f(V1)]

∣∣∣∣∣ > ε

]
= P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

f(Vk)− f (E [V1])

∣∣∣∣∣ > ε

]

= P

[∣∣∣∣∣f
(

1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

)∣∣∣∣∣ > ε

]

≤ P

[
‖f‖

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

∥∥∥∥∥ > ε

]

= P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

∥∥∥∥∥ > ε

‖f‖

]
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para cada ε > 0 y para cada f ∈ X∗. En particular lo anterior ocurre para cada
funcional coordenado fi. Tomando el ĺımite cuando n→∞ obtenemos que para
cada i, (fi(Vn))n obedece la ley débil de los grandes números.

(⇒) A continuación probamos la parte ((solo si)). Como E [‖V1‖] < ∞, y X
es un espacio completo separable, E [V1] existe (ver el lema 1.3.3). Sin pérdida
de generalidad supongamos que E [V1] = 0, de lo contrario consideramos Zn =
Vn − E [V1]. Sea ε > 0, deseamos mostrar que∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥→ 0

en probabilidad, esto es, dado δ > 0 existe un entero positivo N = N(ε, δ) tal
que

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥ > ε

]
< δ

para cada n ≥ N .

Dado t ∈ N definimos Qt : X → X dada por Qt(x) = x−Pt(x), es claro que
Qt es lineal. Sea m > 0 la constante de la base {bn} para la cual ‖Pt‖ < m para
cada t. Entonces,

‖Qt(x)‖ = ‖x− Pt(x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖Pt(x)‖ ≤ ‖x‖ (1 + ‖Pt‖)

y por tanto ‖Qt‖ ≤ 1 + ‖Pt‖ para cada t (ver apéndice A, igualdad A.4 para la
definición de la norma de un operador lineal).
Ahora bien, dados n y t tenemos que

1

n

n∑
k=1

Vk =
1

n

n∑
k=1

(Vk − Pt(Vk) + Pt(Vk))

=
1

n

n∑
k=1

Qt(Vk) +
1

n

n∑
k=1

Pt(Vk).

(3.6)

Y observemos que

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Qt(Vk)

∥∥∥∥∥ > ε

2

]
≤ P

[
1

n

n∑
k=1

‖Qt(Vk)‖ > ε

2

]
≤ 2

ε
E

[
1

n

n∑
k=1

‖Qt(Vk)‖

]

=
2

ε

1

n

n∑
k=1

E [‖Qt(Vk)‖] =
2

ε

1

n

n∑
k=1

E [‖Qt(V1)‖]

=
2

ε
E [‖Qt(V1)‖]

donde la segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Markov
mientras que la penúltima igualdad se da por ser (Qt(Vk))k una sucesión de
elementos aleatorios idénticamente distribuidos. Y no solo eso, ya que {bn} es
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base de Schauder para X, dado V un elemento aleatorio en X, tenemos la
representación

V =
∞∑
j=1

fj(V )bj

y por lo tanto

ĺım
t→∞

Qt(V1) = V1 − ĺım
t→∞

Pt(V1) = V1 − ĺım
t→∞

t∑
j=1

fj(V1)bj = 0.

De modo que ĺımt→∞ ‖Qt(V1)‖ = 0. Como además ‖Qt(V1)‖ ≤ (1+m)‖V1‖ con
(m+1)‖V1‖ integrable, el teorema de convergencia dominada (de Lebesgue) nos
asegura que

ĺım
t→∞

E [‖Qt(V1)‖] = E
[

ĺım
t→∞

‖Qt(V1)‖
]

= 0.

Por lo tanto, dado δ > 0,

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Qt(Vk)

∥∥∥∥∥ > ε

2

]
<
δ

2
(3.7)

para toda t ≥ N0 para alguna N0.
Por otra parte,

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Pt(Vk)

∥∥∥∥∥ > ε

2

]
= P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

t∑
i=1

fi(Vk)bi

∥∥∥∥∥ > ε

2

]

= P

[∥∥∥∥∥ 1

n

t∑
i=1

n∑
k=1

fi(Vk)bi

∥∥∥∥∥ > ε

2

]

= P

[∥∥∥∥∥ 1

n

t∑
i=1

fi

(
n∑
k=1

Vk

)
bi

∥∥∥∥∥ > ε

2

]

≤ P

[
t∑
i=1

∣∣∣∣∣fi
(

1

n

n∑
k=1

Vk

)∣∣∣∣∣ ‖bi‖ > ε

2

]
y obsérvese que{
ω :

t∑
i=1

∣∣∣∣∣fi
(

1

n

n∑
k=1

Vk

)∣∣∣∣∣ ‖bi‖ > ε

2

}
⊂

t⋃
i=1

{
ω :

∣∣∣∣∣fi
(

1

n

n∑
k=1

Vk(ω)

)∣∣∣∣∣ ‖bi‖t > ε

2

}
.

Llamemos A y B respectivamente a los conjuntos anteriores y supongamos
que A * B, es decir, existe ω ∈ A tal que ω /∈ B. Pero si ω /∈ B, entonces
para toda i ∈ {1, 2, . . . t},

∣∣fi ( 1
n

∑n
k=1 Vk(ω)

)∣∣ ‖bi‖ ≤ ε
2t lo cuál implica que∑t

i=1

∣∣fi ( 1
n

∑n
k=1 Vk(ω)

)∣∣ ‖bi‖ ≤ ∑t
i=1

ε
2t = ε

2 . Esto es una contradicción pues
suponemos que ω śı pertenece a A. Luego,

P

[
t∑
i=1

∣∣∣∣∣fi
(

1

n

n∑
k=1

Vk

)∣∣∣∣∣ ‖bi‖ > ε

2

]
≤

t∑
i=1

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

fi (Vk)

∣∣∣∣∣ > ε

2t ‖bi‖

]
.
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Pero por hipótesis para cada i ∈ N, la sucesión (fi(Vk))k satisface la ley débil
de los grandes números (y E [fi(V1)] =: fi (E [V1]) = f(0) = 0), entonces

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

fi (Vk)

∣∣∣∣∣ > ε

2t ‖bi‖

]
→ 0

cuando n→∞. Por lo que existe N = N(ε, δ) tal que

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Pt (Vk)

∥∥∥∥∥ > ε

2

]
<
δ

2
(3.8)

para cada n ≥ N . Finalmente, usando (3.6), (3.7) y (3.8) se sigue que

P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥ > ε

]
≤ P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Qt(Vk)

∥∥∥∥∥ > ε

2

]
+ P

[∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Pt (Vk)

∥∥∥∥∥ > ε

2

]

<
δ

2
+
δ

2
= δ

para cada n ≥ N(ε, δ). Por lo tanto∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥→ 0

en probabilidad. �

Como consecuencia de este teorema obtenemos el resultado mencionado al
inicio de la sección:

Teorema 3.2.3 (Taylor [35]). Sea X un espacio de Banach con base de Schau-
der {bn}. Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en X tales que E [‖V1‖] < ∞. Para cada f ∈ X∗,
la ley débil de los grandes números se sigue para la sucesión de variables alea-
torias (f(Vn))n si y solo si ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk − E [V1]

∥∥∥∥∥→ 0

en probabilidad.

Demostración. ((El regreso)) es inmediato, nuevamente porque convergencia en
la topoloǵıa de la norma implica convergencia en la topoloǵıa débil, mientras
que ((la ida)) se hace como antes. Observe que el punto clave de esta última
implicación fue separar la expresión n−1

∑n
k=1 Vk como sigue

1

n

n∑
k=1

Vk =
1

n

n∑
k=1

Qt(Vk) +
1

n

n∑
k=1

Pt(Vk)
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donde 1
n

∑n
k=1Qt(Vk) estaba acotado (en probabilidad) debido al teorema de

convergencia dominada. Por otro lado, el sumando 1
n

∑n
k=1 Pt(Vk) fue controla-

do por la hipótesis de convergencia en probabilidad de 1
n

∑n
k=1 fi(Vk) donde fi

es un funcional coordenado para cada i ∈ N. El mismo argumento funciona en
este caso, pues ahora suponemos 1

n

∑n
k=1 f(Vk) converge en probabilidad para

cada f ∈ X∗, en particular esto ocurre para cada funcional coordenado fi ya
que estos pertenecen a X∗. �

Vale la pena señalar que, mientras que la ley débil de los grandes números en
la topoloǵıa débil es suficiente para garantizar la ley débil de los grandes números
en la topoloǵıa fuerte, no lo es para garantizar la ley fuerte de los grandes
números en la topoloǵıa de la norma. A. Beck y B. Warren en [6] construyeron
una sucesión de elementos aleatorios (Vn)n en el espacio de Banach separable
c0 tales que son

1. idénticamente distribuidas,

2. uniformemente acotadas, más precisamente, ‖Vn‖ ≤ 1 para cada n,

3. (f(Vn))n satisface la ley débil de los grandes números para cada f ∈ X∗
pero no satisface la ley fuerte de los grandes números en la topoloǵıa de
la norma.

Por lo que con convergencia casi segura ni el teorema 3.2.2 ni el 3.2.3 son siem-
pre posibles.

Respecto a la ley fuerte de los grandes números de Rademacher-Mensov (teo.
2.2.5) mencionamos que su extensión a espacios de Banach no es posible debido
a la ausencia de una estructura multiplicativa en el espacio que permita definir el
concepto de ortogonalidad. Lo que se hace en este caso es recurrir al concepto de
ortogonalidad en el sentido débil, esto es, una sucesión de elementos aleatorios
(Vn)n es débilmente ortogonal, si y sólo si, para cada f ∈ X∗, y cada i 6= j,

E [f(Vi)f(Vj)] = 0.

Bajo ciertas condiciones (más restrictivas) se pueden obtener leyes de grandes
números para sucesiones de elementos aleatorios débilmente ortogonales, sin
embargo tales leyes distan de la versión dada en el teorema 2.2.5 (al respecto
véase [6]).

3.3. Ley de los grandes números de Pisier y Hoff-
mann-Jørgensen

En esta última sección nuestro propósito es estudiar un resultado que pro-
porciona una equivalencia entre una condición sobre la geometŕıa del espacio
llamada tipo p y una ley fuerte de los grandes números. Para ello necesitamos
introducir algunos resultados relativos a elementos aleatorios simétricos tales
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como las desigualdades de Lévy, las sucesiones de Rademacher y las sumas de
Rademacher, aśı como las importantes desigualdades de Hoffmann-Jørgensen
sobre la suma de elementos aleatorios independientes.

Como antes, y al menos que se especifique lo contrario, (X, ‖ · ‖) denotará
un espacio de Banach separable.

3.3.1. Antecedentes

La noción de tipo (y cotipo) de un espacio de Banach aparece por primera vez
en el marco de la teoŕıa de operadores p-sumantes desarrollada a principios de los
años 60. El concepto fue expĺıcitamente introducido por B. Maurey durante el
((Séminaire Maurey-Schwartz 1972/73)) ([23, pág. 2], [21, pág. 270]) y de forma
independiente por J. Hoffmann-Jørgensen [21, pág. 270]. Más tarde, el grupo
encabezado por L. Schwartz, B. Maurey y G. Pisier, mostraŕıa la importancia
de este concepto en la teoŕıa de espacios de Banach y la teoŕıa de operadores. En
los mismos años, Hoffmann-Jørgensen y Pisier [17] mostraron la relación entre
el tipo p y la ley de los grandes números, sin embargo, la primera relación entre
estos temas se remonta al origen de la Probabilidad en espacios de Banach.

En 1962, A. Beck [4] introduce la noción de B-convexidad como una forma
de caracterizar a aquellos espacios de Banach en los que es válida una cierta ley
de los grandes números. Un trabajo posterior de G. Pisier [28] identificaŕıa a la
clase de los espacios B-convexos con la clase de los espacios que tienen tipo p
para alguna p > 1.2

En este texto no entraremos en detalles en lo que a B-convexidad se refiere,
en su lugar puede consultarse el art́ıculo de A. Beck [4] aśı como el de D.
Giesy [13], también puede consultarse el caṕıtulo 13 de [10]. En la bibliograf́ıa
antes citada pueden encontrarse definiciones, ejemplos, propiedades, etc. de los
espacios B-convexos, en particular, en [4, teo. 1, pág. 330] se puede ver la prueba
del siguiente resultado:

Teorema (Beck [4]). Sea X es un espacio de Banach separable. Si X es B-
convexo y (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios independientes tales
que E [Vn] = 0 y E

[
‖Vn‖2

]
≤ M para cada n y donde M es una constante

positiva, entonces ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥→ 0

casi seguramente.

Adicionalmente en [4] Beck también muestra que la B-convexidad es una
condición necesaria para obtener la ley fuerte de los grandes números para e-
lementos aleatorios independientes con esperanza cero y varianza acotada. De
manera más precisa, si X no es B-convexo, entonces existe una sucesión (Vn)n
de elementos aleatorios independientes con E [Vn] = 0 y Var(Vn) ≤M para cada
n tal que

∥∥ 1
n

∑n
k=1 Vk

∥∥ no converge a cero de forma casi segura.

2Para una referencia histórica puede consultarse [23].
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En resumen, en un espacio de Banach se satisface la ley fuerte de grandes
números para elementos aleatorios independientes con esperanza cero y varian-
zas uniformemente acotadas si y solo si el espacio B-convexo (lo que sea que esto
signifique). Tomando en consideración este resultado podemos preguntarnos si
cambiando la condición ((varianzas uniformemente acotadas)) por alguna otra
condición, como por ejemplo la ((condición de Kolmogorov)):

∞∑
n=1

Var(Vn)

n2
<∞,

seguimos obteniendo una ley de grandes números (es decir, una extensión del
teorema de Kolmogorov 2.3.3 para espacios de Banach separables del tipo B-
convexos). La respuesta es en general negativa como muestra el siguiente ejem-
plo:

Ejemplo 3.3.1. Sea p un real tal que 1 < p < 2, y consideremos el espa-
cio X = `p = {(xn)n ∈ R∞ :

∑∞
n=1 |xn|p <∞} con la norma ‖(xn)n‖`p =

(
∑∞
n=1 |xn|p)

1
p .3

Como en el ejemplo 3.0.1, en denota al elemento de `p que toma el valor 1
en la n-ésima coordenada y cero en el resto. Sea q un real tal que 1− 1

p < q < 1
2 .

Sea (An)n una sucesión de variables aleatorias independientes que toman los
valores ±nq con probabilidad 1

2 , P(An = ±nq) = 1
2 , y definimos Vn = Anen.

Entonces (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios en `p independientes
tales que E [Vn] = 0 y Var(Vn) = n2q para cada n, y donde

∞∑
n=1

Var(Vn)

n2
=
∞∑
n=1

n2q

n2
=
∞∑
n=1

1

n2−2q
<∞,

pues 2− 2q > 2− 1 = 1. Sin embargo, para cada n,∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Vk

∥∥∥∥∥
p

`p

=
1

np

n∑
k=1

|Ak|p =

n∑
k=1

kpq

np

>
n∑

k=bn2 c

kpq

np
>

n∑
k=bn2 c

(
n
2

)pq
np

=
n∑

k=bn2 c

npq−p

2pq

>
npq+1−p

2pq+1
,

que tiende a infinito conforme n tiende a infinito, ya que 1− 1
p < q implica que

pq + 1− p > 0. Aqúı el śımbolo bac representa la parte entera de a ∈ R.
3`p, para 1 < p <∞, es un espacio B-convexo. Véase [13], ejemplo (iii).
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La ley de los grandes números de Pisier y Hoffmann-Jørgensen usa una
condición más general que la B-convexidad: el tipo p, y cubre el caso cuan-
do imponemos una condición menos restrictiva que la condición de varianzas
uniformemente acotadas dada en teorema de Beck.

3.3.2. Elementos aleatorios simétricos

Definición 3.3.1. Un elemento aleatorio V : Ω → X se llama simétrico si V
y −V son idénticamente distribuidos. Y diremos que una sucesión de elementos
aleatorios es simétrica si sus elementos son simétricos.

Lema 3.3.1. Sean V y W elementos aleatorios en X independientes y p-
integrables (en Lp(Ω;X)) para alguna 1 ≤ p < ∞. Si V es simétrico o bien
E [V ] = 0, entonces

E [‖W‖p] ≤ E [‖V +W‖p] .
Demostración. Caso 1. Supongamos que V es simétrico. Como V y W son
independientes, entonces −V +W y V +W son idénticamente distribuidos. Por
lo tanto

(E [‖W‖p])
1
p =

1

2
(E [‖2W‖p])

1
p

=
1

2
(E [‖ (V +W ) + (W − V ) ‖p])

1
p

≤ 1

2

(
(E [‖V +W‖p])

1
p + (E [‖W − V ‖p])

1
p

)
= (E [‖V +W‖p])

1
p .

Caso 2. Supongamos que E [V ] = 0, entonces por la independencia entre V y
W :

E [‖V +W‖p] =

∫
X

∫
X

‖v + w‖p dPV dPW

≥
∫ ∥∥∥∥∫ (v + w) dPV

∥∥∥∥p dPW
=

∫ ∥∥∥∥∫ v dPV + w

∫
1 dPV

∥∥∥∥p dPW
=

∫
‖E [V ] + w‖p dPW

=

∫
‖w‖p dPW = E [‖W‖p] .

La segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Hölder para los es-
pacios Lp(Ω;X). En otras palabras, probamos que bajo las hipótesis de simetŕıa
o de esperanza nula en V,

1

2
‖2W‖p ≤ ‖V +W‖p.

�
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Otra forma equivalente de dar la definición 3.3.1 es como sigue: V es simétrica
si tiene la misma distribución que εV , donde ε es una variable aleatoria Radema-
cher independiente de V. En efecto, supongamos que ε es una variable aleatoria
Rademacher independiente de V, y sea B ∈ B(X), si P(V ∈ B) = P(−V ∈ B)
entonces

P (εV ∈ B) = P (εV ∈ B, ε = +1) + P (εV ∈ B, ε = −1)

= P (V ∈ B, ε = +1) + P (−V ∈ B, ε = −1)

= P (V ∈ B)
1

2
+ P (−V ∈ B)

1

2
= P(V ∈ B).

Por otro lado, si suponemos que PεV = PV ,

P(V ∈ B) = P (εV ∈ B)

= P (εV ∈ B | ε = +1)P (ε = +1) + P (εV ∈ B | ε = −1)P (ε = −1)

= P (V ∈ B)
1

2
+ P (−V ∈ B)

1

2
,

por lo tanto P(V ∈ B) = P(−V ∈ B) para cada B ∈ B(X).

Esta simple observación da paso a la técnica llamada aleatorización (o tam-
bién simetrización) la cuál es una de las herramientas más útiles en la teoŕıa de
probabilidad en espacios de Banach y que permite aplicar desigualdades para su-
mas de Rademacher a sumas de variables aleatorias simétricas e independientes
(véase [21] pág. 47).

Comentamos además que para cada elemento aleatorio V , existe una forma
canónica de generar un elemento aleatorio que se ((aproxima)) a V: considere
V ∗ = V − V ′ donde V ′ es una copia independiente de V, es decir, PV = PV ′ y
V y V ′ son independientes. El elemento aleatorio V ∗ es llamado simetrización
de V. Si (Vn)n es una suceción de elementos aleatorios, (V ∗n )n se llama sime-
trización de (Vn)n si V ∗n = Vn − V ′n donde (Vn)n y (V ′n)n son independientes y
equidistribuidas. La simetrización de (Vn)n siempre existe al menos en el espacio
producto (Ω× Ω,F ⊗ F ,P× P) (véase [15, pág. 161]).

Lema 3.3.2. Sean V1, . . . , Vn elementos aleatorios independientes y simétricos
en X. Entonces para cada elección ε1, . . . , εn ∈ {−1,+1} los elementos aleato-
rios en Xn, (V1, . . . , Vn) y (ε1V1, . . . , εnVn), son idénticamente distribuidos.

Demostración. Note que si (Vi)
n
i=1 son independientes entonces (±Vi)ni=1 tam-

bién lo son, entonces el resultado se sigue de la observación hecha después de la
definición 1.2.5. Es decir,

P(V1,...,Vn) = PV1
× · · · × PVn

= P±V1
× · · · × P±Vn (por la simetŕıa)

= P(±V1,...,±Vn)

= P(ε1V1,...,εnVn).

�
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El resultado anterior se extiende a cualquier sucesión de signos (εn)n y cual-
quier sucesión de elementos aleatorios (Vn)n.

La definición 3.3.1 de sucesión simétrica puede ser reformulada como sigue:
una sucesión de elementos aleatorios (Vn)n es simétrica si, para cada elección de
signos ±1, (±Vn)n tiene la misma ley de distribución que (Vn)n (esto es, para
cada N ∈ N, (±V1, . . . ,±VN ) tiene la misma ley que (V1, . . . , VN ) en XN ).

De acuerdo con [21], esta definición es equivalente a decir que (Vn)n tiene
la misma distribución que (εnVn)n donde (εn)n es una sucesión de Rademacher
independiente de (Vn).

Las sumas parciales de una sucesión de elementos aleatorios simétricos sa-
tisfacen ciertas desigualdades importantes que se conocen como desigualdades
de Lévy.

Proposición 3.3.3 (Lévy [21]). Sea (Vi)i una sucesión independiente y/o simétri-

ca de elementos aleatorios en X. Para cada k, sea Sk =
∑k
i=1 Vi, entonces para

cada entero n y cada ε > 0,

P
[

máx
1≤k≤n

‖Sk‖ > ε

]
≤ 2P [‖Sn‖ > ε] (3.9)

y

P
[

máx
1≤i≤n

‖Vi‖ > ε

]
≤ 2P [‖Sn‖ > ε] . (3.10)

Si además (Sk)k converge casi seguramente a S, entonces

P
[
sup
k
‖Sk‖ > ε

]
≤ 2P [‖S‖ > ε] . (3.11)

Demostración. Las pruebas de estas desigualdades son similares a la prueba de
la desigualdad de Kolmogorov que dimos en 2.3.2. Para ilustrar esto hagamos
(3.9). Dado n ∈ N definamos

A =

{
máx

1≤k≤n
‖Sk‖ > ε

}
Ak = {‖S1‖ ≤ ε, . . . , ‖Sk−1‖ ≤ ε, ‖Sk‖ > ε} para k = 1, . . . , n

entonces
⊎n
k=1Ak = A (unión disjunta). Ahora, para cada k ≤ n definamos

S
(k)
n = Sk − Vk+1 − · · · − Vn = 2Sk − Sn y sean

Bk = Ak ∩ {‖Sn‖ > ε} y Ck = Ak ∩ {‖S(k)
n ‖ > ε}.

Notemos que si ω ∈ Ak, entonces

‖Sn(ω) + S(k)
n ‖ = 2‖Sk(ω)‖ > 2ε

lo que significa que o bien ‖Sn(ω)‖ > ε o bien ‖S(k)
n ‖ > ε, es decir, Ak ⊂ Bk∪Ck,

y por lo tanto

Ak = Bk ∪ Ck = [Ak ∩ {‖Sn‖ > ε}] ∪
[
Ak ∩ {‖S(k)

n ‖ > ε}
]
.
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Por otra parte, del lema 3.3.2, obtenemos que los elementos aleatorios en Xn,
V = (V1, . . . , Vn) y V (k) = (V1, . . . , Vk,−Vk+1, . . . ,−Vn) tienen la misma distri-
bución y como resultado

P(Bk) = P (Ak ∩ {‖Sn‖ > ε}) = P
(
Ak ∩ {‖S(k)

n ‖ > ε}
)

= P(Ck).

En efecto, si tomamos Wk : Xk → R (para k ≤ n) tal que Wk(x1, . . . , xk) =∥∥∥∑k
j=1 xk

∥∥∥ , entonces Wk es continua (por ser composición de funciones conti-

nuas, la suma y la norma) por lo tanto

Dk =
k−1⋂
j=1

{Wj(x1, . . . , xj) ≤ ε} ∩ {Wk(x1, . . . , xk) > ε,Wn(x1, . . . , xn) > ε}

define a un boreliano de Xn, i.e. Dk ∈ B(Xn). Entonces,

P(Bk) = P (Ak ∩ {‖Sn‖ > ε})
= P

(
V −1(Dk)

)
= PV (Dk)

= PV (k) (Dk)

= P
(

(V (k))−1(Dk)
)

= P (Ak ∩ {‖2Sk − Sn‖ > ε}) = P(Ck).

Aśı que

P(Ak) = P
(

(Ak ∩ {‖Sn‖ > ε}) ∪
(
Ak ∩ {‖S(k)

n ‖ > ε}
))

= P (Ak ∩ {‖Sn‖ > ε}) + P
(
Ak ∩ {‖S(k)

n ‖ > ε}
)

= 2P (Ak ∩ {‖Sn‖ > ε})

y por lo tanto

P(A) =
n∑
k=1

P(Ak) ≤ 2
n∑
k=1

P (Ak ∩ {‖Sn‖ > ε})

= 2P

((
n⋃
k=1

Ak

)
∩ {‖Sn‖ > ε}

)
= 2P (A ∩ {‖Sn‖ > ε})
≤ 2P ({‖Sn‖ > ε}) .

La prueba de (3.10) es totalmente análoga y se obtiene de sustituir

Ak = {‖V1‖ ≤ ε, . . . , ‖Vk−1‖ ≤ ε, ‖Vk‖ > ε}
S(k)
n = −V1 − · · · − Vk−1 + Vk − Vk+1 − · · · − Vn
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en la prueba de (3.9).
Resta probar la última desigualdad: (3.11). Sea Ω0 ∈ F de probabilidad 1,

P(Ω0) = 1, tal que
∑∞
i=1 Vi está definido (i.e. existe en X), tal conjunto existe

pues suponemos que (Sk)k converge casi seguramente. Denotaremos por S a tal
ĺımite y por M = supk ‖Sk(ω)‖.
Para cada ε > 0 definamos

A =

{
ω ∈ Ω0 : sup

k
‖Sk(ω)‖ > ε

}
= {ω ∈ Ω0 : M(ω) > ε} ,

B = {ω ∈ Ω0 : ‖S(ω)‖ > ε} ,

y como antes, dividamos el conjunto A en los conjuntos disjuntos (pero ahora
en una cantidad numerable de ellos):

Ak = {ω ∈ Ω0 : ‖S1‖ ≤ ε, . . . , ‖Sk−1‖ ≤ ε, ‖Sk‖ > ε}

para cada k ∈ N, es decir,
⊎∞
k=1Am = A.

Aśı, si ω ∈ Ak, entonces al menos uno de lo siguientes elementos aleatorios

S(ω) = Sk(ω) + (Vk+1(ω) + Vk+2(ω) + . . . )

S′(ω) = Sk(ω)− (Vk+1(ω) + Vk+2(ω) + . . . ) = 2Sk − S

se encuentra fuera de de B[0, ε]. Esto es,

Ak ⊂ [Ak ∩ {‖S‖ > ε}] ∪ [Ak ∩ {‖S′‖ > ε}] ,

con lo que concluimos que se da la igualdad entre estos conjuntos.
Pero como los Vi son simétricos, S y S′ tienen la misma distribución aśı que

los ((vectores)) U = (V1, . . . , Vk, S) y U (k) = (V1, . . . , Vk, S
′) también tienen la

misma distribución, esto implica que los conjuntos Mk = Ak ∩ {‖S‖ > ε} y
Nk = Ak ∩ {‖S′‖ > ε} ocurren con la misma probilidad. Es decir,

P (Ak ∩ {‖S‖ > ε}) = P (Ak ∩ {‖S′‖ > ε}) .

Para verificar esto, como en la prueba de la desigualdad (3.9), consideremos
la función que suma Wm(x1, . . . , xm) =

∑m
j=1 xj y definamos

Dk =

k−1⋂
j=1

{‖Wj(x1, . . . , xj)‖ ≤ ε} ∩ {‖Wk(x1, . . . , xk)‖ > ε}

∩ {‖Wk+1(x1, . . . , xk+1)−Wk(x1, . . . , xk)‖ > ε}.

Claramente Dk ∈ B(Xk+1). Luego,

P(Mk) = P (Ak ∩ {‖S‖ > ε})
= P

(
U−1(Dk)

)
= PU (Dk)

= PU(k) (Dk)

= P
(

(U (k))−1(Dk)
)

= P (Ak ∩ {‖2Sk − S‖ > ε}) = P(Nk).
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Por lo tanto

P(Ak) = P(Mk ∪Nk) ≤ 2P(Mk) = 2P(Ak ∩ {‖S‖ > ε}) = 2P(Ak ∩B).

Pero

P(B ∩A) = P

(
B ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

))
= P

( ∞⋃
k=1

B ∩Ak

)

=
∞∑
k=1

P(B ∩Ak) ≥ 1

2

∞∑
k=1

P(Ak) =
1

2
P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

1

2
P(A).

Lo que implica que

P (‖S‖ > ε) ≥ 1

2
P
(

sup
k
‖Sk‖ > ε

)
.

�

Estas desigualdades a su vez son importantes pues implican el célebre teo-
rema de Itô y Nisio (el cual es la generalización del teorema de Lévy a espacios
de Banach) que enunciamos a continuación4:

Teorema 3.3.4 (Itô-Nisio [19]). Sea (Vi)i una sucesión de elementos aleatorios
independientes en X. Para cada n, denotamos por µn a la distribución de la
n-ésima suma parcial Sn =

∑n
i=1 Vn, y sea S : Ω → X un elemento aleatorio.

Son equivalentes:

1. ĺımn→∞ Sn = S converge c.s.,

2. ĺımn→∞ Sn = S converge en probabilidad,

3. (µn)n converge (en la métrica de Prohorov).

Por la separabilidad del espacio X, la condición 3 es equivalente a conver-
gencia débil en medida también llama convergencia en distribución, y
esto significa que

ĺım
n→∞

∫
X

f(x) dµn =

∫
X

f(x) dµ

para cada función f : X → R continua y acotada. No estudiaremos en este texto
este modo de convergencia, referimos al lector a [8] y [21] para un desarrollo
detallado de este concepto.

La prueba del teorema anterior no es trivial. Primero hemos de mencionar
que (1)⇒ (2)⇒ (3) es inmediato pues convergencia casi segura implica conver-
gencia en probabilidad y esta a su vez implica convergencia en distribución.

4El enunciado del teorema 3.3.4 tiene una primera versión para una sucesión de elementos
aleatorios simétricos, tanto el enunciando como la prueba de esta versión puede ser encontra-
das en [21, pág. 48, teo. 2.4].
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La implicación (3)⇒ (2) requiere definir varios conceptos adicionales como
el de medida de probabilidad firme o tensa aśı como el de función caracteŕıstica
o transformada de fourier de una medida de probabilidad. La prueba de este
teorema (particularmente de esta última implicación), aśı como las definiciones
de lo antes mencionado se encuentran en [19] (ver teo. 3.1, pág. 37).

En todo caso solo nos interesa establecer la equivalencia entre (1) y (2).

Teorema 3.3.5 (Itô-Nisio [9]). Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleato-
rios independientes. Si

∑∞
n=1 Vn converge en probabilidad, entonces

∑∞
n=1 Vn

converge casi seguramente.

Demostración. Comencemos la prueba haciendo la siguiente observación: Si
(fn)n es una sucesión de funciones de Ω en X, y denotamos por C = {ω :
(fn(ω))n converge}, entonces

C =
∞⋂
m=1

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n+1

{
ω : ‖fn(ω)− fk(ω)‖ ≤ 1

m

}

=

∞⋂
m=1

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n+1

{
ω : máx

n<j≤k
‖fn(ω)− fj(ω)‖ ≤ 1

m

}
.

Estas igualdades son inmediatas pues la sucesión converge es si es de Cauchy
(recuerde que el espacio X es completo). Como consecuencia

P(C) = ĺım
m→∞

ĺım
n→∞

ĺım
k→∞

P
{

máx
n<j≤k

‖fn − fj‖ ≤
1

m

}
.

Esto último proporciona otra manera de mostrar la convergencia casi segura de
la sucesión (fn)n siempre y cuando el ĺımite anterior sea igual a 1.

Sea Sn =
∑n
j=1 Vn, entonces como (Sn)n converge en probabilidad tenemos

que para cada ε > 0, con 0 < ε < 1, existe M ∈ N tal que si n > m > M :

P (‖Sm,n‖ > ε) < ε (3.12)

donde

Sm,n = Sn − Sm =
n∑

j=m+1

Vj .

Para cada entero k con m < k ≤ n definamos los conjuntos medibles

Ak =

{
máx

m<j≤k−1
‖Sm,j‖ ≤ 2ε; ‖Sm,k‖ > 2ε; ‖Sk,n‖ ≤ ε

}
A = {‖Sm,n‖ > ε} ,

entonces (Ak)nk=m+1 forma una colección de eventos ajenos tales que
⋃n
k=m+1Ak ⊂

A y en consecuencia

n∑
k=m+1

P
{

máx
m<j≤k−1

‖Sm,j‖ ≤ 2ε; ‖Sm,k‖ > 2ε; ‖Sk,n‖ ≤ ε
}
≤ P {‖Sm,n‖ > ε} .
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Pero como por hipótesis (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios inde-
pendientes, y máxm<j≤k−1 ‖Sm,j‖ es un elemento aleatorio medible respecto a
σ(Vm+1, . . . , Vk) mientras que ‖Sm,k‖ lo es respecto a σ(Vk+1, . . . , Vn), entonces

P
{

máx
m<j≤k−1

‖Sm,j‖ ≤ 2ε; ‖Sm,k‖ > 2ε; ‖Sk,n‖ ≤ ε
}

=

P
{

máx
m<j≤k−1

‖Sm,j‖ ≤ 2ε; ‖Sm,k‖ > 2ε

}
P {‖Sk,n‖ ≤ ε} .

Ahora observemos que si

A′k =

{
máx

m<j≤k−1
‖Sm,j‖ ≤ 2ε; ‖Sm,k‖ > 2ε

}
para m < k ≤ n, entonces (A′k)nk=m+1 es también una sucesión de eventos
disjuntos que cumple

n⋃
k=m+1

A′k =

{
máx
m<k≤n

‖Sm,j‖ > 2ε

}
(recuerde la prueba de la desigualdad de Kolmogorov en la proposición 2.3.2).
Por lo tanto,

P {‖Sm,n‖ > ε} ≥
n∑

k=m+1

P (A′k)P {‖Sk,n‖ ≤ ε}

≥
n∑

k=m+1

P (A′k) mı́n
m<k≤n

P {‖Sk,n‖ ≤ ε}

= P

(
n⋃

k=m+1

A′k

)
mı́n

m<k≤n
P {‖Sk,n‖ ≤ ε}

= P
{

máx
m<k≤n

‖Sm,j‖ > 2ε

}
mı́n

m<k≤n
P {‖Sk,n‖ ≤ ε} .

Pero por (3.12) tenemos que

mı́n
m<k≤n

P {‖Sk,n‖ ≤ ε} > 1− ε

siempre m > M, y por lo tanto para n > m > M

P
{

máx
m<k≤n

‖Sm,j‖ > 2ε

}
≤ 1

1− ε
P {‖Sm,n‖ > ε} < ε

1− ε
. (3.13)

Tomando los ĺımites cuando n,m tienden a infinito y ε tendiendo a cero, y
haciendo uso de la observación mencionada al principio de la demostración, ob-
tenemos que el ĺımite en (3.13) es igual a cero, por lo que concluimos que (Sn)n
converge casi seguramente. �
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Para variables aleatorias el siguiente resultado es bien conocido.

Lema 3.3.6. Sea 0 < p < ∞, y sea V : Ω → R una variable aleatoria tal que
P(V ≥ 0) = 1, entonces

E [Xp] =

∫ ∞
0

p · tp−1P (V > t) dt.

Teorema 3.3.7 (Hoffmann-Jørgensen [15]). Sea (Vn)n una sucesión de ele-
mentos aleatorios independientes en X. Sea Sn =

∑n
k=1 Vk. Supongamos que

existe un elemento aleatorio S tal que Sn
c.s→ S. Sea 0 < p < ∞. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. Sn → S en Lp(Ω;X),

2. supn ‖Sn‖ ∈ Lp(R),

3. supn ‖Vn‖ ∈ Lp(R).

Demostración. Probaremos el teorema para el caso cuando los elementos alea-
torios son además simétricos, la prueba del caso general pueden ser encontrada
tanto en [3] como en [15].

Observése que por las desigualdades de Lévy (teorema 3.3.3) aśı como por
el lema 3.3.6, (1) implica (2) y (3) (ilustraremos esto a continuación). Por otra
parte, (2) implica a (1) debido al teorema de Convergencia Dominada, por lo
que basta probar que (3) implica (2).

(3)⇒ (2) : Hagamos M = supn ‖Sn‖ y N = supn ‖Vn‖, y sean

Rn(t) = P (‖Sn‖ ≥ t) ; R(t) = P (M ≥ t) ; Q(t) = P (N ≥ t) .

Primero se probará que para cada t, s ≥ 0 y n ≥ 1,

Rn(2t+ s) ≤ Q(s) + 4R2
n(t). (3.14)

Sea τ el tiempo de paro definido por

τ = ı́nf{n ≥ 1 : ‖Sn‖ ≥ t}

donde ı́nf(∅) =∞. Entonces ‖Sn‖ ≥ 2t+ s implica que τ ≤ n, y por tanto

Rn(2t+ s) =
n∑
j=1

P (‖Sn‖ ≥ 2t+ s, τ = j) .

Si τ = j y ‖Sn‖ ≥ 2t+ s, entonces ‖Sj−1‖ < t y

‖Sn − Sj‖ ≥ ‖Sn‖ − ‖Sj−1‖ − ‖Xj‖ ≥ (2t+ s)− t− ‖Xj‖ ≥ t+ s−N.

Además, note que {τ = j} es un evento medible respecto a la σ-álgebra σ(V1, . . . , Vj)
mientras que {‖Sn − Sj‖ ≥ t} lo es respecto a la σ-álgebra σ(Vj+1, . . . , Vn), y
por lo tanto dichos eventos son independientes. Entonces,

P(τ = j, ‖Sn‖ ≥ 2t+ s) ≤ P(τ = j, ‖Sn − Sj‖ ≥ t+ s−N)

≤ P(τ = j,N ≥ s) + P(τ = j, ‖Sn − Sj‖ ≥ t)
= P(τ = j,N ≥ s) + +P(τ = j)P(‖Sn − Sj‖ ≥ t).
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Aśı que al sumar sobre todos los posibles valores de j obtenemos que

Rn(2t+ s) ≤ Q(s) +
n∑
j=1

P(τ = j)P(‖Sn − Sj‖ ≥ t).

Ahora, sean Y1 = Sn − Sj y Y2 = Sj ; entonces Y1 y Y2 son elementos elementos
aleatorios simétricos e independientes tales que Y1 + Y2 = Sn, aśı que por el
teorema 3.3.3 tenemos que

P(‖Sn − Sj‖ ≥ t) ≤ 2P(‖Sn‖ ≥ t) = 2Rn(t),

y como
⋃n
j=1{τ = j} = {máx1≤j≤n ‖Sj‖ ≥ t} (ver prueba de la desigualdad de

Kolmogorov) entonces

Rn(2t+ s) ≤ Q(s) + 2Rn(t)

n∑
j=1

P(τ = j)

= Q(s) + 2Rn(t)P
(

máx
1≤j≤n

‖Sj‖ ≥ t
)

≤ Q(s) + 4R2
n(t),

donde la última desigualdad de obtiene de aplicar otra vez el teorema 3.3.3
(desigualdad de Lévy). Esto prueba 3.14. Observe que aplicando nuevamente el
teorema 3.3.3 encontramos que Rn(t) ≤ R(t) ≤ 2 supnRn(t), luego

R(2t+ s) ≤ 2Q(s) + 8R2(t) para cada t, s ≥ 0.

Ahora bien, queremos mostrar que E [Mp] <∞, pero debido al lema 3.3.6 esto
es equivalente a probar que la integral indefinida

∫∞
0
pxp−1R(x) dx es finita.

Para ello: escojamos t0 > 0 tal que R(t0) ≤ 1
16·3p . Si A > 3t0, tenemos que∫ A

0

pxp−1R(x) dx = 3p
∫ A/3

0

pxp−1R(3x) dx

≤ 3p · 2
∫ A/3

0

pxp−1Q(x) dx+ 3p · 8
∫ A/3

0

pxp−1R2(t) dx

≤ 2 · 3p · E [Np] + 3p · 8
∫ t0

0

pxp−1 dx+ 3p · 8
∫ A/3

t0

pxp−1R(t0)R(x) dx

≤ C +
1

2

∫ A

0

pxp−1R(x) dx

donde C = 2 · 3p · E [Np] + 8 · 3p · tp0 <∞, y por lo tanto,∫ A

0

pxp−1R(x) dx ≤ 2C para cadaA > 3t0.

Haciendo A tender a infinito encontramos que M ∈ Lp(R). �
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3.3.3. Desigualdades de Hoffmann-Jørgensen

A continuación presentamos brevemente las ideas de lo que Hoffmann-Jørgen-
sen denominó como principio de comparación (ver [15]). Comenzamos con
(Vn)n una sucesión de elementos aleatorios independientes, y (ξn)n y (ηn)n dos
sucesiones de variables aleatorias independientes. La idea es estudiar el com-
portamiento de la serie

∑∞
n=1 ηnXn en términos del comportamiento de la serie∑∞

n=1 ξnXn. Primero consideramos el caso cuando ηn no es variable aleatoria y
ξn ≡ 1.

Lema 3.3.8 (Hoffmann-Jørgensen). Sean V1, V2, . . . , Vn elementos aleatorios
independientes, p-integrables con 1 ≤ p < ∞. Si E [Vj ] = 0 para cada j =
1, 2, . . . , n, entoncesE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤ 2 máx
1≤j≤n

|aj |

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

(3.15)

para cada a1, a2, . . . , an ∈ R.
Si Vj es simétrico para cada j = 1, 2, . . . , n, entoncesE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤ máx
1≤j≤n

|aj |

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

(3.16)

para cada a1, a2, . . . , an ∈ R.

Demostración. Sea σ ⊂ {1, 2, . . . , n}, entonces por el lema 3.3.1 tenemos que

E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Primero supongamos que aj = ±1 para cada j, y definamos σ+ = {j : aj = +1}
y σ− = {j : aj = −1}; entoncesE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

=

E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ+

ajVj +
∑
j∈σ−

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤

E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ+

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

+

E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ−

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

=

E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ+

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

+

E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈σ−

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤ 2

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

.
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Esto prueba (3.15) para este primer caso.
Ahora, sea Kn = {(a1, . . . , an) ∈ Rn : |a1| ≤ 1, . . . , |an| ≤ 1}, entonces Kn

es un subconjunto compacto y convexo de Rn, y cuyos puntos extremos son los 2n

puntos de la forma (±1,±1, . . . ,±1). Entonces por el teorema de Carathéodory
(ver por ejemplo teorema 6.28 en [10]) dado a = (a1, . . . , an) ∈ Kn, a se puede
representar como una combinación convexa de a lo más n+ 1 puntos extremos.
Es decir, podemos encontrar λm ≥ 0 con m = 1, . . . , n+ 1 tales que

aj =
n+1∑
m=1

λmajm,
n+1∑
m=1

λm = 1,

donde ajm = ±1. Entonces encontramos queE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

=

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

(
n+1∑
m=1

λmajm

)
Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

=

E

∥∥∥∥∥∥
n+1∑
m=1

λm

n∑
j=1

ajmVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤
n+1∑
m=1

E

∥∥∥∥∥∥λm
n∑
j=1

ajmVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

(desigualdad de Minkowski)

=

n+1∑
m=1

λm

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajmVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤
n+1∑
m=1

λm

2

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

 (por el caso 1)

= 2

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

.

Por lo tanto, si escogemos a los escalares a′i = ai
máx

1≤j≤n
|aj |

obtenemos el resultado,

pues |a′i| ≤ 1 para cada i y por el caso anterior:

1

máx
1≤j≤n

|aj |

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤ 2

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

.

La prueba de (3.16) es similar. Como Vj es simétrico para cada j = 1, 2, . . . , n,
entonces

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

= E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p
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siempre que aj = ±1. La última parte de (3.16) se concluye como en (3.15). �

Corolario 3.3.9 (Hoffmann-Jørgensen). Sean V1, V2, . . . , Vn elementos aleato-
rios en independientes, p-integrables con 1 ≤ p < ∞ y E [Vj ] = 0 para cada
j = 1, 2, . . . , n. Si η1, η2, . . . , ηn son variables aleatorias p-integrables, tales que
(V1, V2, . . . , Vn) y (η1, η2, . . . , ηn) son independientes, entonces

2−pE
[

mı́n
1≤j≤n

|ηj |p
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2pE
[

máx
1≤j≤n

|ηj |p
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Demostración. Por el lema 3.3.8:

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2p máx
1≤j≤n

|aj |pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

para cada a1, . . . , an ∈ R. Y si ahora volvemos a aplicar el lema 3.3.8 a la los
elementos aleatorios Wj = ajVj y a los escalares bj = 1

aj
para cada j = 1, . . . , n

obtenemos:

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

bjWj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2p máx
1≤j≤n

|bj |pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Wj

∥∥∥∥∥∥
p

o equivalentemente

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2p máx
1≤j≤n

|bj |p E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

,

pero como máx
1≤j≤n

|bj |p =
1

mı́n
1≤j≤n

∣∣b−1
j

∣∣p y b−1
j = aj , entonces

2−p mı́n
1≤j≤n

|aj |p E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

.

En resumen, probamos que

2−p mı́n
1≤j≤n

|aj |p E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2p máx
1≤j≤n

|aj |pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

para cada sucesión de escalares a1, . . . , an.

En particular, si tomamos a las variables aleatorias η1, . . . , ηn y calculamos
la esperanza respecto a la distribución conjunta de (η1, . . . , ηn) en la desigualdad
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anterior, entonces por la hipótesis de independencia de la familia {ηj}nj=1 y entre
los vectores (η1, η2, . . . , ηn) y (V1, V2, . . . , Vn) tenemos que

2−pE
[

mı́n
1≤j≤n

|ηj |p
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2pE
[

máx
1≤j≤n

|ηj |p
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Con esto último tratamos de decir que como

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

=

∫
X

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

dP(V1,...,Vn) (3.17)

y (V1, . . . , Vn) es independiente de (η1, η2, . . . , ηn), cuando integramos respecto
a la distribución conjunta de (η1, η2, . . . , ηn), la expresión en (3.17) sale de esta
integral. Este mismo proceso se repite en los otros términos en desigualdad
anterior. �

Teorema 3.3.10 (Hoffmann-Jørgensen). Sean (ηj)j y (ξj)j dos sucesiones de
variables aleatorias independientes, p-integrables con 1 ≤ p <∞. Sea (Vj)j una
sucesión de elementos aleatorios independientes y p-integrables tales que

N = sup
j
|ηj | ∈ Lp(Ω;R), (3.18)

a = ı́nf
j
E|ξj | > 0, (3.19)

(Vj)j y (ξj)j son independientes, y (Vj)j y (ηj)j son independientes, (3.20)

E [ηjVj ] = E [ξjVj ] = 0 para cada j ≥ 1. (3.21)

Entonces

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤
(

8

a

)p
E [Np]E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ξjVj

∥∥∥∥∥∥
p

para cada n ∈ N.

Demostración. Sea (εj)j una sucesión de Rademacher que es independiente de
las tres sucesiones antes mencionadas, ((Vj)j , (ξj)j , (ηj)j) . Por el corolario 3.3.9
(primera desigualdad), aplicado a Uj = ηjVj y νj = εj tenemos

2−pE
[

mı́n
1≤j≤n

|νj |p
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Uj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

νjUj

∥∥∥∥∥∥
p

,

es decir,

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjεjVj

∥∥∥∥∥∥
p

.
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Pero como εjVj es simétrica (pues εj de Rademacher) y (ηj) es independiente
de (εjVj)j (pues ya lo era de tanto de (εj)j como de (Xj)j), encontramos que
por el corolario 3.3.9 (segunda desigualdad):

2pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjεjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2p

2pE
[

máx
1≤j≤n

|ηj |p
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 4pE
[
sup
j
|ηj |p

]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

= 4pE [Np]E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Tomemos los escalares aj = E|ξj | > 0 y denotemos por b0 =
1

mı́n
1≤j≤n

apj
, entonces

2pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjεjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 4pE [Np] b0b
−1
0 E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 4pE [Np]
1

mı́n
1≤j≤n

apj
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajεjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤
(

4

a

)p
E [Np]E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajεjVj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Sea G la σ-álgebra generada por (ε1, . . . , εn, V1, . . . , Vn), y definamos

ε∗j =

{
−εj si ξj < 0,

εj si ξj ≥ 0.

Utilizando algunas propiedades de la esperanza condicional enlistadas en el teo-
rema 1.3.7 tenemos que:∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajεjVj

∥∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

E (|ξj |) εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∥E
 n∑
j=1

|ξj |εjVj

∣∣∣∣∣∣G
∥∥∥∥∥∥

p

≤ E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|ξj |εjVj

∥∥∥∥∥∥
p∣∣∣∣∣∣G

 (desigualdad de Jensen)

= E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ξjε
∗
jVj

∥∥∥∥∥∥
p∣∣∣∣∣∣G


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y por lo tanto

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤
(

4

a

)p
E [Np]E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ξjε
∗
jVj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Se sigue de la definición de ε∗j que la sucesión (ε∗j )j es independiente tanto de
(ξj)j como de (Xj)j , y nuevamente por el corolario 3.3.9:

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ε∗jξjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2pE
[

máx
1≤j≤n

|ε∗j |
]
E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ξjVj

∥∥∥∥∥∥
p

y por lo tanto

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ηjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤
(

8

a

)p
E [Np]E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ξjVj

∥∥∥∥∥∥
p

.

�

3.3.4. Tipo p de un espacio de Banach

En esta sección introduciremos la definición del tipo de un espacio de Banach,
aunque hay varias formas de presentarla (dependiendo del enfoque a estudiar).
En este texto seguimos la dada en el art́ıculo [17] de J. Hoffmann-Jørgensen y
G. Pisier.

Sea (εn)n una sucesión de Rademacher y denotemos por X∞ = Π∞n=1X,
definamos

C(X) =

{
(xn)n ∈ X∞ :

∞∑
n=1

εnxn converge en probabilidad

}
.

Estos espacios fueron introducidos y estudiados por J. Hoffmann-Jørgensen
en [15] y también en [16]. Debe observarse que (εnxn)n es una sucesión de ele-
mentos aleatorios independientes y simétricos. Queremos mostrar que podemos
cambiar ((convergencia en probabilidad)) por ((convergencia en Lp(Ω;X))) en la
definición de C(X). Con esta finalidad presentamos lo siguientes dos resultados:

Lema 3.3.11. Si la serie S =
∑∞
n=1 εnxn converge casi seguramente y satisface

que

P (‖S‖ > r) <
α

2
(3.22)

para alguna r > 0 y α > 0, entonces

P (‖S‖ > 2r) < α2. (3.23)
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Demostración. Como por hipótesis
∑∞
n=1 εnxn converge c.s. fijemos Ω0 ∈ F

el conjunto de probabilidad 1, P(Ω0) = 1, donde la serie anterior converge. Si
m ∈ N, sea Sm =

∑m
n=1 εnxn y ĺımm→∞ Sm =

∑∞
n=1 εnxn = S. Dado r > 0,

consideramos los subconjuntos de Ω0

A =

{
sup
m
‖Sm‖ > r

}
, B = {‖S‖ > r} , C = {‖S‖ > 2r} .

Como lo hemos estado haciendo anteriormente, particionamos A en una cantitad
numberable de eventos (disjuntos)

Am = {‖S1‖ ≤ r, . . . , ‖Sm−1‖ ≤ r, ‖Sm‖ > r}

para cada m ∈ N, es decir,
⊎∞
m=1Am = A. También definimos

Cm = {‖S − Sm−1‖ > r} =

{∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

εnxn −
m−1∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥ > r

}
=

{∥∥∥∥∥
∞∑
n=m

εnxn

∥∥∥∥∥ > r

}
.

Note que si ω ∈ Am ∩ C, entonces

‖S − Sm−1‖ ≥ ‖S‖ − ‖Sm−1‖ > 2r − r = r

por lo que Am∩C ⊂ Cm. Pero además, como C ⊂ B ⊂ A y A es unión disjunta
de los Am, entonces

P(C) = P(C ∩A) = P

( ∞⋃
n=1

(Am ∩ C)

)
=
∞∑
m=1

P(Am ∩ C) ≤
∞∑
m=1

P(Am ∩ Cm).

Lo siguiente que haremos será mostrar que Am y Cm son eventos independientes.
Para ello notemos que

(1) Am solo depende de ε1, . . . , εm;

(2) Cm solo depende de εmεm+1, εmεm+2, . . . ;

(3) Las variables aleatorias ε1, . . . , εm, εmεm+1, εmεm+2, . . . son independien-
tes.

A continuación mostraremos (2): como P(ε2
m = 1) = 1, y

|εm|

∥∥∥∥∥
∞∑
n=m

εnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥εm ·
∞∑
n=m

εnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥xm +
∞∑

n=m+1

εmεnxn

∥∥∥∥∥
tenemos que

Cm =

{∥∥∥∥∥xm +
∞∑

n=m+1

εmεnxn

∥∥∥∥∥ > r

}
solo depende de las variables εmεm+1, εmεm+2, . . . .
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Para (3) consideremos δn = ±1 para cada n ∈ N. Usando la independencia
de la sucesión (εn)n aśı como la propiedad δ2

n = 1 tenemos que

P(ε1 = δ1, . . . , εm = δm, εmεm+1 = δm+1, . . . , εmεk = δk)

= P(ε1 = δ1, . . . , εm = δm, εm+1 = δmδm+1, . . . , εk = δmδk)

= P(ε1 = δ1) · . . . · P(εm = δm) · P(εm+1 = δmδm+1) · . . . · P(εk = δmδk)

=
1

2k

Por otra parte, si m+ 1 ≤ j ≤ k:

P(εmεj = δj)

= P(εmεj = δj | εm = +1)P(εm = +1) + P(εmεj = δj | εm = −1)P(εm = −1)

= P(εj = δj)
1

2
+ P(εj = −δj)

1

2

=
1

2

y entonces

P(ε1 = δ1) · . . . · P(εm = δm) · P(εmεm+1 = δm+1) · . . . · P(εmεk = δk) =
1

2k
.

Esto es,

P(ε1 = δ1, . . . , εm = δm, εmεm+1 = δm+1, . . . , εmεk = δk)

= P(ε1 = δ1) · . . . · P(εm = δm) · P(εmεm+1 = δm+1) · . . . · P(εmεk = δk)

para toda k ∈ N. Por lo tanto, la sucesión de variables aleatorias

ε1, . . . , εm, εmεm+1, εmεm+2, . . .

es independiente. Aśı, comoAm ∈ σ(ε1, . . . , εm) y Cm ∈ σ(εmεm+1, εmεm+1, . . . )
entonces Am y Cm son independientes, luego

P(Am ∩ Cm) = P(Am)P(Cm).

En resumen,

P(C) ≤
∞∑
m=1

P(Am ∩ Cm) =
∞∑
m=1

P(Am)P(Cm) ≤
∞∑
m=1

P(Am) sup
m

P(Cm)

= P(A) sup
m

P(Cm),

aśı que si probamos que P(Cm) ≤ 2P(B) para cada m ya habremos acabado.
En efecto, de la desigualdad de Lévy (3.11) en el teorema 3.3.3 obtenemos que

P(A) ≤ 2P(B) < 2
α

2
y en dado caso que P(Cm) ≤ 2P(B) :

P(C) ≤ 2P(A)P(B) < 2α · α
2

= α2.
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Con este propósito introducimos los siguientes conjuntos:

C+
m,δ =

⋂
j<m

{εj = δj}

 ∩ Cm ∩ {‖S‖ > r}

C−m,δ =

⋂
j<m

{εj = δj}

 ∩ Cm ∩ {‖S − 2Sm−1‖ > r} .

Afirmamos que estos dos conjuntos tienen la misma probabilidad. En efec-
to, ya que S y S − 2Sm−1 tienen la misma distribución, los elementos U =
(ε1x1, . . . , εm−1xm−1, S) y V = (ε1x1, . . . , εm−1xm−1, S − 2Sm−1) también tie-
nen la misma distribución. Aśı, si consideramos Em el subconjunto de Xn (y
n ≥ m) cuyos elementos son de la forma (t1x1, t2x2, . . . , tnxn) donde tj ∈ R y
xj ∈ X), tales que:

1. tj = δj para cada 1 ≤ j ≤ m− 1,

2.
∥∥∥∑n

j=m tjxj

∥∥∥ > r,

3.
∥∥∥∑k−1

j=1 tjxj −
∑n
j=m tjxj

∥∥∥ > r.

Entonces,

P
(
C+
m,δ

)
= P

(
U−1(Em)

)
= PU (Em)

= PV (Em)

= P
(
V −1(Em)

)
= P

(
C−m,δ

)
.

Ahora, observemos que podemos escribir

C+
m,δ =

⋂
j<m

{εj = δj}

 ∩ Cm ∩B,
además, si ω ∈ Cm, entonces ‖S(ω)− Sm−1(ω)‖ > r, lo cual implica que

2r < 2‖S(ω)− Sm−1(ω)‖
= ‖S(ω) + (S(ω)− 2Sm−1(ω)) ‖
≤ ‖S(ω)‖+ ‖S(ω)− 2Sm−1(ω)‖

por lo que ‖S(ω)‖ > r o bien ‖S(ω)− 2Sm−1(ω)‖ > r, y entonces

Cm ⊂ {‖S‖ > r} ∪ {‖S − 2Sm−1‖ > r} .



3.3. LEY DE LOS GRANDES NÚMEROS DE PISIER Y HOFFMANN-JØRGENSEN 117

Por lo tanto

Cm ∩

⋂
j<m

{εj = δj}

 = C+
m,δ ∪ C

−
m,δ.

Finalmente,

P(Cm) =
∑

δ1,...,δm−1=±1

P

Cm ∩ ⋂
j<m

{εj = δj}


=

∑
δ1,...,δm−1=±1

P
(
C+
m,δ ∪ C

−
m,δ

)
≤ 2 ·

∑
δ1,...,δm−1=±1

P
(
C+
m,δ

)

≤ 2 ·
∑

δ1,...,δm−1=±1

P

B ∩ ⋂
j<m

{εj = δj}


≤ 2P(B).

Aśı que supm P(Cm) ≤ 2P(B) por lo que la desigualdad (3.23) queda demostra-
da. �

Siguiendo la notación del lema anterior enunciamos el siguiente resultado.

Lema 3.3.12. Si la serie
∑∞
n=1 εnxn converge casi seguramente, entonces ‖S‖

pertenece a Lp(Ω;R) para cada 1 ≤ p <∞.

Demostración. Nuevamente, ya que la serie
∑∞
n=1 εnxn converge c.s. en lo su-

cesivo consideraremos que estamos trabajando en un conjunto Ω0 ∈ F de pro-
babilidad 1 donde la serie antes mencionada converge.

Ahora, sea ϕ(t) : [0,∞)→ [0,∞) una función continua y creciente. Notemos
que ‖S‖ es una variable aleatoria y aśı también lo es ϕ(‖S‖) (pues ϕ es continua y
por tanto medible). Entonces su esperanza está dada por la integral de Riemann-
Stieltjes:

E [ϕ(Z)] =

∫ ∞
0

ϕ(t) dFZ(t)

donde Z = ‖S‖ y FZ(t) = P (Z ≤ t) es la función de distribución de Z, aśı que

E [ϕ(‖S‖)] = −
∫ ∞

0

ϕ(t) dp(t) (3.24)

donde p(t) = P(‖S‖ > t). Entonces escojamos r > 0 tal que p(t) = P(‖S‖ >
r) < α

2 donde α < 1
2 , entonces por el lema anterior aplicado recursivamente

encontramos que

p(r) <
1

4
2α, p(2r) <

1

4
(2α)2, . . . , p(2nr) <

1

4
(2α)2n.
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Luego

−
∫ 2n+1r

2nr

ϕ(t) dp(t) <
1

4
(2α)2nϕ(2n+1r).

Por lo que la integral en (3.24) converge si la serie

∞∑
n=1

(2α)2nϕ(2n+1r) <∞,

en particular esto ocurre cuando ϕ(t) = tp, para cualquier 1 ≤ p < ∞. En
efecto, ya que α < 1

2 entonces β = 2α < 1, luego la serie

∞∑
n=1

β2n
(
2n+1r

)p
= 2prp

∞∑
n=1

β2n2np,

converge debido a la prueba del cociente. �

Denotemos por Sn =
∑n
j=1 εjxj , entonces Sn

c.s.→ S, y por el lema anterior
sabemos que ‖S‖ ∈ Lp(R). Sea M = supn ‖Sn‖, usando la desigualdad 3.11 (de
Lévy) tenemos que P(M ≥ t) ≤ 2P(‖S‖ ≥ t), luego∫ A

0

pxp−1P(M > t) dt ≤ 2

∫ A

0

pxp−1P(‖S‖ > t) ≤ 2E [‖S‖p] <∞

para cada A > 0, y por lo tanto M = supn ‖Sn‖ ∈ Lp(R). De acuerdo al
teorema 3.3.7 esto es equivalente a la convergencia de la serie S =

∑∞
n=1 εnxn

en Lp(Ω;X).
Siendo este el caso podemos tomar ‖·‖p la norma usual en Lp(Ω;X) y definir

una norma (para p ∈ R+) en C(X) dada por

|x|p =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥
p

:=

(
E

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥
p) 1

p

para cada x = (xn)n ∈ C(X). Se puede probar que (C(X), | · |p) es de Fréchet
para p ∈ R+ (es de Banach para p ≥ 1) y que en dado caso las topoloǵıas
inducidas por la norma | · |p son más fuertes que la topoloǵıa producto en C(X),
y no solo eso, se puede ver que todas estas | · |p-topoloǵıas son equivalentes, esto
es:

Lema 3.3.13. Sea (εn)n una sucesión de Rademacher, si definimos el conjunto
L dado por

L =

{ ∞∑
n=1

εnxn : (xn)n ∈ C(X)

}
entonces L ⊂ Lp(Ω;X) y todas las Lp-topoloǵıas coinciden en L, donde p ∈ R+.
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Las Lp-topoloǵıas en L son las topoloǵıas inducidas por las normas ‖ · ‖p
en L, luego, para probar que las Lp-topoloǵıas son equivalentes hay que probar
dichas normas son equivalentes, esto es, dados 0 < p, q < ∞ hay que exhibir
una constante C > 0 tal que

‖R‖q ≤ C‖R‖p,

donde R ∈ L es una serie de Rademacher de la forma
∑
n εnxn. Pero este re-

sultado es conocido como desigualdad de Kahane [21, pág. 100, teorema 4.7], el
cual probamos en la proposición C.1.2.

Diremos que un espacio de Banach, X, es de Rademacher de tipo p, con
p ∈ [1, 2], si `p(X) ⊂ C(X).5 Esto es, si para cada sucesión en (xn)n ⊂ X la
convergencia de la serie

∑∞
n=1 ‖xn‖p implica la convergencia casi segura de la

serie
∑∞
n=1 εnxn, donde (εn)n es una sucesión de Rademacher.

Cuando el espacio X es de tipo p la inclusión de `(X) en C(X) tiene gráfica
cerrada, luego es continua. Esto proporciona la siguiente definición:

Definición 3.3.2. Sea 1 ≤ p ≤ 2. Diremos que un espacio de Banach X es
Rademacher de tipo p, o en breve de tipo p, si existe una constante 0 < C <
∞ tal que

E

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥
p

≤ C
m∑
n=1

‖xn‖p

para cada m ≥ 1 y para cada x1, x2, . . . , xm ∈ X.

Comentario. En términos del espacio C(X) la definición 3.3.2 es como sigue
[17]: X es de tipo p y existe una constante 0 < C <∞ tal que

E

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥
p

≤ C
∞∑
n=1

‖xn‖p

para cada (xn)n ∈ C(X). La equivalencia se obtiene de aplicar el teorema de
Itô-Nisio 3.3.4 (que establece que la convergencia en probabilidad y casi segura
de una serie de elementos aleatorios independientes son equivalentes) y del lema
de Fatou.

No vamos ahondar en esta definición pero comentamos que la restricción en
los valores de p se debe a que todo espacio de Banach es de tipo para p ∈ (0, 1],
mientras que el único espacio de tipo p, para p > 2, es el trivial: {0}.

Lo anterior es consecuencia de las desigualdades de Kahane-Khinchin, al res-
pecto puede consultarse [1] (ver pág. 138), o bien [10] (ver pág. 218).

En el siguiente teorema probaremos que un espacio satisface la ley fuerte de
los grandes números si y solo si el espacio es de tipo p, y aunque esta pareciera

5`p(X) =
{

(xn)n ∈ X∞ :
∑∞
n=1 ‖xn‖p <∞

}
.
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ser una condición extraña en realidad no lo es tanto. Fue G. Pisier quién probó
en [28] que un espacio X es B-convexo si y solo si X es de tipo p para algún
p > 1 (recordemos que B-convexidad es una condición equivalente a una ley
fuerte de grandes números). Mostrar esto queda fuera del alcance de esta tesis,
para una mejor referencia aparte de la ya antes mencionada recomendamos ver
[10] los caṕıtulos 11, 12 y 13 (especialmente este último).

En lo sucesivo las sucesiones de elementos aleatorios que consideremos serán
tales que E [Vn] = 0 para cada n, esto es, las variables aleatorias están centradas.
Diremos que una sucesión de elementos aleatorios (Vn)n satisface la condición
de Chung si

∞∑
n=1

1

np
E [‖Vn‖p] <∞. (3.25)

Teorema 3.3.14 (Høffmann-Jørgensen y Pisier). Sea 1 ≤ p ≤ 2, entonces los
siguientes cuatro enunciados son equivalentes:

1. X es de tipo p.

2. Existe C > 0 tal que

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C
n∑
j=1

E‖Vj‖p

para cada elección V1, V2, . . . , Vn de elementos aleatorios independientes
con media nula y p-ésimo momento finito.

3. La ley fuerte de los grandes números,

1

n

n∑
k=1

Vk
c.s.→ 0,

se sigue para toda sucesión (Vn)n de elementos aleatorios independientes
con esperanza nula que satisface la condición (3.25) de Chung.

4. Si
∑∞
n=1 n

−p‖xn‖p < ∞, donde (xn)n ⊂ X, y (εn)n es una sucesión de
Rademacher, entonces

1

n

n∑
k=1

εkxk
P→ 0.

Demostración. (1) ⇒ (2). Como X es de tipo p, existe una constante positiva,
B > 0, tal que

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ B
n∑
j=1

‖xj‖p (3.26)
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para cada x1, x2, . . . , xn ∈ X y para cada n ∈ N. Consideremos V1, . . . , Vn n
elementos aleatorios como (2), y además independientes de la suceción (εn)n de
Rademacher. Entonces, por el teorema de Fubini,

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ B
n∑
j=1

E‖Vj‖p.

Ahora observemos que se satisfacen las hipótesis del teorema 3.3.10 donde la
sucesión (ηj)j ≡ (1)j (la sucesión constante igual a 1), por lo tanto

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Vj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 8pE

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjVj

∥∥∥∥∥∥
p

.

Luego la condición (2) se sigue para C = 8pB.

(2) ⇒ (3). Sea (Vn)n una sucesión de elementos aleatorios centrados y p-
integrables que satisfacen la condición (3.25) de Chung, esto es, la serie

∞∑
n=1

1

np
E [‖Vn‖p] <∞.

Veamos que n−1
∑n
k=1 Vk → 0 c.s.

Denotemos por Sn =
∑n
j=1 j

−pE [‖Vj‖p], entonces la sucesión de sumas par-
ciales (Sn)n es de Cauchy. Aśı, dado ε > 0 existe N > 0 tal que

n∑
j=m+1

1

jp
E [‖Vj‖p] < ε

para cada n > m ≥ N . Afirmamos que la serie
∑∞
n=1 n

−1Vn converge en
Lp(Ω;X). En efecto, sea Tn =

∑n
j=1 j

−1Vj y tomemos m y n ı́ndices tales
que n > m. Como suponemos que la condición (2) se da, entonces existe C > 0
tal que

E [‖Tn − Tm‖p] = E

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m+1

Vj
j

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C
n∑

j=m+1

E
∥∥∥∥Vjj

∥∥∥∥p < Cε

para cada n ≥ m ≥ N . Por lo tanto la sucesión (Tn)n es de Cauchy en Lp(Ω;X)
aśı que la serie

∑∞
n=1 n

−1Vn converge en Lp(Ω;X) (al ser este un espacio com-
pleto), pero como convergencia en Lp (o media p-ésima) implica convergencia
en probabilidad (ver lema 1.1.7), entonces

∑∞
n=1 n

−1Vn converge en probabi-
lidad. Luego, por el teorema 3.3.5 de Itô-Nisio, la serie

∑∞
n=1 n

−1Vn converge
casi seguramente. El lema 2.2.4 de Kronecker concluye que:

ĺım
n→∞

1

n

n∑
k=1

Vk = 0
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casi seguramente.

(3)⇒ (4). Sea (xn)n una sucesión enX tal que la serie
∑∞
n=1 n

−p‖xn‖p <∞,
y sea (ε)j sucesión de Rademacher. Para cada n ∈ N definimos Vn : Ω→ X como
Vn = εnxn, la proposición 1.2.3 garantiza que Vn es un elemento aleatorio en X
para cada n. Más aún, por el inciso (d) del teorema 1.3.1 , E[Vn] = E [εnxn] =
E[εn] · xn = 0, además la sucesión (Vn)n es independiente por el lema 1.2.7 y
satisface la condición de Chung pues

∞∑
n=1

E [‖Vn‖p]
np

=
∞∑
n=1

E [|εn|p · ‖xn‖p]
np

≤
∞∑
n=1

‖xn‖p · E [|εn|p]
np

≤
∞∑
n=1

‖xn‖p

np
<∞.

Por lo tanto (Vn)n = (εnxn)n obedece la ley fuerte de los grandes números, es
decir

1

n

n∑
k=1

εkxk → 0

casi seguramente, y por tanto también en probabilidad.

(4)⇒ (1). Sea (xn)n una sucesión en X para la cuál

∞∑
n=1

1

np
‖xn‖p <∞.

Sea (εn)n una sucesión de Rademacher, entonces, por la hipótesis (4),

1

n

n∑
j=1

εjxj → 0 en probabilidad.

Por lo observado en el lema 3.3.13 (es decir, por la equivalencias de los mo-
mentos de las sumas de Rademacher (teorema C.1.2)) y del lema C.1.3 (véase
observación C.1.1):

1

n

n∑
j=1

εjxj → 0 en Lp(Ω;X).

Definamos los siguientes espacios:

G =

(xj)j ∈ X∞ :
∞∑
j=1

j−p‖xj‖p <∞

 , |x|G =

 ∞∑
j=1

j−p‖xj‖p
 1

p

F =

(xj)j ∈ X∞ : sup
n

∥∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

<∞

 , |x|F = sup
n

∥∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

.
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Entonces (G, |·|G) y (F, |·|F ) son ambos espacios de Banach, y por lo anterior
tenemos que G ⊂ F. Aśı, si consideramos i : G → F la inyección canónica (i.e.
i(x) = x para cada x = (xn)n ∈ G), obtenemos una función lineal entre dos
espacios de Banach que tiene gráfica cerrada: Si (xm)∞m=1 es una sucesión en G
que converge x, y (i(xm))∞m=1 = (xm)∞m=1 converge a y en F, entonces x = y.
Para ello note que convergencia en la norma | · |G implica que las componentes
(xm,j)

∞
m=1 convergen a xj (en X) mientras que convergencia en la norma | · |F

implica la convergencia de las componentes (xm,j)
∞
m=1 a yj (en X), por lo que

xj = yj para cada j ∈ N. Entonces, por el teorema A.2.3 de la gráfica cerrada,
i es continua, de modo que existe una constante C > 0 tal que |i(x)|F ≤ C|x|G
para cada x ∈ G. Es decir,

sup
n

1

n

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤ C

 ∞∑
j=1

1

jp
‖xj‖p

 1
p

para cada x1, x2, . . . ∈ X. Entonces,

1

n

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤ C

 n∑
j=1

1

jp
‖xj‖p

 1
p

para cada x1, . . . , xn ∈ X y para cada n ∈ N, o equivalentemente,

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ Cpnp
n∑
j=1

‖xj‖p

jp
. (3.27)

Aśı, sean x1, x2, . . . , xn ∈ X y definamos

yj =

{
0 si 1 ≤ j ≤ N,

xj−N si N < j ≤ N + n

donde N es entero positivo. Entonces

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

= E

∥∥∥∥∥∥
N+n∑
j=1

εjyj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ Cp(N + n)p
N+n∑
j=N+1

‖xj−N‖p

jp
(por 3.27)

≤ Cp(N + n)p
N+n∑
j=N+1

‖xj−N‖p

(N + 1)p

= Cp
(
N + n

N + 1

)p n∑
j=1

‖xj‖p
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para cada N ≥ 1, por lo que al tomar el ĺımite cuando N tiende a infinito

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

εjxj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ K
n∑
j=1

‖xj‖p

para cada x1, . . . , xn ∈ X y para cada n ∈ N, es decir, X es de tipo p. �

Observación 3.3.1. El teorema 3.3.14 que acabamos de demostrar no es apli-
cable a la sucesión de elementos aleatorios que dimos en el ejemplo 3.3.1, pues
como q > 1− 1

p ,

∞∑
n=1

E ‖Vn‖p

np
=
∞∑
n=1

nqp

p
>
∞∑
n=1

np−1

np
=
∞∑
n=1

1

n
=∞,

es decir, no se satisface la condición de Chung.



Apéndice A

Análisis funcional

Tanto en este caṕıtulo, como en el siguiente, describimos definiciones y re-
sultados que se asumen por ser bien conocidos, o bien debido a que son de
naturaleza auxiliar como para merecer la separación del texto principal.

A.1. Sobre espacios métricos, normados y de Hil-
bert

Definición A.1.1. Un conjunto M no vaćıo es un espacio métrico si existe
una función d : M ×M → [0,∞) con las siguientes propiedades:

1. d(x, y) ≥ 0 para cada (x, y) ∈M ×M y
d(x, y) = 0, si y sólo si x = y

2. d(x, y) = d(y, x)

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z ∈M .

Al número real d(x, y) se le llama distancia de x a y y la función d es lla-
mada métrica. Denotaremos por el śımbolo (M,d) al espacio métrico M con
la métrica d.

Definición A.1.2. Una sucesión (xn)n∈N es un espacio métrico (M,d) es una
sucesión de Cauchy si para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que d(xn, xm) < ε si
n,m ≥ N .

Definición A.1.3. Diremos que un espacio métrico (M,d) es completo si toda
sucesión de Cauchy en M converge a un elemento en M .

Definición A.1.4. Un espacio vectorial sobre un campo F es un conjunto
X no vaćıo, dotado de dos operaciones; la operación suma +: X ×X → X que
a cada para de elementos (u,v) ∈ X ×X le asigna el elemento w ∈ X tal que

125
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w = u + v, y la operación multiplicación por escalar · : F×X → X que a cada
v ∈ X y t ∈ F le asigna el elemento tv ∈ X, tales operaciones satisfacen que
para cada u,v,w ∈ X y s, t ∈ F

1. u+v = v+u

2. u+ (v+w) = (u+ v)+w

3. Existe un elemento 0 ∈ X, tal que v + 0 = v

4. Para cada v ∈ X, existe un elemento v̂ ∈ X, tal que v + v̂ = 0

5. 1v = v

6. s(tv) = (st)v

7. (s+ t)v = sv + tv

8. s(u + v) = su + sv

Nos referiremos como vectores (o a veces simplemente puntos) a los elementos
de X. Llamaremos neutro aditivo, o de acuerdo a lo anterior, vector cero al
elemento 0 descrito en 3 y haremos la convención de denotarlo con el número
cero en negritas.

A lo largo de este trabajo convendremos que todos los espacios vectoriales
con los cuales trabajaremos serán reales, es decir, F = R.

Definición A.1.5. Sea X un espacio vectorial. Una función ρ : X → R es una
seminorma en X si satisface las siguientes propiedades:

1. ρ(ax) = |a|ρ(x) para todo a ∈ R, x ∈ X

2. ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y) para todo x, y ∈ X

De la propiedad 1 tenemos que ρ(0) = ρ(0 · x) = 0 · ρ(x) = 0, y haciendo
uso de la propiedad 2 tenemos que 0 = ρ(x + (−1)x) ≤ ρ(x) + ρ((−1)x) =
ρ(x) + | − 1|ρ(x) = 2ρ(x) y por lo tanto, ρ(x) ≥ 0 para cada x ∈ X.

Definición A.1.6. Sea X un espacio vectorial. Diremos que una función ‖ ·
‖X : X → R es una norma en X si ‖ · ‖X es una seminorma tal que si ‖x‖ = 0,
entonces x = 0.

En tal caso se dice que X es un espacio normado con norma ‖ · ‖X y se
denota por (X, ‖ · ‖X). A menudo se usaremos la notación (X, ‖ · ‖) si no hay
confusión sobre la norma que estamos considerando en el espacio X.
Nótese que todo espacio normado es un espacio métrico, donde la metrica está
dada por la norma de la siguiente manera: d(x, y) := ‖x− y‖.

Definición A.1.7. Un espacio normado se llama espacio de Banach si es
completo (respecto a la distancia inducida por la norma).
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Definición A.1.8. Sea H un espacio vectorial. Una función 〈·, ·〉 : H ×H → F,
donde F = R,C, es un producto interior en H si para cada x, y, z ∈ X y cada
α ∈ F se verifica lo siguiente:

1. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;

2. 〈ax, y〉 = a〈x, y〉;

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

4. 〈x, x〉 > 0 si x 6= 0

En tal caso decimos que H es un espacio con producto interior y se denota
por (H, 〈·〉). Note que el producto interior en H induce una norma (en H) dada
por ‖x‖ :=

√
〈x, x〉 para cada x ∈ H.

Definición A.1.9. Un espacio con producto interior (H, 〈·, ·〉) se llama espacio
de Hilbert si es un espacio de Banach respecto a la norma dada anteriormente.

La barra sobre el producto interior de x e y, escrito en 3, representa el com-
plejo conjudado de ese número. Sin embargo, durante este trabajo asumiremos
que todos los espacios de Hilbert con lo que trabajaaremos serán reales. De ma-
nera que dicha propiedad 3 ahora se traduce en decir que el producto interior
es conmutativo.

Si x e y denotan elementos en un espacio de Hilbert entonces los siguientes
resultados son válidos.

Proposición A.1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖

Proposición A.1.2 (Desigualdad del triángulo).

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

En particular si x e y son ortogonales, es decir, 〈x, y〉 = 0, entonces

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

Proposición A.1.3. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert. El producto intetrior
〈·, ·〉 es una función continua de H ×H en R.

Demostración. Para cada x1, y1, x2, y2 ∈ H la desiguadal de Cauchy-Schwarz
implica que

|〈x1, y1〉 − 〈x2, y2〉| = |〈x1 − x2, y1〉 − 〈x2, y1 − y2〉|
≤ ‖y1‖‖x1 − x2‖+ ‖x2‖‖y1 − y2‖.

lo cual a su vez implica la continuidad del producto interior, pues si tomamos
xn → x y yn → y cuando n→∞, entonces

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| ≤ ‖yn‖‖xn − x‖+ ‖x‖‖yn − y‖

que tiende a cero pues ‖yn‖ es acotada al ser (yn)n convergente. �
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Proposición A.1.4. Si (xn)n es una base, entonces para cada y ∈ H existe
una sucesión (cn)n de números reales para la cual

y = ĺım
n

n∑
k=1

ckxk (A.1)

Es decir,

‖y − (c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn)‖ → 0 (cuando n→∞)

Si (xn) es una base ortonormal entonces la serie en (A.1) es llamada expan-
sión de Fourier de y.

Proposición A.1.5 (Desigualdad de Bessel). Sea (xn)n una sucesión orto-
normal y sea cn = 〈y, xn〉, donde y es un elemento en H espacio de Hilbert.
Entonces

∞∑
k=1

c2k ≤ ‖y‖2

En particular si la sucesión (xn) es una base, entonces

∞∑
k=1

c2k = ‖y‖2.

Teorema A.1.6. Sea H de Hilbert. H tiene una base ortonormal, si y sólo si
H es separable.

A.2. Espacios vectoriales topológicos

Definición A.2.1. Decimos que X es un espacio vectorial topológico o
espacio topológico lineal si es un espacio vectorial real provisto de una topo-
loǵıa que hace continua a la operaciones suma de vectores y multiplicación por
escalar.

Para entender más a fondo la definición anterior vamos a requerir de los
siguiente conceptos.

Sea (X, τ) un espacio topológico, se dice que B ⊂ τ es una base la topoloǵıa
τ si para cada U ∈ τ y cada x ∈ U , existe V ∈ B tal que x ∈ V ⊂ U.
Por ejemplo, en un espacio métrico las bolas abiertas forman una base para la
topoloǵıa usual.

Ahora, dado un punto x ∈ X, diremos que Vx es una vecindad de x si existe
U ∈ τ tal que x ∈ U ⊂ Vx, y diremos que Vx ⊂ N (x) es una base de vecindades
de x (base local en x) si para cada Vx ∈ N (x) existe Ux ∈ Vx tal que Ux ⊂ Vx,
donde N (x) denota al conjunto de todas las vecindades de x.
Por ejemplo, en un espacio métrico las bolas cerradas con centro en un punto x
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forman una base de vecindades de x.

Ahora bien, recordemos que una función f : (Y, τY ) → (X, τX) es continua
un punto y0 ∈ Y si para cada Uf(y0) ∈ τX (ó Vf(y0)), existe Vy0 ∈ τY (ó Vy0) tal
que si y ∈ Vy0 , entonces f(y) ∈ Uf(y0).

Por otro lado, sabemos que U1×U2 con U1 ∈ τY y U2 ∈ τX forman una base
para la topoloǵıa producto de Y ×X. Entonces,

1. La operación suma

+: X ×X → X

(x, y) 7→ x+ y,

es continua en un punto (x0, y0) si para cada abierto V de X tal que
x0 + y0 ∈ V existen U1, U2 ∈ τ tal que (x0, y0) ∈ U1 × U2 y si (x, y) ∈
U1 × U2, entonces x+ y ∈ V .

2. La operación producto por escalar

· : F×X → X

(λ, x) 7→ λx,

es continua en (λ0, x0) si para cada abierto V de X tal que λ0x0 ∈ V existe
δ > 0 y U ∈ τ tal que (λ0, x0) ∈ B(λ0, δ) × U y si (λ, x) ∈ B(λ0, δ) × U ,
entonces λx ∈ U .,

Si en particular, la topoloǵıa que estamos considerando es inducida por una
métrica, la continuidad de las operaciones suma y producto por escalar están
caracterizadas de la siguietne forma: Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

1. si d(x, x0) < δ, d(y, y0) < δ implica que d(x+ y, x0 + y0) < ε

2. si |λ− λ0| < δ, d(x, x0) < δ implica que d(λx, λ0x0) < ε.

Como consecuencia de esto llegamos a siguiente resultado:

Proposición A.2.1. Todo espacio normado es un espacio vectorial topológico.

Demostración.

1. Continuidad de la suma. Sea ε > 0, entonces elegimos δ :=
ε

2
tal que

‖x− x0‖, ‖y − y0‖ < δ, entonces

‖(x+ y)− (x0 + y0)‖ ≤ ‖x− x0‖+ ‖y − y0‖ < 2δ = ε.

2. Continuidad del producto por escalar. Sea ε > 0, y notemos lo
siguiente

‖λx− λ0x0‖ = ‖(λ− λ0)(x− x0) + λ0(x− x0) + (λ− λ0)x0‖
≤ |λ− λ0| ‖x− x0‖+ |λ0| ‖x− x0‖+ |λ− λ0 ‖x0‖

(A.2)
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entonces, escogiendo δ > 0, con δ < mı́n

{
1,
ε

3
,

ε

3(|λ0|+ 1)
,

ε

3(‖x0‖+ 1)

}
y tal que |λ−λ0| < δ y ‖x−x0‖ < δ, otenemos de la desigualdad A.2 que

‖λx− λ0x0‖ ≤ δ2 + |λ0|δ + δ ‖x0‖

<
ε

3
· 1 + |λ0| ·

ε

3(|λ0|+ 1)
+

ε

3(‖x0‖+ 1)
‖x0‖

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

(A.3)

�

Hemos de notar que en la prueba de la proposición anterior no usamos que
si ”‖x‖ = 0, entonces x = 0”, por lo que esta prueba permanece siendo válida
para espacios seminormados.

El siguiente teorema provee una forma muy útil de caracterizar a las funcio-
nes lineales continuas entre dos espacios normados arbitrarios.

Teorema A.2.2. Sean (X, ‖ · ‖X) y (Y, ‖ · ‖Y ) dos espacios normados y sea
T : X → Y una función lineal. Son equivalentes

1. T es Lipschitiz continua

2. T es es uniformemente continua

3. T es continua en X

4. T es continua en 0

5. Si (xn) es una sucesión en X tal que xn → 0, entonces T (xn)→ 0

6. T es acotada

7. Existe M > 0 tal que ‖T (x)‖Y ≤M‖x‖X , para todo x ∈ X.

8. sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y <∞

La prueba de este teorema puede encontrase en [22] a lo largo del caṕıtulo
4.

No es el propósito de esta tesis estudiar las propiedades del espacio de fun-
ciones lineales continuas de un espacio normado a otro, pero si mencionamos
que a este espacio se le denota por B(X,Y ), y de acuerdo al teorema ante-
rior, T ∈ B(X,Y ), si y sólo si, existe M > 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖ para
cada x ∈ X. Tal espacio resulta ser un espacio vectorial, y no sólo eso, también
resulta ser un espacio normado donde la norma esta dada como sigue:

‖T‖ := ı́nf {M > 0 : ‖T (x)‖ ≤M‖x‖} . (A.4)
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Más aún, se puede mostrar que tal norma se puede calcular como

‖T‖ = mı́n {M > 0 : ‖T (x)‖ ≤M‖x‖} = sup
x∈B[0,1]

‖T (x)‖ = sup
x∈B(0,1)

‖T (x)‖,

y si además el espacio X 6= {0}, también se tiene que

sup
x∈B(0,1)

‖T (x)‖ = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖ = sup
x∈X

‖T (x)‖
‖x‖

.

Observación A.2.1. De esto último queremos destacar lo siguiente:

1. Si T ∈ B(X,Y ), entonces para cada x ∈ X

‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖.

2. Si Y es de Banach, entonces B(X,Y ) es también un espacio de Banach
con respecto a la norma definida anteriormente.

Un caso particularmente importante es cuando Y = R, en tal caso llamamos
a la función T funcional lineal.

Definición A.2.2. Sea X un espacio vectorial topológico, definimos el espacio
dual topológico de X como

X∗ = {f : X → R | f es lineal y continua}

Análogamente, al espacio formado por las funcionales lineales en X le lla-
maremos espacio dual algebraico y lo denotaremos por X†.
Como consecuencia de lo anteriormente discutido obtenemos que X∗ es un es-
pacio de Banach respecto a la norma definida en (A.4).

Los siguientes resultados son ampliamente conocidos y pueden ser encontra-
dos a lo largo del texto [30].

Teorema A.2.3 (Gráfica Cerrada). Supongamos que (X, ‖ · ‖) y (Y, ‖ · ‖) son
espacios de Banach y T : X → Y es lineal. T es continua si y sólo si Graf(T ) =
{(x, T (x)) : x ∈ X} es cerrada.

Teorema A.2.4 (Extensión de Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial,
S ⊂ X un subespacio, ρ : X → R un funcional sublineal y f ∈ S† lineal tal
que f(x) ≤ ρ(x) para cada x ∈ S. Entonces existe F ∈ X† tal que F �S= f y
F (x) ≤ ρ(x) para cada x ∈ X.

Corolario A.2.5 (Hahn-Banach). Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado y x0 6= 0.
Entonces existe f ∈ X∗ tal que f(x0) = ‖x0‖ y ‖f‖ = 1.

Definición A.2.3. Se dice que un espacio vectorial topológico X tiene sufi-
cientes funcionales continuas si dados x 6= y en X, existe f ∈ X∗ tal que
f(x) 6= f(y).
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Como consecuencia del corolario A.2.5 tenemos el siguiente corolario.

Corolario A.2.6. Todo espacio normado tiene suficientes funcionales conti-
nuas.

Demostración. En efecto, sean x, y ∈ X con x 6= y entonces x − y 6= 0. Por
el corolario A.2.5 existe f ∈ X∗ tal que f(x − y) = ‖x − y‖ 6= 0 y entonces
f(x)− f(y) 6= 0, por lo tanto f(x) 6= f(y). �

Teorema A.2.7. Sean X e Y espacios de Banach, y sea D un subespacio denso
de X. Estonces todo operador lineal continuo definido en D, T : D → Y, tiene
una única extensión lineal y continua en todo X.



Apéndice B

Teoŕıa de la medida

B.1. Sigma álgebra de Borel

Definición B.1.1. Una colección S de subconjuntos de un conjunto X es una
σ-álgebra si

1. ∅, X ∈ S,

2. A ∈ S, entonces X \A ∈ S,

3. A1, A2, . . . , An, . . . ,∈ S, entonces
∞⋃
i=1

Ai ∈ S.

Como
⋂
i

Ai = X \

(⋃
i

(X \Ai)

)
, entonces S es también cerrada bajo inter-

secciones numerables. No sólo eso, si {Sα : α ∈ Λ} es una familia de σ-álgebras

de subconjuntos de X, entonces
⋂
α∈Λ

Sα es también una σ-álgebra. La prueba de

esta afirmación es inmediata de la definición (B.1.1).
Una vez observado esto ya podemos definir la σ-álgebra generada por una co-
lección de subconjuntos de X.

Definición B.1.2. Sea R una colección de subconjuntos de X. La sigma-álge-
bra generada por R, que denotamos por σ(R), es la colección

σ(R) =
⋂
{S : S es una σ-álgebra de subconjuntos de X y R ⊂ S}

Una consecuencia inmediata de esta definición es que σ(R) es la mı́nima
σ-álgebra que contiene a R. En efecto, si S ′ es otra σ-álgebra que contiene a R
entonces σ(R) ⊂ S ′ (pues ella ya es uno de los ((intersectandos))), aśı tenemos
que R ⊂ σ(R) ⊂ S ′.

133
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Las siguientes dos propiedades resultan especialmente útiles para probar con-
tenciones entre σ-álgebras generadas, pues nos dicen que basta verificar las con-
tenciones entre los conjuntos generadores para concluir las conteciones de sus
respectivas la σ-álgebras generadas.

Lema B.1.1.

1. Si R1 y R2 son dos colecciones de subconjuntos de X tales que R1 ⊂ R2,
entonces σ(R1) ⊂ σ(R2).

2. Si F es una σ-álgebra, entonces σ(F) = F .

Demostración.

1. Tenemos que R1 ⊂ R2 ⊂ σ(R2), de modo que σ(R2) es una σ-álgebra
que contine a R1, por ser σ(R1) la mı́nima σ-álgebra que contiene a R1

concluimos que σ(R1) ⊂ σ(R2).

2. Por definición ocurre que F ⊂ σ(F). Para la otra contención, observemos
que F es en particular una σ-álgebra que contiene a F por lo tanto σ(F) ⊂
F .

�

Por espacio de Borel entenderemos a la pareja (X,S) donde X es un
conjunto (no vaćıo) y S es una σ-álgebra de subconjuntos de X. En particular
estaremos interesados cuando la σ-álgebra S es la σ-álgebra de Borel de X para
X un espacio métrico.

Definición B.1.3. Sea M un espacio métrico. La σ-álgebra de Borel de
M , denotada por B(M), es la σ-álgebra generada por la familia de todos los
subconjuntos abiertos de M . A los elementos de B(M) se les llaman borelianos.

Si U es un abierto en B(M), entonces M \U es un cerrado y también perte-
nece a B(M). Los siguientes resultados tienen como propósito probar que B(M)
es también generada por los conjuntos cerrados de M .

Definición B.1.4. Sea M un espacio métrico. Un subconjunto A de M es
Gδ si existe una sucesión de conjuntos abiertos (Un) tal que A =

⋂∞
n=1 Un. El

complemento de un conjunto Gδ recibe el nombre de Fσ.

Proposición B.1.2. Sea (M,d) un espacio métrico. Para cada A ⊂ M (fijo)
definimos f(p) := d(p,A) = ı́nf{d(p, a) : a ∈ A}. Entonces para cada p, q ∈ A

|f(p)− f(q)| ≤ d(p, q).

En particular, f es una función uniformemente continua.
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Demostración. Sea a ∈ A, por la desigualdad del triángulo y la definición de
d(p,A) tenemos que

d(p,A) ≤ d(p, a) ≤ d(p, q) + d(q, a).

Esto significa que para toda a ∈ A,

d(p,A)− d(p, q) ≤ d(q, a)

de modo que d(p,A)−d(p, q) es una cota inferior del conjunto {d(q, a) : a ∈ A}
y por lo tanto

d(p,A)− d(p, q) ≤ d(q, A).

Con lo que encontramos que

d(p,A) ≤ d(p, q) + d(q, A).

Análogamente se tiene que

d(q,A) ≤ d(p, q) + d(p,A).

De estas dos últimas desigualdades podermos concluir que |f(p)−f(q)| ≤ d(p, q).
�

Corolario B.1.3. En un espacio métrico M todo subconjunto cerrado es Gδ y
todo subconjunto abierto es Fσ.

Demostración. Sea C un subconjunto cerrado de M . Entonces

C = {x : d(x,G) = 0}

=
∞⋂
n=1

{
x : d(x,G) <

1

n

}
.

Por la proposición anterior sabemos que f(x) = d(x,G) es una función continua,
por lo tanto f−1[(−∞, 1

n )] =
{
x : d(x,G) < 1

n

}
es un conjunto abierto en M .

La segunda parte de la afirmación es cierta por definición de conjunto Fσ. �

Corolario B.1.4. En un espacio métrico (M,d) la σ-álgebra de Borel está
generada por los conjuntos cerrados.

Demostración. Si A y C representan a la clase de los abiertos y los cerrados en
M respectivamente, el corolario anterior nos garantiza que A ⊂ σ(C) y en virtud
de minimalidad de la σ-álgebra σ(A), obtenemos que σ(A) = B(M) ⊂ σ(C). Aśı
también C ⊂ B(M) y por lo tanto σ(C) = B(M). �

Dicho de otra forma, B(M) es la mı́nima familia de subconjuntos de M que
contiene a todos los subconjuntos abiertos y cerrados de M , y que es cerrada
bajo intersecciones y uniones numerables.
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Recordemos que un espacio métrico M es separable contiene un subconjun-
to denso y numerable, esto es, existen x1, x2, . . . en M tal que {x1, x2, . . . } = M
(donde A denota la cerradura topológica de A en X).

Probaremos que bajo la hipótesis de separabilidad la σ-álgebra B(M) está
generada por las bolas abiertas (o cerradas).

Lema B.1.5. Si M es un espacio métrico separable, entonces B(M) es igual a
la σ-álgebra generada por las bolas abiertas (cerradas) de M .

Demostración. Denotemos por B a la σ-álgebra generada por las bolas abiertas
(o cerradas) en M . Entonces, según lo antes visto B ⊂ B(X). Para la otra con-
tención hagamos notar dos cosas.

1. Todo abierto es unión numerable de bolas abiertas. Sea D = {dn : n ≥ 1}
el denso numerable en M , y sea U un abierto en M . Entonces para cada x ∈ U
y existe r > 0, con r racional tal que la bola abierta con centro en x y de radio
r, B(x, r), se queda contenida en U . Como D es denso en M , y en particular
para B(x, 1

3 ), se tiene que B(x, 1
3 ) ∩ D 6= ∅, por lo que existe yx ∈ D, tal que

d(x, yx) < r
3 <

r
2 . Entonces x ∈ B(yx,

r
2 ) ⊂ B(x, r) ⊂ U.

Notemos que hay a lo más una cantidad numerable de bolas del tipoB
(
yx,

r
2

)
,

pues la colección de bolas con centro en D y radio racional tiene a lo más la
cardinalidad de N × N que a su vez tiene la misma cardinalidad de N. Por lo
tanto,

U =
⋃
x∈U

B
(
yx,

r

2

)
es una unión a lo más numerable.

2. Todo abierto es unión numerable de bolas cerradas. Por el caso 1 todo
abierto es unión numerable de bolas abiertas, pero estas a su vez son unio-
nes numerables de bolas cerradas, es decir, en general si x ∈ M y r > 0 (no
necesariamente racional) se tiene que

B(x, r) =
∞⋃

n=nr

B[x, r − 1/n]

donde nr es un entero positivo para el cuál r − 1
n > 0 . Y como la unión nu-

merable de una unión numerable sigue siendo numerable podemos concluir que
todo abierto es unión numerable de bolas cerradas.

Con esto podemos concluir que dado un abierto U de M , U ∈ B y por lo
tanto B(M) ⊂ B probando aśı la igualdad de las σ-álgebras. �

Definición B.1.5. Sea (X,B(X)) y (Y,B(Y )) dos espacios de Borel y sea
f : X → Y una función. Diremos que f es una función Borel medible, o
simplemente medible, si para cada E ∈ B(Y ),

f−1(E) = {x ∈ X : f(x) ∈ E} ∈ B(X).
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B.2. Sigma álgebra producto

Definición B.2.1. Sean (X,B(X)), (Y,B(Y )) dos espacios de Borel, supon-
gamos además que X,Y son métricos. Por rectángulo de Borel en X × Y ,
entendemos a los conjuntos de la forma A×B donde A ∈ B(X) y B ∈ B(Y ).

Definimos la σ-álgebra producto en X × Y , y la denotamos por B(X) ⊗
B(Y ), como la σ-álgebra generada por la familia de rectángulos de Borel. Esto
es,

B(X)⊗ B(Y ) = σ({A×B : A ∈ B(X), B ∈ B(Y )}).

Llamaremos espacio producto a la pareja (X × Y,B(X) ⊗ B(Y )), por lo
que una función f : X × Y → Z será medible si la imagen inversa de borelianos
de Z es un elemento de la σ-álgebra producto.

En el espacio producto también podemos considerar la σ-álgebra de Borel
B(X × Y ) = σ({U : U es abierto en X × Y }).

Es claro de la definición que B(X) ⊗ B(Y ) ⊂ B(X × Y ) (pues producto
de abiertos es abierto), la otra contención no se da en general. Daremos un
contraejemplo de esto último y además probaremos que bajo la hipótesis de
separabilidad de X e Y se da la igualdad.

Proposición B.2.1. Sean X,Y espacios métricos separables. Entonces B(X ×
Y ) = B(X)⊗ B(Y ).

Demostración. Es suficiente probar que todo abierto U en X × Y pertenece a
B(X)⊗B(Y ). Como Y es separable, Y tiene una base numerable {Vn}. Entonces
U puede representarse como unión numerable de conjuntos de la forma Uα×Vn
donde Uα es abierto en X. Para cada n ≥ 1 fijo, sea Wn la unión de todos
subconjuntos Uα tales que Uα × Vn ⊂ U . Entonces U =

⋃∞
n=1(Wn × Vn) ∈

B(X)⊗ B(Y ) . �

Para ver que no se da la ingualdad de las σ-álgebras vamos a necesitar de
los siguiente lemas.

Lema B.2.2. Sea F una colección de subconjuntos de un conjunto X y consi-
deremos la σ-algebra generada por la familia F , σ(F). Si A ∈ σ(F), entonces
existe una subfamilia numerable F ′ de F tal que A ∈ σ(F ′).

Demostración. Sea A =
⋃
σ(E) donde E vaŕıa sobre todas las subfamilias nu-

merables de la familia F . Veamos que A es una σ-algebra:

1. Es claro que tanto ∅ como X pertenecen a A, pues σ(E) les contiene para
cada E ⊂ F numerable.

2. Si A ∈ A, entonces A ∈ σ(E) para alguna E ⊂ F numerable, y como σ(E)
es una σ-álgebra tenemos que X \A ∈ σ(E), por lo que X \A ∈ A.

3. Sea (An)n una sucesión en A, entonces An ∈ A para cada n ≥ 1, y por
tanto para cada n ≥ 1 existe En subfamilia numerable de F tal que An ∈
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σ(En). Tomemos E ′ =
∞⋃
n=1

En, entonces E ′ es una subfamilia numerable

de F y por tanto σ(E ′) ⊂ A. Además, puesto que para cada n ≥ 1,

En ⊂ E ′ ⊂ σ(E ′) tenemos que σ(En) ⊂ σ(E ′), luego
∞⋃
n=1

σ(En) ⊂ σ(E ′).

Aśı,
∞⋃
n=1

An ∈
∞⋃
n=1

σ(En) ⊂ A. Lo cual prueba que A es cerrado bajo

uniones numerables.

Por lo tanto A es una σ-álgebra. Más aún, F ⊂ A, pues si B ∈ F entonces
{B} ⊂ F donde {B} es numerable y por tanto {B} ⊂ σ({B}) ⊂ A, con lo cual
B ∈ A. Por otra parte, si B ∈ A entonces B ∈ σ(E) para alguna subfamilia
numerable E de F , pero como E ⊂ F ⊂ σ(F) entonces σ(E) ⊂ σ(F). Por lo
tanto B ∈ σ(F). Hemos probado que

F ⊂ A ⊂ σ(F)

y por tanto A = σ(F). Podemos concluir que si C ∈ σ(F), entonces existe una
subfamilia numerable F ′ de F tal que C ∈ F ′. �

Lema B.2.3. Sea X un conjunto con cardinalidad mayor que c. Dada una
colección numerable {Un} de subconjuntos de X, existen x 6= y en X tales que
para cada n ≥ 1 se cumple que x, y ∈ Un o bien x, y /∈ Un, en tal caso decimos
que la familia {Un} no distingue a x y y. Más aún, la colección Σ de todos los
subconjuntos de X que no distingen a x e y es una σ-álgebra.

Demostración. Supongamos que dados x 6= y en X existe Un tal que x ∈ Un
pero y /∈ Un (o bien y ∈ Un pero x /∈ Un). Definimos h : X → {0, 1}N como
h(x) = (an)n donde an = 1 si x ∈ Un y an = 0 si x /∈ Un. Entonces h es inyectiva
y por tanto, card(X) ≤ card({0, 1}N) = c, lo que contradice la hipótesis sobre
la cardinalidad de X. Por tanto deben existir x, y ∈ X con x 6= y tales que para
cada n ≥ 1, x, y ∈ Un o x, y /∈ Un.
Ahora veamos que colección Σ de subconjuntos de X que no distingue a x y y
es una σ-álgebra.

1. Es claro que ∅, X pertenecen a Σ.

2. Sea A ∈ Σ, entonces x, y ∈ A o bien x, y /∈ A. Si x, y ∈ A, tenemos que
x, y /∈ X \ A y por tanto X \ A ∈ Σ. Por otro lado, si x, y /∈ A significa
que x, y ∈ X \A. Ello implica que X \A ∈ Σ.

3. Sea (An)n una sucesión en Σ, entonces An ∈ Σ para cada n ≥ 1. Si

x ∈
∞⋃
n=1

An, entonces x ∈ An0
para algún n0 ≥ 1, lo cual implica que

x, y ∈ An0
y por tanto x, y ∈

∞⋃
n=1

An, aśı
∞⋃
n=1

An ∈ Σ. Por otro lado, si x /∈
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∞⋃
n=1

An implica que x, y /∈ An para todo n ≥ 1 y por tanto, x, y /∈
∞⋃
n=1

An

y entonces
∞⋃
n=1

An ∈ Σ.

�

Proposición B.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico con cardinalidad mayor que
c. Entonces B(X)⊗ B(X) $ B(X ×X).

Demostración. Es claro que B(X)⊗B(X) ⊂ B(X ×X). Veamos que B(X ×X)
no está contenida en B(X)⊗ B(X).

Supongamos lo contrario. Consideremos D = {(x, x) : x ∈ X} el conjunto
diagonal en X ×X, y notemos que al ser d : X → [0,∞) una función continua
y {0} un cerrado en [0,∞) entonces d−1({0}) = D es cerrado en X ×X y por
tanto D pertenece a B(X ×X). Afirmamos que D /∈ B(X)⊗ B(X).

Supongamos que D ∈ B(X) ⊗ B(X). Como B(X) ⊗ B(X) es la σ-álgebra
generada por la familia de rectángulos de Borel {A × B : A,B ∈ B(X)}, por
el lema B.2.2 existe una subfamilia numerable de rectángulos medibles {An ×
Bn}n≥1 tal que D ∈ σ({An × Bn}). Ahora, por el lema B.2.3 existen x, y ∈ X
tales que x 6= y y la colección numerable {An, Bn : n ≥ 1} de subconjuntos de
X no distingue a x y y. Entonces {An×Bn : n ≥ 1} es una colección numerable
de subconjuntos de X × X que no distingue a los elementos (x, x) y (x, y) de
X ×X.

Denotemos por Σ a la σ-álgebra de subconjuntos de X×X que no disguen a
(x, x) y (x, y). Entonces {An ×Bn} ⊂ Σ y por tanto σ({An ×Bn}) ⊂ Σ. Como
D ∈ σ({An × Bn}) tenemos que D ∈ Σ, de modo que D es un subconjunto
de X × X que no distingue a (x, x) y (x, y), pero esto no es posible, ya que
(x, x) ∈ D pero (x, y) /∈ D.

Por lo tanto D /∈ B(X)⊗B(X), aśı, la σ-álgebra B(X)⊗B(X) está contenida
propiamente en B(X ×X). �
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Apéndice C

Resultados varios

Teorema C.0.1 (Convergencia Dominada de Lebesgue [29]). Si f1, f2, . . . es
una sucesión de funciones integrables y existe una función integrable b(x) tal
que |fn| ≤ b para cada n = 1, 2, . . . entonces

ĺım
n→∞

∫
fn dP =

∫
ĺım
n→∞

fn dP

siempre que ĺım
n→∞

fn exista casi seguramente.

Teorema C.0.2 (Beppo-Levi [29]). Si f1, f2, . . . es una sucesión de funciones
integrables y no negativas tales que

∑∞
n=1

∫
fn <∞, entonces la serie

∑∞
n=1 fn

es convergente casi seguramente y∫ ∞∑
n=1

fn =
∞∑
n=1

∫
fn.

Lema C.0.3. Sea (Vn)n es una sucesión de elementos aleatorios en un espacio

de Banach separable X, supongamos que Vn
P→ V y ‖Vn‖ ≤ ‖W‖ para cada n

donde W ∈ Lp(Ω;X), entonces Vn
Lp→ V (en p-media).

Demostración. Como E [‖Vn‖p] ≤ E [‖W‖p] <∞, entonces Vn ∈ Lp(Ω;X) para
cada n. Sea ε > 0, entonces

{‖V ‖ > ‖W‖+ ε} ⊂ {‖V ‖ > ‖Vn‖+ ε}
⊂ {‖V ‖ − ‖Vn‖ > ε}
⊂ {‖V − Vn‖ > ε}

para cada n, lo cual implica que

P (‖V ‖ > ‖W‖+ ε) ≤ ĺım
n→∞

P (‖V − Vn‖ > ε) = 0.
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Pero como esto es válido para cada ε > 0, en particular, tomando ε = 1
k con

k ∈ N obtenemos

0 ≤ P (‖V ‖ > ‖W‖) ≤ ĺım
k→∞

P
(
‖V ‖ > ‖W‖+

1

k

)
= 0.

Es decir, ‖V ‖ ≤ ‖W‖ c.s. y en consecuencia V ∈ Lp(Ω;X).
Ahora supongamos que Vn no converge a V en p-media (en Lp), es decir,

existe ε > 0 tal que para cada n,

E [‖Vn − V ‖p] ≥ ε. (C.1)

Aśı que existe (Vnk)k una subsucesión tal que E [‖Vnk − V ‖p] ≥ ε, por otra parte

sabemos Vn
P→ V por lo que también Vnk

P→ V , y entonces por el lema 1.1.13

esta subsucesión admite una subsucesión (Vnkj )j tal que Vnkj
c.s.→ V, es decir,

Vnkj − V
c.s.→ 0. Por la primera parte de la demostración ‖Vnkj − V ‖ ≤ 2‖W‖,

aśı que por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

ĺım
j→∞

E
[
‖Vnkj − V ‖

p
]

= E
[

ĺım
j→∞

‖Vnkj − V ‖
p

]
= 0

lo cual contradice (C.1). Por lo tanto Vn śı converge a V en p-media. �

Proposición C.0.4. Sean V1, V2, . . . , V elementos aleatorios en un espacio de

Banach separable. Entonces, Vn
P→ V si y solo si

ĺım
n→∞

E
{
‖Vn − V ‖

1 + ‖Vn − V ‖

}
= 0.

La prueba de esta proposición es análoga a la que se tiene para variables
aleatorias.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que V = 0. Queremos

mostrar que Vn
P→ V si y sólo si ĺımn→∞ E

{
‖Vn‖

1+‖Vn‖

}
= 0. Primero supongamos

que Vn
P→ 0. Sea ε > 0, entonces ĺımn→∞ P (‖Vn‖ > ε) = 0. Notemos que

‖Vn‖
1 + ‖Vn‖

≤ ‖Vn‖
1 + ‖Vn‖

I{‖Vn‖>ε} + εI{‖Vn‖≤ε} ≤ I{‖Vn‖>ε} + ε.

Y por tanto,

E
{
‖Vn‖

1 + ‖Vn‖

}
≤ P (‖Vn‖ > ε) + ε.

Esto implica que

ĺım
n→∞

E
{
‖Vn‖

1 + ‖Vn‖

}
≤ ε

para toda ε > 0. El resultado se obtiene al hacer tender ε a cero.



C.1. EQUIVALENCIA DE LOS MOMENTOS DE SUMAS DE RADEMACHER 143

Ahora supongamos que ĺımn→∞ E
{
‖Vn‖

1+‖Vn‖

}
= 0. Como la función f(x) =

x
1+x es estrictamente creciente en el intervalo [0,∞), tenemos que

ε

1 + ε
I{‖Vn‖>ε} ≤

‖Vn‖
1 + ‖Vn‖

I{‖Vn‖>ε} ≤
‖Vn‖

1 + ‖Vn‖
donde ε > 0 es fijo (pero arbitrario). Por lo que tomando esperanzas y sacando
ĺımites,

ε

1 + ε
ĺım
n→∞

P (‖Vn‖ > ε) ≤ ĺım
n→∞

E
{
‖Vn‖

1 + ‖Vn‖

}
= 0.

Como ε > 0 es fijo, ĺımn→∞ P (‖Vn‖ > ε) . �

Recordemos que si L0(Ω, X) denota al conjunto de elementos aleatorios en
X, y en él definimos la métrica

‖V ‖0 = E
{
‖V ‖

1 + ‖V ‖

}
para cada V ∈ L0(Ω, X), entonces la proposición anterior muestra que la L0-
topoloǵıa (la inducida por la métrica ‖ · ‖0) induce la convergencia en probabi-
lidad.

C.1. Equivalencia de los momentos de sumas de
Rademacher

El propósito de esta sección será discutir el lema 3.3.13 sobre la equivalencia
de las Lp-topoloǵıas en L. Recordemos que este espacio, L, es el espacio de las
series de Rademacher de la forma

∑∞
k=1 εkxk, que convergen casi seguramente.

Por esta razón nos fijaremos en las sumas de Rademacher
∑n
k=1 εkxk. Puede

consultarse el caso general en [21] (ver teorema 4.7).
Recordemos también que las Lp-topoloǵıas en L son las topoloǵıas inducidas

por las p-normas en L, por lo que en nuestro caso, lo que tenemos que probar es
las p-normas son equivalentes en el conjunto de sumas de Rademacher, o dicho
de otro modo, los momentos de las sumas de Rademacher son equivalentes, esto
es, dados 0 < p, q <∞ debemos mostrar que existe C > 0 tal que∥∥∥∥∥

n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
q

≤ C

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
p

para cada n ∈ N y cada x1, . . . , xn ∈ X.
Para ello necesitaremos del siguiente lema, el cuál ya fue impĺıcitamente

probado en la prueba del lema 3.3.11.

Lema C.1.1. Consideremos la suma de Rademacher
∑n
k=1 εkxk en el espacio

de Banach X. Entonces, para cada a > 0 y n ≥ 1,

P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥ ≥ 2a

)
≤ 4

(
P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥ ≥ a
))2

.
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Teorema C.1.2 (Desigualdad de Kahane). Dados 0 < p, q < ∞, existe una
constante Kp,q > 0 tal que si X es un espacio de Banach y xk ∈ X, con k ≥ 1,
entonces para cada n,(

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
q) 1

q

≤ Kp,q ·

(
E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
p) 1

p

.

Demostración. Supongamos que 0 < p < q <∞, cuando p ≥ q la afirmación es
inmediata con Kp,q = 1 (basta usar la desigualdad de Jensen). Hagamos

M =

(
E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
p) 1

p

.

Si M = 0 la desigualdad es trivial y se verifica con cualquier constante positiva,
digamos Kp,q = 1. Aśı, supongamos que M > 0, y sea uk = xk

M , con 1 ≤ k ≤ n,
para el cual

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
p

= E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εk
xk
M

∥∥∥∥∥
p

= 1. (C.2)

Por la desigualdad 1.2 de Chebyshev:

P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ 8
1
p

)
= P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
p

≥ 8

)
≤ 1

8
E

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
p)

=
1

8
.

Supongamos, por inducción, que para m ≥ 0 tenemos que

P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ 2m · 8
1
p

)
≤ 1

4
· 2−2m . (C.3)

Aplicando el lema C.1.1 y C.3,

P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ 2m+1 · 8
1
p

)
≤ 4

(
P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ 2m · 8
1
p

))2

≤ 1

4
· 2−2m+1

,

esto muestra que C.3 se cumple para cada m ≥ 0.
Por otra parte, sabemos que por el lema 3.3.6,

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
q

=

∫ ∞
0

qtq−1P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ t
)
dt. (C.4)

Para cada t ≥ 0 definamos

f(t) = qtq−1P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ t
)
,
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y hagamos α0 = 0, αm = 2m−1 · 8
1
p para cada m = 1, 2, . . . .

Usando C.3 y C.4,

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
q

=

∫ ∞
0

f(t) dt

=

∫ α1

0

f(t) dt+
∞∑
m=0

∫ αm+2

αm+1

f(t) dt

≤
∫ α1

0

qtq−1 dt+
∞∑
m=0

∫ αm+2

αm+1

qtq−1P

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥ ≥ αm+1

)
dt

≤ αq1 +
∞∑
m=0

∫ αm+2

αm+1

qtq−1 · 1

4
· 2−2m dt

≤ 8
q
p +

1

4

∞∑
m=0

2−2m
(
αqm+2 − α

q
m+1

)
<∞.

Tomando Kq
p,q := 8

q
p + 1

4

∑∞
m=0 2−2m

(
αqm+2 − α

q
m+1

)
tenemos que(

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
q) 1

q

≤ Kp,q

y por C.2, (
E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
q) 1

q

≤ Kp,q ·

(
E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkuk

∥∥∥∥∥
p) 1

p

.

Finalmente, como uk = xk
M ,(

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
q) 1

q

≤ Kp,q ·

(
E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
p) 1

p

.

�

Lema C.1.3. Sea V una variable aleatoria positiva tal que para algún q > p > 0
y alguna constante positiva C,

‖V ‖q ≤ C‖V ‖p.

Entonces, si ε > 0 es tal que P(V > ε) ≤ (2Cp)
q/(p−q)

, se tiene que

‖V ‖p ≤ 2
1
p ε y ‖V ‖q ≤ 2

1
pCε.

Demostración. Como q > p tomemos p′ = q
p y q′ = p′

p′−1 = q
q−p , entonces por

la desigualdad de Hölder:

E
[
V pI{V >ε}

]
≤
(
E
[
(V p)p

′
])1/p′ (

E
[
I{v>ε}

])1/q′
≤ (E [V q])

p/q
(P(V > ε))

(p−q)/q
= ‖V ‖pq (P(V > ε))

1−p/q
.
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Luego,

E [V p] =

∫
{V≤ε}

V p dP +

∫
{V >ε}

V p dP

≤ εp +

∫
{V >ε}

fp dP

≤ εp + ‖V ‖pq (P(V > ε))
1−p/q

≤ εp + Cp‖V ‖pp ·
1

2Cp
= εp +

‖V ‖pp
2

y por lo tanto, ‖V ‖pp = E [V p] ≤ 2εp. �

Observación C.1.1. Notemos que como consecuencia de este lema, si (Vn)n
es una sucesión de variables aleatorias (o elementos aleatorios) tales que para
algún q > p > 0 y C > 0, ‖Vn‖q ≤ C‖Vn‖p para cada n, y si (Vn)n converge
en probabilidad a alguna variable aleatoria V, entonces, como supn ‖Vn‖q <∞
por el lema C.1.3, (Vn)n también converge a V en Lq′ para toda q′ < q.

En particular, y debido a la desigualdad C.1.2 de Kahane, esto último ocurre
para la sucesión que consideramos en la implicación (4) ⇒ (1) del teorema
3.3.14.
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