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Introduccion

Uno de los resultados centrales de la Teoria de Probabilidad es la Ley de los
Grandes Nuimeros. La primera version de este teorema aparecié en 1713 en el Ars
Conjectandi de Jacob Bernoulli, a quien le tomé més de 20 anos desarrollar una
prueba rigurosa de dicho teorema [33]. Desde entonces han aparecido multiples
versiones.

En términos modernos, una ley de grandes niimeros es un enunciado que
tiene la siguiente forma:

Enunciado. Sea (V,,), una sucesion de variables aleatorias definidas en un
espacio de probabilidad sujetas a un cierto conjunto de condiciones y sea S, =

N E ig lgu id l
> k1 Vi Entonces —on converge en algun sentido a una constante (que suele
ser una esperanza,).

Si la convergencia se da en el sentido casi seguro al enunciado anterior se
le llama Ley Fuerte, mientras que si la convergencia se da en probabilidad, el
resultado serd llamado Ley Débil. Las condiciones que generalmente se suelen
imponer sobre las variables aleatorias son las de independencia y distribucién
idéntica, pero por supuesto no se limitan a estas; muchos resultados interesantes
han sido obtenidos con restricciones del «tipo ortogonalidad» sobre las variables
aleatorias o del «tipo martingalas» sobre la sucesiéon de sumas parcialesﬂ

En 1953, en su tesis doctoral, Edith Mourier probé la primera Ley Fuerte de
los Grandes Niimeros para variables aleatorias que toman valores en un espacio
de Banach, iniciando [5] con ello el estudio de la Probabilidad en Espacios de
Banach. Los primeros trabajos en esta direccién parecian en gran parte paralelos
a los teoremas para variables aleatorias reales o complejas, y por esta razon no
atrajeron mucha atencién (de acuerdo a A. Beck [0]). Sin embargo, a principio
de los anos sesenta comenzoé a desarrollarse toda una teoria que vinculaba la
veracidad o falsedad de tales teoremas probabilisticos en los espacios de Banach
con la geometria del mismo espacio.

Cada vez mas, la teoria parecia indicar que los teoremas con los que esta-
bamos familiarizados eran en realidad teoremas de tipo probabilisticos-geomé-
tricos, donde la geometria accidental de los numeros reales y complejos desem-
penaba un papel importante. Reducir las hipdtesis geométricas requeria ajustar

1Los conceptos antes mencionados pueden encontrarse en [9].

IX
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las probabilisticas.

La busqueda de teoremas limites llevé a considerar nuevas clases de espacios
de Banach, y el andlisis minucioso de estos teoremas ha llevado a considerar
nuevas condiciones probabilisticas. En términos genéricos, una Ley de Grandes
Ntumeros en un espacio de Banach tiene la siguiente formas:

Enunciado. Sea X un espacio de Banach que cumple un cierto conjunto de
condiciones. Sea (V) una sucesién de variables aleatorias con valores en el
espacio de Banach X sujetas a un cierto conjunto de condiciones. Entonces
n~t 3, Vi converge (segin la topologia de la norma) en algin sentido a una
funcion constante.

Nuestro objetivo en este texto es presentar el material necesario para estu-
diar algunos de estos teoremas limites en espacios de Banach. En concreto, y
siguiendo el articulo de G. Pisier y J. Hoffmann-Jgrgensen [I7], estudiaremos
una versién del teorema anterior cuando la condicién geométrica que cumple el
espacio es ser de «tipo p» y las condiciones a las que estdn sujetos las variables
aleatorias son la de independencia y una condicién sobre sus p-momentos del
tipo Kolmogorov llamada condicién de Chung.

Remarcamos que nuestro interés en este trabajo es probabilistico por lo que
no elaboramos mucho en propiedades que luego no necesitamos.

A continuacién presentamos a modo de resumen el contenido de los capitulos
en los que se divide este trabajo.

El capitulo 1 esta dedicado a presentar definiciones y resultados preliminares
que usaremos a lo largo del texto y ha sido dividido en cuatro secciones. En la
primera seccién introducimos la definicién de elemento aleatorio (que es como
llamaremos a las variables aleatorias que toman sus valores en un espacio de
Banach arbitrario), estudiamos algunas de sus propiedades bdsicas y formas
de caracterizarlos, también introducimos las nociones de convergencia de estos
objetos. En la segunda seccién estudiamos los conceptos de independencia e
indéntica distribucién para elementos aleatorios y les caracterizamos a partir
del espacio dual.

El estudio de la teoria de probabilidad en espacios mas abstractos se hizo
posible con la introduccién de teorias de integracion en dichos espacios, por ello,
las ultimas dos secciones de este capitulo estan dedicadas a estudiar dos formas
de definir la esperanza de un elemento aleatorio; primero presentamos el enfoque
segun la integral de Pettis y después el enfoque segun la integral de Bochner.
Tales secciones ilustran la fuerte relacién existente entre el andlisis funcional y
la teoria de probabilidad en espacios de Banach. Adicionalmente también de-
dicamos dos apartados para hablar de la esperanza condicional (existencia y
propiedades) segiin una u otra integral. La bibliografia de este capitulo princi-
palmente se basa en los libros [25] y [36], adicionalmente nos auxiliamos de [2],
[7 v [@). En la seccién 1.3 nos apoyamos de [38] mientras que para la seccién
1.4 la bibliograffa principal fue [I1], también se consultaron [12] y [27].
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En el capitulo 2 aplicamos parte de la teoria desarrollada en el capitulo an-
terior para estudiar algunas leyes de los grandes ntimeros en espacios de Hilbert.
Introducimos también los conceptos de ortogonalidad y no correlacién de ele-
mentos aleatorios. De entre los teoremas limites que probamos destacan la ley
fuerte de los grandes nimeros de Rademacher-Menshov y la ley fuerte de los
grandes nimeros de Kolmogorov (caso independiente), asi también, incluimos
las desigualdades que implican dichos teoremas. Para este capitulo hemos con-
sultado principalmente [29] y [36], también nos auxiliamos en [9].

Finalmente, en el capitulo 3 de este trabajo, hacemos la discusién de teore-
mas limite a espacios en Banach mas generales. El primer resultado que estudia-
mos es la ley fuerte de los grandes nimeros de Mourier para elementos aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos con primer momento finito. Poste-
riormente, en las secciones 3.2 y 3.3, presentamos teoremas limites en los que
ahora también imponemos condiciones sobre el espacio. Ejemplo de ello es la ley
débil de los grandes niimeros de Taylor para elementos aleatorios idénticamente
distribuidos con valores en un espacio de Banach con base de Schauder.

Se ha dedicado la seccién 3.3 para presentar la ley fuerte de los grandes nime-
ros de Pisier y Hoffmann-Jgrgensen [I7], pero previo a esto y con el fin de seguir
un desarrollo crondlogico, presentamos la ley fuerte de los grandes nimeros de
Beck [4] (aunque no lo probamos) que establece una condicién de convexidad
sobre el espacio que resulta equivalente a la extensién de la clésica ley fuerte de
los grandes niimeros de Kolmogorov. Este resultado marcé un precedente en el
desarrollo de la teoria de probabilidad en espacios de Banach al que se sumaron
los trabajos de B. Maurey, G. Pisier [28] y J. Hoffmann-Jgrgensen [I5], quienes
introdujeron [23] la nocién del tipo y cotipo de un espacio de Banach. Es pre-
cisamente para presentar el tipo de un espacio de Banach que en la seccién 3.3
también nos dedicamos de hablar sobre sumas de Rademacher, asi como de al-
gunos resultados concernientes a sumas de elementos aleatorios independientes
y/o simétricos. Resultados relevantes al respecto son las desigualdades de Lévy
[21], el teorema de It6-Nisio [I9] y las desigualdades de Hoffmann-Jergensen
[15].

Culminamos pues, con la ley fuerte de los grandes nimeros de Pisier y
Hoffmann-Jgrgensen [I7] que establece la una equivalencia entre el tipo de un es-
pacio de Banach y la ley fuerte de los grandes niimeros para elementos aleatorios
independientes que satisfacen la condicién de Chung.

Adem3&s de la bibliografia antes indicada, para este capitulo también nos
apoyamos en [1], [3], [10], [16], [I8] y [20].
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como propdsito introducir los conceptos y resultados
bésicos que usaremos a lo largo del texto. Para ello, vale la pena hacer algunas
aclaraciones respecto a nuestros objetos de trabajo asi como sobre la notacién
que utilizaremos.

Convendremos que todos los espacios métricos, normados y de Hilbert con
los cuales trabajaremos seran reales, y respecto a los normados estos siempre
seran de Banach, a menos que se especifique lo contrario.

Siguiendo la notacion del analisis funcional, las letras mayusculas X,Y re-
presentaran espacios normados; usaremos M, N para métricos y H para los de
Hilbert. El espacio dual topoldgico de un espacio normado X estard denotado
por X* y sus elementos seran cominmente designados por f,g 6 x*.

Si M es un espacio métrico y r es un real positivo, usaremos el simbolo
B(x,r) para denotar a la bola abierta con centro en x € M y radio r, esto es

B(z,r)={z € M|d(x,z) <r}.

Similarmente, Blz,r] = {z € M |d(z,z) < r} denota a la bola cerrada con
centro en z y radio r, mientras que el simbolo S(x,r) representard a la esfera
con centro en z y radio 7, es decir, el conjunto {z € M |d(x, z) = r}.

La terna (9, F,P) denotara a un espacio de probabilidadﬂ v a los elementos
de la o-dlgebra F les llamaremos eventos (aleatorios). Si A € F, el ntmero
real P(A) se llama probabilidad del evento A. Dado X un espacio vectorial
topoldgico, denotaremos por B(X) a la o-dlgebra de Borel de X, esto es, la
o-algebra generada por los subconjuntos abiertos en X.

Una funcién T: Q2 — X se dice es Borel medible si la imagen inversa
T~YB) € F para cada B € B(X), y en general, si (X,S) es un espacio de
medida, diremos que T: Q — X es (S, F)-medible si T-(S) € F para todo
S € S. Si es obvio por el contexto cudles o-algebras estamos considerando sim-
plemente diremos que T' es una funciéon medible.

'Donde € es un conjunto no vacio, F es una o-dlgebra de subconjuntos de  y P una
medida de probabilidad en F.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Hemos preparado dos apéndices (A y B) donde precisamos definiciones y
propiedades de los objetos antes mencionados. El resto de la notacién serd in-
troducido a lo largo del texto.

1.1. Definiciones basicas

Sea (02, F,P) un espacio de probabilidad. Recordemos que una variable alea-
toria es una funcién real, V': Q — R, tal que para cualquier elemento B de B(R)
se tiene que V ~!(B) pertenece a F.

Definiremos a nuestros objetos de estudio, los elementos aleatorios, como
toda funcién Borel medible del espacio Q2 en M, donde M es un espacio métri-
co. Aunque podemos generalizar este concepto a cualquier espacio vectorial
topolégico vamos a concentrarnos en estudiar el caso para espacios métricos;
como veremos mas adelante esto nos daré el primer acercamiento a la condicion
de separabilidad.

Definicién 1.1.1. Una funcién V:  — M es un elemento aleatorio en M,
(v lo abreviaremos como e.a.), si V~}(B) = {w € Q|V(w) € B} € F para cada
elemento B € B(M).

Bajo esta definicién, V' es un elemento aleatorio en R si y solo si V' es variable
aleatoria. Lo andlogo ocurre en R™, todo elemento aleatorio en R™ es un vector
aleatorio de tamano n.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos R® = {x = (21, 22,...) : x; € R} el espacio de
las sucesiones de ntimeros reales, con la métrica p definida para cada z,y € R

como
o0

1 |xn - yn‘

z,y) = —_—
p(z,y) EQ"HI%*%I
Sea V(w) = (V1(w), Va(w),...) una funcién 2 en R, donde V,,: @ — R para
cada n. Entonces V' es un elemento aleatorio en R* si y solo si V,, es variable

aleatoria para cada n.

En efecto, como la topologia generada por la métrica p coincide con la topo-
logia producto tenemos que las proyecciones 7, : R* — R son continuas para
cada n y por lo tanto medibles. Como consecuencia m, oV = V,, es una variable
aleatoria para toda n siempre que V sea un elemento aleatorio.

Por otro lado, sea B = {(wi,w2,...) : w;j € Aj,j = 1,...,n} donde
A; € Bj(R). Entonces B es un rectdngulo medible en la o-dlgebra producto
®;‘;1 B;(R). Y como suponemos que V; es medible para cada j, entonces

VI(B)={weQ: V(w) € B}

= ﬁ{xEQ :Vi(w) € A} = ﬁVj_l(Aj) e F.
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Probando asi que V es elemento aleatorio en R*° siempre que sus funciones
coordenadas sean variables aleatorias.

Proposicion 1.1.1. Sean M, N espacios métricos y f: M — N una funcion
Borel medible. Entonces si V' es un elemento aleatorio en M, fo V = f(V) es
un elemento aleatorio en N.

Demostracion. Sea B un elemento en B(N), como f es una funcién Borel medi-
ble, f~1(B) € B(M), ademas por ser V un e.a. en M, V~-(f~}(B)) € F. Por lo
que (foV)™Y(B)=V~=Hf"YB)) € F.Asi, fo V=f(V)esunea.en N. B

Proposicién 1.1.2. Sea (E,), una particion numerable de Q, es decir, una
sucesion de eventos en F tales que E, N Ey =0 sin #m, y U, E, = Q.
Si (zn)n una sucesion en M, entonces la funcion V: Q — M definida como
V(w) =z, siw € E,, es un elemento aleatorio en M.

Demostracion. Sea B un elemento en B(M). Como (z,), es una sucesién en
My B C M, denotemos por (x,, )r a los términos de la sucesién (z,,), que se
quedan contenidos en B. Afirmamos entonces que

En efecto, si w € V~1(B), entonces V(w) € B. Ademés, como (E,),, forma
una particién para ) tenemos que w € E,, para alguna ng, asi que V(w) = xp,.
Pero si z,, € B, entonces ng = n;, para alguna ¢ > 1 y por tanto w € E,, C
Ulzil Enk .

Por otro lado, si w € |y~ En,, entonces w € E,, para algin j > 1. Luego
V(w) =z, € B, lo cual implica que w € V"1(B).

Finalmente, como para cada k el conjunto E,, pertenece a la o-dlgebra F
concluimos que V~1(B) € F. |

Proposicién 1.1.3. Sea (V,,),, una sucesion de elementos aleatorios en (M, d)
tal que para cada w € Q, lim,_,o Vy,(w) = V(w). Entonces V' es un elemento
aleatorio en M.

Demostracion. Como B(M) es también la o-algebra generada por los subcon-
juntos cerrados de M (ver corolario, es suficiente probar que V~—1(C) € F
para todo C' C M cerrado.

Asf pues, sea C' un conjunto cerrado de M. Veamos que V~1(C) € F.
Como por hipétesis V,, converge a V' puntualmente entonces, para todo entero
positivo k, existe N = N(w, k) € N tal que

1

AVa(@), V(@) < 3

sin > N,y esto para cada w € €). Por esta razon, para cada k € N definimos el

conjunto
Co=J B, k).
zeC
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Entonces Cj, es abierto y por lo tanto Cy € B(M). Afirmamos que

viC) = ﬁ G ﬁ V, H(Cr). (L.1)

k=1m=1n=m

En efecto, si w € V~1(C), entonces V(w) € C y como V,(w) converge
a V(w) para todo w € € obtenemos que para todo k existe N > 0 tal que

d(Vy(w), V(w)) < % siempre que n > N, es decir,

Vo(w) € B(V(w),k™") C Cy

siempre que n > N. Asi, para cada k € N tenemos que

we Vil @ c Y M Va'Cr)
n=N

m=1n=m
y por lo tanto
oo oo o0
we (U M vt
k=1m=1n=m

Por otro lado, siw € (Nyey Ui Moe,,, Vi *(Ck), entonces para todo k > 1,

existe m > 1 tal que d(V,(w),z) < 7 bara todo n > m, y para algin z € C.
Luego,

d(V(w),z) < d(V(w), Va(w)) + d(Vn(w), 2) < - +

1 1 2
k' k k
si n > max{m, N}.

Hemos probado entonces que 0 < d(V(w),C) < d(V(w),z) < % para toda
k, por lo tanto V(w) € C = C, pues C es cerrado. Concluimos asf que w es
elemento de V=1(C).

Finalmente, como V,, es elemento aleatorio en M para cada n y Cj es un
conjunto abierto, V, 1 (Cy) € F. Por la igualdad tenemos que V(C) € F

para todo C cerrado en M. ]

Las leyes de grandes numeros para espacios normados fueron primero pro-
badas para elementos aleatorios que toman a lo méas una cantidad numerable
de valores mediante el siguiente lema (el cual dice que la funcién identidad es
aproximable por funciones escalonadas).

Lema 1.1.4. Sea (M,d) un espacio métrico separable. Dado & > 0, existe una
funcion fo: M — M (Borel) medible que toma a lo mds un conjunto numerable
de valores y d(f.(x),x) < € para cada x € M.

Demostracion. Sea € > 0. Como M es separable, existe D = {d,, |[n > 1} denso
numerable en M. Definimos los conjuntos

E1 :B(dl,E)
E, = B(dy,¢) \ "O B(d;,e) (paran > 2).

i=1
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Afirmamos que (E,,), forma una particién para M.

1. Primero veamos que (E,,) forma una sucesién de eventos ajenos por pares.
Es claro que para cada n, E,, es un elemento de la o-algebra F. Ahora conside-
remos m,n € N indices con m # n; sin pérdida de generalidad supongamos que
n < m. Entonces

E,NE, = (B(dn,s)\nLjB(di,a)> n (B(dm,e)\mLJl B(di,s))

- (B(dn,e) mnﬁ (M\B(di,s))> N < mmﬁ (M \ B( dl,s))>

n—1 m—1
C B(dy,e) N (ﬂ (M \ B(d;,e) N (M \ B(dy,e) N ( (] (M\ B( dl,e))>
=1 i=n+1

C B(dn,e) N (M \ B(dy,¢))
=0

2. Ahora veamos que M = |J,__, E,. Para ello probaremos que

G E, = G B(dy,e).
n=1 n=1

Observemos que para cada n > 1, E, estd contenido en B(d,,e) y por tanto

U FE, C U (dn,€). Por otro lado, si « € U (dn, €) entonces existe m € N

n=1

tal que T 6 B(d g). Sea mg el primer indice tal que z € Emg y « ¢ E; para
mg 1

cada 1 < j < myg, entonces x € B(dpm,, € U E; —EmDCUE

Por la densidad de D en M, tenemos que M = J.° | B(d,,¢). Asi, por el
paso 2, podemos concluir que M = UZO:1 E,.

Entonces por la proposicién m, para Q = M y F = B(M), la funcién
fe(z) = d, si z € E,, es medible. Mds ain, dado cualquier z € M, x € E,, para
algin n € Ny entonces f:(x) = d, con d(f:(z),z) = d(dn,x) < €. [ |

Un elemento aleatorio que toma a lo més una cantidad numerable de valores
se llama elemento aleatorio discreto. Cuando el espacio es separable el si-
guiente resultado nos caracteriza a todo elemento aleatorio como limite uniforme
de elementos aleatorios discretos.

Proposicién 1.1.5. Sea (M,d) un espacio métrico separable. Una funcidn
V:Q — M es un elemento aleatorio en M, si y solo si existe una sucesion (Vy,)n
de elementos aleatorios discretos en M tal que V,, converge um'formementtﬂ a

V.

2La sucesién de funciones (Vi)n converge uniformemente a la funcién V, si para cada € > 0
existe N = N(¢) € N tal que d (Vi (w) — V(w)) < € para todan > N y toda w € Q.
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Demostracion. La implicacién directa es consecuencia de la proposicién |1.1.3
pues el limite de elementos aleatorios es otra vez un elemento aleatorio.

Por otro lado, supongamos que V: Q — M es e.a. en M. Como M es
separable, por el lema para cada n > 0, existe una funcién medible
fn: M — M, que toma a lo mas una cantidad numerable de valores y satis-
face que d(f,(z), ) < 1 para todo z € M.

Para cada n > 1 definimos la funcién V,, = f,,(V). De la proposicién [L.1.1]
tenemos que V,, es un e.a. en M. Sea w € {2, entonces

d(Va(w)), V(w)) = d(fn(V(w)), V(w)) < %

para cada n > 1, por lo tanto (V,,) = (f»(V)) es una sucesién de elementos
aleatorios discretos en M que converge uniformemente a V. |

Comentario. Si X es un espacio de Banach la definicién de elemento alea-
torio en X que manejaremos en este texto es la dada en la definiciéon sin
embargo esta no es la inica a considerar. No son pocos los autores que definen el
concepto de elemento aleatorio en un espacio de Banach como una funcién fuer-
temente medible del espacio de probabilidad (€2, F,P) en X. Sin entrar mucho
en detalles, una funcion V: Q — X es fuertemente medible si existe una sucesion
de funciones discretas (simples), (Vy)n, tal que lim, ||V, (w) — V(w)|| = 0 para
casi toda w € Q.

Para espacios de Banach separables, la proposicién [I.1.5 muestra que estas
dos definiciones de elemento aleatorio son (casi seguramente) la misma. Cuando
el espacio X no es separable el rango de V' debe ser un subconjunto separable.

Esto ultimo sera consecuencia directa del Teorema de Medibilidad de Pettis.
Aclararemos esto mas adelante, en la seccién 1.4, cuando nos interese estudiar
la esperanza de un elemento aleatorio mediante la integral de Bochner.

Dado (M, d) espacio métrico, se sabe que la funcién distanciad: M x M — R
es continua. Sin embargo si U,V: 2 — M son elementos aleatorios en M, la
composicién d(U, V) no es necesariamente una variable aleatoria, es decir, no es
una funcién medible respecto a la o-dlgebra producto en el espacio (producto)
M x M. Una condicién necesaria para que d sea variable aleatoria es que el
espacio M sea separable.

Proposicién 1.1.6. Sean U,V elementos aleatorios en (M,d) espacio métrico.
Si M es separable, entonces d(U,V) es una variable aleatoria (en R).

Demostracion. Recordemos que la o-algebra producto en el espacio M x M
es B(M) @ B(M) = c({Ax B : A,B € B(M)}). Como por hipétesis M es
separable, entonces B(M x M) = B(M) @ B(M) (ver [B:2.I). Y debido a que
U,V:Q — M son elementos aleatorios en M, la funcién (U,V): Q@ - M x M
definida como (U, V) (w) = (U(w), V(w)) es un elemento aleatorio en M x M. Al
ser d: M x M — [0,00) una funcién continua, es Borel medible y por lo tanto
la composiciéon d o (U, V) =d(U,V): Q — M es una variable aleatoria. [ |
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Si (M, d) no es separable, d(U, V') puede no ser variable aleatoria como mues-
tra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos M el espacio de funciones acotadas de R en si
mismo, es decir, M = {f: R — R| f es acotada} dotado de la norma || f||a :=
sup{|f(t)] : t € R}ﬂ Sea N el espacio de funcionesde Ren {0,1}, N = {f: R —
{0,1}}. Entonces, |M| > |[N| = 2° > ¢, donde ¢ representa la cardinalidad del
continuo.

Y consideremos (M, d) el espacio métrico cuya métrica estd inducida por la
norma, es decir, para cada f,g € M, d(f,g) = ||f — gllm-

Para cada A € B(M) ® B(M) definamos

[ 1 si (0,00€A
P(A)—{ 0 si (0,0) ¢ Al

Entonces (M x M, B(M)®B(M),P) es un espacio de probabilidad. Definimos
las variables aleatorias U, V': M x M — M como las proyecciones en la primera
y segunda entrada respectivamente, es decir, para cada (f,g) en M x M,

Ulf,9)=f v V(fig9) =gy

Note que en efecto U y V son elementos aleatorios en M, pues las proyecciones
son funciones continuas.

Afirmamos que d(U,V) = ||U — V||p no es variable aleatoria.
En efecto, como {0} es cerrado en R entonces {0} € B(R). Ademas,

AU, V)" ({0}) = {(f,9) € M x M : d(U(f,9),V(f,9)) = 0}
={(f,9) € M x M : |f(t) — g(t)| = 0 para toda t € R}
={(f,9) € M x M : f(t) = g(t) para toda t € R}

={(f,/)eEMxM:feM}=A

pero como la cardinalidad de M excede a la cardinalidad del continuo, la pro-
posicién nos garantiza que A ¢ B(M) ® B(M) (ver Apéndice B para la
prueba de esta afirmacién). Por lo tanto d(U, V') no es variable aleatoria.

1.1.1. Algunos modos de convergencia

Debido a lo anterior en las siguientes definiciones de modos de convergencias
supondremos que M es un espacio métrico separable. Esto es de utilidad por
ejemplo, cuando se estd interesado en estudiar convergencia de sucesiones de
elementos aleatorios en espacios métricos como DJ[0, 1]: el espacio de funciones
reales en [0, 1] que son continuas por la derecha cuyos limites por la izquierda
existen (cadlag)ﬁ

3Que no es (norma) separable.

4En este caso varias consideraciones deben ser tomadas en cuenta ya que DJ[0,1] es en
general un espacio «mal portado». Dependiendo de la métrica definida en D[0, 1] este espacio
puede ser separable o no, asi también con la completez. Al respecto puede consultarse [§].
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Definicién 1.1.2. Sean Vi, Vs, ... y V elementos aleatorios en un espacio métri-
co separable (M, d). Decimos que V,, converge a V

. C.S. .
1. casi seguramente, V,, = V si

B( lim d(V,, V) =0) = P({w € : lim d(V(w),V(w)) =0}) =1

n— oo

2. en probabilidad, V, 5 V', si para todo € > 0
h;m Pd(V,, V) >e€) = h;m P{weQ: dV,(w),V(w)) >e})=0

. P T .
3. en media r-ésimaoen L, V,, =V, conr > 0, si

lim E[d(V,,, V)] = 0.

Cabe resaltar que hasta ahora no hemos definido la esperanza de un elemento
aleatorio, de esta cuestién nos ocupamos en las secciones 1.3 y 1.4. Aqui el
sfmbolo «E» debe intepretarse como la integral de Lebesgue.

A la ley de los grandes nimeros para elementos aleatorios con convergencia
en el sentido casi sequro la llamaremos ley fuerte de los grandes niimeros,
mientras que si la convergencia se da en probabilidad nos referiremos a ella como
ley débil de los grandes niimeros.

Como consecuencia de las definiciones encontramos que las relaciones entre
modos de convergencia de elementos aleatorios son las mismas que las exis-
tentes para variables aleatorias, y no solo eso, los métodos de prueba son los
mismos. [lustraremos esto verificando algunas propiedades entre la convergencia
casi segura y en probabilidad.

Primero hagamos notar que d(U, V) es variable aleatoria, mds aun, d(U, V)
es no negativa, de modo que podemos extender de manera inmediata resultados
importantes como el siguiente:

Desigualdad de Markov. Sea ¢ > 0 y sea r > 0 tal que E[d(U,V)"] < o0
(es decir existe), donde U,V son elementos aleatorios en M. Entonces

PA(U,V) > ] < SB[V, V)] (1.2)

Para r = 2 la desigualdad (1.2) recibe el nombre de desigualdad de
Chebyshev. Mediante la desigualdad de Markov obtenemos que convergencia
en r-media implica convergencia en probabilidad.

Lema 1.1.7. Si (V,,), es una sucesidn de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M,d) tal que V, 5V para alguna r > 0, entonces V,, Sv.

Demostracion. Seae > 0. Por hipétesis tenemos que lim,, E[d(V,,,V)"] =0 < oo
para alguna r > 0, utilizando la desigualdad de Markov obtenemos que

1
lim P[d(V,, V) > ] < — lim E[d(V,,V)"] = 0.

n—oo e n—oo

Esto es, V, Ly, |
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Enseguida extendemos el resultado que dice que convergencia casi segura im-
plica convergencia en probabilidad. Algunas equivalencias para la convergencia
casi segura y su relacién con el lema de Borel-Cantelli son también establecidas.

Lema 1.1.8. Sea (V,,), una sucesion de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M,d) , tal que V,, 3V, entonces V,, Lv.

Demostracion. Como P (lim, o d(V,,, V) = 0) = 1, existe un conjunto N nulo
tal que si w € Q\ N, entonces lim,, o d(V,,(w), V(w)) = 0. Por tanto, dados
weQ\Nye>0, existe N = N(w,¢) tal que d(V,(w),V(w)) <esin> N,y
por tanto

wE ﬂ {weQ: dV,(w),V(w)) <e}.

n=N

Luego, si w € 2\ N, entonces para cada & > 0

w € U ﬂ {weQ: d(V,(w),V(w)) < e},

m=1n=m
y por consiguiente

oo

1=P(Q\N) SP(U ﬁ {we R : d(Vy(w), V(w)) <€}> <1

m=1n=m

Asi, para cada m definimos B,, = (), {w € Q : d(V;,(w),V(w)) < £}, enton-
ces (By,)m es una sucesién en F creciente y por tanto

lim P(B,) =P ( Ql Bm> =1,
lo cudl implica que lim,, o P (Q\ By,) = 0, pero

Q\ By, = [J{weQ: d(V,(w),V(w)) > ¢}

ast que {d(Vp,(w),V(w)) > e} C Q\ By, y por lo tanto

lim P (d(Vin(w), V(w)) > €) <HmP(Q\ By) = 0.

m— o0

Esto prueba que V,, converge a V' de forma casi segura. |

Lema 1.1.9. Sea (V,,), una sucesion de elementos aleatorios en un espacio
métrico separable (M,d), entonces V,, XV siy solo si para cada € > 0

P{we Q:d(V,(w),V(w)) > e para una infinidad de n}) = 0.
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Demostracion. Para cada € > 0 definamos
A ={we Q:d(V,(w),V(w)) > e para una infinidad de n}.

Hagamos primero la implicacién de «ida»: como V,, ¥ V, existe un conjunto
nulo A € F tal que para cualquier w ¢ N se tiene que V,(w) — V(w). Es decir,
dado € > 0 existe N > 0 tal que d(V,(w),V(w)) < € para cualquier n > N, y
para cada w afuera de /. Ahora obsérvese que esto significa que w € Q\ Ac y
en consecuencia Q\ N C Q\ A. o equivalentemente, A. C N, lo cual implica
que P(A;) <P(WN) =0.

Para la implicacién de «regreso»: como para cada & > 0,

P{w e Q:d(V,(w),V(w)) > e para una infinidad de n}) = 0,

entonces para cada k € N definimos
1
By, = {w € :dVy(w),V(w)) > 7 Ppara una infinidad de n} .

Asf que (Bg)g es una sucesién creciente de eventos en F (By C By11) tales que
para cada k, P(By) = 0. Entonces,

P (ch—Jl Bk> = lim P(By) =0.

Por lo tanto (;—, Q \ By es un conjunto de probabilidad 1, donde

T =

Q\ By, = {w : existe N(w) tal que d(V,(w),V(w)) < — para toda n > N(w)} .
Asi, st w € ey Q\ By entonces para todo k > 1, existe N = N(w) tal que
d(Vp(w),V(w)) < § para todo n > N. En particular, dado ¢ > 0 sea k > 1
tal que 1 < ek, luego d(V,(w),V(w)) < 1 para toda n > N(w) y para alguna
N(w) > 0, y por tanto d(V,(w),V(w)) < € siempre que n > N(w). Es decir,
Vi (w) converge a Vw) para cada w en la interseccién de los complementos de
los By, asi que

(NQ\Biclwe: dim d(Va(w),V(w)) =0},
k=1

y por tanto

1=P <ﬁ Q\Bk> §]P’<{w € lim d(Vy(w),V(w)) :0}) <1

n—00
k=1

A continuacién recordamos una de las versiones del lema de Borel-Cantelli.
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Lema 1.1.10 (Borel-Cantelli). Sea (A,), una sucesion en F para la cual
Yoo P(A,) < oo, entonces

P{w e Q : we A, para una infinidad de n}) = 0.
Demostracion. Denotamos por A = {w €  : w € A,, para una infinidad de n}.
Ahora, para cada m > 1 definimos B,, = |J,—, A,. Luego (B,,), es una suce-
sién decreciente tal que A = ﬂ;ozl B,, y por tanto

P(A) =P ( ﬁ Bm> = lim P(B,)

m—0o0
m=1
o0 o0
S (VRS N SR
n=m n=m
|
Corolario 1.1.11. Sean Vi, Vs, ...,V elementos aleatorios en un espacio métri-

co separable (M, d) tales que para cada € > 0,
D P (A(Va(w), V(w)) > ) < o
n=1

Entonces V,, 3 V.
Demostracion. Para cada € > 0 sea
A; ={w e Q:d(Vy(w),V(w)) > € para una infinidad de n}.

Aplicando lema de Borel-Cantelli (donde A, = {w : d(V,(w),V(w)) > &})
obtenemos que P (A.) = 0. El lema garantiza el enunciado. |

A partir de estos ultimos resultados podemos establecer otros bien conocidos,
como los siguientes.

Lema 1.1.12. Sea (V,,),, una sucesion de elementos aleatorios en un espacio
mélrico separable (M,d). Si existen r > 0 y V un elemento aleatorio en M tales
que > o0 | E[d(V,,V)"] < oo, entonces V,, 3 V.

Demostracion. Sea € > 0, entonces

m=n

P ( U we: dVu(), V() 2 €}> <D PA(Vi(w), V(W) Ze)
2

=
S/'\
18
—~—
&
m
2
QU
N
£
=
£
A\
o
——
N———
Il
\_O
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esto es, el conjunto de w € Q tal que d (V,,(w), V(w)) > ¢ para una infinidad de
ﬁ

m tiene probabilidad 0. Por el lema |1.1.9| concluimos que V,, <3 V. |

Lema 1.1.13. Sea (V,,),, es una sucesion de elementos aleatorios en un espacio

métrico separable (M, d) tal que V, 5 V', entonces existe una subsucesion (Vy,, )k
tal que limy_,oo Vi, =V c.s.

Demostracion. Por hipétesis, dados € > 0y § > 0 existe N = N(4) € N tal que
P(d(V,,V)>e) <.

Escojamos entonces una sucesion creciente de indices n; < no < ng < ... tal
que

1 1
P(d(Vnk,V) > k:) <%

para cada k > 1. Entonces por el lema [I.1.10] de Borel-Cantelli

1
P <d (Va,, V) > — para una infinidad de k> =0,

k
y por lo tanto afuera de este conjunto nulo tenemos que limg_oo V,, =V
puntualmente. ]
Recordemos que todo espacio normado (X, || - ||) es un espacio métrico, en

particular la definicién deberfa ser vélida para d(V,,,V) = ||V,, — V||, sin
embargo aun no hemos justificado que la suma de dos elementos aleatorios
esté bien definida (recuerde el ejemplo [L.1.2)). A continuacién abordamos esta
cuestién por lo que dejamos de lado la discusion para espacios métricos.

1.2. Elementos aleatorios en espacios normados

Sea (X, - |) un espacio vectorial normado y consideremos X* su espacio
dual topoldgico formado por las funcionales lineales continuas f: X — R. Dada
f € X*, f es continua y por lo tanto Borel medible, de modo que si V':  — X
es un elemento aleatorio en X, fo V: Q) — R es una variable aleatoria. Més
aun, si X es separable el siguiente resultado nos dice que el reciproco de esta
afirmacion es cierto.

Proposicién 1.2.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado y separable. Entonces,
V es un elemento aleatorio en X si y solo si f(V) es variable aleatoria para
cada f € X*.

Demostracion. Es claro que si V es un e.a. en X, f(V) es variable aleatoria
para todo f € X*. Probemos entonces la otra implicacion.

Sea B € B(X), queremos mostrar que V':  — X es elemento aleatorio, esto
es, V71(B) € F. Por hipétesis sabemos que dado f € X*, f(V): Q — R es
una variable aleatoria, por lo que (f(V))~"1(A) = V-1(f~1(A)) € F para todo
A e B[R).
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De modo que si B = f~!(B’) para algiin B’ € B(R) ya habremos terminado.
Probaremos entonces que bajo la hipétesis de separabilidad de X, todo elemento
de la o-algebra de Borel de X es de la forma antes mencionada.

Consideremos la siguiente familia de conjuntos

C={f"'(B): fe X", BeB[R)}

y sea B(C) la o-dlgebra generada por C, B(C) := o(C).
Afirmamos que B(C) = B(X).

1. Es claro que B(C) C B(X) pues si A € C entonces A = f~1(A’) donde
f:+ X — R es continua y A’ € B(R), por tanto A € B(X).

2. Para la otra contencién, como X es separable existe B = {b, : n > 1}
denso numerable en X. Consideremos ademés la sucesién (f,,), en X* tal que

Tales funciones f, existen para cada n > 1 por el teorema de extensién de
Hanh-Banach (ver corolario |A.2.5)).

Probaremos primero que

o0

{zeX ||z <r}= m{m eX : fulz)<r} (1.3)

n=1

Llamemos B y Bs respectivamente a los conjuntos en ambos lados de la igual-
dad anterior. Es claro que By C Bs, pues si ¢ € By entonces ||z < r, luego
fu(@) <|fu(@)] < |Ifall l|z|| < r para todo n > 1y por lo tanto & € By. Para la
otra contencién veamos que X \ By C X \ Bs.

Sea x € X \ By, entonces ||z|| > r. Como por hipétesis B = {b,} es denso en
X, existe n € N tal que

1
Iz = ball < 5 (ll2l] = 7).
Sabemos que |||z|| — ||bn]|] < ||z — bn]|, entonces

1
oall = Nl = llz = bl 2 [zl = 5 (lz] =)

1
Sl +7).

Adema3s

| fu(@) = [[bull| = [fn(z) = fulbn)| = | fu(x — b))
< all -z = bl < (el = 7).
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De modo que
1
fu(@) > {lba]l = 5 (lz]| = 7)

> & (el +7) — 5 (lall = 7)

= N

Por lo tanto f,,(z) > r para alguna n € N, asi 2 € X \ Ba, lo cuél muestra que
X\ By C X\ Bg, siysolosi By C B;. Esto prueba la identidad

Notemos ademds que By = (o {z € X : fuo(z) <7} =2, fr ' ((—o0,7])
y por tanto By € B(C), es decir By € B(C).
Y como B(C) es invariante bajo traslaciones, entonces tenemos que

{re X : ||z —a| <r}=Bla,r] € B(C).

Al ser X separable, B(X)=c({{zr € X : ||z —al]| <7} : r>0,a € X}) (ver
lema|B.1.5)) y por la minimalidad de la o-dlgebra de Borel de X concluimos que
B(X) c B(C). Por lo tanto B(X) = B(C), probando asi el enunciado.

Observacién 1.2.1. B(C) es invariante bajo traslaciones en el siguiente sen-
tido: sea T;: X — X la traslacién por y € X definida como Ty(z) = = + y.
Consideremos la traslaciéon por —a, T_,, entonces

Bla,r] =T, (B[0,r])) = T;(B1) = T, ([ {z € X : fulx) <7})

= Toafz e X fulw) <r}) = () T2 (£ (—00,7])
n=1 n=1
= (VUnoTo)  (=o0,r]) = [z € X & fulT a)(x) <1}

I
3

{reX : falw—a)<r}= e eX : ful@) = fula) <r}

3
Il
-
3
Il
-

{z€X : fulx) <7+ fala)} = () £ (—00,m]) € B(C)

[
DL

3
Il
—
3
Il
—

donde r,, =7 + fn(a).

Corolario 1.2.2. Sea (X, ||-]|) un espacio normado separable. Si« € R y U,V
son elementos aleatorios en X, entonces aU +V es un elemento aleatorio en X.

Demostracion. Sea f € X*, entonces f(aU + V) = f(aU) + f(V) = af(U) +
f(V). Como f(U), f(V) son variables aleatorias, entonces af(U) + f(V) es
variable aleatoria, asi, en virtud de la proposiciéon concluimos que aU +V
es elemento aleatorio en X. |
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El ejemplo también ilustra que la suma de elementos aleatorios en un
espacio no separable no necesariamente vuelve a ser elemento aleatorio.

No podemos establecer un resultado analogo para el producto de elementos
aleatorios pues en X no tenemos definida una operacién de «multiplicacién»
entre sus elementos, sin embargo si podemos multiplicar una variable aleatoria
con un elemento aleatorio para construir un nuevo elemento aleatorio.

Proposicién 1.2.3. Si V es elemento aleatorio en (X, ||-||) y A es una variable
aleatoria, entonces AV es elemento aleatorio en X.

Demostracion. Sea una sucesién (A,), de variables aleatorias discretos tales
que A, converge puntualmente a A (sabemos que esta existe por la proposi-
cion . Como todo espacio normado es un espacio vectorial topolégico (ver
proposicién , la operacién de multiplicacién por escalares es continua, y
entonces A,V es un elemento aleatorio en X, més ain, lim,,_,, 4,V = AV
(puntualmente). Finalmente, la proposicién nos asegura que AV es un
elemento aleatorio en X. |

Ejemplo 1.2.1. Usando las proposiciones y podemos describir a los
elementos aleatorios en ciertos espacios. Por ejemplo, consideremos el espacio
de las sucesiones reales absolutamente sumables ¢1 = {(@)n © > re; |2, < 00}
equipado con la norma ||z|l,, = Y .o, |z,| donde z := (x,),. Sabemos que
(€1, - |le,) es un espacio de Banach separable. Entonces, V = (V1,Va,...) es
un elemento aleatorio en ¢; si y solamente si (V,,),, es una sucesién de variables
aleatorios absolutamente sumables.

En efecto, si V' es elemento aleatorio en ¢; entonces componiendo con las
proyecciones candnicas m,: 1 — R (que son continuas y por tanto medibles)
obtenemos que V,, = m, o V es variable aleatoria en R.

Por la proposicion [1.2.1] para ver que V es un elemento aleatorio en f;
basta ver que f(V') es variable aleatoria para cada f € (¢1)". Pero sabemos que
(¢1)" = ls (son isométricamente isomorfos), por tanto, si f € (¢1)" entonces
I ((zn)n) = 202 anay, donde (ay,), =: a es una sucesion en lo.

Entonces,

IN

f(V)= Z anVn < llafle. Z [Va| < o0
n=1 n=1

por ser (V,), una sucesién de variables aleatorias absolutamente sumables y
a € L. Concluimos que f(V) es variable aleatoria por la proposicién m (es

el limite de las variables aleatorias (3" | a,Vy),)-

1.2.1. Independencia e idéntica distribucién

En la proposicion hemos dado una caracterizacién de todos elementos
aleatorios que toman valores en un espacio de Banach separable. Lo siguiente
que haremos sera extender los conceptos de idéntica distribucion e independen-
cia a elementos aleatorios, y como antes, caracterizarlos mediante el espacio
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dual.

Dado V: Q — X un elemento aleatorio en X, V induce una medida de
probabilidad en el espacio de Borel (X, B(X)) de la siguiente manera: para cada
B e B(X)

Py(B) =P(V'(B)) =P(V € B).

Llamaremos distribucién o ley de V' a la medida de probabilidad Py, .

Definicion 1.2.1. Sean U y V elementos aleatorios en X. Decimos que U y V'
son idénticamente distribuidos si para cada B € B(X)

P(U € B) =P(V € B).

Diremos que una familia arbitraria de elementos aleatorios en X es idéntica-
mente distribuida si cualesquiera dos elementos de la familia son idénticamente
distribuidos.

Definicién 1.2.2. Una familia finita de elementos aleatorios {V1,Va,...,V,,}
en X, se dice independiente si

P(Vy € By,...,V, € B,) =P(Vy € B1)P(Vo € Bg) - ... -P(V,, € By,)

para cada By, Ba, ..., B, € B(X). Una familia arbitraria de elementos aleatorios
en M es independiente si todo subconjunto finito de ésta es independiente.

Utilizaremos la abreviacion e.a.i.i.d. para denotar a una familia de elementos
aleatorios independientes e idénticamente distribuidos.

Lema 1.2.4. Sean X,Y espacios normados y A # () un conjunto de indices.

a) Si (Va)aen una familia de elementos aleatorios idénticamente distribuidos y
T: X — Y es una funcion medible, entonces (T'(Vy))aea es una familia de
elementos aleatorios idénticamente distribuidos en Y.

b) Si (Va)aea una familia de elementos aleatorios independientes y (Ty)aen €S
una familia de funciones medibles de X en'Y, entonces (To(Va))aca €5 una
familia de elementos aleatorios independientes en Y.

Demostracion.

a) Sean ay,a3 € Ay B € B(Y), como T: X — Y es medible, la proposicién
nos garantiza que T'(V,,) es elemento aleatorio en Y para i = 1,2.
Luego,

P[T(Va,) € B =P [Va, € T (B)] =P [Va, € T"1(B)]
=P[T(V,,) € B],

por lo tanto T'(Vy,) v T(V,,) tienen la misma distribucién.
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b) Sean aq,as,...,a, € Ay B1,Bs,..., B, € B(Y), entonces

P[T., (Va,) € Bl,TQQ(V )€ Ba,...,Ta, (Va,) € By

=P [Va, € T, (B1),Va, € T, (B2), ..., Va, € T, (By)]

P[V., €Ty, Bl)] PV, €T (B2)] - ... - P[Va, € TN (By)]
P

[To, (Va, ) € B PTo,(Va,) € Ba]+ ... -P[T4,(Va,) € By

donde la segunda igualdad se sigue de la hipétesis ya que T, '(B;) € B(X).
Por lo tanto (T4, (Va))aea es una familia de e.a. independientes en Y.

Corolario 1.2.5. Si U y V son e.a.i.i.d. en X, y f: X — Y una funcion
medible, entonces f(U) y f(V) son e.a.i.i.d. en'Y.

Bajo la condicién de separabilidad los siguientes dos resultados, el yel
[[:27 nos dan el reciproco del lema anterior. Con este propdsito introducimos
la siguiente definicién:

Definicién 1.2.3. Sea U C B(X) y sean P; y Py dos medidas de probabilidad
en B(X). Diremos que U es una familia de unicidad o clase determinante
para B(X) si Py(D) = Py(D) para cada D € U implica que P; = Py en B(M).

Respecto a esta ultima definicion se sabe que bajo la hipdtesis de separabi-
lidad del espacio X, la familia

C={{zeX: flz)<t}: feX " yteR} (1.4)

es una familia de unicidad para X (véase en [14] pdg. 128). Nos apoyaremos en
este hecho para probar los siguientes resultados.

Proposicién 1.2.6. Sea (X, ]-]|) un espacio normado y separable. Los elemen-
tos aleatorios U y 'V en X son idénticamente distribuidos, si y solo si f(U) y
f(V) son variables aleatorias idénticamente distribuidas para cada f € X*.

Demostracion. Por el lema[l.2.4]si U y V son elementos aleatorios idénticamente
distribuidos, entonces f(U) y f(V) son variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas para cada f € X*.

Ahora supongamos que para cada f € X*, f(U) y f(V) son variables alea-
torias idénticamente distribuidas, entonces se verifica que

P(f(U) € B)=P(f(V) € B)

para cada B € B(R) y f € X*. Si Py = Py en la familia de unicidad dada en
donde Py y Py son las medidas de probabilidad inducidas en B(X) por U
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y V respectivamente, entonces U y V son idénticamente distribuidas. Asi,

Py ({z : f(z) <t}) = Ve{xr flz) <t})

Ve f(—o0,t))

(V) e ( 00, t))

f(U) e ( 00, t))

U e f ! (—o0,t))

Ue{x: fl@)<t}) =Py ({z : flx) <t}).
Por lo tanto, V' y U son elementos aleatorios idénticamente distribuidos en
X. [ |

P(
P
P(
P(
P
P(

Proposicién 1.2.7. Sea (X, ||]|) normado y separable. Los elementos aleatorios
V y Z son independientes, si y solo si f(V) y g(Z) son variables aleatorias
independientes para cada f,g € X*.

Demostracion. La parte «solo si» es consecuencia de lema b). Ahora la
parte «si»: Suponemos que para cada f,g € X*, f(V) y g(Z) son variables
aleatorias independientes.

Dados f € X* y t € R fijos, definimos para cada B € B(X),

P(Ve{x: flx)<t}, Z € B)
PWVe{z: flz) <t}

Al respecto, notemos que Py ; = Pz en la familia

Pr+(B) =

(1.5)

C={{z: h(zx)<s}:heX" seR}.
En efecto, si C € C

Pt f(C) =Prs ({z : h(z) < s})
P(Ve{x: flx)<tt, Ze{z : h(z) <s})
P(Ve{x: flx)<t})
_ IP’(V € fl(~0,t), Z € hil(foo,s))
P(V € f1(—o0,t))

( OO,t) ) h(Z) € (_0078))
(f(V) € (=00,1))
(=00,1)) - P (h(Z) € (=00, 5))

P(f(V) € (=00,1))
=P (h(Z) € (—00,s)) =P (Z € h™' (-, 5))
=Pz ({z : h(z) < s}).

Pero como X es separable y C es una familia de unicidad para B(X), entonces
P;, =Pz en B(X). Utilizando la identidad (1.5 obtenemos que

Pf(V) €
P
Pf(V) €

(por hipdtesis)

PLz(B)PV e{x : f(z) <t} =P[Ve{z: fzx)<t}, Z € B]
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0 equivalentemente,
Pz(B)Py [{z : f(z)<t}]=P[Ve{x: f(z)<t}, Z € B] (1.6)

y esto para cada B € B(X),fe X*yte X*.
Ahora fijemos By € B(X) y definamos para cada B € B(X)

_P(VeB, ZchB)

P (B) = P(Z € By) (L.7)
Por la igualdad obtenida en obtenemos que
Py({z : h(z) <s}) = et IP](l(Zx)e<Bi e
_ P(Ve{x : h(x) <s})Pz(B) (1.8)
Py (B1)

=Py ({z : h(z) < s})

para cada h € X* y s € R, es decir, P; = Py en B(X) (ya que C es una
familia de unicidad para B(X)). Por lo tanto, para cada B € B(X) y para cada
B; € B(X) fijo (pero arbitrario)

P(VeB, ZeBy)
P(Z € By)

Py(B) = Pv(B) =

es decir,
IP(V eB, Z¢€ Bl) = Pv(B) P(Z S Bl) :Pv(B) Py (Bl)
para todo B, By € B(X), lo cudl prueba que V' y Z son idependientes. |

Ejemplo 1.2.2. A diferencia de la proposicién [1.2.6] en el resultado anterior
no es suficiente pedir que para cada f € X*, f(V) y f(Z) sean variables
aleatorias independientes para concluir que V' y Z son elementos aleatorios inde-
pendientes. Consideremos por ejemplo A y B variables aleatorias independientes
con distribucién normal estandar, i.e. A, B ~ N(0,1), y definamos en X = R?
los elementos (vectores) aleatorios

V=(AB) y Z=(B,—A).

Recuerde que (R?)* = R2. Luego, si f € (R?)* entonces f((x1,72)) = ax1 + bxo
donde a,b € R. Entonces f(V) = aA +bB y f(Z) = aB — bA son variables
aleatorias independientes (para ver esta afirmacién puede utilizarse el teorema
de cambio de variable, ya que f(V), f(Z) ~ N(0,a? + b?)). Pero 71 ((x1,22)) =
21y m2((x1,22)) = 22 son elementos de (R?)* y sin embargo m2(V) = B = m1(Z)
no son independientes, lo cudl implica que V' y Z no son elementos aleatorios
independientes de acuerdo a la proposiciéon anterior.
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Cuando los elementos aleatorios no necesariamente toman valores en el mis-
mo espacio de Banach la nocién de independencia dada en la definicién [1.2.2]se
puede extender de la siguiente forma:

Definicién 1.2.4. Una familia de elementos aleatorios (V,,)aea donde Vi, : Q —
Xa, X4 es un espacio de Banach (separable), y A un conjunto de indices, es
independiente si para cada eleccién (finita) de indices a1, ag,...,a, € Ay cada
eleccién de borelianos By € B(X,,), B2 € B(X4,),--.,Bn € B(X,,,) se tiene

P(Vy, € B1,..., Vo, € Bo)=P(V,, € By)- ... -P(V,, € Byp).

Asi pues, para verificar la independencia de una familia arbitraria de ele-
mentos aleatorias es suficiente verificar la condicién en sus subfamilias fini-
tas, entonces consideremos el vector aleatorio formado por elementos elatorios
(Vi,Va,..., V) en el espacio X; x Xo x --- x X, y detonemos por Py, v, .. v;,)
a su distribucién, que llamaremos distribucién conjunta de los elementos
aleatorios V1, V5, ..., V,.

Proposicién 1.2.8. Los elementos aleatorios Vi, Va, ..., V, son independientes
sty solo si

Py ve,.. vy =Py X Py x oo X Py,

Demostracion. Recuerde que Py, X Py, X --- X Py, es la medida producto del
espacio producto (X7 X -+ X X,,, B(X1) ® - - - ® B(X,,)) (por supuesto, la distri-
bucién conjunta también estd definida en este espacio).

Como X X --- x X, es también un espacio de Banach separable, entonces

B(X1 % xX,)=B(X1)® - ®B(Xp,). (1.9)

Ademass, vimos en la prueba de la proposicién que para verificar que dos
medidas de probabilidad coinciden en un o-algebra generada basta verificar que
las medidas que coinciden en una subfamilia cerrada bajo intersecciones finitas
y que genere a la o-dlgebra (véase [7] teorema 3.3, pag. 42). As{ que por
basta verificar que Py, v, v,)(B) = Py, x Py, x -+ x Py, (B) para cada B de
la forma By X By x -+ x B, donde B; € B(X;). Pero entonces

P, v, vy (B) =P((V1,Va,..., Vi) € By X By X -+ x By)
(Vi € B1,Va € By, ..., V,, € By,)

(Vi €By) -P(Vo€By)-... P(V, €B,)
vi(B1) - Py, (B2) - ... - Py (By)

v, X Py, x -+ x Py, (B)

P
P
P
P

siy solo si V4, Va, ..., V, son independientes. |

Vale la pena tener presente las siguientes definiciones de independencia y
idéntica distribucién de sucesiones de elementos aleatorios (vistos como procesos
estocdsticos) que nos serdn de utilidad mds adelante.
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Definicién 1.2.5 ([I8]). Diremos que dos sucesiones de elementos aleato-
rios (V;)icr v (U;)ier (donde V;, U;: Q@ — X; son elementos aleatorios en X;, X;
es un espacio de Banach, I un conjunto de indices) son idénticamente distri-
buidas si para cada eleccién (finita) de indices 41,2, . ..,i, € I los elememtos
aleatorios (vectores) (Vi,,Viy,... . Vi) v (Ui, Uiy, ..., U;,) son idénticamente
distribuidos.

Obsérvese que por la proposicién si (Vi)ier v (Uj)jes son sucesiones
cada una de elementos aleatorios independientes tales que para cadai € I, V; y
U; son idénticamente distribuidas, entonces (V;)icr y (U;);es son idénticamente
distribuidas.

En efecto, sea n € N, por independencia de (V;);en y la proposicién m
Puwi,... vy = Py; x -+ x Py,, andlogamente Py, . y,) = Py, X -+ x Py,.
El resultado entonces se sigue por la idéntica distribucién entre los elementos
aleatorios V; y U; para cada i € N.

Definicién 1.2.6 ([18]). Dos sucesiones de elementos aleatorios (V;);cs
v (Uj)jes (donde V;: Q@ — X;, U;: Q = Y; con X; y Y; espacios de Banach, I y
J conjuntos de indices) son independientes si para cada eleccién (finita) de
indices 1,42, ...,in € I ¥ j1,72,--,Jm € J los elememtos aleatorios (vectores)
(Vis, Vig, - » Vi) v (Uj,,Ujy, ..., Uj, ) son independientes.

También serd de utilidad considerar el concepto de variable aletoria Rade-
macher.

Definicién 1.2.7. Una sucesién de variables aleatorias (¢,,), es una sucesién
de Rademacher si es independiente y para cada n,

Ple, = +1) = % =P(e, = —1).

Y a e, se le llama variable aleatoria Rademacher.

1.3. Esperanza como integral de Pettis

En la literatura existen (principalmente) dos maneras de definir el valor
esperado o esperanza de un elemento aleatorio con valores en un espacio de
Banach: mediante la integral de Pettis y mediante la integral de Bochner. En
esta seccién estudiaremos a la esperanza de un elemento aleatorio mediante la
integral de Pettis. Como antes, consideremos (2, 7, P) un espacio de probabi-
lidad y X un espacio de Banach separable (aunque para la siguiente definicién
esta hipétesis no es requerida).

Definicién 1.3.1. Una funcién £: Q@ — X es Pettis integrable sobre un
conjunto E € F siy solo si existe xg en X tal que

Jap) = /E f(E(w)) dP
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para toda f € X*. Al elemento xg se le llama integral de Pettis sobre E de £ y
se denota por fE E(w)dP = a:EE| Diremos que [ es Pettis integrable si y solo
si es Pettis integrable sobre cada E € F.

Obsérvese que la integral del lado derecho de la igualdad anterior es la de
Lebesgue (la composicién f(£) es una funcién de © en R). Antes de proceder a
probar propiedades de esta integral introduciremos el concepto de esperanza de
un elemento aleatorio, esto nos facilitara la notacion.

Definicién 1.3.2. Sea V' elemento aleatorio en X. Supongamos que existe un
elemento m € X tal que

E[f(V)] = /Q F(V)(w) dP = f(m)

para todo f € X*. Llamaremos a m el valor esperado o esperanza del
elemento aleatorio V, y lo denotaremos por E[V][]

Notemos que si E[V] = m existe, entonces es unico. En efecto, supongamos
que m # xg, como todo espacio normado tiene suficientes funcionales continuos
(ver corolario del teorema de Hahn-Banach) entonces existe p € X* tal
que E[p(V)] = p(m) # ¢(xo). Por tanto, f(xo) no es igual a E[f (V)] para todo
feXxr .

El problema entonces radica en garantizar la existencia de la esperanza (in-
tegral de Pettis) de V. Aunque no profundizaremos en la teorfa de integracién
de Pettis si daremos dos criterios de existencia. El mas 1til de ellos, el lema
relaciona a la integral de Bochner (que estudiamos en la siguente seccién)
con la integral de Pettis.

Definicion 1.3.3. La varianza de un elemento aleatorio V': Q) — X se define
€como

Var(V) = oy, =E[[|V - E[V]|*] = /Q IV —E[V]|?dP

y la desviacién estandar de V, denotada por oy, es la raiz cuadrada no
negativa de la varianza.

Observe que Var(V) es un numero real mientras que E[V] es un vector
(elemento de X).

1.3.1. Propiedades de la esperanza

Como consecuencia de la definicién [T.3.2] obtenemos las siguientes propieda-
des.

5Es comun encontrar la notacién (P) [, £(w) dP para denotar a la integral de Pettis de
& sobre E. Resulta ser 1til para evitar confusiones entre ésta y la integral de Lebesgue (u
otras). Creemos que tal notacién no es necesaria si especificamos el codominio de la funcién a
integrar.

60Obsérvese que estamos usando el simbolo «E» tanto para la integral de Lebesgue como
para la integral de Pettis. El abuso de notacién queda justificado por el hecho de que la integral
de Pettis generaliza a la de Lebesgue.
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Teorema 1.3.1. Sea X un espacio normado y separable. Sean V,.W y Z ele-
mentos aleatorios en X y sea x € X.

a) Si E[W] y E[Z] existen y W + Z es un elemento aleatom’cﬂ en X, entonces
E[W] + E[Z] existe y ademds E[W + Z] = E[W] + E[Z].

b) Si E[V] existe, entonces E[bV] = bE[V] para cada b € R.
c) SiV =z c.s., entonces E[V] = x.

d) SiV =z cs. y A es una variable aleatoria tal que E[A] < oo, entonces
E[AV] = E[A]x.

e) Sea h: X =Y una funcién lineal y continua donde Y es cualquier espacio
de Banach. Si E[V] existe, entonces E[h(V)] = h(E[V]).

f) SiE[V] eziste, entonces ||[E[V]]| <E[|V]].

Demostracion.

a) Ya que E[W] y E[Z] existen, consideremos el elemento zo = E[W] + E[Z] en
X. Asi, sea f € X*, entonces

f(xo) = fF(EW] + E[Z]) = f(E[W]) + f(E[Z])

I
=E[f(W)]+E[f(Z)] (pues por hipdtesis E[W]yE[Z] existen)
=E[f(W)+ f(2)] (por la linealidad de la integral de Lebesgue)
—E[f(W + 2)

de modo que existe un elemento zg € X, tal que para todo f € X*, f(xg) =
E[f(W + Z)] y por lo tanto E[W + Z] = o = E[W] + E[Z].

b) Tomemos xg = bE[V] elemento en X y sea f € X*, entonces
f(xo) = FOE[V]) = bf (E[V]) = bE[f(V)] = E[bf (V)]
=E[f(oV)]

Por tanto xg = bE[V] es la esperanza del elemento aleatorio bV.

c¢) Observemos que dado f € X* se satisface
{weQ: V() =z} C{weQ: f(V(v) = f(z)}
Adem4s, como por hipédtesis V' = x c.s., entonces
=PweQ: V() =2}) <PHwe: f(V(w) = f(x)}) <1
y por lo tanto P({w € Q : f(V(w)) = f(z)}) =P(f(V) = f(x)) =1, asi que

f(V) = f(z) c.s. y en consecuencia
/f () = [ f@)aB) = (@)

"Esta dltima hipétesis solo es necesaria cuando no suponemos la separabilidad del espacio

por lo tanto = = E[V]
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d) Por hipétesis E[A] € R, entonces elegimos zp := E[A]x € X y sea f € X*,
entonces

f(w0) = F(B[AJ) = B[Alf (x) = B[f (x) A] = / f(2) Alw) dP(w)
- / F(V) (@) A(w) dP(w) = / F(VA)(w) dP(w) = E[f(AV)]

por lo tanto E[AV] = zo = E[A]z.

e) Como h: X — Y es lineal y continua, por la proposicién h(V
un elemento aleatorio en Y. Ahora, sea g € Y*, g: Y — R, entonces la
composiciéon goh: X — R es lineal y continua, de modo que goh € X* para
cada g € Y*. Entonces,

9(R(E[V])) = (g0 h)(E[V])
=E[(goh)(V)] (pues por hipdtesis E[V] existe y goh € X™)
= E[g(h(V))].

Por lo tanto h(E[V]) es la esperanza del elemento aleatorio h(V) en Y, es
decir, h(E[V]) = E[h(V)].

f) Claramente si E[V] = 0 entonces ||[E[V]|| = 0 < E||V||. Asi, supongamos
que E[V] # 0, entonces por el corolario del Teorema de Extensién de
Hahn-Banach, existe f € X* tal que || f|| =1y f(E[V]) = ||E[V]|. Entonces

IFEV]] = [E[F(V)]]

BV = fE[V]) <
| <ELANVIT=E[VI

<E[f(V)

por lo tanto |[EV|| < E||V].
[ |

Definicién 1.3.4. Diremos que un elemento aleatorio V en X es de orden p
débil o débilmente p-integrable si

E[|f(V / FV)P dP < oo

para todo f € X*. Y sera de orden p fuerte o fuertemente p-integrable si
E(VIYL= [ VI P <.

Como podemos intuir, ser de orden fuerte implica ser de orden débil. En
efecto, como cada f € X* es una funcién continua, existe M > 0 tal que
|f(x)] < M||z|| para cada z € X, y por monotonia de la integral de Lebesgue,

E[lf(V)P] <E[MP|[V|[P] = MPE[[|V]]"].
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Comentario. También se dice que la distribucion de V' es de orden p débil.
Respectivamente para el orden p fuerte. Y se puede probar que el orden p débil
implica el orden p fuerte cuando el espacio X es de dimensién finita (ver por
ejemplo [38] pdg. 104 corolario de Teo. 2.1).

Introducimos ahora los espacios «L,» pero para elementos aleatorios (fun-
ciones de Q en X).

Definicién 1.3.5. Denotamos por L, (2, F,P; X), o en breve L,(9; X), al con-
junto de clases de equivalencias de elementos aleatorios en X (con X separable)
que tienen orden p fuerte para p € (0,00).

L,(9; X) resulta tener estructura de espacio vectorial y es normado con la
Ly-norma (para p > 1) dada por

Wl = @0VIPD* = ([ ||vpcm)

para cada V' € L,(Q; X). Més atn, L,(; X) es de Banach si X lo es.
Por Loo(Q, F,P; X) = Lo (€2; X) entenderemos al espacio de clases de equi-
valencias de elementos aleatorios esencialmente acotados con la norma

Voo = esssup ||V (w)]-

A los espacios espacios de Lebesgue cldsicos (cuando X = R) los denotaremos
por L,($4;R), L,(R) o simplemente L,. Para mas informacién sobre el orden
débil, fuerte, y los espacios L, (€2; X) remitimos al lector al capitulo 2 seccién 2
de [38].

Un caso particularmente interesante cuando E[V] existe es cuando V es
débilmente integrable y el espacio X es reflexivo.

Proposicion 1.3.2. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si V es un elemento
aleatorio de orden 1 débil, entonces E[V] existe. Mds ain, V es Pettis integrable.

Demostracion. Para cada A € F, definimos el operador lineal T: X* — R dado

por
f) = /A (V) dp

para cada f € X*. Afirmamos que T es continuo. Para ello veamos que tiene
gréfica cerrada. Sea (f,, ), una sucesién en X* tal que lim,, f,, = f y lim,, T(f,.) =
y. Como V es de orden 1 débil y f,, € X* para cada n, entonces la composicién
fn(V) es integrable, asi, por el teorema de convergencia dominada

y= lim T(f,) = lim fn( ) dP

n—0o0 n— oo

= /A nl;rr;o fa(V)dP = / f(v

=T(f).
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Por lo tanto T tiene grafica cerrada. El teorema de la grafica cerrada (ver
A.2.3) garantiza que T es continuo y por tanto 7' € X**. Pero como X es
reflexivo, existe m € X tal que T'(f) = f(m). Es decir, E[VI4] existe para cada
A € F y por lo tanto V es Pettis integrable. En particular, si A = Q, E[V]
existe. |

El siguiente es un criterio que utilizaremos a lo largo del texto para garantizar
la existencia de la esperanza de un elemento aleatorio, e ilustra la relacién entre
la integral de Pettis y la integral de Bochner (que presentamos en la siguiente
seccién).

Lema 1.3.3. Sea X un espacio de Banach separable, y sea V:Q — X un
elemento aleatorio. Si E[||V||]] < oo, entonces E[V] existe.

Demostracion. Hagamos dos casos.

Caso 1. Si V:  — X es un elemento aleatorio discreto, digamos, V(w) = a,
siw € A, donde ay, # am sik #my Q=J, 2, A,. Por hipétesis E[|V|| < oo,
es decir

E|V] = / IVIdP =" flanl PV = a,] < co.
n=1

Como X es de Banach, toda serie absolutamente convergente es convergente y
por lo tanto

Z anP[V = a,] converge en X
n=1

oo

denotemos por x a este elemento, es decir, x = E a,P[V = a,]. Ahora, sea
n=1

f € X*, entonces

fx)=1f (Z anP[V = an]) =f <mh_r,noo Z a,P[V = an]>
= w}gnoo f (Z anP[V = an] | = w}gnoo Z f(an)P[V = ay]
= 3" fanBlV = ay] = E[f(V)]
n=1

Por lo tanto z € X es la esperanza de V.

Caso 2. Sea V: 2 — X un e.a. arbitrario, por la proposicion [1.1.5] existe
(Va)n una sucesion de e.a. discretos tales que V;, converge uniformemente V.
Entonces dado € > 0 existe N > 0 tal que ||V — V,,|| < & siempre que n > N.
Utilizando la desigualdad del tridngulo inversa; |||V — |[Vo.ll| < [V = Vall,
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tenemos lo siguiente

—e <[V = Vall <e
—e <E[[VI| = IVal] < e
—e <E|[V|| - E[[V < e

De modo que |E||V]| — E||V,.]]|] < € para cada n > N, y como por hipdtesis
E||V]| < oo, entonces E||V,,|| es finito (existe) para cada n > N. Asi, considera-
mos la sucesién (V;,)m>n, por el Caso 1 tenemos que E[V},] existe para cada
m.

Afirmamos que (E[V,;,])s es una sucesién de Cauchy. En efecto, como (V4,)r,
es una sucesién convergente, (V,,)m>n también lo es, y por lo tanto es de
Cauchy. Luego, dado € > 0, ||V, — V;|| < € si p,q > Ny para alguna Ny > 1,
entonces por el teorema incisos (a) y (f),

[E[Vp] = E[Valll = [IE[V, = Volll <E[IV, = Vgl] <e.

Pero como X es de Banach existe € X tal que lim E[V,,] = z. Veamos ahora
m—r o0
que x = E[V]. Sea f € X*, entonces

f(@) = £ ( lim E[V,.])

m—roo

= lim f(E[Vn])

m— 00

= h’_r>n E[f(Vim)] (pues la esperanza de V,, existe para cada m)

=E [ lim f(Vn)} (por teo. de Convergencia Dominada)

m—r o0

=E[f(V)]
Por tanto x = E[V]. Concluimos entonces que E[V] existe. |

Observaciéon 1.3.1. Podemos aplicar el Teorema de Convergencia Domi-
nada de Lebesgue a la sucesién de funciones (f(V},))m pues:

1. f(Vin): @ — R es medible para cada m, al ser composicién de funciones
medibles.

2. Como V,;, = V' y f es continua, entonces f(V;,) = f(V), donde V es me-
dible por ser limite de funciones medibles. Luego f(V') es también medible.

3. Como f € X*, f satisface que |f(Vin (w))] < | £l Vin(w)]|-
Observemos que por ser f continuo, || f|| < M. Por otra parte, (V,,)m con-
verge a V, asi que para € = 1 tenemos que ||V;, — V|| < 1 si m > K para
alguna K > 0. Utilizando la desigualdad del tridngulo inversa, si m > K
entonces [|[Vi,|| — |V < 1, es decir, ||[Vi,|| <1+ |V].
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De modo que eligiendo L = max{1l + [|[V|, |V~I, [|VNsill,---, IVk-1ll}
obtenemos que ||V;,|| < L para toda m, es decir, es una sucesién acotada.

Entonces, | f (Vi (W) < [f [V (w)]] < ML = Ly para cada w € Q. Al ser
Ly una constante, es Lebesgue integrable.

Por lo tanto lim,, 0o E[f(Vin)] = E [imym—eo f(Vin)]-

1.3.2. Esperanza condicional I

Adicionalmente podemos definir el concepto de esperanza condicional para
elementos aleatorios. En contraste con el caso cldsico, esta nueva esperanza
condicional no debe su existencia al teorema de Radon-Nikodym (pues en primer
lugar deberfamos justificar que tal teorema es posible para funciones definidas
de Q en X), sino a un teorema de extensién de operadores lineales.

En concreto, la idea es definir la esperanza condicional primero en un subes-
pacio denso de elementos aleatorios, mostrar que actiia de manera lineal y conti-
nua en €él, para después mediante el teorema extenderlo a todo el espacio.
El subespacio del que hablamos es el de las funciones simples. Recordamos a
continuacion esta definicion.

Definicién 1.3.6. Un elemento aleatorio V': 2 — X se llama simple si y solo si
existe n € N, existen x1, 2o, ..., 2z, € X distintos, y existen A, As,..., A, € F
ajenos dos a dos con P(4;) < oo tal que

V(w) = z”: xlla,.
i=1

A la expresion del lado derecho de la igualdad anterior se le conoce como repre-
sentacion de V.

Como consecuencia de la definicién todo elemento aleatorio simple es Pettis
integrable, méas ain,

i=1
para cada A € F. En efecto, si f € X* entonces
E[VI4] = /Af(V) dP = /Af (; a:iHA,i> dP = /A; f(2ily,) dP
_ ;/Af(:ci)]IAi dP = ;/A% (o) =3 (AN 4)

=1
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Ahora, para que esta sea una buena definicién, no debe depender de la represen-
tacion de V, es decir, si V =37, y;lp, (donde y; € X, Bj e FyP(B;) < oo
yByNB =0sil# k) entonces para cada A € F,

E[VIa] = ZxIP’AﬂA => yP(B;NA).
i=1 j

Para ver esto podemos suponer sin pérdida de generalidad que (A;)i_; v (B;)L,
son particiones de A (cada sucesién es de elementos disjuntos cuya unién da A),
luego A; = ANA; = Wi, BN A; y por tanto

sz (ANA;) =

m

M= M:

@
I
-

M

j=1

s
Il
-

I
M=
M

j=1

3

I
Ms

i Y P(A4;NB;) =Y y,P(ANB;)
i=1 j

<.
Il
—

Note que la cuarta igualdad se da pues si A; N B; # (), entonces z; = y;.

Proposicién 1.3.4. Sea X un espacio de Banach separable. El conjunto de

elementos aleatorios simples, S = {s: Q — X : s es simple}, es denso en

Demostracion. Sea e > 0, como X es separable sea D = {d,, : n > 1} un denso
numerable. Para cada n € N definimos los conjuntos A, = {z : ||z —d|| < §},
observe que son tales que UZO:I A, = X.Y como en el lema los ajenizamos
de la siguiente manera:

n—1
B, = A, \ U A; (paran > 2).
i=1

De este modo {B,} forma una particién numerable de X que ademéds sa-
tisface que diam(B,) < § para cada n (pues B, C A, donde A, es una bola
abierta de radio §).

SeaV € L1(Q; X), y definamos S: Q@ — X como S(w) = >~ xnliven, }(w)
donde z,, € B,,. Sea w € (), entonces

IV(w) - Sl = <3

anH{VGB } )
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pues necesariamente V(w) € By, para alguna ng € N, como ademés z,, € By,

y diam(B,,) < §,

V(W) = Sl = IV(w) = 2n,l < %

por lo tanto S € L1(£; X), o sea, E[||S|]] = Y02, [[2n||[P(V € B,) < co. Asi
que existe N > 0 tal que

oo

S lleallB(V € B,) <

n=N+1

l\D\(")

Entonces elegimos a la funcién simple S’ = 27]:[:1 T - Iven,), esta satisface
que

IV =S =E[|V = S] <E[|V = S|+ E[IS — 5] < =&

w\m
w\m

Por tanto, el conjunto de elementos aleatorios simples es denso en L1 (£2; X). W

Corolario 1.3.5. El conjunto de funciones simples es denso en L,(Q; X) para
cada p € [1,00).

Demostracion. Para ello basta observar que L,(;X) C L1(Q; X) y ademds
S C Ly(Q; X) para cada p > 1. [ |

Implicitamente, en la prueba del lema |1.3.3] usamos que el espacio de las
funciones simples es denso en L.

Definicién 1.3.7. Sea V: (Q,F,P) — X un elemento aleatorio, y sea G una
sub-o-algebra de F. La esperanza condicional de V dada la o-dlgebra G es el
elemento aleatorio Z: 2 — X tnico c.s., medible respecto a G y tal que satisface

E[Zlp] := / ZdP = / VdP =: E[VIjp] (1.10)
B B
para cada B € G. Designaremos por E[V|G] o también E9[V] a la esperanza
condicional de V' dado G.

Hacemos hincapié en que las integrales de la identidad ([1.10]) son de Pettis.

Teorema 1.3.6. Sea X un espacio de Banach separable y V' un elemento alea-
torio en X. Sea G una sub-o-dlgebra de F. SiV € L1(Q; X), entonces E[V|]G]
existe.

Demostracién. Supongamos que V es simple, es decir, V =Y z,,-14, donde
Ty € Ap, Ay € Fy AiNA; =0sii# j. Afirmamos que

E[V]G] = Z r,E[la,|G
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donde E[I4] G| es la esperanza condicional de I4: @ — R € L,(R), la cual existe
debido al teorema de Radon-Nikodym (y que ademds define a la probabilidad
condicional). En efecto,

/ > wnEla,| Gl dP = Z/ 2, E[l4, |G dP = an/ E[l4, | G] dP
Bn:l n=1 B n=1 B

2y e / P(A4,G)dP Y Y 2, P(4, N B) dP
B

n=1 n=1

:/ V dP.
B

(Comprobar que E[V|G] no depende de la representacién V' es andlogo a lo que
hicimos cuando probamos que E[V] no dependia de tal representacién). Mas
aun, E[-|G] es lineal en S = {S: @ — X : S es simple}. Tomemos U y W
funciones simples, a,b € R y sea C € G, entonces

/(aU+bW)dP:/aUdP+/de1p
C c C

:a/ Ud]P’—i—b/ W dP
c c

:/ aE[U|g]dJP>+/ bE[ WG] dP
C C
:/C(aza[mgHbE[ng dP

Es decir, E[aU 4+ bW|G] = aE[U|G] + bE[ WG] casi seguramenteﬂ Ademds, si
V € S, entonces

IIE[VIG]le/Q

= llzal /QE[HAHI GldP = ||z P(A4, N Q) = V]|
n=1 n=1

> B[4, ]G]
n=1

0P < / > llzal| E[La, | 6] dP
Qn:l

Es decir, E[-|G]: S — L1(©,G,P; X) es un operador lineal y acotado (por tanto
continuo) definido un subespacio denso de L;(€; X), por lo tanto E[-|G] tiene
una extension lineal y continua en L1 (£2; X) que igualmente denotaremos por
E[-|G]: L1(Q, F,P; X) — L1(9,G,P; X). Tal operador es llamado operador
de esperanza condicional con respecto a la o-algebra G. |

*Comentario. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, G una sub-o-élge-
bra de de F; y sea A € F fijo pero arbitrario. Entonces existe una funcién

8Note que solo usamos la linealidad de la integral de Pettis establecida en el teorema
y no que U y W sean simples, asi que esta prueba funciona para el caso general una vez
establecida la existencia de la esperanza condicional.
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P(A|G): (2, F) — (R,B(R)), lamada probabilidad condicional de A dado G,
tal que

/ P(A|G) dP = P(B N A)
B

para cada B € G. Cualesquiera dos funciones que cumplan lo anterior deben
coincidir casi seguramente, y de hecho P(A|G) = E[l4]F] c.s.

Como hemos comentado antes, la existencia de la probabilidad condicional
estd garantizada por el teorema de Radon-Nikodym (tomando A\(B) = P(ANB)
para cada B € G, A resulta ser una funcién numerablemente aditiva en G y
absolutamente continua respecto a P).

En la siguiente seccién estudiaremos mas en detalle el teorema de Radon-
Nikodym para funciones de €2 en X y justificaremos que el método de prueba
del teorema anterior es necesario pues daremos un ejemplo (en la proposicién
que muestra que existe una funciéon F o-aditiva con valores en X y
defina en F tal que F(A) = 0 siempre que P(A) = 0 pero que no es la integral
indefinida de ninguna funcién con respecto a P.

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio de Banach separable. Sea V- € L1(Q2, F,P; X)
y consideremos H C G dos sub-o-dlgebras de F. Entonces,

1. E[E[VIG]] =E[V]c.s.

2. E[aU+bV|G] = aE[U|G]+bE[V|G] c.s., donde a,b € R y U € L1(Q, F,P; X).
Si A= {0, X}, entonces E[V|A] = E[V] c.s.

SiV € Li(9,G,P; X), entonces E[V|G] =V c.s.

E[E[V|G]|H] = E[V|H] c.s.

SO S

SiT: X =Y esun operador lineal continuo, donde Y es otro espacio de
Banach separable, entonces E[T(V)|G] =T (E[V]|G]) c.s.

Demostracidn. 1. Es claro haciendo B = 2 en (|1.10)), es decir,
/E[V\g] dIP’:/Xd]P’:]E[V].
Q Q

2. Ya estd hecho (ver prueba del teorema [1.3.6]).

/Vd]P:/]E[V] dP
A A
para A € A= {0,Q}.

4. Como V es medible respecto a G, V' ya satisface (1.10)), i.e.,

/VdIP’:/Vd]P’
B B

3. Basta observar que
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para cada B € G, as{ que E[V|G] = V. Por cumplir esta propiedad se
dice que el operador E[-|G] define una proyeccién de Lq(, F,P; X) en
Li1(9,G,P; X), y no solo eso, |E[-|G] || = 1.

5. Dado B € H C G, entonces

/B]E[]E[V|Q] ) dIP:/B]E[V|Q] d]P’:/BVd[P’.

Por tanto E [E [V|G] |H] = E [V|H] . Adicionalmente, por el inciso anterior:
EE[VIH]|G] =E[VIH].

6. Es consecuencia de la definicién y del teorema inciso (e) (la
integral de Pettis «conmuta» con operadores lineales continuos). Asi:

/BT(]E V|G]) dP = T (/BIE[V|Q] d]P’)

—T(/BVdIP’>
_ /B T(V) dP = /B E[T(V)|G] dP.

Vale la pena mencionar que el operador de esperanza condicional puede no
estar definido para elementos aleatorios que solo son Pettis integrables (observe
que en el teorema hemos pedido una condicién més fuerte que ser Pettis
integrable (segtin lo visto en el lema, esta es: V € L1(Q; X), mas adelante
veremos que esta condicién es equivalente a ser Bochner integrable). Este pro-
blema fue estudiado primero (segin N. Vakhania [38]) por V. I. Rybakov en [31]
y posteriormente por G. E. F. Thomas en [37]. La importancia de la esperan-
za condicional para elementos aleatorios con valores en un espacio de Banach
radica en que ahora se puede definir (extender) el concepto de martingalas a
espacios de Banach, y no solo eso, también se pueden estudiar teoremas limites
para estos objetos. No tocaremos este tema en esta tesis pero referimos al lector
interesado a los libros [11], [12] y [38] para un primer acercamiento.

1.4. Esperanza como integral de Bochner

Como hemos comentado antes, hay otra manera de definir la esperanza de un
elemento aleatorio con valores en un espacio de Banach y es mediante mediante
la integral de Bochner. Como veremos a continuacion, la integral de Bochner
resulta ser una generalizacién de la integral de Lebesgue por lo que algunos
autores afirman que se trata de la integral de Lebesgue con signos de norma en
lugar de valor absoluto. Este en general es el caso, sin embargo un resultado
prueba que no es asi: la integral de Bochner no cumple el Teorema de Radon-
Nikodym.
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Para llegar a estudiar el teorema de Radon-Nikodym damos una pequena
introduccién al tema de medidas vectoriales, posteriormente introducimos dos
nuevos conceptos de medibilidad de funciones con valores en un espacio de
Banach para dar un teorema que les caracteriza: el teorema de medibilidad de
Pettis, el cual nos permitird dar otra la definicién (equivalente) de elemento
aleatorio.

Vamos a denotar por £(Q, F,P; X) := £ al espacio de funciones f: Q — X
donde (X,| - |lx) es un espacio de Banach (no necesariamente separable) y

(2, F,P) es un espacio de probabilidad (o més general, un espacio de medida
(o-)finito).

1.4.1. Medidas vectoriales

Definicion 1.4.1. Una medida vectorial en X es una funcién F: F — X tal
que

F (G En> = iF(En)

para cada sucesién (E,),, en F de elementos disjuntos dos a dos, i.e., E;NE; =0
si i # j, y donde la convergencia de la serie se da respecto a la norma de X.

En tal caso se dice que F es numerablemente aditiva. Cuando la igualdad
anterior se da solamente para una cantidad finita de elementos disjuntos de F
se dice que F es una medida vectorial finitamente aditiva.

Ejemplo 1.4.1. Sea T: L1(]0,1]) — X una funcién lineal y continua, y para
cada subconjunto E Lebesgue medible del intervalo [0, 1] definamos F(E) =
T(xg). Afirmamos que F es una medida vectorial.

Primero notemos que F es finitamente aditiva, pues si Fy, F5 son dos subcon-
juntos disjuntos y Lebesgue medibles del intervalo unitario, entonces xg,uE, =
XE, + XE, ¥ por tanto

F(E1U Ey) = T(XE,uE,) = T(xXE, +XE,) = T(XE,) +T(XE,)
= F(Ey) + F(E,).

Ahora observemos que para cada E C [0,1] Lebesgue medible se satisface que
IF(E)|| < A(E)||T||, donde A denota a la medida de Lebesgue. En efecto,

IFE) = ITxe)l <IIT] Ixell = ITIAE).

Luego, si (E,)n, es una sucesién de conjuntos Lebesgue medibles disjuntos dos
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a dos en el [0, 1], entonces

lim ||F (G En> fiF(En) = lim (U ) (6 E)H
meree n=1 n=1 oo n=1
-er(0,5)
m— 00 el

sngglmA< U n> 1T =0

n=m-+1

Y por lo tanto
F (U En> =Y F(E,)
n=1 n=1

Definicién 1.4.2. Decimos que la medida vectorial F' es absolutamente con-
tinua con respecto a P, y lo denotamos por F < P, si y solo si F(A) = 0 para
todo A € F con P(A4) = 0.

También se dice que F es una medida vectorial P-continua.

Definicién 1.4.3. La variaciéon de F en un conjunto A € F es

[F[(4) = Supz [F(A

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones finitas Ay, Ao, ..., A, C
A de elementos disjuntos dos a dos en F con A = |J{_, A,. A toda sucesién
finita de subconjuntos de A que cumpla lo anterior se le llama particién (finita)
de A. En términos de particiones de A, la variaciéon de F se escribe como

[F|(4) = sup > IFB

Bemw
donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas © de A.

Cuando |F|(2) < oo diremos que F es una medida de variacién finita.

En la siguiente subseccion definiremos a la integral de Bochner y daremos el
ejemplo més importante de medida vectorial de variacion finita que nos ocupa:
A saber, si V es un elemento aleatorio Bochner integrable, F(E) = E [V Ig] para
cada E € F. No solo eso, mostraremos que su variacién en ) es exactamente
E[IV]l]- (Aqui el simbolo E[ - ] representa a la integral de Bochner de V.)

Definicién 1.4.4. La semivariacion de una medida vectorial F en un conjunto
Ae Fes
[F[[(A) = sup {|z"(F)|(4) : 2" € X7, [lz]| <1},

donde |z*(F)| es la variacién de la medida real-valuada z*(F').
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Cuando ||F||(©2) < oo diremos que F es una medida de semivariacién
finita.

Varios resultados pueden ser establecidos respecto a la variacién y la semi-
variacion de una medida vectorial F pero no es nuestro propésito presentarlos
aqui. Pueden consultarse en [I1] (ver capitulo 1).

1.4.2. La integral de Bochner

La integral de Bochner es la integral de una funcién con valores en un espacio
de Banach respecto a una medida con valores escalares. Pertenece a la familia
de las asf llamadas integrales fuertes (la integral de Pettis es también llamada
integral débil).

En contraste con la integral de Pettis, las funciones simples tienen un papel
mas importante para definir a la integral de Bochner, recordemos su definicion.

Definicién 1.4.5. Una funcién s € £ es simple, si y solo si para alguna n € N
existen x1,x3,...,2, € X y existen Ey, Fa,..., E, € F, con P(E;) < oo para
cada 1 < i < n, tales que

. - ‘ |1 si weE
S(W)_;XEi(w)'ml donde XEi(w)_{ 0 si w¢Ei

Note que de entre estas formas de representar a s existe una tnica repre-
sentacién, llamada representaciéon estandar de s, caracterizada por el he-
cho de que cada x; es distinto y los conjuntos F; son disjuntos. En efecto,
si x1,T2,...,T, son los distintos valores que toma s, para cada ¢ tomamos
Ei=s1'{z;})={weQ: sw) =z}

Aunque no es necesario, vamos a pedir que la sucesién (E;)?_; en la definicién
[1.4.5] sea de elementos disjuntos dos a dos.

Definicién 1.4.6. Una funcién f € £ es llamada P-medible o fuertemente
medible si existe una sucesién de funciones simples (f,,),, tales que

lim || fn — fl =0 c.s.
n—oo

Definicion 1.4.7. Una funcién f € £ es llamada débilmente P-medible o
escalarmente medible si para todo z* € X* la composicién z*(f): Q@ — R es
P-medible.

Como podemos intuir medibilidad fuerte implica medibilidad débil. Esto se
justifica de la siguiente manera: Tomemos f una funcién fuertemente medible,
entonces existe (f,), una sucesién de funciones simples tal que lim, o ||f —
fnll = 0 cs., donde cada f, es de la forma Y /" xE, ,, - #in. Tomemos ahora
x* € X*, entonces, como ésta es lineal, se cumple que para cada entero positivo

n
Mn Mn
x*(fn) =z ZXEi,'n, *Tin | = ZXEi,n -t (xlm) s
=1 =1

)



1.4. ESPERANZA COMO INTEGRAL DE BOCHNER 37

por tanto z*(f,) es simple para todo n. Mds adn, como cada z* es también
continuo,
T [27(f) = 2" (fu)ll = Mo flz*(f = fu)ll < T flz*[[[[f = fall =0 css.

y por lo tanto f es débilmente medible. La implicacién inversa en general no
se da, el resultado més conocido en esta direccion es el Teorema de Medibilidad
de Pettis, el cudl no solo se limita a dar las condiciones para la ya antes co-
mentada implicacién de regreso sino que proporciona una forma de caracterizar
a todas las funciones fuertemente medibles de 2 en X. Antes de presentarlo
necesitaremos de algunos resultado, entre ellos esta la generalizacion del clasico
teorema de Egorov.

Lema 1.4.1. Si f: Q — X es P-medible, entonces ||f]|: @ — R es P-medible.

Demostracion. Como f es P-medible existe (f,), sucesién de funciones simples
tal que lim, o fr(w) = f(w) para casi todo w € €. Note entonces que la
funcién real valuada || f,,(w)]|| es simple para cada n. Mds atn,

HF @I = Lfn @) < 1F(w) = fa(w)l]
por lo tanto lim, o || frn(W)|| = || f(w)]], es decir, || f|| es P-medible. |

Teorema 1.4.2 (Egorov). Sea (2, F,P) un espacio de medida finito. Suponga-
mos | € € es una funcion P-medible y que (fn)n es una sucesion de funciones
P-medibles de Q) en X que convergen c.s. a f en algin subconjunto medible
(y de medida finita), entonces para cada € > 0, existe un subconjunto medible
F CFE conP(F) < e y tal que (fn)n converge uniformemente a f en E\ F.

Demostracion. Dado € > 0y n € N tomemos (&,,), una sucesién decreciente a
0, lim,, yoo e, = 0, vy sea 6, = on” Sea N el subconjunto nulo de E donde la

sucesion (fy,)n no convergeH a f. Definimos
G = {w € E\N ¢ [fulw) = F(@)]| > 20},

observemos que Gy, es efecto medible: aplicando el lema a la funcién
fr — f, que es P-medible, obtenemos que || fi — f]|: 2 — R es también P-medible
en R y por tanto medible. Luego el conjunto de puntos donde una funcién (real)
medible pierde o le gana a una constante es medible. También definimos

oo
E,x = U Gni ={w e E\N : | fx(w) — f(w)|| > &, para alguna k > K},
k=K
para cada K > 1. Entonces F,, g también es medible y claramente cumple que
E, k+1 C Ey k. Por otra parte notemos que si w € E \ NV, entonces f,(w) —
f(w), por lo tanto existe Ny > 1 tal que w ¢ E, n,, es decir, (x_; En,x = 0.
En consecuencia

(oo}
0=P < K(l En,K> = lim P(Ey k),
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entonces existe un K,, > 1 (depende de ¢,, y por tanto de n) tal que

P(Enk,) =P{we E\N : ||fi(w) — f(w)]| > e, pa. k> K,}) <4

Sea F,, = E, i, , entonces P(F,) < §,, y ademds
(E\M\F,={weE\N : | fr(w) — f(w)| <&, para todo k> K,}.

Tomando F = N U (Jr~, F,), tenemos que
oo (oo} €
<2 PN <D 5 =
n=1 n=1

y ademds E\ F = (_,(E\N)\ F,. Como &, — 0, dado § > 0 existe n > 1
tal que &, < § y en consecuencia

[fr(w) = flw)ll <o

si k > K,, vy esto ocurre para todo w € E \ F. Por tanto la sucesién (fy,)n
converge uniformemente a f en E \ F. ]

Teorema 1.4.3 (de Medibilidad de Pettis). Una funcidn f € € es P-medible,
sty solo si

i. f es de valores P-escencialmente separables, es decir, existe E € F con
P(E) = 0 tal que f(2\ E) es un subconjunto separable (respecto a la
topologia de la norma) de X.

1. fes débilmente P-medible.

Demostracion. (=) Como f es P-medible existe una sucesién de funciones sim-
ples (fn)n tal que

i [[faw) ~ F@)] =0 cs.

Por el teorema de Egorov, para cada n > 1 existe un conjunto E, € F tal que
P(E,) < % y lim,, oo fr = f uniformemente en Q\ E,,.

Notemos f, tiene rango a lo méas numerable pues es simple para cada n,
ysixz € f(Q\ E,) entonces x = f(w) para algin w € Q\ E,,, recordemos
que f, — f uniformemente en Q \ E,, (y esto para cada m), en particular
folw) = f(w) = z. Asi, si ¢, := f,(w) para cada n, entonces (x,), es una
sucesién en (J,, oy fn(€2) tal que 2, — x, por lo tanto

F@\ En) € | fal®)

neN
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Es decir, el rango f(Q2\ E,,) estd contenido en un métrico separable y por tanto
también separableﬂ y esto para cada m. Y como

f(fj Q\EM> = G fQ\ En)

entonces f (U,°_; Q\ E,,) es separable. Ademds, Q\(U,>_; Q\ E,) = (ooy Em

m=1
es un conjunto de medida cero pues P(E,,) < % para cada m. Esto prueba la

parte (i) del enunciado. La parte (ii) ya la hemos comentado previamente (ver
comentario previo al lema|1.4.1)).

(<) Sea E € F tal que P(E) =0y f(Q\ E) es separable. Sea D = {d,, :
n > 1} un subconjunto denso numerable en f(2\ E). Por el corolario de

Hanh-Banach existe una sucesién (z7), en X* tal que

lenll =1, an(dn) = lldnll,  n=1,2,...

Recordemos que (como consecuencia del corolario |[A.2.5)) para cada z € X,
] = sup{|a”(z)[ = ¥ € X7 [l27]| <1}

Afirmamos que para cada w € Q\ E,

1 @I} := sup{l2"(f())] : &% € X% [l < 1} = sup |z, (f(w))].

En efecto, sea w € 2\ E. Como D es denso en f(2\ F) existe una sucesién
(dn, )k en D tal que d,,, — f(w). Asi, para cada € > 0 existe K > 0 tal que

F @) = lldn, I} < [1f (@) = dn, |I < g

si k > K. Entonces, para k suficientemente grande

25, (PN S NF@ < day |+ 5 = 23, (dny) +
= 27, (dn, = (@) + F@) + 5
= 27, (dny = F(@)) + 7, (f@) + 5
< N M, = £ + I, (F())] +
<1+, (@)l + 5

= |27, (F@)] +e.

9Todo subconjunto de un métrico separable es también separable: Si es métrico separable,
entonces es segundo numerable (las bolas con radio racional centradas en puntos del denso
forman una base numerable del espacio), y por tanto todos sus subconjuntos son también
segundo numerables en la topologia relativa. En esta nueva base del subconjunto basta tomarse
un punto en cada abierto basico para construir un denso numerable en dicho subconjunto.

£
2
+

€
2
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Haciendo tender € a cero obtenemos que || f(w)|| = sup,, |z}, (f(w))|. Ahora, como
por hipétesis f es débilmente medible, entonces z,(f(w)) es una funcién real
P-medible y por tanto sup,,cy |z (f(w))| = ||f(w)]| es también P-medible. Por
el mismo argumento de antes, las funciones g, (-) = ||f(-) — d,|| son también
P-medibles para cada n € N.

Sea € > 0, definimos los conjuntos medibles

E,={weQ\E : g(w)<e}={weQ\E : ||f(w) —d,|| <&},

por la densidad de D en f(Q2\ E) podemos observar que |J,—, E, = Q\ E.
Como en la proposicién [I.1.4] definamos los conjuntos

F=F

n—1
F,=E,\ U E; (paran > 2).
k=1

Entonces {F,} forma una coleccién numerable de conjuntos medibles, ajenos
dos a dos y tales que

DFn: GEn:Q\E.
n=1 n=1

Definimos la funcién f.: 2 — X como

d, si weF, =
n=1

S1

Entonces f. estd bien definida, toma una cantidad a lo mas numerable de valores
y es tal que ||f(w) — fe(w)|| = ||f(w) — dn]| < € para cada w € Q\ E, es decir,
IIf(w) = fe(w)] < € c.s.

Dicho de otra forma, mostramos que para cada € > 0 hemos podido apro-
ximar (de forma casi segura) a f mediante una funcién f. que toma a lo mds
un nuimero numerable de valores. Tomando € = % con n € N obtenemos una
sucesién de funciones (f,), que toman a lo mds una cantidad numerable de

valores tales que || f, — f|| < % c.s. para cada n.

(o)
Como cada f,, es de la forma f, = Z dnm * XEn., donde E, ;N E, ; = 0
sii#jy Enm € F, basta truncar la 7sne:rile anterior hasta cierto k, € N para
krn
obtener una funcién simple f/ de la forma Z dn,m * XE,.,- Esto prueba que f
es el limite casi seguro de funciones sirnplesm ; 1por tanto es P-medible. ]

Como consecuencia de la iltima parte de la prueba del teorema de medibi-
lidad de Pettis obtenemos el siguiente corolario:
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Corolario 1.4.4. Una funcion f € £ es P-medible, si y solo si f es el limite
uniforme casi sequro de una sucesion de funciones P-medibles que toman una
cantidad numerable de valores.

Comentario. El teorema de medibilidad de Pettis as{ como su corolario
son todo lo que necesitamos para definir a un elemento aleatorio f: 2 — X
en un espacio de Banach como una funcién P-medible y por tanto, de valores
P-esencialmente separables. Y esta definicién es asi porque en toda esta seccién
no hemos asumido la hipétesis de separabilidad del espacio X. El lema [[.1.5]
nos da la equivalencia entre esta nueva definicién y la dada en [1.1.1| cuando
X es separable. En este sentido esta definicién es una extensién de la dada en
1.1.1] asi que en lo sucesivo cuando escribamos «f € £ una funciéon P-medible»
podemos entender «f un elemento aleatorio en X» . Siendo este el caso vamos
a definir la esperanza de f mediante la integral de Bochner.

Y para definir la integral de Bochner vamos a proceder como en el caso de
la integral de Lebesgue. Primero daremos la definicién para funciones simples y
después para cualquier funciéon P-medible aproximando a ésta mediante simples.

Definicién 1.4.8. Sea s € £ una funcién simple, con representacion estandar
s(w) = 3 | X (w)z;. La integral de Bochner de s sobre un conjunto E € F

se define como .
/ sdP:=Y P(EN E;)x;.
E i=1
Veamos que la integral de Bochner para una funcién simple esta bien de-
finida. Es decir, si Z;nzl XF; (w)y; es otra representacién para s (con y; € X,
F; € FyP(F;) < oo para toda j = 1,...,m y Fy N F; = () para todo k # j),
entonces [ sdP = > 7" P(E N Fj)z;.
En efecto, supongamos que (E,)i_; y (F})}7; son sucesiones de elementos
ajenos dos a dos, con Ui E; = UjL F; = E. Consideremos el refinamiento
(G, ;) donde G; ; = E; N F para cada 14, j. Entonces,

sW) =Y xa, =Y Xa.,Vi-

i=1 j=1 i=1 j=1

Cuando calculamos la integral s sobre E obtenemos que

i]P’(E NE;)z; = i Em:lP’(E NGij)zi,
i=1 i=1j=1

y m n m
S PENF)y =YY P(ENG:,;)y;.
j=1 i=1 j=1

Resta ver que ambas sumas son iguales, pero observe que si G; ; # () entonces
debe ocurrir que x; = y;, y esto para cada 4,j. Por lo tanto ambas sumas
coinciden y las integrales de ambas representaciones son iguales.
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Proposicién 1.4.5. Sean f,g € £ funciones simples y a € R. Entonces para
cada E € F,

1./Eafd]P’:a/EdeP
1. /Ef—#gd}}”:/EfdP—k/Egd}P’.

Demostracion. Si f(w) = Ty i, (@) - @5 y 9(&) = Yy x (@) - 3y,

1. LafdP:;P(EﬂEi)(a-xi):Oéiz_;P(EﬂEi)$i=(X/EfdP

11. Parecido a lo que hicimos en la seccién anterior; para cada i, j tomamos el

n m
refinamiento G; ; = E;NFj. Luego f+g = Z Z Xa,; (wi+y;), y entonces
i=1 j=1

/fd]P’—}—/gdP:ZP(EOEi)wi"—ZP(Eij)w
E E Jj=1

i=1

— iiP(E” Ei 0 Fy)(zi +y;)

i=1 j=1
=S S P(ENG) @i+ y) = / (f +g) dP.
i=1 j=1 E

La tercera igualdad se da debido a que si E; N Fj # (), entonces z; = y;.
|

Como consecuencia de este tltimo resultado tenemos que la integral de Boch-
ner de funciones simples es aditiva.

Corolario 1.4.6. Sea E un elemento en F y sea (E;)}_; una particion E,

entonces .
> / fdP = / fdP.
i=17Fi E

Demostracion. Sea f; = f - xg,, entonces

:/f'XU?ZIEq‘,d]P):/fXEdP'
Q 0
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Z:’L:l XE; (w) :

Si s € £ es funcién simple con representacién estandar s(w) =
|s(w)|| es también

x;, entonces la funcién ||s|| : © — R definida como ||s||(w) = |
simple y con representacién estandar

[lsll = ZXE ]

Maés atn, para cada F € F,

/|| | dP = ZPEmE el H/dPH /|| | dP.

Probamos esto ultimo en un caso més general en el teorema(1.4.10} Dicho lo
anterior ya podemos definir la integral de Bochner para cualquier funcién f € £
fuertemente medible.

Definicién 1.4.9. Una funciéon P-medible f € £ es Bochner integrable si
existe una sucesién de funciones simples (f,)n tal que

n—oo

h'm/IIfn ~ f(w)]| dP(w) = 0.

En tal caso / f dP esté definida para cada F € F como
Q

n— oo

/fd]P’: lim /XE fndP = lim fndIP’
E n—oo

Observacién 1.4.1. Aunque no lo hicimos explicito, en la definicién anterior
estamos asumiendo que la norma de la diferencia || f,(w) — f(w)|| es Lebesgue
integrable para cada n > 1.

Veamos que la definicién tiene sentido, i.e., tal limite existe y no de-
pende de la eleccién de la sucesion (fy, ), de funciones simples. Es decir, si (g, )n
es otra sucesién funciones de simples tal que ||f — g,|| es Lebesgue integra-
ble para cada n y lim, o [, [|f — gnlldP = 0, entonces lim, o [;, fndP =
limy o0 [} gn dP para cada E € F.

Primero, el limite existe pues la sucesién ( J gln dIP)n es de Cauchy en X que
es de Banach (y esto para cada E € F), esto es consecuencia de la proposicién

y de la desigualdad del tridngulo para la integral de Bochner de funciones
simples. En efecto,

‘ dﬂL/ fdeP’H_
E

< [ g slaps [ 17 = gulla
E E
y por tanto, la diferencia tiende a 0 cuando n, m son suficientemente grandes.

U fm>dIP>H < [ n = ful
E E
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La unicidad del limite ocurre de manera andloga, a saber,

’/EfndP—/EgndPHz‘/E(fn—gn)d]PHg/Ean_gn”d]p

= " — dP — gn || dP
LW?fw +Lw gul

para n suficientemente grande la diferencia tiende a 0, por lo que podemos con-
cluir que lim,, fE frndP =1lim,,_, fE Gn dP.

El siguiente resultado caracteriza a todas las funciones P-medibles que son
Bochner integrables utilizando la (Lebesgue) integrabilidad de su norma. Al
mismo tiempo, y en conjuncién con el lema|l.3.3} nos dice que Bochner integra-
bilidad implica Pettis integrabilidad (y en dado caso ambas integrales coinciden).

Teorema 1.4.7. Sea f € £ una funcion P-medible.

f es Bochner integrable, si y solo si / I|f (W) dP(w) < o0
Q

Demostracion. 1. Si f es Bochner integrable, entonces existe (f,,), una sucesién
de simples tal que lim,, [, ||f — fn| dP = 0. Entonces,

dP — £l dP ol d
Awn sAw ful 5@wuw<m

para n suficientemente grade.

2. Por otra parte, como f es P-medible, por el corolario [T.4.4] existe una suce-
sién (fy,)n de funciones P-medibles que toman a lo més una cantidad numerable
de valores (que nosotros hemos definido como discretas en el caso separable)
tales que || f(w) — fn(w)|| < 2 para casi todo w € Q y para toda n. Ello implica
que || foll < || fIl + £ para casi todo w € Q y toda n. Como ademds P es una
medida finita, entonces [, || fnlldP < [, [If]| + B9 < o para toda n.

n

Ahora bien, para cada entero positivo n, la funcién f, es de la forma

o0
fn = E xn,mXEn,?n
m=1

donde E, ; N E, ; = 0 para toda i # j, con E, , € F y &p,m € X. Asi, para
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cada n, escojamos{EI pn, suficientemente grande tal que

P(©)
[ fnll dP < ——.
;.::Pn+1 En,m n
Pn
Definamos g, = Z Tn,mXE, .- Entonces para cada n, la funcién g, es

m=1
simple y es tal que

/Quf—gnndws/Q||f—fn||dp+/ﬂ||fn—gn||dp

]P) Q o] Pn
< % +/ Z Ln,mXEn,m — Z TnmX By, || AP
Q ||m=1 m=1
P(Q =
PO / S Zumxe,., || dP
" @ lm=pn+1
P(< — 2P(Q
< L +/ Z ”xn,m”XEn,m dP < ( )
n Q mepn+1 n
Por lo tanto f es Bochner integrable. |

Con ayuda del resultado anterior podemos probar que la integral de Bochner
es lineal.

Proposicion 1.4.8. Si f, g son Bochner integrables y a € R, entonces

L | afdP =« dP
[ara=a [ s,
II. /f+gd]P>:/fd]P’+/gle’.

Demostracion.

I. Por el teorema af es Bochner integrable (pues «f f]| es Lebesgue
integrable). Sea (f,). la sucesién de funciones simples que converge c.s. a
f. Entonces (af,), es una sucesién funciones simples que converge a «f
c.s., ademas debido a que f es Bochner integrable (y a la linealidad de la
integral de Lebesgue),

lim /||Ozfafn||d]P’a<h’m /||ffn||dIP’> =0.
n— o0 n—00

10Este natural existe (y depende de n) pues,

/anndP:/ 1ol P,
Q U®_, B

=1 M

y lim N || fr] dP = 0.

1—> 00
i=m—1 Fn,i



CAPITULO 1. PRELIMINARES 46

Por tanto,

/afd}P’: lim [ af,dP =« lim /fnd]P’:a/fd}P’.

n—r oo

Observe que la segunda igualdad se da por la parte (i) de la proposicién
.4.9l

11. Como f y g son Bochner integrables,

/Wf+me§/ﬂﬂMP+/meP<ax

asi, por el teorema f + g es Bochner integrable. Ahora, si (fn)n ¥
(gn)n son sucesiones de simples que convergen a f y g c.s. respectivamente,
entonces (f, + gn)n converge a f + g c.s. y por tanto

Hm/Wﬂ@—@ﬁ%WW=0y /ﬂww=ﬁm/n+%ﬂ.
n— oo Q n—oo

Veamos entonces que / fdP+ / gdP = lim / fn + gn dP. En efecto,
n—oo

H/fd[?—i—/gdl?’— (/fn—l—gndP)H
|(fre- [ ) (for- [ne)|
<|fror [ < foie= [onsr

pero para n suficientemente grande, los sumandos en el lado derecho de la
desigualdad anterior tienden a cero, por lo que concluimos el resultado.

)

Teorema 1.4.9 (Convergencia Dominada de Bochner). Sea (Q, F,P) un espa-
cio de probabilidad (de medida finita) y (fn)n una sucesion de funciones Bochner
integrables con f, € £ para cada n > 1. Silim,, f,, = f en en probabilidad (me-
dida), es decir, lim, oo P ({w € Q : ||fn, — fl| > €}) = 0 para todo € > 0, o bien
puntualmente c.s., es decir, lim,, f,(w) = f(w) para casi todo w € Q, y existe
una funcidn g: Q — R Lebesgue integrable en Q) tal que ||fn|| < g c.s., entonces

1. f es Bochner integrable

1. lim fndP = / fdP para cada E € F
E E

n—oo

Mads ain, lim /Hf — fulldP = 0.
n— oo
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Demostracion. Probaremos solo el caso cuando la convergencia es puntual, el
otro caso es andlogo.

Observése que ||f — ful|l: @ — R es dominada por 2g, y es tal que || f — fnl —
0 c.s., asi que usando el teorema clasico de Convergencia Dominada obtenemos
que

tiw [~ faldp= [ i |- a2 =0,

Por otra parte, como para cada n se tiene que f, es Bochner integrable podemos

defininir (sgff))m una sucesién de simples tales que [ [|f, — sm)H — 0 cuando

m — co. Entonces, para cada n eligimos a la funcién simple ¢,, tal que [ || f, —
¢n|ldP < £.Y por lo tanto

/||f— Gull dP < /Hf— fnudm/nfn gl < 2.

Esto prueba que el limite f es también Bochner integrable, y en consecuencia

lim fndP = lim ¢n dP = / fdP
E

n—00 E n—oo

para cada F € F. |

Teorema 1.4.10. Si f es una funcion Bochner integrable, entonces

i. lim /deP’ 0

P(E)—0

. H/ deP’H S/ | fIl dP para todo E € F
E E

iti. Si (Ep) es una sucesion de elementos de F disjuntos dos a dos tales que
o0
E =,_, En, entonces

/Efd]P’:g[EnfdP

w. Para todo E € F definimos F(E) = [, fdP, entonces F es una medida
vectorial de variacion acotada y ademds

FIE) = [ 171aP.

Demostracion. (i) Como f es Bochner integrable, entonces || f|| es integrable,
luego

= lim /Hf||d]P’> hr)n

P(E)—

2

lim /fd}P’HZO,

P(E)—=0 J
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por lo que el resultado se sigue de (ii).

(#4) Observemos primero que esta afirmacién se cumple para las funciones

n
simples. En efecto, si f = Z XE;Ti, entonces dado E € F

=1
|| ()

P(E;,NE il = dP.
< S REN D /Eufn

n

> P(E;NE)x;

i=1

Para el caso general cuando f es Bochner integrable, sea (f, ), la sucesién de

simples para la cual lim, o [o, [|f — ful|dP =0y [ fdP = lim, o [, frn dP
para cada F € F.
Sea E € ), entonces

- n d = - n d = - Jn da
/E(Ilfll 1l P</Q|||f|| 1l IP’</Q||f full dP

pues la integral de Lebesgue es mondtona. Por tanto, 1fm / | fnll dP = / |||l dP
para cada F € F. Finalmente,

‘/dePH h’m/fndPH: lim ‘/fnd]P’H
lim / IIntIdIF’=/ 1] dP.

(#4i) Como la serie Y | [, fdP estd dominada término a término por la

IN

serie de numeros no negativos >, [ || f[[dP < [, ||f]|dP < oo, entonces
> ey i fdP converge absolutamente. Notemos que

‘/m ) fdp_i/mfdp [

n=1 n n=m-+1 n
pues la integral de Bochner es finitamente aditiva.
Més atin, lim,;, . P2 E,) =0y por la parte (i) obtenemos que

n=m-+1"—""1

ot

n=m+41 n

/uw i deP’:i/Enfd}P’.

n=1"n

lim =0.

m—r oo

Por lo tanto,
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(tv) Si 7 es una particién de un conjunto E € F, entonces

SR =S /AdeP’H

Aem Aem

< [ uriae= [ usiae.

Aem

Como f es Bochner integrable, |[F|(E) < [, || f|| dP < oo, asi F es de variacién
acotada.

Por otra parte, sea £ > 0 y sea (fy,), una sucesiéon de simples medibles tal
que lim,, fﬂ IIf = full dP = 0. Fijemos ng suficientemente grande para el cual
Jo llf = faolldP < &, y para cada E € F escojamos 7' una particién de E tales

que
>/ fnodPH [ gl

Tal particién siempre existe, pues como f,, es simple existen k € N, z1,..., 25 €
XyE,...,Ey € Fcon E,NE; =0sii# j, tal que f, = Zle xiXE, - Entonces
podriamos tomar la particién de E dada por 7’ = {E1NE,..., ExNE}, la cudl
satisface la igualdad deseada. En efecto,

|/ ] -5

Aemn’

k
/ fno dPH :ZHZ‘zP(EzﬂE)”
EiNE p

= / S e, dP = [ 1wl
B E
Tomemos ahora 7 una particién de E tal que refine a 7’ y
Fie) -S| [ ra|

Bem
Note que podemos elegir tal particién por definicién de la variacién de F(FE).
Ademds, como 7 refina a 7/, se sigue cumpliendo que

/anOHdIP 3 /andIPH

Bem
/fnodIP’H‘ 2 /fnd]P’ /fnodPH

<Z/ = o le’</ 1fn = fuoll dP < .

Bem

Aem!

Mas ann,

|l

Bem
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Y por lo tanto,

\m< /nmwm

F|(E }j/wmw

Bew

<| i o
Bemn /
< ||F|(E fndIPH + fd]P’H fnod]P’H ’
Bem / BZE;T /
< 2¢

Como esto se cumple para toda ng suficientemente grande concluimos que

F|(E =hm/wmm /WWP

Como consecuencia de esta ultima afirmacién obtenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 1.4.11. Si f y g son funciones Bochner integrables tales que para

cadaEe]:,/deP’:/gd]P’, entonces f =g c.s.
E E

Demostracion. Sea F(E) = [,.(f —g) dP. Entonces F(E) =0 para cada F € F.
Entonces |F|(E) =0 para cada E € F, en particular 0 = [F|(Q) = [, || f —g| dP
y por tanto ||f — g|| = 0 c.s., lo cual implica que f = g c.s. [ |

El siguiente teorema exhibe una propiedad fuerte de la teoria de integracion
de Bochner que no tiene anédlogo en la teoria de integracién de Lebesgue.

Teorema 1.4.12 (Hille). Sea T': X — Y un operador lineal cerrado, con'Y un
espacio de Banach. Si f es Bochner integrable con respecto a P, entonces T(f)

también lo es y
dP | = dp
v( [ rae) = [ 10000

Demostracion. Probaremos el caso cuando T es un operador lineal acotado, es
decir, continuo. La prueba del caso general puede consultase en [I1] (pédg. 47,
teo. 6).

Observe que por ser T lineal y acotado entre espacios normados existe M > 0
tal que || T(f)[| < M[|f], luego

/MUWWS/MMKw
Q Q

para cada E € F.
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y por lo tanto T'(f) es Bochner integrable (ver teorema(1.4.7)). Ahora, sea (f,)n
una sucesién de funciones simples para la cual lim, .« [ pfndP = /  fdP.
Primero observemos que usando la linealidad de T,

T(/EfndIP> :/ET(fn)dIF’

para toda funcién simple f,. Por otro lado, usando la continuidad de T :

T(/Efd]P’>_T<nh;ngo/EfndP>_nh;nolOT(/EfndP>

= lfm T(fn)dIF’:/ T(f)dP,

donde la ultima igualdad se debe a que

\ |- [ T(fn)dTP’H -

cuando n — oo. |

[ru- fn)le’H <71 [ 15 = fulld® 0
E E

Corolario 1.4.13. Si f: Q@ — X es Bochner integrable, entonces es Pettis
integrable y las integrales coinciden.

Demostracion. La primera parte el enuciado se encuentra probada en el lema
Veamos entonces que las integrales coinciden. Sea x la integral de Bochner
de f, es decir, x := fQ f dP. Por el teorema de Hille [1.4.12] encontramos que

(@) = o (/QdeP’) :/Qx*(f)dIP

para cada z* € X™*, por lo tanto x es también la integral de Pettis de f. |

Recordamos nuevamente a los espacios «L;,» introducidos en la seccién an-
terior: Si 1 < p < oo, el stmbolo L,(Q?, F,P; X) = L,(£2, X) denota al conjunto
de clases de equivalencia de elementos aleatorios f: 2 — X que son Bochner
integrables (respecto a P) y tales que

1l = (EIFIP)* = ( /E I dp)” s

Esto es, L, (92, F,P; X) consiste de las clases de elementos aleatorios f: Q — X
Bochner integrables cuyas normas || f|| pertenecen al espacio de Lebesgue L, (R).

Para p = oo se define el espacio Lo, (2, F,P, X) = Lo (92, X) como el con-
junto de clases de equivalencia de funciones esencialmente acotadas P-Bochner
integrables con la norma || - || dada por

|| flloo :=esssup || fllx = mf{M >0 : | fllx < Ma.e.}.
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Comentario. Algunos autores, como Hoffmann-Jgrgensen [I5], denotan por
Lo(Q, F,P; X), 0 en breve por Ly(€2; X), al conjunto de todos elementos alea-
torios en X. En él se define la «norma;!] || - ||o como sigue:

V1l

Vie:=E VYV e Ly(2; X).
Wi =2 { 0(62:X)

Esta «norma» resulta ser bastante interesante pues una sucesiéon V,, — V en

Lo(Q; X) siy sélosi V, Hv (ver apéndice B, proposicién .

Anteriormente, cuando presentamos estos espacios en la definicion [1.3.5] no
mencionamos la condiciéon «Bochner integrable», en cambio pedimos que el espa-
cio X fuese separable. El teorema de medibilidad de Pettis justifica este cambio
pues toda funcién Bochner integrable es fuertemente medible, y estas a su vez
tienen rango separable. En cualquier caso en este texto solo estaremos interesa-
dos en los espacios separables.

1.4.3. La Propiedad de Radon-Nikodym y la esperanza
condicional II

Como hemos visto hasta ahora, hemos podido extender exitosamente varias
propiedades de la integral de Legesgue a la integral de Bochner, y no solo eso,
para probarlo usamos en general casi los mismos métodos que en la teoria de
integracién de Lebesgue. Con esto en mente surge la pregunta, ;Cuando una
medida vectorial puede verse como una integral de Bochner indefinida? Preci-
semos lo anterior.

Si (2, F,P) es un espacio de medida finita (en particular un espacio de
probabilidad) y F: F — X es una medida vectorial de la forma

F(E) :/EdeP’

para alguna funcién f: €2 — X Bochner integrable, entonces el teorema [1.4.10)
garantiza que F es numerablemente aditiva, de variacién acotada y absoluta-
mente continua respecto a IP (observe que si tomamos A € F tal que P(A) =0,
entonces fxa = 0 en 2\ A, el cudl es un conjunto de probabilidad 1, luego
fxa =0cs.ypor tanto F(A) = 0).

iSerd cierto que existe una funcién f Bochner integrable (la derivada de
Radon-Nikodym de F) tal que para cada E € F, F(E) = fE fdP para cada
medida vectorial F' de variacién acotada y absolutamente continua respecto a
P?

La respuesta en general es negativa.

Proposicion 1.4.14. Existe una medida vectorial con valores en cq de variacion
acotada que no tiene derivada de Radon-Nikodym.

11 Tal vez «seminormas» serfa mas apropiado, ya que ||V]|o = 0 siy sélosi V =0 c.s.
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Demostracion. Sea A la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1]. Si £ representa
la o-dlgebra de subconjuntos Lebesgue medibles del [0, 1], para cada E € Ly
cada n € N definimos

A (E) :/ sen (2"7t) dt,
E
y sea F: L — ¢y dada por
F(E) = (Al(E)v)‘Q(E)vv)\n(E)v)

Como FE C [0,1], el lema de Riemann—Lebesgu@ nos garantiza que

1
lim A\, (E)= lim [ sen(2"nt) dt < lim sen ((2"m)t) dt

1
= lim sen (kt) dt =0,
k—o00 0
donde k = 2"7. Por tanto F es una medida vectorial definida en cg.
Observemos ademds que para cada F € L,

IF(E)lcy := sup [An(E)| < sup

/ sen 2"t dt‘
E

< sup/ | sen 2" 7t| dt < sup/ 1dP = \(E).
n E n E
Como resultado de la desigualdad anterior tenemos que F es absolutamente con-
tinua respecto a A. Resta ver que F es numerablemente aditiva y de variacién
acotada.

Sea (Ejy)r una sucesién de elementos en £ disjuntos por pares y sea FE :=
Ui, Ek, veamos que F(E) = Y77 | F(Ey).

- iF(Ek

= ”()‘n(E))n - ()‘n (Uzn=1Ek))nHCO

k=1 e
= [An(B) = A (U2 Bl = | (DR B,
=sup|/\ (Up g1 Er) | = sup Z An (Ek)
k= m—+1

< sup Z n (Eg)| < sup Z IA (B

n k=m+1 n k=m+1
= > AEW) =AU, Er)

k=m-+1

12Lema de Riemann-Lebesgue: Sea f una funcién Riemann-integrable definida en un inter-
valo [a,b] de la recta real, entonces lim|q| o0 ff f(x)et® dz = 0.
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pero como limy, o0 A(URZ,,, .1 Ex) = 0, entonces F(E) = > | F(E}) y por lo
tanto F' es numerablemente aditiva.

Ademés F es de variacién acotada pues si (Ej)p_; es una particién finita
del intervalo [0, 1], entonces

SRRl < 37 AGEL) = A (O Ek> —1
k=1 k=1

k=1
y por tanto |F|([0,1]) < 1.

Ahora supongamos que F tiene derivada de Radon-Nikodym, es decir, existe
f:10,1] = ¢ Bochner integrable tal que F(E) = [, f d\ para todo E € L.
Sea f = (fn)n, si denotamos por ef: ¢g — R al n-ésimo funcional coordenado
en ¢ definido como e} (z) = z,, para cada z = (z,), € g, entonces f, = e (f)

de modo que para cada n, f, es continua y por tanto medible.
Como la variacién en cada E € F se calcula como |F|(E) = [, |/ flle, dA, enton-

ces
/nfuco dA:/SuplfnldAﬁl
E E n

para cada E € F, luego f,: [0,1] — R es Lebesgue integrable para cada n.
Ahora notemos que para cada m € N,

SIS toeal] ax< [ 10l leuly ar

n=1 n=1
< |fn|d>\: |fn|d>‘<
J R mia=3 findon <

donde (e, ), denota a la base canénica de c.
Entonces el teorema [I.4.7] nos garantiza que

co

m

anen = (flvf?a-~-7fm—17fma0a07'")
n=1

es una funcién Bochner integrable para cada m.
Por el teorema [[:4.9 de Convergencia Dominada para la integral de Bochner:

— [ far= / tm S foen | d\= 1fm Fuen | dA
/E E m—’o"; m=eeJE nz::l

- g@mﬁ; (foa)en=(fr0)

Pero por definicién F(FE) = (/ sen (2"7t) dt) , asi que para toda n se
B

n=1

F(E

~
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satisface la siguiente igualdad

/Esen(2"7rt) dt:/Efd)\,

y por tanto f(t) = sen (2"nt) para casi toda t € [0, 1].
Para cada n definamos los conjuntos

E, = {te 0,1] © falt) > \2}

Entonces \(E,) = i para cada n. Mas ain, por el lema de Fatou:
. . 1
A (hm sup En) > limsup A (E,) > 1

Por dltimo notemos que si ¢t € limsup,, E,, entonces f(t) ¢ co pues f(t) > %
para toda n. Por lo tanto

A{re 0,1 f) el <5 <1,

lo que contradice que f es una funcién con valores en cg. |

Se sabe que el espacio ¢; cumple el teorema de Radon-Nikodym (para la
prueba ver [12], pdg. 181). De modo que hay espacios de Banach que satisfacen
el teorema de Radon-Nikodym y otros que no, asi que la validez o no de este
teorema se considera como una propiedad del mismo espacio.

Definicién 1.4.10. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Radon-
Nikodym con respecto a (2, F,P), si y solo si, para toda medida vectorial
F: F — X de variacién acotada y absolutamente continua respecto a P existe
una funciéon Bochner integrable f tal que

F(E) = /EdeP’

para cada E € F. Llamaremos a f la derivada de Radon-Nikodym de F
con respecto a P y la denotaremos por

dF
F=2
Definicién 1.4.11. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Radon-

Nikodym (PRN), si y solo si X tiene la Propiedad de Radon-Nikodym res-
pecto a cualquier espacio de medida finito.

En relacién con el espacio de medida ([0, 1], £, A) utilizado en el ejemplo de la
proposicién es sabido que si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con
respecto a dicho espacio ([0, 1], £, A), entonces X tiene la propiedad de Radon-
Nikodym. Esta propiedad ha sido ampliamente estudiada, ejemplos de espacios
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con la PRN son los reflexivos, aquellos con dual separable o los espacios de
Hilbert.

Otra variante de esta definicién se encuentra en [12] (ver pag. 178), y se
relaciona con la integral de Pettis:

Definicién 1.4.12. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad Débil de
Radon-Nikodym si y solo si para cada espacio de medida finito (2,3, u) y
cada medida vectorial F: ¥ — X de variacién o-finita, absolutamente continua
respecto a p, existe una funcién f Pettis integrable tal que F(E) = [ f - xgdu
para cada FE € ¥. (Aqui el stmbolo de integral representa a la integral de Pettis.)

Hay ciertos casos especiales en los que la derivada de Radon-Nikodym existe
independientemente de la Propiedad de Radon-Nikodym (PRN). Uno de ellos es
cuando el espacio de medida (Q, X, i) es atémico (ver [12], pdg. 178). Otro caso
especial es la esperanza condicional que estudiamos previamente en el teorema
[[-326] Tal prueba muestra que no es necesario asumir la PRN para concluir su
existencia, y no difiere en nada pedir que V sea Bochner integrable a que V' €
L(Q, F,P; X) pues hemos mostrado en el teorema que tales condiciones
son equivalentes. Enunciamos entonces la definicién y el teorema en este nuevo
contexto.

Definicién 1.4.13. Sea X un espacio de Banach, (Q, F,P) un espacio de pro-
babilidad y sea V': 2 — X un elemento aleatorio Bochner integrable. Sea G C F
una o-algebra. La esperanza condicional de X dado G es el elemento aleatorio
Z: ) — X tnico (c.s.), medible con respecto a G, tal que

E[Z14] = E[VI4]
para cada A € G. Y la denotamos por Z = EY [V] o E[V | G].

Teorema 1.4.15 ([32]). Sea X un espacio de Banach, sea (Q, F,P) un espacio
de probabilidad, sea V: QQ — X un elemento aleatorio Bochner integrable, y sea
G una sub-o-dlgebra de F. Entonces la esperanza condicional E[V | G] eziste.

Demostracion. Como V' es Bochner integrable existe una sucesién de elementos
aleatorios simples (V,,), tal que V,,(w) = V(w) c.s;; [o [[Va(w) = V(w)[| dP — 0
cuando n — 00; y [, Va(w)dP — [, V(w) dP. Recordemos que E [V, ]G] estd

bien definida para cada V,, y se define como E [V, |G] = 37" 2K [Ia, ]G] .
Entonces
| IBAIG BVl 148 = [ [ELV, = Vol ap
< / E(|[Vi - Vil |G) dP (1.11)
Q

:/ Ve — Vin| dP > 0
Q

en donde la primera igualdad se debe a la linealidad de la esperanza condicional
en las funciones simples, la segunda desigualdad se debe a que si V,, es simple,
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Zn xn,iE []IA,LJ‘ g] H
i=1

< lanill - E (L, ,|6] (w)
=1

= E[|Va]16] ().

La ultima igualdad en es consecuencia de la definicién de esperanza condi-
cional escalar de la variable aleatoria ||V;, — V. ||: © — R. Ahora, por el teorema
3.6.1 en [27] (ver pag. 45) existe una funcién Z: (Q,G,P; X) — X Bochner
integrable y por tanto fuertemente medible, Unico c.s., y tal que

entonces

[ [Va|G] ()] <

/ IE[VG] - Z(w)[|dP — 0 cuando n — oo. (1.12)
Q

En consecuencia,

[ (@) -EWIg) @+ [ E106- VW) dPH

[ 26 - vioar| -

/IIZ V|g||dIP>+H/ [ValG] — ()dIP’H

/||z E[V,[g] ||dIP’+H/V dP — /AV(w)d]P’H

que tiende a 0 conforme n — oo. Por lo tanto [, Z(w)dP = [, V(w)dP para
cada A € G. Asf que Z satisface la definicién @ [ ]

Esto motiva a presentar el siguiente resultado.

Teorema 1.4.16. Si V € L1(Q, F,P; X) (Bochner integrable) y G es una sub-
o-dlgebra de F, entonces |[E[V|G]|| < E[|V|||G] c.s.

Demostracion. Sea (Vi) la sucesién de simples que converge a V' como en el
teorema [1.4.15] Previamente hemos mostrado que ||E[V,|G] | < E[||V,]||G] ¢-s.
entonces, por la monotonia de la integral de Lebesgue,

[ IEWIg)1de < [ B(V.IG) ap
A A
Pero por (|1.12)) usada en la prueba del teorema anterior
/ IE [V, |G] ||d]P’—>/ IE[VI|G] | dP cuando n — oo,
A A

y también

/A E[|[Valllg] dP = /A IVl dP /A V]| dP = /A E[|V]Ig] dP
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cuando n — oo. Por lo tanto
[ EViEa® < [ EQvie) a

para cada A € G. Esto concluye el resultado. |

Teorema 1.4.17 (Desigualdad de Jensen). Sean X wun espacio de Banach,
(2, F,P) un espacio de probabilidad, G una sub-c-dlgebra de F, y V:Q — X
un elemento aleatorio Bochner integrable. Sea C C X un subconjunto cerrado
y convezo, y sea p: C — R una funcion convexra y continua. Si'V € C c.s. y
E[lp(V)|] < o0, entonces

¢ (E[VIG]) < E[p(V)|G].

Demostracion. (Bosquejo) En el espacio de Banach X’ = X & R consideremos
el conjunto ¢’ = {(z,t) : © € C,t > ¢(z)}. Entonces C’ es convexo pues ¢ es
una funcién convexa y también es cerrado pues ¢ es una funcién continua. Asi,
definimos V’:  — X como V'(w) = (V(w), o(V(w))). Entonces V' es Bochner
integrable y toma valores en C”, entonces E[V’|G] existe y también toma valores
en C’. Mds atn,

E[V'|G] = (E[VIG], E[¢(V)IF]),
y por lo tanto E[p(V)|G] > ¢(E[V|G]). [ ]

1.5. Comentarios adicionales

Hemos presentado dos definiciones de integrales. Como hemos visto la inte-
gral de Pettis no usa ninguna aproximacién por funciones simples, razon por la
cudl algunos de los teoremas clasicos de la integral de Lebesgue no se siguen.

Por el contrario, la construccién de la integral de Bochner estd fuertemente
ligada con las funciones simples y la densidad de estas en L1 (£2; X). En ambos
casos la condicién de separabilidad no fue un requisito; esa condicién surge por
otras razones que hemos expuesto en las secciones 1.1 y 1.2 de este capitulo.

Y como sucede con la integral de Lebesgue y la integral de Riemann, las de
Bochner y Pettis no siempre coinciden. En el lema probamos que Bochner
implica Pettis, pero la implicaciéon de regreso en general no se da. Un contra-
ejemplo puede ser encontrado en [I2] (ver pag. 182 ejem. 5.1.20). Se sabe que
bajo la hipdtesis de separabilidad (como en nuestro caso) los dos conceptos de
integrabilidad coinciden. Mas atn, Pettis observé que cualquier otra definicién
de integral de funciones f: 2 — X, que coincidiera con la de Lebesgue cuando
X =R y con la propiedad listada en el inciso e) del teorema estd incluida
en su definicién en el sentido de que la integral de Pettis de f debe existir y
ambas deben tener el mismo valor (ver [26] y [27]).

Para nuestro estudio nos es suficiente con el criterio dado en el lema [1.3.3
para mas detalles sobre la integral de Pettis referimos al lector a los trabajos
1], [34] y [38].
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A lo largo de este texto utilizaremos principalmente a la integral de Pettis
para definir a la esperanza de un elemento aleatorio sin embargo, como pos-
teriormente haremos notar, no usaremos ninguna propiedad particular de esta
integral que no esté listada en el teorema[I.3.1] y que también cumple la integral
de Bochner.

Intentamos dar dos pruebas distintas de la existencia de la esperanza condi-
cional (que en esencia son las misma pues en ambos teoremas y
asumimos Bochner integrabilidad del elemento aleatorio). No obstante debe ob-
servarse que la separabilidad no es necesaria siempre que se asuma Bochner
integrabilidad (no es suficiente la condicién de Pettis integrabilidad por si sola)
como muestra la prueba del teorema Y aunque la Propiedad de Radon-
Nikodyn no resulté crucial para mostrar la existencia de la esperanza condicio-
nal, si lo es para extender el siguiente teorema de Doob para martingalas en
espacios de Banach:

Teorema (Doob). Sea (f,), una martingala (escalar) con respecto a (Fp)n, 0
mds general, una submartingala (f,, < E[fm|Fn] para n > m). Sisup, E|f,] <
00, entonces la sucesion (f,,)n converge casi seqguramente.

Resulta que en un espacio de Banach, se cumple el teorema de Doob si y solo
si el espacio tiene la Propiedad de Radon-Nikodyn. El lector interesado puede
consultar este resultado en [38] (ver pag. 135, teo. 4.3).
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Capitulo 2

Leyes de los grandes
numeros en espacios de

Hilbert

Antes de estudiar leyes de grandes nimeros en espacios normados vamos a
hacerlo en un caso particular de estos: los espacios de Hilbert. A lo largo de
este capitulo denotaremos por (H, (-,-)) al espacio de Hilbert real separable con
producto interior (-,-): H x H — R.

La geometria que nos provee el producto interior nos permitira extender el
concepto «no correlacién» en H. Recordemos que en el caso cldsico (H = R),
dos variables aleatorias U, W son no correlacionadas si E[U - W] = E[U] - E[W].
Esta serd la definicién de elementos aleatorios no correlacionados en H cuando
«-» es un producto interior arbitario. No solamente eso, como también sucede
en el caso clasico, probaremos que independencia implica no correlacion.

Este resultado nos permitiré establecer la desigualdad de Kolmogorov para
elementos aleatorios independientes asi como una ley fuerte de grandes ntimeros
que se deriva de la misma. Antes de llegar a este resultado estudiaremos el
concepto de «no correlaciéon» asi como algunas leyes de grandes nimeros para
elementos aleatorios que satisfacen esta condicién.

2.1. Swucesiones de elementos aleatorios no co-
rrelacionados

Sean V y Z dos elementos aleatorios en H tales que E[|V|? < ooy
E[||Z]|?] < oo. Si H es separable, entonces por la proposicién @ V+2y
V — Z también son elementos aleatorios en H, y en consecuencia |V + Z|| y
[V — Z|| son variables aleatorias. Por la identidad de polarizacién obtenemos

61
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que

1
V.2) =1 (IV+ 2>+ |V - Z|)

es una variable aleatoria. Més atn, E[(V, Z)] existe pues

E[(V, 2)] <E[IV]|- 1Z]] < EVIP)* EIZ]2)* < oc.

Y ya que todo espacio de probabilidad es de medida finita, E[||V[|?] < oo implica
que E[||[V]|] < cc. Pero como H es completo y separable, el lema[l.3.3| garantiza
que E[V] existe. Con esto justificamos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.1.1. Dos elementos aleatorios V' y Z en un espacio de Hilbert
separable H tales que E[||V]|?] < o y E[||Z]|?] < oo son no correlacionados
si

E[(V, 2)] = (E[V],E[Z]).

Y se dicen ortogonales si
E[(V, Z)] = 0.

Se sigue de la definicién anterior que si V' y Z no estdn correlacionados
entonces V — E[V] y Z — E[Z] son ortogonales. Mas atin, podemos definir la
covarianza de dos elementos aleatorios en H como

Cov(V,Z) =E[(V — E[V], Z — E[Z])].

Notemos que para cada x € H, la funcién f,: H — R dada por f,(y) =
(x,y) = (y,x) es lineal y continua, es decir f, € H*. Ademds,

E[(V - E[V], Z - E[Z])] = E[(V, Z)] - E[(E[V], 2)] — E[(V, E[Z])] + E [(E[V], E[Z])]
=E[(V, 2)] - E [fep)(2)] - E [far2(V)] + (E[V], E[Z])
=E[(V, 2)] = fep(E[Z]) — ferz1(E[V]) + (E[V], E[Z])
= E[(V, 2)] - (E[V],E[Z]) — (E[V], E[Z]) + (E[V], E[Z])
=E[(V, 2)] — (E[V],E[Z]).

Comentario. Recordemos que E[Z] es el elemento en H para el cuél se satiface
que f(E[Z]) = E[f(Z)] para cada f € H*, en particular satisface lo anterior para
f« (y para cada « € H). Por otra parte, la igualdad anterior nos dice dos cosas.
Primero, dos elementos aleatorios con esperanza nula son no correlacionados
si y solo si son ortogonales. Segundo, ya que la covarianza de V y Z puede
expresarse como

Cov(V, Z) = E[(V, Z)] — (E[V],E[Z]),

V' y Z no estéan correlacionados si y solo si su covarianza es cero. Y no solo eso,

Var(V) =E [||V — E[V]||]2] = E(V — E[V],V — E[V])] = Cov(V, V).
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De esta definicién se sigue que la varianza de una suma finita de elementos
aleatorios no correlacionados es la suma de las varianzas. En efecto,

()

(Sv-s(%) Su-2(24)
EM}»Z(VJ-EM]»

1

I
=
T~ =
H'Mz I
3

S
—=
<

-> E <WE[W],Z<W E[vj})>

j=1

s
Il
-

k}.
Il
-

i=1 j=1

=D E[Vi ~EVi).Vi ~EVi] + 3 E((V: ~ E[Vi).V; ~ E[V;])]
i=1 i#j

— Z )+ Z Cov(V;, J
1=1 i#£]

donde el segundo sumando es cero por ser (V;)"_; una coleccién finita de e.a.
no correlacionados. Una primera consecuencia de esta propiedad es establecida
en el siguiente resultado: el caso mas simple de «ley de los grandes niimeros».

2.1.1. Teoremas limites elementales

Teorema 2.1.1. Si (V,,) es una sucesion de elementos aleatorios no correla-
cionados en H espacio de Hilbert separable tales que

% zn: Var(Vi,) — 0, (2.1)

k=1

entonces

en probabilidad.
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Demostracion. Sea € > 0, por la desigualdad de Chebyshev tenemos que
2

1 & 1 1 &
P [ o Z(Vk —E[Wi])| > 5] < E*Q]E - Z(Vk — E[Vk])
k=1 k=1
1 2 n n
= _— ]E —
(sn) <Z Vi ) >
k=1 ]:1
1 2 n n
~ () L - B - B
k=1j=1
1 2 n
= () { E [(Vk — E[Vi], Vi. — E[Vi])]
en
k=1
+ Z]E (Vi — E[Vi],V; — E[V, }
k#j
1
- (= ) ZE [Ive — B7] = fnZV
k=
tomando el limite cuando n — oo obtenemos el resultado. [ |

Un corolario inmediato del teorema[2.1:1]es la ley débil de los grandes ntiime-
ros para elementos aleatorios idénticamente distribuidos y no correlacionados,

pues de ([2.1)) obtenemos
1 < 1
— g Var(Vy,) = gVar(Vl) -0

cuando n — oo. Eso nos habla de lo fuerte que es la condicién (2.1]). A continua-
cién estudiamos una ley con una condiciéon maés interesante y menos restrictiva
que ([2.1): acotamiento uniforme de las varianzas.

Teorema 2.1.2. Si (V,,), es una sucesion de elementos aleatorios no correla-
cionados en H espacio de Hilbert separable tales que para cada n, Var(V,) < M
donde M es una constante, entonces

LS e EW) 0
k=1

cast sequramente.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada nimero
natural n, E[V,,] = 0. De modo que (V},),, no solo es una sucesién de elementos
aleatorios no correlacionados sino también ortogonales. Sea S, = 22:1 Vi,
entonces

E [||S.]?] = Var(S,) = Var (Z Vk> = zn:\/ar(vk) <M -n,

k=1
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y por la desigualdad de Chebyshev, para cada n
P H S, 1
n

M -n M
e2n?2 ’
Tenemos entonces que

>e| < B ISP <

e2.-n? e2n

8

> P (ISl > en®] < :%22%<oo
n=1 € n:ln

Luego, por el lema [1.1.10| de Borel-Cantelli,

(lS" dl > ¢ para una infinidad de n> =0,
n2

. S .
es decir, % — 0 casi seguramente cuando n — oco. Ahora, para cada n > 1
n

definimos
Dn = ) max ||Sk — nz”
n?2<k<(n+
Como en el intervalo [n?, (n+1)?) C N, k toma exactamente 2n valores, entonces,

2

2 (n+1)2
2 _ < o 2 _
D;, = <n2<l?i%r)§+l)2 ISk — Sn2|> < 2n||S(n+1)z Spz]|” = 2n EQ-H V;
j=n

Por lo tanto,

[ ()2 |2 (1> (n+1)?
E[D}] <2mE ||| Y V|| | =2nE < Vi > V>

j=n2+1 j=n2+1 j=n2+1

[ (n+1)?

=2mE | > IVil*+ D (Vi V)

L j=n?+1 Jj#k
(n+1)?

=20 Y E[IViIP] + 20 E[V;, Vi
j=n2+1 J#k
(n+1)?

=2n Z [vil?)

=n2+1

=2n Z Var(V;) < (2n)(2nM) = 4n>M.

Aplicando nuevamente la desigualdad de Chebyshev,

2
P<D>€)< L pp2) <207 _AM 1

e2nt — g2pt €2 n2’
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Luego,
> _ (D, AM X1
n=1 n=1

Asi que por Borel-Cantelli

Dy, e
P (2 > ¢ para una infinidad de n) =0,
n

D : .
y por tanto —; — 0 casi seguramente. Finalmente observemos que para cada
n

k € N tal que n? < k < (n+ 1),

1Skl = [1Sn2 4 Sk — Sp2ll < [|Sn2 ]l + [[Sk — S|
< [1Sn2ll + ,_méx ISk — Spa ||

n2<k<(n+1)2?
= [|Spz|| + Dy,
) 11
Como n® < k, entonces T < ) y por tanto
Lo~y | 2l g || < 1Seel, D
RV = RS = T e
i=1
lo cudl prueba el resultado. |

2.2. Sucesiones de elementos aleatorios ortogo-
nales

Recordemos que una familia de elementos aleatorios (V;,), es ortogonal si
cualesquiera dos elementos de la familia lo son. Diremos que la familia es or-
tonormal si ademds para cada n > 1 se tiene que E [||V,[?] = E[(V,V)] = 1.
Para variables aleatorias el siguiente resultado es bien conocido.

Teorema (Ley de Rademacher-Mensov). Sea (V,,), una sucesion de variables
aleatorias ortogonales tales que Var(V,,) < oo para cada n € N.

Si 3200 n~2Var(V,,)logan < oo, entonces la sucesion de variables aleatorias
satisface la ley fuerte de los grandes niumeros.

Generalizaremos este teorema a cualquier espacio de Hilbert separable, y
lo haremos siguiendo los mismos métodos que en el caso clasico, esto es, pri-
mero extenderemos la desigualdad de Rademacher-Mensov y posteriormente el
teorema de Rademacher-Mensov (véase [29], capitulo 2).

Lema 2.2.1 (Desigualdad de Rademacher-Mensov). Sea H un espacio de Hil-
bert. Si Vi, Vo, ..., V, sonn elementos aleatorios ortonormales en H, yc1,ca, ...

acn
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son numeros reales, entonces

2
n

k
B | s, || | < (ogkin) 326 (2:2)
J= j=

Demostracion. Supongamos que n es de la forma n = 2¥ con v € Z. Definimos

Sj 201V1+02‘/§+-~-+Cj‘/}
¢aﬁ = Ca+1va+1 + CQ+QVQ+2 + -+ CBVB

donde o = pu2* y B8 = B(a) = u2k + 28 = (u+1)2¥ con p=0,1,...,2" %~ 1y
k=0,1,...,v. Hagamos la siguiente observacion sobre los indices a y (.

Si k = v, entonces p = 0 luego a; y 51 solo toman los valores 0 y 2” respec-
tivamente.

Si k=v —1, entonces = 0,1 por lo que ap € {0,271} y B € {2V 71,271,

Si k= v — 2, entonces p = 0,1,2,3 luego a3 € {0,2v72,2.2v"23.2v 2} y
B3 € {2v72,2.2v"2 3.2v"2 4. 2v=2 = oV},

Es decir, en el paso 1 tenemos al invervalo [0,2”] C N siendo a; y 31 sus
extremos. En el paso 2 tenemos el mismo intervalo ahora divido por la mitad
generando los subintervalos [0,2“‘1} y [2”_1,2”], aqui a, P2 pueden tomar
los valores extremos de uno u otro intervalo. Para el paso 3 habremos dividi-
do el intervalo [0,2"] en cuatro partes iguales: [O, 1. 2”’2], [1 S2vT2 2. 2”*2],
[2 -2v=2.3. 2”*2] y [3 SvT2 2”]. En este caso ag y B3 toman por valores los
extremos de alguno de estos intervalos.

Continuando este proceso, cuando k = 0 habremos divido el intervalo [0, 2"] en
2 partes cada una de longitud 1.

De este modo S; puede verse como la suma de algunas ¢,g, asi
Sj = Zdjaiﬁi (23)

y donde los indices a;3; pueden elegirse de forma tal que 81 — a; > B2 — ag >
ﬁg —Qa3 > ...

Notemos que el nimero de sumandos en ([2.3]) es a lo mas v+ 1. Ahora bien,
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)

dado j € N se cumple que:

2 < <;¢>ma_,»||>2 < (;1"’> (;wmﬁi
1) (Z 6, 2) (v+1) ann

Lo cudl implica que

15511* —’

2 2
i (15512 < v+ 1) Y [dasll®,

donde los indices oy 8 = () corren sobre todos sus posibles valores. Entonces,

B | mix 5,2 <B |0+ ) X l6osl?| < 0+ DT E[losl?] 20
a,p a,pB

y donde

E [H(/bab’llz] = [<¢ab’ ¢a6>]
Ca+1va+1 + -+ gV, cag1Vat1 + -+ V)]

GIVIP+)ei- e (Vi, V)

i= o<+1 i#£]
B
= > GE[IVIP] + D e E[V:, V)]
i=a+1 i#£j
B
= Z c? (pues la sucesién es ortonormal).
1=a+1

Pero los valores que toman « y 8 dependen de los valores que toma u, y ésta a
su vez depende k, por lo que tenemos que

B
ZE[H¢O¢,6’||2] :Z Z c? :Z [ci+1+ci+2+...+c%}
a,f

a,f i=a+l a,B
v 2v7k_1
2
E #2k+1 + c,u2’”r2 + -+ Cpuok ok

Sobre esta ultima expresion observemos que cuando p = 0 obtenemos los pri-

meros 2¥ sumandos, es decir, A+ + cgk. Si ahora pu = 1, obtenemos
. . k 2 2 2 . .

los siguientes 2 sumandos, Cohpq tConyg+ + Cor gk Similarmente, cuando
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_ P k 2 2 2
p = 2 obtenemos los siguientes 2% sumandos, ¢; ok | + 5ok g+ F CGgr ok

Y asi sucesivamente, cuando pu = 2¥~* — 1, obtenemos los tltimos 2* términos,
2

2 - 2
Cou_okyq + Cou gk 4o + + Cou_ok 4ok POT tanto
v 2vTF1 voo2v
Z Z 2 2 2 _ ZZ 2
CN2k+1 + CM2k+2 + Tt + CM2k+2k — Cj
k=0 p=0 k=0 j=1

ov
=w+1) Zc?
j=1

Retomando la desigualdad

B | mix IS)1°] <B |0+ I60sl?| < 0+ ) B (1605l

a.p o,
B
=w+1)) Y d=w+)Y [ttt
a,f i=a+1 a,B
v 2v7F 1
=(r+1) Z Z CZQ’CJA + Cizkﬁ +ot Cizuzk
k=0 pu=0
2Y n
=W+ 1)2 Zcz = logg(Qn) Zc?
j=1 j=1

Donde la tltima igualdad se da pues v + 1 = log, 2" =1log, 2 - 2% =log, 2 - n.
Por lo tanto, si n = 2¥ se tiene que

‘ 2 2 2
B | mix 15)1%] < (log3 20) > (25
J:
En general, cuando 2¥ < n < 2T elegimos Cntl = Cpyo = - =covq1 =0, de

modo que S; = S, para todo j > n, y por tanto

or+1

. 2l — ‘ 2 < 20  ov+l 2
= | i 1)) =B |, w1512 < ogh2 2 3
2
ovtl n
< (log3 4 - 2") Z c? < (log3 4 - n) Z c?.
j=1 j=1

2.2.1. Ley delos grandes nimeros de Rademacher-Mensov

A continuacién generalizamos un resultado de Rademacher-Mensov, la prue-
ba es consecuencia de la desigualdad del lema [2.2.1
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Proposicién 2.2.2 (Rademacher-Mensov). Sea (V,), una sucesion de elemen-
tos aleatorios ortonormales en H y sea (cn)n una sucesion de nimeros reales
para la cudl

oo
Zci logs k < oo.

k=1
Entonces la serie
o0
g ek Vi
k=1
converge casi sequramente en H.
o0
Demostracion. Definamos 9,, = E cx Vi, v para cada m > n consideremos
k=n
m
Vnym = E ¢, Vi su m-ésima suma parcial. Entonces,
k=n

E [Hﬁn,m”ﬂ =K [<19n,m»19n m

O Vi, Y Vi)
k=n k=n

=E[{chVa+ -+ cmVim,enVa + - + e Vin)]

=E | > GV, Vi) + Y exer(Vie, Vi)
k=n k£l
=" & E[(Vi, Vi)] ch [IVl?]
k=n

-y a.
k=n

Asi que al tomar el limite cuando m — co obtenemos que

oo

E[[9.]%] = > ek

k=n

o0
Denotemos por A = Z cl logg k. Como ocurre que
k=1

o) o) o)
(log2 n) Zci = Zci log2n < Zci log2 k < A,

k=n k=n k=n

entonces para cada n > 1
A

logan

E [[[9.]17] <



2.2. SUCESIONES DE ELEMENTOS ALEATORIOS ORTOGONALES 71

y por lo tanto

oo

iﬂ‘i [192n17] Z

— g2 2n

e}
A
Zﬁ<0®
n=1

oo

Del teorema |C.0.2[de Beppo-Levi tenemos que la serie Z ||92n | converge c.s.,

n=1

lo cudl implica que ||92n]|?> = 0 c.s. y por tanto también ||[¥gn
n — oo.

Definiendo la siguiente sucesiéon de numeros reales

— 0 c.s. cuando

P sijg > 2"
J 0 sij <2n’

y aplicando la desigualdad Rademacher-Mensov (lema [2.2.1]) obtenemos que

2 2
k k
E max g c;V; =E max E c;V]
an<k<2ntl || 1<k<2n+1-1 ||4
= j=2n - = Jj=1
2n+1
< (logz4- (2! — E
2n+1
= (log5(2"*? — § ¢
Jj=2n
on+1_ on+l_q
< (logj 2*™) g c = 16n? g c
j=2n j=2m
2'n+l_1 2n+1_1
_ 2 9n 2 2 2 on
=16 -log; 2 E c; =16 E cjlog; 2
j:271, j:271.
ontl_q
2 .
<16 E c? logs j.
j=2n
Lo anterior implica que
2
oo k oo 2ntl_q
g E max E c;V; <16 E E c? loggj
2n<k<2n+l : k
n=1 - j=2n n=1 j=27

< 1620%10g3k<oo
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y nuevamente, usando el teorema de Beppo-Levi, obtenemos que

k
max g ¢;jVjll =0 c.s. cuando n — oo
an<k<antl || £
j=

Asi que por lo anterior, dado k € N tal que 2" < k < 2"+, ocurre que

k
196l < 196 = Donll + |02l < | max 22: Vil + [92n] =0 ces.
j=a2n
Lo cudl concluye la prueba de la proposicion [2.2.2 ]

Para probar la extensién de la Ley de los Grandes Ntumeros de Rademacher-
Mensov necesitaremos ademas del 1til lema de Kronecker, el cual enunciamos
y probamos a continuaciéon. Cabe mencionar que la misma prueba para el caso
clasico funciona para cualquier espacio normado. Asi que la enunciamos de esa
manera y no solo para espacios de Hilbert.

Lema 2.2.3 (Sumacién por partes). Sea (X, | - ||) un espacio normado. Sean
(x5); de nimeros reales y (yx)r una sucesion en X. Para cada entero no negativo
definimos X, = 30" i y Yy = > 1 yi, donde Xo =z y Yo = yo. Entonces,

XY, = i Xiyi + i ;Y 1.
i=0 i=1

Demostracion. Observemos que para cada n > 1, z, = X,, — X,,_1 y anéloga-
mente y, = Y, — Y,,_1. Entonces,

XnYn - XOYO =

v

o
Il
-

(X3Y: — XiYi)

Il

s
Il
-

(XY, - XY, 1+ XY — X, 1Y)

n

Xi(Yi = Yio1) + ) _(Xi = Xi1)Yia

=1

Xy + Y aiYioa.
i=1

I

&
Il
-

Il
INNGE

K2

Ello implica que

XnY, = ZXiyi + Z%Yiq + XoYp = ZXiyi + Z%‘YFL
i=1 i=1 i=0 i=1
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Lema 2.2.4 (Kronecker). Sea (V,,), una sucesion arbitraria en X, y sea (by)n

una sucesion de numeros reales de términos no megativos creciente a infinito,
oo

. . Vi
es decir, 0 < by < by < ... T oo. Supongamos que la serie Z b—k converge,
k=1
entonces

n

1
Iim — Vk =0.
n—o0 by,
k=1

Demostracion. Usando sumacion por partes, donde X; = b; y y; = % para cada
1> 1,y sii=0 definimos Xg=x¢9 =5by =0y yo = 0. Entonces,

b = Db+ DX~ X )¥ia
i=0 ¢ i=1

= Z Vi+ Z(bi —bi—1)Yi1
=1 i=1

n n—1
=) Vi+
i=1

(bit1 — b;)Yi,
0

1=

es decir

n—1 n

bnYn - Z(bi-i-l - bz)ifz = Z Vz

i=1 i=1

Ahora bien, denotemos por Y = lim,, 0 Yy, = lmy o0 Y iy Ve (el cudl existe

b;
por hipétesis), entonces,

=
I

<
|

1 n
b 2

I
—
.
Il
-

Sea € > 0, como Y,, — Y existe N > 0 tal que para todo n > N se tiene que
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IV, =Y < g Sea ademés M = <m<ax |lY —Y;||. Entonces, sin > N,
<G<N

n N-1 n—1
1 1
EZ <Y, =Y JFTL <Z |biv1 — bl |[Y = Yil| + Z |biv1 —bil[[Y — Y||>
=1 i=N
1 N—-1 n—1 c
<Y, =Y+ E <Z(bi+1 — b)) M + Z(bi-'rl - bi)2>
=0 i=N
1 €
< IV, = Yl oMby =) + (b = )5
b
— Y, — Y||+—M+(1——N)§.
by, "2

n

1
OIAL

=1

Haciendo tender n a infinito obtenemos que < g, lo cudl implica

que el limite es cero.

Teorema 2.2.5 (Rademacher-Mensov). Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble. Si (Vn)n es una sucesion de elementos aleatorios ortogonales en H con
Var(V,,) < oo para cada n, y tales que

oo
Z loan < o0

3
—

entonces

casi sequramente.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada n,
E[V,] = 0, y en particular Var(V,) = E [||V,,||*]. Debido al lema de Kronecker,
es suficiente probar que la serie

(oo}
>
— n
converge casi seguramente. Con esta finalidad, para cada n definimos

Vi

o= E[IVa]2)2
0 si Var(V,) =0.

si Var(V,,) #0
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Entonces ((,,). es una sucesion de elementos aleatorios ortonormales. En efecto,

v v,
E i85/ = 1o T
16,5 <(IE[|IW2]>2 <E[|vj||21>z>
- = E[(V V)]
E(VIEDE - & [V, ]P])3
E [V’ S i
= (®0vI?)
0 si Q]

B 1 si i=j
0 si i #j.
1
Asf, tomando la sucesién de niimeros reales ¢, = —(E [||V;,]?] )2 obtenemos que
n

Var(V,
Zc 10g2n—z ar(2 >log2n<oo

n=1

oo

Aplicando la proposicion [2.2.2| tenemos que la serie Z cn(n converge casi se-

n=1
guramente. Es decir,
S = (E[[IVal?])? S 7
chn: - _n
D= L B 2

converge casi seguramente en H, lo cudl prueba el resultado.
|

Comentario. No hay conflicto suponer que la sucesién (V,,),, esté forma-
da por elementos de esperanza nula, pues de no ser asi podemos «centrarlas»
al sustraerles su esperanza, es decir, aplicariamos el mismo razonamiento a la
sucecién de elementos aleatorios (V,),, donde V,, = V,, — E[V,,], que claramente
satisface E[V,)] = 0 y Var(V,)) = Var(V;,) < oo para cada n.

Y no solamente eso, en tal caso, si asumimos que la sucesion es de elementos
no correlacionados, entonces seria ortogonales. De modo que el teorema [2.2.5
sigue siendo vélido si sustituimos la hipétesis de ortogonalidad por la de no
correlacién. Es decir:

Teorema 2.2.6. Sea H un espacio de Hilbert separable. Si (Vy,)n es una suce-
sion de elementos aleatorios no correlacionados en H con Var(V,) < oo para
cada n, y tales que

o0
Z log2n<oo

entonces la sucesion (Vy,)n satzsface la ley fuerte de los grandes numeros.
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2.3. Swucesiones de elementos aleatorios indepen-
dientes

Hasta ahora hemos dejado de lado el concepto de independencia para enfo-
carnos en estudiar los conceptos de no correlacién y de ortogonalidad de elemen-
tos aleatorios. Primero porque la estructura de espacio con producto interior lo
permite, y segundo porque son condiciones mas sencillas de verificar que la de
independencia. Esto queda plasmado en el siguiente resultado.

Lema 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert separable. SiV y Z son elementos
aleatorios independientes en H, con E[|V|?] < oo y E[||Z||?] < oo, entonces V
y Z son elementos aleatorios no correlacionados.

Demostracion. Hemos visto que E[||V %], E[|| Z||?] < oo, implica que E[V] y E[Z]
existen en H. Sin pérdida de generalidad supongamos que E[V] = 0 = E[Z],
de lo contrario consideramos los elementos aleatorios «centrados» V — E[V] y
7 — E[Z] cuya esperanza es 0 (el vector cero).

Como H es separable, el teorema nos garantiza que H tiene una base
ortogonal, digamos {b,, : n > 1}. Ahora, dados =,y € H sabemos que

<:L’, y> = Z<xa bn><yv bn)‘
n=1
En particular, obtenemos que
(V.Z) =Y (V.bu)(Z,ba) = lim > (V.ba){Z,bn)
n=1 n=1

Notemos que para cada k € N tenemos que

k

D (Viba)(Z,ba)| <

n=1

Nl=

)

k
2. Iz

v, bn>|2> (Z (2, bn>|2>
n=1

<(IVIPEIZIPz = [VIIZI,

N|=

donde la segunda y iltima desigualdad estan justificadas por las desigualdades
de Holder y Bessel respectivamente. Asf, si Sp = S2F_ (V,b,)(Z,b,) es la k-

n=1
ésima suma parcial de S = > | (V,b,)(Z,b,), entonces (Si)j es una sucesion

de funciones tales que
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I. Sk: Q — R converge puntualmente a S: Q — R,

II. Sk estd dominada por la funcién |V|||Z|| que es integrable (pues por la
1
desigualdad de Holder E[| V]| [|1Z]]) < (E[IVIP])* (E[IZ]P])* < oo).

y por lo tanto, el teorema de Convergencia Dominada nos garantiza que

E(V,Z)] =F | > (V.bn)(Z,by) dim Y (V. ba)(Z,bn)
n=1 n=1
= lim E f:w,bn)(Z,bn) _W}%OZJE [(V, b )(Z,D,)] .
n=1

En particular notemos que para cada n € N, y h € H la funcién f;, (h) =
(h,bn): H — R es lineal y continua (f,, € H*), por ello también es medible. Por
hipétesis V, Z son elementos aleatorios independientes, asi, en virtud del lema
obtenemos que (V,b,), (Z,b,) son variables aleatorias independientes, y
por tanto

E[(V:bn)(Z,bn)] = E[(V,bu)] E[(Z, )] -

En consecuencia,

lim D B[V, bu)(Z,bn)] = lim > E[(V,b)E[(Z,b,)]
= lim_ Z E[fo, V)IE [f5,(2)]
:W}gnotob V) fe. (E[Z])

= lim_ Z<E V], b ){(E [Z] , bn)

= lim_ Z:l<0,bn><0,bn>

~ lm 0=0=(0,0) = (E[V],E(Z]).
Por lo tanto E [(V, Z)] = (E[V],E[Z]), es decir, V' y Z son no correlacionados.
|

2.3.1. Ley de los grandes niimeros de Kolmogorov

Proposicién 2.3.2 (Desigualdad de Kolmogorov). Sea H un espacio de Hilbert
separable. Si Vi,Vo,...,V, son elementos aleatorios independientes en H con
varianza finita y € es cualquier numero positivo, entonces

> < —
lr<nka§n Z V; € Z Var(V, (2.6)
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Demostracion. Sea ¢ > 0. Supongamos que E[V;] = 0, si denotamos por S a

la k-ésima suma parcial de los elementos aleatorios Vj, Sy = Z?:l V;, entonces
también E [S;] = 0. Definamos los siguientes subconjuntos de §2,

A= {w : méax ||Sk|l > 5}
1<k<n

A ={w |Gl <& 192l <&, [1Sk-1ll <& [[Skll > €}

n
Afirmamos que A = U Ag.
k=1
En efecto, si w € (J;_; Ak, entonces w € A, para alguna m € {1,2,...,n},
en particular ||Sy,|| > € pero 1r<nkéé( ISkl > |Sm|| ¥ por lo tanto w € A.
SRS

Por otra parte, si w € A, entonces mkzix |Sk]| > e, de modo que el conjunto
1<k<n

n
{7+ 11S;l| = e} # 0. Sea kg = min{j : ||S;|| > e}, entonces w € Ay, C U Ap.
k=1
Maés adn, el conjunto A es una unién ajena de los Ag. En efecto, tomando
r # s indices podemos suponer sin perder generalidad que r < s. Si ocurriera
que A, N A, # 0 es porque existe w € A, N A,. Luego, como w € A, tenemos

P

que H =1 V;l| < € para cada 1 < p < s en particular lo anterior es valido para

p =7, pero como también w € A,, Z;Zl V; H > ¢ lo cudl es una contradicion.

Asi que:
E[I1Sull® - Ta] =E [I1Sall® - TIgp_, a) =E | [1Sall® ZM]
k=1

= ZE “|Sn”2 ’ HAk] = Z]E [”Sk + Sn — Sk”2 'HAk]
k=1 k=

=Y E[(Sk+ S — Sk, St + Sn — Sk) - 1a,]
k=1

[

n

= > E[(ISh = Skll? + 1Skl + 2(Sk, Sn = Si)) - 1a,]
k=1

=D (E 150 = Sell® - La] +E ISkl - La,] + 2E [(Sk, Su — Sk) - La,])
k=1

Notemos que E [<Sk, Sy — Sk> . HAk] =E [<Sk T, Sn— Sk>], donde Silla, vy
Sy, — Sk, resultan ser elementos aleatorios independientes, y como H es separable
podemos aplicar el lema de donde obtenemos que son Spla, v S, — Sk
elementos aleatorios no correlacionados, es decir,

E[(Sk-1a,,Sn — Sk)] = (E[Sk -1a,],E[Sn, — Sk]) = 0.



2.3. SUCESIONES DE ELEMENTOS ALEATORIOS INDEPENDIENTES 79

Y por lo tanto,

va = Var(S,) = E [|Sa]?] = E [[|Sn]|? - 1]
- Z (B [1Sn — Skll? - Ta,] +E[I1Sk]1? - 1a,])
>ZE IEN >Zs Ella] =) E[l4,]

= 62 ZP[A;C] = 62]P) U Ak
k=1 k=1

Para el caso general, cuando la esperanza de V; es distinta de cero, definimos la
sucesién de elementos aleatorios n; = V; —E [V}]. Ellos cumplen tener esperanza
nula y varianza finita, por lo que aplicando el resultado anterior obtenemos que
dado € > 0,

=e?P[4].

P max ISk — E [Sk]||>s]: MAx an >e S?ZVM”J

1<k< 1<k<n ||4
=

1 n
=2 ZVar(Vj E[V;]) == ZVar
j=1

Teorema 2.3.3 (Kolmogorov). Sea H un espacio de Hilbert separable. Si (Vy)n
es una sucesion de elementos aleatorios independientes en H tal que

i Var(V,) <o

2

n=1 n
entonces
1 n
‘nZ(Vk —E[Vi]) c.s.
k=1
Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que E[V;] = 0 para

cada n € N (de lo contrario consideramos a la sucesién de e.a. dados como
U, =V, —E[V,]). Para cada n € N sea S,, = 22:1 Vi y, para cada ¢ > 0,

definimos
A, = {w : ’

Por el lema m para probar el resultado basta probar que P(A.) = 0 para
cada € > 0. Para ello definimos

_ Sk(w)
B, . = {w B

Sn(w)

> ¢ para una infinidad de n} .

> ¢ para alguna k € N tal que 2" ! < k < 2"} .
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Entonces se tiene que
A; ={w : w € By, . para una infinidad de n}

y debido al lema [1.1.10|de Borel-Cantelli, para probar que P(A.) = 0 para cada

€ > 0, basta probar que la serie Z P(B,,.c) converge para cada £ > 0, pero esto
n=1
es consecuencia de la desigualdad de Kolmogorov. En efecto,

P(Bpe) =P H Sk(w) H > ¢ para alguna k € N tal que 2" ! < k < 2”]

k
S
—P| méx ’“(“’)H >5} :IP[ mix  |[Sp(w)] > ks]
| 2n—l<k<2n k on—lgfg<on

<P méx  ||Sk(w)| > 2" e
| 2n—l<k<2n

[ —

[ 1
< nmle ) < E
<P ér]lczgn ISk (w)]| > 2 } e 2 1Var (Vi)

on

4
= Zogon Z Var(Vy)
k=1

y por lo tanto,

> 131 & 4071
;P(Bn,a) ) nz::l 92n ;Vﬂr(vk) =2 [22{Var(V1) + Var(Va)} +

{Var( 1) + Var(Vy) + Var(V3) + Var(Vy)}

+2—6{Var(V1) + Var(V2) + Var(V3) 4+ Var(Vy) + Var(Vs) + Var(Vg)} + .. ._

4 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 )
“rV&I“(Vg) +26+278+ -I—Var(VZL) ?-‘r%‘f'?—f—... + ...
> 1
E ar Vk E 22n'

k=1 {neN:k<27}

Dado k € N, {n € N: k < 2"} # ). Asf, sea ng = min{n € N : k < 2"},
Entonces,

[ee] (oo}

1 1 1\" 4 4
> wme-Ywm-2 (i) —rm e

{neN:k<27} n=ng n=ng
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y por lo tanto:

4 16 = Var(V},)
— s < Q0

o0 4 o0
;P(Bn,s) < 2 ;Var(vk)@ =32 2
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Capitulo 3

Leyes de los grandes
nimeros en espacios
normados

En el capitulo 2 vimos que pudimos extender de manera casi directa, y si-
guiendo casi los mismos métodos de prueba, varias leyes de grandes ntimeros
como por ejemplo la de Kolmogorov (teorema . En definitiva tener una
operacién de producto interior definido en el espacio fue fundamental para ta-
les extensiones, tan solo recordemos el lema [2.3.1| que permitié establecer una
relacién entre un concepto fundamental como lo es el de independencia con el
de no-correlacion.

Esto contrasta con el caso general ya que ninguna de las leyes de los grandes
numeros que presentamos en el capitulo anterior (digase teorema
o se extienden de forma directa a espacios de Banach separables.
Para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos X = {1 = {(2,), € R™ : Y7 | |2,| < oo} do-
tado de la norma ||(zp)nlle, = > orey @0l

Denotemos por 6" al elemento de ¢; que toma el valor 1 en la m-ésima
coordenada y 0 en el resto, es decir,

en = (0,...,0, \1/ ,0,...).
n-esimo

Tomemos (A,), una sucesién de variables aleatorias independientes tales que
P(4, = 1) = % (una sucesién de Rademacher) y definamos V,, = A,e, =
(0,...,4,,0,...) = (Vo1)k- Entonces V,, es un elemento aleatorio en ¢; (por la
proposicién 7 y no solo eso, (V,,), es una sucesién de elementos aleatorios
independientes.

Para corroborar esto iltimo basta ver que (f(A,ex))n forma una sucesiéon de
variables aleatorias independientes para cada f € (¢1)*. Pero como (£1)* = loo,

83
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entonces dado (fp)n = f € (£1),

FV) =" fiVak = fnAn
=1

luego (f(Vi))n = (fnAn)n es una sucesion de variables aleatorias independientes
para cada f € (¢1)*.

Observemos que ||[Va|le, = [|(0,...,0,£1,0,...)|l;, = 1 < oo (primer mo-
mento finito) y ya que E [A,] = 0, entonces E [V,,] = 0 para cada n. Sin embar-
£0,

1 n
w2V

n
1
— E Apey,
n
k=1 A

1 n
— E |Ak| =1
n

k=1

para cada n. Por lo tanto,

1
- H(Al,Ag,...,An,O,...)
n

A &

1 n
=Y Vo 0=E[V,]
nk:l

(ledse: no converge a 0 cuando n — o) en ningtin modo de convergencia.

El ejemplo [3.0.1] sugiere que, o bien imponemos més condiciones sobre los
elementos aleatorios, o bien encontrarmos condiciones sobre el espacio que nos
permitan concluir teoremas limites similares a los ya antes mencionados. Ense-
guida abordamos la primera de estas cuestiones, la segunda sera tratada en la
seccién 3.3.

3.1. Ley de los grandes niimeros de Mourier

En esta seccién estudiamos la extension de la ley fuerte de los grandes ntime-
ros para elementos aleatorios independientes e idénticamente distribuidos a es-
pacios de Banach. Este resultado fue establecido por la matematica francesa
Edith Mourier en su tesis doctoral en 1953 [24]. No solo eso, a E. Mourier tam-
bién se le atribuye el inicio de la teoria de Probabilidad en espacios de Banach
(véase [A]). A continuacién presentamos el enunciado y prueba de tal resultado.

Teorema 3.1.1 (Mourier [24]). Sea X un espacio de Banach separable y sea
(Vi)n una sucesion de elementos aleatorios independientes e idénticamente dis-
tribuidos en X para los cuales E[||V1]|] < oo, entonces

1 n
=S Vi —E[W][| =0
nk:l

cast sequramente.
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Demostracion. Notemos que como (V},),, es una sucesién de elementos aleatorios
idénticamente distribuidos, E [V,,] = E[V;] para cadan > 1 y como por hipdtesis
E[|V1]]] < oo ¥ X separable y completo, entonces E [V]] existe.

Primero supongamos que para cada n, V,,: £ — X es un e.a. discreto que
toma valores {x; : ¢ > 1} con z; € X para cada i > 1. Dado ¢ € N definimos

t
i=1

Observemos que (H{Vk:wi})iil define una sucesién de variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas (pues (V,,)n ya lo es). Més atn, la
sucesion de variables aleatorias (H{Vk:mi}) % satisface que para cada k € N,

E [H{szml}] = P[{Vk = .731}] < o0

y por lo tanto la sucesién (H{szxi})k obedece la ley fuerte de los grandes niime-
roﬂ esto es,

1
E Z H{szli} C_S> P [{‘/1 = xl}]
k=1

cuando n — co. Ademas,
t

t
E[V!]=E lz xiﬂ{vk_mi}] = ZE [y, =00y
=1

i=1
t t
= inE [H{Vk:Ii}] = Zl‘ip ({Vk = Z‘Z})
i=1 i=1

— innm({vl =;}) =E[V{]

donde la tercera igualdad se da por la parte d) del teorema tomando el

LSean Vi, Vo, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media
. Entonces

cuando n — oo.
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elemento aleatorio W: 2 — X constante; W(w) = ;. Por lo que, para cada t,

0< i;(v,f—la[v,ﬂ)Hz ié(v,f—xa[vf])H

n t t
1
k=1 \:=1 i=1
n t

k=1i=1

= Zf;(ZHm ey m-w)”

k=1

%Z (Ivi=aiy —PHVI =:}])| 30

0 (3.1)

ln t t
an E[V{]

cuando n — oco. Ahora, para cada ¢ definimos la sucesién (R})3 ; donde

t
Ry =Vi = Vi =Vi— > al—,-

i=1

Entonces (||RL||)x también define a una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas tales que

E[|RI] = D llaill - P({Vi =2:}) <E[|Vi] < o0

i=t+1

Asf que para cada t € N, (||RL||)r es una sucesién de variables aleatorias que
obedece la ley fuerte de los grandes ntmeros, es decir,

fZ [RL] =% E ]| (3.2)

cuando n — co. Notemos ademds que, dado w € €2,

Jim [ Ry (w)|| = lim [[Vi(w) = V()]
t
= fm = 2wz (@) (3.3)
=1

t
Vi(w) — tlilgo Z xiH{Vlz’M} (w)
=1
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puesto que el segundo sumando dentro de las «barras» corre sobre todos los
posibles valores de V;. Asf que ||RY|| — 0 (puntualmente) cuando ¢ — co. Y no
solamente eso,

B (@)]| =

t
Viw) =Y wiliyi—ay (@)
= (3.4)
_ 0 si Vi(w)=z;conl<j<t
"IVl st Viw) = con j > t.

Por lo tanto || R%|| < ||Vi| para cada t. Como por hipétesis ||V es integrable,
el teorema de convergencia dominada garantiza que

tim B [|[R4]] = B [ im 12| =0

t—o0

Sea € > 0, entonces existe Ny € N tal que E[|RL||] < Z si t > Ng. Ahora, por

(13.1) v (3.2), para cada entero ¢ existen N; y M; conjuntos nulos para los cuales
las convergencias antes citadas no se dan. Sea S = Ufil N; U My, nuevamente

por (3.1) y (3.2), dado w ¢ S, existe N = N(e,w) tal que para cada n > N

<

S W)~ E [V ()]
k=1

€
13
y también

< £
4

LS A | - B [I# @)
k=1

lo cudl implica que
LS~ Rt ¢ e ¢
H; IRk <E[|R@)]] +5 < 5

siempre que t > Ny. Luego, por la linealidad y contractividad de la integral de

Pettis (ver teorema incisos (a) y (f)),

|E (V] - EM] = B [vi - vl <E[|Vi - vill] = ElIRIN < 2.
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Entonces, para cadaw ¢ S, t > Ny y n > N se tiene que

LS i) - L3 (W) ~E[W])
k=1

+ %Z(Vk(w)—vk( )) +E[V{] —E[Vi]

k=1
1., 1<
k=1 k=1
+[[E V] - E W]
<E+§+§:5
4 2 2 ’

Esto prueba el teorema Mourier para el primer caso cuando los elementos alea-
torios son discretos. Enseguida haremos el caso general: por el lema[[.1.4] dado
m € N existe Tp,: X — X funcién Borel medible que toma a lo mas una can-

1
tidad numerable de valores y tal que ||Tp,(x) — z|| < — para cada x € X.
m

ln

- %Z( T (Vi) = B [T (Vi)]) + B [Tn(V2)] ~ E[Vi
k=1

Entonces,

1 n
ﬁ;Vk—E Vi

n

Z T (V1)]

n

I /\

Observemos que el primer sumando del lado derecho de la desigualdad anterior
satisface que

Z WVie — T (V)| +
=

+ [E [T (V)] — E[WA]]].

*ZHVk— Vi)l < = Z* —— %,

mientras que el tercero cumple que
1
B [T (V)] = EVA]] = [|E [T (V1) = VAl < BT (V1) = V2] < —.
Para el segundo sumando: como T,,: X — X es medible, aplicando el lema

obtenemos que (7,(Vi)),; es una sucesién de elementos aleatorios inde-
pendientes e idénticamente distribuidos en X. Ademds T,, (V) es discreta para
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cada k > 1 y son tales que

E [T (V)] = E [T (Vi) ~ Vi + V]
< E [T (V) ~ Vall + E[IV3 ]
< +E[IVAl] < .

Asi que aplicando el primer caso de la prueba obtenemos que

1 C.s8.
— =0
n

ST (Vi) — E [T (V)
k=1

cuando n — oo, y esto ocurre para cada m € N. Y por lo tanto existe N, €
F conjunto nulo tal que la convergencia anterior no se sigue en él. Sea S =

Ui N, asi P(S) =0 y si w ¢ S para n suficientemente grande se sigue que

1< 2 1< 3
ﬁZVk*E[Vk] <+ EZTm(Vk)*]E[Tm(Vl)] <
k=1 k=1
Esto completa la prueba del teorema (3.1.1 |

Comentario. Como cada espacio normado es isométricamente isomorfo a
un subespacio denso de un espacio de Banach, el teorema puede ser ex-
tendido a cualquier espacio normado separable (no necesariamente completo) si
asumimos que E [V7] existe.

El ejemplo [3.0.1] también ilustra que la hipdtesis de «idéntica distribucién»
no puede ser sustituida por una hipdtesis de acotamiento en los momentos de
las variables aleatorias ||V, ||, como por ejemplo acotamiento de las varianzas.

3.2. Una ley débil de los grandes nimeros

En [35] R. L. Taylor mostré que una sucesién de elementos aleatorios idénti-
camente distribuidos en un espacio de Banach que tiene base de Schauder satis-
face la ley débil de los grandes numeros en la «topologia de la normas si y solo
si satisface la ley débil de los grandes nimeros en la «topologia débil». Esto es,

1 n

- Vi —E[W]|| =0 en probabilidad
" k=1

si y solo si
1 n
=3 f(Vi) —E[f(V))]| =0  en probabilidad,
n
k=1

para cada f € X*. Antes de probar este resultado primero mostraremos una
ligera modificacién del mismo. Mas precisamente, probaremos que la ley débil
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de los grandes niimeros se sigue en la topologia de la norma si y solo si la ley
débil de los grandes ntimeros se sigue en cada coordenada de la base. Para ello
vale la pena recordar algunas definiciones.

Definicién 3.2.1. Sea X un espacio de Banach. Una sucesién {b, : n > 1} en
X es base de Schauder para X si para cada x € X existe una dnica sucesion
de escalares {t,, : n > 1} tal que

n
x = nh—>néc ;tkbk. (3.5)

Diremos que una base de Schauder {b,} es monétona si la sucesién
de ntmeros escalares {[|>";_, txb| : n > 1} es mondtona creciente para cada
sucesién de escalares {t,}.

Sin entrar mucho en detalles, cuando un espacio de Banach tiene base de
Schauder {b,} podemos definir una sucesién {f;} en X*, fr: X — R, dada por
fr(x) =tg, donde x € X y

n
r = lim Ztkbk.
n—oo
k=1

Los funcionales lineales {f;} son llamados funcionales coordenados para
la base de Schauder {b,}. La linealidad de tales funcionales es consecuencia
directa de la unicidad de la representacién que tiene cada z € X (ver (3.5)).
Noétese que los funcionales coordenados dependen de la base y no necesariamente
son continuos (ver ejemplo . Sin embargo, si el espacio es completo, tales
funcionales resultan ser continuos (ver lema .

También podemos definir la siguiente sucesién de funciones lineales {P,}
donde

Po(z) =Y fr(z)bs
k=1

para cada = € X. Las funciones {P,} son llamadas proyecciones candénicas
(u operadores de sumas parciales) para la base de Schauder {b,}.

Lema 3.2.1.

a) Si X es un espacio normado con base mondtona, entonces ||P,| < 1 para
cada n, es decir, |P,(2)| < ||z|| para cada x € X y cada n.

b) Si X es un espacio de Banach con base de Schauder, entonces existe una
constante positiva, M > 0, tal que || P,|| < M para cadan, es decir, | Py (x)| <
M]||z|| para cada x € X y para cada n. Nos referiremos a tal constante como
constante de base.

La prueba de este lema puede ser consultada en [36] (ver pagina 15). Me-
diante este lema también se puede establecer la continuidad de los funcionales
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coordenados f,, pues si para cada n, | P,| < M, entonces

[fn@)[ball = ltnbnll = [ Pr(z) — Poa(2)]
< (1Pall + 1 Paa D] < 2M ],

2M
y por tanto || fn| < m, es decir, f, es continua para cada n € N.
n
Ejemplo 3.2.1. Los espacios ¢, ¢, y ¢ := R* tienen por base de Schauder a
{en} donde e, es la sucesién que toma el valor 1 en la n-ésima coordenada y 0
en el resto.

Ejemplo 3.2.2. Sea X el espacio de polinomios reales definidos en el intervalo
[0,1], ¥ consideremos la norma ||z|| = supy<;<; |z(t)|. El conjunto {b, = t™ :
n € N} forma una base de Schauder para X, y los funcionales coordenados estén
dado por
dra(t) 1

atk |,_o kU

Para cada n definimos ¢, (t) = (1 — t)". Notemos que ||g,|| < 1 para cada n y
ademss que |f1(gn)| = n. Entonces fi no es continua pues || g, — 0 cuando
n — 0O pero |f1 (%qn)| = 1 para cada n. El lema no aplica pues X no es
completo.

fr(z) =

Teorema 3.2.2 (Taylor [35]). Sea X un espacio de Banach con base de Schau-
der {b,}. Sea (Vi,)n una sucesidn de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en X tales que E[||V1|]] < oo. Para cada funcio-
nal coordenado f;, la ley débil de los grandes niumeros se sigue para las variables
aleatorias (f;(Vy))n sty solo si

—0

1 n
=3 Vi —E[W]
n
k=1
en probabilidad.

Demostracion. (<) La parte «si» es obvia pues convergencia en la topologia de
la norma implica convergencia en la topologia débil, esto es:

P“kz";lf(vwwm] >s—:] -P Tll;n:lf(Vk)f(E[Vﬂ) >e]
e (2 5wz -
L k=1
<e i ALY >s]
:P: %Z”:kaE[vl] >ij|]
=
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para cada € > 0 y para cada f € X*. En particular lo anterior ocurre para cada
funcional coordenado f;. Tomando el limite cuando n — oo obtenemos que para
cada i, (fi(Vn))n obedece la ley débil de los grandes nimeros.

(=) A continuacién probamos la parte «solo si». Como E[|V1]]] < o0, y X
es un espacio completo separable, E [V;] existe (ver el lema . Sin pérdida
de generalidad supongamos que E [V;] = 0, de lo contrario consideramos Z,, =
V., — E[V4]. Sea ¢ > 0, deseamos mostrar que

et

k=1

—0

en probabilidad, esto es, dado 6 > 0 existe un entero positivo N = N(e, ) tal
que
p [ 15y,
n

k=1
Dado t € N definimos @;: X — X dada por Q;(z) = z — P;(z), es claro que
Q: es lineal. Sea m > 0 la constante de la base {b,, } para la cual || P;|| < m para
cada t. Entonces,

>s]<6

para cadan > N.

1Q:(@)] = llz = Pe(@)[| < [le]l + 1P ()] < ]| (L + [[P]])

y por tanto ||Q:|| < 1+ || P;|| para cada t (ver apéndice A, igualdad para la
definicién de la norma de un operador lineal).
Ahora bien, dados n y t tenemos que

(Vie = Pe(Vie) + Pu(Vi))

S|
™

=~

1

S|
M= T

QuVi) + = 3" Pu(V).
k=1

SRS
>~
Il
-

Y observemos que

p[ <2k

1 n
> 2] <P [nzmt(m >3

k=1

1 n
- ;QM)

=

Il
ol
|
)
H —
S|
x>~
Il S
L
o
—
=
N

S|

2 S Rl =

k=1

b
Il
_

ZE (1]

donde la segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Markov
mientras que la peniltima igualdad se da por ser (Q:(Vi))r una sucesién de
elementos aleatorios idénticamente distribuidos. Y no solo eso, ya que {b,} es
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base de Schauder para X, dado V un elemento aleatorio en X, tenemos la

representacion
o
=> (V)
j=1
y por lo tanto
t
Jim Q)= Vi~ Jim PO =~ Jim 350405 =0
i=
De modo que lim;_, [|Q+(V1)|| = 0. Como ademds ||Q:(V1)]| < (1+m)||V1]| con

(m+1)||V1|| integrable, el teorema de convergencia dominada (de Lebesgue) nos
asegura que

Jim E[|Qu (V)] = E | lim [Q:(V3)]| =o0.
Por lo tanto, dado § > 0,
> = <
2

P [ L Z Qt(Vk)
"=

> 1 2| |E s fnon

2 n
=2 (|53 svin
Zfz < Vk)

1
fi (iz@ ol > ]
y obsérvese que

{ i ( Z%) ”bi”>;}C£J1{“ ( kzn:_lvk )bi||t>§}.

=1
Llamemos A y B respectivamente a los conjuntos anteriores y supongamos
que A g B, es decir, existe w € A tal que w ¢ B. Pero si w ¢ B, entonces
para toda ¢ € {1,2,...t}, |fz (n Z 1Vk )| bil] < 57 lo cudl 1mphca que
S, | fi (2320 View) | [lbs]] < Si_1 & = 5. Esto es una contradiccién pues
suponemos que w si pertenece a A. Luego,
2o ||]

e T

(3.7)

| >

para toda t > Ny para alguna Nj.
Por otra parte,

1 n
p[

n

k=1

> Pi(Vi)

> 2]
-4
]

S|

n

Z:: Vie)| >
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Pero por hipédtesis para cada ¢ € N, la sucesién (f;(Vi)), satisface la ley débil
de los grandes ndmeros (y E [f;(V1)] =: f; (E[V4]) = f(0) = 0), entonces

> 6]—>O

n

P [ % > (Vi)
k=1

cuando n — oo. Por lo que existe N = N(g, §) tal que

2t {]b4]]

1 < €
P{|l— P (V, —
nkz::l t(k)>2<

N >,

para cada n > N. Finalmente, usando (3.6]), (3.7) y (3.8) se sigue que

1 1 & ] 1 e
P[nZVk >e| <P EZQt(Vk) >Z|+P EZPt(Vk) >2]
k=1 LI k=1 _ k=1
o 90
4=
<2+2
para cada n > N(g,d). Por lo tanto
1 n
*ZVk —0
n
k=1
en probabilidad. ]

Como consecuencia de este teorema obtenemos el resultado mencionado al
inicio de la seccién:

Teorema 3.2.3 (Taylor [35]). Sea X un espacio de Banach con base de Schau-
der {b,}. Sea (V,)n una sucesion de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en X tales que E[||V4]|] < oo. Para cada f € X*,
la ley débil de los grandes numeros se sigue para la sucesion de variables alea-
torias (f(Vn))n sty solo si

— 0

1 n
75 Vi, — E V1]
n

k=1

en probabilidad.

Demostracion. <El regreso» es inmediato, nuevamente porque convergencia en
la topologia de la norma implica convergencia en la topologia débil, mientras
que «la ida» se hace como antes. Observe que el punto clave de esta tultima
implicacién fue separar la expresién n=! >°)'_, Vi como sigue

1 & 1 & 1 &
EZV’“:EZQt(Vk)JFEZPt(Vk)
k=1 k=1 k=1
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donde 2 37 | Q.(V}) estaba acotado (en probabilidad) debido al teorema de
convergencia dominada. Por otro lado, el sumando % > or—q Pr(Vi) fue controla-
do por la hipétesis de convergencia en probabilidad de = Y"1, f;(V},) donde f;
es un funcional coordenado para cada ¢ € N. El mismo argumento funciona en
este caso, pues ahora suponemos %ZZZI f (V) converge en probabilidad para
cada f € X*, en particular esto ocurre para cada funcional coordenado f; ya

que estos pertenecen a X *. |

Vale la pena senalar que, mientras que la ley débil de los grandes niimeros en
la topologia débil es suficiente para garantizar la ley débil de los grandes niimeros
en la topologia fuerte, no lo es para garantizar la ley fuerte de los grandes
numeros en la topologia de la norma. A. Beck y B. Warren en [6] construyeron
una sucesién de elementos aleatorios (V,,),, en el espacio de Banach separable
co tales que son

1. idénticamente distribuidas,
2. uniformemente acotadas, mds precisamente, ||V,,|| < 1 para cada n,

3. (f(Vi,))n satisface la ley débil de los grandes nimeros para cada f € X*
pero no satisface la ley fuerte de los grandes nimeros en la topologia de
la norma.

Por lo que con convergencia casi segura ni el teorema [3.2.2] ni el [3.2.3] son siem-
pre posibles.

Respecto a la ley fuerte de los grandes niimeros de Rademacher-Mensov (teo.
mencionamos que su extensioén a espacios de Banach no es posible debido
a la ausencia de una estructura multiplicativa en el espacio que permita definir el
concepto de ortogonalidad. Lo que se hace en este caso es recurrir al concepto de
ortogonalidad en el sentido débil, esto es, una sucesién de elementos aleatorios
(Vi)n es débilmente ortogonal, si y sélo si, para cada f € X*  y cada i # j,

ELf(Vi)f(V3)] = 0.

Bajo ciertas condiciones (mds restrictivas) se pueden obtener leyes de grandes
numeros para sucesiones de elementos aleatorios débilmente ortogonales, sin
embargo tales leyes distan de la versién dada en el teorema (al respecto
véase [0]).

3.3. Ley de los grandes nimeros de Pisier y Hoff-
mann-Jgrgensen

En esta tltima seccién nuestro propésito es estudiar un resultado que pro-
porciona una equivalencia entre una condiciéon sobre la geometria del espacio
llamada tipo p y una ley fuerte de los grandes ntimeros. Para ello necesitamos
introducir algunos resultados relativos a elementos aleatorios simétricos tales
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como las desigualdades de Lévy, las sucesiones de Rademacher y las sumas de
Rademacher, asi como las importantes desigualdades de Hoffmann-Jgrgensen
sobre la suma de elementos aleatorios independientes.

Como antes, y al menos que se especifique lo contrario, (X, || - ||) denotara
un espacio de Banach separable.

3.3.1. Antecedentes

La nocién de tipo (y cotipo) de un espacio de Banach aparece por primera vez
en el marco de la teoria de operadores p-sumantes desarrollada a principios de los
anos 60. El concepto fue explicitamente introducido por B. Maurey durante el
«Séminaire Maurey-Schwartz 1972/73» ([23, pag. 2], |21}, pag. 270]) y de forma
independiente por J. Hoffmann-Jergensen [2I, pag. 270]. Mds tarde, el grupo
encabezado por L. Schwartz, B. Maurey y G. Pisier, mostraria la importancia
de este concepto en la teoria de espacios de Banach y la teoria de operadores. En
los mismos anos, Hoffmann-Jgrgensen y Pisier [I7] mostraron la relacién entre
el tipo p y la ley de los grandes niimeros, sin embargo, la primera relacién entre
estos temas se remonta al origen de la Probabilidad en espacios de Banach.

En 1962, A. Beck [] introduce la nocién de B-convexidad como una forma
de caracterizar a aquellos espacios de Banach en los que es valida una cierta ley
de los grandes nimeros. Un trabajo posterior de G. Pisier [28] identificarfa a la
clase de los espacios B-convexos con la clase de los espacios que tienen tipo p
para alguna p > 1E|

En este texto no entraremos en detalles en lo que a B-convexidad se refiere,
en su lugar puede consultarse el articulo de A. Beck [4] as{ como el de D.
Giesy [13], también puede consultarse el capitulo 13 de [I0]. En la bibliografia
antes citada pueden encontrarse definiciones, ejemplos, propiedades, etc. de los
espacios B-convexos, en particular, en [4] teo. 1, pag. 330] se puede ver la prueba
del siguiente resultado:

Teorema (Beck [4]). Sea X es un espacio de Banach separable. Si X es B-
convexo y (Vy,), es una sucesion de elementos aleatorios independientes tales
que E[V,] = 0 y E[|V,|?] < M para cada n y donde M es una constante

positiva, entonces
n

S

k=1

—0

casi sequramente.

Adicionalmente en [4] Beck también muestra que la B-convexidad es una
condicion necesaria para obtener la ley fuerte de los grandes nimeros para e-
lementos aleatorios independientes con esperanza cero y varianza acotada. De
manera mds precisa, si X no es B-convexo, entonces existe una sucesién (V,,),
de elementos aleatorios independientes con E [V,,] = 0y Var(V,,) < M para cada
n tal que H% > orey Vk” no converge a cero de forma casi segura.

2Para una referencia histérica puede consultarse [23].
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En resumen, en un espacio de Banach se satisface la ley fuerte de grandes
numeros para elementos aleatorios independientes con esperanza cero y varian-
zas uniformemente acotadas si y solo si el espacio B-convexo (lo que sea que esto
signifique). Tomando en consideracién este resultado podemos preguntarnos si
cambiando la condicién «varianzas uniformemente acotadas» por alguna otra
condicién, como por ejemplo la «condicién de Kolmogorov»:

> Var(V,,)
> <
n=1 "

seguimos obteniendo una ley de grandes nimeros (es decir, una extensién del
teorema de Kolmogorov [2:3:3] para espacios de Banach separables del tipo B-
convexos). La respuesta es en general negativa como muestra el siguiente ejem-
plo:

Ejemplo 3.3.1. Sea p un real tal que 1 < p < 2, y consideremos el espa-
cio X = ¢, = {(@n)n € R® : 307 |x,|P < 00} con la norma [[(zn)nlle, =
(5 laal?)?

Como en el ejemplo e, denota al elemento de £, que toma el valor 1
en la n-ésima coordenada y cero en el resto. Sea g un real tal que 1 — % <g< %
Sea (A,), una sucesién de variables aleatorias independientes que toman los
valores £n? con probabilidad 3, P(4, = £n?) = 1,y definimos V,, = A,.e,,.

Entonces (V},),, es una sucesién de elementos aleatorios en ¢, independientes
tales que E [V,,] = 0 y Var(V,,) = n?? para cada n, y donde

oo o0 oo

Var(V,,) 2 1
> nZ :an :Zn2—2q<oo’
n=1 n=1 n=1

k=1 0 k=1 k=1

= 2pg+1 7

que tiende a infinito conforme n tiende a infinito, ya que 1 — ]l? < q implica que
pg+1—p>0. Aqui el simbolo |a] representa la parte entera de a € R.

3¢p, para 1 < p < 0o, es un espacio B-convexo. Véase [13], ejemplo (iii).
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La ley de los grandes nimeros de Pisier y Hoffmann-Jgrgensen usa una
condiciéon mas general que la B-convexidad: el tipo p, y cubre el caso cuan-
do imponemos una condicién menos restrictiva que la condicién de varianzas
uniformemente acotadas dada en teorema de Beck.

3.3.2. Elementos aleatorios simétricos

Definicion 3.3.1. Un elemento aleatorio V: 2 — X se llama simétrico si V'
y —V son idénticamente distribuidos. Y diremos que una sucesién de elementos
aleatorios es simétrica si sus elementos son simétricos.

Lema 3.3.1. Sean V. y W elementos aleatorios en X independientes y p-
integrables (en L,(; X)) para alguna 1 < p < co. StV es simétrico o bien
E[V] = 0, entonces

Ef[WP] <E[[V +W][}*].

Demostracion. Caso 1. Supongamos que V es simétrico. Como V' y W son
independientes, entonces —V +W y V 4+ W son idénticamente distribuidos. Por
lo tanto

E (W77 = 5 E[2w]7)?
= SE[ (VW) + (W~ V) P>
<5 (EOV+ W) + @[ - vie)»)

E[V +WIP])7 .

Caso 2. Supongamos que E [V] = 0, entonces por la independencia entre V' y
W

[V + W|] = / / v + wl|[P dPy dPyy
X JX

z/H/@w)di% " P
:/”/vde—i—w/ldPV

- / IE[V] + wll? dBw

p
dPw

~ [l aew =B,

La segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Hélder para los es-
pacios L,(£2; X). En otras palabras, probamos que bajo las hipétesis de simetria
o de esperanza nula en V,

1
S 12Wllp < [V + Wl
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Otra forma equivalente de dar la definicién|3.3.1]es como sigue: V' es simétrica
si tiene la misma distribucién que eV, donde ¢ es una variable aleatoria Radema-
cher independiente de V. En efecto, supongamos que € es una variable aleatoria
Rademacher independiente de V, y sea B € B(X), si P(V € B) =P(-V € B)
entonces

PV eB)=P(VeBe=+1)+P(V € B,e =-1)
=P(VeB,e=+1)+P(-V € B,e=-1)

1 1
:[P’(VGB)§+IP’(—V€B)§ =P(V € B).
Por otro lado, si suponemos que P.y = Py,

P(V € B) =P (eV € B)
=PV eBle=+1)P(e=+1)+P(eV e Ble=-1)P(e = -1)
1

1
:IP’(VGB)§+]P’(—VGB)§,

por lo tanto P(V € B) = P(—V € B) para cada B € B(X).

Esta simple observacién da paso a la técnica llamada aleatorizacidn (o tam-
bién simetrizacion) la cudl es una de las herramientas més utiles en la teoria de
probabilidad en espacios de Banach y que permite aplicar desigualdades para su-
mas de Rademacher a sumas de variables aleatorias simétricas e independientes
(véase [21] pag. 47).

Comentamos ademas que para cada elemento aleatorio V, existe una forma
canonica de generar un elemento aleatorio que se «aproxima» a V: considere
V* =V — V'’ donde V' es una copia independiente de V, es decir, Py = Py y
V y V’ son independientes. El elemento aleatorio V* es llamado simetrizacién
de V. Si (V,,), es una sucecién de elementos aleatorios, (V.*), se llama sime-
trizacion de (V) si V¥ =V, = V! donde (V,,),, v (V,))y son independientes y
equidistribuidas. La simetrizacién de (V,,),, siempre existe al menos en el espacio
producto (2 x Q, F ® F,P x P) (véase [15, pag. 161]).

Lema 3.3.2. Sean Vi, ..., V, elementos aleatorios independientes y simétricos
en X. Entonces para cada eleccion e1,...,e, € {—1,+1} los elementos aleato-
rios en X", (Vi,.... Vo) y (e1V1,...,e, Vo), son idénticamente distribuidos.

Demostracion. Note que si (V;)"; son independientes entonces (£V;)" ; tam-
bién lo son, entonces el resultado se sigue de la observacién hecha después de la

definicién Es decir,
P(V17'”7Vﬂ,) = ]P)Vl X X ]PVn
=Piy, x - X Pyy, (por la simetria)

=Pavi,. vy
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El resultado anterior se extiende a cualquier sucesién de signos (g,,), y cual-
quier sucesién de elementos aleatorios (V,)y.

La definicién de sucesion simétrica puede ser reformulada como sigue:
una sucesién de elementos aleatorios (V;,),, es simétrica si, para cada eleccién de
signos £1, (£V,,),, tiene la misma ley de distribucién que (V,,),, (esto es, para
cada N € N, (£Vj,...,4+Vy) tiene la misma ley que (Vi,...,Vy) en XV).

De acuerdo con [2]], esta definicién es equivalente a decir que (V;,), tiene
la misma distribucién que (,V;,), donde (g,), es una sucesién de Rademacher
independiente de (V},).

Las sumas parciales de una sucesién de elementos aleatorios simétricos sa-
tisfacen ciertas desigualdades importantes que se conocen como desigualdades
de Lévy.

Proposicién 3.3.3 (Lévy [21]). Sea (V;); una sucesion independiente y/o simétri-
ca de elementos aleatorios en X. Para cada k, sea Sy, = Zle Vi, entonces para
cada entero n y cada € > 0,

A < .
P Lglka%{n ISkl > €:| 2P [|| S| > €] (3.9)
Y
P | ma V; < 2P . .
L<ia<xn Vil > 5} 2P [||Sh|| > €] (3.10)

Si ademds (Sy)r converge casi sequramente a S, entonces
P [sup 1Skl > 5} <2P[||S|| > €] . (3.11)
k

Demostracion. Las pruebas de estas desigualdades son similares a la prueba de
la desigualdad de Kolmogorov que dimos en [2.3:2] Para ilustrar esto hagamos
(13.9). Dado n € N definamos

A= { méx | Skl > 5}
1<k<n

A ={|1S1ll <&, ..., [|Sk=1ll < &, ||Sk|l > €} parak=1,...,n

entonces 4;_, Ay = A (unién disjunta). Ahora, para cada k < n definamos
Sék) =S5y — Vigr1— - —V, =25, — S, y sean

By = A 0 {lISull >} v Cu=An{|ISP] > e}
Notemos que si w € Ay, entonces
1S (w) + S| = 2/ Sk(w) ]| > 2¢

lo que significa que o bien ||.S,, (w)]| > € o bien HSr(lk) | > e, es decir, Ay, C BrUC,
y por lo tanto

A= By UGy = [Ax 0 {lISull > £}V [Ap N {1 > e}
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Por otra parte, del lema [3.3.2] obtenemos que los elementos aleatorios en X",
V=0WV,...,V)yV® =(,..., Vi, ~Vii1, ..., —V,) tienen la misma distri-
bucién y como resultado

P(By) = P (A N {IISall > €}) =P (4x N {IS | > e} ) = P(Cy).

En efecto, si tomamos Wj: X¥ — R (para k < n) tal que Wy(z1,...,2) =
HE§:1 x|l , entonces Wy, es continua (por ser composicién de funciones conti-
nuas, la suma y la norma) por lo tanto
k—1
Dy, = ﬂ{Wj(xl, o) <eb N {Wi(zr,. .. zk) > e, Wy(z1,. .., 2n) > €}
j=1

define a un boreliano de X", i.e. Dy, € B(X™). Entonces,

P(Bi) =P (Ar 0 {[[Snll > €})
=P (V~'(Dy)
=Py (Dk)
=Py (Dx)

=P (V)7 (D)
=P (A, N {25k — S|l > }) = P(Ch).

Asi que
P(Ax) =P (A 0 {ISall > e U (40 (ISP > €} )
=P (AN {IS] > e} +P (4N {ISP]| > ¢})
= 2P (A " {[1Sall > €})
y por lo tanto

P(A) =) P(Ay) <2) P(AN{]Sll > })
k=1 k=1

n n

o (U Ak> SXUEN >e}>
k=1

P(AN{][S,] > ¢})
< 2P ({||Snll > €}) .

La prueba de (3.10) es totalmente anéloga y se obtiene de sustituir

Ap={IVill S e, [IVimall S &, Vil > €}
S = -Vi— o = Vi1 + Vi = Vi — - — Vi
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en la prueba de (3.9)).

Resta probar la tdltima desigualdad: (3.11]). Sea Qy € F de probabilidad 1,
P(Qo) = 1, tal que Y .=, Vi estd definido (i.e. existe en X), tal conjunto existe
pues suponemos que (Sg)g converge casi seguramente. Denotaremos por S a tal
limite y por M = supy, ||Sk(w)].

Para cada ¢ > 0 definamos

A= {wEQO : sngSk(oj)H >5} ={weQ: Mw)>ce},

B={weQ : ||SW)| >c¢},

y como antes, dividamos el conjunto A en los conjuntos disjuntos (pero ahora
en una cantidad numerable de ellos):

A ={w e Qo : ||IS1ll <&, .o I1Sk=1]] <&, ||Sk]| > e}

para cada k € N, es decir, ;- 4, = A.

Asi, si w € Ay, entonces al menos uno de lo siguientes elementos aleatorios
S(w) = Skw) + (Vi1(w) + Viga(w) +...)
S'(w) = Sk(w) — (V;H_l(w) + V]H_Q(w) +.. ) =25, -5

se encuentra fuera de de B[0,¢]. Esto es,

A C [Ax N {[ISI > e} U [Ax N {]IS"]] > €}],

con lo que concluimos que se da la igualdad entre estos conjuntos.

Pero como los V; son simétricos, S y S’ tienen la misma distribucién asi que
los «vectores» U = (Vi,..., V4, S) y U® = (Vi,..., V4, S") también tienen la
misma distribucién, esto implica que los conjuntos My = A N {||S| > ¢} ¥
N = A N {||S’|| > €} ocurren con la misma probilidad. Es decir,

P(Ap 0 {IIS| > e}) =P (A N {IIS']] > €}).
Para verificar esto, como en la prueba de la desigualdad (3.9)), consideremos

la funcién que suma Wy, (1, ..., 2m) = 371, x; y definamos

k—1
Dy = ({IWj(z1,..ozp)ll < e} n{[Wier,...,ze)|l > e}

N{IWra1(z1, .. xpa1) — We(z, ..., zk)|| > €}
Claramente Dy € B(X**1). Luego,
P(My) =P (A N {[IS] > €})
=P (U™ (Dx))
=Py (D)
=Py (D)
=P (U™) "} (Dy))
=P (A N {l|25: — S| > €}) = P(Ny).
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Por lo tanto

P(Ak) = P(Z\f;C U Nk) < Q]P)(Mk) = QP(Ak N {HSH > E}) = QP(Ak N B)

]P’(BmA):]P’(Bm (GAk>> :]Il’(k[lemAk>
glPBmAk ZIP’Ak P(UAk>: (A).

Lo que implica que

Pero

—_

P(|S|| >¢) > 5[?’ (st}ip|5’k|| > 5) .

Estas desigualdades a su vez son importantes pues implican el célebre teo-
rema de Itd y Nisio (el cual es la generalizacién del teorema de Lévy a espacios
de Banach) que enunciamos a continuaciélﬁ

Teorema 3.3.4 (It6-Nisio [19]). Sea (V;); una sucesion de elementos aleatorios
independientes en X. Para cada n, denotamos por p, a la distribucion de la
n-ésima suma parcial S, = > V,, y sea S: @ — X un elemento aleatorio.
Son equivalentes:

1. limy, 00 Sy = S converge c.s.,
2. lim,, o S, = S converge en probabilidad,
3. (fn)n converge (en la métrica de Prohorov).

Por la separabilidad del espacio X, la condicién 3 es equivalente a conver-
gencia débil en medida también llama convergencia en distribucién, y
esto significa que

i [ f(@)dis, = /f

n—oo

para cada funcién f: X — R continua y acotada. No estudiaremos en este texto
este modo de convergencia, referimos al lector a [§] y [2I] para un desarrollo
detallado de este concepto.

La prueba del teorema anterior no es trivial. Primero hemos de mencionar
que (1) = (2) = (3) es inmediato pues convergencia casi segura implica conver-
gencia en probabilidad y esta a su vez implica convergencia en distribucion.

4E] enunciado del teorema tiene una primera versién para una sucesion de elementos
aleatorios simétricos, tanto el enunciando como la prueba de esta versién puede ser encontra-
das en [2] pédg. 48, teo. 2.4].
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La implicacién (3) = (2) requiere definir varios conceptos adicionales como
el de medida de probabilidad firme o tensa asi como el de funcidn caracteristica
o transformada de fourier de una medida de probabilidad. La prueba de este
teorema (particularmente de esta ltima implicacién), asi como las definiciones
de lo antes mencionado se encuentran en [19] (ver teo. 3.1, pag. 37).

En todo caso solo nos interesa establecer la equivalencia entre (1) y (2).

Teorema 3.3.5 (It6-Nisio [9]). Sea (Vi,)n una sucesion de elementos aleato-
rios independientes. Si Zle V., converge en probabilidad, entonces 27010:1 Vi
converge casi sequramente.

Demostracion. Comencemos la prueba haciendo la siguiente observacién: Si
(fn)n es una sucesién de funciones de © en X, y denotamos por C = {w
(fn(w)), converge}, entonces

c-NU N {w : |fn<w>—fk<w>||s;}
-N @ N {w : nrgjagk||fn<w>—fj<w>||g;}.

Estas igualdades son inmediatas pues la sucesion converge es si es de Cauchy
(recuerde que el espacio X es completo). Como consecuencia

m—00 N—+00 k—00

1
Y . , . <=L
P(C)= lim lim lim P{nliljai(k 1fn = fill < m}

Esto tdltimo proporciona otra manera de mostrar la convergencia casi segura de
la sucesién (fy,), siempre y cuando el limite anterior sea igual a 1.

Sea S,, = Z?Zl Vi, entonces como (Sy,), converge en probabilidad tenemos
que para cada € > 0, con 0 < € < 1, existe M € N tal que si n >m > M:

P(||Smnl >¢) <e (3.12)
donde .
Sm,n = Sn - Sm = Z ‘/j

Jj=m+1

Para cada entero k con m < k < n definamos los conjuntos medibles

= 3 ; < N N . <
A= {1l < 2501801 > 251 Sl <
A= (Sl > <.

entonces (Ag)}_,,, forma una coleccién de eventos ajenos tales que | J;_,, . Ax C
A y en consecuencia

) P{ mx |sm,j|s2e;||sm,k||>2s;||sk,n||s€}sp{nsm,nnm}.
ket 1 m<j<k—1
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Pero como por hipétesis (V},),, es una sucesién de elementos aleatorios inde-
pendientes, y MaX,,«j<i—1 [|Sm,;j|| €s un elemento aleatorio medible respecto a
0(Vin+1, - - -, Vi) mientras que ||.Sy, x| lo es respecto a 0(Vi41, ..., V4,), entonces

P{ max S il < 265 |Smkll > 265 [[Sknll < 5} =

m<j<k—1

( 1 < 9
v {mg‘lg?g—l 1Sm3 1l < 2¢3 [ S,

> 22 b (ISl < ).

Ahora observemos que si
/ ,
= max || Sm.ill < 2&;||Smkll > 2¢
o= {1l < 250
para m < k < n, entonces (A})}_,, ., es también una sucesién de eventos
disjuntos que cumple

n

Ay ={ m 1| >2
U = mis 151> 2}

k=m+1

(recuerde la prueba de la desigualdad de Kolmogorov en la proposicién [2.3.2]).
Por lo tanto,

n

k=m+1
> / t <
> ) P(4) min P{|Spall <<}
k=m+1
_ / .
—ﬂ”( U Ak> Jmin P{|S] <<}
k=m+1

_ . ) { <el.
]P’{ max ||Sp ;|| > 25} mr?]ir%nﬂ”{HSan <e}

m<k<n

Pero por (3.12) tenemos que

{ < 1-—
oo P{|Sknll <e}>1-c¢
siempre m > M, y por lo tanto para n > m > M

1 €
Pq max ||Sm || > 2, < ——P{]|S, >ep < —. 3.13
{ s 1Sl > 2ef < LB USwal e} < 5o @13)
Tomando los limites cuando n,m tienden a infinito y & tendiendo a cero, y
haciendo uso de la observacién mencionada al principio de la demostracién, ob-
tenemos que el limite en (3.13)) es igual a cero, por lo que concluimos que (S, ),
converge casi seguramente. |
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Para variables aleatorias el siguiente resultado es bien conocido.

Lema 3.3.6. Sea 0 < p < 00, y sea V: Q — R una variable aleatoria tal que
P(V > 0) = 1, entonces

E[X?] :/ p-tPIP(V > t) dt.
0

Teorema 3.3.7 (Hoffmann-Jorgensen [15]). Sea (V). una sucesion de ele-
mentos aleatorios independientes en X. Sea S, = > 1 _, Vi. Supongamos que

existe un elemento aleatorio S tal que S, <3 S. Sea 0 < p < co. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. S, — S en L,(; X),
2. sup,, [|Snll € Ly(R),
3. supy [Vl € Lu(R).

Demostracion. Probaremos el teorema para el caso cuando los elementos alea-
torios son ademas simétricos, la prueba del caso general pueden ser encontrada
tanto en [3] como en [I5].

Observése que por las desigualdades de Lévy (teorema |3.3.3)) asi como por
el lema [3.3.6] (1) implica (2) y (3) (ilustraremos esto a continuacién). Por otra
parte, (2) implica a (1) debido al teorema de Convergencia Dominada, por lo
que basta probar que (3) implica (2).

(3) = (2) : Hagamos M = sup,, ||Sn|| y N = sup,, ||Va|l, y sean

Ry(t)=P([Sull =1);  R@)=P(M=>t); QE)=P({N >1).
Primero se probard que para cada t,s >0y n > 1,
R, (2t +5) < Q(s) +4R2(t). (3.14)
Sea 7 el tiempo de paro definido por

r=mmf{n>1: S, >t}

donde {nf(@) = co. Entonces ||S,,|| > 2t + s implica que 7 < n, y por tanto

Ru(2t+5) =Y P(|Snll > 2t + 5,7 =).

j=1
SiT=jy|Sull >2t+s, entonces ||S;_1|| <ty
150 = Sill 2 1Sl = [1Sjall = 1 X511 = (2t + ) =t = [| Xj]| = ¢+ s = N.

Ademids, note que {7 = j} es un evento medible respecto a la o-dlgebrao(V1, ..., V;)
mientras que {||S, — S;|| > t} lo es respecto a la o-dlgebra o(Vji1,..., Vo), ¥y
por lo tanto dichos eventos son independientes. Entonces,
P(r =345l = 2t +5) <P(r =3, ]S = Sjl 2t +s—N)
<P(r=j,N > 8) +P(r = j, 1S — S = 1)
= B(7 = j,N 2 )+ +P(r = (IS, — il 2 0.
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Asi que al sumar sobre todos los posibles valores de j obtenemos que
Rn(2t+5) < Q(s) + Y _P(r = j)P(|Sn — S;]| > ).
j=1

Ahora, sean Y; = 5, —5; y Yo = S;; entonces Y; y Ys son elementos elementos
aleatorios simétricos e independientes tales que Y7 + Yo = S, asi que por el
teorema [3.3.3] tenemos que

P([[Sn — Sjll = t) < 2P([|Snll = t) = 2Ra(t),

y como (Ji_, {7 = j} = {mixi<j<n [|S;l| >t} (ver prueba de la desigualdad de
Kolmogorov) entonces

R(2t+5) < Q(s) + 2R (t) Y _P(r =
j=1

— Q(s) + 2R, ()P (mx 151> ¢)
< Qo) + AR (),

donde la ultima desigualdad de obtiene de aplicar otra vez el teorema [3.3.3
(desigualdad de Lévy). Esto prueba Observe que aplicando nuevamente el
teorema encontramos que R, (t) < R(t) < 2sup,, R, (t), luego

R(2t + 5) < 2Q(s) +8R?(t) para cadat,s > 0.

Ahora bien, queremos mostrar que E [M?] < oo, pero debido al lema esto
es equivalente a probar que la integral indeﬁnida f > prP 1 R(x) dwx es finita.

Para ello: escojamos tg > 0 tal que R(to) < 155 3p Si A > 3tg, tenemos que

A A/3
/ prP I R(x) dx = SP/ prP ' R(3z) dx
0 0
A3 A/3
<3P. 2/ prP~1Q(x) dw + 3P - 8/ prP T R%(t) dx
0 0
to A/3
<2-37.E[NP]+3F. 8/ prP~tdx + 37 8/ prP ' R(to)R(z) dx
0 t
I 0
<C+ 7/ prP ' R(z) dx
2.Jo
donde C' =237 - E[NP]+8-3?-th < oo, y por lo tanto,
A
/ prP I R(z) dx < 20 para cada A > 3to.
0

Haciendo A tender a infinito encontramos que M € L,(R). |
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3.3.3. Desigualdades de Hoffmann-Jgrgensen

A continuacion presentamos brevemente las ideas de lo que Hoffmann-Jgrgen-
sen denominé como principio de comparacién (ver [I5]). Comenzamos con
(Vi)n una sucesion de elementos aleatorios independientes, y (&,)n ¥ (1)n dos
sucesiones de variables aleatorias independientes. La idea es estudiar el com-
portamiento de la serie > | 1, X,, en términos del comportamiento de la serie
Yoo 1 &€ Xy, Primero consideramos el caso cuando 7, no es variable aleatoria y

n = 1.
Lema 3.3.8 (Hoffmann-Jgrgensen). Sean Vi, Va,...,V, elementos aleatorios
independientes, p-integrables con 1 < p < oo. Si E[V;] = 0 para cada j =
1,2,...,n, entonces

n P\ b WP\
E(Ya;V; <2 mix [a;] | E >V (3.15)
° <jsn °
Jj=1 j=1
para cada ay,as,...,a, € R.
Si V; es simétrico para cada j = 1,2,...,n, entonces
n P % n P\ P
E(Y a;V; < méx o [E|D]V; (3.16)
° 1<j<n °
Jj=1 Jj=1
para cada ay,as,...,a, € R.

Demostracion. Sea o C {1,2,...,n}, entonces por el lema tenemos que

p
B> Vil <E|>V;
j=1

j€Eo

p

Primero supongamos que a; = £1 para cada j, y definamos o = {j : a; = +1}
y o_ ={j : aj = —1}; entonces

P\ P\
E(> aV = B> aVit D oV
Jj=1 JjE€o 4 jEoT_
P\ 7 P\ »
<(E|Y_ V; +E|| D oV
jE€o4 jEo_
p 1 p 1
(5T v ) + (5| Zw
JjE€o JjEo_
.
<2|E|DV
j=1
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Esto prueba (3.15) para este primer caso.

Ahora, sea K, = {(a1,...,

an) €ER™ : Jay| < 1,...,|a,| < 1}, entonces K,

es un subconjunto compacto y convexo de R™, y cuyos puntos extremos son los 2"
puntos de la forma (41, +1,...,41). Entonces por el teorema de Carathéodory

(ver por ejemplo teorema 6.28 en [10]) dado a = (aq, ..

.y an) € Ky, a se puede

representar como una combinaciéon convexa de a lo més n + 1 puntos extremos.
Es decir, podemos encontrar A, > 0 conm=1,...,n+ 1 tales que

E Zn:aj‘/j
j=1

Por lo tanto, si escogemos a los escalares a; =

P\ 7

n+1 n+1

4= Amjm, > Am=1,
m=1 m=1

donde a;,,, = +1. Entonces encontramos que

n

D

j=1

E

n+1
(3 v
m=1

n+1 n

D Am D amV
m=1 j=1

P\ »

=2 EZVj

Jj=1

pues |a;| <1 para cada i y por el caso anterior:

1

max
1<j<n

N

E
|aj]

n
E a;V;
=1

3=

=

S

(desigualdad de Minkowski)

=

o=

(por el caso 1)

a:
m,il_ obtenemos el resultado,

P 1
n P

<2(E|>V;

j=1

La prueba de ({3.16) es similar. Como V; es simétrico para cada j = 1,2,...,n,

entonces

E

n
Y a;V;
=1

p n p
-F }:19
j=1
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siempre que a; = £1. La tltima parte de (3.16)) se concluye como en (3.15). W

Corolario 3.3.9 (Hoffmann-Jgrgensen). Sean Vi, Va,...,V,, elementos aleato-
rios en independientes, p-integrables con 1 < p < oo y E[V;] = 0 para cada
i=12....n. Sim,n,...,n, son variables aleatorias p-integrables, tales que
V1, Va, ..., V) v (M, m2, - - -, n) Son independientes, entonces

p

p p
-p m |n.l? | < Vil < op ‘x |na [P A
2 E[lgygnlm }E 2‘6 <E z;njw _21ELIgJagxnml ]E Z;Va
J= J= J=

Demostracion. Por el lema B.3.8

p p
n

n
/- P 3 .|P .
E Z;ang <2 midx |oj"E | 3V
j=

j=1

para cada ai,...,a, € R. Y si ahora volvemos a aplicar el lema [3.3.8 a la los
elementos aleatorios W; = a;V} y a los escalares b; = % paracada j=1,...,n

obtenemos:
P

p
n n

TV P m4 |P .

E ijwj <2 mix |b,|"E ZWJ
Jj=1 Jj=1

o equivalentemente

P P

n n
ENY Vi <28 méx [bp[PE|> a;Vi ,
Jj=1 j=1

1<j<n

1

min ’b-_l
1<j<n '’

. D —1
ero como méax |b;|" = b = a;, entonces
b 1§]§n‘ J| |p y 7 79

p p
n n
9P lglj_ign|aj|P]E V|| <E z;ajvj
j:

j=1

En resumen, probamos que

p p
n

P
n n
277 min |a;|"E E Vill <E E a;Vill <2P méx |a;|PE E V;
1<j<n ; ; 1<j<n ;
Jj=1 J=1 Jj=1

para cada sucesion de escalares aq, ..., ay.

En particular, si tomamos a las variables aleatorias 71, ...,n, y calculamos
la esperanza respecto a la distribucién conjunta de (71, ..., n,) en la desigualdad
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anterior, entonces por la hipétesis de independencia de la familia {773 ', y entre
los vectores (1,2, ..., nn) y (V1,Va,...,V,) tenemos que

P
27PE [ gnn |77J|p] ZV <E Z;njVj < 2PE {félax 77]|p] ZV
=

Con esto ultimo tratamos de decir que como

p p
E|>V; :/ S Vil dPus,.. v (3.17)
j=1 X li=1
y (V1,...,V,) es independiente de (91,72, ...,7,), cuando integramos respecto

a la distribucién conjunta de (11,72, ...,m,), la expresién en (3.17) sale de esta
integral. Este mismo proceso se repite en los otros términos en desigualdad
anterior. ]

Teorema 3.3.10 (Hoffmann-Jgrgensen). Sean (n;); y (§;); dos sucesiones de
variables aleatorias independientes, p-integrables con 1 <p < oco. Sea (V}); una
sucesion de elementos aleatorios independientes y p-integrables tales que

N = sup|n;| € L (% R), (3.18)
J

a = mfE|g| >0, (3.19)
J

(Vi); y (&), son independientes, y (V;); y (n;); son independientes, (3.20)
En;V;] =E[&V;] = 0 para cada j > 1. (3.21)

FEntonces

P P
oS < (5 movne]soe
j=1 j=1
para cada n € N.

Demostracion. Sea (¢;); una sucesién de Rademacher que es independiente de
las tres sucesiones antes mencionadas, ((V;);, (), (n;);) - Por el corolario[3.3.9]
(primera desigualdad), aplicado a U; = 1,V; y v; = ¢; tenemos

P

p
92 PER |:lI<njl£n |V] p:| zl U;|| < E z; v;Us |l
J= J=

es decir,
P N P

E\Y 0V <2PE(D nieV;
j=1

=1
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Pero como ¢;V; es simétrica (pues ¢; de Rademacher) y (7;) es independiente
de (g;V;); (pues ya lo era de tanto de (¢;); como de (X;);), encontramos que
por el corolario [3.3.9] (segunda desigualdad):

p p
RN eV <2 ZPE{méx |nj|P]1E > eV
j=1 j=1

1<j<n

P
n
< 4PE {sup|7]j|p] E ZajVj
J j=1
P

=4E[N"|E | &;V;
j=1

Tomemos los escalares a; = E|¢;| > 0 y denotemos por by = —, entonces
2.7
2R | mje;Vi|| < APE[NPIboby 'E | e;V;
j=1 j=1
P
1 n
1<j<n 7 |[5=1
p
4 P n
<|-) E[NP eV
< (a) [NP]E Zaﬁjvj
Jj=1
Sea G la o-élgebra generada por (e1,...,&,,V1,...,V,), vy definamos

3

*_{—c‘:j si §j<0,

J Ej si gj > 0.
Utilizando algunas propiedades de la esperanza condicional enlistadas en el teo-
rema [[.3.7] tenemos que:

p p p
n

oaie Vil = (DB V|| = |[B [ D 1¢1eV5|6
j=1 j=1

j=1

<E Z 1€le; Vil |G (desigualdad de Jensen)
j=1

P
=E| |2 &sVi| |9
j=1
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y por lo tanto

p p
B> onv| < () BVIE|S 6sy
J= J=

Se sigue de la definicién de €] que la sucesién (g7); es independiente tanto de
(&); como de (X;);, y nuevamente por el corolario m

p p

E|> eV <2pE[max B } Zgj
j=1

y por lo tanto

p p
n

B[ < (2) epviE| Y e
j=1 j=1

3.3.4. Tipo p de un espacio de Banach

En esta seccién introduciremos la definicién del tipo de un espacio de Banach,
aunque hay varias formas de presentarla (dependiendo del enfoque a estudiar).
En este texto seguimos la dada en el articulo [I7] de J. Hoffmann-Jgrgensen y
G. Pisier.

Sea (e,)n una sucesion de Rademacher y denotemos por X = II?%, X
definamos

C(X)= {(xn)n € X Z EnTy CONVErge en probabilidad} .

n=1

Estos espacios fueron introducidos y estudiados por J. Hoffmann-Jgrgensen
en [15] y también en [16]. Debe observarse que (€,x5), €s una sucesién de ele-
mentos aleatorios independientes y simétricos. Queremos mostrar que podemos
cambiar «convergencia en probabilidad> por «convergencia en L,(€; X)» en la
definicién de C'(X). Con esta finalidad presentamos lo siguientes dos resultados:

Lema 3.3.11. Sila serie S =Y . | e,2, converge casi sequramente y satisface

que

B(IS] > r) < (3.22)

@
2
para alguna r >0 y a > 0, entonces

P(||S| > 2r) < o (3.23)
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Demostracion. Como por hipétesis > >~ | £,2, converge c.s. fijemos Qy € F
el conjunto de probabilidad 1, P(29) = 1, donde la serie anterior converge. Si
m €N, sea Sy, = D" ey ¥ UMy yoo Sy = Do Enxn = S. Dado r > 0,
consideramos los subconjuntos de €

A= {supnsmn > } B={IS| >}, C={IS|>2r}.

Como lo hemos estado haciendo anteriormente, particionamos A en una cantitad
numberable de eventos (disjuntos)

Am =51 <7y [Smaall < 7 [[Smll > 7}

para cada m € N, es decir, {°_, A,, = A. También definimos

m=1 m
e’} m—1

Con = {IIS = S| >r}={ S cur— Y ena >7‘}:{
n=1 n=1

1S = Sm—1ll Z IS = [|Sm-all > 2r —r=r

oo
n=m

>r}.

Note que si w € A, N C, entonces

por lo que A,,NC C C,,. Pero ademas, como C' C B C Ay A es uni6n disjunta
de los A,,, entonces

]P(C)z]P(COA)zIP’(G(AmﬁC)> = iIP’(AmOC) < iIP’(AmmCm).

n=1 m=1 m=1

Lo siguiente que haremos sera mostrar que A,, y C,, son eventos independientes.
Para ello notemos que

(1) A,, solo depende de &1, ...,&m;
(2) Cy, solo depende de €,,6m+1, EmEm+2, - - -}

(3) Las variables aleatorias €1, ...,Em, EmEm+1, EmEm—+2,- .. son independien-
tes.

A continuacién mostraremos (2): como P(e2, =1) =1,y

o] o]
E Enln Em - E Enln
n=m n=m

o

solo depende de las variables €,,6m+1, EmEm—+2, - - - -

[eS)
Tm + § EmEnTn
n=m-+1

>r}

[em|

tenemos que

9]
Tm + E EmEnTn
n=m-+1
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Para (3) consideremos d,, = £1 para cada n € N. Usando la independencia
de la sucesién (e,,), asi como la propiedad 62 = 1 tenemos que

P(e1 =01, ,&m = OmsEmEm+1 = Oma1s -+ EmEL = Ok)
P(El—(sl,..., =5m,€m+1=(5 (5m+1,.. 51@26 (Sk)
:]P)(El:(sl)- IF’(sm—(S ) (6m+1—(5 5m+1) ~P(sk:6m§k)
1
T2k

Por otra parte, sim+1<j <k:

]P)(Em{:'j = (SJ)
=Pleme; =65 lem = +1)P(ey, = +1) + Plepme; =65 | em = —1)P(ey, = —1)
1 1
=Ple; =0;)5 +Ple; = _51‘)5
1
2
y entonces
1
Pler=061) ... ‘Plem = 0m) - Plememe1 = Oma1) * -+ - Plemer = 0k) = ok
Esto es,
Pler =01, 16m = Om,r EmEm+1 = Ome1s- - »EmEL = Ok)
=Ple1=61) ... ‘Plem =) - Plemems1 = Oms1) « -« - Plemer = k)
para toda k € N. Por lo tanto, la sucesién de variables aleatorias
ElyesEmy, 5m,5m+1, EmEm—+2y - - -
es independiente. Asi, como A,, € o(e1,...,6m) Y Cm € 0(EmEm+1,EmEmst1y---)

entonces A,, y Cy, son independientes, luego
P(A,, NCp) =P(A,)P(C).
En resumen,

i (A, NCp) = i P(A ) < i P(A,,)supP(C,,)

m=1 m=1

]P’(A) sup P(Cp),

asi que si probamos que P(C,,) < 2P(B) para cada m ya habremos acabado.
En efecto, de la d651gualdad de Lévy - en el teorema obtenemos que

P(A4) <2P(B) < 2— y en dado caso que P(C,,) < 2P(B) :

P(C) < 2P(A)P(B) < 20 - % = a2
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Con este propdsito introducimos los siguientes conjuntos:

m

Crs=| MN{ei =0} | nCun{lS] >}

j<m

Crs= ﬂ {e;=0;} | NCou N {|IS = 281 || > 7}.

m
j<m

Afirmamos que estos dos conjuntos tienen la misma probabilidad. En efec-
to, ya que S'y S — 25,,—1 tienen la misma distribucion, los elementos U =
(e121y .y Em—1Tm-1,9) Yy V = (6121, ..., Em—1Tm—1,5 — 25,,—1) también tie-
nen la misma distribucién. Asi, si consideramos E,, el subconjunto de X" (y
n > m) cuyos elementos son de la forma (t1x1,t222,...,t,2,) donde t; € Ry
z; € X), tales que:

1. t;=06; paracada 1 <j<m—1,
o [t

k—1 n
3. HZj:l tjacj — Zj:m tjl'jH >
Entonces,

P(Chs) =P (U (En))
= Py ()
=Py (Em)

=P (V"' (En)) =P (Crs) -

Ahora, observemos que podemos escribir

chs=| {e=6}|nCnnB,

m,0
j<m

ademsds, si w € Cp,, entonces ||S(w) — Sm—_1(w)|| > r, lo cual implica que

2r < 2[|S(w) — Sp-1(w)]|
= [5(w) + (S(w) = 25m-1(w)) |
< [S@) +[15(w) = 25m-1 (@)

por lo que ||S(w)|| > r o bien ||S(w) — 2Sm—1(w)|| > r, y entonces

Co CAIS] > r} U{IS — 2Sm-1]| > r}.
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Por lo tanto
Con | a5 =06} | =ClsuC, s
j<m

Finalmente,

P(Cn)= >, PlCun[){e=0}

0140030 —1==%1 j<m

- 3 ]P(CJMUC;M)

01, y0m—1==%1

<2 > p(chy)

01y y0m—1==%1

<2- > P{Bn ({5 =90

O01yeeey0m—1=2%1 j<m
< 9P(B).

Asf que sup,, P(Cy,) < 2P(B) por lo que la desigualdad (3.23)) queda demostra-
da. |

Siguiendo la notacion del lema anterior enunciamos el siguiente resultado.

Lema 3.3.12. Sila serie Y, .2y, converge casi sequramente, entonces ||S||
pertenece a L,(;R) para cada 1 < p < 0.

Demostracion. Nuevamente, ya que la serie 22021 EnTy converge c.s. en lo su-
cesivo consideraremos que estamos trabajando en un conjunto Qy € F de pro-
babilidad 1 donde la serie antes mencionada converge.

Ahora, sea ¢(t): [0,00) — [0, 00) una funcién continua y creciente. Notemos
que ||.S]| es una variable aleatoria y asi también lo es ¢(||S||) (pues ¢ es continua y
por tanto medible). Entonces su esperanza estd dada por la integral de Riemann-
Stieltjes:

Ewwn—ﬁmwwwem

donde Z = ||S|| y Fz(t) =P (Z < t) es la funcién de distribucién de Z, asi que

Ewmwn=—émﬂw@w (3.24)

donde p(t) = P(]|S|| > t). Entonces escojamos r > 0 tal que p(t) = P(|| S| >
r) < § donde o < entonces por el lema anterior aplicado recursivamente
encontramos que

2

1 1 1
p(r) < 1204, p(2r) < Z(?oz)Q7 o, p(2Mr) < Z(2a)2”.
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Luego

27L+17,

~ [ et < 120762 ).

2nyr

Por lo que la integral en (3.24) converge si la serie

i (2" 1) < oo,

en particular esto ocurre cuando o(t) = P, para cualquier 1 < p < oco. En
efecto, ya que o < % entonces 8 = 2a < 1, luego la serie

o0

Z 62” (2n+1 — QPP Z 62"27@
n=1 n=1
converge debido a la prueba del cociente. |

Denotemos por S, = Z 1 €54, entonces Sy, 23S, y por el lema anterior
sabemos que ||S|| € L,(R). Sea M = sup,, ||, |, usando la desigualdad B.11] (de
Lévy) tenemos que P(M > t) < 2P(||S|| > t), luego

A A
/ paP T 'P(M > t)dt < 2/ paPTIP(|[S| > 1) < 2E[||S]|P] < o0
0 0

para cada A > 0, y por lo tanto M = sup, ||S,| € L,(R). De acuerdo al
teorema esto es equivalente a la convergencia de la serie S = > | &, z,
en L,(Q; X).
Siendo este el caso podemos tomar |||, la norma usual en L,(£2; X) y definir
una norma (para p € R} ) en C(X) dada por
p) 5

.

para cada = (z,,), € C(X). Se puede probar que (C(X),]|-|,) es de Fréchet
para p € Ry (es de Banach para p > 1) y que en dado caso las topologias
inducidas por la norma |- |, son més fuertes que la topologia producto en C'(X),
y 1o solo eso, se puede ver que todas estas | - |,-topologias son equivalentes, esto
es:

|zlp = Tn Tn

Lema 3.3.13. Sea (¢,,)n una sucesion de Rademacher, si definimos el conjunto

L dado por
{Zenxn : )n € C(X )}

entonces L C L,(Q; X) y todas las Ly-topologias coinciden en L, donde p € R.



3.3. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS DE PISIER Y HOFFMANN-JORGENSEN 119

Las Ly-topologias en L son las topologias inducidas por las normas | - ||,
en L, luego, para probar que las L,-topologias son equivalentes hay que probar
dichas normas son equivalentes, esto es, dados 0 < p,q < oo hay que exhibir
una constante C' > 0 tal que

1Rl < ClIR]p,

donde R € L es una serie de Rademacher de la forma ) e,x,. Pero este re-
sultado es conocido como desigualdad de Kahane [21], pdg. 100, teorema 4.7], el
cual probamos en la proposicién

Diremos que un espacio de Banach, X, es de Rademacher de tipo p, con
€ [1,2], si £,(X) C C’(X)E| Esto es, si para cada sucesién en (z,), C X la
convergencia de la serie Y | ||z, ||P implica la convergencia casi segura de la
serie Y | €,y,, donde (&,), es una sucesién de Rademacher.
Cuando el espacio X es de tipo p la inclusién de ¢(X) en C(X) tiene grafica
cerrada, luego es continua. Esto proporciona la siguiente definicién:

Definicién 3.3.2. Sea 1 < p < 2. Diremos que un espacio de Banach X es
Rademacher de tipo p, o en breve de tipo p, si existe una constante 0 < C' <

oo tal que
m P m
E|D enzn| <CY_ |zl
n=1 n=1
para cada m > 1 y para cada x1,Z2,...,Ty, € X.

Comentario. En términos del espacio C'(X) la definicién es como sigue
[1I7]: X es de tipo p y existe una constante 0 < C' < oo tal que

oo p oo
Zgnxn < CZ [l ?
n=1 n=1

para cada (z,), € C(X). La equivalencia se obtiene de aplicar el teorema de
Ito-Nisio m (que establece que la convergencia en probabilidad y casi segura
de una serie de elementos aleatorios independientes son equivalentes) y del lema
de Fatou.

E

No vamos ahondar en esta definicién pero comentamos que la restriccién en
los valores de p se debe a que todo espacio de Banach es de tipo para p € (0, 1],
mientras que el tinico espacio de tipo p, para p > 2, es el trivial: {0}.

Lo anterior es consecuencia de las desigualdades de Kahane-Khinchin, al res-
pecto puede consultarse [I] (ver pag. 138), o bien [I0] (ver pag. 218).

En el siguiente teorema probaremos que un espacio satisface la ley fuerte de
los grandes numeros si y solo si el espacio es de tipo p, y aunque esta pareciera

50p(X) = {(zn)n € X : 3% lzn|lP < oo}
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ser una condicién extrana en realidad no lo es tanto. Fue G. Pisier quién probé
en [28] que un espacio X es B-convexo si y solo si X es de tipo p para algin
p > 1 (recordemos que B-convexidad es una condicién equivalente a una ley
fuerte de grandes ntmeros). Mostrar esto queda fuera del alcance de esta tesis,
para una mejor referencia aparte de la ya antes mencionada recomendamos ver
[10] los capitulos 11, 12 y 13 (especialmente este tltimo).

En lo sucesivo las sucesiones de elementos aleatorios que consideremos seran
tales que E [V,,] = 0 para cada n, esto es, las variables aleatorias estdn centradas.
Diremos que una sucesién de elementos aleatorios (V,,),, satisface la condicién
de Chung si

3 BNl < (3.25)

Teorema 3.3.14 (Hoffmann-Jergensen y Pisier). Sea 1 < p < 2, entonces los
siguientes cuatro enunciados son equivalentes:

1. X es de tipo p.

2. Eziste C' > 0 tal que

V4
EN vl <Y EIv|?
j=1 j=1

para cada eleccion Vi, Vs, ..., V, de elementos aleatorios independientes
con media nula y p-ésimo momento finito.

3. La ley fuerte de los grandes numeros,
1 n
=Y Vi %%,
n
k=1

se sigue para toda sucesion (V,,), de elementos aleatorios independientes
con esperanza nula que satisface la condicion de Chung.

4. S Y0 nTP||z,||P < oo, donde (z,)n C X, y (€,)n €s una sucesidn de

Rademacher, entonces
1< P
— E erxy — 0.
n
k=1

Demostracion. (1) = (2). Como X es de tipo p, existe una constante positiva,
B > 0, tal que

p
E|Y ezl <BY |ay|P (3.26)
Jj=1 Jj=1



3.3. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS DE PISIER Y HOFFMANN-J@RGENSEN 121

para cada x1,Z9,...,x, € X y para cada n € N. Consideremos Vi,...,V, n
elementos aleatorios como (2), y ademds independientes de la sucecién (&), de
Rademacher. Entonces, por el teorema de Fubini,

p

n n
E|> &Vl <B) EIVi.
j=1 j=1

Ahora observemos que se satisfacen las hipdtesis del teorema [3.3.10] donde la
sucesién (n;); = (1); (la sucesién constante igual a 1), por lo tanto

p
ED V| <8E|> &V
j=1 j=1

Luego la condicién (2) se sigue para C' = 8P B.

p

(2) = (3). Sea (V,,)n una sucesién de elementos aleatorios centrados y p-
integrables que satisfacen la condicién (3.25) de Chung, esto es, la serie

3 el

Veamos que n™* Y ), Vi — 0 c.s.
Denotemos por S, = Z;;l JPE[||V;|?], entonces la sucesién de sumas par-
ciales (S,,), es de Cauchy. Asi, dado € > 0 existe N > 0 tal que

n

1
> eIVl <e

j=m+1

para cada n > m > N. Afirmamos que la serie Z N ~1V,, converge en

L,(; X). En efecto, sea T, Z;L:l]_lV y tomemos m y n indices tales
que n > m. Como suponemos que la condicién (2) se da, entonces existe C' > 0
tal que

p
BT, - Tal?) =E| S 2|l <¢ 3O E|V?
J j=m+1 J

j=m+1

< Ce

para cada n > m > N. Por lo tanto la sucesién (7T},), es de Cauchy en L,(€; X)
asi que la serie > 2 n~'V,, converge en L,(£; X) (al ser este un espacio com-
pleto), pero como convergencia en L, (o media p-ésima) implica convergencia
en probabilidad (ver lema entonces >0, ntV, converge en probabi-
lidad. Luego, por el teorema de It6-Nisio, la serie Y2, n=!V,, converge
casi seguramente. El lema de Kronecker concluye que:

i 2oV
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casi seguramente.

(3) = (4). Sea (zn,), una sucesién en X tal que laserie Y02 | n™P||z,||P < oo,
y sea (¢); sucesién de Rademacher. Para cada n € N definimos V;,: Q — X como
V= €n%n, la proposicién [[.2.3] garantiza que V;, es un elemento aleatorio en X
para cada n. Mds ain, por el inciso (d) del teorema , EVa] = Eenay] =

Elen] - 2, = 0, ademds la sucesién (V,,),, es independiente por el lema y
satisface la condicion de Chung pues

= E[||V,|P ZEllen]? - [|znllP
Z [Ilnpll]:Z [IEIan [

n=1 n=1
oo
|wan E[ knW] [|n |P
> ST
n=1 n=

Por lo tanto (V,,)n = (€n2n)n obedece la ley fuerte de los grandes nimeros, es
decir
1 n
— E crrr — 0
n
k=1

casi seguramente, y por tanto también en probabilidad.

IN

(4) = (1). Sea (), una sucesién en X para la cudl

oo

1
Z EHanp < 00.

n=1

Sea (£y)r una sucesién de Rademacher, entonces, por la hipdtesis (4),

1 n
— E g;x; — 0 en probabilidad.
n

=1

Por lo observado en el lema [3.3.13| (es decir, por la equivalencias de los mo-

mentos de las sumas de Rademacher (teorema [C.1.2))) y del lema (véase
observacién |C.1.1)):
1 n
— E gjz; =0 en L,(;X).
n
=1

Definamos los siguientes espacios:

=

o0 oo
G =1 (25); € X2 : Y jPllay|P < o0 p, wle = | >l
Jj=1 j=1

F=<(z;); € X sup Zsjzj <00y, |zlp= sup Zij]

p p
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Entonces (G, |-|¢) y (F,|-|r) son ambos espacios de Banach, y por lo anterior
tenemos que G C F. Asi, si consideramos i: G — F la inyeccién candnica (i.e.
i(x) = x para cada x = (z,), € G), obtenemos una funcién lineal entre dos
espacios de Banach que tiene gréifica cerrada: Si (2,,)°_; es una sucesién en G
que converge &, y (i(zm))o0_; = (2m)5°_, converge a y en F, entonces x = y.
Para ello note que convergencia en la norma | - |¢ implica que las componentes
(Tm,j)50_, convergen a z; (en X) mientras que convergencia en la norma | - |p
implica la convergencia de las componentes (2, ;)5_; a y; (en X), por lo que
x; = y; para cada j € N. Entonces, por el teorema @ de la grafica cerrada,
i es continua, de modo que existe una constante C' > 0 tal que |i(z)|r < C|z|g
para cada z € G. Es decir,

1 - "\’ = 1 '
sup— | E €T <C — ||z4||?
npn Z]] = ZJPH 3l
j=1 j=1
para cada x1,x2,... € X. Entonces,
1 n P ; n 1 %
— | E|>_esm <Y =l
=1 =17
para cada z1,...,z, € X y para cada n € N, o equivalentemente,
S " P
E Zgjxj < CPnP Z — (3.27)
i=1 =1 7
Asi, sean x1,x2,...,T, € X y definamos

oo si 1<j<N,
YiTl ey si N<j<N+n

donde N es entero positivo. Entonces

n p N4+n p
E Zé“j:l?j =E Z €jyj
j=1 j=1
O e
<CP(N+n)pP Y jjip (por [3.27)
J=N+1
< CP(N 4 n)? Ni:n [l n?
- RoNCEs

N +n\" &
o (F51) Sl
=1



CAPITULO 3. LEYES DE LOS GRANDES NUMEROS EN ESPACIOS NORMADOS 124

para cada N > 1, por lo que al tomar el limite cuando N tiende a infinito

n P n
S el <KDYyl
j=1 j=1

para cada x1,...,x, € X y para cada n € N, es decir, X es de tipo p. |

Observacién 3.3.1. El teorema [3.3.14] que acabamos de demostrar no es apli-
cable a la sucesién de elementos aleatorios que dimos en el ejemplo pues
como q > 1— %,

ZEHV oll” Z

n=1 = n=1

nqp

es decir, no se satisface la condicién de Chung.



Apéndice A
Analisis funcional

Tanto en este capitulo, como en el siguiente, describimos definiciones y re-
sultados que se asumen por ser bien conocidos, o bien debido a que son de
naturaleza auxiliar como para merecer la separacién del texto principal.

A.1. Sobre espacios métricos, normados y de Hil-
bert

Definiciéon A.1.1. Un conjunto M no vacio es un espacio métrico si existe
una funcién d: M x M — [0,00) con las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para cada (z,y) e M x M y
d(z,y) =0,siysblosiz =y
2. d(z,y) = d(y,x)
3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z,y,z € M.
Al ntimero real d(z,y) se le llama distancia de z a y y la funcién d es lla-

mada métrica. Denotaremos por el simbolo (M, d) al espacio métrico M con
la métrica d.

Definicién A.1.2. Una sucesién (2, )nen €s un espacio métrico (M, d) es una
sucesién de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que d(xy,, T,,) < € si
n,m > N.

Definicién A.1.3. Diremos que un espacio métrico (M, d) es completo si toda
sucesién de Cauchy en M converge a un elemento en M.

Definiciéon A.1.4. Un espacio vectorial sobre un campo F es un conjunto
X no vacio, dotado de dos operaciones; la operacién suma +: X x X — X que
a cada para de elementos (u,v) € X x X le asigna el elemento w € X tal que
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w = u+ v, y la operacién multiplicacion por escalar -: F x X — X que a cada
v € X yt €F le asigna el elemento tv € X, tales operaciones satisfacen que
para cada u,v,w € X y s,t € F

1. u+v =v+u

2. u+t (v+w) = (u+ v)+w

3. Existe un elemento 0 € X, tal que v+0=v

4. Para cada v € X, existe un elemento v € X, tal que v+ v =0
5. lv=v

6. s(tv) = (st)v

7. (s+t)v=sv+iv

8. s(u+v)=su+sv

Nos referiremos como vectores (o a veces simplemente puntos) a los elementos
de X. Llamaremos neutro aditivo, o de acuerdo a lo anterior, vector cero al
elemento O descrito en 3 y haremos la convencién de denotarlo con el nimero
cero en negritas.

A lo largo de este trabajo convendremos que todos los espacios vectoriales
con los cuales trabajaremos seran reales, es decir, F = R.

Definiciéon A.1.5. Sea X un espacio vectorial. Una funcién p: X — R es una
seminorma en X si satisface las siguientes propiedades:

1. p(ax) = |a|p(z) para todo a € R,z € X
2. p(x+y) < p(x) + p(y) para todo z,y € X

De la propiedad 1 tenemos que p(0) = p(0-z) = 0- p(z) = 0, y haciendo
uso de la propiedad 2 tenemos que 0 = p(z + (—1)z) < p(z) + p((—1)x) =
p(z) 4+ | — 1p(x) = 2p(x) y por lo tanto, p(z) > 0 para cada z € X.

Definicién A.1.6. Sea X un espacio vectorial. Diremos que una funcién | -
lx: X — R es una norma en X si || - | x es una seminorma tal que si ||z|| = 0,
entonces x = 0.

En tal caso se dice que X es un espacio normado con norma || - ||x y se
denota por (X, || - ||x). A menudo se usaremos la notacién (X, || -||) si no hay
confusién sobre la norma que estamos considerando en el espacio X.

Noétese que todo espacio normado es un espacio métrico, donde la metrica esté
dada por la norma de la siguiente manera: d(z,y) := ||z — ||

Definiciéon A.1.7. Un espacio normado se llama espacio de Banach si es
completo (respecto a la distancia inducida por la norma).
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Definicién A.1.8. Sea H un espacio vectorial. Una funcién (-,-): H x H — T,
donde F = R, C, es un producto interior en H si para cada z,y,z € X y cada
a € F se verifica lo siguiente:

1. (z+y,2) = (x,2) + (y,2);

o~ o~

2. {(az,y) = a{z,y);

3. (2,y) = (y,7);
4. (z,z) >0sixz#0

En tal caso decimos que H es un espacio con producto interior y se denota
por (H, (-)). Note que el producto interior en H induce una norma (en H) dada

por ||z|| ;== +/(z,z) para cada x € H.

Definicién A.1.9. Un espacio con producto interior (H, (-, -)) se llama espacio
de Hilbert si es un espacio de Banach respecto a la norma dada anteriormente.

La barra sobre el producto interior de = e y, escrito en 3, representa el com-
plejo conjudado de ese niimero. Sin embargo, durante este trabajo asumiremos
que todos los espacios de Hilbert con lo que trabajaaremos seran reales. De ma-
nera que dicha propiedad 3 ahora se traduce en decir que el producto interior
es conmutativo.

Si z e y denotan elementos en un espacio de Hilbert entonces los siguientes
resultados son validos.

Proposicién A.1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
[z, )l < [l - llyll
Proposicién A.1.2 (Desigualdad del tridngulo).
Iz +yll < [lz]l + [lyll
En particular si x e y son ortogonales, es decir, (x,y) =0, entonces
lz + )1 = ll2]* + lly]*

Proposicién A.1.3. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert. El producto intetrior
(+,+) es una funcién continua de H x H en R.

Demostracion. Para cada x1,y1,22,y2 € H la desiguadal de Cauchy-Schwarz
implica que

[(@1,y1) — (w2, y2)| = (1 — 22, y1) — (2,91 — ¥2)|
< lyallllzr — 22l + [lz2l[ly1 — y2|-

lo cual a su vez implica la continuidad del producto interior, pues si tomamos
Ty = TY Yp — y cuando n — 0o, entonces

[(@nsyn) = (@, 0)| < llynllllzn — 2l + llz(l[lyn — vl

que tiende a cero pues ||y, || es acotada al ser (y,), convergente. |
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Proposicién A.1.4. Si (z,), es una base, entonces para cada y € H existe
una sucesion (c,)n de nidmeros reales para la cual

n
Y= h’chkxk (A.1)
k=1

Es decir,
ly — (c1x1 + coma + - - - + cpwy)|| = 0 (cuando n — o0)

Si (x,,) es una base ortonormal entonces la serie en (A.1) es llamada expan-
sion de Fourier de y.

Proposicién A.1.5 (Desigualdad de Bessel). Sea (x,)n una sucesidn orto-
normal y sea ¢, = (y,x,), donde y es un elemento en H espacio de Hilbert.
Entonces

i <yl

WK

£
Il
-

En particular si la sucesidn (x,,) es una base, entonces

ci = llyll*

M8

=~
Il

1

Teorema A.1.6. Sea H de Hilbert. H tiene una base ortonormal, si y sélo si
H es separable.

A.2. Espacios vectoriales topolégicos

Definicién A.2.1. Decimos que X es un espacio vectorial topoldgico o
espacio topolégico lineal si es un espacio vectorial real provisto de una topo-
logia que hace continua a la operaciones suma de vectores y multiplicacién por
escalar.

Para entender mas a fondo la definicién anterior vamos a requerir de los
siguiente conceptos.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, se dice que B C 7 es una base la topologia
7 si para cada U € Ty cada z € U, existe V € B tal que x € V C U.
Por ejemplo, en un espacio métrico las bolas abiertas forman una base para la
topologia usual.

Ahora, dado un punto z € X, diremos que V, es una vecindad de x si existe
Uertalque z € U CV,,y diremos que V,, C N (z) es una base de vecindades
de x (base local en x) si para cada V, € N (z) existe U, € V, tal que U, C V,,
donde N(x) denota al conjunto de todas las vecindades de .

Por ejemplo, en un espacio métrico las bolas cerradas con centro en un punto x
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forman una base de vecindades de x.

Ahora bien, recordemos que una funcién f: (Y, 7y) — (X, 7x) es continua
un punto yo € Y si para cada Uy(y,) € Tx (6 Vi(y,)), existe Vi, € Ty (6 V) tal
que si y € Vy,, entonces f(y) € Ug(y,)-

Por otro lado, sabemos que Uy X Us con Uy € 1y y Uy € Tx forman una base
para la topologia producto de Y x X. Entonces,
1. La operacién suma
+: X xX > X
(z,y) —» z+vy,

es continua en un punto (zg,yo) si para cada abierto V de X tal que
o+ yo € V existen Uy, Us € 7 tal que (xg,y0) € Uy X Uz y si (x,y) €
Ui x Us, entonces x +y € V.

2. La operacién producto por escalar

cFx X — X
(A, z) = Az,

es continua en (Ao, zp) si para cada abierto V' de X tal que Agzg € V existe
0 >0y U €7 tal que (Ag,z0) € B(Ao,d) x U ysi (\,z) € B(Ao,d) x U,
entonces \x € U.,

Si en particular, la topologia que estamos considerando es inducida por una
métrica, la continuidad de las operaciones suma y producto por escalar estdn
caracterizadas de la siguietne forma: Dado € > 0 existe § > 0 tal que

1. sid(z,z0) < 0, d(y,yo) < ¢ implica que d(z +y,zo + yo) < €

2. 81 |A = Xo| <9, d(z, ) < 0 implica que d(Az, Agzg) < €.
Como consecuencia de esto llegamos a siguiente resultado:
Proposicion A.2.1. Todo espacio normado es un espacio vectorial topoldgico.
Demostracion.

€
1. Continuidad de la suma. Sea € > 0, entonces elegimos § := 3 tal que

2 —zoll, lly — woll < J, entonces
(@ +y) — (@0 +yo)l| < llz—aoll + [y — woll <26 =e.
2. Continuidad del producto por escalar. Sea ¢ > 0, y notemos lo
siguiente

Az — Xozo | = [[(A — Xo)(z — z0) + Aoz — o) + (A — Xo)zol|
<A = Aol |z — ol + | Aol [z — zol| + |A — Ao [|zo]|

(A.2)
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. , 3
entonces, escogiendo § > 0, con § < min< 1, =

37 3(|Xol 4+ 1) 3(||xo| +1) }

y tal que |\ —Xg| < 0y ||z — 20| < &, otenemos de la desigualdad que

1Az — Xool| < 6% + |Xol6 + & [|zo|

g e

< 514Xl +
3 ol 3(hl+1) " 3
g g g

<-4 4-=¢
f3+3+3 15

(A.3)

Hemos de notar que en la prueba de la proposicién anterior no usamos que
si 7||z|| = 0, entonces = 07, por lo que esta prueba permanece siendo vélida

para espacios seminormados.

Fl siguiente teorema provee una forma muy ttil de caracterizar a las funcio-

nes lineales continuas entre dos espacios normados arbitrarios.

Teorema A.2.2. Sean (X,| - |lx) vy (Y,| - |ly) dos espacios normados y sea

T: X =Y una funcion lineal. Son equivalentes
1. T es Lipschitiz continua
2. T es es uniformemente continua
3. T es continua en X

4. T es continua en 0

5. Si (x,) es una sucesion en X tal que x,, — 0, entonces T(x,) — 0

6. T es acotada

7. Eziste M > 0 tal que ||T(z)|ly < M||z|x, para todo z € X.

8. sup ||T(2)|ly < o0
llzllx <1

La prueba de este teorema puede encontrase en [22] a lo largo del capitulo

4.

No es el propdsito de esta tesis estudiar las propiedades del espacio de fun-
ciones lineales continuas de un espacio normado a otro, pero si mencionamos
que a este espacio se le denota por B(X,Y), y de acuerdo al teorema ante-
rior, T € B(X,Y), si y sélo si, existe M > 0 tal que ||T(x)|] < M||z| para
cada x € X. Tal espacio resulta ser un espacio vectorial, y no sélo eso, también

resulta ser un espacio normado donde la norma esta dada como sigue:

[T := tf {M >0 = [ T(2)]| < M|}

(A.4)
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Mas atin, se puede mostrar que tal norma se puede calcular como

1T =mim{M >0 : [|[T(2)]| < Mljzll} = sup [T(x)] = sup [T(x)l,

z€BJ0,1] z€B(0,1)

y si ademads el espacio X # {0}, también se tiene que

T(x
sup | T(z)|| = sup ||T(z)| = sup 1T @)l
z€B(0,1) llzll=1 sex |zl

Observacion A.2.1. De esto ultimo queremos destacar lo siguiente:

1. SiT € B(X,Y), entonces para cada z € X

1T (@) < 1T [|]|-

2. SiY es de Banach, entonces B(X,Y) es también un espacio de Banach
con respecto a la norma definida anteriormente.

Un caso particularmente importante es cuando Y = R, en tal caso llamamos
a la funcién T funcional lineal.

Definicién A.2.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico, definimos el espacio
dual topolégico de X como

X*={f: X > R|f es lineal y continua}

Andlogamente, al espacio formado por las funcionales lineales en X le lla-
maremos espacio dual algebraico y lo denotaremos por XT.
Como consecuencia de lo anteriormente discutido obtenemos que X* es un es-
pacio de Banach respecto a la norma definida en .

Los siguientes resultados son ampliamente conocidos y pueden ser encontra-
dos a lo largo del texto [30].

Teorema A.2.3 (Grifica Cerrada). Supongamos que (X, | - ) v (Y,||-]]) son
espacios de Banach yT: X —'Y es lineal. T es continua si y sdlo si Graf(T) =
{(z,T(z)) : x € X} es cerrada.

Teorema A.2.4 (Extensién de Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial,
S C X un subespacio, p: X — R un funcional sublineal y f € ST lineal tal
que f(z) < p(x) para cada © € S. Entonces existe F' € X1 tal que F [s= f y
F(z) < p(z) para cada x € X.

Corolario A.2.5 (Hahn-Banach). Sea (X, ||-1|) un espacio normado y x¢ # 0.
Entonces existe f € X* tal que f(xo) = ||xol| y || f]| = 1.

Definiciéon A.2.3. Se dice que un espacio vectorial topolégico X tiene sufi-
cientes funcionales continuas si dados = # y en X, existe f € X* tal que

f(x) # ().
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Como consecuencia del corolario tenemos el siguiente corolario.

Corolario A.2.6. Todo espacio normado tiene suficientes funcionales conti-
nuas.

Demostracion. En efecto, sean z,y € X con = # y entonces z —y # 0. Por
el corolario existe f € X* tal que f(z —y) = ||z — y|| # 0 y entonces
f(z) = f(y) # 0, por lo tanto f(x) # f(y). u

Teorema A.2.7. Sean X eY espacios de Banach, y sea D un subespacio denso
de X. Estonces todo operador lineal continuo definido en D, T: D — Y, tiene
una unica extension lineal y continua en todo X.



Apéndice B

Teoria de la medida

B.1. Sigma algebra de Borel

Definicién B.1.1. Una coleccién S de subconjuntos de un conjunto X es una
o-algebra si

1. 0,X €S,

2. Ae S, entonces X \ A €S,

o0
3. A1, Ag,.. ., A,, ..., €S, entonces U A; €8.
i=1

i

secciones numerables. No sélo eso, si {S, : o € A} es una familia de o-dlgebras

Como m A =X\ (U(X \ Az)> , entonces S es también cerrada bajo inter-

de subconjuntos de X, entonces ﬂ S, es también una o-algebra. La prueba de
aEN

esta afirmacién es inmediata de la definicién (B.1.1)).

Una vez observado esto ya podemos definir la o-algebra generada por una co-

leccién de subconjuntos de X.

Definicién B.1.2. Sea R una coleccién de subconjuntos de X. La sigma-alge-
bra generada por R, que denotamos por o(R), es la coleccién

o(R) = ﬂ {S : S es una o-dlgebra de subconjuntos de X y R C S}

Una consecuencia inmediata de esta definicién es que o(R) es la minima
o-dlgebra que contiene a R. En efecto, si S’ es otra o-dlgebra que contiene a R
entonces 0(R) C &' (pues ella ya es uno de los «intersectandos»), asi tenemos
que R Co(R)CS'.

133
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Las siguientes dos propiedades resultan especialmente ttiles para probar con-
tenciones entre o-algebras generadas, pues nos dicen que basta verificar las con-
tenciones entre los conjuntos generadores para concluir las conteciones de sus
respectivas la o-dlgebras generadas.

Lema B.1.1.

1. Si Ry y Re son dos colecciones de subconjuntos de X tales que R1 C Ra,
entonces 0(R1) C 0(Ra2).

2. Si F es una o-dlgebra, entonces o(F) = F.
Demostracion.

1. Tenemos que Ry C R2 C 0(Rz2), de modo que o(Rz2) es una o-dlgebra
que contine a Rq, por ser o(R1) la minima o-4lgebra que contiene a Ry
concluimos que o(R1) C o(Rz2).

2. Por definicién ocurre que F C o(F). Para la otra contencién, observemos
que F es en particular una o-dlgebra que contiene a F por lo tanto o(F) C
F.

Por espacio de Borel entenderemos a la pareja (X,S) donde X es un
conjunto (no vacio) y S es una o-dlgebra de subconjuntos de X. En particular
estaremos interesados cuando la o-algebra S es la o-algebra de Borel de X para
X un espacio métrico.

Definicién B.1.3. Sea M un espacio métrico. La o-algebra de Borel de
M, denotada por B(M), es la o-dlgebra generada por la familia de todos los
subconjuntos abiertos de M. A los elementos de B(M) se les llaman borelianos.

Si U es un abierto en B(M), entonces M \ U es un cerrado y también perte-
nece a B(M). Los siguientes resultados tienen como propésito probar que B(M)
es también generada por los conjuntos cerrados de M.

Definicién B.1.4. Sea M un espacio métrico. Un subconjunto A de M es
G si existe una sucesién de conjuntos abiertos (U,) tal que A =, U,. El
complemento de un conjunto G recibe el nombre de Fy.

Proposicién B.1.2. Sea (M,d) un espacio métrico. Para cada A C M (fijo)
definimos f(p) := d(p, A) = inf{d(p,a) : a € A}. Entonces para cada p,q € A

|f(p) = f(@)] < d(p,q).

En particular, f es una funcion uniformemente continua.
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Demostracion. Sea a € A, por la desigualdad del tridngulo y la definicién de
d(p, A) tenemos que

d(p,A) < d(p,a) < d(p,q) +d(q,a).

Esto significa que para toda a € A,

d(p, A) —d(p,q) < d(q,a)

de modo que d(p, A) —d(p, ) es una cota inferior del conjunto {d(¢q,a) : a € A}
y por lo tanto

d(p, A) — d(p,q) < d(q, A).

Con lo que encontramos que

d(p,A) <d(p.q) +d(gq, A).
Anélogamente se tiene que

d(q,A) < d(p,q) + d(p, A).

De estas dos tltimas desigualdades podermos concluir que | f(p)— f(q)| < d(p, q).
[ |

Corolario B.1.3. En un espacio métrico M todo subconjunto cerrado es G5 y
todo subconjunto abierto es F.

Demostracion. Sea C' un subconjunto cerrado de M. Entonces

C={z:d=zG) =0}
:ﬁl{x s d(z,G) < 711}

Por la proposicién anterior sabemos que f(x) = d(z, G) es una funcién continua,
por lo tanto f~1[(—oco,1)] = {2 : d(z,G) < 1} es un conjunto abierto en M.
La segunda parte de la afirmacion es cierta por definiciéon de conjunto F,. M

Corolario B.1.4. En un espacio métrico (M,d) la o-dlgebra de Borel estd
generada por los conjuntos cerrados.

Demostracion. Si Ay C representan a la clase de los abiertos y los cerrados en
M respectivamente, el corolario anterior nos garantiza que A C ¢(C) y en virtud
de minimalidad de la o-dlgebra o(A), obtenemos que o(A) = B(M) C o(C). Asi
también C C B(M) y por lo tanto o(C) = B(M). |

Dicho de otra forma, B(M) es la minima familia de subconjuntos de M que
contiene a todos los subconjuntos abiertos y cerrados de M, y que es cerrada
bajo intersecciones y uniones numerables.
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Recordemos que un espacio métrico M es separable contiene un subconjun-
to denso y numerable, esto es, existen x1, z3,... en M tal que {z1,x9,...} =M
(donde A denota la cerradura topoldgica de A en X).

Probaremos que bajo la hipdtesis de separabilidad la o-dlgebra B(M) estd

generada por las bolas abiertas (o cerradas).

Lema B.1.5. Si M es un espacio métrico separable, entonces B(M) es igual a
la o-dlgebra generada por las bolas abiertas (cerradas) de M.

Demostracion. Denotemos por B a la o-algebra generada por las bolas abiertas
(o cerradas) en M. Entonces, segtin lo antes visto B C B(X). Para la otra con-
tenciéon hagamos notar dos cosas.

1. Todo abierto es unién numerable de bolas abiertas. Sea D = {d,, : n > 1}
el denso numerable en M, y sea U un abierto en M. Entonces para cada x € U
y existe r > 0, con r racional tal que la bola abierta con centro en = y de radio
r, B(z,r), se queda contenida en U. Como D es denso en M, y en particular
para B(z, %), se tiene que B(z, %) N D # B, por lo que existe y, € D, tal que
d(7,y.) < 5 < 5. Entonces v € B(y.,5) C B(z,7) CU.

Notemos que hay a lo més una cantidad numerable de bolas del tipo B (ym, %) ,
pues la coleccién de bolas con centro en D y radio racional tiene a lo més la
cardinalidad de N x N que a su vez tiene la misma cardinalidad de N. Por lo

tanto,
0= U s

zeU

es una unién a lo mas numerable.

2. Todo abierto es unién numerable de bolas cerradas. Por el caso 1 todo
abierto es uniéon numerable de bolas abiertas, pero estas a su vez son unio-
nes numerables de bolas cerradas, es decir, en general si x € M y r > 0 (no
necesariamente racional) se tiene que

B(z,r) = U Blx,r —1/n]

n=n,

donde n, es un entero positivo para el cual r — % > 0 .Y como la unién nu-
merable de una uniéon numerable sigue siendo numerable podemos concluir que
todo abierto es unién numerable de bolas cerradas.

Con esto podemos concluir que dado un abierto U de M, U € B y por lo
tanto B(M) C B probando asf la igualdad de las o-dlgebras. [ |

Definicién B.1.5. Sea (X,B(X)) y (Y,B(Y)) dos espacios de Borel y sea
f: X — Y una funcién. Diremos que f es una funcién Borel medible, o
simplemente medible, si para cada E € B(Y),

fHUE)={z e X : f(z) € E} € B(X).
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B.2. Sigma algebra producto

Definicién B.2.1. Sean (X,B(X)),(Y,B(Y)) dos espacios de Borel, supon-
gamos ademads que X,Y son métricos. Por rectangulo de Borel en X x Y,
entendemos a los conjuntos de la forma A x B donde A € B(X)y B € B(Y).

Definimos la o-algebra producto en X X Y, y la denotamos por B(X) ®
B(Y), como la o-dlgebra generada por la familia de rectdngulos de Borel. Esto
es,

B(X)®B(Y)=0c({Ax B : AcB(X),B e B(Y)}).

Llamaremos espacio producto a la pareja (X x Y, B(X) ® B(Y)), por lo
que una funcién f: X x Y — Z serd medible si la imagen inversa de borelianos
de Z es un elemento de la g-algebra producto.

En el espacio producto también podemos considerar la o-algebra de Borel
B(X xY)=0c({U : U es abierto en X x Y'}).

Es claro de la definicién que B(X) ® B(Y) C B(X x Y) (pues producto
de abiertos es abierto), la otra contencién no se da en general. Daremos un
contraejemplo de esto ultimo y ademds probaremos que bajo la hipétesis de
separabilidad de X e Y se da la igualdad.

Proposicién B.2.1. Sean X,Y espacios métricos separables. Entonces B(X x
Y)=B(X)®B(Y).

Demostracion. Es suficiente probar que todo abierto U en X X Y pertenece a
B(X)®B(Y). Como Y es separable, Y tiene una base numerable {V, }. Entonces
U puede representarse como uniéon numerable de conjuntos de la forma U, x V,,
donde U, es abierto en X. Para cada n > 1 fijo, sea W, la unién de todos
subconjuntos U, tales que U, x V;, C U. Entonces U = |J;_,(W,, x V,,) €
B(X)®@B(Y) . |

Para ver que no se da la ingualdad de las o-algebras vamos a necesitar de
los siguiente lemas.

Lema B.2.2. Sea F una coleccion de subconjuntos de un conjunto X y consi-
deremos la o-algebra generada por la familia F, o(F). Si A € o(F), entonces
existe una subfamilia numerable F' de F tal que A € o(F').

Demostracion. Sea A = |Jo(€) donde & varia sobre todas las subfamilias nu-
merables de la familia F. Veamos que A es una o-algebra:

1. Es claro que tanto () como X pertenecen a A, pues o(€) les contiene para
cada & C F numerable.

2. Si A € A, entonces A € o(€) para alguna £ C F numerable, y como o (&)
es una o-dlgebra tenemos que X \ A € o(€), por lo que X \ A € A.

3. Sea (A;), una sucesién en A, entonces A4,, € A para cada n > 1, y por
tanto para cada n > 1 existe &, subfamilia numerable de F tal que A,, €
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o0

o(&,). Tomemos &' = U En, entonces & es una subfamilia numerable
n=1

de F y por tanto o(£’) C A. Ademds, puesto que para cada n > 1,
&, C & Co(&) tenemos que (&) C o(E'), luego U (&) Ca(&).
n=1

o0 o0
Asi, U A, € U o(&,) C A. Lo cual prueba que A es cerrado bajo
n=1 n=1

uniones numerables.

Por lo tanto A es una o-dlgebra. Mds atn, 7 C A, pues si B € F entonces
{B} C F donde {B} es numerable y por tanto {B} C o({B}) C A, con lo cual
B € A. Por otra parte, si B € A entonces B € ¢(€) para alguna subfamilia
numerable £ de F, pero como £ C F C o(F) entonces o(€) C o(F). Por lo
tanto B € o(F). Hemos probado que

FCACao(F)

y por tanto A = o(F). Podemos concluir que si C' € o(F), entonces existe una
subfamilia numerable F’' de F tal que C € F'. [ |

Lema B.2.3. Sea X wun conjunto con cardinalidad mayor que ¢. Dada una
coleccion numerable {U,} de subconjuntos de X, existen x # y en X tales que
para cada n > 1 se cumple que x,y € U, o bien x,y ¢ U, en tal caso decimos
que la familia {U,} no distingue a z y y. Mds ain, la coleccidn ¥ de todos los
subconjuntos de X que mo distingen a x e y es una o-dlgebra.

Demostracion. Supongamos que dados x # y en X existe U, tal que = € U,
pero y ¢ U, (o bien y € U, pero z ¢ U,). Definimos h: X — {0,1}" como
h(z) = (ap), donde a, = 1siz € U, y a, = 0si x ¢ U,. Entonces h es inyectiva
y por tanto, card(X) < card({0,1}) = ¢, lo que contradice la hipétesis sobre
la cardinalidad de X. Por tanto deben existir x,y € X con x # y tales que para
cadan > 1,z,y € U, o z,y ¢ U,.

Ahora veamos que colecciéon ¥ de subconjuntos de X que no distingue a z y y
es una o-algebra.

1. Es claro que (), X pertenecen a X.

2. Sea A € ¥, entonces x,y € A o bien z,y ¢ A. Si z,y € A, tenemos que
z,y ¢ X \ Ay por tanto X \ A € X. Por otro lado, si z,y ¢ A significa
que z,y € X \ A. Ello implica que X \ A € 3.

3. Sea (A,), una sucesién en X, entonces A, € 3 para cada n > 1. Si

o0
T € U A, entonces z € A,, para algin ng > 1, lo cual implica que

n=1

oo oo
x,y € An, v por tanto x,y € U A, asi U A, € 3. Por otro lado, si = ¢

n=1 n=1
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o0 o0
U A, implica que z,y ¢ A, para todo n > 1y por tanto, z,y ¢ U A,
n=1

n=1

o0
y entonces U A, €X.

n=1

Proposicién B.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico con cardinalidad mayor que
¢. Entonces B(X) ® B(X) & B(X x X).

Demostracion. Es claro que B(X) ® B(X) C B(X x X). Veamos que B(X x X)
no estd contenida en B(X) ® B(X).

Supongamos lo contrario. Consideremos D = {(z,z) : € X} el conjunto
diagonal en X x X, y notemos que al ser d: X — [0,00) una funcién continua
y {0} un cerrado en [0, 00) entonces d~1({0}) = D es cerrado en X x X y por
tanto D pertenece a B(X x X). Afirmamos que D ¢ B(X) ® B(X).

Supongamos que D € B(X) ® B(X). Como B(X) ® B(X) es la o-algebra
generada por la familia de rectdngulos de Borel {A x B : A, B € B(X)}, por
el lema existe una subfamilia numerable de rectdngulos medibles {A4,, x
B, }n>1 tal que D € o({A,, x B,}). Ahora, por el lema existen xz,y € X
tales que x # y y la coleccién numerable {A,, B,, : n > 1} de subconjuntos de
X no distingue a x y y. Entonces {A,, x B,, : n > 1} es una coleccién numerable
de subconjuntos de X x X que no distingue a los elementos (z,z) y (x,y) de
X xX.

Denotemos por X a la g-algebra de subconjuntos de X x X que no disguen a
(z,z) y (z,y). Entonces {A,, x B,} C ¥y por tanto o({A4,, x B,}) C X. Como
D € o({A, x By,}) tenemos que D € X, de modo que D es un subconjunto
de X x X que no distingue a (z,z) y (x,y), pero esto no es posible, ya que
(z,x) € D pero (z,y) ¢ D.

Por lo tanto D ¢ B(X)®B(X), asi, la o-dlgebra B(X)®B(X) estd contenida
propiamente en B(X x X). |
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Apéndice C
Resultados varios

Teorema C.0.1 (Convergencia Dominada de Lebesgue [29]). Si fi, f2,... es
una sucesion de funciones integrables y existe una funcidn integrable b(x) tal
que | fn| <b para cadan =1,2,... entonces

lim [ f,dP= lim f, dP
n—oo n—oo
siempre que lim f, exista casi sequramente.
n—oo

Teorema C.0.2 (Beppo-Levi [29]). Si f1, fa,... es una sucesion de funciones
integrables y no negativas tales que Y- | [ fn < 0o, entonces la serie > o | fn
es convergente casi sequramente Y

[en-%[n

Lema C.0.3. Sea (V,,), es una sucesion de elementos aleatorios en un espacio

de Banach separable X, supongamos que V, 5v y [[Vall < IW|| para cada n
L

donde W € L,(; X), entonces V,, 5V (en p-media).

Demostracion. Como E ||V, ||P] < E[||W]]?] < oo, entonces V,, € L,(€; X) para
cada n. Sea € > 0, entonces

V> 1Wi+er V> ([Vall +}
C VI = IVall > €}
CHIV =Vall > e}

para cada n, lo cual implica que

BV > W +2) < lim BV ~ Vil > &) =0.

141
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Pero como esto es vélido para cada ¢ > 0, en particular, tomando ¢ = 1 con

k
k € N obtenemos
, 1
0 < PAVI > W) < tim P (1V] > W]+ ) =0,
— o0

Es decir, ||V|| < ||W]| c.s. y en consecuencia V' € L,(€; X).
Ahora supongamos que V;, no converge a V en p-media (en L), es decir,
existe € > 0 tal que para cada n,

E[V., = V|P] > e. (C.1)

Asi que existe (V,,, ) una subsucesién tal que E [||V,,, — V||?] > €, por otra parte
sabemos V,, Ly por lo que también V,,, 5 V', y entonces por el lema |1.1.13
esta subsucesion admite una subsucesion (Vnkj ); tal que Vnkj 2V, es decir,

Vo, =V “3°0. Por la primera parte de la demostracién Vo, = VI < 2[W],
asi que por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

lim E [[|V,,,, ~ VI["] = E {fm Vi, — vnp} =0
J—o0 J Jj—o0 J

lo cual contradice (C.1)). Por lo tanto V,, si converge a V' en p-media. |
Proposicion C.0.4. Sean Vi, V5, ...,V elementos aleatorios en un espacio de

Banach separable. Entonces, V,, Lvsi y solo si

, ||Vn_v||
1 Ed——— % =0.
noo {1+||vn—V|

La prueba de esta proposicion es andloga a la que se tiene para variables
aleatorias.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que V = 0. Queremos
Vel
I+[[Vall

mostrar que V,, B v y sélo si lim,_, E { } = 0. Primero supongamos

que V,, = 0. Sea £ > 0, entonces 1fm,,_, o P (||V,.]| > €) = 0. Notemos que

Vol _IVal
T Vall = T+ Vil

Lvaiiser +elfvaii<er < Igvap>er e
Y por tanto,

[Vall }
EX—— ) <P(||V,|| >¢) +e.
{1+ Vol (IVall > <)

) 1Vl
1 E— V<
A {1+||vn|| =

para toda ¢ > 0. El resultado se obtiene al hacer tender € a cero.

Esto implica que
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Ahora supongamos que lim,,_, E { 14”-‘H/;L/H i } = 0. Como la funcién f(x) =

es estrictamente creciente en el intervalo [0, 00), tenemos que
[Vl IVall
I < —— 1 < tni

donde € > 0 es fijo (pero arbitrario). Por lo que tomando esperanzas y sacando
limites,

_T

14z

€ 3 . [Vall
lim P (||V, < lim B —nll L _ g
Tre g P UIVall > e) < lig, {1+||Vn||
Como € > 0 es fijo, lim, o P(||[V,,]| > €). |

Recordemos que si Lo(€2, X) denota al conjunto de elementos aleatorios en
X, y en €l definimos la métrica

vl }
Vip=EJ 21
V1o {1+||V||

para cada V € Ly(2, X), entonces la proposicién anterior muestra que la Lo-
topologia (la inducida por la métrica || - ||p) induce la convergencia en probabi-
lidad.

C.1. Equivalencia de los momentos de sumas de
Rademacher

El propésito de esta seccion sera discutir el lema sobre la equivalencia
de las L,-topologias en L. Recordemos que este espacio, L, es el espacio de las
series de Rademacher de la forma Y77 | xx), que convergen casi seguramente.
Por esta razén nos fijaremos en las sumas de Rademacher Y ,_, exx). Puede
consultarse el caso general en [21] (ver teorema 4.7).

Recordemos también que las L,-topologias en L son las topologias inducidas
por las p-normas en L, por lo que en nuestro caso, lo que tenemos que probar es
las p-normas son equivalentes en el conjunto de sumas de Rademacher, o dicho
de otro modo, los momentos de las sumas de Rademacher son equivalentes, esto
es, dados 0 < p,q < oo debemos mostrar que existe C > 0 tal que

n n
E ExTk g EkTk
k=1 k=1

para cadan € Ny cada z1,...,2z, € X.
Para ello necesitaremos del siguiente lema, el cudl ya fue implicitamente
probado en la prueba del lema [3:3.11}

Lema C.1.1. Consideremos la suma de Rademacher ZZ:1 exxr en el espacio
de Banach X. Entonces, para cada a >0 yn > 1,
2
)

P ( zi:gkxk Z 2&) 524 <P < zi:gkxk
k=1

k=1

<C

q p
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Teorema C.1.2 (Desigualdad de Kahane). Dados 0 < p,q < oo, existe una
constante Ky, ; > 0 tal que si X es un espacio de Banach y xj, € X, con k > 1,

entonces para cada n,
N P\ ¥
) S Kp’q . (E > .

n n
E E ELTE E ERTE
k=1 k=1

Demostracion. Supongamos que 0 < p < ¢ < 0o, cuando p > ¢ la afirmacién es
inmediata con K, , = 1 (basta usar la desigualdad de Jensen). Hagamos

1

n P\ »

M:<E ngxk ) .
k=1

Si M = 0 la desigualdad es trivial y se verifica con cualquier constante positiva,
digamos K , = 1. Asi, supongamos que M > 0, y sea uy = 35, con 1 <k <n,

para el cual
n n
Z =
ERUk E €k
M
k=1 k=1

Por la desigualdad [1.2] de Chebyshev:

Q

p

=E

p

E =1L (C.2)

n n p n P
1 1 1
P( Zskuk >8P>:]P< Zakuk >8> <8]E< Zakuk >:8
k=1 k=1 k=1
Supongamos, por induccién, que para m > 0 tenemos que
- 1 1 _om
P(;gkuk 22m-8p>g4-22 . (C.3)

Aplicando el lema y

P( Zekuk 2 2m+1-811’> S 4 <P< Zekuk
k=1

k=1
esto muestra que se cumple para cada m > 0.
Por otra parte, sabemos que por el lema |3.3.6

n 0o n
Zskuk :/ qtq_l]ID( ZEkuk
k=1 0 k=1

Para cada ¢t > 0 definamos

2
Z 2m8;17>> é i .2—2m+1’

q
E

> t) dt. (C.4)
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y hagamos ag = 0, oy, = 271 8% para cadam=1,2,....

Usando [C.3]y [C4]
n q 0o
> e :/ f(t)dt
k=1 0
Qg2

_/Om [0 dt+§0/a Ft)dt

m-+1

[e31 o0 Q42
g/ gt dt + Z/ gt P
0 m=0"

m+1

1 m

E

n
E ExUg

k=1

2 am+1> dt

y por[C.2

-

E ExUk

(=
k=1

@\ P\
) S Kpg- (E )
Finalmente, como uy = %=

M>
q 1 p 1

n
D _enan
k=1
Lema C.1.3. Sea V una variable aleatoria positiva tal que para algin g > p > 0
y alguna constante positiva C,

k=1

n
E ExTk
k=1

Vg < ClIV [
Entonces, sic >0 es tal que P(V > ¢) < (QCp)q/(p_q) , se tiene que
1 1
Wi, <2be  y V], <2ice

/

Demostracion. Como g > p tomemos p’ = % v¢ = p,{l = ﬁ, entonces por
la desigualdad de Hélder:

E[V7Iys>e) < (E [(V”)”’Dl/p/ (E [Tsey )Y

<(E [VQ])P/Q (P(V > E))(p—(l)/q _ ||V||5 BV > E))l—p/q.
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Luego,
E[Vp]:/ VdeF’+/ VP dp
{v<e} {v>e}
<eP +/ fPdP
{V>e}
< VI @V > o)
1 IVII5
< gP P p.__—_ _py TP
<eP +CPVID 500 — ¢ + 5
y por lo tanto, [|[V[|5 = E[VP] < 2¢P. [ |

Observacién C.1.1. Notemos que como consecuencia de este lema, si (V)
es una sucesién de variables aleatorias (o elementos aleatorios) tales que para
algin ¢ > p >0y C > 0, |Vo|lq < C||Vollp para cada n, y si (V,,), converge
en probabilidad a alguna variable aleatoria V, entonces, como sup,, ||V,|lq < o0
por el lema (Vi)n también converge a V en Ly para toda ¢’ < q.

En particular, y debido a la desigualdad [C.1.2|de Kahane, esto dltimo ocurre
para la sucesién que consideramos en la implicacién (4) = (1) del teorema

3314
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