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Resumen

José Omar LEDESMA MARTIN

FASE GEOMÉTRICA EN SISTEMAS
CUASI-BIDIMENSIONALES CON ACOPLAMIENTO
ESPÍN-ÓRBITA

Desde el descubrimiento de la fase geométrica o fase de Berry por el físico inglés Mi-
chael Berry en 1984, se han realizado una gran cantidad de trabajos sobre sus funda-
mentos teóricos, manifestaciones en experimentos y posibles aplicaciones en distintas
áreas de la física.

La Fase de Berry es el resultado de la evolución adiabática de un estado cuántico
sobre una trayectoria cerrada en el espacio de los parámetros del hamiltoniano del sis-
tema dependientes del tiempo.

Este trabajo se centra en el cálculo y discusión de fases de Berry para distintos
sistemas aproximables por un hamiltoniano cuántico de dos niveles, entre los que se en-
cuentran materiales con acoplamiento espín-órbita de Rashba y Dresselhaus en cristales
bidimensionales con distintas orientaciones, semiconductores con un campo perpendi-
cular y SOC tipo Rashba, útiles para describir semiconductores ferromagnéticos y un
sistema de Dirac de dos niveles, usado para describir aislantes de Chern entre otros.

En su artículo de 1984 Berry muestra el caso de la fase geométrica para un electrón
que interactúa con un campo magnético externo de magnitud constante que cambia de
dirección adiabáticamente obteniendo una fase no trivial igual a la mitad del ángulo
sólido encerrado por la trayectoria del campo magnético, siendo π si la trayectoria en-
cierra el punto de degeneración. Es posible expresar al acoplamiento espín-órbita como
un campo magnético dependiente del momento, ya que debido a la similitud entre éste
y el caso del artículo de Berry así como a la similitud en la forma de las estructuras de
bandas cerca de la degeneración los resultados obtenidos son parecidos.
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Capítulo 1

Introducción

La fase geométrica o fase de Berry es un concepto esencial de la mecánica cuán-
tica y que a pesar de ser fundamental, su importancia como fenómeno general no fue
reconocida sino hasta su descripción por el físico inglés Michael Berry en 1984, más de
medio siglo después del establecimiento de la teoría cuántica [1].

Era sabido que la función de onda de un estado cuántico que evoluciona adiabáti-
camente en el espacio de parámetros adquiere dos fases: la primera, conocida como fase
dinámica, expresa la dependencia temporal de los estados estacionarios del sistema; la
segunda fase, de carácter geométrico, depende de la trayectoria recorrida en el espacio
de parámetros. En la mayoría de los casos la fase general de un estado puede anularse
con la transformación de norma correcta, pero cuando la trayectoria en el espacio de pa-
rámetros es cerrada, la segunda fase es la llamada fase de Berry y se vuelve invariante
ante transformaciones de norma [1].

El concepto de evolución adiabática hace referencia al teorema adiabático, propues-
to inicialmente por el físico austriaco Paul Ehrenfest, reformulado y generalizado por
Max Born. Dicho teorema establece que en un sistema en un eigen-estado instantáneo
que evolucione bajo acción de una perturbación adiabática permanecerá en el mismo
eigen-estado instantáneo respecto al nuevo hamiltoniano [2].

Berry no fue el primero en descubrir una fase geométrica como resultado de una
evolución cíclica. En 1959, el físico hindú S. Pancharatnam descubrió que al llevar a un
haz de luz a través de distintos estados de polarización de forma cíclica, aparecía una
fase independiente a la fase asociada a la propagación de un haz a través del mismo
camino óptico. La fase de Berry es una generalización de la fase de Pancharatnam [3].

Tras el descubrimiento de Berry se han encontrado fases geométricas en diversos
campos, que van desde la cosmología hasta la dinámica de electrones de Bloch en física
de estado sólido, donde están relacionadas con múltiples conceptos como el efecto Hall
de espín (SHE), el efecto Hall cuántico (QHE), el efecto Hall anómalo (AHE), el efecto
Hall de valle (VHE), el efecto Aharonov-Bohm, el efecto Aharonov-Casher, la teoría de
aislantes topológicos, la teoría moderna de la polarización, la teoría de la magnetización
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de orbitales y el efecto Nerst, entre otros [4, 5, 6, 7, 8].

La fase geométrica ha sido medida experimentalmente en diversos sistemas, como
neutrones en campos magnéticos helicoidales o en imanes de una sola molécula, donde
a causa de la interferencia de fases geométricas aparecen resonancias en el tunelaje [9,
10]. En 2017 Zhenxing Zhang et. al. midieron fases geométricas en q-bits superconduc-
tores y propusieron protocolos para tomar atajos al teorema adiabático [11].

Murakawa et. al. [12] midieron una fase de Berry no trivial en un semiconductor en
bulto con acoplamiento espín-órbita de Rashba, donde debido a la gran separación de
bandas lograda y a que el material es tridimensional es posible el estudio de la fase de
Berry sobre la evolución del espín en una trayectoria en el espacio.

La fase de Berry es consecuencia de llevar adiabáticamente un estado cuántico
|n(R)〉 sobre una trayectoria cerrada C en un espacio de parámetros R. La fase ad-
quirida por el estado etiquetado por n al recorrer una curva C en R está dada por:

γn(C) =

∮
C
AnAnAn(R) · dR, (1.1)

donde dR es el diferencial de línea a lo largo del contorno C en R y AnAnAn es una cantidad
vectorial que relaciona dos estados cercanos en el espacio de parámetros, 〈n(R)|n(R + dR)〉.

En este trabajo se tratan las fases geométricas de diversos sistemas cuánticos des-
critos por un hamiltoniano para sistemas de dos niveles (TLS) que permite el estudio
de semiconductores con gases de electrones cuasi-bidimensionales (2DEG) con acopla-
miento espín-órbita (SOC) de Rashba, Dresselhaus y la combinación de ambos, este ha-
miltoniano, además de la adición de diversos factores como campos magnéticos exter-
nos o impurezas magnéticas, puede también modelar de sistemas como aislantes to-
pológicos de Chern, grafeno en la cercanía de los puntos de alta simetría y sistemas
semiconductores cuasi-bidimencionales ferromagnéticos con efecto Hall anómalo y en
general cualquier modelo con una separación de dos bandas en la cercanía de estas.

En el siguiente capítulo se estudiará la deducción de esta fase y algunas de sus
propiedades.

Objetivo

El objetivo de este trabajo es estudiar la fase geométrica y su derivación, así como
su cálculo mediante el hamiltoniano para un TLS del tipo H = σ · Ω, en sistemas con
acoplamiento espín-órbita de Rashba o Dresselhaus, así como otros sistemas modela-
bles con dicho hamiltoniano como son los sistemas con SOC en campos magnéticos, un
semiconductor ferromagnético con efecto tipo Rashba, una lámina y una bicapa de gra-
feno y un aislante de Chern. Así mismo comparar los resultados obtenidos con aquellos
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reportados en la literatura, buscando destacar la importancia de la fase de Berry, así
como su relación con propiedades como el efecto Hall anómalo. Para esto se calculan:

Un hamiltoniano de dos niveles, sus propiedades espectrales y la forma que toman
la conexión, curvatura y fase de Berry para este hamiltoniano.

Un caso particular de dicho hamiltoniano para sistemas con SOC lineales en k
junto con su conexión, curvatura y fase de Berry.

Una generalización del hamiltoniano lineal en k con la adición de campos magné-
ticos externos con sus respectivas conexión y fase de Berry.

Fases de Berry para diversos sistemas, usando los hamiltonianos y formulas men-
cionadas en los puntos anteriores.

El presente trabajo consta de 6 capítulos, este Capítulo 1 es una introducción al
tema y describe el objetivo del trabajo. El Capítulo 2 trata al teorema adiabático y a la
fase de Pancharatnam como antecedentes y explica la fase de Berry, su deducción y su
relación con la conexión y la curvatura de Berry. El Capítulo 3 trata sobre el hamilto-
niano para TLS, sus propiedades espectrales y la forma que pueden tomar la curvatura,
la conexión y la fase de Berry a partir de dichos estados. El Capítulo 4 introduce al aco-
plamiento espín-órbita como consecuencia de una aproximación cuasi-relativista en la
Ecuación de Dirac y presenta a las interacciones de Rashba y Dresselhaus así como una
particularización del hamiltoniano del TLS para sistemas con acoplamiento espín-órbita
lineal en k. El Capítulo 5 está dedicado a los resultados, fases geométricas de sistemas
con acoplamiento espín-órbita de Rashba y Dresselhaus lineal en k, una lámina de gra-
feno, una bicapa de grafeno, un aislante de Chern, un sistema ferromagnético con aco-
plamiento tipo Rashba y sistemas con acoplamiento espín-órbita en campos magnéticos
externos. Por último el Capítulo 6 resume y expone las conclusiones de este trabajo.
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Capítulo 2

Fase de Berry

2.1. Antecedentes

Un sistema cuántico que evoluciona adquirirá, además de la conocida fase diná-
mica, una fase de carácter geométrico; a pesar de que Berry fue el primero en reconocer
la presencia de esta fase como un aspecto generalizado en sistemas cuánticos existieron
anticipaciones como la fase de Pacharatnam [13, 1].

2.1.1. Fase de Pancharatnam

En 1956 Shivaramakrishnan Pancharatnam descubrió que al propagar radiación
electromagnética a través de diferentes estados de polarización de forma cíclica, ésta
adquiere una fase distinta a la fase asociada a la trayectoria recorrida en el espacio real
[3].

La polarización de una onda electromagnética caracteriza la dirección de su campo
eléctrico. La forma más general de polarización es la elipse, donde la polarización lineal
es el caso en que uno de los semi-ejes de la elipse es nulo y la polarización circular el
caso en que los semi-eles son iguales. En la Figura 2.1 es posible observar que esta elipse
puede caracterizarse a través de la intensidad I , el ángulo de inclinación ψ y el ángulo
de elipticidad η, donde la intensidad I = (a2 + b2)/4 (ver Figura2.1) [14].

Clásicamente, pueden representarse todos los estados de polarización de la luz por
medio de puntos en la esfera de Poincaré, definida por la Ecuación:

I2 = Q2 + U2 + V 2, (2.1)

donde I es la intensidad, que junto conQ, U y V puede definir el estado de polarización
de una onda y son conocidos como parámetros de Stokes. Las definiciones para estos en
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FIGURA 2.1: Elipse de polarización.

función de I , ψ y η son:

Q =pI cos(2η) cos(2ψ), (2.2a)
U =pI cos(2η) sin(2ψ), (2.2b)
V =pI sin(2ψ), (2.2c)

donde p expresa el grado de polarización de la onda. De esta forma puede representarse
a una onda completamente polarizada como un punto en la superficie de de esfera de
Poincaré. El número 2 que precede a ψ representa el hecho de que cualquier elipse es
indistinguible de sí misma rotada π radianes, mientas que el 2 que precede al ángulo
η se debe a la indistinguibilidad de una elipse consigo misma después de intercambiar
los semi-ejes y ser girada π/2 radianes.

Pancharatnam buscaba las diferencias de fase entre polarizaciones distintas, una
de sus contribuciones fue determinar que dos estados estaban en fase cuando estos al
interferir tenían un máximo de intensidad. Al estar en fase dos estados de polarización
distintos se define una conexión entre estos, esta es llamada conexión de Pancharatnam.

La conexión de Pancharatnam no es transitiva, es decir si un haz de luz cambia
cíclicamente su estado de polarización pasando por los estados A, B, C y regresando a
A, si A está en fase con B y B está a su vez en fase con C, el estado inicial A, no necesa-
riamente está en fase con el estado final A’ y la fase entre ambos será igual a la mitad del
ángulo sólido contenido por la trayectoria recorrida por el haz en la esfera de Poincaré
[3, 15].

La fase descubierta por Pancharatnam tiene un carácter geométrico y Berry encon-
tró la relación de esta fase con la fase de Berry y estableció que el experimento de llevar
a un haz de luz a través de distintos estados de polarización es el análogo óptico del
efecto Aharonov-Bohm [16].
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2.1.2. La aproximación de Born-Oppenheimer y el teorema adiabático

Las soluciones analíticas exactas a problemas cuánticos, son poco comunes y suele
ser necesario recurrir a aproximaciones.

La aproximación de Born-Oppenheimer supone que un fenómeno ocurre en un
régimen temporal mucho menor que otro; esta idea puede ilustrarse en un sistema cris-
talino, donde al notarse que los electrones se mueven a velocidades mucho mayores
que los núcleos se aproxima la velocidad de estos a cero, asumiendo que su velocidad
es tan lenta que los electrones se ajustan instantáneamente a los cambios de posición de
los núcleos, esto simplifica el cálculo anulando los términos de energía cinética de los
núcleos y volviendo constantes las distancias entre estos. El teorema adiabático es una
extensión de esta idea a otras situaciones donde es posible hacer distinciones entre la
velocidad de distintos procesos en un sistema.

Una forma fácil de ilustrar esta aproximación fuera del ámbito de la mecánica cuán-
tica es a través de un péndulo simple de longitud L oscilando en un plano dentro de una
caja. El estado del péndulo puede alterarse de diversas formas, como moviendo la caja, o
variando la longitud del péndulo. Al oscilar, el péndulo tiene un periodo T = 2π

√
L/g,

si se altera la longitud lentamente, el periodo variará como T (t) = 2π
√
L(t)/g, pero

el péndulo oscilará dentro del mismo plano y su movimiento será predecible. En cam-
bio si la longitud cambia bruscamente, el resultado podría llegar a ser difícil de predecir.

En este experimento pueden observarse dos tiempos: uno relacionado al periodo
de oscilación T y otro a la perturbación t. El cambio es adiabático cuando t >> T ó
T/t→ 0.

El teorema adiabático fue formulado como lo conocemos por Max Born y compro-
bado en 1928 por Max Born y Vladimir Fock en ”Beweis des Adiabatensatzes” (Prueba
del Teorema Adiabático) en el volumen 51 del Zeitschrift für Physik A, meses después
de la publicación de ’On the quantum theory of molecules(Sobre la teoría cuántica de las
moléculas). El teorema propuesto por Born y Fock enunciaba que:

“Un estado físico permanece en su eigenestado instantáneo si la perturbación que
actúa sobre él es suficientemente lenta y hay una brecha entre su valor propio y el resto
del espectro del Hamiltoniano.”

Esto nos dice que si una partícula se encontraba en el estado n de su hamiltoniano
inicial y este es perturbada “lentamente” hasta llegar a un hamiltoniano final, entonces,
el estado final será el mismo estado n, pero del hamiltoniano final [17, 18].

El problema de un electrón en un pozo cuadrado de potencial infinito puede ilus-
trar la aplicación del teorema adiabático. En su estado base, la función de onda Ψ tiene
la extensión λ/2 al tiempo 0, como puede verse en la Figura 2.2. Para este estado, la
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FIGURA 2.2: Función de onda del estado base de un electrón en un pozo
cuadrado infinito en t = 0.

FIGURA 2.3: Función de onda del estado base de un electrón en un pozo
cuadrado infinito, después de desplazar la pared derecha hasta duplicar

el ancho bruscamente

función de onda Ψ es:

Ψ1(x, 0) =

√
2

L
sin
(πx
L

)
. (2.3)

Si a este sistema se le aplica una perturbación que duplique al ancho del pozo
instantáneamente, moviendo la pared de la derecha, la forma de la función de onda
sería en el lado izquierdo la función senoidal, mientras que al lado derecho sería una
línea recta, como puede verse en la Figura 2.3.

La función de esta línea puede obtenerse por una serie de Fourier como:

f(x) =
L

π
+
L

2
sinx− 2L

π

∞∑
n∈2N

(
cos(nx)

n2 − 1

)
. (2.4)

No obstante, si el cambio sucede adiabáticamente, dando tiempo a la función de
onda para adaptarse lentamente a la forma del potencial, la función conservará su for-
ma, pero respecto a los nuevos parámetros, como se ilustra en la Figura 2.4, teniendo la
forma:

Ψ1(x, t) =

√
1

L
sin
(πx

2L

)
. (2.5)

Como puede verse que las Ecuaciones (2.3) y (2.5) tienen la misma forma funcio-
nal y siguen en el estado de energía basal debido a que la perturbación fue adiabática,
mientras que la Ecuación (2.4) tiene una estructura completamente distinta.

El teorema adiabático es una condición necesaria para la fase de Berry, que como
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FIGURA 2.4: Función de onda del estado base de un electrón en un pozo
cuadrado infinito, después de desplazar la pared derecha hasta duplicar

el ancho, adiabáticamente

se verá a continuación, está reflejado en el uso de los estados instantáneos del hamilto-
niano.

2.2. Derivación de la fase de Berry

Al transportar un estado de forma adiabática por una trayectoria cerrada, este ad-
quirirá un factor dependiente de la trayectoria tomada y de la geometría del espacio.

Partiendo un hamiltoniano H(R) dependiente del vector de parámetros funciones
del tiempo, R = (R1(t), R2(t), ..., Rn(t))∗ con al menos un estado |n,R〉 con energía
En(t) discreta y no degenerada, debido a que una degeneración podría dar lugar a un
cambio de estado, saliendo así de las condiciones del teorema adiabático. se sabe que
al cambiar R en el tiempo, |n,R + ∆R〉 no es una solución exacta a la Ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo, pero si R cambia suficientemente lento el sistema
no cambiará de un estado a otro, sino que el estado se ajustará al hamiltoniano instan-
táneo de acuerdo con el teorema adiabático [19].

El teorema adiabático implica que si el estado |n,R(0)〉 evoluciona hasta un tiempo
t, terminará en el estado eiΦn(t) |n,R(t)〉 con una probabilidad que tiende a uno, confor-
me más lento sea el cambio.

Para encontrar la fase adquirida puede sustituirse eiΦn(t) |n,R(t)〉 en la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo:

i~
d

dt

[
eiΦn(t) |n,R〉

]
= H(R(t))eiΦn(t) |n,R〉 . (2.6)

Al proyectar ambos miembros sobre el estado eiΦn(t) |n,R〉 se obtiene:

Φ̇n(t) = i 〈n,R|∇R |n,R〉 ·
dR

dt
− 1

~
En(t). (2.7)

∗En este trabajo se asume un espació tridimensional, por lo tanto R = (R1(t), R2(t), R3(t)
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Esta expresión puede reescribirse como:

Φ̇n(t) = AAAn −
1

~
En(t), (2.8)

donde se define:
AAAn ≡ i 〈n,R|∇R |n,R〉 . (2.9)

La diferencia de fases después de resolver la Ecuación diferencial la diferencia de
las fases, será:

Φn(t)− Φn(0) =

∫ R(t)

R(0)
AAAn · dR−

∫ t

0

1

~
En(t′)dt′, (2.10)

y de ella se obtienen dos términos: la integral sobre la energía es la fase dinámica, mien-
tras que la integral sobre AAAn es una fase geométrica, debido a que depende únicamente
de la trayectoria en el espacio de parámetros y no de la forma en que esta es recorrida.

Para el caso especial en que transcurrido un tiempo, el sistema regresa al estado
original tras haber recorrido la curva cerrada C, la fase de Berry o fase geométrica γn(C)
se define como la integral de línea de AAAn sobre dicha curva cerrada:

γn(C) =

∮
C
AAAn · dR. (2.11)

Como puede verse en la siguiente sección una vez que se cierra la trayectoria, la fase
geométrica es invartiante ante transformaciones de norma.

En algunas situaciones es conveniente convertir la integral de línea en una integral
de superficie. Aplicando el teorema de Stokes a la Ecuación (2.11) obtenemos:

γn(C) =

∫∫
C
∇R ×AAAn · dS, (2.12)

definiendo:
BBBn ≡∇R ×AAAn (2.13)

se obtiene:
γn(C) =

∫∫
C
BBBn · dS. (2.14)

2.3. Conexión y curvatura de Berry

Debido a la similitud de AAAn con el potencial vectorial de un campo magnético y a
la de BBBn con un campo magnético, AAAn es conocido como potencial de Berry y BBBn como
campo de Berry. La relación entre estos está dada por la Ecuación (2.13).

Las dos formas de obtener la fase de Berry son la integral de línea sobre una curva
cerrada del potencial de BerryAAAn (Ecuación 2.12) y el flujo de campo de BerryBBBn a través
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de la superficie encerrada por C(Ecuación 2.14).

Al igual que con un campo magnético, la divergencia de ∇R · BBBn = 0, por estar
definido como el rotacional de un campo no conservativo.

BBBn es además invariante ante transformaciones de norma, esto puede probarse
usando:

|n,R〉 → eiΛ |n,R〉 , (2.15)

Bajo esta transformación el potencial cambia:

AAAn →AAA′n = AAAn −∇RΛ, (2.16)

y al tomar el rotacional:

BBB′n = ∇R ×AAAn −∇R ×∇RΛ = ∇R ×AAAn,= BBBn (2.17)

el rotacional del gradiente se anula, puede verse así que la curvatura de Berry BBBn es
invariante ante la transformación, mientras que la fase de Berry γn(C) será:

γn(C) =

∮
C
AAAn · dR−

∮
C
i∇RΛ · dR, (2.18)

como consecuencia del teorema fundamental del cálculo para integrales de línea [20]:

γn(C) =

∮
C
AAAn · dR− Λ(Ri) + Λ(Rf ). (2.19)

Al ser esta una integral sobre una trayectoria cerrada, los valores de Λ(Ri) y Λ(Rf )
serán iguales en mod 2π y la fase de Berry γn permanece invariante ante transforma-
ciones de norma al igual que el campo de Berry, por lo tanto son independientes de la
forma en la que esté parametrizado el sistema, lo cual permite que sean posibles obser-
vables físicas.

El potencial de Berry es también conocido como conexión de Berry, debido a la re-
lación que establece entre dos estados próximos |n,R〉 y |n,R + ∆R〉 en el espacio de
parámetros [21].

La normalización de |n,R〉 implica que 〈n,R|∇R |n,R〉 es imaginario, garantizan-
do que γn es real [13]. Esto puede comprobarse tomando el gradiente de la condición de
normalización 〈n|n〉:

∇ 〈n|n〉 = 〈∇n|n〉+ 〈n|∇n〉 = 0, (2.20)

si se considera a
{
|η〉
}

como una base independiente de los parámetros R:

|n,R〉 =
∑
m

Cm(R) |η〉 , (2.21)
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y se toma el gradiente, se obtiene:

∇R |n,R〉 =
∑
m

∇RCm(R) |η〉 . (2.22)

Al tratar de igual forma al término 〈∇n| y sustituyendo en la Ecuación (2.20) puede
verse que ambos términos son conjugados complejos el uno del otro y el resultado de
su suma será:

Re[C∗m∇Cm] = 0, (2.23)

por lo que puede concluirse que ambos términos son puramente imaginarios, de esta
forma el potencial de Berry AAAn, el campo de Berry BBBn y la fase de Berry γn son cantida-
des reales.

Evaluar los gradientes de estados puede ser complicado debido a la necesidad de
una base localmente univaluada, para evitar estas dificultades es posible darle una for-
ma independiente del gradiente del estado al campo de Berry BBBn En la Ecuación (2.12)
puede insertarse una unidad como la suma de estados instantáneos |m,R〉, obteniendo:

BBBn = −Im
∑
m6=n

∇R(〈n,R|) |m,R〉 × 〈m,R|∇R|n,R〉 . (2.24)

Al ser 〈n,R|∇R |n,R〉 imaginario, pueden omitirse los elementos diagonales m =
n.

A partir de la ecuación de eigenvalores, calculando su gradiente y proyectándola
sobre |m,R〉 los elementos de matriz son:

〈m,R|∇RĤ|n,R〉+ 〈m,R|H (∇R |n,R〉) = ∇REnδm,n + En 〈m,R|∇R|n,R〉 (2.25)

Así, el campo de Berry BBBn puede expresarse como:

BBBn ≡ −Im

∑
m6=n

〈n,R|∇RĤ|m,R〉 × 〈m,R|∇RĤ|n,R〉
(Em − En)2

 (2.26)

En esta forma es posible apreciar que BBBn tiene singularidades en puntos degenera-
dos en el espacio de parámetros R, siempre que los elementos de matriz 〈n,R|∇RĤ|m,R〉 6=
0. Estas singularidades, pueden verse como fuentes de çampo de Berry", o "monopolos
magnéticos de Berry"siendo la fase de Berry el flujo asociado a estas fuentes. Cabe des-
tacar que la integral en una trayectoria cerrada de la curvatura de Berry será siempre un
múltiplo entero de 2π y este número es una característica topológica del sistema que no
será discutida en este trabajo [22].

Como consecuencia de la independencia de γn yBBBn con la elección de norma, pue-
de observarse que la fase de Berry γn es independiente de la elección de norma, por lo
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tanto puede ser observada, además no es explícitamente dependiente del tiempo, por lo
que es puramente geométrica.

Para sistemas aislados, las cantidades observables son valores esperados de algún
operador, mientras que la fase de Berry no puede ser obtenida como el valor esperado
de un operador Hermitiano por lo que es necesaria una perturbación adiabática para
poder existir una fase geométrica[21, 23, 19].

2.4. Partícula con espín 1/2 en un campo magnético de magni-
tud constante.

Berry discute el caso de la fase geométrica adquirida por una partícula con espín
1
2 en un campo magnético de magnitud constante que gira adiabáticamente [13]. El ha-
miltoniano de este sistema, rotado de forma que no la energía cinética de los electrones
sea 0, es:

H =
µ

2
σ ·B(t), (2.27)

donde µ es la magnitud del momento magnético, σ es el vector de matrices de Pauli
y B(t) es un campo magnético que varía adiabáticamente en el tiempo. Como puede
verse en el Apéndice A los estados serán:

|+1〉 =

(
cos
(

Θ
2

)
eiϕsin

(
Θ
2

)) , |−1〉 =

(
sin
(

Θ
2

)
−eiϕcos

(
Θ
2

)) . (2.28)

Al sustituir estos estados en la Ecuación 2.26 se obtiene:

BBB+1 = − Im

 1

4B2

− cos(Θ) cos(ϕ)− i sin(ϕ)
i cos(ϕ)− cos(Θ) sin(ϕ)

sin(Θ)

×
− cos(Θ) cos(ϕ) + i sin(ϕ)
−i cos(ϕ)− cos(Θ) sin(ϕ)

sin(Θ)


(2.29a)

= − Im

 1

2B2

i cos(ϕ) sin(Θ)
i sin(ϕ) sin(Θ)

i cos(Θ)

 (2.29b)

= −1

2

B

B2
, (2.29c)

donde por analogía con la ley de Gauss puede verse a la curvatura como un monopolo
magnético con magnitud 1/2 y a la fase de Berry como el flujo a través de la superficie
encerrada por la trayectoria barrida por el campo magnético B, esta será 1/2 del ángulo
sólido encerrado por la trayectoria:

γ+1 =
1

2

∫ Θ

0
sin(Θ)dΘ

∫ 2π

0
dϕ = π

(
1− cos(Θ)

)
. (2.30)
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Esto puede verse también al calcular la conexión AAA+1:

AAA+1 = − 1

2k
tan

(
Θ

2

)
Θ̂, (2.31)

así, la fase de Berry será de igual forma:

γ+1 =
1

2

(
1− cos(Θ)

) ∫ 2π

0
dϕ = π

(
1− cos(Θ)

)
(2.32)

2.5. Fases geométricas

Las fases geométricas están presentes en muchas áreas de la física. El péndulo de
Foucault presenta el ejemplo de una fase geométrica en un sistema clásico, donde des-
pués de completar un ciclo alrededor del eje de rotación terrestre, el péndulo adquiere
una fase igual a la mitad del ángulo sólido que encierra su trayectoria, siendo menor a
mayores latitudes. A una latitud de 30o el péndulo precesará 180o [24].

Este resultado es parecido al obtenido por Berry en su artículo de 1984, presentan-
do en la sección anterior, donde estudia el sistema de un electrón en un campo magnéti-
co de magnitud constante que gira adiabáticamente, la fase adquirida por el electrón es
igual a la mitad del ángulo sólido encerrado en la trayectoria del campo magnético [1].

Dentro de la cuántica, se han encontrado fases que después del artículo de Berry,
se ha descubierto que son de origen geométrico. Aharovov y Bohm (AB) publicaron en
1959 un artículo sobre el significado de los potenciales electromagnéticos en la cuántica,
AB probaron cómo la presencia de un potencial electromagnético, tal que en la región
estudiada tanto el campo eléctrico como el magnético se anularan, podía modificar los
patrones de interferencia de dichos electrones. Esta modificación es debido a la llamada
fase de Aharonov-Bohm. Berry probó que esta fase un caso especial de la fase geomé-
trica [13]. De la misma forma, Berry demostró que la fase de Pancharatnam, igual a la
mitad del ángulo sólido encerrado por las geodésicas que unen a los estados de pola-
rización recorridos en la esfera de Poincaré es un caso particular de su fase geométrica
[16]. Dicha fase ha sido medida experimentalmente en más de una ocasión [25].

Igualmente se han estudiado fases geométricas en sistemas moleculares, Herzberg
y Longuet-Higgins notaron que una función de onda electrónica que podía tomarse
como real en todas las configuraciones nucleares, cambiaba de signo cuando las coorde-
nadas nucleares se movían alrededor de un cruce de niveles de energía en el espacio de
coordenadas nucleares. Más tarde este mismo problema se aplicó al sistema H3 donde
se estudió la reacción H + H2 → H2 + H , este cambio de signo es resultado de la fase
geométrica adquirida [26].
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Se han descrito diversas generalizaciones a fases geométricas, casos con eigen-
estados degenerados donde la fase resultante puede ser no abeliana (una matriz), trayec-
torias no unitarias, abiertas y sin la presencia del teorema adiabático (fase de Aharonov-
Anadan) [27, 28].
Después del trabajo original de Berry se descubrió que la fase geométrica podía ser
interpretada como una holonomía† en términos de geometría diferencial y topología,
donde surgen conceptos como el de transporte paralelo y las variedades diferenciables,
que no serán considerados en este trabajo.

†Berry menciona en un artículo de 1988 que llamarla holonomía le parece barbárico “. . . the concept
of anholonomy is familiar to geometers, but they often call it ’holonomy’ a reversal of usage I consider a
barbarism.” [18]
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Capítulo 3

Sistema cuántico de dos niveles
(TLS)

Cualquier sistema donde exista una separación de dos bandas puede ser estudiado
en la vecindad de esta brecha energética por un modelo de dos niveles a través de una
matriz hermitiana de orden 2; que a su vez puede construirse como una combinación
lineal de las matrices de Pauli y la matriz identidad. Este modelo tiene gran versatilidad
y es usado en múltiples sistemas, como los estudiados en el Capítulo 5.

3.1. Propiedades espectrales del hamiltoniano de un TLS

El hamiltoniano de la Ecuación (3.1) ‡ puede modelar cualquier sistema de dos
niveles en función de los parámetros asignados a E0 y a las componentes del campo
~
2Ω = ~

2(Ωx,Ωy,Ωz) y será el usado en este trabajo.

H = E0I + σ · ~
2
Ω (3.1a)

=

 E0 + ~
2Ωz

~
2(Ωx − iΩy)

~
2(Ωx + iΩy) E0 − ~

2Ωz

 . (3.1b)

Al resolver la ecuación de eigenvalores, se obtienen energías propias

Eλ = E0 + λ
~
2

Ω, (3.2)

‡Siendo I la matriz identidad de orden 2 y σ el vector de matrices de Pauli:

σ = (σx, σy, σz) =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

))
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donde λ = ±1 y Ω =
√

Ω2
x + Ω2

y + Ω2
z es la magnitud del campo Ω. Los eigenespinores

del hamiltoniano son:

|λ〉 =

√
Ω + λΩz

2Ω


1

λ
Ωx + iΩy

Ω + λΩz

 . (3.3)

En coordenadas esféricas (Ω,Θ, ϕ), con cos(Θ) = Ωz/Ω y tan(ϕ) = Ω‖/Ω, donde
Ω‖ es la proyección de Ω sobre el plano, este espinor puede reescribirse como:

|λ〉 =

 Nλ

λN−λe
iϕ

 , (3.4)

donde N2
λ =

(
1 + λ cos(Θ)

)
/2.

La derivación de las energías y los estados puede verse en el Apéndice A.

Para los siguientes capítulos serán útiles los elementos de matriz 〈λ|σ|µ〉 para el
TLS los cuales de forma general son:

〈λ|σ|µ〉 = λΩ̂δµ,λ +
(
−iλ(Ω̂‖ × ẑ) + (Ω̂‖ × ẑ)× Ω̂

)
δµ,−λ. (3.5)

Reescrito por componentes:

〈λ|σi|µ〉 =

(
λ

Ωi

Ω

)
δµ,λ +

(
−iλ
Ω‖

εipqΩ‖pδqz +
1

Ω‖Ω
εimnεmrsΩ‖rδszΩn

)
δµ,−λ, (3.6)

donde se aprecia que los elementos diagonales son:

〈σ〉λ = 〈λ|σ|λ〉 = λ
Ω

Ω
, (3.7)

puede verse que 〈σ〉λ será un vector unitario en la dirección de Ω con sentido opuesto
para cada banda.
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3.2. Curvatura y conexión de Berry

Al tomar el gradiente del estado |λ〉 de la Ecuación (3.4) se obtiene:

|∇Rλ〉 =

 ∇RNλ

λ∇R(N−λe
iϕ)



=

 ∇RNλ

λeiϕ(∇RN−λ + iN−λ∇Rϕ)


(3.8)

La conexión de Berry AAAλ será:

AAAλ = i
(
Nλ λe−iϕN−λ

)
·

 ∇RNλ

λeiϕ(∇RN−λ + iN−λ∇Rϕ)

 (3.9a)

= i(Nλ∇RNλ +N−λ∇RN−λ + iN2
−λ∇Rϕ), (3.9b)

donde pueden reacomodarse los términos Nλ∇RNλ = 1
2∇R(N2

λ), notando que N2
λ +

N2
−λ = 1, ∇R(N2

λ +N2
−λ) = 0, siendo así la conexión:

AAAλ = −N2
−λ∇Rϕ. (3.10)

Al definir Ω± = Ωx ± iΩy, entonces eiϕ = Ω+/Ω‖ y:

ϕ = i ln
(
Ω‖
)
− i ln(Ω+) =⇒ ∇Rϕ = i

(∇RΩ‖

Ω‖
− ∇RΩ+

Ω+

)
, (3.11)

donde el gradiente de Ω‖ es

∇RΩ‖ =
Ωx∇RΩx + Ωy∇RΩy

Ω‖
. (3.12)

Al sustituir las Ecuaciones (3.11) y (3.12) en la Ecuación (3.10) y simplificar, se ob-
tiene la forma:

AAAλ =
Ω− λΩz

2ΩΩ2
‖

(Ωx∇RΩy − Ωy∇RΩx) . (3.13)

Así, la fase de Berry tras recorrer la curva C será:

γλ(C) =

∮
C

[
Ω− λΩz

2ΩΩ2
‖

(Ωx∇RΩy − Ωy∇RΩx)

]
· dR, (3.14)
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donde dR es el diferencial de línea en el espacio de parámetros R.

Esta ecuación es válida para cualquier sistema que pueda expresarse en la forma
de la Ecuación (3.1).

Por su parte, la curvatura de Berry BBBλ puede calcularse de la Ecuación (2.26):

BBBnBBBnBBBn ≡ − Im

[
〈λ,R|∇RĤ|−λ,R〉 × 〈−λ,R|∇RĤ|λ,R〉

(E−λ − Eλ)2

]
. (3.15)

Tomando el gradiente del hamiltoniano, asumiendo suma sobre índices repetidos
se obtiene

(∇RH)i = ∂RiH0 +
~
2
σo∂RiΩo, (3.16)

y así, el producto 〈λ|∇RH|−λ〉 será

〈λ|∇RH|−λ〉i = ∂RiH0 〈λ|−λ〉+
~
2

(∂RiΩo) 〈λ|σo|−λ〉 , (3.17)

el primer término se anula por la condición de ortonormalidad, de forma que:

〈λ|∇RH|−λ〉i =
~
2

(∂RiΩo) 〈λ|σo|−λ〉 , (3.18)

al sustituir en la Ecuación (3.15) y con E−λ − Eλ = −λ~Ω se obtiene:

BBBλ = Im

[
1

~2Ω2
(
~
2
∇RΩo 〈λ|σo|−λ〉)× (

~
2
∇RΩr 〈−λ|σr|λ〉)

]
. (3.19)

al re-escribir en función de las componentes:

(BBBλ)i = Im

[
1

4Ω2
εijk

∂Ωo

∂Rj

∂Ωr

∂Rk
〈λ|σo|−λ〉 〈−λ|σr|λ〉

]
. (3.20)
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A partir de la Ecuación (3.6) puede obtenerse el producto:

Vij = 〈λ|σi|−λ〉 〈−λ|σj|λ〉 (3.21a)

=

[
−iλ
Ω‖

εipzΩ‖p +
1

Ω‖Ω
εiabεcarΩ‖rΩn

] [
iλ

Ω‖
εjqzΩ‖q +

1

Ω‖Ω
εjfgεhfsΩ‖sΩm

]
(3.21b)

=
1

Ω2
‖
(δijδpm − δimδpj)Ω‖pΩ‖m+

+
1

Ω2Ω2
‖
(δijδnrδms − δimδjsδnr − δnzδirδms + δmnδirδjs)Ω‖sΩ‖rΩmΩn+ (3.21c)

+
iλ

Ω2
‖Ω

[
εjqz(δizδnr − δirδnz)Ω‖qΩ‖rΩn − εipz(δjzδms − δjsδmz)Ω‖pΩ‖sΩm

]
=

1

Ω2
‖
(Ω‖pδij)+

+
1

Ω2Ω2
‖

(
δnr(δijδms − δimδnr) + δir(δmnδjs − δmsδnz)

)
Ω‖sΩ‖rΩmΩn+ (3.21d)

+
iλ

Ω2
‖Ω

[
εjqz(δizδnr − δirδnz)Ω‖qΩ‖rΩn − εipz(δjzδms − δjsδmz)Ω‖pΩ‖sΩm

]
=

1

Ω2

(
Ω2δij − ΩiΩj + iλΩεijkΩk

)
. (3.21e)

Este resultado puede expresarse como la suma de un término simétrico Sij =
(Ω2δij − ΩiΩj)/Ω

2 y un término antisimétrico Tij = (εijkΩk))/Ω de la forma:

〈λ|σi|−λ〉 〈−λ|σj|λ〉 = Sij + iλTij. (3.22)

Al sustituir en la Ecuación (3.20)

(BBBλ)i = − Im

[
1

4Ω2
εijk

∂Ωo

∂Rj

∂Ωr

∂Rk

1

Ω2
(Sij + iλTij)

]
. (3.23)

La contracción del símbolo de Levi-Civita con la parte simétrica se anula, quedando:

(BBBλ)i = Im

[
−iλ
4Ω4

εijk
∂Ωo

∂Rj

∂Ωr

∂Rk
(ΩεijkΩk)

]
, (3.24)

Reescribiendo:

(BBBλ)i = Im

[
−iλ
4Ω3

εijkΩ ·
(
∂Ω

∂Rj
× ∂Ω

∂Rk

)]
, (3.25)

así la curvatura de Berry es:

(BBBλ)i =
−λ
4Ω3

εijkΩ ·
(
∂Ω

∂Rj
× ∂Ω

∂Rk

)
. (3.26)
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A partir de esta forma es posible llegar a la Ecuación (3.11), separando Ω = Ω‖ +
ẑΩz en la Ecuación (3.26):

(BBBλ)i =
−λ
4Ω3

εijk

{
Ω‖ ·

(
∂Ω‖

∂Rj
×
∂Ω‖

∂Rk

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+Ω‖ ·
[
ẑ×

(
∂Ωz

∂Rj

∂Ω‖

∂Rk
− ∂Ωz

∂Rk

∂Ω‖

∂Rj

)]
+

+ Ωzẑ ·
(
∂Ω‖

∂Rj
×
∂Ω‖

∂Rk

)}
(3.27a)

=
−λ
4Ω3

εijk

[
Ω2
‖

(
∂ϕ

∂Rj

∂Ωz

∂Rk
− ∂ϕ

∂Rk

∂Ωz

∂Rj

)
+ Ω‖

(
∂Ωx

∂Rj

∂Ωy

∂Rk
− ∂Ωx

∂Rk

∂Ωy

∂Rj

)]
(3.27b)

=
−λ
4Ω3

[
2Ω2
‖ (∇Rϕ×∇RΩz)i + εijkΩz

(
∂Ωx

∂Rj

∂Ωy

∂Rk
− ∂Ωx

∂Rk

∂Ωy

∂Rj

)]
(3.27c)

=
−λ
2Ω3

[
Ω2
‖∇Rϕ×∇RΩz + Ωz∇RΩx ×∇RΩy

]
i

(3.27d)

=
−λ
2Ω3

[
Ω2∇Rϕ×∇RΩz − Ω2

z∇Rϕ×∇RΩz + Ωz∇RΩx ×∇RΩy

]
i

(3.27e)

=
λ

2

[
1

Ω
∇RΩz ×∇Rϕ−

Ωz

Ω3
(Ωz∇RΩz ×∇Rϕ+ ∇RΩx ×∇RΩy)

]
i

(3.27f)

=
λ

2

[
1

Ω
∇RΩz ×∇Rϕ−

Ωz

Ω3

(
1

2
∇RΩ2

z ×∇Rϕ+
1

2
∇RΩ2

‖ ×∇Rϕ

)]
i

(3.27g)

=
λ

2

(
1

Ω
∇RΩz ×∇Rϕ−

1

2

Ωz

Ω3
∇RΩ2 ×∇Rϕ

)
i

(3.27h)

BBBλ =
λ

2

(
1

Ω
∇RΩz −

Ωz

Ω2
∇RΩ

)
×∇Rϕ (3.27i)

=
λ

2
∇R

(
Ωz

Ω

)
×∇Rϕ (3.27j)

=
−1

2
∇R

(
2N2
−λ − 1

)
×∇Rϕ (3.27k)

= −∇RN
2
−λ ×∇Rϕ (3.27l)

= ∇R ×
(
−N2

−λ∇Rϕ
)

(3.27m)
= ∇R ×AAAλ (3.27n)

Las Ecuaciones (3.14) y (3.26) son los resultados más importantes de este capítulo,
ya que a partir de estos se calcularán las fases de Berry estudiadas en el siguiente ca-
pítulo. Las fórmulas derivadas tanto para la conexión como para la curvatura de Berry
son generales para cualquier campo Ω y por lo tanto pueden servir para calcular la fase
de Berry de cualquier sistema modelable con un hamiltoniano hermitiano 2x2.
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Capítulo 4

Acoplamiento espín-órbita en gases
electrónicos bidimensionales

4.1. Espín

En 1925 el físico americano Ralph de Laer Kronig postuló que los electrones po-
seían un grado de libertad de momento angular adicional al momento angular orbital,
causado por la rotación del electrón sobre su propio eje; además postuló que esta ro-
tación tiene una magnitud fija de ~/2. De esta forma era capaz de explicar fenómenos
como el efecto Zeeman anormal y los multipletes en ciertos espectros atómicos. Esta
teoría no explicaba todos los detalles vistos en los espectros y peor aun, si se considera
al electrón como una esfera con el radio de Lorentz re = e2

4πε0mc2
, la velocidad superficial

del electrón tendría que ser más de 60 veces la velocidad de la luz para producir un mo-
mento angular de ~/2, lo cual es una clara violación a la teoría de la relatividad. Kronig
mostró su trabajo a Pauli, quien lo ridiculizó diciendo que era una idea inteligente, pero
no tenía nada que ver con la realidad, por esta razón Kronig nunca publicó este trabajo.
Meses después, los físicos George Uhlenbeck y Samuel Goudsmit publicaron un trabajo
bajo la misma idea del electrón rotante, sin embargo al notar el problema de la velocidad
superficial, intentaron evitar la publicación. La respuesta que recibieron fue que era de-
maciado tarde ya para evitar su impresión, además de que ambos eran suficientemente
jóvenes como para permitirse estupidez [29, 30].

Un par de años antes de los trabajos acerca de la rotación del electrón sobre su
propio eje. Otto Stern y Walther Gerlach intentaban medir la cuantización espacial del
modelo de Bohr. Para lograrlo hicieron pasar un haz de átomos de plata por un par de
rejillas colimadoras, el haz colimado pasaba después a través de un campo magnético
inhomogéno e impactaba en una placa fotográfica, donde después de múltiples intentos
pudieron ser observadas dos líneas paralelas [31].

Contrario a la idea de Stern y Gerlach, la separación de los estados era debido al
espín ya que el momento angular orbital de la plata en estado base es cero. No fue hasta
1927 que Ronald Fraser habló sobre este detalle [29].
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Finalmente a pesar de su reacción inicial Pauli formalizó una teoría no relativista
del espín en 1927 y en 1928 Dirac publicó su ecuación cuantico-relativista, en la que el
espín surge como una propiedad intrínseca, por lo que también es conocido como mo-
mento angular intrínseco [32, 33].

Hoy en día la manipulación del espín, conocida como espintrónica es un campo re-
levante en múltiples áreas de la física, como la física del estado sólido o la computación
cuántica. Un descubrimiento importante de la espintrónica fue el efecto de magnetorre-
sistencia gigante (GMR), a finales del siglo XX, que dio origen a múltiples fenómenos
magneto-electrónicos con aplicaciones de almacenamiento y lectura de información, co-
mo las memorias magnetoresistivas no volátiles de acceso aleatorio (MRAM) [29, 34].

Uno de los propósitos actuales de la espintrónica es el desarrollo de dispositivos
que utilicen el espín para codificar información, ya sea usando sistemas híbridos que
almacenan la información en la carga, pero que son controladas por espín como los
transistores de espín de efecto de campo (SPINFET), o los transistores de espín de unión
bipolar (SBJT), o más radicalmente haciendo uso de sistemas que solo utilizan el espín
para codificar información. Estas ideas hacen necesario mecanismos de interacción con
el espín. Por su esencia magnética es natural pensar que los campos magnéticos externos
son la forma más directa de control y detección de espín, sin embargo, esto también es
posible por medio de campos eléctricos debido a la llamada interacción espín-órbita, de
la cual se hablará más adelante en este capítulo [29, 34].

4.1.1. Degeneracíon en sistemas con espín 1/2

El teorema de Kramers establece que en sistemas con espín semi-entero con sime-
tría de inversión temporal ∗ existen al menos dos estados con la misma energía, siendo
ε(k) la energía de un estado con un vector de onda k en un sistema con espín 1/2:

ε↑(k) = ε↓(−k). (4.1)

La simetría de inversión espacial por el potencial genera otra degeneración de la
forma:

ε↑(k) = ε↑(−k). (4.2)

A partir de las Ecuaciones (4.1) y (4.2) puede verse que la unión de las simetrías de
inversión espacial y temporal da lugar a una degeneración en la energía de los estados
|↑〉 y |↓〉

ε↑(k) = ε↓(k). (4.3)

Esta degeneración puede romperse al anular cualquiera de las simetrías, por ejem-
plo, al aplica un campo magnético se rompe la simetría de inversión temporal mostrada
en la Ecuación (4.1), levantando la degeneración en la energía; esa condición está pre-
sente en fenómenos como el efecto Hall cuántico (QHE). En otros fenómenos como el

∗Dada la transformación Θ : t→ −t, el estado |α〉 tiene simetría de inversión temporal si: Θ |α〉 = |α〉
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acoplamiento espín órbita, en ausencia de campos magnéticos externos y con simetría
de inversión temporal existe una separación de los niveles energéticos para los diferen-
tes estados de espín causada por el rompimiento de la simetría de inversión espacial,
mostrada en la Ecuación (4.2), en un gas de electrones bidimensional [35, 36].

4.2. Acoplamiento espín-órbita (SOC)

Los espectros de emisión y absorción de átomos hidrogenoides y metales alcalinos
muestran pares de líneas poco espaciadas; estas están relacionadas con la interacción
entre el momento angular orbital y el momento angular intrínseco de los electrones.

A la descripción de dichas líneas se le conoce como estructura fina de la materia
y aparece en forma de correcciones agregadas a la energía resultante de la Ecuación de
Schrödinger al resolver la Ecuación de Dirac [37, 29].
A partir de la Ecuación de Dirac con funciones de onda estacionarias sin campo magné-
tico externo:

EΨ =
(
c~α · p + V + βm0c

2
)
Ψ, (4.4)

donde α y β son las matrices de Dirac∗∗, c es la velocidad de la luz, Es es la energía de
Schrödinger, V es el potencial eléctrico y siendo Ψ es un espinor de 4 componentes:

Ψ =


Υ1

Υ2

Φ1

Φ2

 , (4.5)

definido como Ψ = Υ⊕Φ, donde Υ es un espinor de dos componentes que representa
a una partícula y Φ su correspondiente antipartícula, la diferencia de energía entre estas
es de 2m0c

2 & 1MeV para electrones [29].

Puede hacerse la aproximación cuasi-relativista: Es−V
2m0c2

>> 1 a primer orden y re-
solviendo para las componentes Υ1 y Υ2 se obtienen tres correcciones a la energía de
Schrödinger:

EsΥ =

(
p2

2m0
+ V − p4

8m3
0c

2
− ~2

m2
0c

2
∇2V − ~

4m2
0c

2
∇V · (σ × p)

)
Υ, (4.6)

donde los primeros dos términos son la energía de Schrödinger y el potencial, el tercero
es una corrección a la energía cinética, el cuarto es el llamado término de Darwin y el
último es el término de interacción espín-órbita. Considerando un potencial central, este

∗∗

~α =

(
0 σ
σ 0

)
β =

(
I 0
0 −I

)
Siendo σ el vector de matrices de Pauli e I la matriz identidad 2x2.
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último término puede reescribirse como:

HSO =
1

2m2
0c

2

1

r

∂V

∂r
(L · S) , (4.7)

donde L es el momento orbital y S es el espín. De ahí el nombre de acoplamiento o in-
teracción espín órbita; este procedimiento se encuentra descrito con mayor detalle en el
Apéndice B.

La interacción espín-órbita atómica puede verse como resultado de la aparición de
un campo magnético efectivo desde el marco de referencia del electrón en reposo. El
movimiento del núcleo respecto al electrón constituye una corriente eléctrica.Al apli-
car una transformación de Lorentz al campo eléctrico, el campo magnético visto por el
electrón será:

BBB =
EEE × v

c2
√

1− v2

c2

, (4.8)

donde v es la velocidad orbital, esta ecuación no es completamente correcta, L. Thomas
demostró en 1926 que la transformación de Lorentz es incorrecta por un factor de 1/2
causado por la aceleración de la órbita [38]. Siendo el momento angular intrínseco del
electrón µeµeµe, su energía de interacción con BBB será:

ESO = −BBB · µe, (4.9)

al tener esta energía un término procedente de momento orbital y uno del momento
intrínseco, puede mostrarse que este resultado es igual al obtenido por la aproximación
a la ecuación de Dirac, tras aplicar la corrección de Thomas e incluir la constante giro-
magnética g0 de Landé para electrones libres, que Dirac mostró es g0 ∼ 2 [29].

4.2.1. SOC en sólidos. Interacciones de Rashba (R) y Dresselhaus (D[hkl])

En un sólido cristalino, un electrón en la banda de conducción, no experimenta una
atracción nuclear fuerte debido a la distancia entre este y el núcleo, pero aun así puede
sentir un gradiente de potencial eléctrico debido a efectos de la red cristalina. Si el elec-
trón siente un gradiente debido al potencial interno por la discontinuidad en la banda
de conducción en una heteroestructura o a un campo eléctrico aplicado, se inducirá el
acoplamiento espín órbita. A esta interacción se le conoce como interacción de Rashba y
es el acoplamiento espín-órbita debido a la asimetría de inversión estructural, este aco-
plamiento permite la interacción con el espín a través de campos eléctricos.

El hamiltoniano de la interacción espín-órbita de Rashba se expresa como:

HR =
αR
~
· [σ × (p + eA)] , (4.10)
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FIGURA 4.1: Esquema de las superficies de energía (izquierda) y su pro-
yección sobre un plano k,E (derecha) para el hamiltoniano de acopla-

miento espín-órbita de Rashba.

donde E es el campo eléctrico aplicado y α es la constante de Rashba, propia de cada
sistema, esta puede calcularse de la siguiente forma:

αR =
πe~2

m∗
∆s(2Eg + ∆s)

Eg(Eg + ∆s)(3Eg + 2∆s)
EEE (r) = aEEE (r), (4.11)

en este caso, Eg es el ancho de la brecha prohibida, ∆s es la energía de separación
espín-órbita generada en la banda de conducción, y a es una constante del material
[29]. Para estructuras semiconductoras como AlAs/InGaAs se han encontrado valores
de αR ∼ 0,67× 10−11 eV m en AlAs/InGaAs y hasta dos ordenes de magnitud mayores
en estructuras metálicas como la aleación BiAg(111) con αR ∼ 3,7× 10−10 eV m [39].
Para una heteroestructura, donde la simetría de inversión espacial se ha roto en la di-
rección ẑ, el hamiltoniano de Rashba puede escribirse como:

HR = αR [σ · (k× ẑ)] , (4.12)

donde ẑ es un vector unitario perpendicular al 2DEG. De acuerdo con la Ecuación (3.2),
los estados de energía para un semiconductor con acoplamiento de Rashba serán:

Eλ =
~2k2

2m
+ λαk, (4.13)

que puede reescribirse como:

Eλ =
~2

2m

[
(k + λkα)2 − k2

α

]
, (4.14)

donde kα =
mα

~2
. Esta ecuación permite ver la forma que tendrán las bandas del sistema,

mostradas en la Figura 4.1, en una proyección sobre un plano perpendicular a kx y a ky

pueden verse como dos parábolas desplazadas λkα sobre el eje k y−~2k2
α

2m
en el eje de la

energía, las superficies energéticas se generan al revolucionar estas parábolas respecto
el eje de la energía. Las energías en este caso son isotrópicas, es decir la magnitud de k
no depende del ángulo θ.

Mientras que la interacción de Rashba puede verse como resultado de la discon-
tinuidad de un material causada por interfases con otros materiales, la interacción de
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Dresselhaus está relacionada con el cristal en bulto. Después del estudio de las conse-
cuencias del acoplamiento espín-órbita se descubrió que la asimetría de inversión es-
pacial, en cristales no centro-simétricos producía un desdoblamiento en la energía de
electrones y huecos con vector de onda k 6= 0, aun con un campo magnético externo
B = 0. A través de múltiples herramientas, se ha determinado que la contribución de
menor orden en k del acoplamiento espín-órbita de Dresselhaus para electrones en la
banda de conducción es:

HD = γ[σxkx(k2
y − k2

z) + σyky(k
2
z − k2

x) + σzkz(k
2
x − k2

y)], (4.15)

donde γ es el parámetro efectivo de acoplamiento. Puede verse que el desdoblamiento
de estados es dependiente de k3 mientras que con el acoplamiento de Rashba es depen-
diente de k.
En este sistema, a pesar de mantenerse la simetría de inversión temporal de la Ecuación
4.1, se rompe la simetría de inversión espacial de la Ecuación 4.2, levantando la degene-
ración para sistemas con espín 1/2.

Cuando el sistema se reduce hasta formar un pozo cuántico, la componente del
vector de onda perpendicular a la dirección de confinamiento se cuantiza como kz ∼ π

Lz
donde Lz es el ancho del pozo.

El acoplamiento de Dresselhaus para sistemas cuasi-bidimensionales es sensible a
la dirección de crecimiento del pozo, por lo que el hamiltoniano será diferente para cada
dirección cristalina. En estos pozos se promedia kz sobre el plano como kz →

〈
k̂z

〉
=

0 y k2
z →

〈
k̂2
z

〉
, permitiendo escribir a la ecuación (4.15) para un pozo angosto en la

dirección [001] como:

H
[001]
D = γ

[
kyσy

〈
k̂2
z

〉
− kxσx

〈
k̂2
z

〉
+ kxσxk

2
y − kyσyk2

x

]
, (4.16)

en donde al aproximar para valores de k pequeños, los términos cúbicos son desprecia-
dos y se obtiene:

H
[001]
D = γ

〈
k̂2
z

〉
(kyσy − kxσx) (4.17)

4.3. Polarización de espín para un TLS

El valor esperado de polarización del espín está dado por:

〈S〉λ = 〈λ|S|λ〉 (4.18)
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FIGURA 4.2: Esquema de contornos de energía con el valor esperado de
polarización de espín para Rashba (izquierda) y Dresselhaus [001] (cen-

tro) y Dresselhaus[110] (derecha).

donde S = ~
2σ es el operador de espín. A partir de la Ecuación (3.7), el vector esperado

de polarización de espín 〈S〉 para el hamiltoniano de Rashba será:

~
2
〈σ〉R,λ =

λ~
2

[
sin(θ)̂i− cos(θ)̂j

]
=− λ~

2
θ̂

=
λ~
2

k̂× ẑ,

(4.19)

mientras que para el hamiltoniano de Dresselhaus [001] será:

~
2
〈σ〉D[001],λ =

λ~
2

[
− cos(θ)̂i + sin(θ)̂j

]
=
λ~
2

{[
sin2(θ)− cos2(θ)

]
k̂ + 2 sin(θ) cos(θ)θ̂

}
,

(4.20)

De igual forma, para el hamiltoniano de Dresselhaus [001] será:

~
2
〈σ〉D[110],λ =

λ~
2
|kx|ẑ. (4.21)

En la Figura 4.2 pueden observarse las representaciones del valor esperado de pola-
rización de espín para el hamiltoniano de Rashba, para el hamiltoniano de Dresselhaus
en la dirección [001] y para Dresselhaus en la dirección [110] a una energía fija. Puede
observarse que para D[110], 〈σ〉 ⊥ kx, ky. La presencia de simetría de inversión tempo-
ral asegura que la polarización en k, sea contraria a la polarización en −k por lo que la
suma de todas las contribuciones será:∑

λ

〈σ〉λ = 0. (4.22)
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4.4. Hamiltonianos generalizados para acoplamiento espín-órbita

Debido a la relevancia de la interacción espín-órbita (SOC por sus siglas en inglés)
se han propuesto múltiples hamiltonianos genéricos que describen algún grupo de sis-
temas con SOC como sistemas de dos niveles.

Paun y T.K Ghosh [40] propusieron el hamiltoniano:

H =
~2k2

2m∗
+
iαl

2~l
(pl−σ+ − pl+σ−), (4.23)

en el que k es el módulo del vector de onda en el plano kx, ky, p± = px±ipy, σ± = σx±iσy
y l toma valores discretos l = [0, 3]. En el caso l = 0 el hamiltoniano representa al efec-
to Zeeman, con l = 1 modela un gas de electrones bidimensional con acoplamiento de
Rashba o Dresselhaus lineal en k, con l = 2 representa SOC en un gas bidimensional de
huecos pesados y con l = 3 modela SOC de Rashba para huecos pesados.

Por su parte C. M. Wang et. al. [41] proponen un hamiltoniano del tipo:

H = σ · b(k), (4.24)

definiendo al campo b(k) como:

bx(k) + iby(k) = α̃kM1 sinλ(M2θ)
λeiM3θ , bz = 0, (4.25)

donde α̃ = αr + iαi, λ = 0, 1, M1,M2,M3 ∈ Z, dependiendo de los parámetros, este
hamiltoniano puede modelar sistemas con SOC de Rashba, Dresselhaus lineal y Dres-
selhaus cúbico.
De igual forma T.W. Chen y G.Y. [42] proponen el hamiltoniano:

H =
~2k2

2m∗
+A(k)σx −B(k)σy, (4.26)

en él, A(k) y B(k) son funciones que describen la dispersión energética causada por el
SOC. En general A(k) = ηAi ki + ηAij kij + ... y B(k) = ηBi ki + ηBij kij + ..., donde los coefi-
cientes η son determinados por la simetría del sistema. Este hamiltoniano es util para
representar acoplamiento conjunto de Rashba y Dresselhaus lineal en k.

4.4.1. Hamiltoniano lineal en k para un gas de electrones bidimensional (2DEG)
con SOC.

Para un gas de electrones cuasi-bidimensional (2DEG) crecido en la dirección z con
acoplamiento espín-órbita (SOC) de Rashba o Dresselhaus, usando el hamiltoniano de la
Ecuación (3.1), el parámetro E0 = ~2k2

2m∗ es el término de energía cinética de los electrones
libres en el plano xy del gas, donde k es la magnitud del vector de onda bidimensional
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del electron k = (kx, ky) y m∗ es la masa efectiva del electrón en el gas.

Las componentes necesarias para que el campo Ω sea un campo espín órbita deben
ser proporcionales a ~

2 y deben ser funciones de las componentes del vector de onda
bidimensional k = (kx, ky). Entonces el hamiltoniano espín-órbita será:

H =
~2k2

2m∗
I +

~
2
Ω(kx, ky) · σ. (4.27)

Si la dependencia de Ω en k es lineal, sumando sobre índices repetidos las compo-
nentes puede expresarse como:

~
2

Ωi = µijkj, (4.28)

donde i, j = x, y, z, siendo µij una matriz específica para cada sistema. Cabe destacar
que todos los elementos µiz serán cero debido a la confinación del gas en la dirección de
kz .

Expresando a las componentes del campo Ω respecto a las coordenadas polares k
y θ:

~
2

Ωi =
~
2
k[µix cos(θ) + µiy sin(θ)], (4.29)

y su norma:
~
2

Ω =
~
2

√
ΩiΩi = kG(θ) (4.30)

donde:

G2(θ) =
1

2

(
µixµix + µiyµiy + (µixµix + µiyµiy) cos(2θ) + 2µixµiy sin(2θ)

)
(4.31)

Para el caso de SOC Rashba:

~
2
Ω =

 0 α 0
−α 0 0
0 0 0

 ·
kxky

0

 = α

 ky
−kx

0

 = αk

 sin(θ)
− cos(θ)

0

 . (4.32)

Las matrices para acoplamiento de Dresselhaus y Rashba con Dresselhaus en las
orientaciones [111], [001] y [110] pueden verse en el Cuadro 4.1.
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Orientación Dresselhaus Rashba+ Dresselhaus

[111]

 0 β[111] 0

−β[111] 0 0

0 0 0

  0 α+ β[111] 0

−(α+ β[111]) 0 0

0 0 0



[001]

−β[001] 0 0

0 β[001] 0

0 0 0

 −β[001] α 0

−α β[001] 0

0 0 0



[110]

 0 0 0
0 0 0

β[110] 0 0

  0 α 0
−α 0 0
β[110] 0 0



CUADRO 4.1: Matrices µi,j para sistemas con acoplamiento de Dressel-
haus y Rashba con Dresselhaus en las direcciones [111], [001] y [110].

Las coordenadas de x, y y z dependerán de la orientación del pozo, de esta forma,
las triadas {x, y, z} para la cara [001] estarán en las direcciones {[100], [010], [001]}, para
la cara [110],

{
[110], [001], [110]

}
y para la cara [111],

{
[111], [110], [111]

}
[43].

De esta forma, para las caras cristalinas [001], [111] y [110] los hamiltonianos de
acoplamiento espín-órbita de Dresselhaus y sus respectivos campos espín-órbita son:

H
[001]
D =β[001](kyσy − kxσx) → ~

2
Ω

[001]
D = β[001]

−kxky
0

 , (4.33a)

H
[111]
D =β[111](kyσx − kxσy) → ~

2
Ω

[111]
D = β[111]

 ky
−kx

0

 , (4.33b)

H
[110]
D =β[110]kxσz → ~

2
Ω

[110]
D = β[110]

 0
0
kx

 , (4.33c)

donde β[001] = γ
〈
k̂2
z

〉
, β[111] =

2γ√
3

〈
k̂2
z

〉
, β[110] =

γ

2

〈
k̂2
z

〉
.

Para un campo Ω del tipo:

Ω =Ωxê1 + Ωyê2 + Ωzê3

=f1(k)f2(θ)ê1 + g1(k)g2(θ)ê2 + h1(k)h2(θ)ê3
(4.34)

en una base arbitraria ê1, ê2, ê3 con factores de escala l1, l2, l3 a partir de la Ecuación
(3.13) el término vectorial de la conexión de Berry Aλ será:

Ωx∇Ωy −Ωy∇Ωx = l1g2(θ)f2(θ)[g′1(k)− f ′1(k)]ê1 + l2g1(k)f1(k)[g′2(θ)− f ′2(θ)]ê2, (4.35)

donde fi y gi son funciones genéricas de k y θ respectivamente. De aquí puede verse que
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si dos componentes de Ω comparten la dependencia respecto a una variable, la compo-
nente de la conexión de Berry correspondiente a esa variable se anulará.

De acuerdo con las Ecuaciones (3.13), (4.29) y (4.30) puede calcularse Aλ como:

Aλ =
1

2Ω(Ω + λΩz)
(Ωx∇Ωy − Ωy∇Ωx) (4.36a)

=
1

2k2J(θ)
(Ωx∇Ωy − Ωy∇Ωx) (4.36b)

con:
J(θ) = G2(θ) + λG(θ) (µzx cos(θ) + µzy sin(θ)) , (4.37)

donde usando coordenadas esféricas:

(Ωx∇Ωy − Ωy∇Ωx) = k(Ωx
1

k

∂Ωy

∂θ
− Ωy

1

k

∂Ωx

∂θ
)θ̂. (4.38)

de forma que Aλ será:

Aλ =
1

2kJ(θ)
(µxxµyy − µxyµyx)θ̂ (4.39)

Como puede observarse, se cumplen las condiciones de la Ecuación (4.35) para que la
primer componente se anule.

Puede verse que si se razionaliza la Ecuación (4.39) con el factor (G(θ)−(µziki)/(G(θ)−
(µziki) se obtiene

Aλ = (µxxµyy − µxyµyx)
1

2G(θ;µzi = 0)

(
1− λµziki

G(θ)

)
(4.40)

La función J(θ) para el sistema de Rashba es:

JR(θ) = α2 (4.41)

En el Cuadro 4.2 pueden verse las funciones J(θ) para otros sistemas con acopla-
miento espín-órbita de Rashba y Dresselhaus.

[jkl] J(θ) para Dresselhaus[jkl] J(θ) para Rashba+ Dresselhaus[jkl]

[111] β2
[111] (α+ β[111])

2

[001] β2
[001] α2 + β2

[001] − 2αβ[001] sin(2θ)

[110] β[110] cos2(θ)(λ+ 1)
1

2

(
2α2 + β2

[110] (1 + cos(2θ)) + λ cos(θ)G(θ)
)
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CUADRO 4.2: Funciones J(θ) para sistemas con acoplamiento de Dressel-
haus y Rashba con Dresselhaus en las direcciones [111], [001] y [110].

Con el diferencial de línea dR = dkk̂ + kdθθ̂, la fase de Berry para estos sistemas
será:

γλ(C) =

∮
C
Aλ · dR =

1

2
(µxxµyy − µxyµyx)

∫ 2π

0

dθ

J(θ)
, (4.42)

donde la trayectoria escogida es un círculo unitario. Es posible observar que esta for-
ma es general para cualquier sistema que pueda escribirse como el producto Ω(k, θ) · σ
donde Ω(k, θ) es lineal en k (Ecuación 4.28). Esta será la formula usada para calcular las
fases de Berry asociadas a los campos de la forma Ω(k, θ) · σ con Ωi ∝ k

La fase también puede escribirse a partir de la Ecuación (4.40) como:

γλ(C) = (µxxµyy − µxyµyx)

(∫ 2π

0
dθ

1

2G(θ;µzi = 0)
− λ

∫ 2π

0
dθ

1

2G(θ;µzi = 0)

µziki

G(θ)

)
(4.43)

En la Sección 5.1.5 del siguiente capitulo se prueba que la primer integral es igual a
−π sgn(µxxµyy − µxyµyx).
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Capítulo 5

Cálculo de fases geométricas en
sistemas bidimensionales.

En este capítulo se calculan las fases de Berry para los siguientes sistemas:

2DEG con SOC R+D para las caras cristalinas [001], [110] y [111].

Grafeno: lámina descrita por un hamiltoniano de Weyl conH ∝ k y bicapa descrita
por un hamiltoniano masivo de Dirac con H ∝ k2

Sistema bidimensional de Dirac, descrito por un campo Ω tal que Ω‖ ‖ k y Ωz es
independiente de k.

Sistema tipo Rashba de la forma Ω‖ ∼ αf(k)k× ẑ y Ωz independiente de k.

SOC R+D con la adición de un campo magnético externo.

Puede notarse que debido a la presencia de campos externos solo el primer caso
conservará la simetría de inversión temporal.

5.1. Fases de Berry para 2DEG con SOC R+D[hkl]

En esta sección se muestran los casos de acoplamiento espín-órbita de Dresselhaus
en las direcciones [111], [001] y [110] y las combinaciones de acoplamiento de Rashba
con acoplamiento de Dresselhaus. La fase de Berry se calculará a partir de la Ecuación
(4.42) y las trayectorias de integración usadas serán los círculos ecuatoriales en el plano
kx, ky.

Las caras [111], [001] y [110] son las caras con bajos índices de Miller más común-
mente usadas en el estudio de SOC en sólidos. Cada caso tendrá distintas propiedades
debido a las condiciones de simetría del sistema [29].

El sistema con SOC R+D[111] tiene la misma simetría que el sistema con SOC R.
Los sistemas en las direcciones [111] y [001] presentan un campo espín-órbita paralelo al
plano kx, ky, mientras que el sistema con SOC D[110] presenta un campo perpendicular
al plano, su valor esperado de polarización de espín puede verse en la Figura 4.1.
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5.1.1. SOC de Rashba

Este caso es independiente de la cara cristalina y la separación entre bandas es
isotrópica para todas las direcciones del vector k en el plano kx, ky. Para el sistema con
SOC de Rashba, con el campo ~

2Ω mostrado en la Ecuación (4.32), usando el prefactor
µxxµyy − µxyµyx = α2 y la función J(θ) = α2 mostrada en la Ecuación (4.41) la fase de
Berry a través de la Ecuación (4.42) será:

γλ,R = −α
2

2

∫ 2π

0

dθ

α2

= −π.
(5.1)

5.1.2. R+D[111]

Para la cara cristalina [111], el acoplamiento de Dresselhaus tiene una separación
isotrópica de espines al igual que el caso de Rashba.

Para el sistema con SOC de Rashba y Dresselhaus en la dirección [111], con el pre-
factor µxxµyy − µxyµyx = (α + β[111])

2, y la función J(θ) = (α + β[111])
2, mostrada en el

Cuadro 4.2, usando la Ecuación (4.42) la fase de Berry será:

γ
[111]
λ,R+D = −

(α+ β[111])
2

2

∫ 2π

0

dθ

(α+ β[111])2

= −π.
(5.2)

Este resultado es equivalente a sustituir α por α+ β[111] en la fase de Berry para el caso
de Rashba puro.

5.1.3. R+D[110]

Esta cara es la única de las consideradas donde la componente del campo Ωz 6= 0.
En este sistema cuando α = 0, y el acoplamiento de Rashba no está presente, el espín se
conserva debido a la simetría del sistema.

Para esta orientación, a partir de la Ecuación (4.42), con el prefactor µxxµyy −
µxyµyx = α2 y la función J(θ) = α2 + β2

[110] (1 + cos(2θ)) + λ cos(θ)~2Ω/k, mostrada
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en el Cuadro 4.2, la fase de Berry será:

γ
[110]
λ,R+D = −α

2

2

∫ 2π

0

dθ

α2 + β2
[110] (1 + cos(2θ)) + λ cos(θ) ~

2kΩ
(5.3a)

= −1

2

∫ 2π

0

(
1− λβ cos(θ)√

α2 + β2 cos2(θ)

)
dθ (5.3b)

= −1

2

∫ 2π

0

(
1− F (θ)

)
dθ (5.3c)

= −π +

∫ π
2

0
F (θ)dθ︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ π

π
2

F (θ)dθ︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ 3π
2

π
F (θ)dθ︸ ︷︷ ︸
I3

+

∫ 2π

3π
2

F (θ)dθ︸ ︷︷ ︸
I4

(5.3d)

= −π, (5.3e)

donde al hacer la sustitución θ → θ′ = π − θ ⇒ I2, I2 = −I1, de igual forma al aplicar
θ → θ′ = 3π − θ ⇒ I4, I4 = −I3, anulando la integral por simetría.

Para este caso, puede verse que cuando α = 0, F (θ) = 1, anulando la fase de Berry,
por lo que el SOC de Dresselhauss puro en la dirección [110] no produce una fase de
Berry.

5.1.4. R+D[001]

En esta cara puede verse una competencia entre α y β[001] y cuando α = β[001] los
estados |λ〉 se vuelven independientes de k y el campo Ω apunta siempre en una misma
dirección. Para esta orientación cristalina, el prefactor µxxµyy − µxyµyx = α2 − β2

[001] y
la función J(θ) = α2 + β2

[001] − 2αβ[001] sin(2θ), mostrada en el Cuadro 4.2, así la fase de
Berry a partir de la Ecuación (4.42) será:

γ
[001]
λ,R+D = −

α2 − β2
[001]

2

∫ 2π

0

dθ

α2 + β2
[001] − 2αβ[001] sin(2θ)

(5.4)

Al sustituir θ → θ′ = θ − π resulta

γ
[001]
λ,R+D = −

α2 − β2
[001]

2

∫ π

−π

dθ

α2 + β2
[001] − 2αβ[001] sin(θ)

, (5.5)

llevando la integral al plano complejo con z = eiθ, dentro de ζ : |z| = 1 se obtiene

γ
[001]
λ,R+D = −

α2 − β2
[001]

2αβ

∮
ζ

dz

z

(
α2+β2

[001]

αβ[001]
− 1

i (z − z−1)

) . (5.6)
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Al factorizar y reordenar el denominador resulta

γ
[001]
λ,R+D = i

α2 − β2

2αβ

∮
ζ

dz

(z + iαβ )(z − iβα)
, (5.7)

donde al aplicarse el teorema de Cauchy-Goursat, teniendo en cuenta que el polo posi-
tivo queda fuera de ζ se obtiene

γ
[001]
λ,R+D = − sgn(α2 − β2

[001])π, (5.8)

donde sgn(x) es la función signo. Puede verse que cuando α = 0, γλ = −π.

Este resultado coincide con lo reportado por S.Q. Shen [44], así como con lo repor-
tado por Murakawa et. al. [12].

5.1.5. Caso con Ωz = 0

La Ecuación (5.4) puede generalizarse a casos con Ωz = 0, por conveniencia, a
partir de las matrices µ en el Cuadro 4.1 se definen los vectores:

(µi)j = µji, (5.9)

con i, j = x, y, z.

La fase de Berry a partir de la Ecuación (4.42) para sistemas con Ωz = 0, de forma
similar a la sección anterior es:

γλ = − [µx × µy]z
2

∫ 2π

0

dθ

cos2(θ)µixµix + 2 sin(θ) cos(θ)µixµiy + sin2(θ)µiyµiy
(5.10)

Tomando ventaja de la simetría del integrando, se cambian los limites de integración a
[0, π] y se duplica el integrando, a su vez se usan las identidades cos2(θ) = [cos(2θ)+1]/2,
sin2(θ) = [1 − cos(2θ)]/2 y sin(θ) cos(θ) = sin(2θ)/2, y se hace la sustitución 2θ → θ, al
reordenar el integrando se obtiene

γλ = − [µx × µy]z
2

∫ 2π

0

dθ

(µixµix − µiyµiy) cos(θ) + sin(θ)µixµiy + µixµix + µiyµiy
, (5.11)

llevando la integral al plano complejo dentro de la región ζ : |z| = 1 con z = eiθ se
obtiene

γλ = − [µx × µy]z
2i

∫ 2π

0

dθ
z
2 [(µixµix − µiyµiy)(z + z−1)− i(z − z−1)µixµiy + µixµix + µiyµiy]

(5.12)
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donde se puede agrupar a los términos en potencias de z de la forma:

γλ = − [µx × µy]z
2i

∮
ζ

dz

Az2 +Bz + C
(5.13)

con A = (µix − iµiy)
2, B = µixµix + µiyµiy y C = 2i+ µixµix − µiyµiy .

Factorizando el denominador con z± = (−B ±
√
B2 − 2AC)/(2A) resulta:

γλ = − [µx × µy]z
2i

∮
ζ

dz

(z + z+)(z + z−)
(5.14)

Al aplicar el teorema de Cauchy-Goursat y simplificar la fase toma la forma

γλ = [µx × µy]zπ
1

z+ − z−

= [µx × µy]zπ
1

|[µx × µy]z|
= − sgn([µx × µy]z)π,

(5.15)

A excepción del caso D[110] en todos los resultados mostrados la fase de Berry
γλ(C) = −π, esto puede verse como consecuencia de que en la vecindad de la dege-
neración, el sistema se reduce a bandas lineales con un punto de degeneración (punto
diabólico), como puede verse en la Figura 5.1.

El caso del punto diabólico fue el usado por Berry para ilustrar el artículo original
de la fase geométrica, en un sistema con espín 1/2 en un campo magnético B de mag-
nitud constante que cambia de dirección adiabáticamente. La fase resultante es la mitad
del ángulo sólido subtendido por la superficie encerrada por trayectoria sobre la cual se
realiza la integral centrada en el punto k = 0, para la trayectoria usada en este capítulo
el ángulo sólido es de 2π. En el caso propuesto por Berry, la curvatura BBBλ = −λB/2B2

tiene la forma del campo de un monopolo magnético de magnitud −1/2 en la degene-
ración siendo γλ el flujo del campo de dicho monopolo a través de la superficie sobre la
cual se integra [1, 13].

5.2. Grafeno y bicapa de grafeno

El carbono forma parte de la base de la vida y se presenta de multiples formas en
la naturaleza con distintas propiedades, una de las formas de carbono más estudiadas
recientemente es el grafeno: una monocapa de átomos de carbono en una red hexago-
nal con propiedades interesantes como sus bandas de dispersión lineales cerca de los
puntos de alta simetría en el espacio k o un efecto Hall desplazado relacionado con la
fase de Berry estudiado por Jiamin Xue [45], que ha sido medido experimentalmente
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FIGURA 5.1: Estructura de bandas de un hamiltoniano con SOC R+D
(verde y azul) y degeneración en un punto dabólico (rojo).

(así como la fase de Berry, indirectamente) por Yuanbo Zhang et.al. [46].

En esta sección se calcularán las fases de Berry para una lámina de grafeno y una
bicapa de grafeno.

Los hamiltonianos tratados en esta sección son los usados por S.G. Tan el. al. en su
estudio de la topología del transporte electrónico en sistemas adiabáticos espintrónicos
y en grafeno [47].

5.2.1. Hamiltoniano de una lámina de grafeno (semimetal de Weyl).

El hamiltoniano de Weyl describe ferminones tipo Dirac sin masa, estos son útiles
para describir electrones en sistemas donde actúan como si no tuviesen masa, como es
el caso de las zonas de alta simetría con dispersión lineal en el grafeno en la cercanía de
la energía de Fermi.

El hamiltoniano de Weyl usado por S.G. Tan el. al. toma la siguiente forma:

HW =~νfσ · k
=~νf (σxkx + σyky).

(5.16)

A partir de este hamiltoniano, se obtiene un campo ~/2Ω de la forma:

~
2
ΩW = ~νf (kxx̂ + kyŷ)

= ~νf

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 ·
kxky

0

 ,
(5.17)

de aquí, pueden obtenerse: la magnitud del campo ~
2Ω = kA

muB
y los vectores µx = kA

muB
x̂

y µy = kA
muB

ŷ.
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Así, su conexión de Berry será:

AAAλ,W = − 1

2k
θ̂. (5.18)

Al integrar la conexión para encontrar la fase se obtiene:

γλ,W =

∫ 2π

0
dθAAAλ,W · kθ̂

= −1

2

∫ 2π

0
dθ

= −π.

(5.19)

5.2.2. Hamiltoniano de una bicapa de grafeno (sistema de Dirac masivo)

Las bicapas de grafeno han sido sujeto de multiples estudios recientemente debi-
do a sus peculiares propiedades, como estados superconductores cuando las láminas
de grafeno están a cierto ángulo [48], la posibilidad de modificar el ancho de la banda
prohibida y la fase de Berry en función del ángulo y la separación de las láminas [49] o
la generación de corrientes de valle por una curvatura de Berry inducida eléctricamente
[50].

El hamiltoniano que S.G. Tan el. al. usan para modelar este sistema, tiene la forma:

HG =
~

2m

(
σx
k2

+ + k2
−

2
− σy

k2
− − k2

+

2i

)
. (5.20)

De donde puede obtenerse un campo:

~
2
ΩG = ~ν[(k2

x − k2
y)x̂ + (2kxky)ŷ]. (5.21)

Puede notarse que a diferencia del caso anterior, este campo no puede expresarse
de la forma ~

2Ωi = µijkj, por lo que se usarán las fórmulas generales para el TLS.
La magnitud de este campo es k2

2µBm
, con esto, a partir de la Ecuación (3.13) puede

calcularse la conexión:
AAAλ,G = −1

k
θ̂, (5.22)

siendo así su fase de Berry:

γλ,G =

∫ 2π

0
dθ

= 2π

(5.23)

Esta es la única fase calculada hasta el momento con una magnitud distina de π.
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5.3. Hamiltoniano de Dirac (aislante de Chern).

Los aislantes de Chern son materiales bidimensionales con una estructura de ban-
das no trivial, donde por el rompimiento de la simetría de inversión temporal es in-
ducido un efecto tipo Hall en ausencia de campo magnético debido al acoplamiento
espín-órbita. Estos se caracterizan por modos de superficie dentro de la brecha prohibi-
da, que surgen de las condiciones locales de frontera. En la Ecuación (5.24) puede verse
el hamiltoniano usado para modelar estos sistemas, dondem es descrita como una masa
de Dirac finita y ν es la velocidad de la partícula [51].

ĤC = ~νkxσx + ~νkyσy +mσz. (5.24)

Este Hamiltoniano puede reescribirse en la forma H = σ · ~2Ω∗, con ~
2Ω:

~
2
ΩC = ~νkxx̂ + ~νkyŷ +mẑ

= ~νk +mẑ
(5.25)

A partir de este hamiltoniano y usando la Ecuación (4.39) la conexión de Berry será:

AAAλ,C =

√
m2 + ~2ν2k2 − λm

2~2ν2k2
√
m2 + ~2ν2k2

~2ν2kθ̂

=
1

2k

(
1− λm√

m2 + ~2ν2k2

)
θ̂

=
1

2k

(
1− λΩz

Ω

)
θ̂,

(5.26)

y a partir de la Ecuación (3.26), para coordenadas cilíndricas la curvatura de Berry es:

BBBλ,C = − λ

2kΩ3
Ω ·
[
∂Ω

∂k
× ∂Ω

∂θ

]
ẑ

=
λ~2ν2

2Ω3
Ω ·
[(

cos(θ)k̂ + sin(θ)θ̂
)
×
(
cos(θ)θ̂ − sin(θ)k̂

)]
ẑ

= −~2ν2λ

2

Ω · ẑ
Ω3

ẑ.

(5.27)

Integando la conexión para obtener la fase se obtiene:

γλ,C =
1

2

∫ 2π

0

(
1− λ m√

m2 + ~2ν2k2

)
dθ

= π

(
1− λ m√

~2ν2k2 +m2

)
= π

(
1− λΩz

ΩC

) . (5.28)

∗Nótese que no tiene la forma de la Ecuación (4.28), con Ωi ∝ k
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Este mismo resultado puede obtenerse integrando la curvatura:

γλ,C = λ
~2ν2

2

∫ k

0

∫ 2π

0

m

(m2 + ~2ν2k2)3/2
kdθdk

= π

(
1− λ m

~
2ΩC

)

= π

(
1− λΩz

ΩC

)
.

(5.29)

La fase está compuesta por dos términos: el primero, π relacionado con los conos de
Dirac sin brecha prohibida y el termino racional proporcional a la masa de la partícula
y con signo distinto para cada banda. La curvatura de Berry es análoga al campo de un
monopolo magnético de magnitud ±~ν/2 en el origen y está relacionada con el efecto
Hall cuántico, que permite modos de conducción de borde [51].

5.4. Sistema tipo Rashba con un campo perpendicular.

Culcer et. al. [52] proponen el hamiltoniano:

ĤA,SO = H0+αf(k)ẑ · (σ × k), (5.30)

para el estudio de la parte espín-órbita en un semiconductor ferromagnético con efecto
Hall anormal (AHE).

En materiales ferromagnéticos el efecto Hall muestra una componente adicional
proporcional a la magnetización, como puede observarse en la Ecuación (5.31), donde
ρxy es la componente transversal de la resistividad, R0 es el coeficiente de Hall, Rs el
coeficiente de Hall anómalo, B el campo magnético y M la magnetización del material.

ρxy = R0B +RsM (5.31)

La primer componente es el efecto Hall usual mientras que la segunda permite que
el material presente un efecto Hall en ausencia de campos magnéticos, este es conocido
como efecto Hall anómalo (AHE).

A partir del Hamiltoniano de la Ecuación (5.30) con la adición de un término per-
pendicular al gas, producto del campo promedio de impurezas magnéticas en el mate-
rial:

ĤA = H0+αf(k)ẑ · (σ × k) + ξẑ (5.32)
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Culcer et. al. [52] afirman que la curvatura de Berry, asumiendo que la banda supe-
rior está vacía y la inferior llena, toma la siguiente forma:

BBB−,A =
1

2

α2ξf(k)dkf(k)
dk

(ξ2 + α2k2f2(k))3/2
ẑ. (5.33)

Ésta forma coincide con la obtenida a partir de la Ecuación (2.26).
Al estar vacía la banda superior y encontrarse la energía de Fermi en la brecha prohibi-
da, la fase de Berry será:

γ−,A =

∫∫
k<kF

BBB− · dS

= π

1− ξ

2
√
α2k2

F f
2(kF ) + ξ2

 ,

(5.34)

donde dS = k dk dθ ẑ.

Según Culcer, cuando la temperatura es T = 0K la conductividad para una banda
llena es igual a la integral de la componente z de BBB sobre la zona de Brillouin y es
proporcional a γ. tomando el límite superior como ∞ la conductividad Hall anómala
será:

σxy = −e
2

h

∫ ∞
0

dkk(B−,A)λz (5.35a)

= −e
2

h

∫ ∞
0

dk
1

2

α2ξkf(k)d[kf(k)]
dk

(ξ2 + α2k2f2(k))3/2
(5.35b)

= −e
2α2ξ

2h

∫ ∞
0

dw
w

(ξ2 + w2α2)3/2
(5.35c)

=
e2ξ

2h

[
ĺım
k→∞

1√
ξ2 + k2f2(k)α2

− 1

ξ

]
(5.35d)

= − e
2

2h
, (5.35e)

donde se usa el cambio de variable w = kf(k).

Estos resultados pueden reproducirse con la metodología usada en los casos ante-
riores. Escribiendo al hamiltoniano de la Ecuación (5.30) como:

ĤA = H0+
~
2
σ ·ΩA, (5.36)

donde el campo ~
2ΩA será:

~
2
ΩA = kyαf(k)x̂− kxαf(k)ŷ + ξẑ. (5.37)
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Puede encontrarse la fase de Berry a través de la conexión con la Ecuación (4.42):

γλ,A =

∫ 2π

0
kAAAλ · θ̂dθ

=
1

2

∫ 2π

0

(
1− λ ξ√

ξ2 + α2k2f2(k)

)
dθ

= π

(
1− λ ξ√

ξ2 + α2k2f2(k)

)

= π

(
1− λΩz

ΩA

)
(5.38)

Así se aprecia que la fase reportada por Culcer et. al. evaluada en k = kF es igual a
la obtenida. De igual forma a partir de la Ecuación (3.26) puede obtenerse la curvatura
mostrada en la Ecuación (5.33) al ser evaluada en k = kF .

Este resultado, tiene la misma forma que el obtenido en las Ecuaciones (5.28) y
(5.29) para el caso anterior debido a que sus campos Ω tienen formas parecidas, con Ω‖
en el plano del gas y Ωz independiente de k.

5.5. Sistemas con SOC R+D[hkl] en un campo magnético ex-
terno.

La adición de campos magnéticos al hamiltoniano de la Ecuación (4.28) puede ser-
vir para tomar en cuenta diversos sistemas, como la adición de impurezas magnéticas a
un semiconductor o un campo magnético externo.

Puede generalizarse el modelo de la Ecuación (4.28) para sistemas con campo mag-
nético como:

~
2

Ωi = µijkj +Bi, (5.39)

de esta forma la generalización correspondiente para la conexión a partir de la Ecuación
(4.39) será:

AAAλ =
−1

2ΩΩ↑

{
ẑ · (B× [µx cos(θ) + µy sin(θ)]) k̂+

−
[
ẑ ·
(
B×

(
µy cos(θ) + µx sin(θ)

)
− kµx × µy

)]
θ̂
} (5.40)

donde puede verse que ΩΩ↑ = Ω(Ω + λΩz) no puede separarse en un producto de
funciones de k y θ como en la Ecuación (4.39). Siendo:

(
~
2
Ω

)2

=

∣∣∣∣∣~2

4
ΩR+D[hkl]

∣∣∣∣∣
2

+ |B|2 + 2B · ~
2
ΩR+D[hkl]. (5.41)
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Aquí puede verse que en los sistemas donde ΩR+D[hkl] ⊥ B, el tercer término se
anulará, como en el caso del acoplamiento R+D[111] con un campo perpendicular o
el caso con acoplamiento D[110] con un campo paralelo al gas, a diferencia del caso
R+D[110] con un campo paralelo, donde el término de acoplamiento del campo SOC
con el campo magnético sí estará presente.

La fase de Berry a partir de la Ecuación (5.40) puede particularizarse a la trayectoria
usada como:

γλ =

∫ 2π

0
kAAAλ · θ̂dθ

=

∫ 2π

0

−k
2ΩΩ↑

(kµx × µy · ẑ + µy ×B · ẑ cos(θ) + µx ×B · ẑ sin(θ)) dθ

= −(µx × µy)z
(~2)2

∫ 2π

0
dθ

k2

2ΩΩ↑
− (µx ×B)z

(~2)2

∫ 2π

0
dθ
k sin(θ)

2ΩΩ↑

+
(µy ×B)z

(~2)2

∫ 2π

0
dθ
k cos(θ)

2ΩΩ↑

(5.42)

De aquí puede verse que cuando Bi = 0 se recupera la Ecuación (4.42).

En esta última sección, debido a la longitud de las ecuaciones no se usará el subín-
dice con al etiqueta de la dirección cristalina para el parámetro efectivo de acoplamiento
de Dresselhaus β.

5.5.1. R+D[111]+B

Para el caso R+D[111] con un campo magnético con Bx = By = 0 al racionalizar
Ecuación (5.42) con el factor Ω↓/Ω↓, esta se reduce a:

AAA
[111]
λ,R+D+B⊥

= − 1

2k

(
1− λ Bz√

(α+ β)2k2 +B2
z

)
θ̂

= AAA
[111]
λ,R+D + λ

Bz

2k ~
2Ω

[111]
R+D+B⊥

θ̂

(5.43)

por lo tanto la fase será:

γ
[111]
λ,R+D+B⊥

=

∫ 2π

0
dθAAA

[111]
λ,R+D+B⊥

· kθ̂

= −π

(
1− λ Bz√

(α+ β)2k2 +B2
z

)

= γ
[111]
λ,R+D + πλ

Ωz

Ω
[111]
R+D+B⊥

(5.44)
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Puede verse que en este caso, la fase tiene dos términos, el primero igual a la fase
en ausencia de campos magnéticos y otro proporcional a ~

2Ωz = Bz , responsable de la
existencia de un gap en k = 0. El caso con únicamente acoplamiento de Rashba es igual
a este al cambiar α+ β por α.

Si el campo magnético es lateral (Bz = 0), de forma que este campo es paralelo al
gas de electrones, la conexión en la Ecuación (5.42) al racionalizar con el factor Ω↓/Ω↓
toma la forma:

AAA
[111]
λ,R+D+B‖

=
−(α+ β)[(α+ β)k −By cos(θ) +Bx sin(θ)]

B2
‖ + (α+ β)2k2 − 2(α+ β)k cos(θ) + 2(α+ β)k sin(θ)

θ̂, (5.45)

Integrando computacionalmente (Mathematica) puede obtenerse la fase:

γ
[111]
λ,R+D+B‖

= −π

= γ
[111]
λ,R+D

(5.46)

Esta fase es la misma que para el caso sin campo magnético, debido a que las es-
tructura de bandas de ambos sistemas son homeomórficas.

5.5.2. R+D[110]+B

En este caso, el campo ~
2Ω

[110]
R+D+B es:

~
2
Ω

[110]
R+D+B = (αky +Bx)x̂ + (−αkx +By)ŷ + (βkx +Bz)ẑ (5.47)

A partir de esto, el producto de la conexión de la Ecuación (5.40) con θ̂ toma la
forma:

AAA
[110]
λ,R+D+B · θ̂ =

−1

2ΩΩ↑

(
2

~

)2 (
k2α− kαBy cos(θ) + kαBx sin(θ)

)
(5.48)

Si el campo magnético es paralelo al gas (Bz = 0), (5.48) toma la forma:

AAA
[110]
λ,R+D+B‖

· θ̂ = − 1

2k

α2k2 + αk
(
Bx sin(θ)−By cos(θ)

)
α2k2 +B2

‖ + 2αk
(
Bx sin(θ)−By cos(θ)

) (1− λΩz

Ω

)
, (5.49)

donde:

~
2

Ω
[110]
R+D+B‖

=
√
B2
‖ − 2αByk cos(θ) + (α2 + β2)k2 cos(θ) + αk sin(θ)[2Bx + αk sin(θ)].

(5.50)
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Por lo que la fase de Berry será:

γ
[110]
λ,R+D+B‖

=

∫ 2π

0
AAA

[110]
λ,R+D+B‖

· kθ̂

= −1

2

∫ 2π

0

α2k2 + αk
(
Bx sin(θ)−By cos(θ)

)
α2k2 +B2

‖ + 2αk
(
Bx sin(θ)−By cos(θ)

)dθ+
+
λ

2

∫ 2π

0

α2k2 + αk
(
Bx sin(θ)−By cos(θ)

)
α2k2 +B2

‖ + 2αk
(
Bx sin(θ)−By cos(θ)

) βk cos(θ)
~
2Ω

dθ.

(5.51)

Por su parte, si el campo magnético es perpendicular al gas de electrones (Bx =
By = 0), (5.48) toma la forma:

AAA
[110]
λ,R+D+B⊥

· θ̂ = −1

2

1− λ βk cos(θ) +Bz√
α2k2 +

(
βk cos(θ) +Bz

)2


= AAA
[110]
λ,R+D · θ̂ + λ

βk cos(θ) +Bz

2
√
α2k2 +

(
βk cos(θ) +Bz

)2
(5.52)

Así, la fase de Berry será:

γ
[110]
λ,R+D+B⊥

= γ
[110]
λ,R+D +

λ

2

∫ 2π

0

βk cos(θ) +Bz√
α2k2 +

(
βk cos(θ) +Bz

)2dθ (5.53)

Puede verse de nuevo la presencia del termino relacionado a la estructura de ban-
das sin gap y un término proporcional a ~

2Ωz .

5.5.3. R+D[001]+B

Teniendo un campo perpendicular (Bx = By = 0) a un 2DEG con acoplamiento
R+D en la dirección [001], al razionalizar la conexión, su producto con kθ̂ tomará la
forma:

AAA
[110]
λ,R+D+B⊥

· kθ̂ =
α2 − β2

2(−2αβ sin(2θ) + α2 + β2)
(1− λ Bz√

B2
z + k2(−2αβ sin(2θ) + α2 + β2)

)

= AAA
[110]
λ,R+D · kθ̂+

− λBz

2k(αβ sin(2θ) + α2 + β2)
√
B2
z + k2(−2αβ sin(2θ) + α2 + β2)

.

(5.54)
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Así, su fase de Berry será:

γ
[110]
λ,R+D+B⊥

= γ
[110]
λ,R+D+

−
∫ 2π

0

λ(α2 − β2)Bz

2(−2αβ sin(2θ) + α2 + β2)
√
B2
z + k2(−2αβ sin(2θ) + α2 + β2)

,

(5.55)

donde γ[110]
λ,R+D = − sgn(α2 − β2

[001])π.

Para la dirección [001] con un campo magnético paralelo al gas de electrones (Bz =
0). El producto de kθ̂ con la conexión toma la forma:

AAA
[110]
λ,R+D+B‖

· kθ̂ = −k(α+ β)(α− β) + (βBx − αBy) cos(θ) + (αBx − βBy) sin(θ)

2Ω2
‖

,

(5.56)
donde:

Ω2
‖ = B2

‖+(α2+β2)k2+2(αBx+βBy)k sin(θ)−2k cos(θ)(βBx+αBy+2αβk sin(θ)) (5.57)

Ming-Che Chang en [53] reporta una fase de γλ = λπ sgn(α2−β2
[001]) para este mis-

mo caso al estudiar los efectos de campos magnéticos paralelos a k en el efecto Hall de
espín. Ming-Che Chang afirma que este resultado refleja la naturaleza topológica de la
fase de Berry al no alterarse después de manipular suavemente las superficies energéti-
cas. Es claro que en las casos con campos perpendiculares al gas observados, fase toma
la forma de la fase sin campo magnético con la adición de un factor proporcional a Ωz

debido a que al introducir un campo magnético perpendicular se induce una separación
de las bandas por lo que la deformación no es suave [53].

Para la cara [110] sin acoplamiento de Rashba, la fase de Berry será 0 al igual que
el caso sin campo magnético.

Los casos expuestos permiten ver que cambios en el hamiltoniano generan gran-
des diferencias en las fases geométricas obtenidas. De igual forma, puede verse que al
anular los campos magnéticos externos se recuperan los casos originales.

En este capítulo pudieron apreciarse los las fases de Berry para sistemas del tipo
R+D[hkl] en las orientaciones [111], [110] y [001], de un sistema de dos niveles de Dirac,
un sistema tipo rashba con un campo perpendicular y sistemas R+D[hkl] con un campo
magnético externo.

De los sistemas estudiados, el sistema R+D[001] es usado por S.Q. Shen, para el
estudio del efecto Hall de espín en sistemas bidimensionales electrónicos [44], también
es usado por Murakawa et. al. para el estudio de un sistema con acoplamiento tipo
Rashba en un semiconductor tridimensional [12].
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Puede verse que en los sistemas que rompen simetría de inversión temporal, la fase de
Berry depende de la banda a con excepción del último caso, a diferencia de los sistemas
R+D[hkl] que conservan la simetría de inversión temporal.
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Capítulo 6

Conclusiones

En esta tesis se revisó el origen de la fase geométrica como resultado de la evolu-
ción adiabática y cíclica de un sistema cuántico en el espacio de parámetros y se estu-
diaron algunas de sus propiedades como la invarianza ante transformaciones de norma,
que permite que esta fase sea una posible observable del sistema. También se estudiaron
la conexión y la curvatura de Berry, así como su relación con la fase de Berry.

Se consideró el hamiltoniano general para sistemas de dos niveles ĤTLS = H0 +
~σ · Ω, y algunas de sus propiedades espectrales, así como la forma que toman la fase,
curvatura y conexión de Berry para este sistema. Dicho sistema fue usado para modelar
grafeno, una bicapa de grafeno, un aislante de Chern, un semiconductor ferromagnético
con SOC tipo Rashba y sistemas con SOC R+D[hkl] lineal en k en un campo magnético
externo.

Fue particularizado el hamiltoniano de TLS a sistemas con campos Ω ∝ k, de igual
forma, se calcularon expresiones para la conexión, curvatura y fase de Berry para este
sistema. Estas expresiones fueron usadas para modelar sistemas semiconductores bidi-
mensionales con SOC R+D[hkl] lineal en k.

Se comentó el desarrollo del concepto de espín y el acoplamiento espín-órbita co-
mo consecuencia de correcciones relativistas, así como los acoplamientos de Rashba y
Dresselhaus en sistemas bidimensionales.

Por último, se calcularon las fases de Berry para 2DEG con SOC de Rashba y Dres-
selhaus, con SOC y un campo perpendicular, aistantes de Chern, una lámina de gra-
feno, una bicapa de grafeno y sistemas semiconductores ferromagnéticos bidimensio-
nales con efecto Hall anómalo; se compararon los resultados obtenidos entre sí, con los
reportados en la literatura y con el caso mostrado por Berry en su artículo original y se
discutió la relación entre el resultado γλ = −π y el parecido de las bandas a los puntos
diabólicos descritos por Berry.



52 Capítulo 6. Conclusiones

Al hacer la comparación entre los sistemas semiconductores bidimensionales con
SOC R+D[hkl] lineal en k con y sin campos magnéticos, se notó que los campos perpen-
diculares inducen la aparición de un término extra a la fase de Berry, proporcional a la
componente z de su campo y con signo distinto para cada banda, mientras que los siste-
mas con campos laterales (paralelos al gas de electrones) parecen preservar la fase igual
que en ausencia de campos magnéticos; de acuerdo con la literatura esto se debe a que
los campos magnéticos perpendiculares son responsables de inducir una separación en
las bandas, cambiando la topología de éstas, mientras que las estructuras de bandas de
un sistema con y sin campos magnéticos laterales son isomorfas.

Para trabajos futuros, sería interesante el estudio de más casos así como de la rela-
ción entre propiedades físicas y la fase y la curvatura de Berry, como estados de borde
por fases topológicas de la materia o fenómenos como el efecto Hall cuántico o el efecto
Hall de valle, entre otros.
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Apéndice A

Funciones de onda y energías
propias del hamiltoniano de dos
niveles

Tomando el hamiltoniano de la ecuación 3.1:

H = E0I + σ · ~
2
Ω =

(
E0 + ~

2Ωz
~
2Ωx − i~2Ωy

~
2Ωx + i~2Ωy E0 − ~

2Ωz

)
(A.1)

Y sustituyéndolo en la ecuación |EλI −H| = 0 para encontrar sus eigenvalores se
obtiene la ecuación:

E2
λ − 2EλE0 + E2

0 −
(
~
2

Ω

)2

= 0 (A.2)

Sustituyendo el la fórmula general para ecuaciones cuadráticas obtenemos que las
energías del sistema son:

Eλ = E0 + λ
~
2

Ω, (A.3)

donde λ = ±1.

Puede verse que la diferencia de las energías propias del sistema es ∆E = ~Ω.

Para obtener lo estados del sistema |λ〉 con componentes ζ y ξ , se sustituye A.1 y
A.3 en H |λ〉 = Eλ |λ〉 obteniendo el sistema:

(E0 +
~
2

Ωz − Eλ)ζ +
~
2

(Ωx − iΩy)ξ = 0 (A.4a)

~
2

(Ωx + iΩy)ζ + (E0 −
~
2

Ωz − Eλ)ξ = 0 (A.4b)

Despejando ξ de la ecuación A.4b y fijando ζ = 1 obtenemos el estado:

|λ〉 =

(
1

λ
Ωx+iΩy
Ω+λΩz

)
(A.5)



54 Apéndice A. Funciones de onda y energías propias del hamiltoniano de dos niveles

Para normalizar el estado, se toma la proyección del estado sobre si mismo por una
constante de normalización y se iguala a 1:

〈λ|λ〉 |A|2 = 1 (A.6a)

1 +
Ω2
x + Ω2

y

Ω2 + Ω2
z + 2λΩΩz

= |A|−2 (A.6b)

Ω + λΩz

2Ω
= |A|2 (A.6c)

Así, los estados |λ〉 normalizados son:

|λ〉 =

√
Ω + λΩz

2Ω

(
1

λ
Ωx+iΩy
Ω+λΩz

)
(A.7)

Este estado puede reescribirse de diversas formas, que pueden se útiles en distintas
situaciones. Identificando a:

Nλ ≡
√

Ω + λΩz

2Ω
, (A.8)

Ω± ≡ Ωx ± iΩy, (A.9)

Ω↑ ≡ Ω + λΩz (A.10)

y:
Ω↓ ≡ Ω− λΩz, (A.11)

y sabiendo que Ω+Ω− = Ω↑Ω↓ = Ω2
‖, Puede escribirse al estado |λ〉 como:

|λ〉 =

 Nλ

λ
Ω+

Ω↑

√
Ω↑
2Ω

 (A.12)

Multiplicando por Ω↓/Ω↓
√

Ω↓/Ω↓ y simplificando:

|λ〉 =

(
Nλ

λN−λ
Ω+

Ω‖

)
, (A.13)

Cambiando a coordenadas esféricas bajo:

Ωx =Ω sin(Θ) cos(ϕ), (A.14a)
Ωy =Ω sin(Θ) sin(ϕ), (A.14b)
Ωz =Ω cos(Θ), (A.14c)
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se obtiene:

|λ〉 =

(
Nλ

λN−λe
iϕ

)
, (A.15)

Aplicando las ecuaciones A.14 al estado en la forma A.7 se obtiene:

√
1 + λ cos(Θ)√

2

 1

λ
eiϕ sin(Θ)

1 + λ cos(Θ)

 , (A.16)

Evaluando por separado |+1〉:

|+1〉 =

(
cos
(

Θ
2

)
eiϕsin

(
Θ
2

)) , (A.17)

y |−1〉:

|−1〉 =

(
sin
(

Θ
2

)
−eiϕcos

(
Θ
2

)) (A.18)
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Apéndice B

Derivación de la contribución
espín-órbita a partir de una
aproximación cuasi-relativista a la
ecuación de Dirac

Con la ecuación de Dirac para un electrón con carga e y masa m0 en presencia de
un potencial eléctrico:

(cα · p + V + βm0c
2)Ψ = i~Ψ̇, (B.1)

donde α y β son las matrices de Dirac††, c es la velocidad de la luz, Es es la energía de
Scrödinger y V es el pontencial eléctrico.

Con estados del tipo:

Ψ =


Υ1

Υ2

Φ1

Φ2

 , (B.3)

donde Υ1 y Υ2 describen el comportamiento de un electrón y Φ1 y Φ2 el de un positrón.

Suponiendo estados estacionarios la ecuación B.1 puede reescribirse como:

(E − V−m0c
2)Υ− c~σ · pΦ = 0, (B.4a)

(E − V +m0c
2)Φ− c~σ · pΥ = 0, (B.4b)

††

α =

[
0 σ
σ 0

]
β =

[
I 0
0 −I

]
(B.2)

Siendo σ el vector de matrices de Pauli e I la matriz identidad 2x2.
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cuasi-relativista a la ecuación de Dirac

despejando Φ de B.4b, sustituyendo en B.4a, definiendo a Es = E − m0c
2 y reacomo-

dando se obtiene:

(Es − V)Υ =
c2

2m0c2
(~σ · p)

 1

1 +
Es − V

2m0c2

 (~σ · p). (B.5)

Debido a que Es−V
2m0c2

<< 1 puede hacerse una expansión y a primer orden se obtie-
ne:

(Es − V)Υ =
1

2m0
(~σ · p)

(
1− Es − V

2m0c2

)
(~σ · p), (B.6)

reacomodando:

EsΥ =

(
p2

2m0
+ V

)
Υ− 1

4m2
0c

2
(~σ · p)(Es − V), (~σ · p)Υ (B.7)

y sabiendo que (~σ · p)2 = p2 y que:

(Es − V)(~σ · p)Υ = ~σ [(Es − V),p] Υ + (~σ · p)(Es − V)Υ, (B.8)

donde a primer orden:

(Es − V)Υ =
p2

2m0
, (B.9)

entonces, sabiendo que el conmutador [Es,p] = 0:

(Es − V)(~σ · p)Υ = ~σ · [p,V] Υ + (~σ · p)

(
p2

2m0

)
Υ. (B.10)

Sustituyendo B.10 en B.7 y usando la identidad (~σ ·A)(~σ ·B) = A ·B+ iσ · (A×B):

EsΥ =

(
p2

2m0
+ V− p4

8m3
0c

2
− 1

4m2
0c

2
(p · [p,V])− i

4m2
0c

2
[p,V] · (~σ × p)

)
Υ, (B.11)

y sabiendo que el potencial tiene simetría esférica y es dependiente de la posición r, que
[p, f(r)] = i~∇rf(r), la representación en el espacio de posición de p = −i~∇r y que el
operador de espín S = ~

2~σ:

EsΥ =

(
p2

2m0
+ V− p4

8m3
0c

2
− ~2

4m2
0c

2
∇2V− 1

2m2
0c

2

1

|r|
dV

dr
(S · (r× p))

)
Υ. (B.12)

El último término puede escribirse como:

1

2m2
0c

2

1

|r|
dV

dr
(S · L) (B.13)
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«I may not have gone where I intended to go, but I think I have ended up where I needed to be.»

Douglas Adams,The Long Dark Tea-Time of the Soul
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