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Introduccion

El plan de estudios de la licenciatura en Actuaria, implementado en 2014, resulta ser
ambicioso, ya que integra distintas ramas como Probabilidad, Estadistica, Seguros, Progra-
macién, Economia, Administracién, Demografia y Finanzas, las cuales resultan de sumo
interés para los estudiantes, dado que su aplicacién en el campo laboral es fundamental,
lo que ha generado, con el paso de los anos, una demanda ascendente.

Adicionalmente, fuentes importantes, dada su investigacién y resultados publicados al
cierre de 2016', comentan que, entre las carreras mejor pagadas en el pais, destacan aque-
llas relacionadas con la Estadistica y Finanzas, lo que justifica la demanda comentada
anteriormente y resalta el hecho de que en los ultimos anos los estudiantes de Actuaria
han decidido especializarse en el drea financiera, ya que esta sugiere un excelente ambiente
para desarrollar las habilidades adquiridas a lo largo de su trayectoria universitaria.

Por otra parte, los resultados de una encuesta, aplicada durante el 1iltimo trimestre de

"https://www.forbes.com.mx/las-10-carreras-mejor-pagadas-en-mexico/ Consulta Noviembre 2016
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2017 a alumnos de los ultimos semestres de la licenciatura en Actuaria de la Facultad de
Estudios Superiores (FES) Acatldn, muestran que alrededor del 40 % que cursé las prime-
ras dos materias de la seriacion, no cuenta con una base sdlida para continuarla, de ahi que
esta situaciéon provocaria un posible aumento en el indice de reprobacion. Adicionalmente
la encuesta senala que, una vez concluida la seriacién obligatoria, aproximadamente el
30 % del alumnado considera que la base sobre temas financieros es de bajo nivel.

Entre los motivos que se explican en la encuesta, los alumnos suponen que los objeti-
vos de la seriacién no se han alcanzado por falta de interés y/o capacitacién tanto de ellos
mismos como de los profesores, ademas de la falta de tiempo para desarrollar y atender un
curso completo por ambas partes y una posible falta logistica en cuanto al cupo de grupos.

Dadas las situaciones anteriores, surge la necesidad de elaborar y presentar este manual,
con el propésito de apoyar a los estudiantes con el contenido y metodologias propuestas
en los temarios de la seriacion obligatoria de Finanzas, es decir, Matematicas Financieras
I y II, Finanzas Corporativas y Aplicacién a las Matematicas Financieras, desarrollando
y ejemplificando la temadtica relacionada con dichas asignaturas para una comprension
integral del alumnado y un buen desarrollo en la materia que cursaron o se encuentren
cursando.

Adicionalmente, la elaboracién del manual va encaminada a su uso por parte de los Pro-
fesores como bibliografia complementaria en los temarios. De esta forma se conseguira un
desarrollo conjunto de los cursos por parte de dichos profesores y de los alumnos.

Por tdltimo, cabe mencionar que, dada la similitud de algunos titulos en la bibliografia
propuesta de cada materia, existen tépicos que coinciden (se repiten) entre los temarios,
por lo que, a modo de llevar una secuencia légica y éptima en el entendimiento y desarrollo
de los alumnos, dichos temas se abordarén en secuencia (dependiendo de la aplicacién a
la materia) o solamente en el temario mas apropiado.
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Objetivo del trabajo

Dar apoyo y soporte, con este manual, a los estudiantes con el fin de comprender y desarro-
llar de forma complementaria los temas referenciados a la seriacion obligatoria de Finanzas
de la Licenciatura en Actuaria de la FES Acatlan, es decir, las asignaturas de Matemati-
cas Financieras I y II, Finanzas Corporativas y Aplicacién a las Matematicas Financieras,
logrando un manejo y aplicacién integral de los conceptos y metodologias contenidas en
los temarios correspondientes.
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1. Matematicas Financieras 1

Introduccién

Matematicas Financieras I es la primera asignatura con la cual los estudiantes de la licen-
ciatura se presentan ante la seriacién obligatoria del plan de estudios 2014. Dicha situacion
sugiere que los conceptos y metodologias a estudiar deben ser claros y concisos, con el fin
de que el alumnado despierte aficién e interés por las Finanzas.

Este capitulo desarrolla los temas de dicha asignatura, los cuales muestran los concep-
tos basicos de las finanzas, por ejemplo, tasas de interés, valor presente, valor futuro,
anualidades, etc. Dichos conceptos son de suma importancia, ya que conllevan una apli-
cacién directa en topicos de capitulos posteriores, por lo cual es necesario contar con una
base sélida al finalizar este apartado.

Primeramente es necesario comprender que las matemaéticas Financieras representan el
conjunto de conceptos y técnicas cuantitativas de andlisis para la evaluacién de proyectos
de inversion, con el objetivo de tomar una decisién 6ptima al seleccionar una opcién.

La definicién anterior indica que realizar una inversion representa colocar recursos finan-
cieros en proyectos donde se corre el riesgo de generar pérdidas o ganancias, por ejemplo
al invertir en una cuenta bancaria, prestar o pedir prestado recursos con ciertos intereses,
levantar y operar una empresa, etc., por lo que es evidente que cada dia las personas
toman decisiones financieras que impactan significativamente en su economia inmediata y
futura, de ahi que resulta necesario analizar de forma adecuada las posibles opciones para
hacer rendir estos recursos en el corto y largo plazo.

Dado lo anterior, es importante resaltar un objetivo adicional, el cual es el estudio y
entendimiento del valor del dinero en el tiempo, lo que representa una de las bases pri-
mordiales de las Mateméticas Financieras.

Como ya se mencioné anteriormente en este primer capitulo se encontrara la base de
las Matematicas financieras desde un poco de historia sobre el origen de las finanzas hasta
la aplicacién de los conceptos béasicos en la amortizacién y depreciacién de activos o bienes,
lo cual no dara la pauta al desarrollo de capitulos posteriores.
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1.1. Medida del interés
1.1.1. Un poco de historia: El inicio de la teoria

Desde la antigiiedad, los seres humanos hemos tenido necesidades bésicas en nuestra
vida cotidiana, por ejemplo, comer, beber, dormir y respirar.

Por otra parte, existen necesidades que no son bésicas, sin embargo son indispensables
para vivir durante las etapas del desarrollo humano, de ahi que deben satisfacerse para
poder lograr un éptimo desarrollo.

En comento, los seres humanos hemos desarrollado habilidades importantes para satis-
facer estas necesidades, por ejemplo, en la antigiiedad las personas se alimentaban con
frutos y plantas, y con el paso del tiempo surgié la necesidad de obtener otro tipo de
alimento, ya que lo anterior no satisfacia por completo dicha necesidad, por lo que se
desarrollé un instinto de caza, es decir, los antiguos individuos comenzaron a construir
utensilios con el propésito de enfrentarse a distintos animales y asi poder satisfacer varias
necesidades. La carne era un alimento, las pieles se usaban como vestimenta y los huesos
como armas de caza.

Fue asi como suplir las necesidades béasicas se hizo una prioridad. Las antiguas civili-
zaciones evolucionaron y de esta forma surgieron atin mas necesidades, desde la forma de
vestir que ya no implicaba el simple uso de pieles, si no que ahora su uso era més comple-
jo, zapatos, pantalones, playeras, chamarras entre otros objetos, hasta la importancia de
tener un lugar cémodo y seguro para vivir, lo que dio el impulso para construir viviendas
con espacios especificos para cada necesidad; el espacio destinado para la preparacion de
alimentos necesitaba tener carbén, lena, un comal, utensilios de cocina, entre otros, mien-
tras que una cama, una silla o algo comodo en donde recostarse eran necesarios para el
lugar destinado al descanso.

Las personas tenian que ser autosuficientes, es decir, tenian que suplir sus necesidades
por ellas mismas, hasta el momento en el que las necesidades se volvieron demasiadas y
las habilidades que poseia cada persona no eran suficientes para atender dichos requeri-
mientos, por ejemplo, algunas personas eran muy buenas cazando o criando animales pero
no tan habiles confeccionando vestimentas con las pieles de dichos animales; otras que
eran muy hébiles en el manejo de las pieles no lo eran construyendo herramientas de todo
tipo, otras més sabian construir viviendas, algunas personas eran expertas construyendo
muebles de madera, mientras otras lo hacian con metales o algtin otro tipo de material.
Esta fue la razén principal por la cual las personas comenzaron a intercambiar productos
que ellos podian hacer por productos que no tenfan. A este intercambio de bienes y servi-
cios se le conoce como trueque.

Asi, la sociedad inicié preguntdandose cuanto de cada cosa se deberia dar para tener un
intercambio justo, es decir, cudnta carne de animal debia darse para recibir unos zapatos
o cuantos zapatos se entregarian para recibir una mesa, por ejemplo.

Los intercambios eran relativamente justos, cada persona entregaba y recibia lo que creia
merecer y en medio de esta situacién surgié algo parecido a lo que hoy en dia se conoce
como la oferta y demanda; la sociedad comenzaba a cuestionarse cudnto debia producir y
cuanto necesitaba consumir.

10
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Los intercambios comenzaron a generar conflictos, las personas no podian calcular la canti-
dad de bien o servicio a intercambiar, tomando en cuenta que también era dificil encontrar
un oferente o demandante adecuado para realizar el trueque, por lo cual se pensd en un
tercer factor que interviniera en dicho intercambio, el cual debia ser un medio de intercam-
bio aceptable y funcional para todos, también debia ser numerable y tenia que mantener
un valor a través del tiempo.

Entre los materiales que fungieron como ese tercer factor se encuentran pieles, sal, pie-
dras, maiz, semillas, cacao entre otros. Sin embargo, estos no satisfacian al mismo tiempo
las caracteristicas anteriormente mencionadas. Fue asi como apareci6 el dinero hecho por
metales valiosos como: oro, plata, hierro o bronce. El dinero cumplia con todas las carac-
teristicas y apuntaba a ser ese tercer factor ideal, ya que facilitaba el intercambio de bienes.

Con ello surge la famosa estructura llamada mercado, es decir, el lugar o estructura en
donde participan diversos oferentes y demandantes. Estos mismos participan intercam-
biando bienes y servicios a un precio especifico.

Para que el mercado tenga un funcionamiento éptimo es necesario que intervengan los
factores siguientes:

= Demandante: Persona que requiere de un bien o servicio.
= Oferente: Persona que ofrece un bien o servicio.
» Tercer bien: Objeto de valor para ambas partes (Dinero).

= Precios establecidos: Acuerdo generalizado de qué valor tiene cierta cantidad de
algin bien o servicio.

Con estos puntos claros y en orden existird un equilibrio en el mercado y es importante
mencionar que todas las personas deben considerar cuanto tienen que consumir y cuanto
pueden consumir a través del tiempo para tener un mejor presente y un mejor futuro.
Dado lo anterior existen momentos en el tiempo que son de suma importancia.

= Pasado: En donde se conoce los precios, ofertado o demandado, de los bienes y
servicios.

» Presente: Se conoce al momento el precio (precio spot) de los bienes y servicios.

= Futuro: Se desconoce el precio al cual los bienes y servicios seran ofertados o deman-
dados.

En ocasiones es complicado realizar un intercambio de bienes y servicios ya que el deman-
dante no tiene a su alcance dinero suficiente u otro tercer factor que sea de valor para
ambas partes, ademads el oferente requiere el dinero al instante; sin embargo, es posible
hacer el intercambio, siempre y cuando ambas partes lleguen a un arreglo.

11
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Una opcidn para llevar a cabo dicho intercambio es por medio de un préstamo, es decir,
que el oferente le dé a préstamo el bien o servicio, para que en un futuro la contraparte
pueda pagar su deuda; u otra posible opcién es que el demandante pida prestado dinero a
una tercera persona para poder pagar al momento.

Estas dos opciones son factibles, pero ambas tienen algunas desventajas, por ejemplo,
existe el peligro de que el demandante en un futuro no pueda pagar por lo prestado, ya sea
el bien o servicio o el dinero. Otra desventaja que existe para el oferente es tener que hacer
un sacrificio, dejar de recibir dinero al momento para recibirlo en un futuro, y decimos
que resulta una desventaja porque él podria ocupar ese dinero para comprar o invertir en
algin otro proyecto, ademas, con el dinero al momento podria comprar bienes que en un
futuro tal vez no podria, esto debido a que dichos bienes podrian subir de precio con el
paso del tiempo.

Desde este punto de vista, el prestar dinero, un bien o un servicio no es justo para ambas
partes, lo ideal es que el prestador reciba algo a cambio por hacer el sacrificio, es decir,
recibir una retribucion por haber prestado cierta cantidad de dinero por un determinado
tiempo o bien recibir un cierto porcentaje de la cantidad prestada tomando en cuenta que
en un futuro no se podrd comprar lo mismo que en el presente.

Es muy importante hacer énfasis en este tdltimo punto, ya que todos los bienes o ser-
vicios sufren modificaciones en su precio a lo largo del tiempo, debido a diversos factores
econémicos que hacen que los precios aumenten (a esto se le conoce como inflacién). En-
tonces, es posible afirmar que el valor del dinero no es el mismo a través del tiempo, por
ejemplo, hace 3 anos un paquete pequeno de chicles costaba 50 centavos, hoy ese mismo
paquete cuesta 2 pesos y probablemente en 5 anos mas el precio sea modificado, y cabe
mencionar que, no se tiene certeza de cuanto mas puede costar.

Ante esta incertidumbre sobre la pérdida de valor del dinero a lo largo del tiempo se
deben tomar medidas para mitigar dicho riesgo, es por esta razén que cuando se presta
dinero en un futuro se debe obtener més, es decir, tener una retribucién o cierto porcentaje
adicional como premio. Lo anterior sugiere que el dinero debe producir més dinero con el
paso del tiempo, y es aqui donde surge el tan importante concepto de interés, el cual da
inicio al desarrollo de la teoria a estudiar.

12
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1.1.2. Introduccién al valor presente y futuro

Para comprender de mejor manera los puntos expuestos anteriormente y partiendo de
la idea de necesidades de consumo, se analiza la siguiente situacién, en la cual son nece-
sarios dos individuos, un bien, la capacidad de consumo de los individuos respecto al bien
y como es de esperarse, el tiempo.

Ahora, retomando la inclusiéon de un mercado donde se ofertan y demandan bienes res-
pecto a uno o varios precios, es posible ubicar esta estructura en una linea de tiempo:

Mercado pasado Mercado actual Mercado futuro

|
| | |

.. . Participantes y precios L. .
Participantes y precios . Participantes y precios
conocidos en el momento

conocidos desconocidos
(spot)

Como puede observarse, en el mercado pasado se ofertaron y demandaron bienes a precios
que ya fueron establecidos y han cambiado hasta llegar a los precios del mercado actual,
los cuales son conocidos como precios spot. Esto sugiere hacer énfasis, de forma general,
en dos momentos en el tiempo, el presente (tiempo 0) y el futuro (tiempo 1).

Por otra parte, tomando en cuenta el consumo de los dos individuos respecto al bien
a través del tiempo, estos deben decidir cudnto consumir ahora y cudnto consumir en el
futuro. Si My es la cantidad a consumir en el presente (en 0) y M; la cantidad a consumir en
el futuro (en 1) dado que en el presente se consumi6 My, graficamente se tiene lo siguiente:

M, M,

Dado lo anterior existes tres escenarios para elegir el consumo por parte de los individuos:

1. Escenario trivial. Consumir lo correspondiente a cada momento del tiempo.

2. Escenario de mejor presente. Consumir mas ahora y consumir menos en el futuro
(no ahorrar).

3. Escenario de mejor futuro. Consumir menos en el presente y mas en el futuro
(ahorrar).

Luego, suponiendo que el segundo individuo cede una parte M de su consumo actual M
al primer individuo y descartando el escenario trivial se generan los casos siguientes:

13
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Deseo por un mejor futuro. Como se comentaba, el segundo individuo cede M al
primero, lo cual genera dos efectos:

1. Efecto restriccion. Se restringe la capacidad de consumo presente del segundo indi-
viduo, por lo que su consumo en el futuro debe ser compensado.

2. Efecto Riesgo. Existe el riesgo futuro de que el primer individuo no regrese la cantidad
M (riesgo contraparte) al segundo individuo.

Lo anterior implica (y como se comentaba anteriormente) que el primer individuo debe
otorgar, ademas, de devolver la cantidad M cedida en el presente, una cantidad P como
premio al segundo en compensacién, es decir, el premio P compensa ambos efectos men-
cionados. De esta forma el diagrama para el segundo individuo puede visualizarse de la
forma siguiente:

My—M M+P

Luego, comenzando con el dlgebra:

M P
My+M+P=M+M+ P =M+M1+10)

ﬁ representa la proporcion o tasa entre el premio y la cantidad a ceder establecida en
el presente, o més claro atn, es el porcentaje que representa el premio P en la cantidad M.

Por otra parte, si la cantidad cedida M fuera toda la cantidad inicial de consumo M
en el presente, se tendria que M = My y el individuo 2 no tendria consumo alguno en el
presente, por lo que todo se absorberfa en el futuro (mejor futuro). Después, dado este
supuesto y haciendo % =14 > 0, entonces en el tiempo 1 futuro se devuelve al individuo 2
la cantidad My maés el premio P, asi:

M P
My+ P = My + MP = Mp(1+ M) = My(1+1i)=VF ”Valor Futuro”

V' F es el valor futuro de la cantidad inicial My tomando en cuenta la tasa porcentual i
que representa el premio que se paga en compensacién por haber recibido dicha cantidad
en el presente (tiempo cero) y devolverla en el futuro (tiempo 1).

Deseo por un mejor presente. En este caso el primer individuo recibe la cantidad
M por parte del segundo.

Esta situacion implica que este individuo recibe la cantidad M en el presente, por lo
que debe devolverla en el futuro al individuo 2 e incluir una cantidad P como premio en
compensacion a los efectos restriccién y riesgo. De esta forma, el diagrama para el primer
individuo puede visualizarse de la forma siguiente:

14
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M My —M—P =M, — (M +P)

Notese que el individuo 1 toma de su consumo M futuro las cantidades M y P como pago
para el individuo 2. Haciendo un poco de algebra se tiene en el tiempo 1:

M P
M- M—-P=M -M-—-——P=M —M(1+—
1 1 U 1 (+M)

Después, si la cantidad M devuelta y el premio P entregado fueran en conjunto toda la

cantidad Mj, se tendria que My = (M + P) y el individuo 1 no tendria consumo alguno
en el futuro (mejor presente); de ahi que:

p
M—M—-P=M —(M+P)=M —M1+-—)=0

M
P .
_ Ml _ N—1 __ 9 b2l
=M= ~ =M (1+1i)"" =VP "Valor Presente
(141)

(1+1)#0

Entonces, el individuo 1 recibe en el tiempo 0 la cantidad M = V P que es el valor presente
de la cantidad futura M; tomando en cuenta la tasa porcentual 7, misma que representa el
premio que se paga en compensacion por haber recibido dicho valor presente y devolverlo
en el futuro.

Por otra parte, si el medio de intercambio y devolucién es el dinero, i es llamada tasa
de interés, entonces, si el hoy se pide prestada o invierte cierta cantidad My y se establece
que por dicha cantidad debe pagarse un interés (premio) de i por ciento sobre esa cantidad,
al final debe pagarse o recibir de la inversién el monto VF = My(1+14) y por el contrario,
si se quisiera recibir la cantidad M; después de haber efectuado un préstamo o inversion
considerando un premio de i por ciento, al inicio debié prestarse o invertir el monto de

VP =M(+i) "

Ejemplo:

= Si se invierten $100 pesos a una tasa de interés de 5 %, se recibirdn
100(1.05) = 105 pesos.

= Si se pide un préstamo de $500 pesos a una tasa de 10 % se debe pagar
500(1.10) = 550 pesos.

= Si se desea acumular $105 pesos con un interés de 5 %, se debe invertir
105(1.05)~1 = 100 pesos.

= Si se desea recibir $550 pesos cobrando un interés de 10 %, se debe prestar
550(1.10)~! = 500 pesos.
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Dados los ejemplos anteriores, es posible visualizar la relacién del valor presente y el valor
futuro, siempre y cuando exista una tasa de interés como premio, es decir:

VP =VF(1+i)!

| | VE = VP(1+ 1)

VP<VF ; i>0

En particular, si se desea recibir o acumular $1 peso, entonces VF =1y VP = (1414)7! <
1.

Ahora, ;qué sucede si se establecen condiciones para pago del premio?, es decir, ;qué

ocurre si se especifica el tiempo de inversién o préstamo (plazo) y la estructura del interés
que se genera?’

16
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1.1.3. Capitalizacién simple

Si un individuo presta la cantidad My en el presente para recibir My + P se tiene:

MO_M():O M1=M0+P

| |

0 1

Mo P
My = M, P = M, —P = My(l + —
1 o+ 0+M0 0(+MO)

P
= M = My(1+1 ) = ——
1 o(1+1) con i o

Luego, suponiendo que en el tiempo 1 se presta la cantidad recibida M para ser devuelta
después, digamos en el tiempo 2, a cambio de recibir dicha cantidad més un premio P de
la misma magnitud que el primero, se tendra:

MO_M():O M1_M1=0 M2=M1+P

0 1 2

Lo cual puede expresarse como sigue:

M, P
My=M;+P=DMy+P+P=M+2P = My+2-2P = My(1 + 2—)
M, M,

= My = Mo(l + Qi)

Ahora, si se prestara la cantidad M> en el tiempo 2 para ser recibida méas un premio P al
tiempo 3 posterior se obtiene:

M, P
M3:M2+P=M1+P+P=M0+P+P+P:M0+3P=M0+3MOP:M0(1—|-3ﬁ)
0 0

= M3z = Mo(l + 31)

Siguiendo esta secuencia y nombrando “periodo” a cada tiempo, se tendra al tiempo n:

= M, = My(1 + ni)

17
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La cual es la expresién del famoso modelo de interés simple, bajo el cual la cantidad
My, considerada al inicio, es la misma que se presta o invierte en cada momento del tiempo
agregando en cada periodo el premio P correspondiente a la respectiva compensacién.

De ahi que M, puede ser llamado capital inicial, valor presente de la inversién, princi-
pal o valor actual (My = CP), y M, representa el monto acumulado del capital o valor
futuro después de n periodos de tiempo. Dado lo anterior, se dice que el monto capitaliza
de forma simple y los periodos son conocidos como periodos de capitalizacién.

Por otra parte, siguiendo la relacién entre el valor presente y el valor futuro definida
en la seccién anterior, es posible establecer ciertas expresiones:

= Valor presente de la inversién o préstamo

M,

=M,(1+ni)!

» Interés monetario generado en la inversiéon o préstamo

SiMn:M0(1+ni):M0+M0ni = M, — My= Myni=1

» Interés porcentual generado por la inversién o préstamo (tasa de interés simple)

I M,-My M, 1 1M,

s =32

"TMy T T My MP n n M

= Numero de periodos de tiempo en la inversion o préstamo

I M,-My M, 1 1M,

"TMp T M T ML i i M,

Ejemplo

El senor Manuel Castelan necesita dinero para poder invertir en su negocio familiar por lo
cual pide un préstamo de $1,000.00 a su vecina Guadalupe Vite la cual accede a prestarle
el dinero con la condicién de que el senor Manuel Castelan debe pagar la deuda bajo un
interés simple del 7% cada afio. ;Cual es el monto final que deberd pagar el sefior Manuel
Castelan al final de 4 anos?.

Solucion

n M, interés
0 | $1,000 0
1| $1,070 70
2 | $1,140 70
3 | $1,210 70
4 | $1,280 70
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Datos

My = 1,000
t=4
i=T7%=0.07

Procedimiento
M,y =1,000(1 + (4)(0.07)) = 1,280

Ejemplo

Sarahi Leslie recibié $3,500.00 por una inversién que hizo durante 5 anos bajo un in-
terés simple del 8 % anual. ;Cudnto dinero invirtié al principio del plazo?

Soluciéon
Datos

M5 = 3,500
t=5

1 =8% = 0.08

Procedimiento
My = 3500(1 + (5)(0.08))’1 = 2500
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1.1.4. Capitalizacién compuesta

Si un individuo presta la cantidad My en el presente para recibir My + P se tiene:

MO_M():O M1=M0+P
0 1
My P
M = M, P = M, —P = Mp(l 4+ —
1 0+ 0+M0 of +MO)

P
= My = My(1+1i) con i:ﬁo

Es importante resaltar que en el modelo de interés simple el pago de premios (intereses)
se efectia de forma constante en cada periodo de tiempo, pero por el contrario, si en el
periodo 1 se presta la cantidad recibida M; para ser devuelta en el periodo 2 a cambio de
recibir dicha cantidad més un premio P’ equivalente a la tasa de interés i aplicada a este
iltimo monto, se tendra:

MO_M0=0 ME_M‘l:O M2=M1+P/=M1+M1i

0 1 2

Lo cual puede expresarse como sigue:

My = My + P = My + Myi = My(1+14) = My(144)(1+4) = My(1 +i)?
= My = My(1 +i)?

Ahora, si se prestara la cantidad Ms en el tiempo 2 para ser devuelta méds un premio P’
equivalente a la tasa de interés i inicial aplicada a este ultimo monto se obtiene:

My = My + P' = My + Myi = My(1 + 1) = My(144)*(1 + i) = Mp(1 +i)3
= M3 = My(1 +1i)*
Siguiendo esta secuencia, se tendrd al tiempo n:

Ahora los intereses se efectian periodo a periodo sobre la 1ltima cantidad prestada, no
sobre la cantidad inicial como en el modelo de interés simple, es decir, cada periodo de
capitalizacién los intereses se van acumulando. Este modelo es conocido como interés com-
puesto o de capitalizacién compuesta.

Por otra parte, siguiendo la relacién entre el valor presente y el valor futuro es posible
establecer ciertas expresiones:
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= Valor presente de la inversién o préstamo

(1+19)

3

= Interés monetario generado en la inversién o préstamo

My, — Mo = Mo(1+1)" — Mo = Mo[(1 +14)" — 1]

» Interés porcentual generado por la inversién o préstamo (tasa de interés compuesta)

M,

Si My, = Mo(1+4)" = i= p/=2

My

_ (M1
1= (57) 1

= Numero de periodos de tiempo en la inversiéon o préstamo

Si My, = Mp(1+49)" = nin(1+1i) = In(

Ejemplo

M, In(Mm
My o, GR)
M In(1+1)

El sefior Moises Juarez se dedica a prestar dinero a familiares, vecinos y amigos, la unica
condicién que el sefior tiene es que toda cantidad prestada debe ser pagada con un interés
compuesto del 5% cada ano. Por otra parte, Elizabeth Vite, una vecina suya, necesita
$2,000 los cuales pagard dentro de tres anos, ; Cuanto deberd pagar Elizabeth Vite al final

del plazo?

Solucién
n M, interés
0 $2,000 0
1 $2,100 100
2 $2,205 105
31 $2,315.25 | 110.25

Datos

My = 2,000

t=3

1=5%=20.05

Procedimiento

M3 =2,000(1 + (0.07))® = 2,315.25

Ejemplo

Ailyn Juérez pidié un préstamo de $5,000 al Banco bajo un interés anual compuesto
del 3% por el cual terminé pagando $5,796.3707 ;Cudnto tiempo después de pedir el

préstamo Ailyn Judrez liquidé su deuda?.

Datos My = 5000
M, = 5796.3707
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i=3%=0.03

Procedimiento
In( 57963707)

_ 5000 /) _
In(1.03)

Una vez comprendido cémo funciona la capitalizacion simple y la compuesta, es importan-
te notar que, cuando n = 1, las expresiones de relacién entre valor presente y futuro para
ambos tipos de capitalizacién coinciden. Esto indica que es posible hacer una comparacion
de ambos tipos de interés, pero jqué valores puede tomar n? Es claro que n no puede ser
negativa o cero, ya que representa una medida de tiempo para invertir, pero es posible
que alguna inversiéon o préstamo se pacte a un plazo menor o mayor que 1 periodo de
capitalizacion. Si se toma My=1 peso, entonces:

= Sin=1
1+ ()i =1+ =1414)

m Si0<n<l1
= =1
= im<i = l+ni<l+i

= (14+14)" < (14 ni)

En este caso el interés resulta ser mayor que el interés compuesto.

m Sin>1
= =1

= m>t = 1l4+in>1+4+14

= (14+in) < (1+)"

Es claro observar que n veces el producto de (1 + i) es mayor que la suma de 1+ ni

Para ilustrar de mejor forma las siguientes desigualdades se mostrard graficamente
el comportamiento del interés simple y compuesto.

Interés compuesto
Interés simple
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1.1.5. Tasa efectiva y tasas nominales

Ademsds de la introduccion de los modelos de capitalizacién simple y compuesta, se
incluyé el concepto de periodo de capitalizacién como el lapso en el cual los premios son
pagados dada una inversiéon o préstamo. Entonces, se dice que la tasa de interés que se
paga como premio aplica en cada periodo de tiempo.

En la practica financiera el periodo de capitalizacién mas comun es un afno, es decir,
los mercados toman como referencia periodos anuales para expresar de forma general su
informacién. Por ejemplo, considerando periodos de capitalizacién anuales, si se desea in-
vertir $10 pesos bajo una tasa de interés de 5% cada afio durante 3 anos, se dice que el
interés que afecta la operacién es de 5% anual, entonces:

= Bajo interés simple:

My =10 M, =10.050 M, = 11.000 M5 = 11.500

0 1 afio 2 afigs 3 afjos

M =10 + (10 % 0.05) = 10[1 + (1)0.05] = 10.05
M; =10.05 + (10 % 0.05) = 10[1 4 (2)0.05] = 11.00
M; =11.00 + (10 % 0.05) = 10[1 + (3)0.05] = 11.50

Noétese que los intereses se van acumulando respecto al nuevo monto en cada ano.

= Bajo interés compuesto:

M, =10 M, = 10.050 M, = 11.025 M; = 11.575

0 6 meses 2 afos 3 afos

M; = 10(1.05) = 10.050
My = 10.050(1.05) = 10(1.05)* = 11.025
M3z = 11.025(1.05) = 10(1.05) = 11.575

Noétese que los intereses se van acumulando respecto al nuevo monto en cada ano.
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Resulta sencillo trabajar cuando los periodos de capitalizacién son anuales, pero ;qué
sucede cuando no lo son? jLos periodos pueden ser menores o mayores a un ano?.

Tomando como unidad de referencia un ano, es posible definir el concepto de frecuen-
cia de capitalizacion como el niimero de veces que capitalizan los intereses en dicho ano.
Por ejemplo, supéngase que en un ano completo, una inversién genera intereses cada tri-
mestre, por lo que la frecuencia de capitalizaciéon es 4 (en un ano hay 4 trimestres) y
un periodo de capitalizacion dura tres meses. De la misma forma, si una inversién gana
intereses cada semestre, la frecuencia de capitalizacién asociada es 2 (en un afio hay 2
semestres) y un periodo de capitalizacién abarca 6 meses. Se concluye que si el ano es
dividido en n partes, esa es la frecuencia de capitalizacion.

Por otra parte, cuando los periodos de capitalizaciéon abarcan méas de un ano, el razo-
namiento es analogo, por ejemplo, si ciertos intereses capitalizan cada dos anos, entonces
un ano resulta ser la mitad de ese periodo, por lo que la frecuencia de capitalizacion sera
1/2. De ahi que, si el periodo de capitalizacién es mayor a un afio, la frecuencia de ca-
pitalizacién representara la fraccién que represente un ano en dicho periodo. En la tabla
siguiente se presentan las frecuencias de capitalizacién més usuales:

Periodo de capitalizacién | Frecuencia de capitalizacion

Semana 52
Mes 12
Bimestre 6
Trimestre 4
Cuatrimestre 3
Ano 1

2 ano 1/2

3 afo 1/3

4 ano 1/4

5 aflo 1/5

10 ano 1/10

Notese que conforme mas tiempo abarca un periodo, la frecuencia disminuye.

Regresando al ejemplo de la inversiéon de $10 pesos, el premio de 5% capitaliza cada
ano y su frecuencia de capitalizacion es 1, por lo que dicho interés hace mencién a una
tasa de interés anual pero, como se comentaba, las inversiones y préstamos no siempre se
pactan a ese plazo, por lo que es importante definir tasas de interés para las diferentes
frecuencias de capitalizacion.

La idea anterior da pie a las famosas tasas de interés nominales, las cuales son aquellas
tasas bajo interés compuesto que capitalizan de acuerdo a la frecuencia de capitalizacién
de la inversién y, como es manejado en el mercado, son expresadas en términos anuales.
Dichas tasas nominales anuales son definidas como (™), donde i es la tasa expresada en
términos anuales y m es la frecuencia de capitalizaciéon asociada. Cabe mencionar que no
debe confundirse al superindice m como un exponente. Por otra parte, el término nominal
es también llamado en el mercado como pagadero, capitalizable o convertible.

24



Universidad Nacional Auténoma de México

Luego, como estas tasas capitalizan de acuerdo a la frecuencia pero estan expresadas
en términos anuales, basta con dividirlas por su respectiva frecuencia y aplicarlas bajo el
modelo de interés compuesto. Esto es para una inversién con m periodos de capitalizacion
dentro de un ano:

(m)
My, = Mo(1 + )™ = Mo(1 + %)m

M, representa el valor futuro del capital My después de m periodos e i = "(nﬂ:) es la tasa

de interés que afecta sobre el capital en cada periodo. Notese que estd divida entre m
porque de esa forma capitalizan los intereses y se tienen m periodos de inversién dentro
del afio. Esto sugiere que para acumular cantidades a valor futuro y descontar montos a
valor presente, la tasa de interés debe estar siempre en la misma unidad de medida que
los periodos de capitalizacién.

Adicionalmente, si la frecuencia de capitalizacién es m veces en un afio pero el plazo
de la inversion es de n anos, entonces en total se tendrdn nm periodos de capitalizacién y
la expresion adecuada es:

My = Mo(1 + —)""

Donde M,,, es el monto acumulado de My al final de nm periodos, donde la tasa anual
nominal i(™ capitaliza m veces en un aflo.

Por ejemplo, si se desea invertir $10 durante un ano bajo una tasa de interés del 5%
anual capitalizable cada semestre (nominal cada 6 meses, pagadera semestralmente o con-
vertible al semestre), el afio se parte en 2 dada la frecuencia de capitalizacién y se tiene:

(2 5
m=2 = i® =5% anual = i = % = 2% = 2.5% semestral

i(2)

= My =10(1+14)% =10(1 + 7)2 = 10(1.025)% = 10.5063

Lo cual puede observarse en el diagrama de flujo de caja (cash flow):

My =10 M; = 10.25 M, = 10.5063
| | |
| | |
6 meses 1 afio
QD,/ W
0.05

My =10(1+ —5~) = 10.25

0.05 0.05

Mj =10.25(1+ —=) = 10(1 + T)2 = 10.5063
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Por otra parte, si la inversion se diera durante 3 anos con el mismo capital inicial y la
misma tasa anual nominal capitalizable semestralmente se tendria:

n=3,m=2 = mn=23(2)=6

;(6)
Mg = 10(1 +1i')® = 10(1 + 27)6 =10(1.025)5 = 11..5969

y el flujo de caja (cash flow) asociado es:

My =10 M; =10.25 M, =10.5063 M; = 10,7689 M, =11.0381 Mg = 11.3140 M, = 11.5969

6 meses 1 aiio 18 meses 2 aiios 30 meses 3 afios

Donde se observa claramente que se tienen 6 semestres (periodos) de capitalizacion.

Ahora, es importante comprender el concepto de frecuencia de capitalizacion y asociarlo
a la unidad de referencia de un ano, pues ;qué sucede cuando la frecuencia de capitali-
zacion es m=17 Como se comentaba, el premio es una tasa de interés anual que genera
intereses cada afio y no necesita ser dividida para poder capitalizar, por lo que recibe el
nombre de tasa de interés anual efectiva. En el primer ejemplo de esta seccién la tasa
anual efectiva es de 5 % ya que capitaliza cada ano y no es dividida, pues la frecuencia de
capitalizacién es 1, es decir, coincide con el periodo de referencia mas comin en el mercado.

Ejemplo

. Qué monto se acumulard después de 4 anos si se invierten $500 pesos bajo un interés
anual efectivo de 7 %?

n=4yi=7%
= My =500(1+ 0.07)4 = 655.3980

El flujo de caja asociado es:

M, =500 M; =535 M, = 572.45 M; = 612.5215 M, = 655.3080
| | | | |
| | | | |
1 aiio 2 afios 3 afos 4 afios
Ejemplo

,Qué monto se acumulard después de 5 anos si se invierten $500 pesos bajo un interés
anual nominal capitalizable trimestralmente de 12 %?

Solucién
n=>5,m=4 =nm=>5(4) =20
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@12
i(4):5%anual:>i’:%= %

= 3% trimestral

;(4)
Moy = 500(1 +i')?° = 10(1 + %)20 = 500(1.03)% = 903.06

Al final de 5 anos (20 trimestres) se acumulan $903.06 pesos.
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1.1.6. Equivalencia de tasas de interés

Retomando la idea de que es necesario mantener la tasa de interés y los periodos de
capitalizacién en la misma unidad de medida para llevar cantidades a valor futuro y traer-
las a valor presente, se analiza el ejemplo siguiente:

Ejemplo

., Qué monto se acumulard dentro de 3 meses si se invierten $500 pesos bajo un interés
anual efectivo de 5 %?

Noétese que el periodo de capitalizacién es un trimestre, la frecuencia de capitalizacién
es m=4 y la tasa de interés es anual efectiva pero, como se sabe, esta 1ltima no puede ser
dividida entre 4 para poder capitalizar los $500 pesos en un periodo de tres meses; de ah{
que la idea es hacer que el periodo de capitalizacion se refleje en términos anuales, pues la
tasa efectiva estd en esa unidad de tiempo, entonces es claro que un trimestre en términos

anuales se expresa como % = % y debe tenerse:

M = 500(1.05)%12 = 500(1.05)"/* = 506.1361

Como se observa, la tasa de interés y el plazo estan en la misma unidad de tiempo, ya
que el periodo de capitalizacién fue adecuado a la tasa, pero jes posible adecuar la tasa
al periodo de capitalizacién? Esta pregunta da pie al concepto de equivalencia de tasas.

Una tasa efectiva como su nombre lo indica, representa el interés efectivamente (ver-
daderamente) cargado o cobrado en un ano, por otro lado, las tasas nominales generan
intereses varias veces al aflo, por lo que es natural cuestionarse cudl es el interés efectiva-
mente cobrado anualmente cuando se tiene un inversién o préstamo que capitaliza bajo
un tasa con cierta frecuencia de capitalizacion.

Para conocer dicho interés generado es necesario cambiar esta tasa nominal a una efectiva
o, mejor dicho, obtener la tasa efectiva equivalente a la tasa nominal.

Dos tasas son equivalentes si generan el mismo interés en el periodo de referencia. Ba-

jo esta idea, para una inversién es de $1 peso, una tasa efectiva genera en un ano el interés
j(m)
1

m

. . . ~ RT i(m) ..
(1+414) y una tasa nominal en ese mismo ano capitaliza (1 4 )™, por lo que si i e
son equivalentes, se tiene:

( Z) ( )
en donde

i(m)
i=(1+ %)m “1e ™ =[(1+9)Y™ —1m

Por lo que se obtiene una tasa en términos de la otra. Asi, para el ejemplo anterior, la tasa

anual efectiva es 5% y la tasa anual nominal capitalizable cada trimestre que es equiva-
lente es:
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i = [(1.05)14 — 1]4 = 0.04909 = 4.909 %

Entonces, es posible verificar que la inversién de $500 pesos arroja el mismo monto acu-
mulado de $506.1316 pesos bajo ambas tasas, siempre y cuando las variables se encuentren
en la misma unidad de tiempo, es decir:

M = 500(1.05)%12 = 500(1.05)"/* = 506.1361
0.04909

M =500(1 + )! = 500(1.0123) = 506.1361

Notese que el exponente en la segunda ecuacion es 1, ya que la inversién capitaliza sola-
mente un trimestre y la tasa nominal esta en términos de ese periodo de capitalizacion.

Ejemplo

a) ;Qué tasa anual capitalizada mensualmente es equivalente al 25% anual capitaliza-
da trimestralmente?

b) {Qué tasa efectiva anual es equivalente al 25 % anual capitalizada trimestralmente?

Solucién

2)

12 0.25

(14 ﬁ)u =1+ T)4
i =i =12[(1 + 0'1225)% —1] = 0.245 = 24.50 %
b)
(1+i) = (1+¥)4
(1+ 0'725)4 —1=102744 =27.44%

29



Universidad Nacional Auténoma de México

1.1.7. Fuerza de interés

Como se estudié en secciones anteriores, si el periodo de capitalizacién aumenta, la
frecuencia de capitalizacién, dado un ano como unidad de referencia, disminuye, lo cual
sugiere preguntarse jqué sucede en caso contrario? y la respuesta es clara: evidentemente
si la frecuencia se incrementa, el periodo disminuye, pero jhasta qué punto?

En la tabla de frecuencias més usuales, la frecuencia de capitalizacién més alta es m=>52
asociada a un periodo de capitalizacion de una semana; entonces si reducimos dicho perio-
do a un dia, por ejemplo, la frecuencia es m=360 o m=365 dependiendo de cudntos dias
se considere un ano.

La idea es que, efectivamente, se nota el incremento en m cuando el periodo disminu-
ye, pero jel periodo mas corto de capitalizacién es de un dia? La respuesta es no; de hecho
es posible extender la capitalizacion a cada hora, a cada segundo e inclusive a cada milési-
ma de segundo, de ahi que resulta importante medir la capitalizacién en cada momento,
es decir, una capitalizacién instantanea.

La idea anterior conduce a pensar en un tipo de interés nominal que capitaliza una infini-
dad de veces, es decir, si se hace m — oo se tiene:

lim (™
m—o0

Bajo la equivalencia entre tasa efectiva y tasa nominal, estudiada en la secciéon anterior,
se tiene:

i(m) (1+i)/m™ -1
) = —)m j(m) — y/m _ jm) _ L2002
(I+4d) =1+ m) = i m[(1+ 1) 1] = i Lm

Entonces el limite se re-expresa de la forma siguiente en términos de la tasa anual efectiva
equivalente:

1 y l/m _ 1
lim i = 1im A+9/m-1
Luego, haciendo (1 +14)? =1:
1 .1/m_1 1 '1/m_1 O
PG R PO € ) It PR € e ) (1)

m—00 m— 00 1/m m— 00 1 /m
Ahora, analizando la siguiente igualdad:

lim 1/m=0=limh
m—r00 h—0

Es posible notar que es correcta, ya que ambos limites convergen a cero, ya sea cuando
m — oo o h — 0, por lo que es posible re-escalar el limite inicial:

N1/m 0 N 0 N N0
T VLGP T o) it C e ) S P € )l e ) M e ) e )

M—00 Mm—00 1/m h—0 h h—0 h
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Entonces, el limite estd valuado en el punto x=0 y:

(144)"" — (1+4)°

lm i — K
mgnooZ hlg%) h h—0 h

=0
Por otra parte, la definicién de derivada es:
A1) _ g, Hot )= 10
y haciendo f(z) = (14 ¢)” se tiene:
E R R R e
Derivando:

lim (™) = i(1 + 1) gm0 = (1 +9)%In(1 4 i)|g—o = In(1 +9)

m—00 dzr

= lim " =In(1+1)

m—0o0

Entonces cuando la frecuencia de capitalizacién se incrementa a modo que la capitalizacién
sea instantdnea, la tasa anual nominal converge al In(1 + i), la cual es llamada fuerza de
interés y se denota como .

En conclusién la fuerza de interés es 6 = In(1 + i), la cual es la tasa anual nominal
que capitaliza instantdneamente, es decir, en todo momento, de ahi que este modelo s es

conocido también como de interés continuo.

Como se observa, § esta expresada en términos de la tasa anual efectiva equivalente,
por lo que es posible extender la igualdad de la equivalencia de tasas. De esta manera:

S=In(1+1i) = i=¢e —1

Y en términos de una tasa anual nominal capitalizable con cierta frecuencia de capitaliza-
cién m se tiene:

;(m) ;(m)
_ 0 — 7’7 m ) — L m
i=e I+ )" -1 =e=00+—)
i(m) (m)
= d=In[1+—)"=min(1+—)
De igual forma:
4(m)

S =01+—)" = i™ = (™ -1)m
m
Y en conclusién, la equivalencia de tasas arroja las expresiones siguientes:
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Equivalencia Expresion
l-(m) m
Efectivo a nominal i=l1+—) -1
m
Efectivo a continuo i=ef—-1
Nominal a efectivo im = [(1 + i)i/'" - 1] m
Nominal a continuo im = (ea/rn — 1) m
Continuo a efectivo §=In(1+1)
l-(m)
Continuo a nominal 6 =mln (1 + )
m

Aunado a lo anterior, se visualiza que, para acumular montos a valor futuro en un ano,
bajo interés efectivo se usa el factor de acumulacién (1 +4) y bajo interés nominal se usa

i(m) . . . . Ny
(14 =)™ pero para interés continuo ;cual es el factor de acumulacién?

La idea de que 0 es una tasa de interés nominal que capitaliza en todo momento con-
duce al siguiente limite para n anos:

i(m)
lim (14 —)™"

m—00 m

Luego, retomando el siguiente limite (demostrado en cursos de Célculo diferencial e inte-
gral):

lim (14+ —)"" =€
m—00 m
Se deduce:
;(m)
lim (1+ Z—)"m ="
m—oo m

Ya que, como se revisdé anteriormente, 3(m) converge a 0.

Con el resultado anterior, se concluye que para una inversién a n anos bajo un interés
que capitaliza en todo momento:

VF=VPe™ y VP=VFe ™

Con lo que es posible extender las expresiones para acumulacién y descuento de capital:
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. . Valor presente/ .
Tipo de interé E
ipo de interés Valor futuro xpresion
VP a+o™m
Efectivo
VF a+on
i(nl) -nm
vP 1+
m
Nominal
i(7n) nm
VF 1+
m
VP 87"8
Continuo{
VF eruS

Con lo cual se extiende la equivalencia de tasas a una triple igualdad, tomando en cuenta
que las tasas que son equivalentes generan el mismo interés en un ano (periodo de refe-

rencia):
jm) \ ™
(1+1) = (1+’) —
m

De donde se obtiene la tabla de equivalencias mostrada anteriormente.
Ejemplo

Calcula el monto que producird un capital de $200 bajo capitalizacién instantéanea du-
rante 8 anos con una tasa nominal del 10 %.

Solucion

Datos
My=200, t=8 y 6 =10% =0.10

Procedimiento
200e®)0-10) — 445 1081857

Ejemplo

Calcula cual es el monto que se invirtié bajo capitalizacién instantdnea durante 5 anos
con una tasa nominal del 7% de un capital de $1500.

Solucién

Datos
M5 =1500, t=5y 6=7%=0.70

Procedimiento
1500e(=2)(0-07) — 1057.032135
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Ejemplo

Si el senior Hermilo Vite desea invertir $2000 en una cuenta de banco durante 8 afnos
la cual a final del plazo le pueda dar un monto final de $3000, la pregunta es ; Que fuerza
de interés le deberia dar el banco para que logre juntar el monto final deseado?

Solucion

Datos
My = 2000, Mg =3000 y t=28

Procedimiento

20009 ®) = 3000

£ =0.0506 .-, 6 = 5.06 %

<

Ejemplo
a. j, Cudl es la tasa continua equivalente a un tasa efectiva del 15 %?

b. ; Cudl es la tasa nominal capitalizable cada dos meses equivalente a un tasa conti-
nua del 20 %?

Procedimiento
a.
(1+4)=e
In(140.15) = 0.1397 = 13.97%
b.

i(m)

(1+?):€6

2(e%29/2 1) =0.21 = 21 %
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1.2. Ecuaciones de valor

Al enfrentar un problema relacionado a los temas mencionados anteriormente nos en-
contramos con cuatro puntos importantes a considerar:

1. Monto a invertir
2. Plazo (tiempo)
3. Interés

4. Monto acumulado

Dependiendo de la posicién que se tenga frente al problema, se tendrd una perspectiva
diferente, es decir, cuanto se debe prestar o cudnto se debe recibir.

Generalmente, al enfrentar un problema de tipo financiero, es necesario comparar can-
tidades en momentos diferentes, por lo cual es necesario posicionarse en un punto en el
tiempo el cual es conocido como fecha de comparacién o punto focal; esto con el propdsi-
to de descontar o acumular los flujos de efectivo a modo de hacerlos comparables. Este
proceso generara una igualdad en el tiempo, la cual es conocida como ecuacién de valor.

Operacion financiera 1 (E1)

Operacion financiera 2 (E2)

Unidades de Tiempo

En la resolucién de problematicas que generen ecuaciones de valor, es posible notar que
generalmente la primera ecuacion El se refiere a cierta deuda u operacién financiera ba-
jo alguna situacion, mientras que la segunda ecuaciéon E2 busca replicar dicha deuda u
operacion proponiendo un plan de pagos y una estructura de interés diferente.

1.2.1. Ecuaciones de valor con capitalizaciéon simple

A modo de ejemplificar las ecuaciones de valor usando capitalizacion simple, se analizan
los siguientes problemas. Hoy se cumplen dos meses de que una persona consiguié un
préstamo por $750 con un interés del 24 % anual simple y vencimiento a 5 meses. Tres
meses antes de aquella fecha habia firmado un pagaré con valor de $1,350 a un plazo de 6
meses y un interés del 18.6 % anual simple. Hoy hace un abono de $1,500 y acuerda con su
acreedor liquidar su adeudo con otro pago dentro de 4 meses y con intereses del 21.84 %
anual simple. ;De cuanto serfa dicho pago?.

~

b—t—u

h——
"
&
N
moo——
-
o——
w—
e

Para resolver el ejemplo es necesario escoger un punto focal; se puede elegir cualquier pun-
to en el tiempo pero lo mds conveniente es escoger aquella posicién en donde se elaboren la
menor cantidad de operaciones posibles, en este caso el periodo -2, 0 y 1 son una opcién, por

35



Universidad Nacional Auténoma de México

lo que se toma el periodo 0 por comodidad y se definen las ecuaciones de la siguiente forma:

2 1
By = 750(1 + 0.24(=—)) + 1350(1 + 0.186(-—=)) "
12 12

4
Es ::15004—){(1-+(y2184(15))*1

Por lo tanto resolviendo la ecuacién E7 = E5 se obtiene:

4 2 1
1500 + X (1 4+ 0.2184(—))"' = 750(1 + 0.24(—)) + 1350(1 + 0.186(—)) !
12 12 12

X = (2109.395 — 1500)(1.0728) = 653.758

Un ejemplo més sobre una ecuacién de valor con capitalizacién simple es el siguiente: Una
persona adquiere una deuda de $10,000.00 para ser pagada dentro de un ano. Abona a su
acreedor $3,000.00 al cabo de 4 meses y $2,000.00 al cabo de 10 meses. Determine cudnto
tendrd que liquidar a la fecha de vencimiento si la tasa de interés es del 6 % anual simple.

En este caso se establece como fecha focal la fecha de vencimiento del tdltimo pago, el
siguiente diagrama ejemplifica la estructura de la ecuacién a resolver.

El $10,000

o 2 meses 4 meses 6 meses 8 meses 10 meses

E2 53,000 52,000 X

El planteamiento del problema de forma algebraica es el siguiente:
E; =10,000(1 + 0.06)
8 2
E; =3,000(1 + (ﬁ)(0.06)) +2,000(1 + (ﬁ)(0.0G)) + X
Por lo tanto resolviendo la ecuacién E7 = E5 se obtiene:

mmm@+@0®:3mmu+(%ﬂo%»+2mmu+(%xmw»+x

Colocando la fecha focal en el tultimo periodo es facil trabajar con el valor futuro de los
pagos y asi encontrar el valor de X.

Efectuando las operaciones correspondientes se llega a:

10,060 = 3,120 + z
X = 5,460

Por lo tanto se concluye que al llegar la fecha de vencimiento la persona debera pagar la
cantidad de $5,460.
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1.2.2. Ecuaciones de valor con capitalizacién compuesta

La esencia de las ecuaciones de valor es practicamente la misma, aunque es posible
cambiar algunos supuestos, como el tipo de capitalizacién en las operaciones. La ecuacion
de valor con capitalizaciéon compuesta se ejemplifica en las siguientes situaciones:

Al comprar un auto de lujo cuyo valor es de $35,000,000, se acuerda pagarlo con un
enganche y 3 abonos, todos por la misma cantidad. Los abonos seran hechos de forma
mensual cargando un interés del 48 % anual nominal capitalizable cada mes.

Poco después de la compra se hace un nuevo convenio para cancelar el compromiso me-
diante dos pagos adicionales al enganche, el primero a dos meses de la compra por una
cantidad X, y el segundo a 5 meses de la misma fecha por el doble de la primera cantidad.
(Cual el valor de los pagos X y 2X.

|
|
1

m o —m
M —t—m

0.48 0.48
E1 = 35,000,000 = E + E(1+ ﬁ)‘l +E(1+ ﬁ)” +E(1+4+—2)

E =9,271,299.604 Con lo que se obtiene el valor del enganche

0.48
By = 35,000,000 = 9,271,209.604 + X (1 + —5-) > + 2X (1 +

048,

12

X =1,0017,363.34

De igual forma para resolver la siguiente problematica es necesario plantear una ecua-
cién de valor. Una persona solicita un préstamo por $50,000 por el cual acuerda pagar
un interés capitalizable mensualmente del 15.49 %, dicha persona hace el primer pago de
$10,000 6 meses después de pactar la deuda el segundo pago su realizado un mes después
por la cantidad de $10,000, si se desea liquidar la deuda en tres meses jcuanto tendria que
pagarse al final del plazo?.

El diagrama siguiente ejemplifica la ecuacién a resolver.

E1 550,000

0 2 meses 4 meses 6 meses 7 meses 10 meses

$10,000 510,000 X

Por lo tanto las ecuaciones Fq y Es se definen de la siguiente forma.

0.1549
E; = 50,000(1 + )0
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154 154
By = 10,000(1 + 0.15 9)4+10,000(1+ 015 9)3+X

Resolviendo la ecuacién E1 = Fs se obtiene lo siguiente:

0.1549
12

0.1549

50,000(1 + )10 = 10,000(1 + )* 4 10,000(1 + P+ X

0.1549
12
56,842.27 = 10, 526.42 + 10,392.27 + X
X =35,923.58

Por lo que se concluye que para liquidar la deuda se debe hacer un ultimo pago de
$35,923.58.

1.2.3. Ecuacién de valor con capitalizacién continua

Ahora, se analiza una problemaética de ecuacién de valor con una estructura de interés
instantdneo:

El sefior Roberto Castelan obtiene un préstamo por $5,000 a una tasa continua de 15 %,
comprometiéndose a pagar $2,000 al cabo de dos anos y otros $2,000 al cabo de cuatro
anos. ;Cudnto debera pagar a los seis afos para saldar completamente la deuda?

El diagrama de la ecuacion de valor es el siguiente:

E1 55000

0 2 meses 4 meses & meses
E2 52,000 52,000 x

La ecuacién de valor es la siguiente:

Ey = (5,000)¢!®-19)
By = (2,000)e®©1%) 1 (2,000)e? 19 1 x
By = By
(5,000)e®©15) — (2, 000)e@©15) 4 (2, 000)e@(©-15) 4 x

Realizando las operaciones correspondientes:

12,298.0155 = 3,644.2376 + 2,699.7176 + X
z =5,954.0603
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Por lo tanto el pago al ano 6 deberd ser de $5,954.0603.

El siguiente ejemplo de igual forma ayudara a desarrollar una ecuacién de valor ocu-
pando el interés continuo. La senora Crispina Angeles realiz6 la compra de una lavadora
de $30,000 la cual quiere pagar con dos pagos el primero de $11,200 dentro de 1 afio y
el segundo pago por la cantidad X dentro de dos anos, si la lavadora tiene una tasa de
interés continua del 7%, jcuanto tendria que pagar dentro del segundo ano?.

El 530,000

E2 1 afio 1 afio
$11,200 X

La ecuacién a este problema es la siguiente.

E; = 30,000¢2)(-07)
Ey = 11,200eM©07) 4 x
Ei—E,
30,0006 (07 — 11, 200MO-0D 1 x

Realizando las operaciones se llega a lo siguiente:

34,508.213 = 12,012.091 + X
X =22,496.,122

Por lo tanto la senora Crispina Angeles debera hacer su segundo pago por la cantidad de
$22,496.122.
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1.3. Anualidades

En la mayoria de los casos, en el instante de adquirir una deuda se establecen condi-
ciones relacionadas a la forma de liquidar el compromiso, las cuales son establecidas por
parte del prestador. Una de esas condiciones trata sobre liquidar la deuda realizando varios
pagos en intervalos iguales de tiempo.

Este tema es de alta relevancia, pues en la realidad es poco comun que las personas liquiden
montos altos de deuda en un solo pago; de ahi que se busca financiamiento o inversiones
con una estructura de pagos definida, por ejemplo, cuando se solicita un préstamo en el
Banco, se compra un automévil o alguna vivienda, se realiza una serie de pagos cada cierto
tiempo durante un plazo previamente establecido.

En términos financieros, a estas series de pagos o rentas que dividen deudas e inversiones,
se les conoce como anualidades. Por otra parte, los periodos de pago son establecidos al
inicio de la operacién y pueden definirse como semanales, mensuales, bimestrales, trimes-
trales, cuatrimestrales, semestrales, anuales, etc.

Existen distintos tipos de anualidades, los cuales pueden clasificarse de acuerdo a sus
caracteristicas:

Segun los intereses
= Simples: Cuando el periodo de pago coincide con la capitalizaciéon de los intereses.

= Generales: En donde el periodo de pago no coincide con la capitalizacién de los
intereses.

Segun los pagos

= Vencida: Los pagos son al final de cada periodo.

= Anticipada: Los pagos son al inicio de cada periodo.
Segun la incidencia

» Inmediata: Los pagos son al inicio del pacto.

= Diferida: Los pagos comienzan después del inicio del pacto.
Segiin el tiempo

= Ciertas: Los pagos se realizan en fechas fijas preestablecidas.

= Contingentes: Los pagos se efectian en fechas que dependen de un hecho fortuito.
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1.3.1. Elementos de una anualidad

g
=_1
M ——
w—1 m
; |
o —1 =

X1: Es el valor actual o capital de la anualidad, es decir, el valor de los pagos (Valor
presente).

Xo: Es el monto en el vencimiento o el valor de los pagos en monto acumulado.
n: Numero de pagos.
R: Renta o pago periddico

1.3.2. Anualidad Ordinaria (Vencida)

Considere una anualidad donde se hacen pagos de 1 al final de cada periodo por n
periodos. Con una tasa de interés 1.

L el S
o —— =
w4 =

Los elementos de una anualidad se puede definir de la siguiente manera.

am;: Valor presente de una anualidad que paga 1 al final de cada periodo durante n perio-
dos con una tasa i de interés.

Swi: Valor acumulado de una anualidad que paga 1 al final de cada periodo durante n
periodos con una tasa i de interés.

Para obtener el valor presente de una anualidad vencida es necesario obtener el valor
actual de los pagos al tiempo de evaluacién como sigue:

1 1 1
| | |
| | | !
2 . S

|
|
0 1

5 —

Asi, el valor presente de la anualidad es:

am =V AV 4+ V34 4Vl

Por otra parte, se sabe que la suma de una progresién geométrica con razén |r| < 1, n

. [ 1—rm . Ly
sumandos y primer sumando a; estd dada por % Entonces la progresién geométrica
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del valor presente de los flujos tiene razén V = (1+14)~! y puede re-expresarse de la forma
siguiente:

1-vn
1-V

ami =V ( )

Por lo tanto:

1-vr 1-vn 1—vn -V 1-V" 1—(1+i)™
| =Vl ]=VI——F—1=VI R |= = (z )

Ap; = V[ 1
1- (1Tz‘) 1+ 1+

De forma general, si la anualidad paga un monto R al final de cada periodo, el valor pre-
sente esta dado por:

1 —'V”) :R(l — (i)

(3 (3

Ram = R(

)

Después, para calcular el valor futuro de la anualidad vencida, se acumulan los flujos al
final del plazo:

Smi=14+ 1+ + 1+ 4+ o+ (1 +)" 2+ (1 +4)"!

Por otra parte, se sabe que la suma de una progresién geométrica con razén |r| > 1, n
. 7’ n__ .7 7’ .
sumandos y primer sumando a; estd dada por al(’;_ll ), entonces la progresién geométrica

del valor futuro de los flujos tiene razén (14 i) y puede re-expresarse de la forma siguiente:

(1+i)”—1):(1+i)"—1:V”—1

=1
Smi ((1+z’)—1 i i

Después, si la anualidad paga R en lugar de 1, el valor futuro es:

Ejemplo

El sefior Aldo Mauricio comprd una pantalla de plasma por la cual pagard $200.00 al
final de cada mes durante 4 anos, si la tienda en la cual Aldo compré la pantalla maneja
un interés del 5 % capitalizable semestralmente, ; Cudl serd el precio de la pantalla si Aldo
decidiera pagarla de contado?

Soluciéon

Datos
R =200
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n=4(2)=8

i=%9% =0.025

Procedimiento .

20050 z5 = 200(* 150" ) = 1,434,027
Ejemplo

El senior Leonel Martinez quiere empezar el ano ahorrando las ganancias de su nego-
cio por lo cual abrié una cuenta en el banco en la cual depositard $5,000 al final de cada
mes, ;Cuédnto dinero tendré el sefior Leonel al final del afio si el banco le ofrece una tasa
pagadera 12 veces al afio del 24 %?.

Soluciéon

Datos

R = 5,000
n=1(12) = 12
i=9%3 =002

Procedimiento

50007510,y = 5000(:=ER0I ) — 52, 876.706
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1.3.3. Anualidad Anticipada

En contraste con el modelo de rentas de pagos vencidos, esta anualidad promete pagos
al inicio de cada periodo. Si dichos pagos son de 1, se tiene el siguiente diagrama (cash
flow):

Q=
= =
P —— =
W ——

Los elementos de este tipo de anualidad se definen como:

dm;: Valor presente de una anualidad que paga ”1” al inicio de cada periodo durante
n periodos con una tasa de interés .

S7;: Valor acumulado de una anualidad que paga ”1” al inicio de cada periodo duran-
te n periodos con una tasa de interés i.

Para obtener el valor presente de la anualidad anticipada, es necesario descontar todos
los pagos al tiempo cero:

O—0 R
= =
P ——

Asi, el valor presente es:

b= 14+ V4+ V24 V34 oy tpynd

Lo cual es una progresiéon geométrica con razén V = (1 +i)~!, por lo que es posible re-
expresar la ecuacién:

1-vr. 1-V" 1-V* 1-Vy"

1 _
& )= 1-v =1

_ 1 i
T+i 1+
1-vn

- (1+i)=1+(1iV”_1):1+(1(1+i¢)—<n—1>)

En donde se observa que es posible definir el valor presente de una anualidad anticipada
en términos de una anualidad vencida:

bmi = ani(1+1) o dm =1+ a5,

Luego, si las rentas son R, el valor presente es:

Rém; = Rami(1+14) =1+ Ra;—,
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Por otra parte, para calcular el valor futuro de la anualidad, es necesario acumular los
flujos al final del plazo:

Q—T— =
e =
W —— =

o ——

Smi=0+)+04+i)?+. . +Q+)" T+ (140"

Lo cual es una progresién geométrica con razén (1 + i), por lo que es posible re-expresar
la ecuacion:

: (1+i)" -1

S = (140 AR

Z'nJrl_ —i in+1_
e e e R e e

)—1

De donde se observa que es posible definir el valor futuro de una anualidad anticipada en
términos de una anualidad vencida:

Sri = Spi(1+14) o Smi=Sozg;—1

Después, si las rentas son R, el valor acumulado es:

Ejemplo

Calcular el valor presente de una anualidad anticipada con una renta trimestral de $3,500
durante cuatro anos con una tasa del 12 % capitalizable trimestralmente.

Solucion

Datos

R = 3,500

n = 8(4)32
i=2%2=003

Procedimiento o
3,503 05 = 3, 500(*— 555 2—) (1 +. 03) = 35,884.1844
Ejemplo

Calcular el valor de la renta de una anualidad anticipada que paga un valor futuro de
$42,227.524 durante un afio con una tasa del 15.6 % capitalizable mensualmente.
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Solucién

Datos

VF = 42,227.524
n=1(12) = 12
i="20=0013

Procedimiento

42,227.524 = RSg3500 013

R= 42,227.524

~ 1—(140.013)—12
%(1-&-0‘013)

= 250
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1.3.4. Anualidades diferidas

De forma general se calcula el valor de una anualidad tomando en cuenta que los pagos
se realizan al inicio o al final del primer periodo, como se estudié en secciones anteriores.

Particularmente es necesario obtener el valor de la anualidad hoy bajo la condiciéon de
que el primer pago no necesariamente se realice en el primer periodo. Ejemplos claros
de esta situacion resultan ser las ofertas en tiendas sobre comprar algtiin producto hoy e
iniciar a pagar después de cierto tiempo.

Este tipo de anualidades son llamadas ” diferidas”, pues los pagos no comenzaran inmedia-
tamente sino en un plazo posterior, asi el plazo de inicio de los pagos o rentas esta diferido.

Si se pacta hoy una serie de pagos con plazo de n periodos con la condiciéon de que el
primer desembolso comenzara al final del periodo m < n, el diagrama Cash Flow de la
estructura de pagos adoptaria la forma siguiente:

3 ——x

Como es posible anticipar, para calcular el valor presente de dicha anualidad con una tasa
de interés i, se necesita obtener el valor presente todos los flujos de efectivo:

o—l—m

VP =R1+i)™™+RA+i)~ ™D L RA+4)~m*2 4 L RO +4)" "D 4 RO +4)™"

A simple vista este es un cédlculo simple pero es importante notar cuantos pagos se hacen
del periodo m hasta el periodo n, es decir, el niimero de pagos realizados en el tiempo
es (n —m + 1) pues se toma en cuenta el pago del periodo m. De esta forma es posible
visualizar la anualidad diferida como una anualidad anticipada al tiempo m o como una
anualidad vencida al tiempo (m — 1)

Entonces, si se visualiza el caso como una anualidad anticipada que inicia en el perio-
do m, se tiene:
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0 1 2

55— —m

R R
| |
| |
m+1 m+2

3—1—m

n—m-+11

El cual es el valor presente de una anualidad con plazo de n periodos diferida m periodos.

Por otra parte, si se visualiza el caso como una anualidad vencida que inicia en el pe-
riodo (m — 1), ya que el primer pago se hace en m, se tiene:

Rap ), = Rag—mg7,(1 + i)=m=1 = Rag =51 ;Vm=D

Luego, obtener el valor futuro al final del plazo de la anualidad resulta sencillo, pues
simplemente es necesario acumular los (n —m + 1) pagos hasta el periodo n:

3 —— =
31 =

VE=R14+i)™"+R1+)"™ 1+ RA+i)"™24+..+R
RSpjn = RS+—irt

El cual es el valor futuro o acumulado de una anualidad con plazo de n periodos diferida
m periodos.

Ejemplo
Para ir de vacaciones una agencia de viajes estd manejando una promociéon la cual consiste
en liquidar el viaje en 10 meses, los pagos se deberan hacer un afio después de haber con-

tratado el viaje, si el costo del viaje es de $8,500 y se maneja una tasa del 6 % capitalizable
mensualmente ;Cudl sera la cantidad a pagar mensualmente?
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Solucién

Datos
VP =28,500

Procedimiento

8,5000 = R(A=WL05) "0y 1 o5)-12

R= 8,500 = 927.428

(1200057 Ty (4 go5) 12

Ejemplo

El senor Alexander Hayes adquirié una television la cual tiene que pagar en 5 men-
sualidades de $1,500 dentro de 6 meses con una tasa de interés del 12% capitalizable
mensualmente. ;Cudl es el precio que Alexaner pagara por la televisién?

Soluciéon

Datos

R =1,500
n=11

m=206
i=2%2 =001

Procedimiento

RSgy = 1,500(LHLLD 721y — 9 998 023
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1.3.5. Perpetuidades

Hasta el momento se han estudiado anualidades que prometen pagos hasta cierto plazo,
es decir, hasta cierto nimero de periodos, pero ;qué sucede cuando los pagos no son
finitos?, en otras palabras, jqué ocurre si la frecuencia de dichos pagos se extienden por
tiempo indefinido? Esta situaciéon da pie al estudio de las ”perpetuidades”, en donde,
como se ha comentado, los pagos tienen un inicio pero no un final definido. Gréaficamente
se tiene:

= —— =
w —1—
5 ——=
T ——m

M ——

Para obtener el valor presente de una perpetuidad vencida es posible obtener el valor de
una anualidad finita y extenderla a un limite:

1—(1+0)™™
Ra; = lim Rap;= lim R(ﬁ)zﬁ

n—>o0 n—>o0 7 7

El cual es el valor presente de una anualidad vencida con pagos indefinidos.

I—(1+9d™ 1-0 1
1fm (L+7) 0

n—» o0 2 2 (3

Adicionalmente, si los pagos se hacen de manera anticipada indefinidamente, es necesario
recurrir a la expresién para anualidades anticipadas:

R R
\ |
\ \
0 1

N—1—m

R
|
\
3

5 —1—m™

— (140",
@+
t

. 1 L A+ .
Riai= lim Rami= ”1111?!3‘{ R( (1+1) = RiT} = R{T +1)

El cual es el valor presente de una anualidad anticipada con pagos indefinidos.

Por otra parte, es importante mencionar que no es posible definir el valor futuro o acu-
mulado de una perpetuidad, ya que esta no cuenta con un plazo donde terminen el pago
de rentas.

Ejemplo

El senor David Martinez construyé en su casa un local el cual quiere rentar en $2,000
al mes y ese dinero quiere invertirlo en su cuenta de ahorro la cual le da un interés del 5 %
mensual, ;Cudl serd el valor presente de la cuenta de ahorro del senor David?

Soluciéon

Datos
R =2,000
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i=5%=0-05

Procedimiento

2,000a0.05 = 55 = 40,000

1.3.6. Anualidades Variables (gradientes)

Primeramente se considera, durante n periodos, una anualidad vencida, donde el primer
pago es P y cada periodo el pago se va incrementando aritméticamente en () unidades, se
visualiza el siguiente diagrama Cash Flow:

P+Q p+20) PH{n-2)Q  PHn-1)Q

Dada la forma en la que se incrementa la serie, se trata de un gradiente aritmético,
para el cual, el valor presente (al igual que en los otros tipos de anualidad) se obtiene
descontando cada flujo de efectivo hasta le fecha de valuacién:

VP=P1+i) '+ (P+Q)(1+i) 2+ (P+2Q)(1L+1) >+ ..+
[P+ (n—2)QI(L+4)~ "M+ [P+ (n—1)Q)(L+i)™"

VP1+i)=P+P+Q)(1+i) ' +(P+2Q)(1+i) 2+ ..+
[P+ (n—2)Q)(1+4) "2 4 [P+ (n—1)Q](1+i)~ "V

Después, rentando ambas igualdades se obtiene:

VP = P+Q(1+i) '+ Q(141) 2 +..4+Q(1+i1) " D4+ Q(1+i)~ "V [P+(n-1)Q](1+i) ™"

VP =Pl1+4)™+Q[(1+d) '+ (1442 +..+(1+49) " +nQ(1+i)™"
VP =Pl —(1+4)""+ Qlam — n(1 +1)™"]

Por lo que, despejando y haciendo V' = ﬁ, el valor presente del gradiente aritmético es:

ami —n(1+4)™"
]

am; — nV™

VP = Pam; + Q( ) = Pam; + Q( )

Por otra parte, para obtener el valor futuro del gradiente, basta con acumular n periodos
el valor presente de esta anualidad:

ami(1+ 1) —nV"™(1 +4)"
i

VF = (VP)(1+i)" = Pam(1+i)" + Q| ]

VF = PSy; + Q[@]
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Dados los resultados anteriores, es importante notar que el pago ) no necesariamente es
positivo. Puede ocurrir que en lugar de aumentar la renta inicial, esta ird disminuyendo,

por lo que se clasifican los gradientes aritméticos en crecientes y decrecientes de la siguien-
te forma:

(Ia)am si @ >0 VP Anualidad creciente

mi —nV" ) . )
VP = Pan; + Q[u] =< (Da)am; si Q <0 VP Anualidad decreciente
! am; si @ =0 VP Anualidad vencida
[ (I4)Smi si @ >0 VF Anualidad creciente

VF = PSp + Q] ]=1 (Da)Smi si Q<0 VF Anualidad decreciente

S si @ =0 VF Anualidad vencida

1

Cabe mencionar que también es posible obtener expresiones para el valor presente y valor
futuro para gradientes aritméticos, donde el primer pago se realiza de forma anticipada o

de diferida cierto niimero de periodos. El procedimiento es andlogo a los mostrados ante-
riormente.

Por otra parte, existen casos particulares de este tipo de gradientes, por ejemplo, si el
pago inicial y el incremento son una unidad, es decir, si P = @ = 1, se trata de una
anualidad unitaria. Por lo tanto:

i ! -V 2 3 Ny _ n
Iam:am_}_{a inV]:[ Vi + [V 4V +I;'+ F 4V =V

T4+ V+Vi4 4V —nV" by —nV"

) 7
Y ademaés:

mi —nV" , Smi —
T (i) = S+ [

7

ISﬁi = Iam-(l + ’L)n = am'(l + Z)n + [

[T+ =1+ [+ .+ +i)2+ A+ +1]—n

[(L+)"+ A +)"  + .+ 1+ +(1+49)]—n  Sm—n

1 1

Luego, si el pago inicial coincide con el niimero de periodos del gradiente aritmético y si
dicho pago va decreciendo en una unidad, es decir, si P = n y @ = —1, se trata de una
anualidad decreciente unitaria y se tiene:

am; —nV"™

n[l — V" —am +nV"  n—ay
Tam; = nam; — | ; | = ; = ;

Después, si se trabaja con un gradiente aritmético con pagos indefinidos (perpetuo):

, am; — nV"
(Ia)a; = lim {Pagm; + Q[———— -

iv_ P Q
) =PatQ(F)=T+5
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Ejemplo

Obtenga el valor presente de una anualidad de 3 anos con pagos semestrales de los cuales
el pago inicial es de $100.00 y los pagos posteriores incrementan de forma aritmética en
$10.00 dicha anualidad tiene una tasa de interés 10 % capitalizable semestralmente.

Solucién

Datos:

P =100

Q=10
n=3(2)=6
i=10.10/2 = 0.05

Procedimiento

1—(1.05)°6 (08 — 6(1.05) ¢

0.05
VP =100(——; o) + 10] OE

| = 627,249

2.3.6.2 Gradiente Geométrico

Ademads del crecimiento aritmético en los gradientes, es importante estudiar otro tipo
de incremento. Para este fin se considera, durante n periodos, una anualidad vencida, donde
el primer pago es Ry y cada periodo el pago se va incrementando en razén de (1 + g),
donde g es una tasa de crecimiento geométrico. A partir de esta premisa, se visualiza el
siguiente diagrama cash flow:

=]
fin

L

[=]
——

donde:
Ri =Ry
Ry =Ryi(1+g)

R3 = Rz(l —l—g) = Rl(l +g)2

Ryo=R, 1(1+g)=Ri(1+g)"!

Después, para obtener el valor presente de una anualidad geométrica es necesario des-
contar cada flujo de efectivo, por lo cual el V P estard dado de la siguiente manera:

VP =R V+RV>+RV3+ ... + Ry V" '+ R, V"
VP=RV'+ RI(1+9)V +R(1+9* V3 + ...+ R (1+g)" V"
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Multiplicando por (1+g) y dividiendo entre (14 ) ambas partes de la igualdad se obtiene:

VP(1+g) Ri(l+g)  Ri(1+4g9)* L ma +9)"' | Ri(1+g)"
T+i  (L+4)2 (1+4)3 7 (144" (1 +4)ntt

Restando ambas ecuaciones y despejando el valor presente:

VP(1+g) -1 (1+g)"
v VP =-— 1 S~ I
T V Rl( +Z) +R1(1+i)n+1
g—1 Ry [ 1+4g
P — ’I’L_l
v (1+i) 1+i[(1+i) )

ol L) Ugami sig>0

Lo cual se cumple si g # 1.

Para el caso en donde g = 7 se tiene por la regla de L’Hopital:

Por lo tanto:

VP nRi { (Ig)am si g>0

1+i | (Dg)am si g<0

Para encontrar el valor futuro de los dos casos anteriores, se acumula el valor presente
durante n periodos:

1+g 1 )
VF =R n_1q 1 n
T = U+ )
(g = (49" [ (Ig)Sm si g>0
VE =B g—1i ] (Dg)Smi si g<0
Esto si g # 1.
Luego, si g =1
nl .
F= 1 n
VE= 150+
_ no1 [ (Ig)Sm st g>0
VE =nki(1+1) { (Dg)Smi si g <0
Ejemplo

Calcular el valor futuro de una anualidad con crecimiento geométrico la cual el primer
pago es de $200.00 y los siguientes pagos trimestrales crecen con una razén de 0.2 durante
2 anos con una tasa de interés del 12 % capitalizable cada tres meses.
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Soluciéon

Datos

R =200
g=20.2
n=24)=8
i=0.12/4=10.03

Procedimiento
(1.20)% — (1.03)®

0.2 -0.03

200[ ] =3,568.29
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1.4. Amortizacion y fondos

Hoy en dia, un ntimero considerable de personas mantienen cierto tipo de deuda, por
ejemplo, el pago de un crédito personal, crédito automotriz o crédito inmobiliario, por lo
cual este tema tiene alta importancia, ya que periodo a periodo se realizan pagos (amor-
tizaciones) a fin de reducir dicha deuda y liquidarla después de cierto nimero de pagos.

Adicionalmente, un buen control sobre una deuda se relaciona directamente con el desglose
de la misma; esto con el objetivo de analizar su comportamiento y la mejor estrategia y/o
acciones a seguir para liquidarla de la mejor forma.

Formalmente la amortizacién es el proceso de liquidacién de una deuda y sus intereses
por medio de una serie de pagos, ya sean constantes o variables.

Las partes mas importantes de una amortizaciéon son:
= Saldo insoluto: es el capital que resta por ser amortizado a tiempo n.

= Bono o renta: Es el pago total que se realiza periodo a periodo, el cual se componer
de dos elementos:

1. Amortizacién: es la parte del pago total en cada periodo que va directo al capital
de la deuda.

2. Intereses: Dado el préstamo que se realizd, en compensacién se generan premios
(intereses) que se van cobrando periodo a periodo.

Dada la importancia de este tema, en seguida se estudiaran los tres tipos de amortizacion,
mas usuales en el proceso de liquidaciéon de una deuda.

1. Amortizacién gradual: La amortizacién crece gradualmente y los intereses se reducen.

2. Amortizacién constante: La amortizacién es fija y de igual forma los intereses se
reducen.

3. Amortizacion variable: La amortizacién es creciente o decreciente ya se de forma
Aritmética o Geométrica.
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1.4.1. Amortizacion gradual

En el proceso de amortizacién gradual la deuda se finiquita mediante rentas iguales,
en donde los intereses se iran reduciendo periodo a periodo conforme disminuya la deuda.
De esta forma, la amortizacién directa a capital serd gradualmente mayor.

Periodo | Renta Interés Amortizacién Saldo insoluto
1 R IlziSO AlzR—Il 51:SO—A1:R(ZmZ»
2 R IQ:z'Sl AQZR—IQ ngSl—Angami
3 R IgZiSQ A3:R—Ig SgZSQ—Angami
n R |I,=iSy1| An=R—1, | S,=8,1—A,=0

Por lo tanto las formulas para obtener cada parte de la amortizacién son las siguientes:

Sea m < n entonces:

In = (1) (Sm-1) = (1) (Ra,— =)

Am =R-— Im =R-— (Z)(Ram)
Sm:Ram
T =122 3 = n = 1)] = 2230 +0) = ()50 (" 5)
m=1 m=1

Ejemplo

Se tiene una deuda de $10,000 y se desea cancelarla en 14 meses con intereses del 30 % anual
capitalizable mensualmente, Construya la tabla de amortizacién gradual para dicha deuda.

Periodo | Renta (R,,) | Interés (I,) | Amortizacién (A,) | Saldo insoluto (S,,)

$10,000
1 $855.37 $250 $605.37 $9,394.63
2 $855.37 $234.87 $620.50 $8,774.14
3 $855.37 $219.35 $636.01 $8,138.12
4 $855.37 $203.45 $651.91 $7,486.21
) $855.37 $187.16 $668.21 $6,818.00
6 $855.37 $170.45 $684.92 $6,133.09
7 $855.37 $153.33 $702.04 $5,431.05
8 $855.37 $135.78 $719.59 $4,711.46
9 $855.37 $117.79 $737.58 $3,973.88
10 $855.37 $99.35 $756.02 $3,217.86
11 $855.37 $80.45 $774.92 $2,442.94
12 $855.37 $61.07 $794.29 $1,648.65
13 $855.37 $41.22 $814.15 $834.50
14 $855.37 $20.86 $834.50 $0

Total $11,975.11 $1,975.11 $10,000
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1.4.2. Amortizacién constante

En este proceso, la deuda se liquida mediante amortizaciones constantes, a las cuales
se le sumaran los intereses pagaderos periodo a periodo, por lo cual la renta o abono total
serd decreciente en cada periodo.

Periodo Renta Interés Amortizacion Saldo insoluto
1 Ri=LH+A I =Sy A S| =5y — A
2 Ro=1+ A b, =15, A So=81—-—A=5y—2A
3 Rys=1I3+ A I3 =Sy A S3=59y—A=5,—-34
n R,=1,+A|I,=15,-1 A Sp=85,1—A=5,—nA=0

Por lo tanto, las expresiones para cada elemento en la tabla de amortizacién son:

Sea m < n entonces:

I = (0)(Sme) = 00 — (m — 1)) = (50) ()22
R = At I =2 sy (P ) = gy a2y
szso—mA:SO—m—SO_(50)(1—%)_50("_7”)

Yt =23 = = 1)) = 22014 m) = (S

m=1

Ejemplo

Se tiene una deuda de $180,000 la cual se desea liquidar en dos anos de forma trimestral
con intereses del 25.6 % capitalizable trimestralmente. Sin elaborar una tabla de amorti-
zacion obtenga la amortizacion trimestral, los intereses a pagar en el periodo 6, el valor de
la renta en el periodo 6, el saldo insoluto en el pentltimo periodo y la suma de los intereses.

Solucién

Ay = 50 = 150000 — 92 500

I = (So) (i) ("=5=H) = (180,000)(25°) ("= =) = 4,320

Ry = o[ +i("==1)] = (180,000)[§ + (2256) (==L = 31,140

1
n n

S7 = So("=") = (180, 000)(257) = 22,500

n

Yot Im = (1) (S0)("FH) = (%5°)(180,000) (*41) = 51,840
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1.4.3. Amortizacion variable

Como se estudié en el tema de anualidades, es posible realizar pagos con un crecimien-
to aritmético, por lo que, dados estos pagos en un modelo de amortizacién, la tabla se
construye de la manera siguiente:

Periodo Renta Interés Amortizacién Saldo insoluto
1 R1 IlziS() A1:R1—Il SIZSO_AIZ(IA)n 11—>R2
2 Ry =Ry +d I, =15 As =Ry — I S2251—A2:(IA)n21—>R3
3 Rs =R+ 2d I3 =155 Az = R3 — I3 SgZSQ—ASZ(IA) n73_>R4

n Rn:Rl—l—(n—l)d IL,=iS,_1 | A, =R, -1, | S, = n,l—An:(IA)a

n—ni

=0

Por lo tanto, las expresiones para cada elemento en la tabla de amortizacion son:

Sea m < n entonces:

Ry =Ry + (m—1)d

> Ry = 2R1 + (M —1)d)
k=1
Sm = (1a)t5=m; — Rm+1

= (1)(Sm-1) = (4 )(IA) Gty — Bom

d L= ZRk (So — Sh)

k=1
Ejemplo

Se desea liquidar una deuda durante 7 anos y medio, dicha deuda es de $300,00 ademés
se desea que conforme transcurra el tiempo los pagos incrementen $1,500, si se tiene una

tasa efectiva del 5% ;Cdémo se visualiza la tabla de amortizacién?.

Periodo | Renta (R,,) | Intereses (I,,) | Amortizacion (A,,) | Saldo insoluto (S,)
0 $300.000.00
1 $19.756.72 $15,000.00 $4,756.72 $295,243.28
2 $21,256.72 $14.762.16 $6,494.55 $288,748.73
3 $22.756.72 $14,437.44 $8.319.28 280.,429.45
4 $24,256.72 $14.021.47 $10.235.24 $270,194.21
5 $25.756.72 $13,509.71 $12,247.01 257,947.21
6 $27.256.72 $12,897.36 $14.359.36 $243.587.85

$28.756.72 $12,179.39 $16.577.32 $227.010.53

8 $30.256.72 $11,350.53 $18.906.19 $208,104.34
9 $31,756.72 $10.405.22 $21.351.50 $186,752.84
10 $33,256.72 $9.337.64 $23.919.07 $162.833.76
11 $34,746.72 $8.141.69 $26.,615.03 $136,218.74
12 $36.26.72 $6.810.94 $29,445.78 $106.772.96
13 $37.756.72 $5.338.65 $32.418.07 $74.354.89
14 $39.256.72 $3.717.74 $35.538.97 $38.,815.92
15 $40.,756.72 $1,940.80 $38.815.92 $0.00

Total | $453.850.74 | $153,850.74 $300,000.00
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Por otra parte, es posible que los pagos crezcan como un gradiente geométrico, por lo
cual la tabla de amortizacién se construye como sigue:

Periodo Renta Interés Amortizacion Saldo insoluto
1 Rl 11 :iSO Al :Rl—fl Sl SQ—Al ( )an —>R1
2 R2:R1(1+g) IQZ’iSl AQZRQ—IQ 52—51 AQ—( ) Ay =1 —)RQ

3 R3y=Ri(1+g)? | =4Sy | As=R3—1I3 | S3= 52— A3 = (I,)a— — R3

n R, = Rl(l — g)n—l I,=1iS,-1 | A, =R, — I, Sp = (Ig)am — R,

Por lo tanto, las expresiones para cada elemento en la tabla de amortizacion son:

Sea m < n entonces:

R = Ri(1+g)""
= (0)(Sm-1) = () g, =y,

ka: Ry, — (50 — Sm)

k=1
Sm = (Ig)an—m
Ap =Ry — Ly =Ri(1+g)™ " — (i)(lg)ami

Ejemplo

Se adquiere un terreno con un valor de $145,000. Se dese amortizar la deuda durante
10 anios con abonos cuatrimestrales que crecen 5% sucesivamente. La tasa de interés de
la deuda es del 12 % nominal cuatrimestralmente. Sin elaborar una tabla de amortizacién
obtener la renta nimero 1 y 2 y el saldo en el periodo 27.

Solucion

n__ )" . 30 _ . 30
F = (B ) = (i ™) (s tom) = 3325355162

So 145000
Ry =20 — " _ 4 36044
V= F " 3325355162

Ris = Ri(1+ g)™ ! = 4360.44(1 + 0.05)1271 = 7,457.83

Rog = R(1+ ¢)™ 1 = 4360.44(1 + 0.05)28=1 = 16, 279.50

Sor = (Ryngr) (H T (0E0™y (L) = (16279.50) (HOEZILH000) (o1 ) = 47,413.08

(Ifiyn—m (1+.04)3 0.05—0.04
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1.4.4. Fondo de Amortizacién (Sinking Fund)

En general, una deuda puede ser liquidada mediante pagos periédicos (amortizacion)
que se hacen directamente al acreedor, pero puede resultar que a este ultimo, por comodi-
dad, le interese recibir el total de su dinero hasta el término del plazo. Bajo esta situacién
el deudor se vera en la necesidad de hacer sus depédsitos cada cierto periodo en algin
banco o institucién financiera bajo una tasa de interés. Este proceso da lugar al fondo de
amortizacion.

Formalmente, un fondo es una cantidad de dinero que se acumula con pagos periddicos,
que devengan intereses de tal suerte que en cierto plazo se acumula un monto previamente
establecido. La diferencia entre los métodos de amortizacién y la constitucién de fondos
radica en que, para amortizar una deuda, se visualiza como un valor presente y por el
contrario, en la aplicacién de fondos, la deuda se visualiza como un monto acumulado.

Una forma de construir el fondo es realizando depdsitos constantes, es decir, en cada
periodo del plazo se realiza el mismo pago. Entonces, si hoy se tiene una deuda Sy que se
debe pagar después de n periodos y ademas, por ella existe una tasa de interés 4, al final
del plazo debe pagarse la cantidad:

M = So(1+i)"

Si a través de un fondo se desea acumular esta cantidad al final de los n periodos y si este
otorga una tasa de interés j, la renta R que debe pagarse al inicio de cada periodo esta

dada por:
B M
J

R

Ya que la cantidad M que se desea acumular en el fondo es:

(1 +j)n+1 -1
J

M = R( -1)

Las rentas més los intereses ganados se van acumulando para integrar un monto periodo a
periodo y evidentemente el monto final debe ser M. De esta manera se construye la tabla
del fondo de amortizacién.

Periodo | Renta (R,,) | Capital acumulado (C,,) | Interes (I,,) | Monto (M,,)
1 Ri=R Ci =Ry L=0()Cy) | My=C1—1
2 Ry =R Cy = M+ Ry IQZ(j)(Cg) My=0Cy — Iy
n R,=R Co=M,_1+ R, I, = (])(Cn) M, = C, — I,

Generalizando las expresiones de la tabla se obtiene lo siguiente:

Sea m < n entonces:
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Ry, = R
zn:Rk:mR
k=1
Cm_R((lJrj;m_l—1)+R:R[((1+J;m 1—1)+1]_R(<1+j]).m_1)=§m
I = G)(Co) = 38 = ((EEELZ1) — B4y -1
Zn:Im:Mm— . Rk:R[(1+j),m71—m]
k=1 k=1 J
Ejemplo

Para sus vacaciones dentro de 7 meses, un padre de familia crea un fondo de ahorro
con depésitos al inicio de cada mes de $3,600 a una tasa de interés del 8.28 % de interés
capitalizable por mes.

a) Hallar el monto acumulado, el cual se busca alcanzar al final de los 7 meses.

C

)
b) ;Cudl es el capital acumulado al inicio del ano 57.
) {Cuales son los intereses al pagar la renta 37

)

d) Hallar el monto de la inversion en el periodo 6.

Soluciéon

a)3,600[(UF2000 =L _ 1)) — 95, 905.20

b)3,600[LH000°=1) _ 48 950 12
¢)3,600[(1 + 0.0069)® — 1] = 75.04

d)3, 600[(UFLO00PT -1y _ 1) — 99 127.68
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1.5. Depreciacion de activos

Toda empresa cuenta con activos que son parte fundamental para el desarrollo de la
misma y con el paso del tiempo estos activos van perdiendo su valor debido al uso, al
deterioro o desgaste. En otras ocasiones, los activos van perdiendo valor dadas las actuali-
zaciones tecnolégicas ano con ano. Dado lo anterior, existen diversos factores econémicos
que hacen que los precios cada dia se eleven y es por eso que los productos viejos van
perdiendo su valor.

La depreciacion es la pérdida de valor de un bien a través del tiempo, ya sea por su
uso o su obsolescencia.

Los conceptos méas importantes para la depreciacion son:
= Valor original del bien Cj.

= Valor del bien al tiempo "n” C,, (al tiempo "n” el bien ya es obsoleto y C), es el
valor de rescate o valor de salvamento).

= Valor en libros al tiempo "k” Cj.
= Base de la depreciacién B = Cy — C),
Existen varios métodos para poder calcular la depreciaciéon de un activo.
1. Linea Recta.
2. Suma de los digitos.
3. Tasa fija.

4. Sinking fund (Fondo de amortizacion).
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1.5.1. Método de Linea Recta

La depreciacion por el método de linea recta supone que la depreciaciéon de un activo
serd la misma durante toda su vida util.

Fin de ano | Depreciacién | Depreciaciéon acumulada Valor en libros
1 Ri=R D =R Ci=Co—D1=Cy—R
2 Ro=R Dy =Ry + Ry = 2R Cy=Cop—Dy=Cy—2R
3 Rs =R D3=Ri+Ry+R3=3R| C3=Cy—D3=Cpy—3R
n Rn:R Dnzzzlek:nR Cn:CO—Dn:CO—nR

Generalizando las formulas de la tabla se obtiene lo siguiente:

Sea m < n entonces:

R,=R
D,,=mR
Cm:C'o—mR

—-C, B
R_CO C _B
n n

Ejemplo

a) ;De cuédnto serd la depreciacién anual de una méquina que costé $150,000 si serd utili-
zada por 6 anos y al final se gastardn $18,600 en su reparacién y su cambio por méquinas
modernas?

b) Calcular la depreciacién acumulada hasta el cuarto ano.

¢); Cudl es el valor en libros del activo al final del quinto ano?

Soluciéon

b) Dy = mR = (4)(21,900) = 87,600

¢) Cs5 = Cy — mR = 150,000 — (5)(21,900) = 40, 500
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1.5.2.

Método de Suma de los Digitos

Sea S5, la suma de los digitos de los anos de 1 hasta n, entonces S,, se define.

~ n(l+n)
Sp = 5
Fin de ano | Depreciacion Depreciacién acumulada Valor en libros
1 R = (B)(g-) Dy =Ry Ci=Co—D1=Cy—R
2 Ry = (B)("¢1) Dy =Ri+ Ry Co=Co—D;=Ci—R
3 R3=(B)(g*=;) | Ds=Ri+Ra+Rs C3=Cy—D3s=Cy—R
n Ri=B)(&) |Da=Ri+Rat..+Ry | Ca=Co—D,=Cp1 R

Generalizando las expresiones de la tabla se obtiene lo siguiente:

Sea m < n entonces:

Ejemplo

Se compré una camioneta en $220,000. Suponiendo que dicha camioneta tiene 6 anos
de vida 1til y un valor de desecho de $73,000. Elaborar la tabla de depreciacién usando el
método de la suma de los digitos.

Solucién
Fin de afio | Depreciacién anual (R,,) | Depreciaciéon acumulada (D,,) | Valor en libros (C,,)
0 $220,000.00
1 $42,000.00 $42,000.00 $178,000.00
2 $35,000.00 $77,000.00 $143,000.00
3 $28,000.00 $105,000.00 $115,000.00
4 $21,000.00 $126,000.00 $94,000.00
5) $14,000.00 $140,000.00 $80,000.00
6 $7,000.00 $147,000.00 $73,000.00
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1.5.3. Meétodo de Tasa Fija

El método supone que los activos van perdiendo valor de acuerdo a cierta tasa de in-
terés, la cual es llamada ”tasa de depreciacién” (d), la cual funciona de la manera siguiente:

'n Cpn=Ch1(1=d)=Co(1 —a)"
Entonces definimos a Ry y Ry como:
R =Cy—C1=Cy—Co(1—-d)=(Cy)(d)
Ry =C1 —Cy=Cp(l —d) — Co(1 —d) = Co(1 —d)(1 - (1—d)) = (Co)(d)(1 —d)

De ahi que la tabla de depreciacién se construye como sigue:

Fin de ano Depreciacién Depreciacién acumulada Valor en libros
1 Ry = (Co)(d) Di=R Ci=Co—D1=Cp— R4
2 Ry = (Co)(d)(1 —d) Dy =R; + Ry Co=Cy—Dy=C1 — Ry
3 Ry = (Co)(d)(1 — d)? D3 =R+ Ry + R3 C3=Co—D3=Cy— Ry
n Ry =(Co)(d)(1—d)" ' [ Dy=Ri+Ro+..+ Ry | Co=Co— Dy =Cp1 — Ry

Generalizando las expresiones de la tabla se obtiene lo siguiente:

Sea m < n entonces:

Bajo inflacién C, quedaria Cp, = Co(1 —i —d)™
Ejemplo

JEn cudnto deberd vender su automoévil una persona 5 anos después de que lo compro
en $125,000 si se considera que se deprecia con un porcentaje fijo del 15 % anual?

Soluciéon

C5 = Co(1 — d)™ = 125,000(1 — 0.15)5 = 55, 463.16406

66



Universidad Nacional Auténoma de México

1.5.4. Método de Fondo de Amortizacién

En este método existen dos valores para la depreciacion, la depreciacién anual R que
es constante y se deposita en un fondo que se constituye para reemplazar el activo al
final de su vida 1til; y la depreciacién neta que incluye los intereses dados por la tasa de
depreciacion d y es variable, se acumula y se relaciona directamente con el valor en libros.
Bajo este enfoque los intereses se calculan con base en la depreciacién acumulada y no con
base en el valor en libros.

Ademas el valor futuro de los n depésitos R es igual al monto acumulado en el fondo
para la reposicién del activo y debe ser igual, a su vez, a la depreciacién total Cy — C),
(base de depreciacion).

Lo anterior representa una anualidad vencida n periodos, es decir, M = Cy — C,, =

n__ , . . ’
R[%] donde se observa que, como se comentd anteriormente, los intereses estan da-
dos por la tasa de depreciacion d. Por lo tanto la depreciacién anual estd dada por:

(Co—Cp)d
(1+dn—1

Para construir la tabla de depreciacion se considera que, por estar localizada al final del
primer periodo, la primera renta R no genera intereses, por lo tanto se tiene:

Fin de afio ' Depreciacion » Intereses Depreciacion Depreciacion "~ Valoren
Anual Neta Acumulada Libros
0 - - - - Co
1 Ry =R I,=0 DNy =R, +1, Dy = DN, C,=Cy—D,
2 R, =R I, =dD, DN, =R, +1, D, =Dy + DN, C,=Co—D;
n R, =R I,=dD,, DN,=R,+1I, D, =D,_4+DN, C, =Cy—D,

Noétese que la depreciacién acumulada en el ultimo periodo es la base de depreciacion y
que esa columna para cada ano k, tomada desde el punto de vista de la construccion del
fondo de amortizacion, puede ser representada como una anualidad vencida k periodos, ya
que la renta (depreciacién anual) viene de dicha anualidad, es decir, por la construccién
de la tabla tenemos para m < n:

Dy = Co— Cpy = R[(H‘?l_l] — Soud
Rn =R
> Rp=mR
k=1
1 m=1_1
Iy =dDy,y = dR[( i d)d | = R[(1+d)™ ' —1]
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DNy =Ry + 1, =R+ R[(1+d)™ ' —1]=R(1+d)™!

(14+d)™—1

Cin = Co — Dy = Co — R

] = Cp — Smid
Ejemplo
Una escuela adquiere equipo de cémputo en $450,000.
a) Evalie la depreciaciéon anual con el método del fondo de amortizacién, consideran-

do que al final de 5 afios se recuperan $60,000 por el equipo y la tasa para la depreciacién
es del 25 % anual.

b) Con los datos anteriores obtenga los intereses del tercer periodo.
c¢)Calcule la depreciacién acumulada del tltimo afio.
d) ;Cuél es la suma de los intereses hasta el tercer ano?

Solucion

0) R = (Co=Cn)d) _ (450,000 — 60, 000)(0.25)
(1+d)"—1 (140.25)° -1

b) I3 = R[(1 4 d)™~! — 1] = 475,200.23[(1 + 0.25)3~1 — 1] = 26, 730.13

= 475,200.23

¢) D5 = R(UD"=1) — 475 900.23( L9221y — 390, 000

d) Y3, 1 = RIUFD™=L ) — 475200230221 31— 38 610,19
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1.6.

Ejercicios

Interés simple

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Calcular el interés de un capital de $10,000 con una tasa de interés del 25 % anual
simple en un periodo de 15 meses.

. Determinar el interés sobre un préstamo de $3,500 realizado el 4 de abril y con

vencimiento el 19 de mayo, si la tasa de interés es de 18 % simple anual.

. Calcular el monto de un capital de $150,000 con una tasa de interés de 25 % simple

anual en un tiempo de 9 meses.

. Una empresa firma un pagaré para liquidarlo en un tiempo de 18 meses por la

cantidad de $500,000 con una tasa de interés de 36 % anual simple, ;Cuél serd el
capital inicial que recibi6 al firmar el pagaré?

. {Cuadl sera la tasa de interés que resulta de recibir un préstamo por la cantidad de

$370,000 pagando un monto de $410,000 en un plazo de 9 meses?

. Calcular el tiempo en que un capital de $80,000 se convierte en un monto de $160,000

aplicando una tasa de interés de 25 % Anual simple.

Un comerciante adquiere un lote de mercancias con valor de $3,500 que acuerda
liquidar haciendo un pago inmediato por $1,500 y un pago final 4 meses después,
acepta pagar 60% de interés simple sobre el saldo. ;Cudndo deberd dentro de 4
meses?

., Cual es la tasa de interés si un capital se duplica en 595 dias?

. Una inversion realizada hoy por $1,200 genera al final de un ano la suma de $1,536.

;Cudl es la suma generada por los intereses? ;Cudl es la tasa de interés?

;,Cudnto se debe invertir hoy para tener en un semestre la suma de $8,500 y se ganen
intereses de $4807 ;Cuél es la tasa de interés?

Si usted invirtié $1,500 durante un ano, al final del cual le entregaron $2,000 ;Cuél
fue su rendimiento (tasa)?

; Cuanto pagara un comerciante por un crédito que le concedié una fabrica de dulces
y chocolates, al comprar por $3,500 a 25 dias de plazo, si le cargan una tasa de
interés del 3% mensual? (suponga que un mes tiene 30 dias).

Un empleado obtiene un préstamo de su empresa por $4,200 para comprar elec-
trodomésticos y aceptar liquidar el préstamo dos anos después. Existe el acuerdo
que mientras exista la deuda, pagard intereses mensuales de 2.5 % mensual. ; Cuanto
debera pagar de intereses cada mes?

Una persona compra a crédito una estufa que tiene un precio de contado de $1,765.
Queda de acuerdo en dar una cuota inicial de $500 y pago final 3 meses mas tarde.
Si acepta pagar una tasa de interés del 42 % anual sobre el saldo, ;Cudnto deberd
pagar dentro de 3 meses?

Una computadora cuesta $3,250 de contado. Un estudiante estd de acuerdo en dar
una cuota inicial del 25 % del precio de contado y el resto a 90 dias, mds un incre-
mento del 15 % sobre el precio de contado. ;Qué tasa de interés simple anual paga
el estudiante?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

Luis consigue un préstamo por la suma de $7,500 a dos afios y medio de plazo y
una tasa de interés simple de 2.6 % mensual. ; Cudnto pagara al final del plazo por
el préstamo recibido? ;Cudnto pagara por concepto de intereses?

Interés compuesto y tasas nominales

Calcular el valor futuro a interés compuesto de 8 anos de un capital de $6,000 a la
tasa de 10 % Anual capitalizado semestralmente.

Encontrar la tasa de interés con capitalizacion trimestral, si un capital se duplica en
dos anos.

Si se invierten $3,500 ahora esperando obtener $5,000 en una fecha posterior, ; Cuando
tiempo se deberd invertir el dinero al fin de ganar al menos el 8 % Anual de interés?

; Cudnto debe depositarse en un banco si se desea tener un monto de $10,000 dentro
de 3 anos a una tasa de 20 % Anual capitalizada semestralmente?

. Qué cantidad de dinero se poseerd después de prestar $1,000 al 30 % de interés
compuesto anual durante dos anos?

Hallar el valor futuro de $200 depositados al 8 %, capitalizable anualmente durante
10 anos 4 meses. (Hint: Recuerda que la tasa y el plazo siempre deben estar en la
misma unidad de medida)

Hace 20 anos pedi un préstamo en el banco. Hoy lo liquidé con un pago tinico de
$10,892.56. La tasa de interés que se cargd durante todo ese tiempo fue de 1%
efectiva mensual. ;Cuanto dinero le pedi al banco hace 20 anos? ;Cudl es la tasa
anual efectiva equivalente? ;Cudl es la tasa (nominal) anual capitalizable al mes
equivalente?

Averiguar en cuanto tiempo un capital de $1,200 se convierte en $1,763.194 a una
tasa de interés compuesto anual del 8 %.

Fuerza de interés

Si se invierte un capital de $5,000 en una cuenta de banco con una fuerza de interés
del 5% ;En 5 anos cuanto sera el monto final?

Cuanto tiempo debe pasar para que una inversiéon de $10,000 llegue a un monto final
de $23,000 con una fuerza de interés del 8 %.

Cual es la tasa de interés anual simple equivalente a una fuerza de interés del 7.5 %.

Cual es la tasa de interés anual capitalizables semestralmente compuesta equivalente
a una fuerza de interés del 7.5 %.

Cual es la tasa de interés anual capitalizable mensualmente equivalente a una fuerza
de interés del 7.5 %.

Cual fue el monto inicia de $4,500 con una fuerza de interés del 3.4 %, si dicho capital
fue invertido hace 3 afios.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Anualidades vencidas

Calcular el monto (valor futuro) y el capital (valor presente) de un conjunto de
cinco pagos mensuales vencidos de $850.00, si la tasa de interés es de 24 % con
capitalizacién mensual.

En una tienda anuncian que puedes comprar un televisor con abonos semanales
de $185.00, durante un afio; considerando que la tasa de interés es de 7.8 % con
capitalizacién semanal, ;cual seria el precio de contado que pagarias por ese televisor?

Si al momento de iniciar una carrera profesional los padres de un joven depositan
$1,000.00 cada mes durante tres anos en un fondo de inversién que paga 7.8 % de
intereses y se mantendra constante, jcuanto habran juntado al final?

Determinar el monto y el capital de una serie de pagos bimestrales de $1,250.00 cada
uno, durante dos anos y medio, considerando una tasa de interés de 8.59 %.

Suponiendo que pediste un préstamo en un banco por una cantidad de $8,500.00 a
una tasa de interés de 28 % nominal mensual y por el cual debes pagar al final de
cada mes $820.30, ;cudntos pagos debes efectuar para saldar tu deuda?

Considerando los datos del ejercicio anterior, pero ahora con un importe de cada
pago de $791.83, jcuédl es el nimero de pagos necesarios para saldar la deuda y qué
sucede si el nimero de pagos es fraccionario? (Proponga una estrategia de pago).

Imagina que eres el beneficiario de un seguro de vida por el cual recibirds $3,100.00
mensuales durante los siguientes 10 anos, pero que por un problema prefieres recibir
la suma de dinero equivalente el dia de hoy; con una tasa de interés del 19.35%
convertible de manera mensual. Calcula la suma de dinero que recibirias.

Cuénto tiempo tardarias para reunir $200,000.00 si depositaras al final de cada
bimestre $12,000 en un fondo de inversién que paga el 22.92 %7 (después de obtener
el tiempo, exprese su respuesta en anos meses y dias).

Calcular la tasa efectiva anual que se esta cargando si con 26 abonos semanales de
$65 se paga un teléfono celular cuyo costo es de $1,500.00. Grafique la ecuacién a
resolver; luego, use interpolacién lineal con un intervalo de la tasa nominal semanal
de [0.89 %, 0.94 %]; después corrobore su respuesta utilizando algiin método numérico
(fije el error € mas apropiado).

Se estd comprando un auto a mensualidades fijas de $2,300 durante 4 afios a una
tasa de interés del 13 % capitalizable mensualmente. ;Cudl serd el precio del auto al
momento de hacer el dltimo pago?

Con los datos del ejercicio anterior, jcudl seria el valor del automévil si se paga de
contado?

;,Cudl es el precio de contado que paga una persona por un televisor si realiza abonos
mensuales de $200 a una tasa de interés del 8 % capitalizable mensualmente por un
lapso de un ano?

Una empresa desea comprar equipo nuevo con un valor de contado de $350,000.
Para ello le ofrecen un plan de pagos trimestrales a una tasa de interés del 10 %
capitalizable trimestralmente. Si la empresa desea terminar de pagar el equipo nuevo
en dos anos entonces, jde cuanto deberan ser sus abonos?
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Un individuo desea reunir dinero para un viaje. El banco le ofrece un plan de abonos
semanales de $350 bajo una tasa de interés. Los abonos se hardn por tres meses y se
espera tener una cantidad de $5,000 ;De cudnto debe ser la tasa de interés nominal
mensual para que se pueda juntar el dinero?

;En cuanto tiempo podra liquidar una empresa una flotilla de autos que compré con
un valor de contado de $750,000 y por el cual realiza pagos mensuales de $25,000 a
una tasa de interés anual capitalizable mensualmente del 7 %?

En el ejercicio anterior no se obtiene un plazo mensual entero; por lo tanto realice
algunas estrategias de pago, es decir, haga un ajuste en el plazo para cerrar a meses
enteros y obtenga la renta se la flotilla de autos si se liquida en 33 meses. ;De cudnto
es la renta si se liquida dicha flotilla en 34 meses? ;cudl de estas dos estrategias le
conviene mas a la empresa y por qué?

Anualidades anticipadas

Imaginate duefio de locales en plazas comerciales, Al rentar un local comercial recibes
$1,000.00 al inicio de cada bimestre y éstos son depositados por tu inquilino en una
cuenta bancaria que paga el 15 % anual con capitalizacién bimestral. ;Cuénto dinero
tendras después de 10 anos?

Para comprar una bicicleta cuyo precio es de $2,800.00 se pueden hacer 5 pagos
mensuales comenzando al momento de pactar la compra. Si la tasa de interés anual
es del 32.4 % nominal mensual, determina el importe de cada pago.

..Con cuédntos abonos “chiquitos” anticipados de $792.15 se puede comprar un te-
levisor cuyo precio de contado es de $8,350.00, si la tasa de interés es del 2.45%
mensual?

Para resolver sus problemas de dinero, un banco le presta a una persona la cantidad
de $57,496.77 que deberd pagar en un plazo de ocho anos. Para liquidar deberd
abonar al comienzo de cada ano la cantidad de $6,000.00. ; Cudl es la tasa de interés
que le estd cargando el banco? Grafique la ecuacién a resolver; luego use interpolacién
lineal proponiendo un intervalo obtenido a través de la gréfica; después corrobore su
respuesta utilizando algiin método numérico (fije el error ¢ mas apropiado).

Se acuerda pagar una hipoteca con 20 abonos trimestrales anticipados de $450.00 e
intereses del 28 % compuesto trimestralmente:

a) Determine la cantidad actual de la hipoteca.

b) Obtenga la renta mensual que sustituye a la trimestral.

Supéngase el caso de un contrato de arrendamiento (bajo estos contratos los pagos
son anticipados) por un ano y medio, en el que los pagos son mensuales por un
valor de $700,000, si las partes del contrato acuerdan que se realice un solo pago al
principio del contrato y la tasa estipulada es del 3% mensual, ;jde cudnto serfa el
valor de ese pago tnico?

Una persona recibe por concepto de arriendo (mes anticipado), la suma de $1,000,000
mensuales, y deposita el 40 % en una cuenta de ahorros en una institucién financiera,
que le reconoce el 2% de interés mensual. El depdsito lo realiza una vez que recibe
el valor de la renta. Si el inmueble estuvo arrendado por un afio y medio, ;Cuanto
tendra acumulado en la cuenta al final de los 18 meses?
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o4.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Con una tasa de interés del 12.36 % efectiva semestral, ; Cual debe ser el valor de los
pagos semestrales anticipados que, hechos por 10 afios, amortizardn una deuda de
$120,000,0007

Anualidades diferidas

En el mes de abril una tienda departamental ofrece una promocién de “compre
ahora y pague después”. La seniora Ramirez comprd una computadora a crédito, que
recibié el dia 2 de mayo y que deberd pagar con 5 abonos mensuales de $2,650.00 a
partir del 2 de agosto del mismo afio. Si el almacén carga el 36 % (capitalizable de
manera mensual) a estas operaciones, investiga cudl es el precio de contado de esta
computadora.

El dia de hoy deposité la cantidad de $73,535.00 en una inversién que paga el 26.04 %
(capitalizable al mes) para poder retirar mensualidades de $9,000.00 después de ha-
ber transcurrido 5 meses de haber hecho el depésito. ;jcuantos retiros podré realizar?

Después de 5 anos, y al final de cada afio, pensamos invertir $10,000. ; Qué cantidad
tendremos dentro de 20 anos si la tasa de interés efectiva que nos otorgan es del 8 %
anual?

. Cudl es el valor actual de una renta semestral de $12,000.00 durante 5 anos, si el
primer pago se realiza dentro de 2 afios y el interés es de 11.5 % semestral?

Calcular el valor actual de una renta semestral de $60,000.00, que se pagard durante
7 anos, si el primer pago semestral se realiza dentro de 3 anos y el interés es e 34 %
anual capitalizable semestralmente.

El 15 de mayo del afio 1 se depositaron $15,000.00 en un fondo de inversién, con
objeto de retirar 8 mensualidades a partir del 15 de febrero del afio 3. Si los intereses
que gana el fondo son de 27.48 % capitalizable mensualmente, hallar el valor de cada
mensualidad que se podra retirar.

El 12 de enero una persona acuerda pagar una deuda mediante 8 pagos mensuales de
$400.00 c¢/u haciendo el primero el 12 de julio del mismo ano. Si después de realizar
el quinto pago deja de hacer dos, ;Cudl serd el monto del ultimo pago para saldar
completamente su deuda si la tasa de interés es de 3.66 % mensual?

Perpetuidades

Hallar el valor actual de una perpetuidad de $5,000.00, cuyo primer pago se hard
exactamente al final de los siguientes 6 meses, con tasa nominal del 12 % convertible
mensualmente.

Los exalumnos de una universidad deciden donarle un laboratorio y los fondos para
su mantenimiento futuro. Si el costo inicial es de $200,000.00 y la renta anual para
el mantenimiento se estima en $35,000.00 ;Cuél es valor actual de dicha donacién,
si la tasa efectiva es del 7.00 %7

Hallar el valor presente de una serie infinita de pagos, si el primero corresponde a
$1,000,000, son crecientes en un 10 % y la tasa efectiva es del 8 % por periodo. (para
ello obtenga una férmula para obtener el valor presente de un gradiente geométrico
haciendo tender a infinito el plazo) (En qué caso el limite estd definido (converge)?
(Cuadl es la relacién entre la tasa de incremento y la tasa de interés?
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

(,Cudl sera el valor inicial equivalente de una serie infinita de pagos mensuales que
crecen cada mes en $300,000, cuyo primer pago es de $2,000,000 y para el cual se
reconoce una tasa del 2.5 % efectivo mensual? (para ello obtenga una férmula para
obtener el valor presente de un gradiente aritmético haciendo tender a infinito el
plazo).

Amortizacién gradual

Una deuda de $15,000 se cancela en 14 meses con intereses del 20 % anual capitali-
zable mensualmente. Sin utilizar la tabla de amortizacién:

a) Obtenga la renta mensual

b) {Por cuanto son los intereses en el periodo 107

¢) {Cudnto vale la amortizacién en el antepentltimo pago?
d) ;Cuaél es el saldo insoluto después de la renta 87

e) En total, ;Cuédntos intereses gener6 la deuda?

Construya la tabla de amortizacién del ejercicio anterior.

Amortizacion constante

Con el sistema de amortizacién constante, tasa de interés del 30 % nominal trimes-
tral y plazo de 2 anos, ;Cudl es la amortizacion trimestral? Y obtenga el cuadro de
amortizacién para un crédito de $200,000. Sin utilizar la tabla de amortizacién:

a) Obtenga la amortizacién trimestral

b) ;Qué intereses se pagan en el periodo 67

¢) {Cuénto vale la renta en el periodo 37

d) ;Cuél es el saldo insoluto en el peniltimo periodo?
e) {En total, ;Cudntos intereses gener6 la deuda?

Construya la tabla de amortizacién del ejercicio anterior.

Amortizacién con variable aritmética

Se tiene una deuda de $500,000 con intereses del 10 % efectivo semestral. Dicha deu-
da se liquida en 8 anos y medio y cada pago es $2,000 mayor que el anterior. Sin
utilizar la tabla de amortizacién calcule:

a) La renta nimero 11

b) El saldo insoluto después del octavo pago

c¢) Los intereses en la renta nimero 5

d) La amortizacion en la peniltima renta

e) Los intereses acumulados hasta después de hacer ocho pagos

Construya la tabla de amortizacion del ejercicio anterior.
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Amortizacion con variable geométrica

Se adquiere un terreno con un valor de $100,000. Este se ve amortizando durante 8
anos con abonos cuatrimestrales que crecen 7% sucesivamente. La tasa de interés
de la deuda es del 10 % nominal cuatrimestral. Sin utilizar la tabla de amortizacién
obtenga:

a) La renta nimero 107

b) El capital que liquida la deuda después de hacer el pago 207

¢) De cuédnto son los intereses y la amortizacién en la tercera renta?
d) ;Cuél es el total de intereses que genera la deuda al final del plazo?

Construya la tabla de amortizacién del ejercicio anterior.

Depreciacién linea recta

Se compra una magquinaria en $121,000. Se estima que ésta tendrd 5 anos de vida
util y $13,200 como valor de rescate. Empleando el método de la linea recta:

a) Obtenga la depreciacién anual

b) Calcule la depreciacién acumulada hasta el afio 3

c¢) {Cudl es el valor en libros del activo al final del ano 27
Considerando inflacién anual del 5 %:

d) Calcule el penitltimo valor del activo con inflacién

e) {Cudl es el valor de rescate de la maquinaria?

Depreciaciéon suma de los digitos

Se compré una camioneta en $220,000. Suponiendo que dicha camioneta tiene 6 afos
de vida 1til y un valor de desecho de $73,000; utilizando el método de la suma de
los digitos:

a) Calcule la depreciacién en el ano 4

b) Obtenga la depreciacién acumulada en el quinto ano

¢) {Cuadl es el valor en libros al final del ano 27

Depreciacion tasa fija

Un activo costé $150,000 y después de 8 afios tiene un valor de rescate de $25,000.
Con el método de la tasa fija calcule:

a) La sexta depreciacién

b) La depreciacién acumulada al cuarto afio

c¢) El pentltimo valor en libros

d) Construya la tabla de depreciacién y valide los resultados obtenidos
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Depreciacion Sinking Fund

77. La Escuela de Contaduria adquirié equipo de computacién en $450,000.

a) Evaltie la depreciacién anual con el método del fondo de amortizacién, consi-
derando que al final de 5 anos se recuperan $60,000 por el equipo y la tasa para la
depreciacién es del 25 % anual

b) Con los datos anteriores obtenga los intereses del tercer periodo

¢) {Cudl es la depreciaciéon neta del cuarto afio?

d) Calcule la depreciacién acumulada del dltimo ano

e) {Cual es la suma de los intereses hasta el tercer ano?

f) ;Cuél es el valor en libros para el segundo ano?

1.7. Enlace con el capitulo siguiente

Ya teniendo claro los conceptos bédsicos de las matemadticas financieras como valor
futuro, valor presente, tasa de interés, amortizacion, depreciacion, etc. El siguiente capitulo
introducird a la aplicacién directa de dichos conceptos en temas relacionados a los mercados
financieros en donde unos de los objetivos principales es el calculo del valor de instrumentos
financieros de deuda y capitales, tales como bonos y acciones respectivamente.
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2. Matematicas Financieras 11

Introduccién

Las Matematicas Financieras II es la segunda asignatura de la seriacion obligatoria de
finanzas en la licenciatura de Actuaria del plan de estudios 2014.

Es importante tomar en cuenta la continuidad de las materias para poder tener un se-
guimiento en los temas que se desarrollan en esta segunda parte, en el capitulo anterior
se desarrollaron conceptos claves en las finanzas como lo son: tasa de interés, tipos de in-
tereses, valor presente, valor futuro, anualidades, amortizacion, depreciacién, entre otros,
los cuales se seguiran utilizando para realizar el anélisis de esta segunda parte.

Los temas que se desarrollan en este capitulo tienen como objetivo que los estudiantes
tengan las habilidades necesarias para distinguir los diferentes tipos de inversiones que
existen en el mercado.

Dado lo anterior, es importante que los alumnos conozcan las caracteristicas de algunos
instrumentos financieros que existen en el mercado de deuda y en el mercado de capitales,
de igual forma cabe mencionar que el objetivo del acercamiento a estos temas es tener en
cuenta el papel que toman los mercados en la asignacién de recursos, la intermediaciéon
financiera y su influencia en el factor de desarrollo.

Por tdltimo se desarrollan metodologias que ayudan a escoger de manera adecuada un
proyecto de inversién, dichos temas se basan en el anélisis de posibles cambios que pudie-
ran llegar a ocurrir en factores que afecten directamente al capital econémico del proyecto
y con esto llegar a tomar medidas necesarias para mitigar los riesgos a los cuales se esta
expuesto.
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2.1. Mercado de deuda

El Gobierno y las empresas privadas frecuentemente necesitan financiarse, ya sea para
invertir en proyectos o simplemente para seguir realizando sus actividades cotidianas. El
Gobierno o toda empresa privada pueden conseguir recursos financieros de diversas for-
mas, pero la opciéon méas comun es solicitando un crédito o a través de la emisién de un
instrumento de deuda.

El mercado de deuda es el lugar en donde se emiten y negocian los instrumentos de
deuda. Aqui se encuentran todos aquellos instrumentos que representan una deuda, que
tienen una fecha de vencimiento, un rendimiento el cual estd determinado por una tasa de
interés y cierto nivel de riesgo.

Este mercado es el mas importante en México dada la cantidad de transacciones, cabe
mencionar que el Gobierno Federal es de los emisores mas grandes de deuda.

2.1.1. Instrumentos de deuda

Los instrumentos de deuda son titulos financieros, es decir, son contratos en los cuales
se establece el compromiso de pagar recursos financieros prestados mas un valor adicional
(intereses) por el préstamo de dichos recursos, en un tiempo determinado. Los instrumentos
del mercado de deuda comuinmente se clasifican segin:

= Su cotizacién: Los instrumentos financieros segin su cotizacion se clasifican en ”a
descuento” y ”a precio”, es decir, instrumentos que no pagan intereses intermedios
e instrumentos que si los pagan.

= Su colocacién: Los instrumentos financieros segiin su colocacién se clasifican en
” colocacion piublica” y en ” colocacion privada”, es decir, la diferencia radica en a
que sector la poblacién estan dirigidos los instrumentos.

= El tipo de tasa: Estos instrumentos se dividen en instrumentos de tasa de interés
fija, tasa de interés variable y tasa de interés indexada.

= El riesgo del emisor: La capacidad de pago del emisor puede ser un criterio de
clasificacion de los instrumentos de deuda. Normalmente, las agencias calificadoras
asignan una calificacion a los emisores de instrumentos de deuda de acuerdo con su
capacidad de pago.

2.1.2. Bonos

En el capitulo anterior se desarrollé la teoria del interés, en donde se estudiaron con-
ceptos como interés simple, interés compuesto, fuerza de interés, anualidades, etc. De igual
forma se analizaron algunos ejemplos practicos de cada tema en particular pero en el mer-
cado existen instrumentos financieros con una complejidad que requiere de una valuacién
maés elaborada.

Los bonos son el primer acercamiento a instrumentos financieros mas complejos, en donde
se utilizardn los conceptos mencionados anteriormente para realizar la valuacién de su
precio, de ahi que una de las principales aplicaciones de las matematicas financieras es la
valuacion de Bonos.
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Formalmente los bonos u obligaciones son instrumentos de deuda utilizados por el go-
bierno y las empresas para financiarse (el gobierno emite bonos y las empresas emiten
obligaciones), es decir, cuando el gobierno o alguna empresa no cuenta con el capital sufi-
ciente para poder invertir en algin proyecto se ve en la necesidad de endeudarse pidiendo
recursos financieros prestados. En este caso, se pacta una deuda entre ambas partes (pres-
tamista y deudor) en donde se establecen las condiciones para el pago de dichos recursos
financieros.

Adicionalmente el deudor se compromete a pagar flujos de efectivo en determinados perio-
dos de tiempo por un precio previamente establecido, asi que en este capitulo se estudiaran
dos tipos de bonos con ciertas caracteristicas propias: bonos cuponados y bonos cupoén ce-
ro. La principal diferencia entre estos instrumentos es que el primero asegura flujos de
efectivos en cada periodo de capitalizacién a diferencia del segundo que solo asegura un
pago de flujo de efectivo y este se hace valido al final del plazo.

Para conocer mas sobre estos tipos de bonos es necesario comenzar a definir sus carac-
teristicas generales y posteriormente desarrollar la teoria de cada uno en particular.

2.1.3. Caracteristicas de los bonos

Los pagos que ofrece un bono son periédicos en cada fecha de capitalizacién y reciben
el nombre de cupones y son calculados con base a una tasa de interés aplicada al valor de
caratula del bono. Este valor de caratula tiene como propédsito definir la serie de pagos a
realizar en cada fecha cupén, y en general se da por hecho que el valor facial es igual al
valor nominal, ademés de que es comun cotizar el valor nominal en $100 a menos que se
indique lo contrario. Este tultimo valor es conocido como valor de redencién y en general
se efectia al final del plazo del instrumento, es decir, en la madurez y representa una
redencién o compensacion por el préstamo de la deuda. Por tltimo un bono cuenta un una
tasa de interés la cual funciona para descontar los flujos de efectivo, también se dice que
dicha tasa es el rendimiento que genera el bono.

En resumen un bono cuenta con los siguientes elementos:

- Nominal (N): El valor nominal del bono también es conocido como valor de redencién.

- Facial (F): El precio facial del bono sobre el cual se calculan los cupones (en algunos
casos F=N).

- Tasa cup6n (c): La tasa cupdn es la que actia sobre el precio facial para poder
obtener los cupones que serdn pagados por el bono.

- Cupones (C): Los cupones son los pagos otorgados por el bono y estos se obtienen
por medio del producto del precio facial y la tasa cupén (C' = Fe).

- Rendimiento (r): El rendimiento del bono (YTM por sus siglas en ingles yield to
maturity) es la tasa sobre la cual se descuentan los flujos de efectivo para obtener el
precio del instrumento en algin punto del tiempo.
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2.1.4. Bonos cupoén cero o Bonos a descuento puro
Los Bonos cupén cero se caracterizan por su unico flujo de efectivo, no pagan intereses,

es decir, no pagan cupones sino solo el nominal.

Si se desea obtener el precio del instrumento es necesario calcular el valor presente del
unico flujo de efectivo.

Por lo que el precio del bono esta dado por:

P=NV"
P=N1+4r)"
p-_ N

(1+r)m

La tasa con la que se descuenta el flujo de efectivo (rendimientos YTM) para los bonos
cupdn cero es conocida como "tasa spot” (al dia de hoy o al momento).

Una vez desarrollada la férmula para obtener el precio del bono, es facil desarrollar las
siguientes igualdades.

N=P(1+7r)"
In(X
n— n(P)
In(l+r)
_n E—l
"TVP

Ejemplo

Calcular el precio de un Bono cupén cero que paga un nominal de $100 con un YTM
del 3% capitalizable semestralmente y vencimiento de 4 afnos.

Soluciéon

Datos

N=100
n=4(2)=8
i=%9% = 0.015

Procedimiento

100
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Ejemplo

Calcular el precio de un Bono cupdén cero que paga un nominal de $1,000 con un YTM
del 3% anual efectivo y vencimiento de 2 afnos.

Soluciéon

Datos
N=1,000
n=2

i=3%

Procedimiento

P = rigogp = 942.595
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2.1.5. Bonos cuponados

Los bonos cuponados son instrumentos que aseguran el pago de flujos de efectivo pe-
riédicamente, los cuales son determinados por el precio facial y la tasa cupén, durante los
2 b

primeros n — 1 periodos y en el dltimo periodo, es decir, en "n” se paga un cupén mas el
valor de redencion.

El bosquejo de un bono cuponado estd dado de la siguiente forma:

Asi, para obtener el precio del bono es necesario traer a valor presente los flujos de efectivo
de la siguiente manera:

Primeramente se calculan los cupones pagaderos:

C =cF

Entonces el precio del bono es:

P=CcO+nr)t+Cc+n)2+CA+7r) 2+ +(C+N)(1L+r)™
P=Cl1+n) ' +0+n2+0+n 3+ . +0+r) " +NAL+r)™"
1—(1+r)"

P=Cap+N1+r)™"
P=Capm + NV

P=0C( J+FNI+r)™"

Ahora realizando el siguiente despeje:

1-v"
r
r(ap)=1-V"

1—(r)(ap) =V"

Apr =

Suponiendo que F' # N el precio de un bono estd dado por:

P = C(Iﬁr + NV
P = (cF)(anr) + (N)(1 = (r)any)
P = (cF)(amr) + N + (N)(r)(amr)
P =N+ (cF —rN)ag,

N + (¢cF —rN)ag,
N

P_
- =
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P cF
N e
c
P:N—F(F—T)Naﬁr
cF
P—N:(F—T‘)N&ﬁr

Sea g = % entonces:
P—N = (g—r)Nag,

Otra féormula alternativa para obtener el precio de un bono es:

P =Cam + NV"

1-—yn

P = cF( V)—i—NV”

p= VT
r T

P= ;(F — FV") + NV"

Si F' = N entonces el precio de un bono estaria dado por
P=Caz + NV"
P = (cN)(am + NV")
P = N[(¢)(an) + V"]
P =N+ (¢cN —rN)agm,
P =N+ N(c—r)ap,

Formula de diferencia de tasas.
P — N = (c—r)Nag,

Otra férmula alternativa para obtener el precio de un bono cuando F=N es:

P = Cam —i—NV_"

1-vyn

P = (eN)(———)+ NV ™"

po NNV oy
r r

P= ;(N — NV") + NV"

Foérmula de Makeham
Existen tres posibles situaciones entre el precio de un bono, el valor Facial y las tasas
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de interés, dichas situaciones son de relevancia en el andlisis de los bonos.

Suponiendo que F' = N, entonces se dice que un bono se compra o vende con premio
(bono sobre par) si P > Fy P-F es llamado premio o prima. En contraste, cuando el
precio de un bonos es menor al facial, es decir, P < F' se dice que el bono se compra o

vende con descuento (bono bajo par) y F' — P es el descuento del bono.

Cuando ocurre el primer caso, la férmula de diferencia de tasas se visualiza de la si-
guiente forma:

P—F = (c—r)Nag,

Y para el caso contrario se tendra:

F —P=(r—c)Nag,

Cuando N # F, entonces la relacién queda de forma similar, con la diferencia que se hace
la relacion entre el precio y el valor de redencién, obteniendo lo siguiente:

Bonos sobre par P > N entonces:

P— N = (g—r)Nag,

Bonos bajo par P < N:

N —P = (r—g)Nag,

Por lo tanto las relaciones par quedan de la siguiente forma.

Si F' = N entonces:

P > F < r < ¢ Sobre par
P=F <= r=cAlapar

P < F <= r > c Bajo par

Si F' # N entonces:

P > N < r < g Sobre par
P=N<«=r=g A lapar

P <N <= r > g Bajo par

En este caso g es llamada tasa cupdn ajustada.
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Ejemplo

Un Bono paga cupones semestrales del 10 % anual y paga una redencién de $100. El
primer cupon se pago el 5 de Julio del 2014 y la madures ocurrira el 5 de Enero del 2020.

;,Cual es el precio del bono en la fecha de emision, es decir, el 5 de Enero del 20147.
1. 7% nominal capitalizable semestralmente.
2. 10 % anual convertible dos veces al ano.

3. 13 % anual capitalizable al semestre.

Solucién
5 5 5 5 5+100
| | | \ \ \
| | | | | |
05/01/2014 05/07/2014 05/01/2015 05/07/2019 05/01/2020
1} 2 3 11 12
1. Datos
F=100
N=100
=291 = 0.05
C=(0.05)(100) =
r=20T = 0.035
Procedimiento ( ) o
1—(1.035)"
75(———— ) 4+100(1.035) 2 = 114.49
2. Datos
F=100
N=100
=291 = 0.05
C=(0.05)(100) = 5
r=220 = 0.05
Procedimiento ( ) 1o
1—(1.05)"
75(———2 ) +100(1.05)""2 = 100
( 0.05 ) +100(1.05)
3. Datos
F=100
N=100
=97 = 0.05
C=(0.05)(100) =
r=233 = 0.065
Procedimiento ( ) 1o
1—(1.065)"
75(————— ) +100(1.065) "2 = 87.76
( 0.065 ) +100( )
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Realizando un andlisis se obtiene lo siguiente.

Bono P F r C
1 114.49 | 100 | 7% | 10%
2 100 100 [ 10% | 10%
3 87.76 | 100 | 13% | 10%

Dado que F' = N entonces se observan las relaciones par.

P > F <= r < ¢ Sobre par
P=F<«<=r=cAlapar

P <F < r > ¢ Bajo par

En el caso del bono 1 que es sobre par o un bono con prima, el premio es:

P—-F=11449 — 100 = 14.49

En el caso del bono 3 que es bajo par o un bono con descuentos, el descuento es:

F—P=100-8776=1224
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2.1.6. Valuacién de Bonos en fecha cupoén

Hasta este punto se ha obtenido el precio de un bono, es decir, obtener el valor presente
de los flujos de efectivo en el tiempo cero, pero en ocasiones no es suficiente este calculo,
ya que al emitir un bono es necesario dar un seguimiento al precio del instrumento en
cualquier fecha cupdn para poder analizar su comportamiento y determinar si en cierto
punto del tiempo es conveniente vender o comprar el instrumento financiero.

El bosquejo del precio de un bono al tiempo ”m” se muestra a continuacion:

€ € € € c c C+N
| | | | | | | | | |
[ [ [ [ [ | [ [ [ |
0 1 2 e m-1 @ mi e n-1 n
\ |
i
c c cN
| | | | |
[ [ [ [ |
0 [ n-m-1 n-m

Y el precio del bono en el tiempo ”m” es:

P=Can—mr+NV""

Ejemplo

Retomando el ejemplo anterior calcule el precio del bono al dia 5 de Julio del 2014 inme-
diatamente después de haberse pagado el cupén.

Solucion

F=N=100

n=12

m="7

n—m= c:¥

C =cF = (%2)(100) =5

r foéﬂ,ng,r?’ 0.13

1. = P05/07/17 = 5(15(02707) + 1OOV5:10676
2. = P05/07/17 = 5@5(%) + 100V5:100
3. = P05/07/17 = 5(15(02713) + 100V5:9376

Haciendo el cédlculo para los tres rendimientos diferentes y analizando en las diferentes
fechas cupon se obtiene lo siguiente.

1) Pos/01/14=114.45 Py /07/17=106.76 Py /01/20=100

72) Pos/01/14=100 Pys/07/17=100 Py /01/20=100

72) Po5/01/14=87.76 Pos/07/17=93.76 Fy1 /01/20=100
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2.1.7. Valuacién de Bonos entre fechas cupoén

En algunas ocasiones el precio de un bono deben ser calculado entre fechas cupén,
pero existe una interrogante sobre los flujos de efectivo pagados, es decir, cuando se hace
la evaluacion del precié jse debe o no tomar en cuenta el primer flujo de efectivo?.

El bosquejo es el siguiente:

[ —l
o——

ca Rl

El precio del bono en el tiempo ”t” considerando el primer cupén serd el valor del des-
cuento del precio del bono en el tiempo ”m” mas un cupdn, es decir:

mft)

Py = (Pp+C)(1+r)~a

En donde m — t es igual a los dias entre la fecha cupdn y la fecha de valuacién y d los
dias de capitalizacion de la tasa cupdn, es decir, los dias que transcurren entre el pago de
cupones.

Por lo tanto se define a ”T” como:

Y asi

P=(P,+C)1+47r)"T

Otra forma de calcular el precio del bono en el tiempo ”t” serd el valor acumulado del
precio del bono en el tiempo "m — 17.

t—(m—1

) ’
Po=P, (14+r)"a =P, (1+r)7T

En donde T” esta dado por:

t—(m—1
T — (d )

Al precio del bono al tiempo ”¢” considerando el primer flujo de efectivo (cupén) se le
conoce como precio sucio.

Pt:Pst

Si no se considera el cupon, el ajuste queda como el precio sucio del bono menos el cupén
multiplicado por T” y a este calculo se le conoce como precio limpio o precio de mercado

Pst_T/C:Plt
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Ejemplo

Retomando el ejercicio inicial calcule el precio del Bono al 20 de Mayo del 2017.

Pao/05/17

20/05/17
5 5 5+100

05/01/14 05/01/17 05/07/17 05/01/20

Soluciéon

Se sabe que Pys /07,17 =106.76 entonces:

—46

Pag05/17=(106.76 + 5)(1 + %97) T80 =110.78 (Precio sucio)

/1 46 __ 67
T = 180 — 90

= P, =110.78-(57)5=107.05 (Precio limpio)
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2.1.8. Valor en libros de un Bono

En los reportes contables de activos en un periodo de tiempo en particular, un emisor
de deuda tienen que designar un valor a los bonos que se poseen en determinado tiempo,
ese valor se llama valor en libros y usualmente es tomado como el precio corriente del
bono valuado con la tasa de rendimiento original, es decir, la tasa con la cual se pacté el
instrumento.

Para efectos contables el interés acumulado del ultimo cupoén sera considerado como parte
separada del valor en libros del bono.

Para los bono que son bajo par (con descuento) o sobre par (con premio) su valor cambia
en el tiempo hasta llegar a ser el valor de su redencioén, es por ello que es importante
estudiar un procedimiento que nos permita registrar en libros contables los cambios en
el valor de los bonos, lo mas usual es elaborar una tabla donde se registren intereses y
cambios de valor en los instrumentos.

2.1.9. Amortizacién de Bonos

Un bono representa una deuda para el emisor y los cupones son los pagos de dicha
deuda en los primeros "n — 1”7 periodos ya que en el iltimo periodo "n” el pago de la
deuda es el cupén més el valor de redencion, entonces en total se tendran ”n” pagos y el
saldo insoluto de la deuda (lo que se debe) estd dado por el precio del bono después de
pagar cada flujo de efectivo.

Entonces la amortizacién de un bono estd dada por el desglose del precio del bono en
cada periodo.

Periodo Renta Intereses Amortizacién Saldo Insoluto
0 - - - So = P,
1 Rl—CF—C IIZ’I”Pn A1:R1—Il Slzpn_l
2 R2 ckF=C 12 = 7“Pn_1 A2 = R2 - IQ SQ = Pn_g
n-1 Ry 1=cF=C|I, 1=rP | Ay 1 =Ry, 1— I, Sp-1=DP
n R,=N+C L =rP A, =R, -1, Shn=FPh—N=0

Al saldo insoluto es igual al valor en libros de un bono.

Para un bono las formulas son las siguientes:

Para toda m € 1,2,3,...,n — 1 la renta del periodo m es:

R, =C

Y para m=n la renta del periodo esta dado por:

Ry=N+C=> Ry=nC+N

k=1
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Los intereses para cualquier periodo, es decir, m € 1,2,3,...,n — 1,n son:

Im =rPy1ypm = > _ Iy = Cln— ag,] + N(1 - V")
k=1

La amortizaciéon de un bono en el tiempo m € 1,2,3,...,n — 1,n es:
n
Ap =Ry — Iy = Y _ Ay = Cagy + NV"
k=1

El saldo insoluto o el valor en libros de un bono esta dado por:
Seamel1,2,3,....n—1,n
Sm = Om-1— Am

Una forma alternativa de obtener el saldo insoluto de un bono es: Seam € 1,2,3,...,n —1
Sm = I'n—m

Sea m=n entonces:
Sm = I'n—m — N

Ejemplo

Elabore la tabla de amortizacién de un bono que paga cupones anuales de $10 duran-
te 5 afios con un valor de redencién de $100 y un rendimiento del 8 %.

Soluciéon

Periodos | Rentas | Intereses | Amortizacién | Saldo insoluto
0 - - - 107.99
1 10 8.64 1.36 106.62
2 10 8.53 1.47 105.15
3 10 8.41 1.59 103.57
4 10 8.29 1.71 101.85
5 110 8.15 101.85 0

2.1.10. Bonos Seriales y formula de Makeham

Un bono emitido puede consistir en una coleccién de bonos con una variedad de fechas
de redencion o redencion en ciertas fechas, esto significa que el emisor puede escalonar los
pagos de redencién en lugar de tener una sola fecha con un solo pago.

Estos instrumentos pueden ser tratados como una serie de bonos separados, cada uno
con su propia fecha de redencion y es posible que la tasa cupdn difiera para estas fechas.
Ademas puede darse el caso de que los compradores quieran una diferente tasa de rendi-

miento para diferentes fechas de maduracion.

A este tipo de bonos de les llama ”Bonos seriales”, ya que la redencién ocurre en una
serie de pagos.

Un bono serial esta compuesto de varios bonos, es decir:
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Para cada flujo de efectivo N, existe una serie de cupones Cj, y se tiene asociado un valor
facial Fj y una tasa de rendimiento 7y, entonces los flujos de un bono serial son:

NI;:(ZCm)‘i'Nk

m=k

Es posible obtener el precio del bono serial calculando el valor presente de los flujos de
efectivo IV}, o sumando el precio de los ”n” bonos.

n
Pserial = Z P
k=1
Utilizado la férmula de Makeham P = NV + £(F — FV™) el precio serial estd dado por:
. c C C
Pserial = [N1V + 74—1(1?1 — FV)] + [NoV? + r—2(F2 — BV + [N3V? + T—3(F3 — F3V3)]
1 2 3

Fot [N VL i”‘l (Fpo1 — Fora VI + [N,V + %"(Fn — F, V)]
n—1 n

Pserial = Z[NtVt +
t=1

(Fy — RV

Ct
Tt

n n c
P . — t 71‘/ o t
serial ZNtV + Z o (Fy — B,V?Y)

t=1 t=1
Si Ny = F; para todat € N

n n c
Pserial =y EFV! F - RV
seria ; tVo+ ; Tt( t t )

Si para los "n” bonos se utiliza el mismo YTM y la misma tasa cupén entonces:

n n
Pserial = Z FVt4+ Z ;(Ft — FtVt)
t=1 t=1

Pserial = Z FVi4+ ;[Z F, — Z F VY
t=1 t=1 t=1
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Sea K =Y | F,V'y > | F, = F entonces:

Pserial = K + g(F - K)

Formula de Makeham para bonos seriales
Ejemplo

Se emite un bono serial con madurez de 4 semestres, la redencién es pagada cada se-
mestre y es de $1,000, $2,000, $3,000 y $4,000 respectivamente y cada nominal tiene los
atributos siguientes, tasa cupén capitalizable semestralmente del 5%, 10%, 15% y 20%
respectivamente y el rendimiento convertible cada seis meses es del 7%, 8%, 15% y 18 %
respectivamente. Calcule el precio del bono serial.

Solucion

Fy=N; =1,000 ¢; =2 =0.025 r =27 =0.035 n =1

Fy =Ny =2,000 ¢y =2=0.05 ry =22 =004 ny=2

F3=N3=3,000 c3=-22=0.075 r3=%2=0.075 ng=3

Fy=Ny=14,000 ¢y =22 =010 ry =232 =0.09 ny =4

> NV =1,000(1.035)"" +2,000(1.04) % + 3,000(1.075) % + 4,000(1.09) * = 8,063.88
t=1

n

‘. i _ 0.025 0.05 .
2L, - BVY 1,000 — 1,000(1.035)" 1] + ——[2,000 — 2,000(1.04
0.075 0.10
1 4,000 — 4,000(1.09)"4] = 2,093.77
+507s 3,000 — 3,000(1.075) %] + 0_09[ , ,000(1.09)™4) = 2,
Pserial = Z N,V + Z — F,V'] = 8,063.88 + 2,093.77 = 10, 157.65
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2.2. Mercado de capitales

El mercado de capitales es aquel donde se negocian instrumentos a largo plazo, parti-
cularmente acciones. Dicho mercado es considerado de alto riesgo, es decir, se maneja alta
volatilidad en los precios (muchas veces no es asi). El nombre de este mercado se debe a
que una accioén es parte proporcional del capital social de una empresa.

Los accionistas al poseer acciones se hacen ”duenos”de una parte de esta empresa y de-
ciden compartir el riesgo, por lo que el capital accionario estd repartido. Si alguno de
los accionistas accede a més del 51 % de las acciones emitidas entonces se dice que es el
accionista mayoritario y por ende dueno de la empresa.

Las acciones dan el derecho de voz y voto en la junta de accionistas y mientras més
porcentaje de acciones se tenga mayor peso se tiene en dicha junta. Por lo general quie-
nes tienen entre el 15% y 20 % de las acciones tienen una participacién importante en el
Comité.

El mercado de capitales impulsa el desarrollo econémico de cada pais y generalmente
genera empleos, mida la productividad de un pais, aumenta los flujos de dinero,etc.

2.2.1. Tipos de acciones

Acciones preferentes: no necesariamente tienen voz y voto sino que gozan de ciertos
beneficios.

- Titularidad
- Pago de dividendos fijos
Acciones comunes u ordinarias: tienen voz y voto y tienen ciertos beneficios.
- Se emiten dividendos pero estian antecedidos por los preferentes
- Responsabilidades limitadas

Acciones seriadas: la empresa emite acciones sobre un capital fijo, mientras el capital
se incremente, se van emitiendo acciones con otras series Ay, As, B,C,C1, D, ...

Acciones AAA: son acciones que se basan en la calificacién de la empresa.
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2.2.2. Acciones preferentes

Las acciones preferentes tiene la caracteristica de pagar una tasa fija de dividendos,
es decir, el pago de dividendos es conocido. Para poder obtener el valor de una accién
preferente se debe calcular el valor presente de sus flujos de efectivo los cuales se dan en
forma de perpetuidad.

[Ep— — ]
L ]
we—
S ——0

n-1

Entonces el precio de la accién preferente es:

- 1-v". D
Pp=>"DV'= lim D( y_ D

pt Nn—>00 k k

Entonces la tasa de referencia, interés de fondeo o costo de capital de la estrategia de pago
es:

k=
Pp

El precio de una accién preferente puede visualizarse como la diferencia entre ingresos y
gastos, es decir:

Pp=1-G

I = ingresos brutos para colocar
G = gastos de colocacién (emisiones, titulos, comisiones, etc.)

D
Pr=1—-G==
P k

En la igualad anterior es importancia resaltar que G es deducible de impuesto y ademas
G se podria multiplicar por un factor que considere una tasa de impuestos anual (j), en-
tonces, el precio de la accién sera:

Pp=1-G(1-j)
Bajo un escenario donde se pagan impuestos.
) D
PpZI—G(l—]):?

Pp=1-G(1-j)=Y DV
t=1

Si existe inflacién (i) los flujos ya la incluyen, es por eso que al momento de valuar la
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accién se debe mitigar ese efecto.

Pp = i D+ H(1+ k)

t=1
D ,
p=00 1
Pp 141
Si hay pagos de impuestos entonces:
D 1
k= —1
o=y i

Ejemplo

Suponga que la empresa B coloca acciones en el mercado a $10 y los gastos de emi-
sion después de impuestos son de $1.50 por accién, el dividendo es de 25 centavos al mes.
;,Cudl es la tasa de referencia anual capitalizable mensualmente? ;Cudl es la tasa efectiva
anual?

Solucion
Datos
I1=10
G =1.50
D =0.25
P =28.50

D D 0.25

k=520 = 12(0.0294) = 0.3529 = 32.29%

(1+E2)12 - (144) = 416%

Ejemplo

La empresa A emitié acciones preferentes por un valor de $1,000,000.00 con gasto de
emisién incurrido por $100,000.00, el dividendo anual garantizado es del 5% del valor
nominal de la emisién. Suponga que la empresa siempre tendra utilidades, por otra parte
la empresa considera que la inflacién promedio anual serd del 10 %, contablemente la tasa
de impuestos que se paga es del 50 % anual.

a)Obtener el valor real de la emisién.
b Obtener la tasa de referencia de esta alternativa de financiamiento.

Solucion
Datos

I =1,000,000
G = 100, 000
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=005
i =0.10
a)
Pp=1—G(1—4)=1,000,000 — 100,000(1 — 0.05) = 950,000
Pp = % — D =1,000,000(0.15) = 150,000
b)
Sin inflacién D 150. 000
=2 Y 01578 = 15.78
k 950,000 %
Con inflacién
D 1 150, 000
k=2 Y ik} — 0.0526 = 5.26 %
15, il [950,000 o010 ¢
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2.2.3. Acciones comunes

Las acciones comunes se basan en el capital comin de la empresa, el cual estd basado
en las aportaciones de capital. Los accionistas esperan de su inversion una prima por el
riesgo del negocio, ya que el futuro de la empresa es incierto y los dividendos son dificiles
de estimar, pues estos no son fijos como sucede en las acciones preferentes.

Entre los métodos para valuar estas acciones destaca el de crecimiento geométrico en
los dividendos.

Suponiendo que las acciones crecen con una razon g.

D(1+g) D(1+g)"? D(1+g)" D(1+g)"

-—_—

El precio de las acciones comunes con crecimiento geométrico es:

00 t—1

D
Po=—"©ok>g
k—g

Si es necesario pagar una tasa de impuestos j entonces:

D

F=roen—))

+ty9

Por otra parte, si suponemos que las acciones tienen un crecimiento aritmético, es decir:

D+d D+(n-23d D+(n-13d D+(n)d

D

\ \ \ \ \ \ \ |
|
1

El precio de las acciones comunes con crecimiento aritmético es:

= D ) 1-vn 1— (1414)7"(1 + ni)
Po=> — _ —1lmD d
¢ ;(1+k)t lim D[——]+d| k2 ]
o 11—V d1—V"(1+nk)
L 1=V d 1=V"+nkV")
Po = lim (D(——) + ¢ ’ )
) I U e AN n
Fo =t Dl )+ B ) + g V)
D d
Po="+—
CTE TR
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Ahora, si existe una tasa de inflacién (i) por periodo, entonces el precio de las acciones
con crecimiento geométrico es:

Pc = ipa +g) T+ T+ k)
t=1
Sea U = [(14+d)(1+k)] ' = [1+ (k(1+4)+i)] ' =[1+h]~! con h = k(1 +14)+1i, entonces:

Pc) D(1+g) U
t=1

Si g > h entonces Po diverge.
Si g = h entonces Pg diverge.
; _ D _ D
Si g < h entonces Po = heg = FAT)Ti=g

Por lo tanto la tasa de referencia es:

Paras las acciones comunes con crecimiento aritmético se tiene:

Po = i[p +(t—=1Dd(1+i) " (1+k)"
t=1
Pc = i[D + (t — 1)d)U*
t=1
Py = D d_ D d

T R G WA T R g
Ejemplo

Una empresa emite acciones comunes que pagan un dividendo en el primer semestre de
$0.6 por accién, la tasa de referencia es del 20 % anual capitalizable semestralmente, se
espera que el dividendo se incremente en $0.5 por semestre. Calcule el precio de la accién.

Solucion

Datos
D =06
d=0.5

0--20
Procedimiento

_ D, d _ 05 _
PC—?WLP_(OJ)?_%
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Ejemplo

La empresa A emite acciones comunes por $1,000,000.00, los gastos de colocacién son
de $50,000.00 y se espera repartir en el primer ano $200,000.00 a una razén anual del 5 %,
la tasa de impuestos es del 50 % y un 10 % de inflacién estimada para los anos subsecuentes.

a) Calcular el valor real de la emisién.
b) Calcular la tasa de referencia.

Soluciéon
Datos
1 =1,000,000
G = 50,000
D = 200,000
7 =10.50
g=0.05
1=0.10
a)
Pp=1-G(1+j)=975,000

b)

k= ( 1 )(2—1— —14) =0.091415 = 9.1415 %

RS R 2AY - -7 ¢
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2.3. Tasa de rendimiento
2.3.1. Tasa interna de retorno (TIR) y valor presente neto (VPN)

A lo largo de los temas anteriores se han valuado proyectos construidos por diversas
series de flujos de efectivo en el tiempo. Estos proyectos pueden tener ya sea un solo pago
o diversos pagos distribuidos en el tiempo, como es el caso de las anualidades, bonos,
acciones, inversiones, prestamos, etc.

De igual forma se han analizado los resultados obtenidos y se han supuesto variantes
en los parametros de los proyectos, es decir, en el tiempo, tasas de interés, flujos de efecti-
vo, etc. Lo que queda claro hasta este punto es la relaciéon inversamente proporcional que
tiene el precio respecto a las tasas de interés, es decir:

Sirt= Pl
Sirl= P¢

Entonces se dice que la tasa con la que se han evaluado los flujos de efectivo es una tasa
de rendimiento (retorno), como ya se ha estudiado, dicha tasa es de utilidad para decidir
al momento de tomar una decisién sobre una transaccién u otra.

Por ejemplo, si se tiene un capital de $100 y se desea invertir dicho monto, existen dos
oportunidades de inversién en el mercado, las cuales son las siguientes:

1. La empresa A ofrece regresar $130 al final del ano si se invierten los $100.

2. La empresa B ofrece dar $15 después de 6 meses y 115 al finalizar el ano si se
invierten los $100

Analizando ambos proyectos por separado se tiene lo siguiente:

Empresa A

130
1001 +7r) =130 =r = 100 1 =30% anual efectivo

Empresa B

@ ) @)
100 = 15(1 + %)‘1 +115(1 + %)—2 = % —0.16125

= r = 30% anual capitalizable al semestre , cifra que bajo equivalencia de tasas, resulta
en r=32.25 % anual efectivo.

r®
)

@
-

= 2[(140.30)/2 — 1] = 0.3225

I+r) =01+

= (1+0.30) = (1+

Ya obtenido el rendimiento (en la misma unidad de medida) de cada proyecto se escoge
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el proyecto B ya que otorga un mayor retorno, es decir, ofrece un rendimiento anual més
alto, a dicha tasa se le conoce como tasa interna de retorno (TIR).

Una transaccion financiera en general consta de un numero fijo de flujos pagados y un
numero de flujos recibidos. La TIR de la transaccién es la tasa de interés (rendimiento)
que hace que el valor presente de los pagos recibidos sea igual al valor presente de los
pagos efectuados. En la préactica, lo mas comun es obtener la TIR al inicio del proyecto,
es decir, en el tiempo cero o al final de la transaccién, es decir, en el tiempo n.

El YTM es un ejemplo particular de la TIR ya que al inicio el comprador desembolsa
P y alolargo de la madurez del bono se reciben cupones y al final del plazo una redencién.

En tiempo 0 un bono se visualiza de la siguiente forma:

Valor presente flujos pagados = Valor presente flujos recibidos
P=Cazpr+ NV"
YTM =TIR

En general, si una inversién L al dia de hoy paga flujos de efectivo C1, Cs, ..., C}, en los tiem-
pos 1, 2, ..., n respectivamente y ademas los flujos de efectivo son positivos, es decir, C; > 0.

Al dia de hoy el valor presente de la inversién L es:

L= En: cvt
t=1

Debe existir una tnica solucién r que satisface la igualdad, mas atin si L < ) C} entonces
r > 0,ysi L > > C; entonces r < 0, esto por la relacién inversa que se coment6 al
inicio del tema, de ahi que, si en una transaccién sucede el segundo caso, entonces no es
conveniente emprender dicho proyecto ya que el rendimiento es negativo.

Extendiendo el concepto, se definen los pagos recibidos como Ag, A1, Ao, ..., A, v a los
pagos desembolsados como By, B1, Ba, ..., By, de ahi que el monto neto para el inversio-
nista es Cy = Ay — By, v estos flujos pueden ser negativos o positivos.

Retomando el ejemplo anterior se visualiza el proyecto de la empresa B de la siguien-
te forma:

Ag=0 A =15 | Ay =115
By=100 | A; =0 By =0
Co=-100 | C; =15 | Cy =115

Entonces existe un (2 que satisface:
2
Y GV =0
t=0
2
Y OV =Co+ iV + GV =0
=0
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2 i r@ r@
e’ = =100+ 15(1 4+ —-) 7 +115(1 + —) 7" =0
t=0

Por lo tanto se tiene que #2=30 % anual capitalizable semestralmente o bien, bajo equiva-
lencia de tasas r=32.25%. Por lo tanto se concluye que, para un bono que paga un cupén
de $15 y valor nominal de $100 bajo un precio a la par, TIR=YTM.

Entonces, si se tiene una transacciéon que considera n pagos netos entonces la TIR en
el tiempo cero satisface:

En: CVi=0
t=0

La expresién Y ;- , C¢V" es conocida cono Valor Presente Neto (VPN) o Valor Actual Neto
(VAN), ya que expresa el valor presente de los flujos netos de efectivo que caracterizan al
proyecto de inversién, de ahi que si VAN =0, entonces la r que satisface la igualdad es la
TIR del proyecto.

Suponiendo que se tienen dos transacciones (proyectos) ambas con una tasa de rendi-
miento r y r’ y que ademé&s estas son utilizadas para descontar los flujos de efectivo
dadas las condiciones del mercado, los proyectos estan dados por los siguientes flujos netos
Co,C1,Co,...,Cp y C§,C1,Ch, ..., Cl .y el VAN de las transacciones es:

VAN = Z c,vt
t=0

n
VAN =) Cjv!
t=0
El mejor proyecto es aquel que tiene un mayor valor actual actual.

Ejemplo: considere los proyectos de inversién anteriores con una tasa de oportunidad
del 20 % efectiva anual.

Ao=0 A; =130
By =100 B =0
Co=—-100 | C17 =130

Pa = —100+130(1.2)"' =833

Ag=0 [A =15] A, =115
By=100 | Bi=0 | By=0
Co=—100 | C; =15 | By =115

Para el proyecto 2 hay que considerar que los flujos se pagan de forma semestral por lo
que la tasa equivalente al 20 % anual efectiva es:

ry = [(1+7)/? - 1]2=19.09%

Entonces:

0.1909, _

Pp = —100 + 15(1 + )7t 4 115(1 + )72 =9.53

0.1909, _
2
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Por lo tanto conviene invertir en el proyecto B dado de:

Ps < Pp
En conclusiéon, una regla sencilla para el andlisis es:

= Si VAN > 0 entonces el proyecto es rentable y convine invertir.

= Si VAN < 0 entonces el proyecto no es rentable y no convine invertir.

2.3.2. Tasa interna de retorno modificada

La TIR es la tasa para la cual el VPN es cero, es decir, VPN(TIR)=0, pero no debe
olvidarse que los proyectos de inversién tienen una tasa de oportunidad establecida. En-
tonces si se fija dicha tasa para los flujos de efectivo que se reciben y se acumulan hasta
el final del plazo, es decir, hasta el tiempo n, y este monto total se iguala al acumulado,
hasta n, de los flujos desembolsados bajo cierta tasa 7, se tendré lo siguiente:

n

DAL +T)" =D Bl 4 )"
t=0

t=0

El miembro izquierdo de la igualdad supone que los flujos de inversién recibidos se rein-
vierten a la tasa de oportunidad del proyecto hasta el final del plazo y el miembro derecho
supone la reinversién a la tasa r,, de los flujos desembolsados.

rm es llamada Tasa Interna de Retorno Modificada (TIRM), y resulta ser un indicador
para toma de decisiones més atractivo para los inversionistas, pues analiza los proyectos
en términos porcentuales y no en términos de costo como lo hace el VAN.

Si se rescata el ejemplo de la seccién anterior, la tasa de oportunidad del proyecto B
es 20 % anual efectivo, pero como los flujos son semestrales, bajo equivalencia de tasas,
esta tasa de oportunidad tiene un nivel de 19.09% anual capitalizable semestralmente.
Asi, acumulando al final del plazo los flujos del proyecto bajo la definicién de la TIRM se
tiene:

2
0.1909
100(1 + %)2 = 15(1 +

)+ 115

2
100(1 + %)2 = 131.423

2
rm” 131.351 1 — 01464
2 V. 100

2
% — 0.1464

Entonces r,,=TIRM=29.28 % anual capitalizable semestralmente o bien, bajo equivalen-
cia de tasas TIRM=31.43 %.

104



Universidad Nacional Auténoma de México

En conclusion para este proyecto, para efectos de comparacion, si la empresa reinvier-
te a la tasa de oportunidad los flujos recibidos, la contraparte tendria que reinvertir al
31.43 % anual efectivo los flujos pagados por la empresa. Entonces, la contraparte necesita
un rendimiento mayor para obtener la misma ganancia que la empresa.

Por lo tanto, como criterio de decision general, si la TIRM es mayor que la tasa de opor-
tunidad o costo de capital, es conveniente aceptar el proyecto de inversion.
2.3.3. Tasa de retorno ponderada por divisa y tiempo

Suponga que se tiene una cuenta en el banco al inicio del 2014 con $1,000,000 y se
depositan $200,000 al final de Febrero y la misma cantidad al final de Agosto y ademads
se hace un retiro de $500,000 al final de Octubre. Por otra parte, el balance al inicio del
2015 es de $1,100,000.

Bajo interés imple, la ecuacién es:

. 10 4 2.
1,000, 000(1 1) +200,000(1 + 75:4) 4 200,000(1 + ) — 500,000(1 + i) = 1,100,000

~ 1,100,000 — [1,000, 000 + 200, 000 + 200, 000 — 500, 000]
1 =
1,000, 000 + 200, 000($5) + 200, 000(5) + 500, 000()

200, 000

=1 150,000 ~ 1739

Entonces la TIR de 17.39% anual que gana la cuenta después de un ano, bajo interés
simple, es llamada tasa de retorno ponderada por divisa, en este caso ponderada por peso.

Es posible observar que el numerador representa los intereses netos que genera la cuenta o
el fondo durante el ano, es decir, es el monto neto que se incrementa la cuenta incluyendo
retiros, depdsitos e intereses generados. El denominador no es mas que el promedio pon-
derado de los retiros y depdsitos, con el tiempo de vencimiento como ponderador.

De forma general, para obtener la TIR ponderada por divisa, es necesario conocer:
a) El balance del fondo al comienzo del ano (F)
b) Todos los montos netos dado los por depésitos y retiros (Cy = Ay — By)

c) El balance al final del ano (M)

Entonces los intereses ganados por el fondo son:
n
I=M-[F-) ]
t=1

Y la tasa ponderada por divisa es:

I
R+ C(1—1)

Td
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Si solo se desea aproximar al valor de ry4 se podria suponer que la suma neta de los depdsi-
tos y retiros ) C , los cuales estdn uniformemente distribuidos a lo largo de un ano, estédn
aproximados a ocurrir en medio afio, entonces:

I

T =
d F+%Z(Jk

Entonces para el ejemplo anterior, se tiene:

~ 1,100,000 — [1, 000,000 + 200, 000 + 200, 000 — 500, 000]
~ 1,000,000 + 200, 000(%) + 200, 000(%) — 500, 000(2)

~ 200,000

= .21
950, 000 0.2105

Td

Por lo que la aproximacion resulta bastante pobre, pues los retiros y depdsitos estan ale-
jados de la mitad de afo.

Luego, si se conoce el valor de una cuenta o un fondo antes de cada deposito y reti-
ros, es posible obtener las tasas de rendimiento para cada periodo definido por los retiros
y depdsitos en el transcurso del ano. Por ejemplo:

Fecha Monto Retiro o Dep0dsito
01/01/09 | 1,000,000
27/02/09 | 1,040,000
28/02/09 200,000
30/08/09 | 1,400,000
31/08/09 200,000
30/10/09 | 1,580,000
31/10/09 -500,000
30/12/09 | 1,100,000
31/12/09 -200,000
01/01/10 | 900,000

Aqui la fecha en que se paga o retira no importa, entonces lo que interesa son las partes
en que se divide el ano dados los balances que se tengan de la cuenta o fondo. Entonces
para un periodo de tiempo menor a un ano se tiene:

(F1+C)(441) =M,

M,y
14+ip) = —1
(1+0) L+ C

M,
Fp+Ch

En general se tiene para los n periodos.

(14 1) (1 +i2)(1 +ig)e (L +in) = 1 + 77
Ay Ay Ms My
Fi4+C B+ Cy  F5+C3" " F,+Cy

) =rr
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n

[1

k=1

My,

Fo—Cp "

Y r7 es conocida como tasa de retorno ponderada por tiempo o periodo. Entonces, para

el ejemplo se tiene:

1040

(1471) = o505 =1.04 r1 =0.04
(1+r2) = Toa09355 =1-129 r1 =0.129
(14 73) = Toi0rem =1-274 11 =0.274
(14 7s) = 15372055 =1.0185 r; =0.0185
(1475) = 705 =1 r1 =0
5
m=dl 52

1=

o

(1+7)] — 1= 05235

B
Il
—
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2.4. Estructura del plazo de tasas de interés

En el momento que se adquiere una deuda, el deudor estd comprometido a pagar in-
tereses y el emisor es quien decide la estructura de los mismos, la cual debe aceptar el
deudor si desea la realizacion del préstamo.

Podria ser que se fije una sola tasa de interés (rendimiento) para toda la madurez de
la transaccién o bien que se manejen diferentes rendimientos para diferentes plazos.

Esta situacién da lugar a la estructura del plazo de tasas de interés y dicha estructu-
ra se puede graficarse y asi dar lugar a la famosa curva de rendimiento (curva de tasas de
interés).

La estructura de plazo cambia dia con dia dadas las condiciones del mercado. Lo mas
usual es que inversiones a mayor plazo tengan mayor rendimiento que las inversiones con
menor plazo, esta teoria se conoce como estructura de plazo normal o de expectativas
puras.

Teoéricamente dos instrumentos que tienen el mismo plazo y madurez deberian tener la
misma tasa de rendimiento, lo cual en la practica no es asi. La diferencia radica en que
existen tasas cupdn diferentes y los cupones se pagan en distintos periodos.

Por ejemplo, al tener 2 bonos X y Y con madurez de "n”pero el bono X paga cupo-
nes de C; trimestralmente y el bono Y paga cupones Cy semestrales, al final el precio Py
maneja un YTM trimestral y Py un YTM semestral, entonces al obtener los rendimientos
se dard que YT Mx ~ YT My, por lo cual surge una inconsistencia, pues al obtener el
YTM anual efectivo equivalente de cada bono, estos no serian iguales.

En conclusién no se obtiene el mismo YTM por los pagos dentro de la madurez y es
por eso que se necesita inversiones que no tengan flujos intermedios antes de la madurez,
sino hasta el final.

Por lo general, se utilizan los bonos del Gobierno Federal para construir la curva, ya
que existe una amplia gama de bonos con vencimientos diferentes y ademds son negocia-
dos en mercados secundarios. El objetivo es obtener una curva que refleje de mejor forma
el comportamiento del mercado.

Un bono cupén cero es un bono que no tiene flujos de efectivo intermedios y solo tie-
ne un pago (redencién) al final del plazo (madurez). Para un bono cupén cero su YTM
puede ser una medida de rendimiento para pagos individuales hechos en una fecha en
particular.

Si se desea conocer el precio de cierto instrumento en el mercado que promete n flu-
jos de efectivo durante su plazo, es posible representar dicho precio como la serie de dichos
flujos descontados, es decir, como la serie de n precios de bonos cupén cero (BCC). Esto es:

VP(flujos) = VP(>_ BCCy)
t=1

Por ejemplo, supongase un bono variable con cupones Ci,Cs,Cj5,...,Cy, v un pago de
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redencién en su madurez N, entonces es posible descomponer el instrumento en bonos
cupoén cero.

G c G e Cra C,+N=C

| | | | | | |
S S S A
o 1 % c n-1 n

BCC, &
o ¥

BCC, c
0 1 2

BCCs e
| | | |
| | | |
0 1 2 3

BCCpey "
| | | | | |
| ! | | | |
0 1 2 T n1

BCC, -
| | | | | | |

| | | | | |

o] 1 2 3 e 1 i

Entonces el valor presente de del bono cuponado es:

VP(Bono) = VP(Y BCC)
t=1

Ejemplo

Considere un bono que paga un nominal de $100.00 con una tasa cupdén del 5% anual,
YTM del 3% y con un vencimiento de 3 anos. Muestre que el valor presente del bono es
igual a la suma del valor presente de los bonos cupén cero.

Solucion

1—(1.03)73

V P(Bono) = 5( 0.03

) +100(1.03) 73 = 105.657

vp(zngCC)— L B T
s YT03) T (1.03)2 T (1033

Por lo tanto

3
VP(Bono) = VP(Y  BCCy) = 105.657
t=1

2.4.1. Tasas spot y STRIPS

La estructura de plazo de tasas de interés en un punto del tiempo es el conjunto de
tasas para bonos cupén cero para toda madurez, es decir, el conjunto {ry(t)};~o donde
ro(t) es la tasa efectiva anual o nominal anual en el tiempo cero para un bono cupén cero
con madurez t. A la tasa ro(t) se le conoce como tasa cero o tasa spot.

Si un bono con madurez n es un conjunto de n bonos cupén cero, entonces:

P=Ci(1+7o(t1) ™ + Co(1 4 ro(t2)) ™ + .. + (Cr + N) (L +ro(tn)) "
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n

P =" Crl1 4 ro(te)) ™ + N(1+ ro(tn))
k=1

Y la estructura de plazo es conocida como curva cero o curva spot.

Dado que los bonos pueden separarse en n bonos cupén cero, en algunos mercados es
posible negociar dichos bonos cero por separado, a dicha estrategia se le conoce como
STRIPS (Separated Trading of Registered Interest and Principal of Securities).

Entonces si el precio de un bono a tasa fijaes > Ci(1+7o(t)) % + N(1+10(t,)) ' =
S>>V P(BCCY) el precio de los STRIPS sera:

P, = P(BCCy) =Ci(1+ To(tl))itl
Py = P(BCCy) = Cy(1 +ro(t2)) ™"

P’n,—l = P(BCCn_l) = Cn—l(l + To(tn—l))itnil
Po = P(BOCn) = (Co+ N)(L+ ro(ta)) ™"

Los STRIPS son populares para inversionistas que desean recibir un pago conocido en
una fecha futura especificada. Convencionalmente en el mercado existen transacciones de
STRIPS a diferentes plazos y estos siempre pagan 100 como nominal.

En el mercado se pueden encontrar STRIPS con la misma madurez pero con diferen-
tes tasas spot, entonces, la pregunta que surge es: ;Qué instrumento debe elegirse?, hay
que tomar el instrumento mas liquido dadas las condiciones del mercado.

Ejemplo

Considere la siguiente estructura de plazo dada por STRIPS:

Plazo (Anos) | Tasa anual cupén cero (nominal capitalizable semestralmente) | Precio STRIP
0.5 8% $96.1538
1 9% $91.5772
1.5 10% $86.3837
2 11% $80.7216

a) ;Cudl es el precio de un bono cupén cero a 2 anos con la curva y un nominal igual a 1007

0.11
100(1 + T)_4 = 80.72

b) Calcule el precio de un bono al 5 % anual con madurez de dos afios y pagos semestrales.

2.5[(1.04) 71 4 (1.045) 72 + (1.05) 73] 4 102.5(1.055) "% = 89.59

110




Universidad Nacional Auténoma de México

2.4.2. Relacion entre tasa spot y YT'M de bonos cuponados

Considere la siguiente estructura de plazo de tasas de interés (spot).

Plazo (afios) 1 2 3 4
Tasa spot anual efectiva | 5% | 10% | 15% | 20%

Considere los siguientes 4 bonos al 5% anual con una madurez de 1, 2, 3, 4 y 5 anos
respectivamente.

Bono 1
P =105(1.05)"! = 100 entonces se tiene un YTM=5 %
Bono 2
P =5(1.05)"1 +105(1.10) =2 = 91.54 entonces se tiene un YTM=9.87 %
Bono 3
P =5(1.05)"1 +5(1.10)"2 + 105(1.15) =3 = 77.93 entonces se tiene un YTM=14.60 %

Bono 4
P =5(1.05)"145(1.10) ~24+5(1.15) ~3+105(1.20) ~* = 62.82 entonces se tiene un YTM=19.12 %

Haciendo el andlisis entre YTM y tasa spot por madurez se tiene:

Madurez | YTM | Tasa spot
1 5% 5%
2 9.87% 10%
3 14.60 % 15%
4 19.12% 20 %

Se puede observar que dada cierta madurez, el YTM de un bono es menor que la tasa spot
para dicha madurez.

ro(1) < YTM(n) <ro(n)

Ahora suponga un bono a 4 anos con una tasa cupén del 10 % anual.

P =10[(1.05)7" + (1.10) ™2 + (1.15) 73] + 110(1.20)~* = 77.41
Entonces se tiene un YTM=18.48 % comparado con la tasa spot r9(4) = 20 % se cumple
que mientras mayor es el cupén el YTM disminuye.
Tte=1lYTM = 1P

Este fenémeno sucede ya que la estructura de plazos es normal, de igual forma cabe
mencionar que el YTM puede visualizarse como un promedio ponderado de las tasas spot,
en donde el ponderador se refiere a la incidencia de cada pago en cada periodo.
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2.4.3. Tasa Forward

Suponga la siguiente curva de tasas para dos anos.

Plazo (anos) | 1 2
Tasa spot | 8% | 9%

Si se invierte $1 a un afno se tendra (1)(1.08) = 1.08 y si se invierte a dos anos se tendra
(1)(1.09)? = 1.1881, luego si se desea obtener el rendimiento de una inversién a dos afios,
pero con la condicion de invertir a un ano y posteriormente otro ano mas con una tasa de
interés futura.

0

W

(L08)(1 + f12) = (1.09)?

(1.09)?

—1=0.1001
103 0.100

fi2 =

Por lo tanto se tiene que fi 2 es la tasa Forward o tasa futura a un ano para el plazo de
un ano.

Generalizando el concepto de tasas Forward, sea r9(n — 1) la tasa spot en el tiempo
n — 1y ro(n) tasa spot para el tiempo n, entonces:

(L+ro(n —1))" ML+ fam1,0) = (L +10(n))"

(1 + T‘())n

1
T+ ro(n— 1)1

fn—l,n = (

fn—1n es la tasa Forward a n — 1 anos a partir de ahora para un plazo de 1 ano. De igual
forma si se desea obtener la tasa futura a m anos a partir de ahora para un plazo de n—m
anos se tiene:

(1+ ro(m))" | 1

Jmn = [(1 +T0(m))m]m -1

Ejemplo

Sea la siguiente curva spot para 4 anos.

Tasa spot efectiva anual
8%
9%
10%
11%

>
=
o
|9

=W N
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,Cudl es la tasa Forward a 2 anos para un pazo de 1 ano y para un plazo de 2 anos, es
decir, f23,f2,47

Soluciéon

(1L09)2(1 + fog) = (1.10)°

Jo3 = (1'(1)8;2 —1=0.1202
(1.09)%(1 + fou)* = (1.11)*
4 1
fou = [8:(1)32]2 —1=01304

Por lo tanto se tiene que fa 3 es del 12.02% y fa.4 es del 13.04 %.

2.4.4. Fuerza de interés como una tasa Forward

Ahora se trabajara con un modelo continuo para desarrollar la teoria de la tasa For-
ward. Sea d71 la tasa anual compuesta continua para un periodo y sea do la tasa anual
compuesta continua para dos periodos, ;Cudl es la tasa anual compuesta continua que
aplica dentro de un periodo para un plazo de un periodo?.

6516f1,2 — 6262
etz — 202
ln(e51+f1,2) — ln(e%Q)

fi2 =202 — 01

De igual manera sea J; la tasa anual continua spot para el plazo t y d;—1 la tasa anual
continua spot para el plazo ¢ — 1 entonces:

6(t*1)5t—1 eft—l,t _ et5t

e(t—1)5t71+ft71,t — et5t

ft—l,t = tdt — (t — 1>6t

Asi, para obtener la tasa Forward a m afios para un plazo de n — m afios se tiene:

eméme(n_m)fnLnL — en(Sn

M, + (N —m) fron = Ny,

N0y — Mo,
fm,n = —
n—m

Suponga que se conoce la tasa continua para cualquier plazo, es decir, la fuerza de interés
dada por una funcién a(t) tal que para un plazo ¢ el factor de acumulacién este dado por:

ef()t a(u)du
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Al resolver la integral se obtiene la definicién del modelo que se estudié en el curso Ma-
tematicas Financieras I:

ta(u)du
etét — efo

Entonces

2t t

Loy = /Ot a(u)du = /OZ a(u)ou + /tn a(u)ou+ ...+ /(nl)t a(u)ou

n

La fuerza de interés puede ser vista como una funcién que proporciona la tasa Forward
para cualquier plazo a partir de ahora definida por f;, entonces diferenciando la siguiente
ecuacion se tiene:

toy = tf(u)(?u
0
o] o [*
5 = at/o f(u)ou
toy B
T + 8 = f(t)

Por el Teorema fundamental del calculo se tiene:

OF(t)

Por lo tanto se llega a la conclusién que la tasa Forward estd dada por:

[ 106
fm,n—/m[ at +5t]at

Ejemplo
Considere la curva spot continua dada por d; = 0.09 — (0.08)(0.94), se tiene que para
01 =0.0148 y para d2 =0.019312, por lo tanto la tasa Forward fi2 es 255 — 61 =0.023824,

tasa Forward a un ano para un plazo de un ano. Resolver mediante el modelo diferencial.

Solucion

fm,n = f;’i[tg% + (5t]at

a;i = K"In(K)u' = —0.08(0.94)"1n(0.94)

Entonces

fi2= /1 2[0.09 — (0.08)(0.94)" — (0.08)(0.94)"1n(0.94)]0t
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Resolviendo la integral se obtiene:

f1.2 = [0.18 — 0.141376] — [0.09 — 0.0752] = 0.023824

2.5. Duracion

Adquiriendo bonos en el mercado de deuda y conservarlos hasta la madurez, no se
elimina al 100 % el riesgo de en las tasas de interés (riesgo de mercado), ya que cambios en
la estructura de tasas propiciarian cambios en el precio de los instrumentos al momento
de hacer una valuacién. Es por ello que es de suma importancia medir este riesgo.

Sea un bono a tasa fija que paga cupones C cada periodo durante n periodos, para el
cual se desea medir el cambio en el precio dada una variacién en la tasa de interés.

Entonces sea r el YTM del bono y P(r) el precio del bono como una funcién que de-
pende del YTM, asi el cambio del precio estd medido por la derivada de la funcién P(r)
respecto a 7.

OP(r) _Q - -t _ - _ —t—1
o —aT;Kt(l—i—r) = —tK(1+7)

t=1

En donde K, son los flujos de efectivo, es decir, K; = C' parat =1,2,...,n—1y K, = C+N.

Si se desea obtener el cambio relativo, es decir, la proporcion del precio, entonces:

DM — — Y K (14 )]
- P(r) P(r)

A esta expresién se le conoce como DM (Duracién Modificada).

Ahora para obtener el plazo promedio del bono, es decir, el tiempo aproximado para
recuperar la inversién P es necesario multiplicar la duracién modificada por (1 + r), es
decir:

D = DM(1 + r) = Duracion Macaulay
Por otro lado:

0 .. P(r+h)—P(r)
(%P(r) - I?L% h

Se da un cambio pequeno en r, es decir, h — 0 (h es el cambio en la tasa).

ap _P(r+h)—P(r)

ol = h
= P4 h) — P(r) ~ h%P(r)
_0P(r)
P(r+h) — P(r) ~ —hP(r)( P(@TT) )
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Entonces la diferencia aproximada de precio dada la DM es:

P(r+h)— P(r)~ —hP(r)DM

Y el cambio relativo dada la DM es:

P(r+h)— P(r)

~ —hDM
P(r)

El precio aproximado dado el cambio h en r estd dado por:

P(r+h) ~ P(r) — hP(r)DM
= P(r+h)~ P(r)(1—hDM)

Luego suponga un portafolio de n bonos By, Bs, Bs, ..., B, todos con el mismo YTM y con
precios Py, P, Ps, ..., P,, entonces la Duracién Macaulay de cada bono es:

0Py (r

Dk = —(1 +7“) 8{7’

—

.

~—

Y ademas el valor del portafolio es:

n
Pportafol'io = § Pk
k=1

Para obtener la Duracién del portafolio se tiene:

OP, orta folio 0 n— P
—(1 4 ) Phearetic. (14 7)0%ha e s DR

D - =
portafolio

Pportafolio ZZ:]_ Pk: Pportafolio
Sea 51— = wy, la participacién relativa de cada bono en el portafolio.

Pportafolio

Ademas de ser el plazo promedio del bono ponderado por la incidencia de los flujos,
la duracién puede ser vista como la volatilidad del bono, ya que es una medida que define
el cambio del precio dados los movimientos en la tasa de interés.

Un bono con mayor duracién implica un mayor riesgo de pérdida ante cambios en la
tasa de interés, un ejemplo claro de esto es el siguiente caso. Suponga que se tienen dos
bonos al 5% anual con pagos anuales, los dos bonos con YTM del 5% anuales y plazos
de 5 y 10 anos respectivamente, entonces el precio de los bonos es igual a cien, ademaés
suponga un cambio de 10 puntos base, entonces la duracién del primer bono es de 4.55 y
la del segundo es 8.11. Asi, el bono dos se verd mayormente afectado por el cambio en tasa.

Py(5.10%) =99.23 y P1(5.10 %) = 99.56
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2.5.1. Inmunizacion de flujos

Una estrategia conservadora seria elegir los bonos con menor duracion, de igual forma
se puede concluir que los bonos con misma duracion se verian afectados aproximadamente
igual ante cambios en las tasas de interés. Luego, suponga que se tiene la responsabilidad
de hacer una serie de pagos L1, Lo, ..., L,, con una tasa de interés r y se desea cubrir dichas
responsabilidades con ingresos en un cierto punto del tiempo (Inmunizar la deuda).

Sea A1, As,...A, los activos disponibles para cubrir las responsabilidades, si r es la ta-
sa de interés, entonces para cubrir la deuda en ¢ = 0 se tendra la primera condicién de
Redington:

A+ =D Ll 4r)
t=0 t=0

Por ejemplo, suponga que se tiene una deuda de $1 pagadero dentro de un ano y $1 dentro
de dos anos con una tasa r del 10 % anual, entonces:

LQZO,lelngzl

> Li(1.10)" = 1.735537
t=0

..Cémo se puede inmunizar esa deuda?, trivialmente se pueden hacer pagos de $1 ent =1
y t = 2 y la deuda quedard inmunizada, por otra parte suponga que se tiene al dia de hoy
$1.735537 y se invierte en una cuenta que paga intereses del 10 % anual.

Entonces al final del primer ano se tiene 1.735537(1.10) = 1.909091 pero se debe pa-
gar $1 lo que da un total neto de 0.909091 y al final del segundo afio se tiene en la cuenta
0.909091(1.10) = 1 pero se debe pagar $1 y la cuenta queda en cero, es decir, se inmunizé
la deuda y se puede observar que:

2 2

3" A4(110)7 = Ly(1.10)

t=0 t=0
Se pueden encontrar en el mercado una gama de instrumentos que permitan inmunizar

alguna responsabilidad pero, ;qué sucede cuando hay cambios en la tasas de interés?.

1. Superavit, nos conviene esta situacién ya que la deuda sigue cubierta.

Py=> A(l+r+h)>P,=Y L(l+r+h)
t=0 t=0

2. Deficit, no conviene esta situacion ya que no se alcanza a cubrir la deuda.

n

Pa=> A(l+r+h)<Pr=> L(l+7r+h)
t=0 t=0

Es por ello que en la inmunizacién debe cubrir el riesgo ante cambios en la tasa de interés,
por lo que se debe buscar que la volatilidad de las dos estrategias sea igual para que estas
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cambien de igual manera ante los movimientos en la tasa, es decir:

0 < 0 <
oo AL+ =on ) L(1+7)7
t=0 t=0

Segunda condicién de Redington.

DS Ap(L+7)~ A L(1+r)!

—(1 =—(1
) S G ) S )
Las duraciones Macaulay deben ser iguales.
D(A) = D(L)

Lo anterior sucede, ya que dos series de flujos con igual duracién tienen aproximadamen-
te la misma variacién en los cambios en la tasa de interés. Luego, la duracién aproxima
pequenos cambios en la tasa pero ;Qué sucede con un cambio mdas amplio?. Tercera con-
dicién de Redington.

9?Py _ 0%Pp
gia s
or2 — 0Or?

92P, 92 Py,
87"2 > BT'Q
Py — Pp

La segunda derivada es conocida como Convexidad, por lo que, para reducir el riesgo en
tasa, resulta eficiente elegir los bonos con menor duracién y convexidad.

Todo este proceso es conocido como inmunizacién de Redington y si se cambia la pri-
mera condicion a P4 > Py, la responsabilidad esta completamente inmunizada.

Ejemplo

Suponga que se tiene una deuda de $10 al mes durante 3 meses y al final del tercer
mes se paga $100 adicionales. Los intereses son del 10 % mensuales, se desea pagar hoy
la deuda pero no es posible. jCudles dos bonos cupdén cero a 1 y 3 meses inmunizarian la
deuda al 10 % mensual?

Solucion

Ly=0, L = 10, Ly = 10, Ly = 110

3
Pp =) LV'=100
t=0

AOZO, AlZNl,AQZO, A3:N2
I) S0 AVE=100= A;(1.10)7! + A3(1.10) 72 = N1 (1.10) 7! + Ny(1.10) 3

1) oo tAV" = (1)(N1)(1.10) 7 +(3)(N2)(1.10) =% = (1)(10)(1.10) ™" +(2)(10)(1.10) >+
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(3)(110)(1.10)~3 = 273.353719

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene que N; =14.55 y No =115.5, es decir, el
primer bono cupén cero a un ano con nominal de 14.55 y el segundo bono cupén cero a
tres afios con nominal de 115.5 inmunizan la deuda al 10 % mensual.

Al primer ano se reciben 14.55 y se pagan 10 entonces se tiene 4.55(1.10)=5 después
se pide prestado al 10% 5 se completan 10 y se paga en ese momento, luego al ano 3 se
debe 5(1.1)=5.5 y se recibe 115.5, se paga al banco 5.5 y sobran 110 y se paga al final el
total de 110 y queda inmunizada la deuda.
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2.6.

Ejercicios

Mercado de deuda

1.

10.

11.

12.

13.

Defina el mercado de deuda. ;Qué instrumentos se negocian en este mercado? y
;Cudl es la importancia de emitir deuda?

. Qué es un intermediario Financiero? Particularmente, ;Cémo participa este perso-

naje en el mercado de deuda?

. Defina Rendimiento fijo, Rendimiento variable y Rendimiento indexado. Arroje al-

gunos ejemplos.

. Defina Riesgo de tasa de interés, Riesgo de inflacién y Riesgo de crédito. Arroje

algunos ejemplos.

. ,Cuales son los principales elementos de un bono? Defina cada uno de ellos.

. En general, jcudles son los tres tipos de bonos? Dibuje el perfil de cada uno.

Defina precio sucio y precio limpio. ;Qué otros nombres se les da a dichos precios?

. {Qué significa que un bono sea valuado “sobre par”, “a la par” y “bajo par”? ;Qué

relacién existe entre el precio del bono, el valor facial y la redencién (nominal)?
;,Cudl es la relacion entre tasas?

. Qué es el valor en libros de un bono? ;Qué significa que un bono sea amortizable?

;, Qué es el rendimiento YTM de un bono? ;Cudl es su importancia? Mencione el uso
que se le da.

Defina precio de oferta y precio de demanda. Enseguida explique que es la Tasa
Interna de Retorno (TIR) y su relacién con ambos conceptos.

;,Qué es un bono serial? ;Cudl es su descomposicion?

El 30/03/2014 se emiti6é un bono al 12 % anual con valor facial de $100 y redencién
de $120. El pago de cupones es trimestral y dicho bono tiene una madurez de 5 afos,
es decir, vence el 30/03/2019.

a) Haga un bosquejo del perfil del bono ;Cuél es el precio del bono en la fecha de
emision bajo los siguientes YTM?

e 15% anual capitalizable trimestralmente.
e 12% nominal trimestral.
e 9% anual capitalizable 4 veces al afno.
b) Valie el bono en cada fecha cupén (justo después del pago del mismo) para
los diferentes YTM dados en a). Construya una tabla donde las filas indiquen

las fechas cupén y las columnas los 3 YTM. Dentro de la tabla se ubicardn los
precios asociados a las fechas cupén y a las tasas.

c¢) Utilice la tabla anterior para graficar el precio del bono para los diferentes YTM
dados en a). El eje X debe indicar el plazo del bono y el eje Y el precio. ;Qué
observa al ver la gréfica con las tres curvas? ;En qué punto se tocan? ;Por qué?
;, Qué papel desempena el valor facial respecto al precio del bono?
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d) Construya la tabla de amortizaciéon para el bono con los diferentes YTM dados
en a), es decir, debe obtener 3 tablas de amortizacién. En cada tabla, ;qué
sucede con los precios del bono conforme se acerca la madurez? ;Por qué sucede
este efecto?

14. Al dia de hoy un emisor posee un bono al 8 % anual con cupones semestrales y una
redencién de $100. La madurez es de 20 afios y el instrumento tiene un valor de
$70.4.

a) Dibuje el perfil del bono.

b) ;Cudl es el YTM anual capitalizable semestralmente del bono? (use interpola-
cién lineal).

c¢) Suponga que el bono fue valuado el 15/01/2000 y es comprado por $112.225
(precio pactado) el 15/01/2005 (justo después del pago de cupén). Encuentre el
YTM anual capitalizable semestralmente para el comprador (use interpolacién
lineal).

d) ;Cuadl es la TIR que gana el emisor? (use interpolacién lineal) ;Fue conveniente
hacer la transacciéon? ; Por qué?

15. Un bono serial con cupones semestrales y redencién de $2,000,000 es valuado el
15/06/2000. Esta redencién se divide en 10 primeras partes de $100,000, inician-
do los pagos el 15/06/2005, seguido de 5 partes adicionales de $200,000 cada una,
comenzando los pagos el 15/06/2010.

a) Haga un bosquejo del perfil del bono. ;Cuél es el precio del bono serial si las
tasas generales son: tasa cupén 8

b) Divida el bono serial en sus bonos individuales, luego dibuje el perfil de cada
uno de ellos, obtenga sus respectivos precios y sume los valores para corroborar
el resultado obtenido en el inciso anterior.

Mercado de capitales

16. Cierta empresa emite acciones preferentes por un valor de $1,500,000 bajo gastos de
emisién de $175,000. Se garantiza (es decir, siempre se paga) un dividendo anual del
13.5 % del valor nominal de la emisién (esto es antes de pagar los gastos de emisién).

a) Obtenga el valor neto de la emisién. Dado este valor neto ;Cuél es la tasa de
referencia anual para esta alternativa de financiamiento?

b) Considere una tasa anual de impuestos del 40 %. Ahora ;cudl es valor real
(después de impuestos) de la emisién? ;Cudl es la tasa de referencia anual de
la estrategia de financiamiento de la empresa?

¢) Mantenga fija la tasa de impuestos del inciso anterior y ademéds considere una
tasa de inflacién anual del 3 %. ;Cuél es la nueva tasa de referencia anual de la
estrategia?

d) Compare las tres tasas obtenidas. ;Qué puede comentar al respecto sobre el
efecto impuestos y el efecto inflacion?

17. Al comienzo de 2012 la empresa emitié acciones preferentes que pagan un dividendo
bimestral de $1 bajo una tasa de referencia del 40 % anual capitalizable al bimestre.
Desafortunadamente la institucién no se encuentra en su mejor momento hablando en
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18.

19.

20.

términos de liquidez, por lo que estima pagar los dividendos por dos anos completos
solamente (2012 y 2013) y, cuando la situacién se estabilice, volver a pagar los
dividendos al final del mes de abril de 2015.

a) ¢{Cudl es el precio de la accién preferente?

b) ;Cudnto valdria la accién si la empresa pagara los dividendos en tiempo y
forma?

¢) Compare los precios obtenidos y haga un breve andlisis de la situacion.

Ahora la empresa decide emitir acciones comunes. La emision se considera nueva-
mente en $1,500,000 pero con gastos de emisién de $85,000. El primer afno se espera
otorgar dividendos por $300,000 y cada ano se estima que estos crezcan a una razén
del 6 % anual.

a) Obtenga el valor neto de la emisién. Dado este valor neto ;Cuél es la tasa de
referencia anual para esta alternativa de financiamiento?

b) Considere una tasa anual de impuestos del 45%. Ahora jcuél es valor real
(después de impuestos) de la emisién? ;Cudl es la tasa de referencia anual de
la estrategia de financiamiento de la empresa?

c) Mantenga fija la tasa de impuestos del inciso anterior y ademds considere una
tasa de inflacion anual del 3 %. ;Cuél es la nueva tasa de referencia anual de la
estrategia?

e) Compare las tres tasas obtenidas. ;Qué puede comentar al respecto sobre el
efecto impuestos y el efecto inflacion?

La institucién necesita fondearse, por lo que una vez mas emite acciones comunes
que pagan un dividendo de $0.75 por accién el primer semestre y se espera que
dicho dividendo crezca $0.05 cada semestre. Si la tasa de referencia es del 25%
anual capitalizable 2 veces al ano, jcudl es el precio de la accién comin? Tasa de
rendimiento

El proyecto de inversion “A” tiene un flujo de fondos anual que se muestra en la
tabla siguiente:

Afio 0 1 2 3 4 5
Flujo $ -10,000 | $ 3,000 |S 4,500 |S 5500 |S 6,000 |S 7,000

a) ¢ Cuadl es el valor presente neto del proyecto para una tasa de oportunidad (costo
de capital) del 25 % efectivo anual? ;Es conveniente tomar el proyecto? ;Por
qué?

b) ;Cudl es la tasa interna de retorno TIR (rentabilidad promedio) del proyecto?
interprete la tasa obtenida.

¢) Como puede observar, los flujos de la tabla del ano 1 al 5 son pagos recibidos
anuales. Suponga que dichos flujos generan un bono variable cuyo precio de
emisién es $10,000 ;Cudl es el YTM del bono durante el horizonte (plazo) de 5
anos?

d) Compare las tasas obtenidas en los incisos b) y ¢). ; Cémo se explica este resul-
tado?
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21. Dos proyectos de inversién mutuamente excluyentes (es decir, independientes entre
si) con una horizonte de 5 semestres, muestran los flujos siguientes:

Proyecto A Proyecto B
Semestre millones de pesos millones de pesos
Recibido Desembolsado Recibido Desembolsado
0 0 280 0] 400
1 90 20 200 100
2 120 130 200 38
3 200 50 a0 150
4 a0 130 400 142
5 260 a0 450 150

a) Si la tasa de oportunidad es del 35 % anual efectiva ; Cuél de los dos proyectos
seleccionaria? Explique sus razones.

b) Si dnicamente existen estos dos proyectos, adicionalmente a las inversiones con-
vencionales del mercado que determinan la tasa de interés de oportunidad, jcudl
seria la rentabilidad anual promedio (TIR efectiva anual) de los 400 millones?
durante los 5 semestres, es decir obtenga la TIR efectiva anual del proyecto B.

22. Considere los siguientes dos proyectos de inversion, con los flujos (en pesos) que se
muestran en el cuadro, el cual incluye el calculo de los valores presentes netos y
las tasas internas de retorno efectivas anuales para cada proyecto y para la alter-
nativa incremental (diferencia entre proyectos). La tasa de oportunidad general que
establece el mercado en compensacién al riesgo es de 25 % efectiva anual.

Afio Proyecto 1 Proyecto 2 (2-1)
0 -300,000 -300,000 0
1 160,000 140,000 -20,000
3 164,800 151,200 ~13,600
3 169,744 163,296 -6,448
4 174,836 176,360 1,524
5 180,081 190,468 10,387
6 185,484 205,706 20,222
7 191,048 222,162 31194
8 196,780 239,935 43,155
9 202,683 259,130 56,447
10 208,764 279,861 71,097

VPN(r.=0.25) 322,325.6 332,624.6 10,298.8
TIR 55.4642% 53.2573% 31.4617%

a) ¢ Cudl serfa su recomendacion sobre el proyecto a escoger (1 o 2) si fueran mu-
tuamente excluyentes, es decir, independientes entre si? Justifique su respuesta.

b) Grafique el valor presente neto de cada proyecto y de la alternativa incremental
como una funcién de la tasa de interés de oportunidad, es decir, en una misma
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grafica deben habitar tres curvas, las cuales se construyen variando el costo de
capital r. (use un intervalo de variacién de 0% al 100 % de 1% en 1%).
El “eje X” representard el VPN de los proyectos y el “eje Y” la tasa de opor-
tunidad. ;Qué relacién observa entre las tres curvas construidas? ;A partir de
que tasa de oportunidad deja de ser una mejor opcién el proyecto elegido en el
inciso a)? §A partir de que tasa dejan de ser viables los proyectos 1 y 27

23. En seguida se muestra el detalle del Balance general que guarda un fondo para un
plazo de dos anos:

Balance del Fondo : Contribuciones
01l-ene-12 5 1,000,000.00 30-jun-12 S 250,000.00
01-jul-12 5 1,310,000.00 30-jun-13 S 250,000.00
0l-ene-13 S 1,265,000.00 Retiros
01jul-13 $  1,540,000.00 31-dic-12  $ 150,000.00
0l-ene-14 5 1,420,000.00 31-dic-13 S 150,000.00

a) Calcule la tasa de retorno anual efectiva ponderada por tiempo (por periodo)
del fondo para el afio 2012.

b) Calcule la tasa de retorno anual efectiva ponderada por tiempo (por periodo)
del fondo para el afio 2013.

c¢) (Cémo obtendria la tasa de retorno anual efectiva ponderada por tiempo (por
periodo) del fondo para el plazo de dos anos 2012-2013?

24. Suponga que tiene una cuenta bancaria que inici6 el ano 2013 con 1 millén de pesos
e hizo tres depésitos de 300 mil pesos cada uno al final de marzo, mayo y julio. Por
otra parte, durante el transcurso del ano se miré en la necesidad de hacer dos retiros
de 150 mil pesos cada uno a finales de abril y junio. Si al inicio de 2014 la cuenta
tuvo un balance de 1 millén 800 mil pesos:

a) (Cudl es la tasa de retorno efectiva anual ponderada por la divisa “peso $”?

b) Obtenga una aproximacion de la tasa de retorno efectiva anual ponderada por
peso calculada en a) suponiendo que los montos netos dados por los retiros y
los depésitos se distribuyen uniformemente alrededor de medio ano.

c) Obtenga una aproximacion de la tasa de retorno efectiva anual ponderada por
peso calculada en a) suponiendo que los montos netos dados por los retiros y
los depdsitos se distribuyen uniformemente alrededor del mes de mayo; luego
compare la aproximacién estimada en este inciso con la del inciso b) ;Cudl
resulta ser una mejor aproximacion? ;por qué?

Estructura del plazo de tasas de interés

25. El mercado ofrece la siguiente curva (spot) de rendimiento bajo una capitalizacién
anual efectiva:

Semestre (n) | 1 2 3 4 5 6 T g8 |9 | 10 | 11| 12
rp(1) anual |3.0%3.6%|4.5%|5.2%| ? |6.7%|7.3%|8.0%| ? |9.1%|10%| ?
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Como podemos observar, hacen falta las tasas spot para 5,9 y 12 anos. Por otra parte,
en el mercado existen dos bonos bastante negociados (liquidos) con las siguientes

especificaciones:
Bono Madurez Nominal Jacs o Precio
anual
5 afios $100 10% $118.93
12 anos 5100 10% $107.45

a)

Valie el bono 1 utilizando la curva spot dada al inicio. La ecuaciéon que suma
los flujos del bono descontados debe ser igual al precio del instrumento; de esta
manera dicha ecuacién arrojard como incégnita la tasa anual ro(5) . Al obtener
dicha tasa coldquela en la tabla.

Como no existe un bono con una madurez de 9 anos en el mercado no podemos
utilizar el método anterior para encontrar ro(9) anual efectiva. Hasta el noveno
ano ¢ La curva es creciente o decreciente? Utilice la interpolacién lineal adecuada
para encontrar la tasa requerida y una vez encontrada ubiquela en la tabla.

Ahora tenemos la curva completa hasta el ano 11 pero hace falta la tasa anual
efectiva r¢(12). Pudiéramos interpolar pero en el mercado se encuentra el bono
2. Valte dicho instrumento utilizando la curva spot donde ya estan incluidas las
tasas obtenidas en a) y b). La ecuacién que suma los flujos del bono descontados
debe ser igual al precio del instrumento; de esta manera dicha ecuacién arrojard
como incognita la tasa anual 7¢(12). Al obtener dicha tasa coléquela en la tabla.

Una vez completa la tabla, grafique la curva spot (“eje Y: rendimiento” y “eje X:
plazo en anos”). Dado el comportamiento de la curva ;qué nombre recibe? Nota:
El método utilizado en los incisos a) y c) es conocido como “Bootstrapping” y
utiliza el supuesto de la descomposiciéon de bonos cuponados en bonos cupén
cero (lo cual se realizo implicitamente en los incisos comentados).

Obtenga el YTM de los bonos 1 y 2. ;Se corrobora la relacion entre el YIM y
las tasas spot dada por la siguiente desigualdad?:

ro(1) < YTM < ry(n)

Luego utilice la curva spot para valuar un bono de 12 anos de madurez con una
tasa cupén del 15 % anual. Compare este bono con el bono 2. jSe corrobora la
hipétesis T C % = | YT M? Construya tablas como las del ejercicio visto en
clase.

De la curva spot obtenga las siguientes tasas forward anuales:

fo.1s f1,2, f2,3, 3.4, fas, f5.6, f6,7, f1.85 f3,9, fo,10, f10,11, f11,12

La tasa forward (tasa futura) f,—1, es la tasa relacionada al afio n en la curva
spot, por lo tanto podemos graficar. En la grafica de la curva spot incluya
la nueva curva forward (“eje Y: tasas forward” y “eje X: plazo en anos”) y
compare ;Cémo son las tasas forward respecto a las tasas spot? ;ja qué se debe
este efecto?

Usted tiene planeado invertir mil pesos dentro de un afo (plazo futuro). ;Cual
serd el monto acumulado al final del ano 107 Utilice la curva forward para
determinar dicho monto.
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i) Convierta las tasas spot de rendimiento efectivas anuales r(n) a su equivalente
anual nominal continuo dg(n) utilizando equivalencia de tasas (triple igualdad);
por consecuencia tendremos 12 tasas anuales continuas. En la gréafica de la curva
spot y curva forward bajo capitalizaciéon compuesta (discreta) incluya la curva
spot continua dada por las tasas dp(n). ;Qué diferencia nota entre las curvas
spot?

j) De la curva spot continua obtenga las siguientes tasas forward anuales (también
continuas):

fo1, f1,2, 2.3, 3.4, fa5, f5,6, f6,7: f7.8: f3,95 9,10, f10,11, f11,12

k) En la gréfica del inciso i) incluya la curva forward resultante. En la grafica debe
haber 4 curvas en total: dos spot (discreta y continua) y dos forward (discreta
y continua) ;Cémo son las tasas forward continuas respecto de las tasas spot
continuas? ja qué se debe este efecto?

1) Usted tiene planeado invertir mil pesos dentro de un afio (plazo futuro). ;Cuél
serd el monto acumulado al final del ano 107 Utilice la curva forward para
determinar dicho monto, luego compare este resultado con el del inciso h),
i Qué curva es més factible para ser utilizada? ;Por qué?

2.7. Enlace con el capitulo siguiente

La finalidad del calculo del valor de los instrumentos vistos en este capitulo tiene
un efecto directo en la toma de decisiones de proyectos de inversién de una empresa o
persona, por lo cual es importante el siguiente apartado ya que, con base a lo estudiado
en los capitulos 1 y 2, se desarrollaran metodologias para una correcta toma de decisiones
que ayuden a incrementar el valor de la empresa o negocio.
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3. Finanzas Corporativas

Introduccién

Finanzas Corporativas es la tercera asignatura de la seriacién y tiene como objetivo
aplicar conceptos estudiados en los capitulos anteriores, con el fin de analizar y tomar
decisiones respecto a la operativa diaria de las empresas, es decir, tratando de responder
interrogantes como jcuanto y como debe endeudarse una empresa?, jcuanto y cémo debe
invertir? y jcomo deben ser retribuidas las ganancias?.

Para responder estas interrogantes, en primera instancia es necesario tener en cuenta
a qué nos referimos con el termino "empresa”. Como tal, una empresa representa una
organizacién o entidad, ya sea grande o pequena, dedicada a actividades comerciales, in-
dustriales o profesionales. Una empresa realiza actividades por medio de la produccion de
un bien, la oferta de un servicio o venta de algin producto.

Por otra parte, cada decisiéon tomada por una empresa conlleva un analisis previo en
el cual es necesario la aplicaciéon de las Finanzas Corporativas y ademés, cualquier opera-
cion realizada por una empresa que esté relacionada con dinero implica finanzas.

Las Finanzas empresariales se pueden definir como todas aquellas funciones que son de
ayuda a una empresa para generar dinero, es decir, generar ganancias. Cabe mencionar
que este es el objetivo principal de una empresa.

Todas las empresas tienen que invertir sus recursos sabiamente tomando en cuenta to-
dos los factores de cada operacion que se desee realizar; es necesario encontrar el tipo y la
combinacién de financiamiento adecuado para financiar cada inversién.

Las Finanzas Corporativas estdn basadas en tres grandes principios, los cuales reciben

)

el nombre de ”los tres pilares de las finanzas”.

1. Principio de Inversién
2. Principio de Financiamiento

3. Principio de Dividendos

Las inversiones de la empresa son generalmente denominados ”activos”, a veces estos son
clasificados dentro de los activos fijos y activos circulantes.

Para financiar estos activos las empresas pueden aumentar su capital desde dos fuentes:
1. Financiamiento a través de ”deuda” (debt)
2. Financiamiento con ”acciones” (equity)

Estas situaciones se estudiaran mas adelante.
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3.1. El objetivo de la empresa

Ninguna disciplina puede desarrollarse coherentemente en el tiempo sin un objetivo
unificado. El crecimiento de la teoria de las finanzas corporativas se remonta a la eleccion
de un 1nico objetivo y el desarrollo de los modelos construidos alrededor de este. El ob-
jetivo, en la teoria convencional de las finanzas corporativas cuando se toman decisiones,
es maximizar el valor del negocio o empresa. Consecuentemente cualquier decision que
incremente el valor del negocio es considerada como buena, mientras que una decisiéon que
reduzca el valor de la empresa es considerada como mala.

Aunque la eleccion de un solo objetivo ha proporcionado a las finanzas corporativas un
Unico tema y consistencia interna, esta tiene un costo. En la medida en la que se sigue
este objetivo, la teoria financiera corporativa tiene sentido. En la medida que este objetivo
es defectuoso, sin embargo, se puede argumentar que la teoria construida es defectuosa
también.

Muchos de los desacuerdos entre los tedricos de las finanzas corporativas se dan por dife-
rentes puntos de vista sobre el objetivo correcto de la empresa. Por ejemplo, hay algunos
criticos de las finanzas corporativas quienes argumentan que las empresas deberian tener
multiples objetivos donde una variedad de intereses son cumplidos, y hay otros quienes
piensan que la empresa tendria que centrarse en lo que ven como objetivos directos y més
simples, como ganar una parte del mercado o rentabilidad.

Dada la importancia de este objetivo, tanto para el desarrollo y la aplicabilidad de la
teoria financiera de las empresas, es importante que se examine cuidadosamente y abordar
algunas de las preocupaciones y criticas que ha cosechado. Se supone que las acciones to-
madas por los accionistas por interés propio estan en los mejores intereses de la empresa,
ya que esta tiene que salir beneficiada; esto depende a veces de la existencia de mercados
eficientes, y que a menudo es ciego a los costos sociales asociados a la maximizacién del
valor.

128



Universidad Nacional Auténoma de México

3.2. Los tres pilares de las Finanzas Corporativas
3.2.1. Principio Inversion

Las empresas tienen recursos que deben asignarse entre diversas necesidades, asi que la
funcién principal de la teoria de las finanzas corporativas es proporcionar un marco ade-
cuado para que una empresa tome las decisiones adecuadas con el fin de solventar dichas
necesidades.

Existen tres tipos de decisiones importantes para una empresa.

Sobre activos y pasivos

- Inventario (;Qué? y ;Cudntos mantener?)

- Crédito (;Cudnto pedir?, ;Cudnto otorgar?)

- Inversiones (;Cudnto invertir?, ;En qué invertir?)
Sobre estrategia

- Mercado (elecciones para entrar)

- Sinergias (adquisiciones, fusiones, etc.)

La teorfa de Finanzas corporativas mide el retorno (rendimiento) de una decisién de inver-
sién propuesta y compararla con una tasa minima aceptable (costo de capital o tasa critica
de oportunidad) que resulta ser el obstaculo para decidir si un proyecto es aceptable o no.

Esta tasa critica debe ajustarse a niveles mas altos para los proyectos mas arriesgados
y tiene que reflejar la mezcla de financiamiento utilizada, es decir, los fondos de propieta-
rios (capital) o préstamo (deuda). En la discusién entre riesgo y retorno, se comienza este
proceso mediante la definicién de riesgo y se desarrolla un procedimiento para medirlo. En
los modelos de riesgo y retorno, se transforma esta medida del riesgo en una tasa critica,
es decir, una tasa minima aceptable de retorno tanto para los negocios completos como
para inversiones individuales.

Mezcla de recursos

- Fondos de propietarios (capital)

- Préstamos (Deuda)

., Qué sucede con el riesgo?

Se genera una metodologia para medir el riesgo. Esta medida se transforma en una tasa
critica tanto para negocios grandes como para inversiones pequenas.

., Qué sucede con el retorno?

Medimos el rendimiento con base en la evaluacién de proyectos

- Ganancias contables

Flujos de efectivo

Flujos de efectivo ponderados por tiempo

Costos y beneficios secundarios
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3.2.2. Principio de Financiamiento

Todas la empresas estan financiadas en tltima instancia (deuda o capital). Para las
entidades que cotizan en bolsa, la deuda puede tomar la forma de bonos y el capital puede
tomar forma de acciones comunes. Para las empresas privadas, es méas probable que la
deuda se dé con préstamos bancarios y el capital con los recursos de los propietarios.

Dado lo anterior, surge la siguiente interrogante: ; Qué combinacion de deuda y capital es
adecuada? Los métodos de financiamiento son opciones que existen para las empresas pri-
vadas y las empresas que cotizan en bolsa entre deuda y capital. Alrededor de la primera
pregunta, surgen otras que es necesario poder analizar.

- ¢La combinacién es éptima?(Funcién objetivo)
- ;La combinacién miniminiza la tasa critica?
- ¢ Qué sucede cuando se varfa la combinacién? (anélisis de sensibilidad)

Una vez definida la mezcla ;jde qué tipo debe ser?

Largo plazo

Corto plazo
- Pagos fijos
- Pagos variables

Se considera la combinacién existente de deuda y capital y sus implicaciones para la tasa
critica como parte del principio de inversién, dejando abierta la cuestién de si la combi-
nacioén existente es la adecuada en el principio de financiamiento.

Puede haber limitaciones de reglamentaciéon y de otros tipos sobre la mezcla de finan-
ciamiento que una empresa puede utilizar, pero hay un amplio margen para la flexibilidad
dentro de estas limitaciones.

Se comienza la discusion de los métodos de financiamiento observando la variedad de
opciones que existen para las empresas privadas y las empresas que cotizan en bolsa en-
tre deuda y capital. Después analiza si la combinacién existente de financiacién utilizada
por una empresa es Optima, dada su funcién objetivo de maximizacién de valor. Aunque
el equilibrio entre los beneficios y los costos de los préstamos se establecen en términos
cualitativos en primer lugar, también se observan dos enfoques cuantitativos para llegar a
la combinacion 6ptima. En el primer enfoque, se examinan las condiciones especificas en
las que la combinacién de financiamiento 6ptima es la que minimiza la tasa critica. En el
segundo enfoque, se analizan los efectos sobre los cuales el valor de la empresa cambia la
combinacién de financiamiento (andlisis de sensibilidad).

Cuando la mezcla éptima de financiamiento es diferente de la existente, se estudian las
mejores maneras de llegar desde donde se estd ubicando (la mezcla actual) a donde se
quiere llegar (el 6ptimo), teniendo en cuenta las oportunidades de inversién que la empre-
sa tiene y la necesidad de respuestas oportunas, ya sea porque la empresa estd bajo un
objetivo especifico o bajo amenaza de quiebra.
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Habiendo descrito la combinaciéon éptima, se dirige la atencion al tipo de financiamiento
que una empresa debe utilizar, por ejemplo, si debe ser a largo plazo o a corto plazo, si
los pagos del financiamiento deben ser fijos o variables, y si son variables, en funcién de
qué deben estar.

Usando la proposicién basica de que una empresa minimizaré el riesgo de su financiamien-
to y maximizard su capacidad de utilizar los fondos prestados, es posible hacer coincidir
los flujos de la deuda con los flujos sobre los activos financiados; si esto ocurre, se disena
el instrumento de financiamiento perfecto para una empresa. Después, se deben anadir las
consideraciones adicionales relativas a los impuestos y los monitores externos (analistas de
investigacién de capital y las agencias de calificacién) y se llega a las conclusiones finales
sobre el disefio del fondeo.

3.2.3. Principio de Retribucion

A la mayoria de las empresas, sin duda, les gustaria tener un numero ilimitado de
oportunidades de inversiéon que generen rendimientos superiores a sus tasas criticas de
rentabilidad, pero todas las empresas crecen y maduran.

Como consecuencia, cada negocio que prospera llega a una etapa en su vida, cuando
los flujos de efectivo generados por las inversiones existentes son mayores que los fondos
necesarios para adquirir una buena inversién. En ese momento, este negocio tiene que
encontrar maneras de devolver el exceso de efectivo a los propietarios. En las empresas
privadas, esto s6lo puede implicar al propietario el retiro de una parte de sus fondos del
negocio. En una sociedad que cotiza en bolsa, esto implicar pagar dividendos o recomprar
acciones.

En la discusién de la politica de dividendos, se introduce la disyuntiva basica que de-
termina si se debe dejar dinero en efectivo en una empresa o fuera de ella. Para los
accionistas de las empresas que cotizan en bolsa, se observa que esta decisién depende
fundamentalmente de si confian en los directivos de la empresa con su dinero, y gran par-
te de esta confianza se basa en lo bien que estos gerentes han invertido fondos en el pasado.

Por dltimo, se consideran las opciones a disposicién de una empresa para devolver los

bienes a sus propietarios (dividendos, recompras de acciones y spin-offs) e investigar cémo
escoger entre estas opciones.
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3.3. Maximizar el valor de una empresa
3.3.1. El valor de la empresa

La funcién objeto tiene como meta maximizar el valor de la empresa y este estd vin-
culado con tres decisiones; inversion, financiamiento y dividendos.

,,Cual es la relacion?

Las decisiones y el valor de una empresa estdn ligados por el valor actual de sus flu-
jos netos de efectivo esperados.

La rentabilidad de un proyecto se mide valuando todos los flujos en valor presente é
igualandolos a los flujos desembolsados también en valor presente.

Zn: A VE = Xn: B,V*
k=1 k=1

La suma de A; puede considerarse como el activo de la empresa en el momento de valua-
cién y la suma de By como el pasivo.

Esta igualdad se da gracias a la TIR (Tasa Interna de Retorno), la cual fue estudiada
en el capitulo anterior, pero jcudl es la tasa adecuada para descontar los flujos y obtener

el valor empresa?

La tasa a utilizar debe reflejar el riesgo de los proyectos de la empresa y la combina-
cién de financiamiento utilizado.

Para proyectos de inversién en el mercado se ofrece una tasa de oportunidad de acuerdo
a los proyectos que mantienen un riesgo similar.

El valor presente neto del proyecto da varias opciones

VPN >0
VPN <0
VPN =0—TIR

Asi, cualquier otra tasa que se utilice en la evaluacién tiene que reflejar el riesgo del
proyecto.
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3.3.2. ;Coémo generar expectativas?

Los inversionistas forman expectativas sobre los flujos de efectivo futuros basdndose
en los flujos de caja actuales observados y el crecimiento futuro esperado, este crecimiento
depende de la calidad de los proyectos de la empresa (sus decisiones de inversién) y la
cantidad reinvertida en el negocio (sus decisiones de dividendos).

Las decisiones de financiamiento afectan el valor de una empresa por medio de la tasa
de descuento, la cual refleja el riesgo y en general las decisiones que se toman dentro de
una empresa.

La definicién de valor de la empresa se pone a prueba por las interacciones entre las
decisiones de inversion, financiamiento, dividendos y los conflictos que surgen entre accio-
nistas y prestamistas.

3.3.3. Proposiciones Fundamentales

1. La base es la maximizacién de ciertos principios.

El riesgo debe ser recompensado.

Los flujos de caja son mas importantes que la contabilidad de ingresos.

No dejarse enganar por los mercados.

Las decisiones que hace una empresa tiene un efecto sobre su valor.

2. Finanzas Corporativas es un todo integrado.

- No solo es una coleccién de decisiones.

- Las decisiones de inversién afectan a las decisiones de financiamiento y vicever-
sa.

- Existen excepciones pero en casos extranos.

- Es poco probable que las empresas que ven sus problemas de forma fragmentada
puedan llegar a resolverlos.

- Malas inversiones pronto pueden encontrarse con un problema de dividendos.
3. Las Finanzas Corporativas son importante para todo el mundo.

- Hay un aspecto financiero corporativo en cada decisién tomada por una empre-
sa.

- Todo el mundo, a pesar de no ser una empresa, encuentra aplicacién para alguno
de los componentes de las finanzas.

3.3.4. Toma de decisiones objetiva

Los directivos de una empresa toman las decisiones sobre dénde invertir o como re-
caudar fondos para una inversién con el propésito de maximizar alguna funcién o variable
(ganancias, crecimiento, riesgo y costo).

Para esto los encargados de tomar decisiones deben tener claro como poder llegar a una

decisién objetiva. La mayor fortaleza de las finanzas corporativas y la mayor debilidad
es su enfoque en la maximizacién del valor. Al mantener dicho enfoque, se preservan la

133



Universidad Nacional Auténoma de México

consistencia y la coherencia, a fin de desarrollar modelos de gran alcance y la teoria sobre
la forma correcta de tomar decisiones de inversién, financiamiento y dividendos. Se puede
argumentar, sin embargo, que todas estas conclusiones son condicionadas a la aceptacion
de la maximizacion del valor como el tinico objetivo de la empresa.

El objetivo debera cumplir con las siguientes caracteristicas:

- Es claro y sin ambigiiedades, un objetivo ambiguo dara lugar a reglas de decisién
que varfan de un caso a otro y de tomador de decisiones a tomador de decisiones.

- Viene con una medida oportuna que se puede utilizar para evaluar el éxito o el fracaso
de decisiones. Objetivos que suenan bien pero que no vienen con un mecanismo de
medicién son propensos a fallar.

- No borrar los beneficios especificos de la empresa y no dejar a la sociedad en una
peor situacion.

Por otra parte, es posible cuestionar el objetivo global de maximizar el valor empresa
y trasladarlo a solo maximizar el valor del capital accionario. En realidad, resulta mas
eficiente y menos restrictivo este ultimo objetivo, ademas de que se ajusta perfectamente
al funcionamiento y desarrollo de los tres pilares en conjunto.

3.3.5. Formacién de una empresa

El proceso para la formacién y desarrollo de una empresa es el siguiente:
1. Fijar un objetivo para ofrecer un producto o servicio.
2. Adquirir financiamiento.
3. Invertir en los insumos necesarios para la produccion.
4. Una vez producido y ofrecido, se debe obtener una ganancia.
5. Se generan valores (ingreso, utilidades, rentabilidad, etc.).

6. Se retienen utilidades para continuar produciendo e invirtiendo y se retribuye el
excedente entre trabajadores y propietarios.

Si se toma una radiografia de la estructura de la empresa en un punto fijo del tiempo es
posible analizar su comportamiento. De esta forma se obtiene el Balance General donde
se muestra toda su situacion financiera.

Activos circulante
Activos fijos

- Tangibles
- No tangibles

Valor del activo de la empresa.

Pasivo circulante

Pasivo de largo plazo

- Capital contable (Valor neto de
la empresa para los propietarios
o accionistas)

IGestién del presupuesto de capital I

Estructura de capital
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- Activo circulante: Activos de corto plazo de fécil realizacién (inventarios, inversiones
menores a un ano, etc.).

- Activo fijo: Es aquel que debe durar con el tiempo (terrenos, inmuebles, maquinaria,
ete).

- Pasivo circulante: Deudas de corto plazo (menores a un ano).

- Capital contable de la empresa (Activo - Pasivo): valor neto de la empresa para los
propietarios o accionistas.

- Presupuesto de capital: Proceso relacionado con la realizacion y administracién de
los gastos encaminados a adquirir activos para la operativa de la empresa.

- Estructura de capital: Estructura que define la proporcién de tipos de financiamiento
que la empresa utiliza para gestionar el gasto. (pasivo y capital contable).

Del capital contable surgen las acciones que también son una fuente de fondeo para la
empresa.

Por otra parte, ya que se ha definido el activo y pasivo de corto y largo plazo, ;cémo
deben administrarse los flujos de efectivo generados en ambos rubros? En ocasiones el
flujo de efectivo de las operaciones no es conocido con certeza, por lo que es necesario
prever los puntos en el tiempo donde existan flujos pasivos y no activos, con el fin de no
incurrir en el riesgo de no poder cubrir esta parte pasiva (riesgo de liquidez).

Esta prevision es fundamental en el corto plazo, pues la operativa inmediata de la empresa
depende de que los pasivos de corto plazo sean cubiertos por el activo, pues el remanente
positivo podra ser utilizado en la gestion del presupuesto de capital para generar mayores
utilidades, lo que da pie al capital de trabajo contable:

Activo circulante — pasivo circulante = capital de trabajo contable

capital de trabajo contable > 0 = se mitiga el riesgo de liquidez en el corto plazo

Dado lo anterior, surge la labor del administrador financiero:

= Adquirir activos que generen mayor valor del que cuestan inicialmente.
= Emitir deuda que genere el minimo pago de interés.

= Emitir acciones que generen un mayor dividendo para incrementar el valor de las
mismas.

Para lograr esta meta es importante analizar el ciclo del flujo de efectivo proveniente de
la empresa que fluye hacia los mercados financieros y regresa a ella.
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Ciclo del flujo de efectivo de una empresa

. Efectivo para la empresa .
Inversiones — (disponibilidades, titulos liquidos, etc.) +———————————— Mercados financieros

! !

Deudas corto y largo
) . — Utilidades plazo
Activos circulantes retenidas
y fijos

Acciones de capital
contable
. Pago de dividendos para
Ganancias : ;
acciones e intereses de

(utilidades)

50| eed es9.1dWa JOJEA

esaidwa e| ap soea|doid

las deudas

| T ) L T
Valor total de los activos l Valor empresa para los

encaminado a la gestién del inversionistas en los

presupuesto de capital i Pago de mercados financieros
impuestos al

Gobierno

A lo largo del tiempo, si el flujo que genera la operativa es mayor que el flujo que se ob-
tiene de los mercados financieros y cubre la retencién de utilidades, el pago de impuestos,
dividendos e intereses, entonces la empresa estd creando valor, el cual puede ser utilizado
en nuevos proyectos y emisién de acciones.

En el diagrama del ciclo del flujo de efectivo, se observan los dos componentes relevantes
del Balance General de la empresa. El activo generado dado el aprovechamiento de los
recursos financieros en la gestién del presupuesto de capital, el cual debe cubrir las deudas
de la empresa; y la estructura de capital que, como se comentd anteriormente, representa
la combinacién entre la deuda y el capital contable.

Lo anterior lleva a preguntarse, si la diferencia entre el activo y el pasivo resulta ser
el capital contable para la empresa (activo-pasivo = capital), ;por qué ubicar en un mis-
mo rubro (estructura de capital) las deudas y el capital? La respuesta puede inferirse del
diagrama, pues el capital neto contable resulta el valor empresa para los propietarios, ya
que a los socios de la Junta Directiva y/o accionistas solamente les interesa la ganancia
neta generada para el beneficio de estos y la estructura de capital resulta un rubro in-
teresante para los mercados financieros, pues mas alld de fijarse en el activo total de la
empresa (pasivo + capital = activo), estos estudian los componentes que constituyen la
deuda y el capital, pues resulta interesante conocer si la forma en que se fondea la em-
presa es adecuada y si la utilidad se estd generando dado ese fondeo es creciente en cada
periodo; esto para concluir si resulta una buena decisién invertir o no en las acciones de
la institucién, ya que es necesario estudiar el riesgo que se corre al invertir en el capital
de una empresa.

Dado lo anterior, es posible definir la siguiente expresién para el valor empresa en los
mercados financieros:

V=D+S5
V = Valor de la empresa en los mercados financieros.
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D = Debt = Valor total de la deuda (pasivo).
S = Stock =Valor total del capital contable.

Es importante mencionar que en cada periodo de operacién la empresa genera flujos de
pasivo (pago de intereses) para los acreedores y flujos de capital (utilidad neta) para los
propietarios que se reflejan en el Estado de Resultados de la empresa y al conjuntar estos
rubros se genera el famoso Flujo de Efectivo por periodo de la empresa, el cual se estudiara
con mas detalle en el tema de apalancamiento financiero.

Por otra parte, de la expresién anterior se sigue que:

S=V-D

S representa, también, el valor de la empresa para los propietarios (socios de la junta
directiva y/o accionistas). Nétese que V debe coincidir con el activo de la empresa dados
los principios de contabilidad.
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3.4. Conjuncion y operativa de los tres pilares de las Finanzas Corpo-
rativas

3.4.1. Financiamiento con deuda

\

Bonos

—

Mercado de dinero Mercado de deuda Pagare's

—

Certificados de
depdsito

La emisién de deuda sirve para fondearse y el costo de dicho fondeo es el pago de intereses,
y dado que en toda operacién financiera existe cierto grado de riesgo, los riesgos del fondeo
son:

- Crédito: Que la deuda no se pague.
- Inflacién: Pérdida del poder adquisitivo.

- Tasas de interés: Cambio de valor dadas las tasas del mercado.

La deuda puede materializarse en diferentes instrumentos de inversién, como bonos, pa-

9 )
garés, certificados de depédsito, etc. Estos instrumentos tienen cierta dindmica pero, en
general, es posible tratarlos como bonos en alguna de sus clasificaciones.

Retomando el tema de bonos, estudiado en el capitulo anterior, es de saber se que estos
instrumentos representan una serie de flujos de efectivo que se pagan en fechas determi-
nadas previamente establecidas. Los bonos ayudan al financiamiento del gobierno o las
empresas (el gobierno emite bonos y las empresas obligaciones, pero por practicidad las
obligaciones son referidas como bonos).

Por otra parte, se sabe que los bonos pueden clasificarse en cupén cero o cuponados,
donde el cupén se da a tasa fija o variable. Es importante recordar que los principales ele-
mentos son el valor Nominal (N), valor facial (F), tasa cupén (c) y el rendimiento YTM (r).
Se analiza el ejemplo siguiente:

Se emiten 100 bonos con un valor nominal de $100 pesos cada uno y una tasa cupén
del 5% con un vencimiento de 5 afios y un interés pagadero anualmente, evaluar los bonos
con los siguientes rendimientos.

a) 7% anual

b) 5% anual

c) 3% anual

Solucion
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Datos

N=100

F=100

n=>5

c¢=5%=0.05

ro=7 %=0.07, 7,=5 %=0.05, r.=3 %=0.03

Procedimiento
P=Canr+N1+r)™"

1—(140.07)7°
0.07

= 91.7996 x 100 = 9179.96

] 4 100(1 + 0.07)~® = 91.7996

a) [(0.07)(100)]]

1—(140.05)"°
0.05

b) [(0.05)(100)][ ] +100(1 + 0.05)~® = 100

= 100 x 100 = 10000

1—(14003)7?
0.03

= 109.159 x 100 = 10915.9

¢) [(0.03)(100)][ ] 4+ 100(1 + 0.03)~® = 109.159

Si se obtiene el precio de los instrumentos en cada fecha cupdn, es posible generar el
grafico siguiente:

Relacion Par

110—

100

91—

Dado lo anterior se observan las relaciones estudiadas en el capitulo anterior:

P > F <= r > c Sobre par
P=F<«=r=cAlapar

P < F < r > c Bajo par
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Se recuperaron las relaciones par, con el fin de analizar de mejor forma la siguiente situa-
cién de inversion:

Se desea invertir en un bono y se cuenta con las siguientes opciones, haciendo un analisis
rapido ;Qué bono es la mejor opcién 7.

Bono 1 Bono 2
Tasa cupon (c¢) | 10% anual Tasa cupén (c¢) | 4% anual
Vencimiento (n) 3 afios Vencimiento (n) | 3 afios
YTM 5% YTM 5%
Nominal 1,000 Nominal 1,000

Bono 1

c>r..P>1,000

C=cF=(.10)(1,000)=100

Paga mds dinero en el tiempo.

Bono 2

c<r..P <1000

C=cF=(.04)(1,000)=40

El precio del bono 2 es menor al precio del bono 1.

Atn no se tiene un criterio claro para saber que bono es méas conveniente ya que por
una parte uno paga mas dinero en cada periodo, pero por otra parte el segundo bono es

mas barato, lo cual sugiere realizar un andlisis mas profundo.

Recuperando los conceptos estudiados, en el capitulo anterior,
tiene la tabla siguiente para ambos bonos:

sobre Duracion, se ob-

Bono 1
INGERINE
t t
Jt fitV Iz D
11 100 95.2381 0.0838 | 0.0838
2| 100 90.103 0.0798 | 0.1596
3| 1100 950.2213 | 0.8363 | 2.5089
Total | 1,136.1624 1 2.7523
Bono 2

140



Universidad Nacional Auténoma de México

t ft Vt tft Vt
13 Tt iV D D
1 40 38.0952 | 0.03917 | 0.03917
2 40 36.2811 | 0.0373 | 0.0746
3| 1040 | 898.39 | 0.9235 | 2.7705
Total | 972.76 1 2.8843

t: Periodo.
fi: Flujo de efectivo en el periodo t.

f:V't: Valor presente de cada flujo de efectivo multiplicado por el periodo (tiempo).

fiV?

: Porcentaje de participacién (incidencia) de cada flujo con respecto al precio del

bono.

tfV?

: Periodo de tiempo ponderado por la incidencia de cada flujo descontado en el

precio del instrumento.

La suma de los periodos de tiempo ponderados por la participacion de los flujos gene-
ra la Duracion Macaulay del instrumento, esto es el plazo promedio de recuperacion de la
inversion. Por lo tanto:

tfvt tCV!

nNV"?
D=, —— =[¥1
t=1 P [ t=1 P ]+ P

Dado este anadlisis, se tiene que al plazo promedio del bono 2 es mayor al del bono uno.

Por otra parte, ;Qué sucederd si existe un cambio en la tasa de interés (YTM) 7 su-
pongamos un cambio en una vecindad de 1% (1% = 100 puntos base), es decir, 0.5% a
la alza y 0.5% a la baja.

Bono 1
Variaciéon | YTM | Nuevo precio | Cambio %
+0.5% 5.5% 1,121.407 -1.298 %
-0.5% 4.5% 1,151.193 +1.3231%
| A'] =2.6211% (cambio conjunto)
Bono 2
Variacién | YIM | Nuevo precio | Cambio %
+0.5% 5.5% 959.531 -1.3607 %
-0.5% 4.5% 986.285 +1.3898 %

| A'] = 2.7502 % (cambio conjunto)
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I

Nota: el cambio en porcentaje estd dado por -1

t—1

Como se comenté en el capitulo anterior, la Duracién Modificada (DM), por ser una
derivada, mide el cambio en el precio del bono dada una variacién en el YTM, pero ;jde
qué tamarno es esa variacién? Dicho cambio resulta ser de 1% en conjunto (0.5 % a la alza
y 0.5% a la baja), de ahi que:

~% _Yiath(+n D

DM =
P P (1+7)

Y la Duracién Modificada asociada a los bonos es:

Bono 1 9 7593
DM = = = 2.6211

(1.05)

Bono 2 9 8843
DM == = 2.7502

(1.05)

Cifras que coinciden con el cambio conjunto estimado anteriormente. Asi la volatilidad
de los bonos respecto a la tasa de interés en una vecindad de 1% es 2.6211 % y 2.7502 %
respectivamente.

Cabe mencionar que el resultado de la Duracién Modificada se lee en términos porcentuales
y no hay necesidad de dividir el resultado entre 100 pues en el calculo de la derivada, esta
se divide por el precio del instrumento, haciendo de la Duraciéon una medida de proporcién.

Dado todo el andlisis, se concluye lo siguiente:

1. Dado el pago de cupones y el Nominal, el bono 1 genera mas dinero en el tiempo.
2. El bono 2 es méas barato que el bono 1.
3. El periodo de recuperacién de la inversién del bono 1 es menor que el del bono 2.

4. El bono 2 resulta ser mas riesgoso ante cambios en el YTM.

Por lo tanto, si se desea invertir, se elegiria el bono 1 y, en contraste, si se busca financia-
miento el bono a vender seria el bono 2.

Esto sugiere que, si la estrategia de la empresa es fondearse, esta debe buscar emitir
bonos con una duracién y precio mayores y que generen menos dinero en el tiempo, pues
estos flujos serdan pagados por la empresa bajo el concepto de intereses. En conclusién, la
estrategia al financiarse es recibir mayor fondeo (dadas las necesidades de la empresa) y
pagar lo menos posible por adquirir la deuda.
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3.4.2. Financiamiento con capital

El capital de una empresa representa una parte vital en el Balance de la misma, pues,
dado que contablemente es el resultado de la parte neta del activo después de considerar la
deuda, es considerado como el valor empresa para los propietarios. Es por ello que resulta
primordial mantener en el Balance un capital neto positivo, lo cual representa una gestion
sana para la empresa, ya que sus activos solventan las deudas que se mantienen.

Después, si la empresa atraviesa un auge, es decir, funciona de manera correcta en la
operativa y genera ganancias importantes, el capital se incrementa, por lo que es posible
considerar iniciarse en el mercado bursatil. Esto llevaria a la empresa a emitir acciones en

una OPI (Oferta Ptblica Inicial) en la Bolsa.

La situacién descrita resultaria atractiva para los inversionistas en el mercado de capi-
tales, pues, dado que se trata de una OPI, la expectativa del mercado sigue una tendencia
alcista para el precio de las acciones dado el buen momento que atraviesa la empresa. Esto
sugiere que el precio de colocacién inicial debe ser justo para el mercado, es decir, no tiene
que ser caro respecto a empresas del mismo giro, pues esto podria generar que, en lugar de
aumentar la demanda y elevar el precio posteriormente, los inversionistas busquen acciones
con un riesgo similar a menor precio, lo que generaria una caida en el precio inicial. Dada
esta situacion, evitar caidas en el precio de las acciones es fundamental para la empresa,
pues estas provienen del capital contable, y si estds reducen su precio, entonces el valor
de la empresa se verd afectado negativamente en el Balance.

Las acciones, ademaés de ser una fuente de capital para elevar el valor empresa, funcionan
como una alternativa de financiamiento, ya que cada accién funciona como un bono, pues
esta promete cupones llamados dividendos de forma indefinida a cambio del recibir el pre-
cio, pero jcémo funcionan estos dividendos? En el capitulo anterior se estudio la valuacion
de acciones, pero es importante dar una revisién a dicha valuacién desde una perspectiva
de negocio. Asi, es posible clasificar a estos titulos en dos grupos:

1. Acciones ordinarias o comunes: Este tipo de acciones son de alta relevancia, pues al
comprador le da ciertos beneficios en la junta de propietarios (junta de accionistas).
Si alguien en dicha junta posee mas del 50 % de las acciones ordinarias, se considera
como socio mayoritario y practicamente el dueno de la empresa, por lo que su voz y
voto son decisivos.

Dado lo anterior, se infiere que los poseedores de acciones ordinarias tienen voz
y voto en la junta para tomar decisiones en general para la empresa y dada esta
importante participacion, el pago de dividendos es limitado y se da prioridad a los
accionistas preferentes.

2. Acciones preferentes: A los poseedores de este tipo de titulos se les garantiza el pago
de dividendos y no necesariamente poseen voz y voto en la junta; esto depende del
porcentaje de acciones que maneje y de la relacién que tenga con el negocio y la
junta.

Debe tenerse en cuenta que al comprar acciones de una empresa, los inversionistas esperan
recibir dividendos si no tienen la titularidad que les prometen las acciones ordinarias y
ademas de ello, esperan contar con una ganancia de capital, pues el objetivo de la empresa
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es hacer aumentar el valor de las acciones, situacién que genera tan ansiada ganancia para
estos inversionistas.

Recuperando el modelo de valuaciéon de acciones del capitulo anterior, si el precio de
la accién es este momento es Py, la ganancia de capital derivada de esta en el siguiente
periodo es G = P; — Fy, donde P; es el precio de la accién en siguiente periodo y el
dividendo que promete el titulo es D1, entonces se tendra el siguiente diagrama de flujo
de caja:

Py +Dy

Py

=G=P - b
Grotal = (Pr — Py)) + D1 =G+ Dy

;Cual es el rendimiento de la operacion?

. Growr _ G+D1 _ Di+ (P —F)
Py Py Py

D+ P

r=(——

Py

)1

Este rendimiento es conocido como “tasa de capitalizaciéon de mercado” o “costo de capital
propio” o “costo de oportunidad del capital” y es el rendimiento esperado que ofrece el
mercado para proyectos de inversién (instrumentos) que cuentan con el mismo riesgo que
nuestras acciones.

En términos generales “costo de capital” es el costo del dinero, costo de la inversién o
el sacrificio que se hace por la inversién.

En el mercado para evitar el arbitraje, todos los instrumentos con riesgo similar deben
manejar tasas de oportunidad similares.

P+ Dy
pu— — —1
=711 = ( 2 )
D1+ P
jP =
0 147

Entonces el precio justo de la accién es:

Py = (Dl -+ Pl)V

Si se vendieran acciones a un precio Pj tal que P > Py, entonces los inversionistas trans-
feririan sus recursos a otros proyectos o instrumentos con el mismo costo de capital.
Entonces el precio baja y si P} < Py, entonces los inversionistas comprarian una cantidad
considerable de acciones y si la demanda crece entonces la oferta también y eso obliga a
subir el precio hasta ajustarse.
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Suponga que los especialistas en los mercados financieros estiman un precio P, en el
siguiente periodo y un dividendo de D5, entonces el precio estd dado por:

D P.
j o+ 12
147

Ademas se define a Py de la siguiente forma:

Di+P Dy (%)
1+7r 1+r 1+7r
Po=Di(147) "+ (Dy+ P)(1+7)%2 =DV + (Dy + Py)V?

Generalizando para cualquier periodo n entonces:

Py =DV + DoV + ...+ (D, + P,)V"
Py=D\V +DyV?+ ...+ D, V" + P, V"

Po=()_ DiVF) + P V"
k=1

Si los pagos son indefinidos, es decir n — co entonces:

n—oo

P= lim Py = lim ZDka + lfm P,V"
n—oo k—l n—oo

oo
Py=Y DyV*
k=1

Férmula de flujo de efectivo descontado (FED).

Ahora, si se suponen dividendos constantes, es decir, Dy = D, entonces:

D
P=—
r
Entonces, el modelo FED aplica para el valor presente de cualquier otro activo, ya sea

circulante o fijo, es decir, descartamos los flujos de efectivo proyectados dada la tasa de
rendimiento (costo de capital) que ofrece el mercado para activos de riesgo equivalentes.

Notese que el precio de la accién es el descuento de los dividendos por accién y no el
descuento de la serie de las utilidades por accién, ya que parte de ellos se utilizan para
gestion del presupuesto de capital.

La pregunta que surge es: ;jlos dividendos son siempre constantes?, existen supuestos
dadas las estimaciones de los expertos y las proyecciones hechas por la empresa de que los

dividendos crecen de cierta forma.

Estos crecimientos se consideran de forma geométrica o aritmética, los cuales fueron estu-
diados en el capitulo anterior. Retomando los modelos se tiene:
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Crecimiento geométrico en el dividendo para una accién

Si el dividendo crece geométricamente en cada periodo a una tasa g, el precio de la accién
es:

D D{1+g) Dl+g)™ 2 D{1+g)"* D(1+g)"
| | | | | | | |
| | | | | | | |
0 1 - n-1 n ntl
P = Sr>g
r—g

Crecimiento aritmético en el dividendo para una accién
Si el dividendo crece aritméticamente en cada periodo a una tasa d, el precio de la accién

es:
o D+d D+(n-23d D+(n-1)d D+(n)d
| | | | | | | |
| | | | | | | |
o 1 L n-1 n n+l
D d
P —_- — 72
T T

De donde es posible despejar r resolviendo la ecuacién cuadratica.
Ejemplo

Calcule es el precio al dia de hoy de una accién que tiene dividendos constantes de $100.00
y ademds se estima que en tres anos el precio de dicha accién serd de $5,000.00, considere
una tasa de capitalizacién de mercado del 5% anual.

Solucion

Datos
P3; = 5,000
r=0.05

n=3
3

Py = (D _100(1+0.05)~") + 5,000(1 + 0.05)* = 4,591 51
k=1

Ejemplo

Calcule el precio de una acciéon que paga dividendos con crecimiento geométrico de forma
perpetua con una tasa de oportunidad el 8 % y una tasa de crecimiento del 2 %, el primer
dividendo es de $200.00.

Soluciéon

Datos
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D = 200
r=0.08
g =0.02
200
P = - =
0= 508 o0z 003333

3.4.3. Retencién de utilidades y crecimiento empresarial

Ya es sabido que el valor de la empresa para los propietarios se basa directamente en
el valor del capital accionario de la estructura de capital. Por otra parte, para valuar las
acciones es necesario estimar el flujo de efectivo que estas generan, es decir, los dividendos,
por lo que es importante aclarar que el pago de estos es extraido de las utilidades de la
empresa generadas por el capital, es decir, de las ganancias generadas por la operativa
periodo a periodo, lo que nos lleva a concluir que el valor de la empresa es una funcién de
la tasa de crecimiento de las utilidades generadas, de ahi que es necesario estudiar dicho
comportamiento.

Supongamos que al inicio de la operacion generamos utilidades Uy y de ellas se utilizan
utilidades retenidas U, para la gestién del presupuesto de capital (inversiones, proyectos,

magquinaria, etc.), por lo que en el siguiente periodo dichas utilidades retenidas generaran
cierto rendimiento R, y las utilidades estaran dadas por:

Uy =Up+ U, R,

donde U, R, de fine el incremento en las utilidades. Luego:

Uy = Uy + UpR,
U Uy U
0= ot ot

g—é es la razén de rentabilidad en utilidades y se espera que sea mayor a 1, pues resulta

benéfico para la empresa que cada periodo las utilidades crezcan.

Dado lo anterior, si esta razén de rentabilidad supera la unidad, dicho excedente pue-
de analizarse como una tasa de crecimiento para las utilidades de capital, es decir:
U1

= Lo14
Us g

donde g es el excedente mencionado o la tasa de crecimiento para las utilidades. Recupe-
rando las igualdades anteriores y usando algebra se tiene:

U, U,
L ig=14 2R,
U, TIT
Uy
= g= (FO)RT

de donde se define %S como la razén de retencion de utilidades, pues mide la proporcién
de las utilidades retenidas respecto a las utilidades generadas al inicio de la operacién de
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la empresa. De esta manera, si se tiene un crecimiento de g, los dividendos de las acciones
de capital deben crecer a esta tasa y, por lo general, se utiliza un modelo de crecimiento
geométrico para las estimaciones, pues la expectativa es que los dividendos resulten cada
vez mayores.

Por otra parte, al momento de retener utilidades Uy y U, son conocidos y el rendimiento
R, que genera la inversién de la retencién es revelado hasta el final del ejercicio, por lo
que es necesario estimarlo para poder definir el crecimiento esperado g de las utilidades y
los dividendos de las acciones.

., Cémo se estima R,? En la practica, dado que este es un rendimiento esperado, pue-
de tomarse en cuenta la expertis de los administradores financieros en el mercado o me-
diante proyecciones y analisis de sensibilidad para las inversiones de la empresa, aunque
con frecuencia se supone que los proyectos seleccionados en el periodo actual tienen un
rendimiento anticipado al igual que los deméas proyectos venideros, por lo que resulta
conveniente utilizar el rendimiento sobre el capital (ROE) histérico que ha presentado la
empresa en cierto horizonte de tiempo.

El ROE es el rendimiento sobre la totalidad del capital de la empresa, es decir, el rendi-
miento sobre la acumulacion de los proyectos histéricos de la misma y se estima mediante
una de las famosas razones financieras:

D _ Utilidad neta
ROE _RT — Capital contable total

Una interpretacion maés sencilla del ROE indica la proporcién que resulta ser la ganancia
neta de la empresa en un ejercicio en términos de su capital total. De esta manera, regre-
sando al modelo de crecimiento, la estimacion del crecimiento de los dividendos es:

U,
= (—)ROFE
9= Uo)
Por lo que si se retienen utilidades y el precio de las acciones estd dado por P = %, en-
tonces bajo el crecimiento g de la retencién el nuevo precio de las acciones serd P’ = %,

donde se debe tener la restriccion r > g.

Resulta sencillo concluir que la retencion de utilidades es benéfica para la empresa en
el sentido de que el precio de las acciones se incrementa, pues P’ > P cuando el costo de
capital r se va reduciendo gracias al efecto provocado por g, pero la retencién de utilidades
estd limitado a que el nivel de g no debe superar al de r, pues si esto ocurre el precio de
las acciones resultaria negativo, lo que implicaria que en lugar de tener capital a favor, se
tendrian pasivos que no podrian ser cubiertos por lo pocos recursos de la empresa resul-
tantes de la amplia retencion de utilidades.

Dado lo anterior se concluye que, en efecto, la retencién de utilidades es benéfica para
la empresa siempre y cuando se mantenga en el nivel adecuado y se genere un rendimiento

aceptable en las inversiones de la empresa.

Ejemplo
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Una empresa acaba de reportar utilidades de $2,000,000.00 y planea retener el 40 % para
invertir en proyectos. El rendimiento histérico sobre el capital contable es de 16 % y se
espera mantener en ese nivel en un futuro. Si la empresa emite acciones comunes en el
ejercicio bajo un dividendo de $5.00 y un costo de capital del 8% ;Cudnto creceran las
utilidades a lo largo del ano siguiente? y ;Cudnto valdran las acciones suponiendo dicho
crecimiento?.

Solucién

Datos
Uy = 2,000,000

Ur _ —
o= 40 %=4

ROE=16%=.16
g=40 %(12 %)=6.4 %=.064

Procedimiento

D _ 5 _
P= =0 = 5=061=3125

Por otra parte, si en el corto plazo no se retienen utilidades para ser invertidas en proyectos
)
y si el dividendo por accién es constante, el precio de las acciones debe estar definido por:

p==
.

De esta forma se observa que todas las utilidades de capital son utilizadas para pagar
(retribuir) solamente dividendos a los tenedores de las acciones, por lo que la utilidad por

accién (UPA) en este escenario estd dada por:

UPA=D

Y de esta forma:

_UPA
N r

P

Lo cual limita el crecimiento de la empresa a largo plazo, pues se ha concluido que debe
existir retencién de utilidades, pues resulta necesario tomar de las ganancias cierto capi-
tal para la gestién del presupuesto de capital (pago de salarios, rotacién de inventarios,
maquinaria y equipo, proyectos de inversién, etc.) para asi dar mds valor a las acciones de
la empresa. En otras palabras, es necesario que la empresa esté abierta a oportunidades
de crecimiento y previamente retener utilidades para tomarlas si dichas oportunidades
resultan benéficas.

Supongamos que en el periodo se retienen utilidades para ser invertidas en oportunidades
de crecimiento (gestién del presupuesto de capital). Si dichas oportunidades se visualizan
en un solo proyecto de inversion deben existir flujos de ingreso y egreso, los cuales al ne-
tearlos y analizar su valor conjunto al dia de hoy generarén el Valor Actual Neto (VAN)
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de la oportunidad de crecimiento, es decir, el VANpc.

Entonces jcudl es el precio de la accion considerando las oportunidades de crecimien-
to?

Si el precio inicial de la accién es P y se considera el VANp¢ por accién, el nuevo precio
estard dado por:

VANoc

/
P =P+ ZA

Donde #A es el nimero de acciones en circulacién que mantiene la empresa en su estruc-
tura de capital.

Notese que esta expresion y la obtenida con el ROE consideran por igual el crecimien-
to empresarial a partir de las utilidades retenidas; la diferencia radica en que la expresion
en funcién del ROE estima desde un inicio el rendimiento que generan las utilidades glo-
bales de la empresa sobre su capital total y la expresion en funcién del VANpc considera
los flujos netos que arrojan los proyectos conociendo desde un inicio su costo de capital.
De esta forma el incremento en el precio de las acciones debiera coincidir a valor presente
y mantener la relacién:

P =P+

VANoc D Uy
= donde g = (— E
iy p— onde g (UO)RO

Ejemplo

Una empresa espera ganar $1,000,000.00 dentro de un afno sino emprende ningin pro-
yecto a largo plazo, por otro lado existen 100,000 acciones de capital comun en circulaciéon
y la empresa tendra la oportunidad de invertir esa utilidad del afio siguiente en un proyecto
el cual genera ingresos por $210,000.00 a perpetuidad. Si el costo de capital del proyecto
coincide, dado los riesgos en el mercado, con el costo de capital de las acciones en 10 %
anual ; Cudl es el valor de cada accién antes y después de decidir la aceptacion del proyecto?

Soluciéon
Datos
Uy 1,000, 000
Uy = 1,000, 000 A=100,000 UPA= —=—"""=10 =10% =0.10
0= 5 # ’ #A ~ 100,000 r=10%
Procedimiento

Si no se retienen utilidades en el corto plazo se tiene D = UPA = 10 y el precio de
accién sin considerar algin crecimiento es:
D 10
P= =00 100

Por otra parte, se tiene una oportunidad de crecimiento que depende de la retencién
de $1,000,000, dentro de un afio, cantidad que se visualiza como un egreso para la empresa
y que a cambio generard ingresos a perpetuidad de $210,000 posteriores a dicho egreso. El
diagrama de flujo de caja es el siguiente:
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-1 MDD 210 21; 210 210

De esta forma el VAN al tiempo cero, es decir, el VANpc es:

210, 000
0.10

Asi el nuevo precio de la accién considerando el crecimiento es:

VAN = (—1,000, 000 + )(1.10)~! = 1,100,000(1.10)~" = 1,000, 000

VAN, 1,100,000
+ 2200 g0+ 2 100 4+ 10 = 110

P =P
#A 100, 000

Dada la retencién de utilidades, debe tenerse:

De donde g = r — % =0.10 — % = 0.0091, es decir, las utilidades creceran en razoén de

0.91 % y dado que se retuvo la totalidad de las utilidades en el primer periodo la razén de
retencién resulta ser de 100 %, por lo que el ROE implicito es:

U,
= (—)ROFE

9=z
U 1,000, 000

Lo que coincide con la tasa g de crecimiento dada la retencién total de la utilidad.

Noétese que, dados los resultados anteriores, para mantener un precio de $1,100 por accién,
la empresa tendria que retener el 100 % de su utilidad en cada periodo y esperar generar
0.91 % de rendimiento por esa retencién, lo cual resultaria riesgoso pues este parece ser un
rendimiento bajo para una inversién tan ambiciosa; ademds, podria optarse por buscar en
el mercado rendimientos mas a tractivos a cambio de una menor retencién de utilidades.
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3.4.4. Apalancamiento Financiero

Hasta este punto se sabe que la estructura de capital de una empresa es aquella que
representa la proporcién entre deuda y capital, pero jcudl es la estructura éptima?, es
decir, jcémo deben estar compuestas las proporciones de deuda y capital mencionadas?

El apalancamiento financiero se refiere a que tan endeudada se encuentra la empresa,
de ahi que es necesario analizar y definir qué porcentaje de deuda esta dispuesta a asumir
la empresa para generar mayores utilidades dado el financiamiento obtenido siguiendo la
proposicién de que la estructura de capital que produce el valor més alto es aquella que
maximiza la riqueza para los accionistas.

Se analiza esta situacién en el ejemplo siguiente:
Ejemplo

Suponga que la empresa no mantiene deudas en su estructura de capital (no esta apa-
lancada), pero se considera emitir deuda para recomprar parte del capital accionario con
el fin de mitigar el riesgo de pérdida. Se tienen 400 acciones en circulacién (financiadas con
capital contable). De esta forma, El Balance General dado por las estructuras de capital
actual y propuesta se muestra en seguida:

Actual | Propuesta
Activos (A) 8,000 8,000
Deuda(D) 0 4,000
Capital contable (S) 8,000 4,000
Interés de la deuda (TAE) (rp) 10 .10
Valor del mercado por accién (P) 20 20
Acciones en circulacion 400 200

La estructura de capital actual se refiere a una empresa no apalancada (formada sola-
mente por capital accionario).

La estructura de capital propuesta se refiere a una empresa apalancada (formada sola-
mente por capital accionario).

Noétese que ambas estructuras de capital son cerradas, es decir, el capital contable coinci-
de con el valor total de las acciones en circulacién. Este efecto se da ya que, al momento
de endeudarse, la empresa reduce su capital, pues el activo debe mantenerse, ademas se
comenta que existe una recompra de acciones, lo cual reduce la cantidad de acciones en
circulacién en el mercado dado este efecto de cerradura.

Por otra parte, dada la investigacion en los mercados financieros y la economia del sector,
se tienen las siguientes condiciones econdémicas proyectadas para las utilidades del ano en
la empresa:

Escenario Recesién | Esperado | Expansiéon
Utilidades Brutas (millones de pesos) 400 1,200 2,000
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Las utilidades brutas son aquellas que genera la empresa antes de pagar intereses e im-
puestos, es decir, antes de ser gravadas por estos dos conceptos. Una vez que las utilidades
son gravadas se convierten en utilidades netas, las cuales pueden ser ya utilizadas a con-
veniencia por la empresa.

Después se obtienen algunos indicadores financieros del Estado de Resultados y el ROE
de la empresa para ambas estructuras de capital en cada escenario tomando en cuenta la
siguiente nomenclatura:

EBI= Earnings Before Interest (Utilidades antes de intereses)

I= Interest (intereses) = Drp

EAI= Earnings After Interest (Utilidades después de intereses)=EBI —I = EBI — Drp
ROE= Return on Equity (rendimiento sobre el capital)= Utilidades netas/Capital
UPA= Utilidad Por Accién= Utilidades netas/#A

Estructura no apalancada (capital 8,000 mdp y 400 acciones en circulacién).

Escenario | Recesién | Esperado | Expansién
EBI 400 1,200 2,000
I 0 0 0
EAI 400 1,200 2,000
ROE 0.05 0.15 0.25
UPA 1 3 5

Notese que EAI=EBI porque no se considera el pago de intereses puesto que no existen
deudas en la estructura no apalancada.

Estructura apalancada (capital 4,000 y 200 acciones en circulacién).

Escenario | Recesién | Esperado | Expansion
EBI 400 1,200 2,000
I 400 400 400
EAI 0 800 1,600
ROE 0 0.20 0.40
UPA 0 4 8

Nétese que, como la estructura de capital es apalancada, existe deuda que genera intereses
pagaderos a los acreedores que hay que gravar de las EBI para obtener la utilidad neta EAL

El andlisis de los indicadores obtenidos en ambos casos es importante para observar el
comportamiento del crecimiento financiero de la empresa dado su nivel de apalancamien-
to, por ejemplo, graficando la utilidad por accién (UPA) respecto a las utilidades generadas
al inicio, es decir, antes de intereses (EBI) para su escenario respectivo se tiene:
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Utilidad por accién dado el nivel de apalancamiento

UPA
IS

0 500 1,000 1,500 2,000
EBI

——Estructura no apalancada ——Estructura apalancada —@—Punto de equilibrio

Es posible observar que el efecto del apalancamiento depende de las EBI. La pendiente
de la estructura apalancada resulta méas pronunciada porque la empresa maneja un nivel
inferior de acciones dada la absorcién de deuda, ademads de que su capital se reduce, de
aqui que cualquier incremento en las utilidades conlleva a un mayor incremento en las
UPA respecto a la estructura no apalancada.

También se observa que las rectas deben interceptarse en un punto, el cual es conoci-
do como punto de equilibrio, pues sirve como referencia para determinar desde que nivel
las UPA resultan mayores si la empresa se encuentra apalancada. Por lo tanto el punto
de equilibrio resulta ser un indicador de toma de decisiones para la empresa respecto a
cuantas utilidades brutas necesita generar para obtener mayores utilidades por accién, lo
que llevara a la empresa a mantenerse por encima del punto de equilibrio si en realidad
busca beneficios por endeudarse.

En contraste, si la empresa estd apalancada y se ubica debajo del punto de equilibrio,
ademads de estar pagando intereses que reducen su utilidad neta, no estaria explotando la
utilidad por cada acciéon que mantiene en circulacion. Resumiendo:

= Si la empresa estd apalancada, generard més utilidades por encima del punto de
equilibrio.

= Si la empresa no esta apalancada, generard mas utilidades por debajo del punto de
equilibrio.

Por otra parte, nétese que, si se absorbe deuda, las UPA crecen conforme las EBI, pues
las acciones se reducen dado el efecto de cerradura comentado anteriormente, de ahi que
el apalancamiento financiero resulta benéfico por encima del punto de equilibrio pagan-
do el precio de mantener menos acciones circulando. Al final es posible concluir que el
apalancamiento financiero es una estrategia que toma la empresa aceptando el riesgo de
generar mayores utilidades para solventar el pasivo adquirido (la deuda es buena siempre
y cuando se tenga la solvencia financiera para sobrellevarla).

De forma general, y para complementar el andlisis grafico, se sabe que las UPA para
una estructura no apalancada estan dadas por:

EBI

UPA = —
#ANA

donde #An 4 es el nimero de acciones en circulacién de la empresa no apalancada. Por el
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contrario, si la estructura de capital es apalancada se tiene:

EAI  (EBI — Drp)
UPA = =
#Aa #A

donde #ANn4 es el nimero de acciones en circulacién de la empresa apalancada. Luego,
el punto de equilibrio es aquel donde las UPA son iguales para cualquier estructura de
capital dado cierto nivel de EBI:

EBI _ (EBI — Drp)

#ANA #Aa
= (EBI)#AA = (EBI — DTD)#ANA = (EBI)#ANA — (DT‘D)#ANA

= (EBI)#ANA — (EBI)#AA = (DTD)#ANA
= EBI(#ANA — #AA) = (DTD)#ANA

#ANA )
#HANA — F#AA

= EBI = Drp(

Por otra parte, dado que la estructura de capital debe ser cerrada y si el precio de la accién
es P, es posible desarrollar la expresiéon para las EBI de la forma siguiente:

S
#ANA =E4

BB = Do e —#44

) = Drp(g—t )

Sna _ Sa
P P

Sna

= EBI =Drp(——"—

(SNA-—SA

Pero Sya — S4 es la diferencia que existe entre el capital no apalancado y el capital apa-

lancado reducido, donde es claro que dicha reduccién se da por la adquisicion de deuda

D. Asi, contablemente, si el Balance estd correctamente cuadrado Sy4 — S4 = D, por lo

que las EBI que generan el punto de equilibrio estdan dadas por:

Sna

SNA)
Sna—Sa

)= Drp(——

EBI = Drp( 5

Noétese que el capital contable no apalancado coincide con el activo A de la estructura de
capital, incluso debe coincidir con el activo para cualquier estructura apalancanda, por lo
que en general Sy 4 = A, de ahi que se obtiene la expresion final para las EBI que generan
el punto de equilibrio:

EBI = (A)rp

Por lo que, retomando el ejemplo, se obtiene:

EBI = (Sya)rp = (8,000)10 % = 800

Después, para obtener las UPA para el punto de equilibrio, basta con sustituir las EBI
obtenidas en la expresion correspondiente para cualquier estructura de capital. Por simpli-
cidad, utilizando la expresion para la estructura no apalancada y las igualdades comentadas
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anteriormente, se tiene:
EBI  (Ayrp  (A)rp
#ANA Sxa 4

= UPA = (P)T’D

UPA =

y, para el ejemplo, las UPA que genera el punto de equilibrio son:

UPA = (P)rp = (20)10% = 2

Con lo que, finalmente, el punto de equilibrio estd dado por el punto (EBI,UPA) =
(800, 2), que coincide con el punto marcado en la grafica del ejemplo.

De esta forma es posible estimar el punto de equilibrio sin plantear posibles escenarios
para las utilidades brutas de la empresa. De ahi que, si la empresa no tiene deudas y de-
cide financiarse, debera tomar en cuenta que para generar mayores utilidades por accién,
dado un pasivo de 4,000, tendra que generar utilidades brutas mayores a 800.

Adicionalmente, resulta importante analizar las ecuaciones para las rectas no apalancada y
apalancada con el fin de estimar cuantas utilidades se necesita generar para obtener cierto
nivel de utilidad por accién sea cual sea la estructura de capital de la empresa. Entonces
para cualquier nivel de EBI:

Recta no apalancada

EBI 1

UPA = =
#ANA (#ANA

VEBI

Recta apalancada

EBI—DTD) _ EBI _ Drp
H#Ap C HAL #Aa
1 Drp
EBI —
7, Ty

UPA:(

= UPA=(

Noétese que las pendientes no apalancada (m) y apalancada ﬁ definirén el nivel de

que tanto podrian crecer las UPA si se producen EBI cada vez mayores. En la gréfica es
claro que el beneficio del apalancamiento descansa en que es posible alcanzar, considera-
blemente, mayores utilidades por accién dado que el costo que se paga es una reducciéon
en el nimero de acciones en circulacion.

Ejemplo

Una empresa mantiene la siguiente estructura de capital libre de deudas, es decir, esta
financiada dnicamente con capital:
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Activo (A) 1 millén de pesos
Deuda (D) -
Capital (Sya) 1 millén de pesos
Precio por accién (P) $200
Acciones en circulacion (#Ana) 5,000

Noétese que la estructura de capital es cerrada.

Por otra parte, si se adquieren pasivos por 300 mil pesos a una tasa de interés anual
de rp = 5%, jqué nivel deben alcanzar las utilidades brutas para generar mayores utili-
dades por accién dado el financiamiento obtenido?.

Procedimiento

Dada la adquisicién de pasivo, contablemente la estructura de capital debe continuar
cerrada, es decir, el capital accionario debe coincidir con el total de acciones en circula-
cién, con el fin de cuadrar el Balance.

De esta forma el capital se reduce en 300,000, entonces:

Sa=Sva—D = 1,000,000 — 300,000 = 700,000

y #As = 4 = 0000 — 3 500

Con lo que la estructura de capital apalancada se muestra a continuacién:

Activo (A) 1 millén de pesos
Deuda (D) 300,000
Capital (S4) 700,000
Precio por accién (P) $200
Acciones en circulacién (#A4) 3,500

Luego, el punto de equilibrio estd dado por las coordenadas (EBI,UPA) = (Arp, Prp):

EBI = Arp = (1,000, 000)5 % = 50,000
UPA = Prp = (200)5% = 10

Entonces el punto buscado es (EBI,UPA) = (50,000, 10), lo que indica que, dado el
financiamiento 300,00 pesos, la empresa debe generar utilidades brutas mayores a 50,000
pesos anuales para alcanzar utilidades por accién arriba de 10 pesos. En contraste, si se
producen utilidades por menos de 50,000 resultaria preferible para la empresa no adquirir
el financiamiento, situaciéon que se observa al graficar con las ecuaciones de las rectas
obtenidas anteriormente:
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Recta no apalancada Recta_apalancada

UPA ( ! )EBI UPA ( ! )EBI Dry
“ \#Aya ~ \#4, #Ay
Utilidad por accién dado el nivel de apalancamiento
26.00
22.00
18.00
14.00
£
5 1000
6.00
2,00
200 ©
20¢ 0 o @P@ ‘@.@“
-6.00
EBI
~— Estructura apalancada ~—— Estructura no apalancada @ Punto de equilibrio
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3.4.5. Valor empresa dado el apalancamiento financiero (Proposiciones de

Modigliani y Miller)

En la seccién anterior se estudiaron los pros y contras del apalancamiento financiero,
donde se concluy6 que este resulta benéfico para la empresa si se genera el nivel suficiente
de utilidades para solventar la deuda adquirida, de donde se sigue que el nivel de apalan-
camiento depende del apetito de riesgo de la empresa, es decir, a qué precio se desea hacer
crecer las utilidades por accién siempre y cuando las utilidades brutas superen el punto
de equilibrio.

Esta situacién lleva a preguntarse jqué estructura de capital vale mas?, es decir, juna
empresa apalancada vale mas que una no apalancada?, ;jbajo qué condiciones?.

Modigliani y Miller (MM) establecen que, sin el pago de impuestos, el valor de la empresa
siempre es el mismo bajo cualquier estructura de capital, lo que representa la primera
proposicién de estos estudiosos e investigadores de las Finanzas Corporativas (MM1). For-
malmente se tiene:

Proposicion MM1: Ninguna estructura de capital vale mas que otra para los propieta-
rios de la empresa.

Dado lo anterior, se analiza la situacién siguiente, rescatando los escenarios del ejemplo
de la seccién anterior, bajo la perspectiva de un inversionista que planea adquirir acciones
de la empresa mediante dos estrategias posibles:

Ejemplo

Estrategia 1: Comprar 100 acciones de capital contable apalancado.

Recesion | Esperado | Expansién
UPA 0 4 8
Utilidades x 100 acciones 0 400 800

Costo inicial de la operacién= 100(20)=2,000. Se comprar 100 acciones a 20 pesos cada

una.

Estrategia 2: Solicitar un préstamo de $2,000 al 10% TAE y desembolsar otros $2,000

para comprar 200 acciones de capital contable no apalancado.

Recesion | Esperado | Expansién
UPA 1 3 5
Utilidades x 200 acciones 200 600 1,000
Intereses a pagar 200 200 200
Utilidad Neta 0 400 800

Costo inicial de la operacién: 200(20) - 2,000 = 2,000. Se compran 200 acciones a 20 pesos
cada una y se tiene un pasivo de 2,000.

Noétese que en la primera estrategia, el inversionista no estd apalancado y adquiere accio-
nes de la empresa apalancada, mientras que en la segunda estrategia sucede lo contrario,
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el inversionista se apalanca y compra acciones de la empresa no apalancada.

Dado esto, sea cual sea la estrategia, la utilidad neta es la misma para los posibles escena-
rios (0, 400 y 800) esté apalancada o no la empresa y el costo inicial para el inversionista
coincide esté o no apalancado, por lo que se corrobora lo que se plantea en la proposicion
MMI, ya que ninguna estructura de capital es mejor que otra. De no ser asi se obtendrian
mayores utilidades netas en alguna, y de suceder esto con el tiempo las condiciones del
mercado ajustarian los parametros del capital y deuda.

Por otra parte, jcual es valor de la empresa no apalancada y apalancada en los mercados
financieros?

Actual | Propuesta
Activos (A) 8,000 | 8,000
Deuda (D) 0 4,000
Capital contable (S) 8,000 4,000
Interés de la deuda (TAE) (rp) .10 .10
Valor del mercado por accién (P) 20 20
Acciones en circulacion 400 200

Rescatando las estructuras de capital de ambas empresa y sabiendo que para los mercados
financieros V = D + S, se observa que ambos valores empresa resultan ser de 8,000, por
lo que se tiene:

VNa=Vau

donde Vi 4 es el valor de la empresa no apalancada y V4 es el valor de la empresa apalan-
cada.

Si el valor de la empresa apalancada fuera mayor, los inversionistas no comprarian acciones
de esta y buscarian fondearse en el mercado y adquirir acciones de capital no apalancado
para generar el mismo rendimiento. Con el paso del tiempo, los precios en el mercado se
ajustarian.

Dado lo anterior, la proposicion 1 de Modigliani y Miller sugiere que el valor de la empresa
siempre es el mismo sin importar su estructura de capital solamente si se pagan intereses
adicionales al pasivo adquirido.

El apalancamiento solamente es una estrategia que depende del riesgo que estd dispuesta
a asumir de la empresa para alcanzar cierto nivel de utilidades brutas arriba del punto de
equilibrio. Esto se observa en las rectas generadas por el apalancamiento, ya que la recta
apalancada es mayor que la no apalancada a partir de este punto mostrando que se tienen
mayores rendimientos en buenas épocas donde las utilidades crecen. Asi, la pendiente mide
el riesgo para los accionistas pues define la sensibilidad del rendimiento sobre el capital
(ROE) dados los cambios en el desempenio de la operativa de la empresa.

Se concluye que el capital apalancado implica mayor riesgo, motivo por el cual el ren-
dimiento esperado es méas alto, lo cual Modigliani y Miller analizan en su segunda pro-
posicién, pues argumentan que el costo de capital estd positivamente relacionado con el
apalancamiento, pues el riesgo de los tenedores de capital aumenta con la deuda.
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Primeramente se define el Costo Promedio Ponderado del Capital (WACC por sus si-
glas en inglés Weighted Average Cost of Capital) como el costo de la deuda y el costo del
capital ponderado por la incidencia de la deuda y el capital en el valor empresa, es decir:

S — D
S+D"% S+ D

WACC = ( o

donde:
D = Debt = Valor total de la deuda (pasivo).
S = Stock =Valor total del capital contable.
rp= Costo de la deuda (Interés de la deuda).

rg= Costo del Capital (rendimiento que debe obtener la empresa sobre sus inversio-
nes para que su valor en el mercado permanezca inalterado).

Cabe mencionar que el costo de capital rg representa también la tasa de descuento de
las utilidades empresariales futuras, es decir, los dividendos de las acciones en el modelo
FED estudiado anteriormente; es por ello que el administrador financiero debe proveerse
de las herramientas necesarias para tomar las decisiones sobre las inversiones a realizar y
por ende las que mas le convengan a la empresa, para que el costo de capital coincida o
rebase el nivel de TREMA establecido por los propietarios.

Es sabido que los dividendos de las acciones estan ligados con la utilidad neta de la em-
presa, de ahi que es posible inferir que existe un paralelismo altamente significativo entre
el costo de capital de las acciones y el ROE, pues, como se estudié en secciones anteriores,
este ultimo funciona para estimar el precio de las acciones dado cierto crecimiento dada
la retencion de utilidades.

Retomando la expresién para el WACC, se observa que (SJFLD) y (ﬁ%) funcionan co-
mo ponderadores (suman 1) de los costos de la estructura de capital, de ahi que el WACC
puede interpretarse como el costo de la misma estructura. Asi, en el ejemplo de la empresa
no apalancada (NA) y apalancada (A) en el escenario esperado se tiene:

8,000

A = (=2 )0.15+ (———)0.10 = 0.1
WACCNa = (35001001 + (500 7 0/%10 = 01
4,000 4,000
ACCy = (— 2 020+ (—————)0.10 = 0.1
WACCa (4,000+4,000)O O+(4,000+4,000)0 0=0.15

Notese que, dada la equivalencia entre el costo de capital y el ROE, se utiliza este dltimo
para la estimacion del WACC. Asi, bajo MM1 el WACC (15 %) se preserva para cualquier
estructura de capital, ya que el valor empresa es el mismo. Después, se define ryg como el
costo de capital de una empresa no apalancada:

Utilidades netas de la empresa no apalancada

T =
0 Capital contable no apalancado
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De esta forma, en el ejemplo para el escenario esperado se tiene:

1,200

=01
8,000 0.15

7o

Asi, se concluye que, bajo MM1 y considerando solamente el pago de intereses de la deuda,
WACC=ry, por lo que es posible desarrollar finalmente la segunda proposicién de Modi-
gliani y Miller:

D
S+D

WACC =19 = ( )rs + ( D

S+ D

= ro(S+ D)= Srs+ Drp

ro(S+D)—Drp  Sro+Dro—Drp  Srg+ D(ro—rp)
= s = S = S = g

= 1”5:7“0-1—*(7"0—7“13)

Formalmente se tiene:

Proposicion MM2: El costo de capital de una empresa estd positivamente relaciona-
do con el apalancamiento financiero dada la siguiente expresién:

rg =710+ (To — T‘D)E

De esta manera, el rendimiento esperado del capital es una funcién lineal de la famosa
razon de apalancamiento %, que define el porcentaje de deuda (apalancamiento) que man-
tiene la empresa respecto a su capital contable.

Esta ecuacién define una recta con pendiente (rg —rp), la cual serd més elevada a medida
que 7o supere el nivel del costo de la deuda rp. Esto sugiere que si la empresa busca
financiarse, debe buscar un costo sobre su deuda (pago de intereses) inferior al costo de
capital que mantiene actualmente, es decir, r9 > rp, pues de lo contrario se generaria una
pendiente negativa que haria disminuir el nuevo costo de capital rg, situaciéon que no seria
rentable para el negocio. Adicionalmente si se cumple la igualdad rg = rp, el costo de
capital actual se mantendria, por lo que resultaria indiferente para la empresa financiarse.
Graficamente se tiene:
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Costo de capital rg
o

Razén de apalancamiento D/S

—rS WACC

donde puede apreciarse que una empresa no apalancada parte de un costo de capital inicial
ro ¥, si 79 > rp, el nuevo costo de capital rg aumenta a medida que la razén de apalanca-
miento crece manteniendo el WACC en el nivel de 7y solamente si se pagan intereses por
el pasivo adquirido, pues el valor empresa debe preservarse.

Lo anterior soporta la idea de que el apalancamiento depende del perfil de riesgo que
la empresa estd decidida a asumir, pues a pesar de que el valor de la estructura de capital
es el mismo, es posible hacer crecer los rendimientos esperados a medida que se genera
cierto nivel de utilidades y se adquiere un costo sobre la deuda tolerable para la operativa.
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3.4.6. Valor empresa dado el apalancamiento, incluyendo el pago de impues-
tos

En el tema anterior se estudié que el valor de una empresa es el mismo bajo cualquier
estructura de capital solamente si los intereses de la deuda son gravados de las utilidades
brutas, pero en la préactica es comun considerar en el pago de impuestos, pasivo que una
empresa debe asumir esté o no apalancada, ya que, independientemente de eso se tiene
que cumplir con las obligaciones fiscales. Graficamente se tiene:

No Apalancada Apalancada
M Impuestos Corporativos

Si ambos circulos son del mismo tamano, jqué estructura de capital vale mas? Ini-
cialmente se sabe que si no se pagan impuestos, las estructuras tienen el mismo valor y,
ademads, si estos son un pasivo, es facil concluir que la empresa con mayor valor serd la
que pague un monto menor de obligaciones fiscales.

De esta manera, dado que en la practica es imposible evadir el pago de impuestos, es
posible analizar qué estructura de capital puede generar mayor valor en los mercados fi-
nancieros, situaciéon donde la adquisicién de deuda resulta bastante importante. Se estudia
el ejemplo siguiente:

Una empresa mantiene una tasa fiscal corporativa de 35% TAE y utilidades antes de
intereses e impuestos (Earnings Before Interest and Taxes) por 1 millén de ddlares. Se
proponen dos estructura de capital alternativas: 1) Empresa financiada 100 % con capital
accionario (no apalancada) y 2) Empresa financiada con deuda por 4 millones de délares
y costo de 10 % TAE (apalancada).

Tomando en cuenta la nomenclatura siguiente, se analizan conjuntamente los indicado-
res del Estado de Resultados para ambas empresas en el periodo:

EBT= Earnings Before Interest and Taxes (Utilidades antes de intereses e impuestos)
I= Interest (intereses)= Drp

EBT= Earnings Before Taxes (Utilidades después de impuestos) = EBIT-Drp

T= Taxes (Impuestos)= EBTtc

EAT= Earnings After Taxes= EBT-T
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Estado de resultados NA A
EBIT 1,000,000 | 1,000,000
I 0 400,000
EBT 1,000 600,000
T 350,000 210,000
EAT 650,000 390,000

Nétese que la estructura apalancada (A) ademds de pagar impuestos también paga in-
tereses, ya que adquiere deuda. De esta forma a las utilidades brutas EBIT se le gravan
primero los intereses I para dejar libres estas utilidades de cualquier pasivo para los acree-
dores y después gravar los impuestos correspondientes para el Fisco. Asi, las utilidades
netas de la empresa seran aquellas libres de intereses e impuestos, es decir, las EAT.

Por otra parte, es posible deducir las siguientes expresiones para los impuestos paga-
deros y las utilidades netas:

T = EBTtc = (EBIT — Drp)tc
y
EAT = EBT — T = (EBIT — Drp) — (EBIT — Drp)tc
= FEAT = (EBIT — Drp)(1 —t¢)
= EAT(1—tc)

Después, observando el estado de resultados, pareciera que la empresa no apalancada tie-
ne mayor valor, pues genera mayores utilidades netas, pero la empresa apalancada resulta
mejor amparada en materia de pago de impuestos, pues paga una cantidad considerable-
mente menor al fisco, es decir, 350,000-210,000=70,000 ddlares, entonces ;qué estructura
de capital genera el mayor valor para los mercados financieros?

La respuesta se obtiene retomando lo estudiado en el tema 4.3.5 Formaciéon de una em-
presa, pues se sabe que el flujo de efectivo de un negocio corresponde , en cada periodo, a
la conjuncién de los flujos de pasivo (pago de intereses) para los acreedores y los flujos de
capital (utilidad neta) para los propietarios reflejados en el Estado de Resultados. Asi, el
flujo de efectivo FE, en el periodo, para ambas empresas es:

Flujo de efectivo NA A
FE 650,000 | 790,000

Cifras que, dada la definicién del flujo de efectivo, se obtienen con la suma FE = FAT+1,
de donde:

FE = EAT + I = EBT(1 — t¢) + Drp = (EBIT — Drp)(1 — t¢) 4+ Drp
= FE = EBIT — Drp — EBITt¢ + Drptc + Drp
= FE = EBIT — EBITt¢ + Drptc
= FE = EBIT(1 —t¢) + Drptc

donde
FEn4 = 1,000,000(1 —0.35) 4+ 0(0.10)(0.35)
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= FEna = 650,000+ 0
= 650,000

Y
FE4 = 1,000,000(1 — 0.35) + 4,000, 000(0.10)(0.35)
= FE4 = 650,000 + 140, 000
= FE4 = 790,000

Se observa que la empresa apalancada genera un mayor flujo de efectivo en el periodo,
situacién que resulta benéfica para la empresa en los mercados financieros, pues se sabe
que el valor empresa coincide con el valor presente de los flujos de efectivo generados por
la operacién periodo a periodo. Esto significa que el Flujo de efectivo FE esta intimamente
relacionado con el valor empresa S+D pues analizando la primera expresion FE=EAT+I,
EAT no es méas que las utilidades netas generadas que van hacia el capital S e I resulta
ser el monto que va a hacia el pasivo D.

Entonces si el valor empresa se puede expresar como el valor presente de los flujos de
efectivo generados periodo a periodo y bajo el supuesto de que la empresa espera generar
(como minimo) el mismo flujo a perpetuidad y mantener (cémo méximo) la misma tasa
de impuestos t¢, se debe tener lo siguiente:

V = VP(FE)

Expresién que representa el valor presente del flujo de efectivo.

Para poder descontar el flujo generado por la empresa, es necesario analizar su descompo-
siciéon en EBIT (1 —t¢) y Drpte, pues como se observa, el flujo de la empresa apalancada
supera el de la no apalancada en 140,000 ddlares, cifra resultante de la segunda expresién
de la descomposicién, es decir, Drptc, o mejor conocida como Proteccién Fiscal (PF),
ya que al momento de pagar intereses la empresa se ahorra (deduce) impuestos en esa
magnitud, situaciéon que coincide con lo comentado al inicio respecto a que la estructura
de capital que vale més es aquella que paga menos impuestos, sabiendo que se mantiene
un nivel especifico de deuda. Ademas FBIT(1 — t¢) representa una utilidad (sin impues-
tos) y Drptc representa el ahorro de impuestos dada la adquisicién de deuda, por lo que
descontar todo el flujo de efectivo con una sola tasa de rendimiento seria inadecuado, pues
los dos miembros de la descomposicién mantienen riesgos diferentes.

Entonces, jcudl es el rendimiento que mide de mejor manera el riesgo del miembro de
utilidad EBIT(1—t¢)? y jcuél es el rendimiento que mide de mejor manera el riesgo dela
proteccion fiscal Drpto?

EBIT(1 — tc) es la utilidad neta de la empresa no apalancada y la utilidad bruta de
la empresa apalancada gravada de impuestos, por lo que este miembro representa el flujo
sobre el capital contable de las dos estructuras, y el costo de capital ry debe ser la mejor
tasa para descontar, pues, dada MM2, a partir de rg el rendimiento sobre el capital se
incrementa dado un buen apalancamiento financiero.
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Por otra parte, la proteccién fiscal PF = Drptc es la parte de los intereses de la deuda
que se ahorra la empresa apalancada en la deduccién de impuestos, por lo que dicha de-
duccién depende del nivel que alcance la deuda, de ahi que el costo de la deuda refleja de
mejor manera el riesgo de PF.

Asi, dados los supuestos comentados anteriormente, el valor empresa estd definido por:

V=VP(FE)=VP(EBIT(1—tc)+ Drptc)
- EBIT(I — tc) n Drpteo

=V
To D
EBIT(1—t
V:7EC)+DtC
0

Donde EBIT(1—tc)/ro es el valor de la empresa no apalancada y Dt¢ es el valor presente
de la proteccidn fiscal. Ahora es posible hacer una clasificacién:

EBIT(1 — t¢)
VNa=—"—""-
o
y
EBIT(1 —t
Va= ﬁo ) | Dic

De donde se establece la MM1:

Proposicién MM1 (con impuestos): Dado que la tasa de impuestos es positiva, la
empresa apalancada tiene mayor valor en los mercados financieros en proporcion a la
proteccién fiscal, pues dicha empresa paga menos impuestos haciendo que su valor se in-
cremente. Esto es:

Va>Vna

Luego, dado el pago de impuestos, se genera un nuevo costo t. para la empresa, el cual,
aplicado a la proteccién fiscal, se transforma en un activo para la empresa apalancada, el
cual reduce el pasivo (intereses de la deuda) a pagar en cada periodo, es decir:

I — Drptc = Drp — Drptc

Expresién que es posible incluir en el WACC redefiniéndolo, ya que este representa la
ponderacién de los costos para la empresa:

S Dt
WACC=(goplstlgplr (g3

La misma situacién ocurre con la expresion dada por la proposicién MM2. Obsérvese que,
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sin impuestos, se cumple:

D
rs =10+ §(7“0 —7Dp)

y dado que, gracias a la proteccién fiscal, se genera una ganancia que reduce el pasivo de la

empresa, el costo neto (ro—rp) se reduce en términos de la tasa fiscal (al igual que en la ex-
presion para el WACC), es decir, (ro—7p)(1—t¢c), por lo que MM2 con impuestos implica:

D
rs =1o+ g(ro —rp)(1 —tc)

Formalmente se tiene:

Proposicién MM2 (con impuestos): El costo de capital de una empresa estd posi-
tivamente relacionado con el apalancamiento y es reducido en términos de la tasa fiscal
corporativa aplicada a la deuda total, mediante la siguiente expresion:

D
rg = T0§(7“0 —rp)(1—tc)

Esto significa que, aunado al aumento del valor empresa en los mercados financieros, la
existencia de impuestos y deduccién de los mismos implica una reduccién en el costo de
capital, por lo que es necesario analizar a qué nivel debe colocarse el interés de la deuda
que se desea obtener tomando en cuenta el nivel de la tasa de impuestos que se debe pagar.

Ejemplo

Hoy una empresa se financia solo con capital (estd no apalancada) y se espera generar
utilidades brutas de 153.85 MDD a perpetuidad. La tasa fiscal corporativa es de 35%
anual (TAE) y todas las utilidades después de impuestos se pagan como dividendos. Se

considera una restructuracién de capital que le permitird a la empresa renegociar 200
MDD en deuda con un costo anual del 10% (TAE).

Por otra parte las empresas no apalancadas del mismo giro tienen un costo promedio
de capital accionario del 20 % anual ;Cudl es el nuevo valor de la empresa con la restruc-
turacion 7
Solucién

Utilidades Brutas

EBIT =153.85

VNA _ EBIZ?él—tc) — 153'8‘?5(1)_‘35) = 500 MDD
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Por otra parte, la proteccién fiscal en cada periodo y su valor presente son:

PF = Dt.rq =200(0.35)(0.10) = 7

VAPF = 2L — Dt = 200(0.35) = 70

Con lo que se obtiene el valor de la empresa apalancada:

Va =500+ 70 =570

Por lo tanto se corrobora MMI y se observa que si la deuda crece hasta un nivel per-
mitido por la solvencia de la empresa, entonces su valor en los mercados financieros se

incrementara:

VNa < Vy
500 < 570
D1t=V?

Va7

AVANEN

Después, es posible utilizar los valores obtenidos para calcular los demas parametros de la
empresa respecto a su Balance y Estado de Resultados:

V4 =570
V=S§S4+D
570=S+200

S =570 — 200

S=370 Capital contable de la empresa apalancada.

Asi, por M M2
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rs =710+ %(1 —te)(ro — 7q)
0.20 + 290(0.65)(0.20 — 0.10) = 0.2351 ~ ROE

De esta forma se observa lo comentado en el tema anterior, es decir, si rg supera el nivel
del costo de la deuda, el costo de capital se incrementaré:

ro > 14 = 75 T (con y sin impuestos)

UtilidadNeta FEAT

s = CapitalContable S
(EBIT — Drg)(1 —t.)
S

_ EAT
S=="

Luego:

_ (153.85-20)(0.65)
S = 0.2351 =370

WACC = 29(0.65)(0.10) + 218(0.2351) = 0.1754

Entonces, si existe una tasa fiscal por pagar, el WACC se reduce, por lo que se rompe
la igualdad con rg sin impuestos:

WACC < Ry

Se observa también que si el WACC se reduce gracias al pago de impuestos, el valor em-
presa en los mercados se incrementara:

WACC |= Va1

Ademsds, es posible utilizar la expresion del WACC para corroborar el cédlculo del valor
empresa;

D S
ac0=21- i
= WACC VA( te)rq + Vs T's
D S
Va=aco ~ It ace”
V= D(l - tc>rd + (EBIT — T’dD)(l.tc)

WACC

Drq— Dterg+ EBIT(1 —t.) — rgD + rqt.D

= Va= WACC
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_ EBIT(1—t,)
T WACC

~ 153.85(0.65)

Va=—1mmg ~°™

Asi, con los valores obtenidos, se presenta, para el primer periodo, el Estado de Resultados
y Flujo de Efectivo para las empresas apalancada y no apalancada:

NA A
EBIT | 153.85 | 153.85
I 0 20

EBT | 153.85 | 133.85
T 53.85 | 46.85

EAT 100 87
FE 100 107

Donde el flujo de efectivo es:

FE = EBIT(1 — t¢) + Drptc
FEn4 = 153.85(1 — 0.35) + 0(0.10)(0.35)
= FEn4 =100+ 0 = 100
Y
FE, = 153.85(1 — 0.35) + 250(0.10)(0.35)
= FE, =100+ 7+ 107

De la misma forma, se muestra el Balance General actual para ambas estructuras de ca-
pital:

Con impuestos.

NA| A
Activo 500 | 500
Proteccién Fiscal | 0 70
Act. Total 500 | 570
Pasivo 0 | 200
Capital 500 | 370

Noétese que la proteccién fiscal es el monto que la empresa apalancada ahorra por concepto
de impuestos, por lo que es considerado como un activo a valor presente.

Sin impuestos
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NA | A

Activo | 500 | 500
Pasivo 0 | 200
Capital | 500 | 300

Y sin considerar impuestos, se presentan los parametros para ambas estructuras:

Util.Netas 153.85
- - — 0.3077
"= T Capital 500

ro = WACC = 0.3077

NA A
EBI | 153.85 | 153.85
raD | 0 20
EAT | 153.85 | 133.85

Costo de capital:
rs =10+ 5 (ro — ra)
= 0.3077 + 233(0.3077 — 0.20)

= 0.4461

__133.85 _
re = 13385 — () 4461

WACC = pisrs + phgra = 0.3077
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3.4.7. Introduccién a la Teoria del Portafolio

Al igual que en las secciones anteriores se estudiard el riesgo de inversiones y adquisi-
cion de deuda desde una vision bursatil, ya que es comun en la practica que una empresa
mantenga un portafolio que, ademds de instrumentos de deuda, incluya acciones de otras
empresas que cotizan en bolsa.

Sea una cotizacién de precios de una activo durante n dias, es decir: P, P, Ps,..., P,
entonces el rendimiento al tiempo t estda dado por:

De igual forma es de interés conocer el rendimiento esperado, la varianza, la desviacién me-
dia del activo y la covarianza entre otros activos, es por esto que se definen las expresiones
siguientes:

R
ER) =r=Y —
(R)=r -

t=1

= n- 1
n — )2
o = DesvMedia(R) (Rt I)
n —_—
t=1

n Rz’
045 = CO’U(Ri,Rj) = Z ( ¢
t=1

— i) (Rjt —1j)
n—1

Oij = $Pij0i0;

—1 < ;; <1 es coeficiente de correlacién entre el rendimiento de los activos y sirve
como criterio para elegir parejas entre varios.

La eleccién de Activos depende del perfil de riesgo de una empresa o inversionista segun
sea el caso. Suponga que ahora se eligen n activos para formar un portafolio, entonces el
portafolio de inversién estd dado de la siguiente forma:

Activos que conforman el portafolio=A1, Ao, Az, ..., An.

Precio de los activos del portafolio=P;, Ps, P, ..., P,.
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Numero de acciones de los activos=N1, No, N3, ..., N,,.

El valor del portafolio estda dado por:
n
$P = PuNy
k=1

La cantidad invertida en cada activo es P Ng.
La proporcién (peso) invertida e cada activo respecto al valor total del portafolio es:

PN
W, = k4VE
$P
= W es el porcentaje de dinero de cada activo invertido en el portafolio.

Entonces la definicién de portafolio es:

P =wA; +wsAs + ... + w, A,

Lo que representa que el portafolio estd compuesto por inversiones wy de los activos Ay
respectivamente. A la matriz W que estara conformada por los diferentes wjy que repre-
sentan los porcentajes respectivos a cada activo que conforman a nuestro portafolio de
inversién.

w1 1
w9 1

Sea W = ’ y 1=
| Wn | _1_

Entonces gracias a estos vectores columna es posible redefinir las expresiones para el ren-
dimiento esperado y varianza mencionadas anteriormente:

WD) = wp =1
k=1

lo que significa que los wy funcionan como ponderadores, pues suman el 100% de la
inversién. Asi, el rendimiento esperado del portafolio es un promedio ponderado de los
rendimientos esperados individuales. Esto es:

rp=E(Ry) = B> _wply) =Y wpE(Rp) =Y wyry
k=1 k=1 k=1

y asi i es el vector columna conformado por los rendimientos de los activos.
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™
T2

Tn |

_wT
=r,=W"pu
Para dos activos se tiene que la varianza de sus rendimientos estd dada por:
2 _ Var(R,) = U)10'2 + w202 + 2w1w201 2
%p P 1 2 ;
wmf + wQO’% + 2w1w2g01720102

Para n activos se tiene que la varianza del rendimiento conjunto del portafolio estda dada
por:

n n
2 _ Ay
o, = g E W;W;j0
i=1 j=1

Sea V la matriz de covarianza entre los rendimientos de los activos, entonces se tiene:

n

Rit — T Rjt — Ty
oy = 3 B =) (B =)

n—1
t=1
2
01 o112 . . . O1n
2
0921 0y .. . O92n
V:

2

Onpnl Op2 . . . Opn

= ol =WV
= 0, = VWIVIV

Una vez definidas estds expresiones matriciales, la eleccién de un portafolio de inversién
depende del perfil de riesgo de la empresa. Si se trata de una empresa con un perfil conserva-
dor la mejor opcion es elegir un portafolio con un riesgo menor, es decir, menor volatilidad.
Esto nos lleva al problema de minimizar el riesgo en un portafolio.
mino? = WIVW
saWli=1

Utilizando multiplicadores de Lagrange es posible optimizar la ecuacién. La demostracién
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del siguiente resultado se mostrara en el capitulo siguiente, pues ahi se estudiara a detalle
la Teoria del Portafolio.

Dado lo anterior, la combinacién W de inversiones que generan el portafolio de mini-
mo riesgo es:

_wl_
w2
vV
P = W = ——
" TV
[ Wn |

P, recibe el nombre Portafolio de minima varianza (riesgo).

Si se observa la relacion de riesgo vs rendimiento de un portafolio, se obtiene la fron-
tera eficiente, que representa las posibles combinaciones de las w, es decir, se observan los
diferentes portafolios posibles a crear a partir de los activos seleccionados.

Frontera eficiente

Pm

Rendimiento r
|
|

Volatilidad o

Luego, si se desea incluir un activo libre de riesgo con un rendimiento esperado ry en el
portafolio, entonces la frontera eficiente se trasforma en una recta la cual depende del
punto de tangencia y la frontera eficiente.

A este nuevo portafolio se le conoce como portafolio de tangencia o portafolio de mer-
cado y es aquel que, dada una tasa libre de riesgo, todos los inversionistas buscan replicar
para generar rendimientos iguales o mayores que el mercado en general (fndice de Precios
y Cotizaciones IPC).

Dado lo anterior, es posible elegir combinaciones del portafolio tangente y la tasa libre
de riesgo, todo dependera del movimiento sobre la recta de tangencia (la construccién
y aplicacién del portafolio de tangencia se estudiaran en el capitulo siguiente donde se
detallard la Teoria del Portafolio).
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Frontera eficiente

Rendimiento r

Volatilidad o

3.4.8. Medidas de desempeno, las betas de mercado y el CAPM

En el momento de construir un portafolio es necesario definir el nivel de riesgo que se
desea mantener. Es claro que mientras mayor sea el riesgo, se espera un rendimiento ma-
yor, por lo que, en la frontera eficiente, del punto de minimo riesgo hacia arriba, se genera
una mayor ganancia esperada. El indicador que mide la relacién riesgo-rendimiento es el
cociente de Sharpe (Sharpe-Ratio) definido en seguida:

Sea ;—’; = my, el cociente de Sharpe, cuyo indicador mide el rendimiento del activo k
por unidad de riesgo. De esta forma se espera que dicho cociente rebase la unidad, pues
esto implica que el rendimiento esperado supera el nivel de riesgo al que se estd expuesto;

de ahi que resulta conveniente elegir activos con un cociente de Sharpe alto.

Por otra parte, es posible maximizar este cociente dentro un portafolio definiendo el si-
guiente problema de optimizacién:

Mazx
Wtu

ATy

Sujeto a:

Wt =1

Donde la solucién (utilizando multiplicadores de Lagrange y mostrada en el capitulo si-
guiente) es:

w1
w2
p_| | V-l
w= o _m
| Wn |

Por otra parte, una medida adicional de desempeno y de gran importancia es la relacién
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que guarda el rendimiento de los activos con el rendimiento del mercado en general (indice
de Precios y Cotizaciones), la cual es definida como /3.

El indice de Precios y Cotizaciones (IPC) representa al mercado mexicano, pues es una
ponderacién de las principales acciones de empresas que representan el sector econémico-
financiero del pais, por lo que es de esperarse que el nivel del IPC vaya a la alza en el largo
plazo, situacién que refleja que el pais mantiene una economia estable.

40k

10k
0k

-10k
1985 1950 1955 2000 2005 2010 2015

Lo anterior sugiere que si el IPC va a la alza en el largo plazo, entonces los inversionistas
en el mercado buscaran replicar ese comportamiento en rendimiento por medio de acciones
que cotizan en bolsa, de ahi que para medir dicha relacién se tiene:

_ Cov(Rk,Ry)  Okm

2 2
m

Bk

o g,

Donde o2, es la varianza del rendimiento esperado del mercado, en este caso el IPC y Ok,m
es la covarianza entre el rendimiento del activo k y el IPC, por lo que, dada esta definicién,
si 8 =1 el rendimiento del activo k& se mueve perfectamente igual que el rendimiento del
IPC. Por otra parte, si 5 < 1, entonces el rendimiento del activo k se mueve con menor
intensidad que el del mercado, inclusive pusiera ser negativo mostrando que se mueven de
forma contraria, y por ultimo, si S > 1 el rendimiento del activo k se mueve con mayor
intensidad que el rendimiento del IPC, por lo que dicho comportamiento es el buscado por
los inversionistas, asi que es recomendable invertir en activos con 8 > 1.

Adicionalmente, dada la definicién de (3, se reconoce la existencia del mercado Financiero
y, por lo tanto, la existencia de los instrumentos financieros con riesgo y sin el mismo, de
ahi que las acciones que cotizan en bolsa fungen como activos riesgosos, pero jcudl es la
relacion con los activos libres de riesgo?

El modelo de valuacién de activos de capital (Capital Asset Pricing Model-CAPM) sugiere
que existe una relacién de largo plazo entre el rendimiento esperado de activos riesgosos

con la tasa de interés r; del mercado para realizar inversiones libres de riesgo en conjunto
con la relacién 8 de dichos activos con el mercado, es decir:

k=7 + Br(rm —7y)
Donde B es la beta del activo k y funge como la prima ganada por el riesgo de invertir
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en el mercado con rendimiento neto (r,, —¢).

Analizando la ecuacién del CAPM, se observa que esta representa una recta con 3 abscisa
y r ordenada, de tal forma que, dada estd definicién, los rendimientos deberan ajustarse en
el largo plazo a dicha recta si se encuentran sobrevalorados o subvaluados en rendimiento:

-~ sobre-valorado

o sub-valorado

Por lo que si un activo se encuentra subvalorado, entonces su rendimiento tendera a subir
en el largo plazo, por lo cual resultaria una buena opcién para invertir y, por el contrario,
si el activo estd sobrevalorado, su rendimiento tenderd a la baja para ajustarse a la recta
del CAPM, por lo que serfa una buena opcién para vender.

Por otra parte, el CAPM resulta una herramienta bastante socorrida por las empresas
para estimar su costo de capital rg (o 79 si no estd apalancada), pues, si la empresa cotiza
en bolsa, entonces bajo lo estudiado en los temas de apalancamiento financiero y valor
empresa, el valor del capital contable debe coincidir con el valor de las acciones emitidas,
ya que la estructura de capital debe ser cerrada, por lo que el rendimiento sobre las accio-
nes debiera coincidir con el rendimiento sobre el capital.

Notese que si una empresa no cotiza en bolsa podria realizar un ajuste sobre la formula del
CAPM, dividiendo el componente de riesgo Beta en riesgo operativo y riesgo financiero,
donde este 1ltimo absorbe el efecto de apalancamiento de la empresa. Otra alternativa
podria ser utilizar la equivalencia con el ROE, ya que esta razén financiera absorbe el
comportamiento de las utilidades si la empresa esta apalancada o no.

Suponiendo que la empresa cotiza en bolsa y retomando los conceptos estudiados de la
teoria del Portafolio, sea Port la cartera integrada por n series de acciones Ap que haya

emitido la empresa en el mercado bajo una proporcién wy, por lo que dicha cartera queda
definida como:

n
Port = Z wi Ay,
k=1

De esta forma, al igual que el rendimiento rp del Portafolio:

n
rp = E WETy
k=1

que es una combinacién lineal de los rendimientos individuales 7y de las series de acciones,
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la Beta global Sp de éste se expresa de la manera siguiente:

Bp = wib

k=1

donde ;. es la Beta individual de cada accién en el portafolio emitido por la empresa.

De esta manera, utilizando la ecuaciéon que define al CAPM, es posible obtener el ren-
dimiento esperado del capital rg del negocio:

rs =7f+Bp(rm +7y)

Donde, como ya es sabido, r, es el rendimiento esperado del mercado (IPC mexicano) y
rr es la tasa libre de riesgo para inversiones garantizadas.

Noétese que el nivel que alcanza rg implicitamente depende del nivel de capital que la
empresa tenga emitido en acciones que, a su vez, es un componente de la estructura de
capital y por lo tanto depende del nivel de apalancamiento (deuda) que se asuma.

Ejemplo

Se tiene la siguiente propuesta de inversion:

Activo | Precio | Titulos
1 $10 20
2 $20 30

Determinar el valor del portafolio formado por la propuesta y determinar los pesos de
inversion w para los activos 1 y 2.

Solucién
P = (10)(20) + (20)(30) = 200 + 600 = 800
(10)(20) (20)(30)
w1 200 0.25  wy 300 0.75
Ejemplo
Se muestran los siguientes pardmetros de mercado:
Activos | r esperado anual | ¢ anual | p anual
1 10% 12% 0.3
2 15% 14 % 0.3
IPC 12% 13% NA

Por otra parte, la tasa para inversiones libres de riesgo es ry = 7% TAE y las correlaciones
de los activos 1 y 2 con el IPC de mercado son ¢, = 0.5y w2, = 0.7

a) Obtenga la matriz de covarianzas asociada para los activos 1 y 2 y su respectiva
matriz inversa.
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b) Utilice diferentes combinaciones de pesos w; y we para calcular rendimiento y vola-
tilidad esperados para un portafolio y complete la tabla siguiente:

wil w2 Tp rp
-100% 200%
-80% 180%
-60% 160%
-40% 140%
-20% 120%

0% 100%
40% 60%
42% 58%
60% 40%
61% 39%
30% 20%
100% 0%
120% -20%
140% -40%
160% -60%
130% -80%
200% -100%

c) Obtenga el portafolio de minimo riesgo y el de méximo cociente de Sharpe para
los activos 1 y 3, calcule sus rendimientos y volatilidades esperados y ubique ambos
portafolios en la Grafica del inciso anterior. Analice los resultados obtenidos.

d) Obtenga el cociente de Sharpe y las respectivas betas para los activos 1 y 2 y comente
qué activo individual resulta una mejor opcién para invertir.

e) Dada la tasa libre de riesgo obtenga el rendimiento sugerido por la ecuacién del
CAPM para los activos 1 y 2. Grafique beta vs rendimiento a fin de generar la recta
definida por el CAPM y ubique en dicha grafica los rendimientos esperados de los
activos y comente si se encuentran subvalorados o sobrevalorados en rendimiento.

Soluciéon

2)

011 =0122=0014 015 = (0.12)(0.14)(0.3) = 0.005 095 = 0.142 = 0.020

v _ 0.0144 0.005 vl 76.3126  —19.6232
~ 1 0.005 0.020 - |—19.6232  56.0664

w; =—100% w2 =200%

0.014 0.005
op=[-1 2] [0.005 0.020

] [_21] = 0.2695 = 26.95%

rp=[-1 2] [8}8] =0.20=20%

Siguiendo los mismos pasos para cada w:
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wil w2 Gp rp
-100% 200% 26.95% | 20.00%
-B0% 180% 24.13% | 195.00%
-60% 160% 21.37% | 1B.00%
-40% 140% 18.73% | 17.00%
-20% 120% 16.24% | 16.00%
0% 100% 14.00% | 15.00%
A0% 60% 10.85% | 13.00%
A2% 58% 10.76% | 12.90%
60% 40% 10.36% | 12.00%
61% 39% 10.36% | 11.96%
B0% 20% 10.78% | 11.00%
100% 0% 12.00% | 10.00%
120% -20% 13.82% 9.00%
140% -40% 16.04% 8.00%
160% -60% 18.50% 7.00%
180% -B0% 21.14% 6.00%
200% -100% | 23.88% 5.00%

Frontera Eficiente

25%
20%
15%
10%

5%

0%

(e

—&—rp
y-lq_ [ 763126 —19.6232] [1] _ 56.6893]
T |—19.6232  56.0664 | |1]|  [36.4431]

76.3126  —19.6232] [1
Ty/11 —
rvi={ [—19.6232 56.0664] H = 931325

V11 [0.6087]

P = 17717 = |0.3013

0.10

—wT, —
rp,, = W' =1[0.6087 0.3913] [0.15

} =0.1196 = 11.96 %

op,, = VWTVIWV =0.1036 = 10,36 %

Frontera Eficiente

25%
20%
15% /
10% \
5%
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30%

(e
—rp Pm P_Max_Sharpe
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d)
1 T2
m; = — = 0.10/0.12 = 0.83 my = — =0.15/0.14 = 1.07
g1 02
3 o1m  (0.12)(0.13)(0.50) 046 B o2m  (0.14)(0.13)(0.70) 0.47
1 pu— pu— pu— . 2 pu— pu— pu— .
o2, 0.132 o2, 0.132
Por lo tanto, elegimos el activo 2 para invertir.
c)
Relacién rendimiento - Beta
16%
L
14%
e T Condicion 17%
e ¥ - r rendimiento 0% L]
rf 7% 0 7% Igual - 8% i
1l 10% 0.46 0.09 Sobrevalorado 6%
2 15% 0.75 0.11 Sobrevalorado 4%
IPC 12% 1.00 0.12 Igual 2%
0%
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20
B
—a—Seriesl +— Series? 4— |PC Recta CAPM = —e—1f

Se observa que ambos activos estian encima de la recta del CAPM, por lo que su rendi-
miento esperado estd sobrevalorado, lo cual sufiere que dicho rendimiento tenderd a la
baja en el largo plazo, por lo que se considerarian los activos para vender en el largo plazo
o para comprar a corto plazo.

Ejemplo
Cierto corporativo es dueno de dos marcas de productos que se ofrecen en diferentes

mercados: una refresquera y una cementera, por lo cual cotiza en bolsa con ambas marcas.
Los parametros de ambas series de acciones se muestran en seguida:

Rubro Monto emitido | r esperado anual | o esperada anual | p con el mercado
Refresco (1) 3mdp 15% 12% 0.2
Cemento (2) 5mdp 13% 10% 0.6

IPC (m) - 17% 20% 1

Por otra parte se sabe que las inversiones libres de riesgo, es decir, garantizadas ofrecen
un rendimiento anual de 8 %.

Dada la relacién con el mercado (IPC) y las acciones emitidas por la empresa, §Cudl
es el costo de capital (rendimiento esperado rg) anual esperado para la empresa en su
estructura de capital?

Soluciéon

Primeramente es necesario obtener la relacién Beta de cada accién (emitida por el Corpo-
rativo) con el mercado (IPC), de ahi que si:
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Om,k

Br =

Sl\)

Entonces

0.2(12%)(18 %)
18 %2

0.6(10 %) (18 %)
18 %2

=0.12

pr =

B2 = =0.30

Se observa que los dos tipos de accion no reflejan de intensamente los movimientos del
mercado, ya que, a pesar de tener una Beta positiva, la relacién en baja (menor al 50 %).

Luego, es necesario conocer el peso que tiene cada marca en la emisién total de la empresa,
es decir en los 8mdp. Asi:

3mdp
5Smdp

= ——=10.625
w2 8mdp

Por lo que, la emisién en la refresquera representa el 37.5% del total emitido, mientras
que la cementera refleja el 62.5 %.

De esta forma la Beta global para el Corporativo es:

Bp = w11 + wafs = 0.375(0.12) + 0.625(0.30) = 0.2325

Se observa que, de forma total, el capital accionario del Corporativo mantiene una relacién
positiva con el pero no tan marcada.

Finalmente se procede a obtener, mediante la expresién del CAPM, el costo de capital
esperado rg para el Corporativo, tomando en cuenta que la tasa libre de riesgo anual es

de 8% anual:

rs =1p 4 Bp(rm —rs) = 8% + 0.2325(17 % — 8 %) = 0.100925

Es decir, el costo de capital (rendimiento sobre el capital) esperado del Corporativo en su
estructura de capital es de rg = 10.0925 % anual.
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3.4.9. Evaluacién de proyectos de inversién

En capitulos anteriores se estudié que un proyecto de inversion es aquel que paga flujos
de efectivos de A en k = 0,1,2,...,n y requiere desembolsos de Bx en k = 0,1,2,...,n.
Entonces el flujo neto del proyecto en k esta dado por Cy = A — By.

AD Al A2 An-1 An
| | | | | |
| | | | | |
0 1 2 n-1 n
BO B1 B2 Bn-1 Bn

Por lo tanto el valor actual neto (VAN) del proyecto k=0 es:

= VAN =Y CV*
k=0
En donde V = l—}rr

En esta expresién para el VAN es importante definir correctamente los elementos que
intervienen en ella, es decir, la tasa de interés r y los flujos, Ck.

Primeramente, la tasa r es el costo de oportunidad o costo de capital del proyecto, la
cual puede ser una TAE o TIAE y puede definirse como una TREMA si lo que se espera
es generar un rendimiento minimo dadas las condiciones de la empresa, o puede ser la tasa
que fija el mercado dado el riesgo de proyectos comparables.

Por otra parte, los flujos Ck son los famosos flujos de caja, y son netos ya que a los
ingresos A se les disminuye los gastos By, definiendo la diferencia como la parte que be-
neficiard a la empresa (si estd invirtiendo) en el momento del tiempo que dicha diferencia
neta sea liquidada.

En la construccion de los flujos de caja, es necesario tomar en cuenta que, dentro de
la composicién de los ingresos Ag, como parte de un proyecto u operativa de la empre-
sa en general, se tienen las utilidades antes de impuestos, las amortizaciones o intereses
pagaderos de los deudores de la empresa, las provisiones creadas para reserva de riesgos
financieros y los ingresos que no son gravables de impuestos. Por otra parte, dentro de la
estructura de los gastos Bg se tienen los gastos que aun no se desembolsan para llevar
a cabo el proyecto en ese punto del tiempo, los impuestos y los egresos no afectados por
dichos impuestos.

En general, esta estructura se ve generada en el Estado de Resultados de la empresa,
pues como ya se estudié anteriormente, a cada entrada de la empresa se le descuenta su
respectivo gasto, por ejemplo, a las utilidades (EBIT) se le resta el pago de intereses y los
impuestos; y dentro de las EBIT se concentran los rubros descritos en el parrafo anterior
para las entradas Ag, por lo que la utilidad neta en ese punto del tiempo K es el flujo
de caja neto Ck. Por, ejemplo, en los ejercicios analizados en el tema referente al valor
empresa y a las proposiciones MM se debe tener, para cierto punto en el tiempo:
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Ingreso / Egreso Tipo de Flujo
Utilidades antes de impuestos en Intereses (EBIT) A
- Intereses () B
= Utilidad Antes de Impuestos (EBT)
- Impuestos (T) B
= Utilidad después de Impuestos (EAT)
= Flujo de Caja C

Criterios basicos de aceptacion de un proyecto
1. VAN > 0 Aceptamos proyecto.
2. VAN < 0 Rechazamos proyecto.
3. VAN = 0 Indiferencia en el proyecto, o cual generara una situacion de rechazo.

Si r hace el VAN = 0, se dice que r es la TIR (Tasa Interna de Retorno).
Criterio de la TIR

Sean dos Proyectos A y B, entonces se tiene la siguiente relacién VAN y rendimiento.

VAN

Se puede observar los siguientes casos en los que es factible cada proyecto.

- El proyecto A es factible si r 1 y VAN | entonces r < VAN, es decir, el VAN es
mayor a cero.

- El proyecto B es factible sir Ty VAN 1 entonces r > VAN, es decir, el VAN es mayor
a cero.

Ejemplo

Dado los flujos de efectivo en el tiempo 0 y 1 de los proyectos A y B encontrar el VAN y
la TIR de cada proyecto correspondientemente dado un rendimiento del 25 % para ambos
proyectos.

Flujo de efectivo en 0 | Flujo de efectivo en 1
A -10 40
B -25 65
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Solucién
VAN de los proyectos

VAN, = —10+ {25 =22
VANp = —25 + (& =27

TIR de los proyectos

TIRA:—10+14—JST,:0
40
TO—].:T

r=3=300%

r=16=160%

Flujo de efectivo en 0 | Flujo de efectivoen 1 | VAN | TIR
A -10 40 22 | 300%
B -25 65 27 | 160%

Se observa que el proyecto con un VAN maés alto es el proyecto B y dado que ambos
proyectos tienen la misma tasa de oportunidad, debe elegirse el B.

Ejemplo:

Se tienen los dos proyectos siguientes. Analicelos exhaustivamente:

Periodo 0 1
Proyecto de inversién -$100.00 | $130.00
Proyecto de financiamiento | $100.00 | -$130.00

Obteniendo la TIR y el VAN se tiene:

TIR | VAN(TIR)
Proyecto de inversiéon 30 % $0
Proyecto de financiamiento | 30 % $0

Se concluye que ambos tienen la misma TIR, las cuales hacen 0 el VAN de ambos proyectos.

Analizando cémo se comporta el VAN con relacién a la tasa de oportunidad se tiene:
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VAN Proyecto

r VAN Proyecto Inversion i 2
Financiamiento
0% $30.00 -530.00
26 $27.45 -527.45
4% $25.00 -325.00
6% 52264 -322.64
8% $20.37 -320.37
10% 51818 -518.18
12% $16.07 -316.07
14% 514.04 -514.04
16% $12.07 -312.07
18% $10.17 -310.17
20% 58.33 -58.33
22% 56.56 -56.56
24% 54 84 -54 84
26% 5317 -53.17
28% 3155 -51.56
30% 50.00 50.00
32% -51.52 $1.52
34% -52.9% 52.99
36% -54.41 5441
38% -35.80 $5.80
A40% -57.14 57.14
42% -58.45 $8.45
447 -59.72 $9.72
5% -$10.96 510.95
48% -$12.16 $12.16
50% -513.33 513.33
Luego, graficando r vs VAN:
VAN

$40.00

$30.00

$20.00

$10.00 _——

50.00 S
0% 10% 20%—" 30% % 50% 60%

-$10.00

-520.00 -

3000 ¥~

-$40.00

—— VAN Proyecto Inversién ——VAN Proyecto Financiamiento

Noétese que, para aceptar el Proyecto de inversién, debemos mantener una tasa de oportu-
nidad menor a la TIR (30 %), ya que asi el VAN es positivo. En contraste, para aceptar el
Proyecto de financiamiento debemos mantener una tasa de oportunidad mayor a la TIR
(30 %), ya que asi el VAN es positivo. Evidentemente hay que percatarse que ningtin VAN
sea menor que cero.

Método de la alternativa incremental

Dada la opcién de los Proyectos A y B para una empresa, si es posible elegir uno o
los dos al mismo tiempo, se dice que ambos proyectos son independientes. En contraste, si
de los dos proyectos solo se puede elegir uno, dadas las condiciones de la empresa, entonces

se dice que los proyectos son mutuamente excluyentes.

Para analizar esta situacién es conveniente estudiar el comportamiento de los flujos de
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efectivo incrementales:

Flujos netos Proyecto A : Cax = Aax — Bak

Flujos netos Proyecto B : Cgpx = Apx — BBk

Incremental A— B : Cyurx — CBk

Incremental B — A: Cpxg — Cax

Lugo para cierto costo de capital r, si:

VAN s_g >0 = Elegimos el Proyecto A

Esto significa A > B, lo que implica que A genera flujos netos de efectivo méas atractivos

que B.

Por otra parte, si:

VANB_a >0 = Elegimos el Proyecto B

Esto significa B > A, lo que implica que B genera flujos netos de efectivo méas atractivos

que A.

Ejemplo:

Dados dos proyectos A y B se muestran los flujos de efectivo incrementales:

Flujo de efectivo en 0

Flujo de efectivo en 1

Alternativa incremental (B-A)

-15

25

Alternativa decremental (A-B) 15

-25

VAN de las alternativas

VANp_ 4= —15+4 % =5
VAN p=15— £ =5

TIR de las alternativas

TIRp A =—-15+ % =0
25 —

i —1=r

r =. 666 = 66.6 %

TIRs p=151$% =0

25 —
T5—1—7"
r =. 666 =. 666 %

Flujo de efectivo en 0 | Flujo de efectivoen 1 | VAN | TIR
Alternativa incremental (B-A) -15 25 5 |66.6%
Alternativa decremental (A-B) 15 -25 -5 | 66.6%
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Se elige a B ya que B dado A nos da un VAN positivo.
Ejemplo:

Se tienen los siguientes proyectos de inversiéon mutuamente excluyentes. La tasa de des-
cuento relevante es del 6 % TAE. ;Qué proyecto debe elegirse?

Ano 0 1 2 3
A | -$10,000.00 | $10,000.00 | $1,000.00 | $1,000.00
B | -$10,000.00 | $1,000.00 | $1,000.00 | $12,000.00

Bajo r = 6% el VAN de los proyectos es:

VAN A | $1,163.58
VAN B | $1,908.82

El VAN de B es mayor dada la tasa de rendimiento requerida para los proyectos. Se elige B.

Por otra parte, se analizan los flujos de efectivo incrementales:

B-A | $0 | -$9,000.00 | $0 | $11,000.00

Incremental A-B | $0 | $9,000.00 | $0 | -$11,000.00

TIR A-B | 10.55%
TIR B-A | 10.55%

Analizando céomo se comporta el VAN con relacion a la tasa de oportunidad se tiene:

r VAN A VAN B VAN B-A VAN A-B
0% $2,00000 $4,000.00 $2,00000 -$ 2,000.00
2% $1,707.41  $3,249.43  $1,58202 -$ 1,582.02
4% $1,42894  $255405  $1,12511 -$ 1,12511
6% $1,163.58  $1,508.82 $745.25  -§ 74525
8% $910.43  $1,309.25 $358.82  -§ 39882
10% 5668.67 5751.31 382.64 -5 8264

10.55% 5603.50 $603.60 50.00 -3 0.00
12% 5437.55 5231.41 -5206.13 5 206.13
14% 5216.37 -5253.68 -547005  §  470.05
16% 54.51 -5706.88 571138 5 71138
18% 519861  -51,130.79  -503218 3 63218
20% -§393.52  -§1,527.78 -51,13436 § 1,134.26
22% -§580.71  -51,699.98 -31,319.27 5 1,319.27
24% -S760.63  -52,240.34 -31488.70 5 1,48B70
26% -§033.70  -52,577.60 -$1,643.89 $ 1,6438%
28% -51,100.31 -$2,886.35 -31,786.04 § 1,785.04
30% 51,260.81 -33,177.06 -§1,916.25 § 1916.25
32% -51,415.53  -53,451.04 -52,03551 § 2,03551
34% -51,564.79  -§3,709.50 -52,14471 § 2,14471
36% -51,708.86 -53,953.54 -52,24488 5 2,24468
38% -51,848.02 -54,184.18 -52,336.16 & 2,336.16
0% -51,982.51 -54,402.33 -52,419.83 § 2,419.83
47% $2,11256 -54,608.86 -$249629 S 249529
4% -52,238.40 -54,804.53 -52,566.12 § 2,566.12
46% -52,360.23 -54,990.06 -52,629.83 § 2,629.83
48% -52,478.23 -55,166.13 -52,687.90 $ 2,687.90
50% -52,59250  -35,333.33  -§2,74074  § 274074

Luego, graficando r vs VAN:

190



Universidad Nacional Auténoma de México

VAN
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Se observa que el punto r= 10.55% (TIR incremental) donde se cortan las curvas, es el
punto donde el VAN de las alternativas incrementales es cero y el VAN de cada proyecto
individual es el mismo, por lo que este punto funciona como referencia.

Entonces, s se toma una tasa de oportunidad menor al punto de corte r=10.55%, el
VAN del proyecto B es méas alto y debe elegirse este proyecto. Es por ello que sit = 6%
i10.55 % se elige B.

Por otra parte, si se toma una tasa de oportunidad mayor al punto de corte r=10.55 %, el
VAN del proyecto A es méas alto y debe elegirse este proyecto.

VAN incremental

$4,000.00
$3,000.00
$2,000.00
$1,000.00
S-

o
-$1,000.00

-$2,000.00
-$3,000.00

-$4,000.00

——VAN A-B ——VAN B-A

Luego, observando el VAN de las incrementales se nota que para r=6 %, el VAN de B-A es
positivo, por lo que debe elegirse B. Entonces, si se toma una tasa de oportunidad menor
a la TIR incremental de 10.55 %, el VAN de B-A es positivo, por lo que debe elegirse B
para invertir.

En contraste, si se toma una tasa de oportunidad mayor a la TIR incremental de 10.55 %,

el VAN de A-B es positivo, por lo que debe elegirse A para invertir. Por ejemplo, si r=14 %
el VAN incremental A-B es positivo y se elige A.
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Indice de rentabilidad (IR)

Una técnica adicional para resolver si un proyecto de inversién es factible o no es el indice
de rentabilidad que esta dado de la siguiente forma. Sea un proyecto con flujos netos de
efectivo C};:

co C1 Cc2 Cn-1 Cn
| | | \ \ \ |
| | | \ \ \ |
0 1 2 n-1 n
Cy = A, — By,
= Ir =VP de los flujos netos de efectivo después de la inversién neta. / Inversién inicial
neta.
n
S CRVE
Ip==k="—>1
R o

Para proyectos independientes, elegimos el proyecto si:
Ir>1

y descartamos si:
Ir <1

Ejemplo
Dado los siguientes proyectos calcular el VAN y el indice de rentabilidad de cada proyecto,
suponga un rendimiento del 12 %.

Proyectos | t=0 | t=1 | t=2
1 -20 | 70 10
2 -10 | 15 40

Solucién
VAN de los proyectos

VAN = =20+ 70(1.12) 1 + 10(1.12) 72 = 50.4719
VANy = —10 + 15(1.12) 7! + 40(1.12) =2 = 35.2806

Indice de rentabilidad de los proyectos

Ip = 70(1.12)'4+10(1.12) "2 _ 359

20
Ipy = 15(1.12)*114540(1.12)*2 — 452

Proyectos | t=0 | t=1 | t=2 | VAN | Indice de rentabilidad
1 -20 | 70 | 10 | 50.4719 3.52
2 -10 | 15 | 40 | 35.2806 4.52
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El indice de rentabilidad y el VAN del proyecto dos son mas altos, por lo que se elige dicho
proyecto.

Ahora aplicando el Método de la alternativa incremental.

Proyectos t=0 | t=1 | t=2 | VAN | Indice de rentabilidad
Incremental (1-2) | -10 | 55 | -30 | 25.2 2.51
Decremental (2-1) | 10 | -55 | 30 | -25.2 -2.1

Si los proyectos son mutuamente excluyentes, entonces.

Calculamos la alternativa incremental y si
Irr >1; VAN > 0

Entonces optamos por el proyecto mayor.

Después, analizando el comportamiento del indice de Rentabilidad en funcién de la ta-
sa de oportunidad, se tiene:

r IR A IRB IR B-A IR A-B VAN A VAN B
0% 4.00000 5.50000 -2.50000 2.50000 $60.00 $45.00
10% 3.53504 4.66042 -2.52066 2.52066 $51.90 $36.69
20% 3.26385 4.02778 -2.50000 2.50000 $45.28 $30.28
30% 2.58817 3.52071 -2.45562 2.45562 $39.76 $25.21
40% 2.75510 3.11224 -2.39756 2.35756 $35.10 §21.12
50% 2.55556 277778 -2.33333 2.33333 $31.11 517.78
60% 2.38281 2.50000 -2.26563 2.26563 $27.66 $15.00
70% 223183 2.26644 -2.15723 2.19723 524.64 $12.66
75% 216327 216327 -2.16327 216327 $23.27 $11.63
80% 2.08877 2.06750 -2.12563 212563 $21.98 $10.68
S0% 1.9806]4 1.89751 -2.06371 2.06371 $15.61 $8.98
100% 1.87500 1.75000 -2.00000 2.00000 $17.50 $7.50
110% 1.78005 1.62132 -1.93878 1.53878 $15.60 $6.21

120% 1.65421 1.50826 -1.88017 1.88017 $13.88 $5.08
130% 1.61626 1.40832 -1.82420 1.82420 $12.33 $4.08
140% 1.54514 1.31944 -1.77083 1.77083 $10.90 $3.19
150% 1.43000 1.24000 -1.72000 1.72000 $9.60 $2.40
160% 1.42012 1.16864 -1.67160 1.67160 $8.40 $1.65
170% 1.36488 1.10425 -1.62551 1.62551 §7.30 $1.04
180% 1.31378 1.04552 -1.58163 1.58163 $6.28 $0.46
190% 1.26635 0.55287 -1.53583 1.53583 $5.33 -$0.07
200% 1.22222 0.54444 -1.50000 1.50000 $4.44 -$0.56
300% 0.50625 0.62500 -1.18750 1.18750 -51.88 -53.75
400% 0.72000 0.46000 -0.58000 0.58000 -$5.60 -$5.40
500% 0.55722 0.36111 -0.83333 0.83333 -$8.06 -$6.39
600% 0.51020 0.25552 -0.72445 0.72445 -$9.80 -57.04

Graficando IR vs r:
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indice de Rentabilidad

0% 100% 200% 300% 400% 500% 600%

——IRA ——IRB

Haciendo un acercamiento:

indice de Rentabilidad

70% 71% 72% 73% 74% 75% 76% 77% 78% 79% 80%

——IRA ——IRB

Se observa que el IR de los proyectos es igual cuando r=75%. Entonces si r < 75% el IR
de B es mayor y debiera escogerse B y si r > 75 % debiera escogerse A.

Por otra parte, no siempre estd demas analizar los flujos incrementales. A partir de este
andlisis es posible observar que el IR A-B siempre es mayor que el IR B-A y esto se debe a
que el VAN de A-B siempre es superior al de B-A, lo que sugiere que A es mejor proyecto
de inversion.

Dado lo anterior, se concluye que el IR es un buen indicador pero no el mejor. Al fi-
nal todo depende de la incidencia de los flujos en cada periodo y en qué nivel de tasa y
VAN se encuentran los proyectos.

3.5. Ejercicios

Bonos

1. jCuaél es el precio de un bono cupén cero que paga una redencién de $200 dentro de
un ano bajo un YTM de 10 % anual?.

2. Un bono cupdn cero paga su redencién dentro de 1 ano por un valor de $100. El
YTM es del 11 % capitalizable trimestralmente. ; Cudnto vale el bono? ;Cudl es la
tasa efectiva anual equivalente con la que podrias descontar el nominal directamente
a un periodo?.

3. Calcula el precio de un bono con rendimiento (YTM) del 7% anual que promete un
cupén anual de $5 y un nominal de $100 dentro de 10 anos.
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10.

11.

12.

13.

. Un bono al 6% anual estd valuado por $82.88 con una redencién y YTM de $100

y 8% respectivamente. ;Cudl es la madurez del bono? Utiliza interpolacién lineal o
algin método numérico.

. Al dia de hoy se emite una obligacién al 12 % anual con un valor facial de $90 que

paga una redencién de $110 al final de 12 anos. Los flujos de efectivo que paga dicha
obligacién se hacen de manera semestral. ;Cuédl es el precio de la obligacién si esta
mantiene un rendimiento del 14 % capitalizable semestralmente?.

. Hoy se emite un bono al 15 % anual con un precio de $130.61. Después de 7 afios se

paga una redencién de $120. ;Cudl es el rendimiento del bono?.

Alvin tiene un bono que vale $319.42, el cual paga cupones cuatrimestrales bajo una
tasa del 20 % anual con un valor facial de $300. La madurez del instrumento es de 5
anos. ;Qué YTM gana Alvin?.

. Después de 2 anos Simén le compra el bono a Alvin en $280 justo después de haberse

pagado el cupén. ;Cudl es el YTM de Simén?.

. Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera

bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 10 % anual capitalizable 6 veces al
ano, obtenga el precio del instrumento en la quinta fecha cupén (12/01/2015) justo
después de haberse pagado el flujo. (Hint: El cupén se paga el dia 12 del mes en que
cae la fecha cupén).

Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera
bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 12 % anual capitalizable 6 veces al
ano, obtenga el precio del instrumento en la quinta fecha cupén (12/01/2015) justo
después de haberse pagado el flujo. (Hint: El cupén se paga el dia 12 del mes en que
cae la fecha cupén).

Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera
bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 14 % anual capitalizable 6 veces al
ano, obtenga el precio del instrumento en la quinta fecha cupén (12/01/2015) justo
después de haberse pagado el flujo. (Hint: El cupén se paga el dia 12 del mes en que
cae la fecha cupén).

Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera
bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 14 % anual capitalizable 6 veces
al afio, obtenga el precio del instrumento al 01/01/2015 (precio sucio). ;Cuél es el
precio de mercado (precio limpio) del instrumento al 01/01/2015? (Hint: El cupén
se paga el dia 12 del mes que cae la fecha cupén y suponga que cada mes tiene 30
dias).

Financiamiento con acciones

Al comienzo de 2015 la empresa emitié acciones preferentes que pagan un dividen-
do bimestral de $1 bajo una tasa de oportunidad del 40 % anual capitalizable al
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14.

15.

16.

17.

bimestre. Desafortunadamente la institucién no se encuentra en su mejor momento
hablando en términos de liquidez, por lo que estima pagar los dividendos por dos
anos completos solamente (2015 y 2016) y, cuando la situacién se estabilice, volver
a pagar los dividendos al final del mes de abril de 2018.

a) ¢ Cudl es el precio de la accién preferente?

b) ;Cudnto valdria la accién si la empresa pagara los dividendos en tiempo y
forma?

Se espera que las acciones comunes de la Compania paguen un dividendo de 4 délares
cada mes. Usted es poseedor de un paquete de 500 acciones, por lo tanto recibe el
dividendo de cada una, en los periodos establecidos, generando una mayor ganancia
monetaria. Por otra parte, usted planea poseer el paquete solo por dos anos, esto es,
recibir los dividendos al final del plazo e inmediatamente vender los activos.

Al dia de hoy, los especialistas financieros (dadas las condiciones del mercado) esti-
man que el precio de venta esperado a dos anos de las acciones de la Compania serd
de 80 délares. Luego, si requiere un costo de oportunidad del 22 %:

a) {Cudl es el valor de la accidn si se supone un dividendo fijo?

b) ;Cuadl es el valor de la accién si se supone un dividendo creciente en 0.07 délares
cada mes?

c) /Cudl es el valor de la accién si se supone un dividendo creciente en razén
1.25% cada mes?

Una empresa reporta utilidades de 5 mdp este afio y planea retener 2 mdp para
invertir en la gestién del presupuesto de capital del siguiente ano. Se calcula histéri-
camente el rendimiento neto sobre el capital,el cual es del 30% anual,si se emiten
acciones que pagan un dividendo de $9 bajo un costo de capital del 15 % anual.

a) ¢{Cudnto creceran las utilidades el ano siguiente?

b) Cudnto valdran las acciones después de tal crecimiento?

Calcule el precio por accién del numeral anterior.Luego considere un proyecto en
donde se debe pagar 1 mdp dentro de un ano y se recibira a partir del segundo afno
210 mil pesos a perpetuidad. Si el costo de capital coincide con el de las acciones
comunes, ;Cudl es el valor de la accién si se decide aceptar esta oportunidad de
crecimiento?. Considere un total de 100 mil acciones en circulacion.

Apalancamiento Financiero

Suponga que su Empresa esta financiada al 100 % con capital y esta planeando adqui-
rir una parte de sus acciones comunes mediante la emision deuda corporativa.Como
resultado de ello, la Empresa se endeuda por una cantidad de 400 millones de ddlares
a una tasa anual del 12 %. Por otra parte, la Empresa estima que generars utilida-
des brutas ano con ano de 307.7 millones de ddlares a perpetuidad. Si la tasa fiscal
corporativa anual es del 35% y el costo de capital accionario para la estructura de
capital actual de la Empresa es del 25 % anual:

a) ;Cudl es el valor de la empresa no apalancada al dia de hoy?
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b) Suponiendo que afio con afo se pagan los mismos intereses sobre la deuda,

jcuanto vale a perpetuidad la proteccion fiscal?

.,Cudl es el valor de la empresa apalancada al dia de hoy? ;Cémo es el valor de
la empresa apalancada respecto al de la no apalancada?

; Cuanto vale el capital contable de la empresa apalancada?

Dado el resultado del inciso anterior, obtenga el costo de capital de la empresa
apalancada. Analice el resultado obtenido y compérelo con el costo de capital
de la empresa no apalancada. Introduzca en el andlisis MM2 con impuestos.
Qué tiene que ver la relacién entre Ry y 74 respecto al incremento del costo
de capital rg?

f) {Cudl es el WACC de la empresa no apalancada y el de la empresa apalancada?

18. Considere los siguientes datos.

Actual | Presupuesto
Activo $10,000 $10,000
Pasivo 30 $5,000
Capital $10,000 | $5,000
Interés sobre la deuda 10% 10%
Valor de mercado por accién $20 $20
Acciones en circulacion 500 250

Si se espera tener EBI de $600 ; Qué estructura de capital genera mayores UPA?

Si se espera tener EBI de $1,400 ;Qué estructura de capital genera mayores
UPA?

;,Cudl es el punto de equilibrio?

Si se espera tener EBI de $2,000. Calcular el WACC para la empresa (sin
impuestos).

Calcular el costo de capital para la empresa en funcién del WACC anterior (sin
impuestos).

Teoria del Portafolio

19. Se desea elaborar un portafolio de inversiéon con tres activos.

a
b
¢
d

Activo | Precio del activos | Numero de acciones | Rendimiento del activo
A $5 15 3.2%
B $15 23 7%
C $3 8 1%

)
)
)
)

Calcule el precio del portafolio.
Obtenga las W del portafolio.
Defina el portafolio.

Estime el rendimiento del portafolio.

20. Suponga que desea construir un portafolio de inversién con solo dos acciones. Usted
busca informacién sobre dos acciones en el mercado, AIR FRANCE y DONONE, si
los estimadores dados para cada accién son los siguientes.
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Rendimiento esperado | Desviacién estandar | Correlacién
AIRE FRANCE 11% 15% 0.15
DANONE 7% 12% 0.15

a) ¢{Cudl es la rentabilidad esperada, varianza y desviacién del portafolio de inver-

sién?.

21. El senior Noel desea invertir en dos acciones que se encuentran cotizando en la bolsa
mexicana de valores. La proyeccion de los rendimientos sobre estas acciones solo los

siguientes:

Estado de la economia | Probabilidad de ocurrencia | Rendiminento A | Rendimiento B
Recesion 0.25 -2.0% 5.0%
Normal 0.60 9.2% 6.2 %

Auge 0.15 15.4% 7.47%

a) Estime el rendimiento esperado de cada accién.

b) Calcule la desviacién estandar del rendimiento de cada accién.

c¢) Calcule la covarianza y la correlacién existente entre las dos acciones.

22. Considere la propuesta de inversién dada por la tabla siguientes:
Activo | Acciones | Precio | Rendimiento esperado | Volatilidad | Correlacion
A 10 7 9% 0.12 0.7
B 12 10 10% 0.15 0.7
a) ;Cuales el precio del portafilo?

Calcular la proporcién de cada activo.

;, Cudl es el rendimiento espera y la volatilidad del portafolio?

Construya la frontera eficiente del portafolio. (Recuerda que la frontera eficiente

se obtiene a través de todas las posibles combinaciones del vector W).

23. El rendimiento esperado sobre una cartera que combina una activo libre de riesgo y
el activo que se sitia en el punto de tangencia de la frontera eficiente es del 25 %. El
rendimiento esperado se calculdé bajo los siguientes supuestos. Tasa libre de riesgo
del 5%, rendimiento esperado de la cartera de mercado de los activos libres de riesgo
es de 20 % y una desviacion estandar de la cartera eficiente de 4 %.

a) ;Cudl es la beta del activo que se encuentra en la cartera de mercado?

b) ;Cuadl es la desviacién estdndar del portafolio de mercado?

c) (Cudl es la beta del activo B que tiene 0=2% y una correlacién de 0.5 con el
mercado?

d) ;Cual es el rendimiento del activo B?

Evaluacion de proyectos

Considere los siguientes proyectos de inversién y conteste correctamente.
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Proyecto | t=0 | t=1 | t=2
1 -500 | 240 | 300
2 -300 | 400 | 600

24. ;Cudl es el VAN de cada proyecto?.
25. ;Cuadl es la TIR de cada proyecto?.
26. ;Cual es el indice de rentabilidad de cada proyecto?.

27. ;Qué proyecto de inversién es el mejor?.

Considere los siguientes proyectos de inversién y conteste correctamente

Proyecto | t=0 | t=1
A -25 | 45
B -80 | 145

28. ;Cudl es el VAN de cada proyecto?.
29. ;Cual es la TIR de cada proyecto?.
30. ;Cual es el indice de rentabilidad de cada proyecto?.

31. Aplique el método de la alternativa incremental para los siguientes proyectos. ;Qué
proyecto de inversion es el mejor?.

Considere el siguiente proyecto de inversion y conteste correctamente.

Afio 0 1 2 3 1 5
Flujo | -$10,000 | $3,000 | $4,500 | $5,500 | $6,000 | $7,000

32. ;Cuaél es el valor presente neto del proyecto para una tasa de oportunidad (costo de
capital) del 25 efectivo anual?.

33. ;Cuadl es la tasa interna de retorno TIR (rentabilidad promedio) del proyecto?.

34. Suponga que el proyecto es un Bono cuyo precio de emisién es de $10,000 ;Cudl es
el YTM del bono durante el horizonte (plazo) de 5 anos?.

35. ;Cudl es el indice de rentabilidad del proyecto?.

3.6. Enlace con el capitulo siguiente

Los tres pilares de las finanzas corporativas nos ayudan a planificar de forma correcta
el desarrollo de un proyecto de inversién. Como se mostré en este capitulo hay ciertas
metodologias que son de ayuda para tomar buenas decisiones. A partir de esto, el capitulo
siguiente profundizara de forma mas concreta dichas metodologias y dard una aplicacién
objetiva al desarrollo de estas.
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4. Aplicacién a las Matematicas Financieras

Introduccién

En los capitulos anteriores se ha estudiado la teoria de las matemaéticas financieras y las
finanzas corporativas. Hasta el momento los conceptos han sido claros y se han abordado
de forma practica para facilitar la comprension al lector. En este capitulo se retoman te-
mas ya estudiados y se introducen nuevas definiciones, con el fin de ofrecer una aplicaciéon
més especifica en materia financiera sin perder el objetivo de este documento.

Como se comenta, se recuperan algunos temas y se plantean preguntas y nuevos supues-
tos para poder enriquecer el andlisis de cualquier decisién financiera, de igual forma en
capitulos anteriores se observa que conforme se va avanzando en los temas, el andlisis de
los resultados obtenidos en los ejercicios va siendo mas profundo, en el sentido de que se
busca una mejor interpretacion en materia financiera enfocada al mercado real, situacién
que se busca intensificar en este capitulo, pues el término ” Aplicaciéon” lo sugiere.

Adicionalmente, el lector podra visualizar los posibles escenarios a los cuales se puede
enfrentar en la bisqueda de una toma de decisién financiera.
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4.1. Instrumentos de Renta Fija

Un instrumento de inversién es un contrato el cual consiste en una serie de diversos
flujos de efectivo que prometen un rendimiento con base de una tasa de interés (no siempre
son los mismos flujos ni los mismos periodos).

Los instrumentos de Renta Fija son aquellos que se caracterizan por manejar el mis-
mo interés durante todos los plazos y mismos flujos de efectivo.

Los instrumentos de renta fija més conocidos son los Bonos.

4.1.1. Bonos

Como ya se ha comentado en capitulos anteriores, los bonos representan contratos en
los cuales un emisor se compromete a pagar ciertos intereses en fechas previamente es-
tablecidas a cambio de un pago inicial. Al final del plazo el emisor entrega un premio o
redencién.

Los Bonos son utilizados por empresas y gobierno para fondearse (Bonos Corporativos
y Bonos Gubernamentales).

Principales Elementos

- Valor facial (F): Face value o valor de caratula, este es el monto sobre el cual se
calculan los cupones.

- Tasa cupén (c): La tasa que define los cupones que se pagan. Por convencién esta es
nominal capitalizable a menos que se especifique lo contrario.

- Cupones (C): Estos son el producto del precio facial y la tasa cupén cF = C.

- Valor Nominal (N): Valor nominal o valor de redencién es el monto que se paga (casi
siempre) al final del plazo como premio por haber adquirido el bono.

- Plazo del Bono (n): Define cuantos cupones se pagan.

- Rendimiento (r): Es el rendimiento que gana el instrumento, r es el YTM (Yield to
Maturity) rendimiento al vencimiento.

Clasificacion
Bono Cupén Cero (BCC)

No hay pago de cupones, sélo se paga la redencién.

201



Universidad Nacional Auténoma de México

El precio del Bono es el valor presente de sus flujos.
P=N1+nr™"

Con interés simple se tendria:

Ejemplo

Un Bono cupén cero se emite hoy y promete un nominal de $100 al final de 4 afios bajo
un YT M del 5% anual efectivo. ;Cudl es el precio del instrumento al dia de hoy?.

Solucién

Datos
N=100

n=4
r=>5%=0.05

Procedimiento
P =100(1 + 0.05)~% = 100(1.05)~* = 82.2702

. Qué pasaria si la tasa es del 5% anual capitalizable semestralmente?.
Datos

N=100
n=4 anos = 8 semestres
r=22% = 005 = 0,025

Procedimiento
P =100(1 + 0.025)78 = 100(1.025) ™% = 82.0746
Ejemplo
Hoy el Banco de México emite un Cete a un plazo de 28 dias bajo un rendimiento del 3 %

anual, un nominal de $10 y capitalizan bajo un interes simple. ;Cudnto vale el Cete hoy?
Noétese que un Cete capitaliza de forma simple.

Solucion

Datos

N=10
__ 28
N=360

Procedimiento

10

P=—————— =99767
1+0.03(2)

Ejemplo
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Hoy se firma un pagare (BCC) por $1,000 a plazo de 6 meses. Si el interés que se carga
al documento es del 20 % anual capitalizable semestralmente ; Cudnto se recibe hoy por el
pagare?.

Solucion

Datos
N=1,000
r=%2 =01
n=1

Procedimiento
P =1000(1.1)"! = 909.09
Ejemplo
Hoy se firman dos pagares por la cantidad de $2,000 y $3,000 cada uno liquidables a

1 y 2 anos respectivamente. Cuanto dinero se recibe si el interés cargado a ambos docu-
mentos es de:

a) 35 % efectivo anual
b) 35 % anual nominal capitalizable semestralmente
¢) 35% anual instantdneo

2,000 3,000

Soluciéon

a) Datos
N=2,000 y 3,000
n=1y2

r=35 %=0.35

Procedimiento
P =2000(1.35)"! +3000(1.35) 2 = 3127.57

b) Datos

N=2,000 y 3,000
n=1y2
r=35%-035-0.175

Procedimiento 0.35 0.35
P =2000(1 + '7)‘2 +3000(1 + '7)‘4
P = 2000(1.175) "% + 3000(1.175) ~* = 3022.49
c) Datos
N=2,000 y 3,000
n=1y?2
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0=35%=0.35

Procedimiento
P = 20002351 1 300069352 = 2899.13

Al emisor de pagarés le resulta conveniente una tasa de interés con menor frecuencia de
capitalizacién, pues de esta forma el documento tendra mayor valor actual.

Ejemplo

Hoy se subastan Cetes a 182 dias con un YT'M del 4.5 % anual. ;Cuénto valen los Cetes
hoy? y ;Cuénto valen un mes después?

Solucion

a) Datos

N=10
__ 182
N=360
r=4.5%=0.045
10

P=——
1+0.045(382)

=977

b) Datos

N=10
__152
=350
r=4.5 %=0.045
10

P=——— =981
1+0.045(322)

4.1.2. Bonos a Tasa Fija

Se pagan cupones fijos con base en cierta tasa cupén ¢ y un nominal N al final del
plazo.

P=Canr+ NV"
Ejemplo

., Cuadl es el precio de un Bono al 30 % anual con un valor facial de $100, YT M del 15 %
capitalizable cuatrimestralmente si los cupones se pagan cada trimestre durante 4 anos?

Soluciéon
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Datos
N=100
F=100
r:on = 0.0375
=230 = 0.075
C=0.075(100)=7.5 n=4(4)=16
Procedimiento
P =175( 1-(1+ 0'0375)716) +100(1 4 0.0375) 76 = 144,51
- 0.0375 ‘ T
Ejemplo

En el mercado de deuda se encuentra un bono que ofrece un valor de redencién de $100
y promete pagar una tasa cupén del 12 % capitalizable bimestralmente, si el instrumento
tiene una madurez de 2 anos, calcule el precio del bono suponiendo los siguientes rendi-
mientos:

1. YTM del 6 % convertible bimestralmente
2. YTM del 12 % convertible bimestralmente

3. YTM del 18 % convertible bimestralmente

Solucion

Datos

F=N=100

n=2(6)=12

c¢=0.02

rp =298 =001 7y = %520.02 r3 = %% = 0.03

Procedimiento

1. 100(0.02) (200D 1 100(1 4 0.01)~12 = 111.26

2. 100(0.02)(A=H0ED7E 4 100(1 +0.02) 22 = 100

3. 100(0.02)(A=UE0972) 4 100(1 +0.03)~12 = 90.05

Haciendo el anélisis de los resultados obtenidos se muestra la tabla siguiente:

No P F r C
1 [111.26 | 100 | 6% | 12%
2 100 100 | 12% | 12%
3 90.05 | 100 | 18% | 12%

Se observa que la relacion de las tasas YTM y cup6n estan asociadas entre el precio y el
valor facial si F=N.
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= De esta forma, se establece el vinculo de las relaciones entre P y F'y entre r y c.

P>F&r<e
P=F&r=c

P<F&r>c

Sea P = Canr + NV"

anr

_ 1-vn
= P = Canr + N(1 — (anr)(r))

= Canr + N — N(anr)(r))
= P =N+ (C — Nr)anr
P =N+ (cF — Nr)anr

= V" =1— (anr)(r)

SiF=N
P =F + (cF — Fr)anr

P=F+ F(c—r)anr

Formula de diferencia de tasas.

P—F =F(c—r)anr

Ejemplo

Retome el ejercicio anterior y suponga un valor facial de 100 y un valor de redencién
de 120 y calcule el precio del bono con las tres distintas tasas de rendimiento.

Solucion
Solucion

Datos

F=100

N=120

n=2(6)=12

¢=0.02

rp =298 =001 ry = 2520.02 r3 = %% = 0.03

Procedimiento

1. 100(0.02)(A=UHLO00"2 ) 4 190(1 +0.01) 12 = 129.004

2. 100(0.02)(A=0E0002) | 190(1 +0.02)12 = 115.77

3. 100(0.02)(A=UHL0872) 4 190(1 4 0.03) 12 = 104.07
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= I # N no necesariamente se establece la relacién par. Por otro lado, si F=N los
cupones son calculados respecto a N.

P =cNanr + NV"

por lo que se cumplen las relaciones anteriores.
=- Si F' # N, entonces se debe seguir calculando los cupones respecto al nominal i.e.

P =gNanr+ NV"

Por otra parte, esta expresion, utilizando g como una tasa cupoén, debe seguir cumpliendo
con la férmula que satisface el precio del bono, entonces:

P =cFanr+ NV"
= cFanr + NV" = gNanr + NV"

= cF =¢gN
. ¢k
.Q—N

g es conocida como tasa cupdn ajustada y da pie a las relaciones par si F difiere con N.
Luego, se sabe que:

P =N+ (cF —rN)anr

P F
N=1+(Cﬁ—r)aﬁr
P =N+ N(g —r)anr

Formula de diferencia de tasas incluyendo la tasa cupén ajustada g.

P— N = N(g—r)anr

Ejemplo

Retomando el ejercicio anterior calcule la tasa ajustada ”¢g” y evalué el bono con los
siguientes rendimientos y al final haga conclusiones de las relaciones.

1. YTM del 5% convertible bimestralmente
2. YTM del 10 % convertible bimestralmente

3. YIM del 15% convertible bimestralmente
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Soluciéon

cF  (0.02)(100) 1

I=N T 120 60

Entonces el precio del bono seria:

(14.0:05y—12
1@y 41201 4 205)-12 = 13137

6

(14.0:10y—12
2. (2) (Mg —) + 120(1 + ©95)-12 — 129

6

_(140:15y-12
3. (2)(F ) 4 120(1 + 918)~12 = 109.74

6

Entonces si I' # N se concluye que las relaciones par estdn dadas de la siguiente for-
ma:

P>N&r<yg

P=N&r=g

P<N&r>g

Noétese que g resulta ser solamente un indicador para medir los niveles par, sobre par y
bajo par de instrumentos si F diferente de N, por lo que la tasa ¢ sigue siendo la tasa
cup6n original del instrumento, pues a partir de ella se llega al calculo del precio P.
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4.1.3. Bonos como proyectos de Inversion

En el mercado es comtn comprar y vender Bonos a precios previamente estableci-
dos, la diferencia que existe entre los compradores y vendedores esta dada por el precio de
oferta o precio de venta (Ask price) y el precio de demanda o precio de compra (Bid price).

La diferencia entre los precios es llamada Spread y su tamano depende de la liquidez
del instrumento.

Si los precios de los instrumentos ya estan dados en el mercado, entonces la pregunta
que surge es: ;Cudl es el rendimiento que nos ofrece dicho instrumento 7.

Se sabe que un Bono estia conformado por algunos valores particulares como lo es el
Valor Facial (F), Valor de redencién (N), Precio del Bono (P), tasa cupén (c), tiempo de
madurez (n) y el rendimiento (YTM).

De igual forma sabemos que el precio del bono esta dado por:

P = Canr+ NV"

Ahora la pregunta es: ;Cémo se ve un Bono como proyecto de Inversién?

Ak

o ——=
N—— o0
w——n

Bk

v o —

Retomando lo estudiado en capitulos anteriores, el VAN (Valor Actual Neto) o NPV (Net
Present Value) es el célculo del valor presente de los flujos de caja (Cash Flow) mediante
una tasa de interés, en este caso el YTM.

VAN = Zn: CpV"
k=1

En donde Ck = Ak - Bk
Aj son los flujos recibidos y By los desembolsados en el proyecto.

De esta forma, el VAN de un Bono estd dado de la siguiente forma.

k=0 k=1,2,...,n-1 k=n
By=P B, =0 B,=0

Co=—-P Cp,=C C,=C+N

n—1
AN =PV 4+ > cvF 4 (C+ N)v™
k=1
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n—1
VAN =—-P+> CVF4+CV"+ NV™
k=1

VAN =-P+> CVF 4+ NV"
k=1

VAN = —P+CZV’“+NV”
k=1

= VAN = —-P + Canr + NV"

Siel VAN =0

P =Canr+ NV"

Siel VAN = 0 se dice que la tasa a la que estan descontados los flujos de efectivo es la
TIR y en este caso el YI'M es la TIR de nuestro proyecto.

La TIR es la rentabilidad que proporciona un proyecto, nos ayuda a tomar decisiones
y en ocasiones esta T/ R se compara con una tasa minima o una tasa de corte.

Se dice que la TIR(YTM) hace justo el precio del Bono, es decir, no existe arbitra-
je.

Ejemplo

Se desea comprar un Bono en el mercado, cuyo Bid price es de $80.00 y paga dos cu-
pones anuales al 10 % ;Qué rendimiento se gana?.

Ak 10 10+100

| | |

| | !

0 1 2
Bk 80

VAN = —80 + 10V + 110V?
VAN =0 = 80 = 10V + 110V?2

V1 =0.8085
Vo =-0.8994

— 1 _
V = 1L =0.8085

r=ggo5s — 1 =0.2368=23.7%

Un ano después se desea vender el Bono y el Ask price es de $90.00. ;Es recomenda-
ble la estrategia?, ;Qué rendimiento gana el Bono ?.

Si el mercado compra el Bono.
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Ak

10+100

Bk 30

VAN = —-90 + 110V

Siel VAN =0

90 = 110V

v

Entonces

r = % —1=0.222=22.2%

3l

Entonces el rendimiento que gana la operacién por parte del nuevo comprador es de
22.2%. Luego, dada la compra al emitirse en instrumento y su venta un periodo después,
se genera un nuevo perfil del proyecto con los flujos de efectivo siguientes:

Ak

10+90

Bk 80

VAN = -804+ 100V

Siel VAN =0
80 = 18(())0V
V=100
Entonces
10
r= 3 1 =0.25=25%

Se concluye que conviene la venta anticipada del bono siempre y cuando haya alguien
en el mercado dispuesto a pactar su compra al precio establecido.
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4.1.4. Analisis de sensibilidad

Si se busca realizar una venta anticipada de un bono antes del vencimiento es impor-
tante medir si resulta conveniente hacerlo, pues dada esta estrategia y lo comentado en el
tema anterior, los precios en el mercado cambian constantemente dadas las variaciones en
los factores de riesgo inmersos en este.

Lo anterior lleva a preguntarse ;jcudl es el factor de riesgo en el mercado que haria cambiar
el precio de un bono? Analizando los factores del instrumento, se sabe que la tasa cupén
y la madurez se fijan al momento de pactar el contrato al igual que el valor facial y el
de redencion, por lo que el factor que estd sujeto a cambios en el mercado es la tasa de
rendimiento YTM del bono.

Esta situacién genera una nueva incognita: ;Cémo se mide el cambio en el precio de
un Bono dado un movimiento en el YT M?.

Sea r el YT'M del Bono y sea P(r) el precio del Bono en funcién de r, el cambio estd dado
por:

9 0 &
_p - FVi
or (r) or ; iV

En donde se sabe que Fy, Fo, F3,....F, 1 =Cy F,=C+ N.

2 - —t _ = —t—1
;‘ar;ﬂ(l”) = ;tFt(l—i—r)

0
Entonces — P(r) es el cambio del precio respecto al cambio en el YT M.

or

Luego, el cambio relativo (%) es:

aP(r) =i tR(( )t
P(r) Yot Fr(L47)
2P(r) R tR (L)
P T P =M

DM es la Duracién Modificada del bono, indicador que fue estudiado en capitulos ante-
riores y mide el cambio en el precio del instrumento ante un cambio conjunto del 1% en

el YITM (0.5% 1y 0.5% ).

Por otro lado:

o . Pr+h)—P(r)
gri () = lim h

Se da un cambio pequeno en r, es decir, h — 0 (h es el cambio en la tasa).

0 _P(r+h)—P(r)
ol ~ h
= P(r+h)—P(r) = h;P(r)
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_9P(r)

P(r+h) — P(r) ~ —hP(r)( P(fjj") )

Entonces la diferencia de precio dada la DM es:

P(r+h) — P(r) ~ —hP(r)DM

Y el cambio relativo dada la DM es:

P(r+h)—P(r)

~ —hDM
P(r)

Entonces el precio aproximado dado el cambio h en r estd dado por:

P(r+h)~ P(r)—hP(r)DM
= P(r+h)~ P(r)(1 —hDM)

Expresién de donde es posible concluir que si la tasa de interés se incrementa, entonces el
precio del bono tenderd a la baja y viceversa.

Ejemplo

Se desea invertir en un Bono con un valor nominal de $100.00 con una tasa cupén del
5%, un rendimiento del 20 % anual con un vencimiento de 4 anos. Calcular la DM del
Bono.

Solucién

Datos
N=F=100
C=5

n=4
r=10%
c=5%

Procedimient94
P =5(01") 4+ 100(1.1)4=84.15

[Poti t(5)(11) ™! + (4)(100)(1.1) 7]

DM = —
84.15

=3.35

Ahora suponga un cambio de 10 pb (puntos base). Aproximar el nuevo precio del ins-
trumento y el cambio relativo dada la DM

10
0 pb 10000 0.1% = 0.00

Precio nuevo.
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P(r+h)=P(10% + 0.1%)
P(r + h) = 84.15[1 — 0.001(3.35)] = 83.86

Cambio relativo.

P(10% + 0.1%) — P(10%)
P0%)

Noétese que el precio del bono baja porque la tasa de rendimiento se incrementa.

=-0.001(3.35)=-0.00335=-0.335 %

Dado lo anterior, se concluye que el precio del bono es una funciéon decreciente en térmi-
nos del YTM, por lo que si la primera derivada representa la Duracion Modificada, en la
siguiente grafica se observa que la recta pendiente de la DM se ajustara de mejor forma al
precio del bono si el cambio h en la tasa es cada vez més pequeno, por lo que la aproxima-
cién desarrollada anteriormente perderd precision si h tiende a la alza, es por ello que sera
necesario una medida adicional que soporte esta brecha con el fin de no perder precisién.
A esta medida se le conoce como Convexidad, la cual se introducird mas adelante.

P(r)

Convexidad

DM I

Retomando la DM, se sabe que:

OP(r)
SR+ Ty,
S FE(+r)-t  P(r)

Multiplicando por (1 + r)

SR+ ) 1) SR+
> F(l4r)t YR+

(1+7)DM =

El ponderador es la particién (incidencia) de cada flujo descontado del Bono al precio
total.

D = DM (1 + r) =Duracién Macaulay

D es el plazo promedio del Bono, es decir, el plazo promedio de recuperaciéon del instru-
mento.

Recordando un poco de la teoria de Caélculo, se tomard un concepto importante para
este tema.
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Expansién de Taylor

Sea f(z) una funcién infinitamente diferenciable y definida en el intervalo (a-h,a+h),
entonces se tiene lo siguiente:

© t(n)(g
fa) =3 T D e
n=0 )

Expansién de segundo orden.

F() = f(@) + SO~ a) + 5 P (@) —a)? +

= f(@) ~ (@) + fO(0)w — a) + 5 P (@)~ a)?

Ahora sea f = P el precio del Bono y sea © = r+h y tomando a = r entonces la expansién
de segundo orden para estas variables se visualiza de la siguiente forma:

OP(r) 162]3(7“)

P(r+h) m P(r) + =5 =h+ 555 h*
—doP(r) B2 BQPgr)
= P(r+h)— P(r) = —h(#)P(r) + 5 Pagr) )P(r)

P(r+h)— P(r)
P(r)

1
~ —hDM + §h2C'om)

La convexidad (Conv) mejora la aproximacién ante una variacién mayor en el YT'M, por
lo tanto ante el riesgo de Mercado (cambio en la tasa de interés) es mejor elegir los Bonos
con menor duraciéon y Convexidad.

De igual forma la Convexidad es la derivada de la DM, es decir, mide que tanto cambia
la volatilidad del Bono ante un cambio en la tasa.

2 T T -
Tan = o) = gyl R+

= tt+1)F1+r) )

t=1
= C _ 82}:&) > tt+ 1) F (14 r)*(t+2)
onv = P(r) S F(L+ 1)

Ejemplo

Use los datos del Bono anterior y suponga un incremento en la tasa de 100 pb. Encontrar
el cambio relativo del instrumento dado el aumento en la tasa.

Solucién

215



Universidad Nacional Auténoma de México

Datos

N=F=100

r=10%

c=5%

C=5

n=4

DM=3.35 1

h= 100pb = 100 = 1%

Procedimiento

Doy t(t+ 1(5) (1.1~ + (4)(5)(1.1) "

= 14.
84.15 50

Conv =

PO%+1%) = P(10%) 1 o 11

5+ 3159

T2 2 ~ — - _
P(10%) ~ ~1053-3%) )2(14.85) ~ —0.032 = —3.2%

Entonces, el precio aproximado del Bono dado el incremento es:

P(r+h)=P(r)[l — hDM + h;C'ov]

0.012

P(r+h) = 84.15[1 — (0.01)(3.35) + (———)(14.86)]

El precio real dado el incremento es:

1—(111)~4

P(r+h)=5( 01l

) +100(1.11)~* = 81.385

Por lo tanto se concluye que ante cambios mas amplios en el YTM, la aproximacién de
segundo orden con convexidad resulta mas precisa que una de primer orden solo con
Duracién.
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Sensibilidad de un Portafolio de deuda

Sea P el precio de un portafolio con n instrumentos con precios Py, Ps, ..., P, respecti-
vamente, el precio del portafolio esta dado de la siguiente manera.

n
P= Z P,
k=1
Por otra parte se sabe que la duraciéon modificada de cada instrumento estd dado por:
_oP,

DMy = -2
k

Supéngase que todos los instrumentos manejan el mismo YT'M o existe un cambio para-
lelo (de la misma magnitud) en las tasas de mercado:.

87“ 8T2Pk_za b

op,

L -Tih_ X(EIR
j P - P

Por lo tanto se obtiene:

n

P
DMp = Z( Pk)DMk = " (wp) DMy,
k=1 k=1

n n
Dp = DMp(l —I—T) = (1 —I—T)ZkaMk = Zkak

Entonces, la segunda derivada del portafolio respecto a r es:

82P 0?
87“2 = o2 Z Z

X ) 22p,
_ 2
LB -s &R SEOR

P P P
Por lo tanto la convexidad de un portafolio es:

n P n
k
Convp = kZl(P)C'onvk = ;(wk)C’onvk

Ejemplo:

Para el siguiente portafolio calcular D, DM y Convexidad.
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Bono 1 | Bono 2 | Bono 3
Precio $100 $115 $120
DM 3 3.25 2.75
Convexidad | 11.13 14.2 13.5
r 10% 7% 8%
# Activos 10 7 8

Solucion:

P = (10)(100) + (7)(115) + (8)(120) = 2, 765

1,000 805 960
— P 0362 wy = — 0201 ws =
5765 0002 w2 = oo = 0291 ws = o

D; =3(140.10) =3.3 Dy =3.25(1+0.07) =3.477 D3 =2.75(1+0.08) =2.97

wy = 0.347

3
DMp = 3" (w;)DM = (0.362)(3) + (0.201)(3.25) + (0.347)(2.75) = 2.986
k=1
3
Dp = Z(wk)D = (0.362)(3.3) 4 (0.291)(3.477) + (0.347)(2.97) = 3.237
k=1
3
Convp = Z(wk)COnv = (0.362)(11.13) + (0.291)(14.2) + (0.347)(13.5) = 12.846
k=1
4.1.5. Inmunizacién Cobertura

Cuando se invierte en un portafolio de deuda, ademds del riesgo de crédito, el ries-
go que se corre es el riesgo de mercado ya que se sabe que si r T = P |. Por lo tanto
ademas de medir dicho riesgo, se debe mitigarlo, es decir, inmunizarlo, para ello se utiliza
el método llamado (cobertura) Hedging con base en sensibilidades. La idea es encontrar
un portafolio o instrumento el cual mitigue las pérdidas con las ganancias.

Sea P(r) el Precio de un portafolio inicial el cual estd en funcién de r, entonces se sabe que:
n
DM, = Z wy, DM,
k=1

Esta igualdad si aplica para diferentes YT M suponiendo que las tasas tienen la misma
variacion.

A’I“Z' = ArNi,j
8?%’ = 8TjVi,j

Por otro lado, sea Q(r1) el portafolio o instrumento de cobertura en funcién de r1 (r # ry).
Sea ¢ la cantidad a utilizar de Q(r1), por lo que la posicién conjunta estd dada por:

PC = P(r) + ¢Q(r1)
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Luego supongamos que las tasas varian en la misma proporcion.

= OJr = 0ry

Si se desea anular el cambio de tasas entonce:

oPC _ OP(r) n ©dQ(r1)

or or or 0
opPC  — (=L p(ZGRy
or =P T gy =0
= —DMpP(r1) — pDMoQ(r1) =0
_ —DMpP(r)

77 DMoQ(r)
Ejemplo
Se tiene un portafolio de $328.34 con DM =6.76 y un YT M de 5.143 %. En el mercado
existe otro portafolio con valor de $118.79 y DM de 5.49 y YT M de 4.78 %. Suponga un

alza en las tasas de 10pb.

Solucion.

P=$328.34 | Q=$118.79
r=5.143% | r=4.78%
DM=6.76 | DM=5.49

~ —6.76(328.34)
~ 5.49(118.79)

Por lo tanto se necesita vender en corto 3.41 unidades de Q.

=341

Pérdida
P(r+h)— P(r) ~ —hDMpP(r)
~ (—0.001)(6.76)(328.34)
~ —2.22
Ganancia

P(r+h) —Q(r) = —hDMgQ(r)
~ (—0.001)(5.49)(118.79)
~ —0.65

= (-3.41)(-0.65)=2.22

Por lo tanto se inmuniza el cambio, pues la pérdida de P es eliminada con la Ganan-
cia de Q.
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Entonces si la Pérdida mas la Ganancia es igual a cero entonces se dice que se inmu-
niza el cambio.

Ahora si inducimos convexidad se necesitard un instrumento o portafolio adicional.

= Q1(r1) A Q2(r2)
rFEreET
= PC = P(r)+ ¢1Q1(r1) — p2Q2(r2)

Si los cambios en tasa son paralelos entonces Or = 0r; = 0ro

—DMpP(r) — 01Q1Q1(r1) — p2Q1Q2(r2) =0
©1Q1Q1(r1) + p2Q1Q2(r2) = —DMpP(r)

Utilizando convexidad.

ConvpP + ¢1Convg, @1 + p2Convg, Q2
p1Convg, Q1 + p2Convg, Q2 = —ConvpP

Se utiliza un sistema de ecuaciones tendriamos la siguiente matriz de sensibilidad.
DMQ1  DM>Q2 ¢1\ _ ( —DMpP
Conuv1Q1 ConvaQ9 V2 —ConvpP

Introduciendo un tercer portafolio o instrumento Q(r3) se tendria lo siguiente.

P+ 01Q1 + 02Q2 + 03Q3
= p1Q1 + p2Q2 + p3Q3 = —P

La matriz de sensibilidad quedaria de la siguiente forma.

DM1Q1 DM2Q2 DM;3Qs3 1 —DMpP
Conv1Q1 Conva@e ConvsQs o | = | —ConvpP
Q1 Q2 Qs ©3 —-P

Noétese que la medicién de sensibilidad basta con Convexidad, pero si es del interés del
inversionista cubrirse con una tercera posicion, bastard con introducir en el sistema una
ecuacién adicional que dependa del precio de los instrumentos, méas alla de utilizar una
aproximacion de tercer orden, pues como se observo la grafica del precio de la deuda re-
sulta ser una curva, la cual es posible aproximar eficientemente con convexidad.

Ejemplo:

Hoy el senor Rafael José tiene su capital invertido en un portafolio con las siguientes
caracteristicas:
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Precio YTM | DM | Convexidad
$30,000,000 6 % 7 25

En el mercado se tienen los siguientes Bonos:

Bono | Precio | YITM | DM | Convexidad
1 $108 7% 8 30
2 $118 5% 3 15
3 $97.96 | 5.233% | 8.813 99.081

1. Realizar la cobertura a base de sensibilidad con los Bonos 1 y 2.
2. Realizar la cobertura a base de sensibilidad con los Bonos 1, 2 y 3.

Solucion:

La matriz de sensibilidad con el Bono 1y 2 es:

(8)(108)  (3)(118)\ (1) _ { —(7)(30,000,000)
<(30)(108) (15)(118)> <¢2> - (—(25)(30,000,000))

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por las matrices se obtiene:
©1\ _ (0.0046 —0.0009\ (-210,000,000\ [—277,777.78
w2)  \0.0085 0.0023 —750,000,000/ — \ 84,745.76
Supéngase un cambio en tasas de 500pb, calcule el cambio de precio del portafolio y de

los bonos 1 y 2.

2 2
Pp(r+h)—Pp(r) = Pp(—hDMp—i—%Convp) — 30,000,000(—(0.05)(7)+ (222

)(25)) = —9,562,500

h? 0.052
Pp, (r+h)—Pp,(r) = PBl(—hDMgl—l—?C'oanl) = 108(—(0.05)(8)+(

)(30)) = —39.15

h? 0.052
PBQ(T—{—h)—PBZ(T‘) = PB2(—hDMB2—|—?COTL’UBQ) = 118(—(0.05)(3)+(

)(15)) = —15.49

La inmunizacién es la siguiente:

1 * Cambio en Bono 1 = (—277,777.78)(—39.15) = 10, 875,000
o * Cambio en Bono 2 = (84,745.76)(—15.49) = —1, 312,500

Entonces, la suma de los cambios anteriores es:

w1 * Cambio en Bono 1+ @9 * Cambio en Bono 2 = 10,875,000 — 1,312,500 = 9, 562, 500

Por lo que se concluye que dado un movimiento en tasas de 500pb el portafolio queda
inmunizado ya que el cambio en el portafolio es de -$9,562,500, es decir:

Cambio en el portafolio + p1 x Cambio en Bono 1 + @9 x Cambio en Bono 2

221



Universidad Nacional Auténoma de México

= —9,562,500 + 10,875,000 — 1,312,500 = 0

La matriz de sensibilidad con el Bono 1, 2 y 3 es:

(8)(108)  (3)(118)  (8.813)(97.96) 01 —(7)(30,000,000)
(30)(108) (15)(118) (99.0817)(97.96) | | w2 | = | —(25)(30,000,000)
108 118 97.96 03 —3,000,000

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por las matrices se obtiene:

©1 0.00234 —0.00016 —0.00459 —210,000,000 —231,914.14
w2 | = | —0.00176 0.00002  0.01344 —1750,000,000 | = | —49,606.83
©3 —0.00046 0.00015 —0.00092 —30,000,000 9,190.64

Supdéngase un cambio en tasas de 500pb, calcule el cambio de precio del portafolio y de
los bonos 1, 2 y 3.

Pp(r+h)—Pp(r) = 9,562,500 Ppg, (r+h)—Pp,(r) = —39.15 Pp,(r+h)—Pp,(r) = —15.49

h2 052
Pp, (r+h)~Pp, (r) = Pp, (~hD M+ Convs) = 07.96(—(0.05)(8.813)+ (202

)(99.081)) = —31.03

La inmunizacién es la siguiente:

1 * Cambio en Bono 1 = (—231,914.14)(—39.15) = 9,079, 438.64
w2 * Cambio en Bono 2 = (—49,606.83)(—15.49) = 768, 285.77
3 * Cambio en Bono 3 = (9,190.64)(—31.03) = —285,224.41

Entonces, la suma de los cambios anteriores es:

w1 * Cambio en Bono 1 4 2 x Cambio en Bono 2 4 @3 x Cambio en Bono 3

= 9,079, 438.64 + 768, 285.77 — 285, 224.41 = 9, 562, 500

Por lo que se concluye que dado un movimiento en tasas de 500pb el portafolio queda
inmunizado ya que el cambio en el portafolio es de -$9,562,500, es decir:

3
Cambio en el portafolio + Z(cpk x Cambio en Bono k)
k=1
= —9,562,500 4+ 9, 562,500 = 0

Por lo tanto queda totalmente inmunizado el portafolio dado algin cambio en tasas.
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4.2. Estructura de Plazo de tasas de interés
4.2.1. Curva de tasas

Al momento de adquirir una deuda el deudor se compromete a pagar intereses, los
cuales son definidos por el prestamista. Estos intereses pueden ser representados por una
tasa fija o por diferentes tasas para diferentes plazos.

Lo anterior da cabida a la famosa curva de tasas de interés la cual establece una tasa
de rendimiento para cada plazo, dadas las variaciones en el mercado para cada dia pues
las tasas de interés se ven afectadas (Riesgo de Mercado).

Dado lo anterior, y tomando en cuenta lo estudiado sobre este tema en capitulos an-
teriores, existe una curva para cada dia de cotizacién y va cambiando conforme a las
condiciones del mercado, por ejemplo:

Dias 28 91 157 | 304
07/05/16 | 10% | 12% | 14% | 16%
09/05/16 | 10.2% | 12.2% | 14.2% | 16.2%

Dado el comportamiento que pueden presentar los rendimientos con el paso de tiempo se
han definido diferentes teorias para representarlos:

Curva bajo expectativas puras o curva normal: Es comtn que en el mercado de los
inversionistas esperen un mayor rendimiento a mayor plazo que a menor plazo.

Curva normal

Preferencia de liquidez: De igual forma puede esperarse que haya mayor rendimiento
en el corto plazo, es decir, mayor liquidez en corto plazo.

Preferencia de liquidez

Segmentacion de Mercado: en el mercado existen altas y bajas de rendimiento en
diferentes periodos.
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Segmentacién de Mercado

Dado lo revisado en capitulos anteriores, la curva de tasas debe reflejar el comportamiento
del mercado, para ello es necesario buscar instrumentos que reflejen dicho comportamiento.

Teoricamente dos instrumentos con el mismo plazo deberian tener el mismo rendimiento,
en la practica no resulta de esta forma, dada la incidencia de flujos intermedios. Por esto
es necesario buscar instrumentos sin dichos flujos. Los instrumentos que respetan esta des-
cripcién son los Bonos Cupén Cero (BCC). Todo instrumento que pague flujos intermedios
puede descomponerse en BCCs.

4

et

N
w—t—a

o

%L

N——  N—— n—— N

6o—1— o— o—— o
[ERES [N SO A
w—t w—— w—Ll-g

4.2.2. Ley de un solo precio

La ley de un solo precio indica que cualquier instrumento que represente una serie de
flujos periddicos puede descomponerse en una serie de Bonos Cupén Cero (BCC). Cada
BCC debe tener una tasa de descuento asociada para cualquier V.P (Valor Presente) de
los nominales, y es por esto que surge el conjunto {ro(¢)};~0 para un plazo t (tasa cero o
cupén cero). Los B.C.C mas utilizados son los del Gobierno Federal dada su alta liquidez
y su bajo riesgo.

Ejemplo
Calcular el precio de un Bono que paga cupones anuales del 10 % con un valor de re-

dencién de $100.00 y con una madurez de 4 anos. Utiliza la siguiente curva de tasas para
calcular el precio del instrumento.

224



Universidad Nacional Auténoma de México

Ano | 1 2 3 4
i | 5% | 6% | 7% | 8%

Soluciéon

Datos
F=N=100
n=4
c¢=10%=0.10
C=10

Procedimiento
P =10(1.05)"! 4 10(1.06) =2 + 10(1.07) =3 + 110(1.08)~* = 107.44

Ejemplo

Calcular el precio de un Bono que paga cupones semestrales del 10% con un valor de
redencién de $100.00 y con una madurez de 2 anos. Utiliza la siguiente curva de tasas para
calcular el precio del instrumento.

Semestre 1 2 3 4
7 3% | 4% | 5% | 6%

Solucion
Datos
F=N=100
n=4
c=232=0.05
C=5
Procedimiento

P =5(1.015)"1 4+ 5(1.02) 72 4 5(1.025) 73 + 105(1.03)~* = 107.66

4.2.3. Tasa Forward
Ejemplo
Al igual que en capitulos anteriores se retomara el concepto de tasa forward. Supéngase

que se desea invertir durante un ano $1,000 dentro de un ano con la siguiente curva de
tasas.

Ano | 1 2 3 4
i 3% 4% | 5% | 6%

Solucion

0 2

\‘J’b(?_)/

1000
|
|
ik

225



Universidad Nacional Auténoma de México

(1+70(2))% = (1 +7r0(1)(1 + fi,2)
(140.04)* = (1+0.03)(1 + f12)

(1.04)2
1.03

f1,2 es la tasa forward (tasa futura) que aplica dentro de un afo para un periodo de un ano.

—1=f15="5009%

= 1,000(1 + 0.05009)* = 1, 050.09

Generalizando la tasa forward se tiene que f, ., es la tasa futura que aplica dentro de
m periodos para un plazo de n-m periodos.

(I4+7ro(n)" = A +7r0(m)" (1 + frun)"™ ™

Aoy o
R

Para interés continuo se tiene:
em(n)n — "o (m)mefm,n(n—m)
e1"0(n)n _ 6r0(m)m+fm,n(nfm)

ro(n)n = ro(m)m + fmn(n —m)

ro(n)n — ro(m)m o

n—m
Ejemplo

Se invierten durante un ano $1000.00 dentro de dos anos con la siguiente curva de ta-
sa, ;cudl es el monto que se tiene al final del periodo?.

Ano | 1 2 3
v 1% [ 2% | 3%

Soluciéon

f273 _ 3o (3%:37‘0 (2)

3(0.03) — 2(0.02) = 5%

1,000e%% = 1,051.26
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4.2.4. Bootstrapping

En ocasiones resulta que el mercado proporciona estructuras de tasas de interés para
ciertos plazos, pero en la practica ocurre que es necesario estimar el rendimiento para un
plazo desconocido en especifico. Para resolver esta problemética existen diversos métodos
de interpolacién y extrapolacién pero, en primera instancia, es de vital importancia que la
curva de tasas refleje el comportamiento del mercado, lo cual puede resolverse utilizando la
metodologia de Bootstrapping que utiliza las cotizaciones mas liquidas en el mercado para
obtener rendimientos para diferentes plazos. En la préctica se utilizan bonos y algunos
instrumentos derivados como Futuros y Swaps o tasas de mercado de contado, como tasas
de fondeo bancario o tasas overnight.

Suponga que se tiene la curva de tasas de interés {ro(t,) : t, > 0} y se desconoce so-
lamente el rendimiento a plazo m. Por otra parte, supéngase también que existe en el
mercado un bono cuponado a con madurez n ;m, precio P y flujos pagaderos F}, donde
F,, contempla el pago de la redencién. Utilizando Bootstrapping, la ley de un solo precio
indica que el bono puede ser descompuesto en un portafolio de BCC y utilizando la curva
de tasas es posible valuar cada BCC de la forma siguiente:

P=F1+ro(t1)] ™ + B[l +7o(ta)] 2 4 oo + Fu[1 4+ 7r0(tm)] 7™ + oo 4+ Fu[1 +1o(ty)] 7

Y si solamente se desconoce ro(t;,) v el precio P estd dado por el mercado, es posible
despejar la tasa requerida:

1/tm
ro(tm) = pros = Fom n - -1
P— (kg Fu[l+ro(te)] ) — (kg1 Full 4+ ro(te)] %)

De esta forma se obtiene el rendimiento para cierto plazo m y se preserva la estructura
del mercado.

Ejemplo:

Se muestra la siguiente curva de tasas de interés anuales efectivas:

t | ro(t)
1] 6%
2 i

3185%

Por otra parte, existe un bono bastante liquido con las especificaciones siguientes:

Precio 104.26
Cupén 10 % anual
Nominal 100
Pago de cupén | Anual durante 3 anos

Utilizando Boostrapping para hallar ro(2) se tiene:

10 1/2

B —1=71
104.26 — 10[1 + 6 %]~' — 110[1 + 8.5 %] 2 7173 %

7"0(2)
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Por lo que la curva completa es:

ro(t)

6%
7173 %

8.5%

WIN| | e+

La cual se muestra bajo “expectativas puras”:

ro(t)
9.0%

8.5%

8.0%

7.5%

7.0% /
6.5% /

6.0%

5.5%

5.0%

Ejemplo

Se muestra la siguiente curva de tasas de interés anuales con capitalizacion semestral:

t (semestral) | ro(t) anual cap/sem
1 5%
2 6.42 %
3 o7

Por otra parte, existe un bono bastante liquido con las especificaciones siguientes:

Precio 114.3
Cup6n 16 % anual
Nominal 100
Pago de cupén | Semestral durante ano y medio

Es de tomarse en cuenta que la capitalizacion es semestral, por lo que, para la valuacion
del instrumento, es necesario partir las tasas. Entonces, utilizando Boostrapping para ha-
llar 79(3) se tiene:

1/3

1
ro(3) 08 — 1 =0.02048

2 |114.3 - 8[1+ 3% — 8[1 + S45% )2
ro(3) = 0.02948(2) = 5.891 %

Por lo que la curva completa es:
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t (semestral) | ro(t) anual cap/sem
1 5%
2 6.42 %
3 5.891 %

La cual se muestra bajo “segmentacién de mercado”:

ro(t)
7.0%

6.5%

5.5% /

5.0% <
4.5%

4.0%

4.2.5. Interpolacion lineal

Haciendo un breve resumen, la curva de tasas estd construida a partir de tasas spot,
las cuales indican el rendimiento para cada plazo. En general, en el mercado se presentan
curvas con nodos especificos. Por ejemplo se presenta la siguiente curva de tasas.

t To(t)
28 | 3.82%
91 | 3.97%
182 | 4.06 %
364 | 4.15%

Esta curva proporciona las tasas spot de 0 a 28, de 0 a 91, de 0 a 182 y de 0 a 364. Si se
desea obtener tasas de 28 a 91, de 28 a 364 o de 91 a 364 es claro que se trata de tasas
futuras, es decir, tasas forward, pero ;qué pasa si se desea obtener la tasa de 0 a 20, de
0 a 100 o de 0 a 300 o por ejemplo si se desea obtener la tasa forward de 27 a 937. Para
este 1ltimo caso es necesario conocer las tasas spot de 0 a 27 y de 0 a 93.

En el tema anterior se estudié la metodologia Bootstrapping, la cual funciona para ob-
tener las tasas faltantes en la curva siempre y cuando existan instrumentos liquidos que
permitan reflejar el comportamiento de la curva en el mercado, pero una vez que se han
terminado las posibilidades de instrumentos para aplicar el Bootstrapping es posible re-
currir a alguna técnica de interpolacion, la lineal por ejemplo.

Sea 7¢(t) la tasa spot desconocida dentro de un intervalo (ro(t1),ro(t2)) en donde ro(t1) y
ro(t2) son conocidas , por lo que gréficamente se puede observar:
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rolty)

rot)

rolt)

Marcando una linea recta sobre la curva y utilizando semejanza de tridngulos, es facil
deducir que la tangente del angulo para los dos tridngulos generados satisface:
’l"o(t) — T‘o(tl) T‘o(tg) — ’I“o(tl)

Tan o« = =
t—1t1 to — 11

Por lo tanto la tasa spot buscada esta dada por:

(To(tz) — To(tl)

P— (t —t1)) +7ro(t1)

ro(t) =

Cabe mencionar que mientras méas reducido sea el intervalo sea el intervalo entre 7o (t1) y
ro(t2), mejor serd la estimacion de ro(t).

Ejemplo
Encontrar la tasa spot de 0 a 70.
Solucién

ro(28) = 0.0382
ro(91) = 0.0397

0.0397 — 0.0382

70(70) = ( ol — 9%

(70 — 28)) + 0.0382) = 0.0392

Ejemplo:

Se muestra la siguiente curva de tasas de interés anuales efectivas:

T anos | ry(t) anual
1 6 %
2 6.7%
3 L7
4 L7

Por otra parte, existe un bono bastante liquido con las especificaciones siguientes:
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Precio 119.17
Cupén 12 % anual
Nominal 100
Pago de cupén | Anual durante 4 anos

Notese que en la curva faltan los dos dltimos nodos. Es posible utilizar Bootstrapping con
el bono de la siguiente forma:

Dada la valuacién con la curva, se tiene:

119.17 = 12[1 + 6 %] ™1 + 12[1 + 6.4 %] 2 + ... + 12[1 + 79(3)] 7> + ... + 112[1 + 7o (4)]*

Por lo que se tiene una ecuacién con dos incégnitas 7¢(3) y ro(4) pero es posible suponer
a ro(4) fija e interpolar a r(3) en el intervalo (6.7% , 79(4)), de la siguiente forma:

r0(4) —70(2)
4—2

7“(](4) - 6.7%

r0(3) = 70(2) + (3 — 2)( 5

) = 6.7% + ( )

Expresién que puede sustituirse en el precio del bono para r¢(3):

7“0(4) - 6.7%

5 72 4112147 (4)] 4

119.17 = 12[1+46 %)~ 4-12[1+6.4 %] 2 +...4[1+[6.7 %-+(

Por lo que ahora se tiene una ecuacién con incégnita r9(4), para la cual, resolviendo, se
tiene ro(4)=6.40 %, por lo que en la interpolacion:

ro(3) = 6.7% + (6'%_26'7%) =6.55%

Notese que si resulta complicado despejar la tasa requerida dentro de la ecuacién del
Bootstrapping, resulta de gran ayuda utilizar algiin método numérico o computacional.

Asi la construccién de la estructura de tasas de interés es:

T anos | ryo(t) anual
1 6.00 %
2 6.70 %
3 6.55 %
4 6.40 %

La cual se muestra bajo “segmentacién de mercado”:

ro(t)
6.8%

6.7% <

i T

65% / S

6.4% / \
63% /

6.2%

6.1% /

6.0% /
5.9%
5.8%
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4.2.6. Interpolaciéon alambrada

Una técnica alternativa a la interpolacion lineal es la interpolacién alambrada, la cual
utiliza como esencia la equivalencia de tasas estudiada en capitulos anteriores. Recodando
la equivalencia para dos tasas anuales capitalizables m y n veces al ano se tiene:

Entonces, si deseamos estimar r0(t), dentro del intervalo (ro(t1),70(t2)) donde ¢; y t2 estan
dados en dias y considerando un afio de 360 dias, se debe satisfacer:

360 t 360

DT = (14 ro(t)ee)

1 ¢
(L+ro(t) 345 360

Despejando r(t):

b )% _ 1]@
360 t

ro(t) = [(1+7o(t1)

De forma similar, para la equivalencia entre ro(t) y 7o(t2) se tiene:

o) = [(1 + roft2) )7 — 1175

El método de la alambrada promedia entonces ambas igualdades para ro(t):

bk 360

ty .t 360
)it —1] 2 =

1)

+ ([0 4+ o (1)

t—11
1+ ro(t
s ro(t1) t to — 11 360

£) = (1—
ro(t) = ( by — 11 360

Donde los ponderadores 1 — tt;_t;l y ( tl;itgl) resultan ser la distancia entre las tasas cono-

cida y no conocida respecto a la distancia entre las tasas conocidas (extremos del intervalo).

Es importante recordar que al encontrar ry(t), es necesario regresarla a la capitalizacién
original de la curva de tasas inicial (tenor), pues la técnica de la alambrada arroja la tasa
anual resultante bajo una capitalizacién nominal cada t dias.

Ejemplo:

Se muestra la siguiente curva de tasas de interés anuales con capitalizacién semestral
(tenor semestral):

t (semestres) | ro(t) anual cap/sem

1 5.0%
2 7
3 6.8 %

Es importante definir los nodos en dias:

t (semestres) | ro(t) anual cap/sem

180 5.0%
360 7
540 6.8%
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Utilizando la técnica de la alambrada para hallar r9(2) & r(360):

360 — 180 180 360 360 360 — 180 540, 360 360

10150 (15 %50 0 = o + (50— [ H6:8 %5550 — oo

fry 1—
70(360) = ( 360 360 360 360

m@mn:(;K1+5%;2—u+w%m1+68%;%—1p:5WG%

Pero este rendimiento capitaliza cada 360 dias (es una tasa anual efectiva), por lo que es
necesario transformarla al tenor de la curva original, es decir, a una capitalizacion semes-
tral (cada 180 dias), por lo que se debe satisfacer:

360 180
(1+5876%—)360 =1+ (360)360)360

70(360) .5

= (L+5876%) = (1+ =)

Donde se visualiza de mejor manera que la tasa que se busca tiene capitalizacién semestral.
Al final:

ro(360) = [(1+5.876%)2 — 1]2 = 5.792 %

Por lo que la curva completa original es:

t (semestres) | ro(t) anual cap/sem
1 5.0%
2 5.792 %
3 6.8%

La cual se muestra bajo “expectativas puras”:

ro(t)

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

4.2.7. Splines cubicos

Aunque la interpolacion se presenté para obtener tasas para descontar flujos interme-
dios, esto en ningin modo es limitativo. De hecho, el Bootstrap tinicamente obtendra la
tasa para ciertos plazos o nodos.

Uno de los objetivos de la curva es descontar un flujo a cualquier plazo, por ello, sera

necesario interpolar entre nodos con alguna técnica, que hasta el momento se han tratado
la lineal y la alambrada.

233



Universidad Nacional Auténoma de México

Noétese que ambos métodos de interpolacion generan curvas segmentadas y en el bootstrap
la curva obtenida arrojard tasas que coinciden con observaciones de mercado, situacion
que puede no ser siempre factible o deseable. Asi, otra alternativa es generar una curva
que aproxime de la mejor forma las observaciones de mercado.

Considere el siguiente caso:

o 100 200 200 200
Piaz0 en dias

Un método que ofrece una mejor interpolacion es el de los splines, pues ajusta funciones
por tramos para generar la curva mas “suave” o de menor variaciéon, que cumpla con cier-
tas restricciones.

Primeramente, es necesario definir un criterio de “suavidad”:
1
- 1" 2
s= [ wros
o

Entre mas “suave sea la funcién f, menor sera su coeficiente asociado s. Nétese que esto
implica que la funcién més “suave” sin restricciones entre dos puntos es una recta.

Por otra parte, es deseable tener una funcién continua y diferenciable, por lo que esto
impondré ciertas restricciones sobre el spline que se formard mediante segmentos de poli-
nomios entre cada par de puntos.

En la préctica los spline de grado 3 (ctbico) funcionan de manera adecuada para cur-
vas de tasas spot y al trabajar con tasas forward es preferible utilizar polinomios de grado
4, esto ya que los movimientos de las tasas futuras resultan ser mucho mas bruscos que
los de las tasas spot.

Luego, el polinomio de tercer grado estard confinado al intervalo sobre el que se ajus-
ta:
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Metodologia de splines ciibicos

Supdéngase que se desea generar una curva utilizando un spline cibico con n 4+ 1 ob-
servaciones, es decir, rg, 71,79, ..., Ty, €n los tiempos tg, t1, t2, ..., ty.

Entonces, el spline ctibico obtendra un polinomio para cada segmento [t;,t;—1].
Las condiciones necesarias para la construccion del spline son las siguientes:
- La curva debe pasar por cada nodo.

- Las primeras y segundas derivadas deben de coincidir entre segmentos.

Entonces, para la construccién de la curva matematicamente se tendran 2n ecuaciones de
la siguiente forma:

r(t;) = ai + bit; + cit] + dit] i=1,..,n
rt—1=a; +bit;_1 —I—Cit?_l —i—dit?_l 1=0,...,n—1
Después, igualando las primeras derivadas se obtienen n — 1 ecuaciones

b; + 2¢;t; + 3dztl2 —bit1 — 2¢i41t; — 3di+1t? =0 1=1,...n—1

Igualando las segundas derivadas se tiene:

2¢; 4+ 6d;it; — 2¢i41 — 6di41t; =0 i=1,...n—1

Finalmente, se obtienen 4n — 2 ecuaciones con 4n incognitas de las cuales para poder
completar el sistema de ecuaciones es necesario agregar las siguientes restricciones:

- En el lado izquierdo de la curva, se asume que la segunda derivada es cero

2¢1 + 6ditg =0

- Del lado derecho se puede hacer alguna de las siguientes dos restricciones:

1. La curva se supone plana, es decir, primera derivada en cero
bn + 2¢nty + 3dut2 =0
2. La segunda derivada se hace cero

2¢cp + 6dpt, =0
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Ejemplo:

Se tiene la siguiente estructura de tasas de interés:

Segmento | Plazo Dias t | r¢(¢) anual
0 1 3.0766 %
1 83 3.37119%
2 356 3.4987 %
3 720 4.2946 %
4 1266 3.4707 %

Noétese que se tienen 5 nodos, lo cual generard 5 segmentos para la curva de tasas, por lo
que es posible ajustar 4 polinomios de grado 3 y asi obtener tasas de interés para cualquier
plazo de 1 hasta 1,266 dias.

Dado lo anterior, se deben tener 16 ecuaciones con 16 incégnitas (4 coeficientes por cada
polinomio). Dada la metodologia planteada anteriormente, de forma matricial se tiene el
siguiente sistema (matroide):

Polinomio 1 Polinomio 2 Polinomio 3 Polinomio 4
Plazo t a b & d a b c d a b c d a b c d Coef.

3 1. 1 1 00 0 0 00 0 0 [ 0 0 a |® 3.0766%
83 = 1 83 6889 571,787 |0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b |F 3.3719%
83 = 00 0 0 1 83 6889 571787 |0 O 0 0 0 0 0 0 c L 3.3719%
356 ﬁ 0 0 0 0 1 356 126736 45118016/ 0 0O 0 0 0 0 0 0 d = | 3.4987%
356 '% 0 0 0 0 0 0 0 0 1 356 126736 45118016| 0 0 0 0 a 2 3.4987%
720 E 0 0 0 0 00 0 0 1 720 518400 3.73E+08| 0 0 0 0 b 3 4.2946%
720 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 720 518400 373248000| ¢ 4.2946%

1,266 [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1266 1602756 2029089096| d |w~ s 34707%

83 E .'-; 0 1 166 20667 | 0 -1 -166 -20667 |0 O 0 0 0 0 0 0 a : = 0
356 == 0 0 0 0 0 1 72 380208 |0 -1 712 -380208 |0 O 0 0 b 3 0
720 =3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1440 1555200 | 0 -1 1440 1858200 | ¢ L 0
83 e 0 0 2 498 00 2 -498 00 0 0 [ 0 0 d |w | 0
3 | 52 |0 0 o0 o [0 0 2 213 [0 0 2 213 |0 0 0 0 a |3 0
720 | @8 [0 0 0 0 o 0o o 0 o o 2 4320 [0 0 2 4320 | b |§F 0

it Ext.lzq | 0 0 2 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 c £ 0

1,266 | Ext.Der | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 7596 d |a 0

Con solucion:

Solucién
0.03072533107
0.00004068641
0.00000000209

-0.00000000070
0.03013807770
0.00006191244

-0.00000025365
0.00000000033
0.05258536963
-0.00012725013
0.00000027771
-0.00000000017
-0.02785137713
0.00020790298
-0.00000018778
0.00000000005

Coeficientes de los polinomios spline

t Inicial t Final

Segmento 1

Segmento 2
Segmento 3
Segmento 4 -0.02785137713| 0.00020790298 | -0.00000018778 | 0.00000000005

Qe T A6 |TF|w A0 |00 &0 |T|w
b Ojwoujjod | £ ojwoujjod | Z ojwioujod | T ojwoujjod

Entonces, para obtener el rendimiento para algin plazo dentro del intervalo (1,83) se
utilizara el polinomio 1, para plazos de 83 a356 el polinomio 2, de 356 a720 el polinomio
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3 y de 720 a 1266 el polinomio 4. Por lo que valuando y graficando se obtiene una curva
mas suave que la del inicio:

ro(t)

4.5000%
4.3000%
4.1000%
3.9000%
3.7000%
3.5000%
3.3000%
3.1000%
2.9000%
2.7000%

2.5000%
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

La cual se muestra bajo segmentacion de mercado.
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4.3. Teoria del Portafolio

En el capitulo anterior se tuvo un acercamiento a la Teoria del Portafolio, en el cual
se definieron conceptos de relevancia para analizar a detalle este tema.

Cabe mencionar que la idea es analizar el comportamiento esperado de una cartera o
portafolio, dados sus parametros de rendimiento y riesgo.

Existen dos tipos de anadlisis para un portafolio, el anélisis técnico y fundamental, uno
basado en métodos matematicos y cuantitativos y por otra parte el otro método se basa
en una historia, trayectoria y condiciones politicas y econémicas.

La teoria del portafolio se basa en un analisis técnico para el desarrollo de una buena

inversién, y da respuesta para una correcta toma de decisiéon al momento elaborar un
portafolio.

4.3.1. Medidas Cuantitativas

Vale la pena recordar los siguientes conceptos estadisticos y de probabilidad:
Sea 11,79, ...,7, una muestra aleatoria.

Entonces el estimador insesgado para la media es:

Estimador de la media:

Estimado insesgado de la varianza y desviacién estandar:

o (e —7)?

o =

n—1

=2

g 2TE=T)
n—1

Covarianza:

e (i =) (e — 75)
o=
Coeficientes de correlacion:
Oij = $Pij0i0;

Uij

= Pij =
O‘l'O'j
—1 < pi; < 1 Sirve como criterio para elegir parejas entre activos.
4.3.2. Definicién del Portafolio
P =wA; +wsAs + ... + w, A,

Activos que conforman el portafolio=A1, Ao, Ag, ..., Ay.
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Precio de los activos del portafolio=P;, Ps, Ps, ..., P,
Numero de acciones de los activos=N1, No, N3, ..., N,,.

El valor del portafolio estd dado por:
n
$P =) PN
k=1

La cantidad invertida en cada activo es P, IN.

La proporcién (peso) invertida e cada activo respecto al valor total del portafolio es:

P.N,
Wk="gp

= wy, porcentaje de dinero de cada activo invertido en el portafolio.

. Qué es el rendimiento?

El rendimiento se visualiza como una expectativa del cambio en los precios de mercado
va sea a la alza o a la baja, si se dice que el rendimiento es una expectativa la pregunta
que surge es ;Cémo estimar el rendimiento?.

Bajo capitalizacién discreta (compuesta) en un periodo se tiene lo siguiente:

Pt+1 :Pt(l—f-r)

Entonces P; es el precio al tiempo t, r el rendimiento generado después de un periodo.

P
— -1
TR
_Pua-R

Py

Para n periodos se tiene:

j.Pt.;.h:Pt(].‘FT)

—1
P
Para interés continuo se tiene:
Pt—i—n = PteT
Pt+n
r=In(——
(5

Los activos cambian de valor en cada momento, es por ello que el mejor modelo para
estimar rendimientos es el continuo.
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Ejemplo

Pt+1 :$10
P, =$9.50

Caso discreto

r = ]_09—'9(4)50 = 0052 :52 %

Caso continuo

r = In(5%)=0.051=5.1%

Notese que la diferencia de la estimacién es marginal, pero ahora se tiene lo siguien-
te:

P30 =520
P,=$%15

Caso discreto

r= 2015 = 33=33%

Caso continuo
r=1n(32)=0.28=28%

Lo que sugiere que resulta una mejor estimacién utilizar el log-rendimiento si los pe-
riodos de cotizacién son cortos, por ejemplo diario o semanal.

Por otra parte, si r es una expectativa entonces puede verse como una variable alea-
toria.

Entonces, sea R la v.a que define el rendimiento de un activo.

= E(R)=r

El mejor estimador para r es la media muestral.

" In P
=y

t=1

Ahora, ya es de saberse que la volatilidad del activo (riesgo del activo) se caracteriza por
el segundo momento de la v.a R.

égzzi(Rt—T)Q

n—1
t=1

Entonces la volatilidad (riesgo) es:
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4.3.3. Teoria del Portafolio para n activos
Sea A1, As, ..., A, activos para constituir una cartera.
n
= P= Z wi A
k=1
Entonces el rendimiento del portafolio es la v.a definida por:
n
Rp=> wiRy
k=1

Entonces el rendimiento esperado de nuestro portafolio esta dado de la siguiente manera:

E(Rp)=7p =Y wiE(Rp) = wyfy
k=1

k=1
= U)T'u/
en donde
[ w1 T _7’1_
w2 )
w = W=
| Wn | "'n ]

La volatilidad del portafolio estd dado de la siguiente forma:
0127 = El(ry — ?p)Q] = E[(Z WgTE — Zwk?k)z]
i=1 j=1
= B[ _were — Y wifi) O wirk — > wi)]
i=1 i=1 j=1 j=1
= B> wilre —7i) Y wi(rk — )]
i=1 j=1
= ED > wiwy(ry — ) (rk — 7))

i=1 j=1

— Z Z wiwpE[(re — 7) (re — Tk

i=1 j=1

= E E W;W;044
i
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Matricialmente se puede obtener de la siguiente manera:

ot =wlVuw

Por lo tanto la volatilidad es:

op = VwlVw

En donde V es la matriz de covarianzas.

2
01 12 . . . O1n
2
V =
2
Onpl Op2 . . . Oy

4.3.4. El modelo de diversificacion de Markowitz y la frontera eficiente

Un modelo de diversificacién eficiente es aquel portafolio que maximiza la funcién de
utilidad de un inversionista dentro de un conjunto factible del portafolio. Dicho conjunto
es el vector W, el cual estd construido por todos aquellos activos que cumplen con dos
caracteristicas importantes:

- Minimo riesgo entre portafolios de igual rendimiento esperado.
- Maximo riesgo entre portafolios de igual riesgo.

La representacién grafica de este conjunto se le denomina frontera eficiente.

Frontera eficiente

Pm

Rendimiento r
|
I

Volatilidad &

La forma de la frontera eficiente de portafolios depende de la correlacién entre los retornos
de los activos del portafolio.

Correlacion perfectamente positiva

Supoéngase que se tiene un portafolio de inversién el cual solo cuenta con dos activos
A y B y ademaés cada activo cuenta con una media y una volatilidad respectivamente las
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cuales cumplen con:

vaB =1

Por lo cual el conjunto factible de A y B cuando ¢ =1 es:

g ——————— e ——————

Tl

Correlacion perfectamente negativa

Para este caso si se tiene un portafolio con dos activos A y B y se cumple la siguiente
condicién:

paB=—1

El conjunto factible de A y B cuando ¢ = —1 es:

Cuando se tiene una correlacién perfectamente negativa se dice que existe una diversifica-
cién 1util ya que existen portafolios con menor y mayor retorno que el del activo B.

Correlacion entre -1 y 1

Por lo regular cuando se tienen dos activos, el valor del coeficiente de correlacién
siempre se encontrara entre -1 y 1. Todos los portafolios creados a partir de diferentes
activos estardn localizados dentro del tridngulo comprendido por las dos graficas anterior-
mente mostradas, entonces el conjunto factible es aquella hipérbola localizada dentro del
tridngulo.
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Cuando se tiene més de dos activos para formar un portafolio el conjunto factible para
formar la frontera eficiente quedara por completo dentro del area del tridngulo teniendo
una forma de sombrilla, cabe mencionar que el portafolio de minimo y maximo rendimiento
estd construido solamente con el activo de mayor y menor retorno esperado ente todos los
demas activos.

En general, se obtendran infinitas combinaciones de activos y portafolios, generando como
conjunto factible un drea con forma de sombrilla. Los portafolios eficientes corresponderan
a la frontera izquierda de dicha area, puesto que representan el minimo riesgo para cada
nivel de rendimiento.

4.3.5. Portafolio de Minima varianza

El portafolio de minima varianza es aquel portafolio que tiene el menor riesgo y para
obtenerlo es necesario recurrir a los multiplicadores de Lagrange.

Min 0% = w! Vw — A(w’ 1)

2
990 _ 9w —a1=0
ow
A
Sy
Vw 5
A
Sea )\’25
Vw=\1

Entonces 3V 1
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= wx=V"N1=\NV"11

Sustituyendo w* en las restricciones.

wl'i=\Nv1inTr=1

=NV lti=1
1
= N=—=—
mTv-1jp
Sustituyendo N en wx
V11

=wk=\NV"11=

1Tv-11

Entonces el portafolio de minima varianza o de minimo riesgo esta dado por:

w1
V11
Pp=——= = wx
e Ty-1g
Wn,
Ejemplo
r a P2
o T
1 5% 7% e
7% 9%
Solucion

o? = (7%)? = 0.0049
o3 = (9%)? = 0.0081

012 = p1a0109 = (0.8)(0.07)(0.09) = 00.00504

v _ 0.0049  0.00504 vl 566.89 —352.73
~ \0.00504 0.0081 - \—352.73 342,93

oty (56689 35273\ _ (1) _ (2141507
~\-35273 34293 )~ \1) T \—9.7981

214.1597
—9.7981

p - _V'1 _ 1 214.1597\ [ 1.0479
m = 7Ty-17 — 2043616 \ —_9 7981 /] — \ —0.0479
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5%

— o, = —
rp=w' p=(1.0479 — 0.479) <7%

>:0.049:4.9 %o

0.0049 0.00504 1.0479
0.00504 0.0081 —0.479

= op = 1/0.004885=0.06964=6.964 %

= 02, = wTVw = (1.0479 — 0.479) ( >:0.004885

Frontera Eficiente

10%
9% —
8% "
7% e
6% =

2% S

3% =~
2%

1%

0%

4.3.6. Portafolio de minimo riesgo con rendimiento deseado

Min 0% = w'Vw
saw'l=1..1)
w'iy = R...(2)

Incluyendo multiplicadores de Lagrange

Min 0% = w'Vw — Mw'1 — 1) — n(w'y — R)
da?

= —=2Vw—-Xl—-nu=20
ow

=Vw-NI—-9p=0

)\/

Il
N[>~
3\

Il
ok

=Vw=NI1+np
= w* =V Y N1+7'p)
Sustituyendo en (1)

VI N1+ w)'1=1
= Ni+gptvti=1
NIV ti4+9gptv=tr=1
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Vl1=A;,pyV-lu=0B
Sustituyendo w* en (2)

w'y =R
NI14+9w)'V'iu=R
= )\lltv_ll,b + T/Mtv_lﬂ/ — R

Vlu=B;puttviu=C

Despejando n de (1) y (2)

_1-)A . _ R-)\B
n= B y 1= C

1-MA  R-)B
B C
= C(1 - \A) = B(R—- \B)
C —\CA = BR — \B?
MB? - AC)=BR-C
BR-C C-BR
B2 - AC AC — B2

A=

Entonces sustituyendo A en 7

1-aA 1-(FBEA  AC-B*-AC+ABR AR-B
=B = B - (AC — BB —c-pB?

A B
= w* = A’Zv*z + n’EV*lu

V11 Lo VT

*=AA
v v PP v

—1 . . .
% = P, Portafolio de minimo riesgo.

-1 i3 7’ 3 .
~__i — P, Portafolio Méximo cociente de Sharpe.
nv-iy, H

- B AR—- B
:>)\’A+nB:(C 1t 1t )B=1

ac—p M G
= NA=2
n"B=1-z

= w" = 2P, + (1 - 2P,
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Con este portafolio w* es posible construir la frontera eficiente para mas de dos activo.

w'u=R
op = VwtV - lw*

Por otra parte, el portafolio de méximo cociente de Sharpe es aquel que maximiza el co-
ciente ;—’; para un portafolio por lo que se tiene el siguiente problema de optimizacién:

t

w-H t
= Mour—— s.a wil=1
VwtVw
why
Hw) = ——— + ANw'1 -1
(w) = Z== + Al )
H
gw = ,u(thw)_% - wtu(thw)_ng +A1=0
OH
o ,u(thw)% - wtu(thw)_%Vw = - \w'Vwi=0

Multiplicando por w!

wt,u(thw)% - wt,u(thw)*%thw = ' Vww'1
0= wt,u((thw)% - (thw)%) = w'Vwuw'1
0= w'Vww'l =X=0
= u(thw)% - wtu(thwf%Vw =0 ..(1)

Despejando w

L (w'vw) = w= (w'Vw)

Vw = n
wtp wtp

Por otra parte de (1) multiplicando por (thw)%

pw'Vw) —w'pVw =0
pw'Vw) = wpVw
Vu(w'Vw) = w'pw
1V p(w'Vw) = wptw = w'y

wVw 1
wtV 1tV
V=lu
*
= w'= i,

Ejemplo
Calcular el portafolio de Sharpe para los siguientes activos.
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Activos T O Py
1 5% 0.08 0.6
2 7% 0.1 )

Solucion

La matriz de covarianzas asociada a los activos es:

Vo o? o012  [0.0064 0.0048
"~ logq 03] 10.0048 0.0100

)

La matriz inversa de la matriz de covarianzas es:

vl 244.1406 —117.1875
- | —117.1875 156.25
Entonces, el portafolio deseado es:
vl — 244.1406  —117.1875| [0.05]  [4.00
F=1 1171875 156.25 0.07]  [5.08
2441406 —117.1875| {0.05
ty—1, _ _
V== 1 1] [—117.1875 156.25 ] [0.07} =908
Vly 044
tv-1,  |0.56

Ejemplo:

Con el portafolio anterior construya el portafolio con un rendimiento esperado del 10 %,
considerando el portafolio de minima varianza y el maximo coeficiente de sharpe.

0.44
0.56

A= 1'"V711=166.0156 B =1V 11 =90820 C =p'Vly=05557

Solucion:

0.765
Fin = [0.235} Fu=

C - BR

A= Ao B

= —0.0361

~1.50
Pp = \AP,, + nBP, = [ 050 }
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4.3.7. Frontera eficiente de Markowitz con restriccion de venta en corto

Al momento de construir la frontera eficiente de Markowitz y un portafolio optimo
es muy comun encontrarse con ponderadores negativos, es decir, los valores de algunas
wy pueden ser menores a cero, lo cual se puede interpretar como la necesidad de adquirir
unidades negativas, esto se conoce como venta en corto.

Una venta en corto es cuando se toma a préstamo ciertas unidades de un activo para
poder venderlas al precio de mercado y posteriormente adquirir dichas unidades a un pre-
cio mas bajo, es evidente que en medio de este proceso puede existir un riesgo alrededor
de los activos, se espera que los activos bajen de precio para poder obtener una ganancia
pero de igual forma puede que el precio suba lo cual seria un pérdida, es por eso que se
busca que dentro de la frontera eficiente no existan ponderadores negativos.

Entonces la funcién a maximizar tendra ahora la restriccion de que wy > 0

Min 6% = w'Vw
sa w'i1=1
w'y =R

wg > 0

La solucién a este problema no puede ser resulta a través de multiplicadores de Lagrange
yva que la nueva condicién es una desigualdad, se puede dar solucién al problema por medio
de cualquier método de optimizacién para desigualdades. Lo que se busca es un algoritmo
que busque de manera iterativa vectores en donde todos los ponderadores sean positivos.

4.3.8. Teoria del Portafolio con activo libre de riesgo

En el mercado existen activos, los cuales garantizan pagos y no son sufren variaciones
en sus parametros de mercado. Por lo tanto son libres de riesgo de crédito y mercado. En
México los instrumentos libres de riesgo por excelencia son los Cetes. Sea A,, el activo

. . . . _ . 2 _
libre de riesgo con rendimiento A, entonces E(R,,) = 1 y varianza 0“(R,,) = 0 ya que
es libre de riesgo, por lo tanto o, = 0.

Por otra parte sea P el portafolio original con n activos riesgosos (acciones).

n
= P= Z wi A,
k=1

Incluyendo al activo A, en el portafolio.

Py =wA,, + (1—-w)P

=wA;, + (1 —w) Zkak
k=1

= wA;, + Z(l —w)wr A, = wA;, + Z Vi A
k=1 k=1
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= E(Rprf) =71, =wr, + (1 —w)rp

UZ(Rpr) =02 = ZUQUTf + (1 —w)?op +2w(l —w)oyp

£
— (1 —w)%}
= op, = (1 —w)op
o
= (1-w)=—"L
op
Sustituyendo en el rendimiento.
Trp = Wr, + (1 —w)rp
Ty g Oryry | Oryrp
e, = (1 — r —7r, =Tf —
Ty ( O'P) Ft+ op p f op op
_ 'n —Tf
= T'f + ( op )O"rf

El coeficiente de Sharpe mide el rendimiento neto de los activos por cada unidad de vola-
tilidad.

’f’p—T’f

op

=m=

Entonces 7., = ry+mo;, es la recta que define la nueva frontera eficiente, por lo tanto es
necesario maximizar la pendiente, es decir, el cociente de Sharpe ajustado, pero ya existe
el portafolio de Maximo cociente de Sharpe.

V—l

_ K
Py = vy
1 —T‘f
79 —Tf
Ajustando p tenemos F' =y —rpl =
Tn —Tf

Vi -y

IWV-IF — op

Pr es el portafolio de tangencia el cual maximiza el cociente de Sharpe ajustado, donde
la existencia del activo libre de riesgo (punto donde se toca la nueva frontera eficiente y la
anterior) Pr también es llamado Portafolio de mercado, y es el que todos los inversionistas
buscan. Por lo tanto dada la existencia de activos libres de riesgo, los inversionistas tomaran
decisiones a lo largo de la recta.

= Pr=
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Frontera eficiente

Rendimiento r

Volatilidad &

Ejemplo:

Calcule el Portafolio de Tangencia usando los activos del ejemplo anterior, grafique la
recta tangente a la frontera eficiente, considere 7y = 3%

Soluciéon

Sea ry = 0.03 F es:

g [005—003] _ [0.02
TR T 007 =003 T [0.04

Entonces, el Portfolio de Tangencia es;

vlp — 2441406 —117.1875| [0.02|  ]0.20
- |—-117.1875 156.25 0.04|  [3.91

VIF= 1 1] [244.1406 —117.1875] [0.02

~117.1875  156.25 0.04]:4'10

P VIFE [0.048
T 1v-lE T 0953
0.05
rp, = w'pn = [0.048 0.953] [0.07] = 0.069

o 0.0064 0.0048] [0.0476
— t —
ory = V'V = (00476 0.9524] [0.0064 0.0048] [0.9524

] = +1/0.00952 = 0.0976

La recta del mercado de capitales tedrica es:

(H=1)

rp, =Tf A+ o
T

O'pf
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Los valores para la recta se observa en la siguiente tabla:

O'pf 'I'p)f
0.00% 3.000%
2.00% 3.800%
4.00% 4.601%
6.00% 5.401%
8.00% 6.202%
10.00% 7.002%
12.00% 7.802%
14.00% 8.603%
16.00% 9.403%
18.00% 10.204%
20.00% 11.004%
22.00% 11.804%
24.00% 12.605%

La frontera eficiente con los diversos portafolios creados se observan en la siguiente grafica.

10.0%
9.0%

8.0% —
7.0% = ]
6.0% y i
5.0% \
L 0%
3.0% &
2.0%
0% 2% 4% 6% 8% 10% 12% 14%
o
Frontera Eficiente —&— Inversion Propuesta Port Minimo Riesgo
= Por Max cociente Sharpe —i@—Port Tangente —+—Tasa libre de riesgo

Recta del mercado

4.3.9. El CAPM

Ya que se conoce la importancia del portafolio de tangencia, pues es el portafolio de
mercado que todos los inversionistas buscan para tomar decisiones, la Teoria del Portafolio
hace una analogia del rendimiento de este portafolio con el rendimiento del mercado en
general. Para el mercado mexicano el indice principal, como se recordard, es el IPC, por
lo cual es posible definir la recta del mercado de capitales de la manera siguiente:

(rmercado - ’f'f)

= rp=ry+ Tp

Omercado

Entonces, el rendimiento de cualquier portafolio estd en funcién del cociente de Sharpe
del mercado, esta es la recta del mercado de capitales.

Ademds, si existen inversiones a tasa libre de riesgo todos los inversionistas tomaran de-

cisiones a lo largo de la recta de capitales (Teorema de separacién) para pedir prestado o
invertir a tasa libre de riesgo.
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El cociente g—: mide la volatilidad del portafolio respecto a la volatilidad del mercado.

Pero se tiene una mejor estimacién deducida por Sharpe es:

. COU(TPa rmercado)
B = >

O mercado

Asi la B captura de mejor manera la relacién entre los movimientos del portafolio y los
del mercado.

Entonces, la recta de mercado estd dada por:

COU(TPa rmercado)
rp=Tf + 2 (rmercado - Tf)
O mercado

rp=1"Tyf + ﬁ(Tmercado - Tf)

Para un activo

Ty =Tf + Bz (Tmercado - Tf) CAPM

Trasladando el problema a la relacién rendimiento vs (3, se observa la recta de capitales
que esta definida por .

Relacion rendimiento - Beta

Todos los activos del mercado deben estar sobre la recta.
También la B se puede aproximar con una regresion.

ri = 0; + BiTmercado + €

En donde « es el Alpha de Jensen y mide si hay un rendimiento superior o inferior al que
establece el CAPM.

Ejemplo:

Se tienen los siguientes dos activos con sus respectivos parametros de riesgo-rendimiento:

Activos rk oK pl2
1 5% 8%

. 0.6
2 7% 10%
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Por otra parte, se tiene la siguiente relacién con el mercado:

m

Om

P1,m

©2.m

10% | 12%

0.8

0.4

Después la ecuacién de la recta del mercado de capitales establecida por el CAPM para

activos individuales es:

ri =15+ Bi(rm — 1)

Por lo que el rendimiento que sugiere el CAPM es:

B | Tcame
s 0 3%
Activo 2 0.33 5.33%
Activo 1 0.53 6.73%
Mercado 1 10%

12%

10%

8%

6%

4%

2%

0%

0.4

0.6

—@— Recta del mercado de capitales CAPM

Sobrevalorado
Subvalorado

10%

0.8 1 1.2

ractivo 1 ractivo 2

Notese que, segun la propuesta del CAPM, el rendimiento real del activo 2 estéd sobreva-
lorado, por lo que este en el largo plazo debe ajustarse a la recta del mercado de capitales
para evitar el arbitraje, es decir, el rendimiento del activo tenderd a bajar para alinearse,
por lo que este activo representaria un opcién de inversién a corto plazo.

En contraste, el activo 1 estd subvalorado, por lo cual su rendimiento debe subir en el
largo plazo para alinearse. De esta forma este activo representaria una opcién de inversién

para dicho periodo.
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4.4. Introduccién a los derivados

Los derivados son instrumentos financieros los cuales su precio estd relacionado al pre-
cio de un activo llamado subyacente, el derivado juega con el tiempo futuro. Uno de los
propositos de los derivados es la administracién de riesgo ya que se dice que los derivados
asumen un cierto riesgo con respecto al precio del activo subyacente.

Los derivados son contratos a plazo, es decir, cumplen las siguientes caracteristicas:
- Contrato de acuerdo OTC (over-the-counter) entre dos partes.
- El precio de entrega se elige de forma que el valor inicial del contrato sea cero.
- No hay intercambio de dinero al momento de pactar el contrato.
Los derivados se clasifican de la siguiente forma segiin su precio y sus posibles pérdidas:

- Derivados Lineales: Su precio en ¢t = 0 es 0 por que es justo para ambas partes.
Ademsds siempre la ganancia de una parte es la pérdida de la otra. Por otra parte
hay pérdidas y ganancias ilimitadas.

- Derivados no lineales: tienen un precio en ¢ = 0 ya que una parte puede resultar
beneficiado. La ganancia de una parte no necesariamente es la pérdida de la otra.
Las pérdidas y ganancias son limitadas dada la opcién de ejercer el contrato

De igual forma los derivados se pueden clasificar segtin su opcionalidad en el ejercicio, es
decir:

- Europeo: solo se ejerce el contrato cuando llega la madurez.
- Americano: Puede ejercerse antes de la madurez.
- Bermuda: Existen fechas establecidas para ejercer el contrato.

Pay-off

El Pay-off de un derivado se define como la funcién de pago del instrumento, es decir,
lo que paga el derivado. Existe una complejidad en el calculo del Pay-off por lo cual se
definen dos casos.

1. Plain vanilla: Pay-off sencillo (Europeo y Americano).

2. Exéticos: Funciéon de pago mas elaborado.

4.4.1. Forwards y Futuros

Forward: es un contrato en el cual las dos partes acuerdan un precio futuro para com-
prar o vender un activo (subyacente) en una fecha futura. Es un contrato lineal, Europeo,
plain vanilla.

Futuro: es un caso similar de los forwards solo que este funciona en los mercados es-
tandarizados (mercados regulados).

Suponga que se firma un contrato al dia de hoy (¢ = 0) para comprar un activo al tiempo
t = T,ademas el activo tiene precio spot de Sy (Precio de hoy spot).
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Se dice que se estd en una posicién larga, es decir, se comprara el activo, en caso con-
trario se dice que se esta en una posicién corta, es decir, se va a vender el activo. Por otra
parte el precio futuro por el cual se pacta el activo es de K (strike).

Entonces se define el Pay-off del instrumento de la siguiente forma:

F=5—-K

St es el precio spot del activo subyacente en T'. El perfil de siego del Forward seria el
siguiente:

U)/K St

Entonces el precio del derivado se puede ver como el valor presente actuarial del pay-off,
suponiendo una capitalizacién continua entonces el precio es:

E[F]

P = ert

E[F)] es la esperanza de la funcién de pago.
t es el plazo del contrato.
r es la tasa libre de riesgo.

Desarrollando el precio del Forward se obtiene:

P=e"E[Sy — K] = e "(E[S7] — K)

La esperanza de St es el valor futuro de Sy en el tiempo T con la tasa libre de riesgo
asociado, es decir, para que el precio sea justo.

E[ST] = 506741E

Por lo tanto el precio del derivado es:

P = efrt [Soerth]

P = So—Ke_Tt
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Pero al dia de hoy el precio del derivado debe ser cero dada la linealidad del contrato, por
lo tanto:

P:SO—KefrtZO
K = Spe™t

K es el precio Forward, es decir, el precio de ejercicio, strike que se debe pactar hoy (¢t = 0)
para que el contrato sea justo bajo las expectativas del mercado.

Por lo tanto para obtener el precio del derivado en cualquier punto del tiempo ¢ para
una posicion larga se tiene:

P, = e—r(T—t) [Ster(T—t) o K]

En el caso de encontrarse en una posicién corta se tiene:

-Pt _ e*T(Tft) [K . SteT(Tft)]

Ejemplo

En el mercado secundario existe un fwd con un plazo a 2 anos para el maiz. El dia
de hoy el maiz se cotiza en 100 dolares sobre tonelada y el strike del derivado es de 110
por tonelada, suponga que se pacta el derivado hoy para pagar el activo al final del plazo.
Grafique el perfil de riesgo del derivado. Luego, suponga que dentro de un ano el maiz se
coloca en 105 dolares por tonelada,;cudl es la pérdida o ganancia del derivado después de
un ano?. Ocupa la curva de tasas y suponga que después de un ano las tasas suben 10 pb.

t [ 1] 2] 3
o) [ 5% | 7% | 10%

Solucion

S
J)/uo T

Los datos para resolver el problema son los siguientes:

So = 100
K=110
S1 =105
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t 1 2 3
2017 | ro(t) | 5% | 7% | 10%
2018 | ro(t) | 5.1% | 7.1% | 10.1%

El precio del derivado es:

P = 005110500510 — 110] = 0.47

Por lo tanto se tiene una ganancia virtual de 0.47 dolares.
., Cual debio ser el precio fwd justo?

K= SoerT
K = 10020097 = 115.03

Por otra parte, si en el mercado existe un contrato forward sobre el miso subyacente con
K’=100, K > K’, entonces se dice que el derivado esta subvaluado.

Suponga que existe en el mercado un fwd con precio strike de K’ sobre un subyacente
con precio spot Sp. El contrato aplica para comprar dicho activo en T. Por otra parte se
sabe que el precio fwd es K = Spe'’ < K’ y ademas el derivado anteriormente evaluado
estd sobrevalorado dentro de un plazo T, una posible estrategia para obtener una ganancia
es:

0 T
Pacto fwd 0 K' —Sr
Copra del activo en cero | —Sg St
Pedir prestado So | =SpeT = —k
0 K - K

Dado que K’ < K entonces se obtienen una ganancia, el este ejercicio se tiene K'— K=115-
110=5.

4.4.2. Cobertura de portafolios con Fwds

Suponga que se tiene un portafolio con un solo activo con valor spot Sy (conocido) y
se desea cubrir una posible pérdida después de cierto tiempo 7', es claro que el valor de
incertidumbre es el precio del activo en el tiempo T, es decir, Sp.

Existen dos posibles escenarios que son de interés.
1. Sy > St escenario de interés ya que se piensa en una posible pérdida.
2. Sy < St

Se define a la funcién de pérdida como:
L=Sr—5
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Para realizar una cobertura generalmente se debe tomar una posicién contraria a la inicia,
es decir;

Posicién inicial | Posicion de cobertura

corto largo

largo corto

Entonces, en el caso inicial de estar en una posicién inicial larga se debe pactar un fwd
para vender el activo en T con precio de ejercicio K.

F=K-S5r

La pregunta que surge es cuando debe valer K para cubrir la pérdida, es decir, a qué precio
se pacta el derivado. Sumando ambas posiciones en T se tiene:

(St —S0)+ (K+Sr)=K—5=0

Por lo tanto K = Sg, es asi como se elimina la pérdida pero también se anulan las ga-
nancias. La siguiente interrogante que surge es poder encontrar el valor del strike para
eliminar las pérdidas y ganar un superavit adicional.

Suponga que se tiene una (OPI) de la empresa A con un valor de $50.0, a los inver-
sionistas e les hace caro por lo cual la especulacién y las expectativas de los expertos en el
mercado esperan que el precio caiga, por lo tanto se pretende pactar un fwd para mitigar
las pérdidas que pudieran llegar a suceder.

Para cubrir la pérdidas se debe pactar un fwd con K = 50 en una posicién corta, el
perfil de riesgo del instrumento se muestra a continuacién.

y/an $152 53 5455..  Sp

Y al tiempo T la cobertura se veria de la siguiente forma:

(Sr —50) + (50 — S) =0

Por lo tanto se obtiene S < 50 y por lo tanto K > 50 para anular pérdidas y tener un
margen positivo.
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4.4.3. Swaps (permutas financieras)

Los swaps son derivados lineales, en el cual las partes se dedican a intercambiar flujos
de efectivo en periodos previamente establecidos durante un plazo pactado.

Suponga que se tiene una deuda, en la cual se deben pagar intereses cada periodo du-
rante un plazo T, por otra parte se sabe que dichos intereses se pagan a tasa variable.
Para poder tener certidumbre sobre lo pactado es posible cambiar la tasa variable por una
tasa fija, el derivado que ejecuta lo anterior es un IRS (Interest Rate swap).

El ejemplo anterior es un tipo de swaps, pero existen algunos otros tipos de swaps co-
nocidos, por ejemplo:

s IRS

- tasa variable - tasa fija
- tasa fija - tasa variable

- tasa variable - tasa fija
= CCS

peso - dolar

- dolar - peso

euro - dolar

- dolar - euro

En general los IRS son el intercambio de tasas de interés y los CCS es el cambio entre
cualquier tipo de moneda.

En esta seccion se revisara de manera general el funcionamiento de los IRS. Para obtener
el Pay-off en cada periodo se necesita mostrar la estructura del derivado y posteriormente
hacer el anélisis del mismo.

b
~
B3
|
=
e ——
5

Por lo tanto el pay-off en el cada tiempo, es decir, en t por la diferencia de las tasas (spred)
por el valor nominal del derivado, sobre el cual se pagan los intereses.

F=1[fy— SN

Por lo tanto el precio del swaps esta dado por:

T
P=E]> (fu—S)Ne 0
t=1
n T
P=> E[fy]Ne W — " gNe o)
t=1 t=1

El valor esperado de fj; es la tasa forward del periodo t-1 a t asociada a la curva spot, se
puede observar el valor esperado de las tasas de la siguiente forma:
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fn fiz fra fin-1 fin
\ | | | | |
\ \ \ \ \ \
0 1 2 3 n-1 n
(1) T T T

Por lo tanto el precio es:

n T
P— Z ft71,tN6_T0(t)t _ Z SNe 0Bt
t=1 t=1

A la primera suma se le conoce como pata variable y a la segunda suma se le conoce como
pata fija, de igual forma surge la interrogante de saber a qué tasa fija S se debe pactar el
contrato para que el precio sea justo, haciendo el anélisis se obtiene lo siguiente:

n T
P = Z ft71,tNe_m(t)t — Z SNe T0®t =
t=1 t=1

Z fr—14Ne 00! ZSNe‘TO

g S fre14Ne ol _ZT: e~To(t)t f
ST Ne—ro(®)t P S eror | T

S es la tasa swap del derivado, la cual lo hace justo y es el promedio de las tasas fwd con
ponderador del valor presente, para poder obtener la tasa swap se debe considerar la curva
de tasas que aplica en el mercado al momento de valuar el derivado, esto para descontar
los flujos esperados y obtener las tasas fwd implicitas en la curva.

Ejemplo

Suponga que se pacta un contrato en donde se recibimos tasa fija y otorgamos tasa variable
en referencia a la curva de tasas dada, el contrato aplica sobre un valor nocional de $1000
durante 5 anos, calcule la tasa swap y compruebe que el precio del derivado es justo en
t=0.

t 1 2 3 (4] 5
ro(t) | 5% | 5.5% | 5.75% | 6 | 7.9%

Soluciéon

Para poder encontrar la tasa swap es necesario calcular las tasas fwd que se encuen-
tran implicitas en la curva, suponiendo un interés continuo entonces las tasas fwd estan
dadas por:

nro(n) — mro(m)

fr—14 =

Haciendo los cdlculos necesarios se obtienen las tasas fwd.

fo1 | fiz| f23 f34 fas
5% 6% | 6.26% | 6.75% | 15.5%
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5
Ze —(0.05)(1) 4 o—(0.055)(2) 4 ,—(0.0575)(3) | ,—(0.06)(4) | ,—(0.079)(5)
t=1

=0.9512 + 0.8958 + 0.8415 4 0.7866 + 0.6730 = 4.1489

0.9512 0.8958 0.8415 0.7866
= . . —2222) (0.062 .
(4.1489) (0.05) + (4.1489> (0.06) + (4.1489) (0.0625) + (4.1489) (0.0675)+

<O.6730

4.1489

Nosotros recibimos tasa fija (swap) por lo tanto se estd en una posicién larga por lo tanto
el precio en cero es.

) (0.155) = 0.075

Py=Pr— Py

En caso contrario de estar en una posicién corta entonces el precio queda de la siguiente
forma:

Py= Py — P

Por lo tanto el precio es:

Py _ZSNe*m(t Z feo14aNe o0

t=1
5

Py = (0.075)(1000)e "¢ Z fio1eNe™”

t=1

Py=311.16-31116 =0

4.4.4. Valuacion de opciones

Las opciones son derivados los cuales tiene la alternativa de ejercer o no el precio de
ejercicio al final del plazo. Es decir, la persona al final del plazo puede tomar la decision
que mas le convenga.

Las opciones son instrumentos financieros los cuales tienen ciertas caracteristicas bési-
cas:

- El precio fijo al cual se compra o vende el derivado se le conoce como precio de
ejercicio o strike.

- El uso del derecho a comprar o vender el subyacente se le conoce como ejercicio de
la opcidn.

- Como en todo contrato de un derivado, una opcién tiene una fecha de expiracién,
cuando la fecha llega a su vencimiento y el contrato no es ejercido este simplemente
expira.
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- El strike es negociable entre ambas partes y ademas pueden negociarse las condicio-
nes del contrato.

Suponga que se tiene un call Europeo, entonces el Pay-off estd dado por:

F = Max(St — K,0) = (St — K,0)*

La idea es obtener el precio del derivado, es decir, el valor presente actuarial del Pay-off.

P = VP(E[F)) = VP(E[(Sr — K,0)"))

Siendo ST una variable aleatoria, ahora cuando se tiene Sy existen dos posibles sucesos y
son que el precio en S7 suba o baje; de igual forma para S; existen dos posibles sucesos
independientemente del evento anterior y de la misma manera tenemos dos posibles eventos
para cada momento del tiempo hasta llegar a S7. Suponiendo T=1 se puede ejemplificar
lo anterior de la siguiente forma:

Sp() F=5.—K
So

N

5;(L) F=0

P es la probabilidad de que St > Sy, por lo tanto la esperanza del Pay-off es:

E[F] = p(Sr(1) = K) + 40

Bajo los supuestos de un mundo discreto, un plazo como periodo y r la tasa libre de riesgo
asociada entonces el precio del derivado es:

_ p(Sr(1) ~ K) +q0

P = VP(E[F]) o

En realidad este no es el precio del derivado ya que p y r no se encuentran en la misma
unidad de medida, r es una tasa libre de riesgo y p es el riesgo de que el precio del activo
suba, es por eso que si se desea ver a p y r en la misma unidad de medida existen dos
posibles opciones.

1. Buscar una tasa 7’ que refleje el riesgo del pago para estar en relacién con p y q.
2. Buscar probabilidades libres de riesgo para estar en relacién con r.

La opcion dos resulta ser la alternativa mas sencilla, ya que en el mercado es mas facil
encontrar curvas spot libres de riesgo, por ejemplo las del gobierno federal.

El problema se traslada a encontrar probabilidades neutrales al riesgo, se puede defi-
nir al precio del activo en cero como el valor presente de la esperanza del precio en T.

E[ST]
1+7r

0=

Entonces la esperanza de St se puede definir como una martingala ya que define el precio
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del forward, el cual hace posible la valuacién libre de riesgo, al igual que con los fwds y
swaps. Lo anterior se puede observar de la siguiente forma:

E[ST] = S()(l + ’I“)

IO
P

So E[S7]

N

Entonces se define a p y ¢ como las probabilidades neutrales al riesgo las cuales deben
satisfacer la martingala, lo que da como resultado:

Sr(h)

E[St] =pST(T) +357({) = So(1 + 1)

el

(140 =p|

Sea p [Sg—m} =uyq [SE—(U} =d, entonces St(1) = Sou y Sr({)d = Spd, para poder encon-

0 0
trar los probabilidades libres de riesgo se siguen los siguientes pasos:

(1+7r)=pu+qd=pu+ (1—-p)d
(14+r)—d
u—d
1+r)—d u—(1+r)
u—d u—d

g=1-

Por lo tanto el precio correcto de la opcion es:

_pF(M) +qF()  p(St—K)+7q0
B 1+7 B 147

P

El bosquejo de una opcion para el plazo de un periodo queda de la siguiente forma:

5 Sr(l) FM=s5:(M-k
So

“N Sr(l) Fly=o

Esta metodologia es recursiva y puede extenderse a un nimero mayor de periodos (nodos
del arbol).

_ S,(T1) 250152
7

u

1M

= d
% ‘F\ $,(TL) = Spud
— So(LT) = Spdu
i

d

5, (L) = 5,d°

=]

S

=1

K3
pe
=1

s1h)

E=1
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Para el caso de dos nodos el precio esta dado por:

“F(11) +pgF (1)) + @pF (1) + @F (L) pP°F(11) + 2pgF (1)) + #F (1))

P
F= L+ = (L+1r)?

En donde
F(11) = (So(11) = K,0)" = (Sov* — K,0)*

F(1}) = (So(1)) — K,0)* = (Spud — K,0)*
F(1) = (So(H) — K.0) = (Sod? — K,0)*

Para obtener N periodos la forma general del precio de un put Europeo de forma discreta
es:

SN (NN (SpundN T — K, 0)

b= (14+r)N

Y para un call Europeo la formula general es:

SN (Mg K — SpundN T, 0)F

F= (1+r)N

Se observa que para un cierto valor m el pay-off comienza a ser positivo siempre y consi-
derando un interés continuo se pueden redefinir de la siguiente forma:

ZN_ ( )T)nqN n(SoundN—n_K)

n=m
eTN

P=

S PIX = nl(Sowtd¥ T — K) _ S PIX —nurd¥ KXY PIX =)
- erN - rN - rN

_ S0 g PIX = nJu"dV ™" K(1— Fx(m— 1))

erN e?"N

e

Se observa que para cierto nimero m el pay-off es cero, entonces:

N
_ N -n-N—n n gN—n —rN
:>PZ( >pq (Sou™dN"" — k)e

Por otra parte sea X ~ Bin(N,D)

N
Z Sn ngN-n _k,))e—rN

= P=25) Z PIX =nJu"d" e ™N — kP(x = n)e”™N

N
P[X n}undN—ne—rN ( >p qN n ndN n —rN
N\ n(= —-n_—r
= (n)(pU) (qd)™ e
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— <N> (ﬁu)n(ad)anefrnefr(an)
n

= (V) By

P qd
Sea Bt =p* y & =¢*

N
= P =5 Z pNgN—n k:e_TNZP[X =n]

n=m

y ~ B(N,p*)

N N
= P=S5yY Ply=n]—ke ™ > PIX =n]

n=m

= P=Sy(1—-F,(m—1)) —ke ™1 - Fx(m — 1))
= P = Sy[l — Bin(N,p*,m —1)] — ke ™™ [1 — Bin(N, p*,m — 1)]

Para call y para put

ke ™ Fx(m — 1) — SoF,(m — 1)

uy d en la practica son estimadas con volatilidad u = eoVT yd= e=oVT suponiendo p = 0
Ejemplo

Calcule el precio de un call europeo en un modelo binomial de un periodo de tres me-
ses, con p=0.7, d=0.9, u=1.1, usando una tasa de interés anual continua del 5%, con un
precio inicial del activo subyacente del $100 y strike de $150.

Solucion

Dato

Sy = 100

P =0.07

u=11

d=0.9

r=0.05 K =105

009
e s —0.
P=T7qg = 05629

g=1-p=1-0.5629 = 0.4371
(5 % 0.5629) + (0 % 0.4371)

~0.05
e 4
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Bosquejo del call europeo para un periodo.

$  110.00 F=Max(110-1050) =% 500

$  100.00

F =Max(110-90,0) = s 0.00

Luego, valuando un Put con los mismos parametros se tiene:

.062 1 4371
P:(O*OSG 9)_—}-@5*0 37):6.48

$  110.00 F = Max (105 — 110,0) = $0.00

S 100.00

F = Max (105 —90,0) = $15.00
S 90.00

4.4.5. Convergencia de CRR a Black-Scholes

En el célculo del precio de una opcién mediante el modelo Cox-Ross-Rubinstein (CRR)
se llega a las siguientes generalizaciones aplicando una distribuciéon Binomial:

Precio para un Call Cy = So[l — Bi(N,p*,m —1)] — Ke ™ [1 — Bi(N,p,m — 1)]
Precio para un Put Py = Ke "™NBi(N,p*,m — 1) — SoBi(N,p,m — 1)

donde

Al incrementar los intervalos, se genera un caso limite, en el cual interviene el teorema del
limite central generando las siguientes valuaciones:

Precio para un Call Cy = SoN(dy) — Ke "I N(dy)
Precio para un Put Py = Ke T N(dy) — SyN(dy)

donde

5 (rtlo?
dl:% y dy =dy — oVT

Para llegar a estos resultados, a fin de modelar la evolucion del rendimiento de un bien es
necesario plantear la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

dSt = ,uStﬁt +o0- StaWt

Si hacemos discreta la funcién anterior y se asume una distribucién binomial se llega a al
modelo Cox-Ross-Rubinstein, los elementos de la funcién son los siguientes:
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= S;: Movimiento Browniano Geométrico.

= OW;: Proceso de Wiener o Movimiento Browniano Estdandar.

w: Porcentaje de cambio, tendencia o velocidad.

o: Porcentaje de volatilidad.

Adicionalmente es necesario hacer referencia al siguiente lema:
Lema de ITO

Para z(t) un proceso de ITO y f(z,t) una funcién con segundas derivadas continuas,
entonces f(z(t),t) es también un proceso de ITO y

of of

0 ((t),1) = (ale, 050 + 2+ Sota,

, 0% f

of
)82

Ot + b, 1) 5= dW,

Entonces, sea 0S; = uS;0t + 0S;0W; un movimiento Browniano Geométrico, de ahi que
es posible observar que se satisfacen las condiciones de lema de ITO y por lo tanto se
realizan las siguientes sustituciones

r=2_5 a(x,t)p b(x,t) =08

Realizando las derivadas siguientes:

of olnS 1 ﬁ_ﬂl__gfz o _,
or 0S S 0z 9SS ot

Sustituyendo en 0f(z(t),t) = (a(z, )8f + 6t + 3b(z, t) )8t + b(z, t) th se tiene
como resultado lo siguiente:

olnS = [uS-S~14+0+ %(05)2 (=870t + [0S - S tow

1
= 0lsS = (u— 502)(% + oW

Lo que significa que InS es un Movimiento Brownlano con tendencia p — O' y volatilidad
o o escrito de forma discreta AlnS ~ N[(p— 302)] At,0? At

Entonces, sea Sy un Movimiento Browniano Geométrico, se satisface:

8515 = ,uStat + JSt(?Wt
Sea V el valor de una opcion sobre el ativo S, como S; es un proceso de ITO de acuerdo
al lema de ITO:

O R R Y oV
aV‘(“%s*m 20 5652>6t+asasw
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Sea P =V + x5 un portafolio formado por acciones y opciones en donde x es la cantidad
del activo y V representa un opcion y ademds se busca que este portafolio sea de riesgo
cero, lo que se conoce como delta cero, es decir, la derivada respecto al subyacente debe
ser nula..

Entonces la ecuacién diferencial parcial es:

oV =uS—0t+ocS—0W 4+ — + =

oV oV OV 1y 0%V
05 05 <8t 279 352> ot

oV oV 1, 0%V
= 8Sas+<at +50°8 852)&

Calculando el rendimiento del portafolio P:

OP = 0R =0V + 208

Sustituyendo en la ecuacién diferencial

v oV 1, 0%V
B oV OV 1, 0V
= 8R—<33+88>8S+<6t —1—205 652>8t

Para que la derivada (sensibilidad) sea cero, se elimina la sensibilidad al subyacente, es
decir:

x+ v _ 0 = T = _ov
oS 98
Por lo tanto la ecuacién es:
B o 1, 232V

La estrategia del portafolio ha hecho que no se corra riesgo ante variaciones en el subya-
cente. Si no hay arbitraje, al no haber riesgo, su rendimiento debe de ser equivalente a la
tasa libre de riesgo.

El rendimiento de ¢ a t + 0t se puede calcular como interés simple y es:

OR = rPot
OV 1, ,0%V
Ademis
oV
P=V-8—
1% S(‘?S
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Vo1 ,L,0V v
E+§USW+TS%—TV—O

Esta es la ecuacién diferencial de Black-Scholes para opciones Europeas. Al resolver se
puede estimar el valor de las opciones.

La soluciéon de esta ecuacion para el caso de un Call Europeo con strike de K, fecha
de expitaciéon T y valuacién en t al precio Spot S se ve como:

V(S,t) =S N(dy) — Ke"T=I"N(dy)

La demostracion para obtener el precio de un Put europeo sigue un razonamiento analogo.
Ejemplo

Calcular el precio del ejercicio anterior usando BS, suponga una volatilidad de 0.3
Solucién

So = 100
K=105
o =20.05
T=1
r=5%

(zn(}—gg) +(0.05 + 22)(1)

) — 105¢~1(0-95) N (0.154032786 — 0.05v/1) = 2.05
0.5v/1

P =100N

Se observa que el precio es diferente al obtenido mediante el método CRR, esto se debe
a que se tiene una mejor precision en el calculo, ademas se toma en cuenta la volatilidad
de la opcién, cabe mencionar que en este caso entre mayor sea la volatilidad mayor serd
el precio del instrumento.
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4.5.

Ejercicios

Bonos

1.

10.

;,Cudl es el precio de un bono cupdn cero que paga una redencién de $200 dentro de
un ano bajo un YTM de 10 % anual?.

. Un bono cupén cero paga su redencién dentro de 1 ano por un valor de $100. El

YTM es del 11 % capitalizable trimestralmente. ;Cuénto vale el bono? ;Cual es la
tasa efectiva anual equivalente con la que podrias descontar el nominal directamente
a un periodo?.

. Calcula el precio de un bono con rendimiento (YTM) del 7% anual que promete un

cupén anual de $5 y un nominal de $100 dentro de 10 afos.

. Un bono al 6 % anual estd valuado por $82.88 con una redencién y YTM de $100 y

8 % anual respectivamente. Los cupones se pagan al final de cada afio. ;Cudl es la
madurez del bono? Utiliza interpolacién lineal o algiin método numérico.

. Al dia de hoy se emite una obligacién (Bono Corporativo) al 12 % anual con un valor

facial de $90 que paga una redencién de $110 al final de 12 afios. Los flujos de efectivo
que paga dicha obligacién se hacen de manera semestral. ;Cudl es el precio de la
obligacién si esta mantiene un rendimiento del 14 % capitalizable semestralmente?
Obtenga la tasa cupén ajustada y en base a este indicador comente a qué nivel de
rendimiento conviene comprar o vender el instrumento.

. Hoy se emite un bono al 15 % anual con un precio de $130.61. Después de 7 afios se

paga una redencién de $120. ;Cudl es el rendimiento del bono?.

Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera
bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 10 % anual capitalizable 6 veces al
ano, obtenga el precio del instrumento en la quinta fecha cupén (12/01/2015) justo
después de haberse pagado el flujo. (Hint: El cupén se paga el dia 12 del mes en que
cae la fecha cupén).

. Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera

bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 12 % anual capitalizable 6 veces al
aflo, obtenga el precio del instrumento en la quinta fecha cupén (12/01/2015) justo
después de haberse pagado el flujo. (Hint: El cupén se paga el dia 12 del mes en que
cae la fecha cupén).

. Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera

bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 14 % anual capitalizable 6 veces al
ano, obtenga el precio del instrumento en la quinta fecha cupén (12/01/2015) justo
después de haberse pagado el flujo. (Hint: El cupén se paga el dia 12 del mes en que
cae la fecha cupén).

Para los tres ejercicios anteriores, valie los instrumentos en cada fecha cupén y
elabore una grafica donde plasme el precio en dichas fechas, mostrando qué sucede
con la valuacién acercdndose a la madurez dadas las relaciones par. Comente sobre
éstas relaciones.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.

22.

Se emite un bono al 12% anual el dia 12/03/2014 que paga cupones de manera
bimestral. La madurez de dicho instrumento se alcanza el dia 12/03/2016 y paga en
este punto una redencién de $100. Si el YTM es de 14 % anual capitalizable 6 veces
al ano, obtenga el precio del instrumento al 01/01/2015 (precio sucio). ;Cudl es el
precio de mercado (precio limpio) del instrumento al 01/01/20157 (Hint: El cup6n
se paga el dia 12 del mes que cae la fecha cupén y suponga que cada mes tiene 30

dias).

Obtenga el precio sucio y el precio limpio de los bonos de los ejercicios 7, 8 y 9 al
01/01/2015.

Anadlisis de sensibilidad

Calcule la Duracion Modificada, Duraciéon Macaulay y Convexidad de los bonos de
los ejercicios 1 al 7. Luego aproxime el precio, cambio monetario y cambio relativo
(porcentual) dado un incremento en el YTM de 10pb.

Repita el ejercicio anterior suponiendo un decremento de 10pb en el YTM de cada
instrumento.

Cubra el bono del ejercicio 4 mediante una inmunizacién de orden 1, segin la ex-
pansion de Taylor con el bono del ejercicio 3. Corrobore la cobertura ante un cambio
paralelo en las tasas efectivas a la alza de 100pb anuales.

Cubra el bono del ejercicio 4 mediante una inmunizaciéon de orden 2, segtin la ex-
pansién de Taylor con los bonos de los ejercicios 3 y 6. Corrobore la cobertura ante
un cambio paralelo en las tasas efectivas a la alza de 100pb anuales y comente cuél
es una mejor aproximacion, si la de este ejercicio o la del anterior, jpor qué?

Curva de tasas y tasas forward

El mercado ofrece la siguiente curva spot al dia de hoy de rendimiento bajo ca-
pitalizacion anual efectiva.

Afo (t) | 1 2 3 4 5] 6 7 8 9] 10 11

12

ro(t) 3.0% [ 36% | 45% [ 52% | - | 6.7% | 73% | 80% | - | 9.1% | 10.0%

Con interpolacion lineal encuentra las tasas stop al tiempo 5 y 9.

Si al dia de hoy se quiere invertir $2,500 ;Cuél es el valor acumuldo a 3,5,7 y 10
anos?

Si se desea invertir $5,000 dentro de un ano durante 4 anos.;Qué tasa se debeusar?
;, Cudl sera el valor acumulado?.

Obtener las tasas forward fo 1, fi1,2, f2.3, f34, fa5, [5.6, f6,7, fr.8, f8,9, fo,10 ¥ fr0,11-

Suponga que que la curva anterior es con un interés continuo, es decir, fuerza de
interés. Resuelva los ejercicios 17, 18, 19 y 20.

Obtenga la tasa spot al tiempo 12 usando bootstraping usando un bono con una
redencién de $100, tasa cupén del 10 %, madurez de 10 afios y con precio de $107.45.
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Teoria del portafolio

estado de la naturaleza:

23. Dos actividades econdmicas arrojan las siguientes rentabilidades futuras segun el

Estado de la economia | Probabilidad | Rentabilidad Turismo | Rentabilidad Mineria
Recesién 0.3 -0.05 0.45
Normal 0.5 0.08 0.12
Auge 0.2 0.15 -0.1

a) Calcule la esperanza, varianza, desviacién estdndar, covarianza y correlacién de
los dos actividades econdmicas.

b) Suponga que se fusionan dos empresas, una se dedica al turismo y la otra a la
minerfa, ademas suponga que las dos empresas son del mismo tamano. ;Cual
es el rendimiento esperado de la Fusion?.

24. Suponga que se quiere invertir en dos acciones, cuyas rentabilidades esperadas son
del 15% y 22 % respectivamente y sus desviaciones esperadas son de 20% y 24 %.
Determine la proporcién a invertir en cada una para lograr una cartera con el menor
riesgo posible y calcule la rentabilidad esperada y volatilidad de dicha cartera.

a) Si el coeficiente de correlacién entre el activo A y B fuese igual a 1 y no se
permiten ventas en corto.

b) Si el coeficiente de correlacién entre el activo A y B fuera igual a -1, y se
permiten ventas en corto.

c¢) Utilice la férmula general suponiendo que el coeficiente de correlacién es igual
a 0.5.

25. Asumiendo 3 activos riesgosos y dado lo siguiente:

Rendimiento esperado

A B C
22% | 12% | 18 %
Matriz de Covarianzas
0.41 | -0.25 | 0.21
-0.25 | 0.86 | -0.46
0.21 | -0.46 | 1.04

a) Obtenga la frontera eficiente para los tres activos.

b) Obtener también el portafolio de minimo riesgo, el portafolio de maximo cocien-
te de sharpe, la tangencia con tasa libre de riesgo de 3 %, la recta del merado de
capitales dada la tangencia y n portafolio con 5 % méas y 5 % menos rendimiento
de tangencia.

26. Suponga que se tiene N titulos en el mercado. El rendimiento esperado de cada
titulo es de 10 %. Todos los titulos también tienen la misma varianza de 0.0144. La
covarianza entre cualquier par de titulos es de 0.0064.
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a) {Cudl serd el rendimiento esperado y la varianza de una cartera igualmente
ponderada que contenga todos los titulos N7 (El peso ponderado de cada titulo
dentro de la cartera es de 1/N).

b) ;Qué le sucederd a la varianza a medida que crezca el valor de N7
c) (Qué caracteristica de los titulos serdn mds importantes en la determinacién

de la varianza de una cartera bien diversificada?

27. Obtener la Beta para el activo i.

Ano | Indice de mercado | Precio del activo i
t 2800 $320

t+1 2790 $330

t+2 2880 $310

t+3 3100 $340

t+4 3250 $350

28. Suponga una tasa libre de riesgo del 8 %. La beta del activo A es de 1.5 y el ren-
dimiento esperado del mercado es de 15%. ;Cudl serd el rendimiento esperado del
activo A?.

29. Suponga que el rendimiento del mercado es de 7.5% y la tasa libre de riesgo es de
3.7% y ademas el rendimiento esperado del activo A es de 14.2 %. ;Cudl sera la beta
del activo A?.

30. Considere las siguientes acciones.

Accién | Beta | Rendimiento esperado
A 14 25 %
B 0.7 14 %

Suponga que el CAPM se mantiene.

a) ;Cudl serd el rendimiento sobre el mercado?
b) ;Cudl serd la tasa libre de riesgo?
31. Calcule el valor esperado del pago al vencimiento de las siguientes opciones. Recuerde
en todo momento, que éste no es el precio de la opcién! Las acciones tienen ahora

el precio de 2, después de un mes, el valor aumenta a 2.5 con probabilidad p=0.6 o
bien disminuird a 1.8.

a) Considere un call europeo sobre esta accién, cuya fecha de vencimiento es un
mes después y cuyo precio strike es de 2.

b) Considere un call europeo sobre esta accién, cuya fecha de vencimiento es un
mes después y cuyo precio strike es de 1.9.

c¢) Considere un put europeo sobre esta accién, cuya fecha de vencimiento es dentro
de un mes y cuyo precio strike es de 2.

d) Considere un put europeo sobre esta accion, cuya fecha de vencimiento es dentro
de un mes y cuyo precio strike es de 2.2.
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32. ;Qué precio le daria usted a la siguiente opcion, dentro de un modelo binomial? La
accién tiene hoy el precio de 10; después de un mes, el precio sube a 15 con una
probabilidad de p=0.6 y en caso contrario, bajara a 8. Para la simplificaciéon de los
célculos, suponga que los dep6sitos y los créditos estan sujetos a una tasa de interés
de 0%. Analice un call europeo, con precio strike de 15.

33. Calcule con ayuda de la férmula Black-Scholes, los precios de los siguientes calls
europeos:

a) Precio actual de la accién p1=100, tipo de retorno medio de la accién b=0.1, vo-
latilidad s=0.3, precio strike K=110, tasa de interés creciente sin riesgo r=0.04,
T=1.

b) Precio actual de la accién p1=100, tipo de retorno medio de la accién b=0.1, vo-
latilidad s=0.3, precio strike K=100, tasa de interés creciente sin riesgo r=0.04,
T=1.

c¢) Precio actual de la accién p1=100, tipo de retorno medio de la accién b=0.1,

volatilidad s=0.3, precio strike K=90, tasa de interés creciente sin riesgo r=0.04,
T=1.

34. Calcule con ayuda de la férmula Black-Scholes, los precios de los siguientes puts
europeos:

a) Precio actual de la accién p1=100, tipo de retorno medio de la acciéon b=0.1, vo-
latilidad s=0.2, precio strike K=100, tasa de interés creciente sin riesgo r=0.05,
T=1.

b) Precio actual de la accién p1=100, tipo de retorno medio de la accién b=0.1, vo-
latilidad s=0.2, precio strike K=100, tasa de interés creciente sin riesgo r=0.09,
T=1.

c¢) Precio actual de la accién p1=100, tipo de retorno medio de la accién b=0.1,
volatilidad=0.2, precio strike K=100, tasa de interés creciente sin riesgo r=0.02,
T=1

35. Dados los resultados de los dos ejercicios anteriores, De qué forma es posible que el
precio de la opcién dependa del precio strike? ; Qué influencia tiene la tasa de interés
sin riesgo sobre el precio de la opcion?
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Conclusiones

A lo largo de los temas abordados en este manual, se complementé el estudio y la
practica desarrollados en los cursos de la seriaciéon obligatoria de Finanzas impartida en la
FES Acatlan, ya que ese es el objetivo de este trabajo, es decir, brindar a los estudiantes
de material de apoyo aterrizado al 100 % en los temas que constituyen dichos cursos.

Por otra parte, la aplicacién de las finanzas en el campo laboral es de suma importancia,
pues cada dia el uso de herramientas cuantitativas resulta vital en materia de toma de
decisiones para las instituciones, por ejemplo, en el capitulo de “Finanzas Corporativas”
se planted el objetivo principal de toda empresa que es maximizar su valor, entonces, no
cabe duda que para toda instituciéon es un reto cumplir este objetivo utilizando para su
prevision y administracion modelos matematicos que reflejen de buena manera su situa-
cién.

La aplicacion de estos modelos necesita contar con una base sélida de conocimientos,
los cuales son complementados en los capitulos referentes a “Mateméticas Financieras”
I y II, de manera que los estudiantes de la carrera de Actuaria deben estar prepara-
dos en este sentido, pues en el momento de salir al campo laboral es relevante contar con
habilidades que sean de interés para las empresas, dado que la demanda de trabajo es alta.

Adicionalmente, el capitulo de “Aplicacién a las Matematicas Financieras” funge con la
labor de integrar los conocimientos previos para iniciar con una gestién eficientemente las
inversiones y deudas de las instituciones, tema intimamente relacionada con la administra-
cién de riesgos, pues en dicho capitulo se otorgan las bases para comenzar con un estudio
mas detallado de esta materia impartida en el ultimo semestre donde culminan todas las
seriaciones.

De esta forma se resalta la importancia de este trabajo, ademas de que es de esperarse que,
ademads del uso individual por parte de los alumnos, los profesores puedan incorporarlo a
la bibliografia de los cursos, inclusive siendo un material de apoyo valioso en Diplomados
o cursos especializados en Finanzas.
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