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Prefacio

En este trabajo de tesis, estamos interesados en construir mallas estructuradas sobre
regiones planas irregulares y nuestros principales intereses son

1) Desarrollar métodos autométicos que nos permitan controlar la distribucién y el
tamano del drea de las celdas, la ortogonalidad en la frontera, y la suavidad de
las lineas curvilineas.

2) Generar mallas que se concentren o se dispersen alrededor de una figura interna
a la region o incluso en la frontera de la region.

3) Estudiar diferentes medidas de calidad para caracterizar la forma geométrica de
los elementos de la malla.

4) Proponer funcionales discretos para construir mallas de calidad.

Los problemas que abordaremos involucran formalizar parte de la teoria desarrollada
hasta el momento, extender los actuales métodos que hemos trabajado y plantear nuevos
métodos para resolverlos.

El trabajo descrito en esta tesis se empezd ha desarrollar desde hace mucho tiempo
atras ya que soy uno de los mas antiguos miembros del grupo UNAMALLA y por lo tanto
mis contribuciones estan distribuidas en una escala de tiempo mas grande.

En 1993, me incorporé al grupo de trabajo del profesor Barrera integrando una bi-
blioteca griafica a los programas experimentales en FORTRAN para visualizar la evolucion
del proceso de generacion numérica de las mallas. En 1994, participé en el proyecto
UNAMALLA 1.0 del profesor Barrera, financiado por la DGAPA, cuya finalidad era el
estudio de funcionales discretos y el desarrollo de un sistema automatico para la ge-
neraciéon numérica de mallas. Durante los siguientes anos participé en la depuracion y
calibracion de los codigos y en pruebas de diferentes métodos de optimizacién de los
funcionales discretos desarrollados por aquellos anos usando para esto la super compu-
tadora CRAY, que en ese entonces era una novedad en la UNAM. De igual manera,
durante esos anos usamos el sistema de comunicacién NEQS server (Network Environ-
ment Optimization System) para realizar la optimizacién de los funcionales discretos
usando modulos de optimizacion através de internet, una tendencia en esos anos de la
cual fuimos primeros participes latinos. En 1995-1996 apoyé en el desarrollo del siste-
ma TRIANG que trato sobre la generacion numérica de triangulaciones éptimas usando




versiones adecuadas de los funcionales previamente estudiados. A finales de los 90’s co-
laboré en el desarrollo del nuevo sistema UNAMALLA 2.0 para PC, véase [33], usando los
nuevos funcionales discretos cuasi-arménicos [312, 32]. En este sistema se implementd
una version del método de optimizacién del Newton puntual el cual estd descrito en
[131]. Fruto de este trabajo fue el desarrollo integro de un sistema unix con bibliotecas
graficas libres que fue parte de mi trabajo de tesis de maestria, véase [146]. Este sistema
fue posible usarlo en computadoras PC con Linux, también en workstation SUN y en
el sistema IRIX de Silicon Graphics. Este sistema integraba la edicién de la frontera
de estudio, la construccién de la malla inicial y permitia al usuario visualizar todo el
proceso de optimizacién. Para este sistema usamos los nuevos funcionales de drea y de
suavidad desarrollados por Tinoco [32, 312, 314]. Ese trabajo de tesis fue presentado
en 2003.

A finales de los afios 90 colaboré en el desarrollo de la primera versién del sistema
UNAMALLA para Matlab. Este sistemal fue de gran utilidad para Fco. Dominguez Mota
en la prueba y calibracién de los métodos que desarrollé en su tesis doctoral [91].
Las herramientas gréaficas de este sistema sirvieron para el desarrollo de un sistema de
triangulacion que desarrollé Luis Carlos Veldzquez en 2009 en su trabajo de maestria.

Durante la década 2000-2010 participé activamente en el desarrollo de funcionales
que generan y preservan convexidad en las mallas [34, 35], as{ como de los funcio-
nales discretos que generan mallas de alta calidad en la distribucién del area de las
celdas, véase [36, 37], en los funcionales discretos para generar mallas cuasi-armoénicas
adaptativas, véase [38], y en la revisién de los funcionales de drea hasta ese momento
desarrollados, cuyos resultados fueron publicados en un articulo en la revista STAM
[39].

Durante 2008-2010, colaboré en el diseno de la versién del sistema UNAMalla 4.0 en
plataforma independiente que incorpora los funcionales desarrollados por Dominguez-
Mota et al. [34, 35, 36]. En 2012 colaboré con el profesor Barrera y Javier Cortés para
construir mallas cuasi-arménicas hexaedrales [40]. Por esos afnos recuperamos algunas
ideas para mejorar la distribucién del drea de las celdas [41], las cuales fueron incorpo-
radas en la versiéon UNAMalla 5.0 liberada en 2013.

En 2013 [41], presentamos en un evento internacional los nuevos funcionales para
mejorar la distribucion del drea de las celdas. En 2014, presentamos los funcionales
discretos para la adaptabilidad geométrica, véase [42]. En 2017 presentamos nuevas
medidas de calidad para caracterizar cuadrilateros y nuevos funcionales discretos para
generar mallas de calidad geométrica, véase [43].

Esta tesis describe parte del trabajo desarrollado y publicado en los tltimos cinco
afos.

Contenido de los capitulos

Debido a la extensiéon en el tiempo de mis logros es necesario presentar mi trabajo
en un contexto adecuado. Por tal razon, el desarrollo de esta tesis es el siguiente:

VI



Capitulo 1.
Se plantea la definiciéon de malla estructurada discreta, se plantea el problema de
la generacion numérica de mallas y topicos generales.

Capitulo 2.
Aqui presento un panorama de los métodos discretos que se han usado para la
generacion numérica de mallas estructuradas y de calidad.

Capitulo 3.
Se presentan funcionales discretos para mejorar la distribucién del area de las
celdas de la malla.

Capitulo 4.
Se presentan los funcionales discretos para adaptabilidad geométrica.

Capitulo 5.
Se presentan algunas medidas de calidad geométricas para cuadrilateros.

Capitulo 6.
Se presentan los funcionales discretos que se desarrollaron para mejorar la calidad
geométrica de la malla.
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Capitulo 1

Introduccion y generalidades

1.1. Planteamiento del problema

El problema de la generacion numérica de mallas estructuradas se puede plantear
a través de construir un mapeo G de la regién de estudio €2 hacia el cuadrado unitario
B de manera que este mapeo conforme la frontera y sea invertible; con esto, la malla

G que provenga de mapear una rejilla en B, cubrird toda la region y las celdas seran
convexas.

1.1.1. Una malla estructurada discreta

Definicién 1 Sea Bj el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Construyamos una rejilla mxn

uniforme sobre Bo

donde
oU(m,n) = 9By NU(m,n).

Una malla discreta G de m x n sobre ) es un mapeo
G :U(m,n) — R

de forma que

G(oU) C 99

9G = G(OU) = T C Q2




1. INTRODUCCION Y GENERALIDADES

Aqui Ty, representa la coleccion de nodos de la malla que se encuentran sobre la
frontera €. En ese sentido, la regién poligonal I';,,, es una aproximacién a €.

Nuestro interés es construir una malla G(m,n) sobre © que no se doble al transfor-
mar una cuadricula del cuadrado unitario U(m,n) a la regién, vea la Figura 1.1.

/]

=§ .

Figura 1.1: Una malla como mapeo entre un rectangulo y una regién poligonal.

Si el mapeo G no es invertible, la malla puede estar formada por celdas no convexas,
con orientacién diferente a By inverted, o dobladas (tangled); es decir, que los segmentos
se intersecten entre si. En ambos casos la malla no es ttil para los calculos numéricos.
En la literatura, los métodos que se describen como en 1.1.1, se conocen como métodos
del mapeo. La conectividad de las celdas en I'),,, viene heredada de la rejilla en By y
esto nos sera de gran utilidad para su almacenamiento y facil acceso a las celdas.

Durante éste y el siguiente capitulo iremos abundando sobre la notaciéon que em-
plearemos en este trabajo.

Para fines practicos, pediremos que la region {2 sea una regién simplemente conexa
(sin agujeros), y sin que la frontera 0f) se autointersecte. Lo usual es que la frontera
esté conformada por una regién poligonal.
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1.2. Notacion

Consideremos una region €2 del plano definida por una poligonal I" compuesta por
los vértices V' = {vy,v2,...,v,}, cerrada simple y orientada en sentido positivo, véase
la Figura 1.2

Y

Figura 1.2: Una regién poligonal cerrada y simplemente conexa.

Es necesarior contar con una notacion compacta de la forma en que los nodos de la
malla se encuentran conectados formando las celdas. En el capitulo anterior senalamos
que nuestro interés es construir mallas estructuradas a partir del método de mapeo,
por lo que es inmediato asociar los nodos de la malla, interiores y sobre la frontera, a
un arreglo matricial [30]. En la Figura 1.3 se observa un arreglo matricial de los nodos
de una malla estructurada de m x n.

Los nodos en la frontera del arreglo matricial serdan puntos fijos de la frontera de 2.
Si x;; = (%, vs;) es un nodo interior de la malla, es inmediato identificar los nodos y
celdas que rodean a ese nodo de referencia, observe la Figura 1.4

Una vez que hemos realizado la asociacion de los nodos de la malla con un arreglo
matricial, realizamos la siguiente

Definicién 2 (véase Dominguez [91]) Sean m y n nimeros naturales mayores que 2.

Decimos que el conjunto de puntos del plano
G=G(m,n)={xli=1,..,mj=1,.,n}

con lados

Ll(G) = {Xi71|i = 1, ,m}
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Figura 1.3: Arreglo matricial para los nodos de una malla estructurada.

Ly(G) = {xmjli =1,...,n}

LJ(G) = {Xi,n|i =1, 7m}

L4(G) = {XLJ‘ j = ]., ,n}

es una malla estructurada cuyos elementos son cuadrildteros, admisible y discreta de

orden m x n para (), si se satisface que
4
V| JLi(@)
i=1

Decimos ademds, que la malla G es conveza si cada uno de los (m—1)(n—1) cuadrildte-
ros (o celdas) c; j de vértices {X; j,Xiy1,j,Xi j+1,Xit1,j+1}, con 1 <i<m yl <j<n,
es convero.

Los conjuntos L1(G), La(G), L3(G) y L4(G), a los cuales nos referimos como los
lados de la frontera de la malla o los lados de la malla, provienen, en su conjunto, de
una parametrizacion de la frontera de la region ) y salvo se diga lo contrario, seran

nodos fijos de la malla.
Es importante observar que la malla G representa una discretizacién Q" de Q:

m

—1n—1
Q"= J e
=1 j=1

=

de tal forma que
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Figura 1.4: Una celda y los nodos alrededor de ella.

Q" —Q, cuando N — .

Definicién 3 (véase [30, 145]) Un funcional discreto F(G) sobre la malla G = {x; ;}

es una funcion sobre la totalidad de celdas

m—1n—1
F(G) =Y fleiy)
i=1 j=1

donde c; ; es la celda i,j de la malla y

fleig) = f(Xigs Xiv1,j> Xij+1, Xit1,541)

es una funcion de los vértices que mide alguna propiedad geométrica de la celda. Aquim,n

son el numero de puntos horizontales y verticales de los lineas curvilineas de la malla.

Nuestro objetivo es obtener mallas convexas sobre {2; sin embargo, para que la con-
dicién de convexidad sea una condicién numéricamente estable debe ser independiente
de la escala. Dada una malla G de m x n sea @(G) el promedio de las dreas orienta-
das de todos los tridngulos de la malla. Diremos que G es e-convexa si dado € > 0,
el drea de todos los tridngulos de las celdas es mayor que € - @(G). Esta condicién es
numéricamente estable e independiente de la escala [91] y la revisaremos en el siguiente
capitulo.

El conjunto de todas las mallas e-convexa sobre T'y,;, lo denotaremos como M,(£2).
Este conjunto pertenece al espacio euclidiano RM, donde M = 2(m — 2)(n — 1) es el
nimero total de grados de libertad de la malla, el cual es igual al doble del niimero
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de sus nodos interiores. Este espacio M, es un conjunto cerrado y acotado, su frontera
OM, es el conjunto de mallas G para las cuales cuando menos para alguno de los 4
tridangulos de una celda tiene area igual a e.

Definicion 4 Diremos que una malla G de m X n sobre  es e-admisible, si existe al
menos una malla G e-conveza de m x n sobre Q tal que G = 0G y llamaremos A(Q)

al conjunto de todas las mallas e-admisibles.

Un ejemplo de malla no admisible es aquella donde una de las celdas de la esquina
siempre serd no convexa para cualquier dimension m X n de la malla, véase Dominguez
[91].

Planteamos el problema a resolver

Problema 1 Dada una malla Gy e-admisible el problema es encontrar G* e-convexa

tal que 0G* = 0G).

Diremos que una solucién de este problema es variacional discreto si es posible obtener
una G* e-convexa como el minimo de una funcional discreto F(G) y en la forma

% .
G* = arg Ggflltr(lQ)F(G)' (1.1)

En adelante asumiremos que el conjunto de mallas admisibles A¢(§2) coincide con
el conjunto M,(€2) de mallas e-convexas sobre el cual trabajaremos.

Una idea que resulta muy atractiva para calcular la malla, es obtener el mapeo invo-
lucrado como 6ptimo de un principio variacional sobre el conjunto de mapeos invertibles
obtenidos o construidos a partir de una extension de un mapeo entre fronteras. Si parti-
mos de este planteamiento variacional, la forma usual de atacar el problema de construir
mallas discretas, es resolviendo numéricamente las ecuaciones de Euler-Lagrange aso-
ciadas al funcional del principio variacional con condiciones a la frontera de manera
que el mapeo conforme la frontera; es decir, G = G(9U). Se sabe que los errores de
aproximacion de las ecuaciones Euler-Lagrange por diferencias finitas impiden conver-
ger los esquemas en diferencias a una malla convexa (Thompson, Thames y Mastin
[306, 307], Mastin [225], Steinberg y Knupp 1996 [302], Knupp y Lackzak [188]). Es
importante senalar que algunos trabajos emplean métodos Galerkin en la solucion de
tales ecuaciones. Un método muy empleado es del tipo Bubnov-Galerkin tal y como
proponen Allievi y Calisal en 1992 [4], para obtener mallas ortogonales. Pero esto so-
lamente lo logran en regiones simples y usando el funcional clasico de ortogonalidad.
La idea de calcular una solucion continua al problema del mapeo no es nueva. En 1989
Zochowski y Holnicki [344] propusieron resolver una formulacién débil de los principios
variacionales cldsicos usando elemento finito. Para el caso de elementos formados por
cuadrildteros sus resultados fueron mejores que los reportados por Castillo en 1986 [63],
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y para el caso de elementos lineales sobre mallas triangulares obtuvieron muy buenos
resultados siempre y cuando la matriz de rigidez asociada esté bien condicionada.

Otra idea muy atractiva para resolver el problema variacional es discretizar direc-
tamente el funcional del principio variacional sobre mapeos invertibles, por ejemplo,
discretizando el funcional de densidad de energia o funcional armonico, véase Ivanenko
y Charkhch’yan [156]. Al realizar la discretizacién, obtendremos una funcién o funcional
discreta F'(G) que mide la densidad total de energfa de la malla. El problema variacio-
nal es ahora un problema de optimizacién de varias variables donde las incégnitas son
los nodos de la malla.

Como senalan Ivanenko y Charkhch’yan, se requiere contar con una malla convexa
en todo paso del proceso iterativo. Una extensién de este trabajo fue desarrollada en
1997 por Barrera y Tinoco [312], en el cual el dominio de mallas no convexas se amplia
para definir un funcional con las mismas caracteristicas que el funcional armonico.
Simplemente desplazaron el polo del funcional arménico para definirlo sobre celdas no
convexas. Observaron que conforme el polo tiende a cero se forma una coleccién de
conjuntos contenidos que en el limite contienen al conjunto de mallas convexas. Esta
metodologia permite obtener mallas convexas sobre regiones irregulares partiendo al
inicio de la optimizacién con mallas no convexas. Demostraron que en el 6ptimo se
obtienen una malla convexa con propiedades similares al funcional arménico.

Un método muy empleado en la industria aeronautica de los anos 70’s y 80’s, se basa
en identificar el mapeo entre la regién de estudio y la regién computacional como solu-
cién de un sistema diferencial hiperbélico, véase Steger y Sorenson [298]. Estos métodos
estan basados en formulaciones continuas de soluciones a ecuaciones diferenciales par-
ciales que conjugan la propiedad ortogonalidad y la suavidad de las lineas curvilineas
a través de ecuaciones diferenciales hiperbdlica. Otros autores emplean ecuaciones di-
ferenciales elipticas con términos fuentes convenientes con la finalidad de que las lineas
curvilineas del mapeo solucién sean suaves y ademads sea posible controlar la distribu-
cién de las lineas curvilineas en zonas particulares, como puede ser cerca de la frontera
que es muy util en simulaciones numéricas de flujo en el ala de un avién.

En el diseno por computadora, es de gran importancia el uso de una malla como
representacion discreta de un objeto plano, o en 3D. Hoy en dia es muy comun que el
software comercial utilice, por simplicidad, métodos de interpolacién algebraica para
construir una discretizacion del objeto. Estos métodos parten de una representacion
paramétrica de la frontera de la region de estudio y usan transformaciones algebraicas
de estas parametrizaciones fronteras para generar la malla, tal es el un caso del paquete
GridPro, que emplea diferentes métodos de interpolacion. Muchos de estos métodos
estan basados en métodos cldsicos de interpolacién que sefialan Eiseman y Smith 1982
[99] y Gordon y Thiel [143]. Sin embargo, usando estas métodos no es posible garantizar
la convexidad de las celdas incluso en regiones sencillas. Algunos autores como Gilding
[142], usan lo que se conoce como funciones blending como un peso o deformacién de
las lineas curvilineas, permitiéndoles controlar mejor la interpolacién. De nueva cuenta,
no siempre producen buenos resultados incluso para regiones simples. Gilding y otros
autores sugieren usar este método por bloques o secciones de la regién de estudio.
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Otro método muy atractivo, y que es de nuestro particular interés, se basa en usar
formulaciones discretas o directas sobre los nodos o celdas de la malla. Un ejemplo de
esto son los métodos discretos de Laplace, o Laplaciano discreto. En estos métodos, la
idea es suavizar la malla al reacomodar, reallocate, cada nodo interior como un promedio
ponderado de los nodos circunvecinos. Para regiones simples esta idea es suficiente, pero
para regiones irregulares esto es inviable ya que la malla resultante puede ser doblada
o enredada, tangled. Algunos autores porponen emplear un método Laplaciano discreto
controlando la convexidad y la forma de las celdas. Otros métodos se basan en optimizar
local o globalmente alguna medida geométrica de las celdas de la malla: uniformidad
en area, suavidad y ortogonalidad. Por ejemplo si nos montamos sobre un nodo de la
malla nos gustaria que el drea de las celdas alrededor del nodo sea uniforme, o que las
lineas que parten del nodo sean casi ortogonales. Esta es una técnica empleada primero
por Kennon y Dulikravich en 1985 [178] y posteriormente retomada por Castillo en
1986 [63] y Castillo y Barrera en el mismo ano [64], y posteriormente replanteada por
Barrera et al. en 1991 [28] y 1994 [30].

1.3. Mallas estructuradas sobre regiones irregulares

Entre los métodos antes senalados, son de especial interés aquellos que estan basados
en la formulacién variacional armdnica, ver Ivanenko [158, 159, 73], Liseikin [203, 205],
va que la existencia de tales mapeos estd probada y garantiza obtener biyectividad
sobre una regién simplemente conexa independiente de la complejidad o irregularidad
de la region de estudio.

Diremos que una region plana es irregular si su frontera es una poligonal curva
de Jordan con muchos vértices y muchos cambios de concavidad. Esto significa que la
curva que define la frontera sea cerrada y no se auto intersecte. Una regiéon de este
estilo es aquella que se forma por un lago con salientes o un embalse; no existen lagos
en forma de piscinas rectangulares. En la Figura 1.5 se observa la forma de la bahia de
La Habana en Cuba.

Por su forma, en este tipo de regiones es muy dificil construir un mapeo algebraico
entre fronteras a partir de una interpolacién o como solucién de alguna ecuacion dife-
rencial debido a las condiciones a la frontera. En general no siempre es posible construir
una malla convexa usando el método del mapeo, incluso sobre una regiéon simple es po-
sible que no se pueda construir una malla convexa a partir de condiciones a la frontera
generales, véase Ivanenko [157] y Tinoco[312].

Una linea de investigacion y desarrollo que ha promovido el profesor Barrera dentro
del grupo UNAMALLA es disefiar métodos discretos y continuos que nos permitan
obtener mallas convexas en regiones irregulares, siempre que esto sea posible. Una forma
para abordar este problema, es el trabajo de Tinoco en 1997 [312] al usar funcionales
cuasi-armonicos "adaptables”.

Los desarrollos recientes con los funcionales convexos de area de Dominguez-Mota
[91] estan dirigidos en esta direccién y toda nuestra investigacién y desarrollo compu-
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Figura 1.5: Bahia de La Habana como regién poligonal irregular.

tacional en el grupo UNAMALLA tiene como objetivo este tipo de regiones de estudio:
regiones planas irregulares.

Por 1ltimo, debemos senalar que algunos esfuerzos sobresalientes en la generacién
numérica de mallas estructuradas para regiones irregulares estan dirigidos por: el gru-
po de la Academia de Ciencias de Rusia, Ivanenko, Charach’yan, 1988, 1995, 2002,
[156, 158, 164], Azarenok, 2000, 2002, 2012 [11, 12, 16]; el grupo de Investigacién del Pro-
fesor Barrera (Barrera y Tinoco 1997-99 [312, 313, 314], Barrera, Tinoco, Dominguez
y Gonzélez [35, 37], Barrera, Castellanos, Cortés y Gonzalez [39], Barrera, Dominguez
y Gonzdlez, [41], Barrera, Cano y Gonzélez, [42]), el grupo de los investigadores Egidi
y Maponi que revisan el trabajo del profesor Barrera de 1992-1994, el trabajo de los
investigadores formados en la Academica de Ciencias Rusa, Liseikin, 1991, 2001, Us-
hakova, 2005, Gasilova 2007, Garanzha 2000, 2003, 2008, Coll [82] en 2003, Escobar
et al., [101], Montenegro et al. [234] y recientemente por los trabajos de los profesores
Zhang y Jia 2003, 2008 y 2012. Cada uno desde un punto de vista diferente, revisando y
proponiendo soluciones al problema de la generacién numérica de mallas sobre regiones
irregulares con diferente 6ptica.

1.4. Generacion numérica de mallas estructuradas y casi

ortogonales

Existe un particular interés por construir mallas ortogonales, ver Akcelik, Jaramaz
y Ghatas [3], y Zhang et al. [337, 341], y es que usando mallas ortogonales es posible
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Figura 1.6: Una malla cuasi-arménica usando el funcional cuasi-armoénico ”adaptable”.

Figura tomada de [312].

reducir los términos cruzados xy en la solucién de ecuaciones diferenciales parciales
por el método del mapeo. Estos autores usan las formulaciones de Riskyn y Leal [265]
para construir mapeos conformes para las cuales es necesario definir funciones de dis-
torsién y al usar esta formulacién, el trabajo se centra en mostrar que las funciones
de distorsién elegidas, ademas de construir sistemas bien definidos, es posible obtener
mallas convexas. Actualmente se estan desarrollando algunos enfoques interesantes en
esta direccion al usar formulaciones continuas sobre secciones o bloques de la regién de
estudio como realiza Zhang en 2012 [342] et. al usando E.D.P. elipticas y funciones de
distorsién.

En 2005, Dominguez-Mota [91] realiza una extensa revisién sobre los métodos
numéricos para construir mallas casi-ortogonales, observa que es necesario garantizar
la convexidad de las celdas en un proceso automatico que involucre la ortogonalidad.
En ese trabajo, Dominguez-Mota caracteriza la forma que deben tener los funcionales
discretos de area que garantizan y preservan la convexidad de la malla. Adicionalmente,
muestran que es posible definir combinaciones de éstos con funcionales discretos po-
sitivos que cuenten con propiedades geométricas particulares como la suavidad en las
lineas y la ortogonalidad de las celdas. El trabajo de referencia, finaliza mostrando que
de existir una malla e-convexa y con propiedades las geométricas deseables, es posible
obtenerla como éptimo de una combinacién adecuada entre esos funcionales.
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Figura 1.7: Una malla casi-ortogonal usando el funcional convexo de drea en combinacién

con el funcional cldsico de ortogonalidad, ver [91].

1.5. Mallas en regiones con agujeros y estructuradas por

bloques

Como es sabido, los embalses, rios, lagunas y en general los cuerpos de agua presen-
tan islas o monticulos de tierra que permanecen fijos con el flujo del agua. Siendo estos
cuerpos fijos podemos establecer condiciones de frontera interna, como por ejemplo que
el flujo no permee hacia el cuerpo o condiciones de velocidad nula; en ambos casos se
modela el cuerpo como un obstaculo.

La primera idea que se empleé para realizar una simulacién sobre este tipo de
cuerpos u objetos fue considerar a la isla como un conjunto de un celdas inactivas
dentro de una malla que cubre a toda la regién de estudio, incluyendo a esos objetos.
Esto se puede lograr generando la malla sobre toda la regién y anulando las celdas sobre
el obstaculo u objeto. Hoy en dia en algunas aplicaciones aun se utiliza esta técnica por
ser practica y econémica. Otra forma de modelar los obstéculos es observarlos como
una subregién fija dentro de la regién de estudio y entonces concentrarnos en generar
mallas donde la frontera de estos obstdculos son frontera de los lados de las celdas
de la malla. Esto es lo que conocemos como una malla con agujeros: una malla con
obstéaculos internos donde la frontera de cada obstaculo es frontera interna de la region.
Este tipo de regiones se presentan en simulaciones de la aereodindmica, por ejemplo,
cuando deseamos resolver una ecuacion de flujo sobre el ala de un avién.

11
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Si solamente contamos con un agujero y deseamos construir una malla estructurada,
la primera idea que podemos emplear es usar un corte de la regién entre la frontera
externa y la interna para formar una region topoldgica equivalente a una O o un tubo sin
empatar. Con esto tendremos dos sub-fronteras opuestas a saber, la externa y la interna
y aquella que nos ha servido como corte y que empleamos como una separacién. Con
esto construimos una malla de la forma usual: construyendo una mapeo de esta region
tratada hacia la region logica. No es la tnica idea desde luego, pero si la mas empleada
por ser sencilla y practica. El problema se torna complejo cuando tenemos mas agujeros
u obstaculos internos. Revisando la literatura al respecto, hemos encontrado que esta
técnica de corte de la region se puede extender y méas aun, esta idea ofrece un amplio
margen de usos. Recientemente en el trabajo de Cano de 2011, se atacé este problema
partiendo la regiéon como 2 mallas estructuradas usando lo que podriamos decir, un
corte transversal de toda la regién junto con sus agujeros u obstaculos y mediante un
pegado especial la malla completa se puede observar como una malla estructurada sobre
toda la region, incluyendo los agujeros, bajo esta idea los agujeros son modelados como
celdas inactivas.

Ahora bien, si tomamos de nueva cuenta como referencia los embalses o lagos, es
comun observar que cuentan con afluentes o rios secundarios para su descarga o desem-
bocadura. En la simulacién del vertido de algin liquido por accidente, es necesario saber
como afecta lo ocurrido en un embalse a sus afluentes o viceversa dependiendo de donde
provenga el contaminante. Para esto, es necesario que estas secciones formen parte de
la malla de simulacién. Es de notar que por su complejidad los afluentes pueden ser
tratados como regiones conectadas con el embalse ya que cuentan con condiciones de
frontera independientes del embalse. La primera idea que podemos emplear es usar ma-
llas estructuradas en cada una de estas secciones conectadas, esto es lo que llamaremos
mallas estructuradas por bloques.

La motivacién para construir este tipo de mallas la estamos dirigiendo a embalses
pero puede ser extendida o empleada para otro tipo de problemas donde la regién global
sea un pegoste de regiones o subregiones donde, las mas de las veces, cada una de ellas
representa un region irregular. Es necesario senalar que nuestro interés de construir
mallas estructuradas es por la facilidad que presenta la conectividad de una celda con
las mas cercanas, por lo que, de emplear mallas estructuradas por bloques, un primer
problema que debe ser resuelto es que estos bloques estén conectados adecuadamente,
sin overlapping y sin que alguna arista de la celda conecte con dos o mas aristas de
otras celdas.

Construir mallas por bloques no es tan simple como pegar adecuadamente las mallas
de cada una de las secciones, nos interesa ademas de la conectividad de las celdas,
algunas propiedades geométricas de las celdas y calidad de la malla obtenida. Son
varios subproblemas que deben ser planteados adecuadamente antes de abocarnos a
desarrollar un sistema dirigido a generar mallas sobre de este tipo de regiones.

Regresando al primer problema planteado: si tenemos una regién con agujeros una
idea que podemos usar para construir una malla es observar la regién como una coleccion
de subregiones o bloques y en cada una de ellas construir una malla adecuada; es decir,

12
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la malla sobre una regién con agujeros la podemos construir de manera conveniente
como una malla estructurada por bloques, ver Figura 1.8.

Figura 1.8: Una malla estructurada por bloques sobre una barra de combustible nuclear.

Figura tomada de [309, 311].

1.6. Una Malla adecuada y de calidad

Diremos a grosso modo, que una malla adecuada y de calidad sobre un dominio §2
y para una cierta Ecuacién Diferencial Parcial, E.D.P.; es aquella que nos permite una
discretizacion precisa y que al resolverla nos proporciona buenas soluciones numéricas
para esa ecuacion.

La generacion numérica de mallas se basa en representar adecuadamente la region
de estudio como una discretizacién por celdas simples y convexas. Otro aspecto de
igual relevancia en la generacién numérica de mallas es controlar la distorsién de las
celdas con respecto a una forma geométrica ideal: un rectangulo, un cuadrado o un
paralelogramo. Asi como muchos autores se abocan a disenar funciones o medidas
que permitan identificar la calidad de las triangulaciones y métodos numéricos con los
cuales obtener triangulaciones 6ptimas, quienes trabajamos en la generacién numérica
de mallas estructuradas nos interesa que la celda cuente con una forma particular:
rectangulos, pero de aspect ratio pequeno para que la sensibilidad numérica del método
no repercuta negativamente en su solucién. El aspect ratio usualmente se define como
razén entre el lado mayor y el lado menor o proporcién entre lados y el area.

Babuska y Azis, en 1976 [17], Knupp en 1995 [188], Acosta et al. [1], en 2001,
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1. INTRODUCCION Y GENERALIDADES

y muchos mas autores, hacen notar que el método numérico empleado para resolver
eficientemente una E.D.P. depende fuertemente de la geometria de las celdas de la
malla, en particular de:

» la distribucién de los tamanos de los elementos

= la forma de los elementos de la malla.

Por ejemplo, si usamos elementos lineales para un Método de Elemento Finito
(M.E.F.), y de contar con elementos de éngulo muy agudo, slivers elements, la ma-
triz de rigidez asociada al M.E.F. podria ser muy mal condicionada, por lo que es
posible obtener resultados que nada tienen que ver con el modelo numérico a resolver,
ver Babuska y Azis [17], Knupp [188] y Schewuck [287]. Para nosotros,

Definiciéon 5 Una malla de calidad es aquella cuya geometria en su aplicacion no enal-
tece indeseables aspectos numéricos como la aprorimacion y la sensibilidad numérica

entre otros.

En este trabajo, estamos interesados en abordar el problema de construir mallas
estructuradas de calidad controlando la geometria de las celdas.

Para mallas triangulares e hibridas (formadas por tridngulos, cuadrildteros, etc.),
existen métodos numéricos disenados para controlar la forma de la geometria de la malla
los cuales emplean estimadores a priori del error esperado y concentran o modifican el
tamano de las celdas en zonas especificas, esto se logra, las méas de las veces, mediante
un refinamiento de inserciéon de nodos y aumento de elementos y posteriormente usando
alguna técnica, remover caras o lados; esto es, eliminando elementos de pobre calidad
topological optimization. Una vez realizado esto, es usual usar un método que permita
suavizar las celdas en zonas especificas moviendo los nodos node position smoothing,
mejorando de nuevo la calidad de la malla.

Uno de nuestros objetivos en este trabajo, es definir medidas de calidad que ca-
ractericen la geometria de las celdas y mejorar su calidad por medio de un método de
optimizacion.
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1.7 Una malla dindmicamente adaptada

1.7. Una malla dinamicamente adaptada

La generacion numérica de mallas resulta ser un proceso que consume una par-
te importante del costo computacional total sobre todo, en problemas de simulacion
numérica en los cuales se emplea una malla. La generacién de mallas estructuradas
adaptadas mediante ajuste o movimiento de nodos puede ser usada para incrementar
la precision de la soluciéon numérica en E.D.P. al disminuir el costo del cdlculo de la
solucién. Resulta muy atractivo que dada una malla estructurada de m x n se pueda
adaptar sin incrementar su tamano ni su conectividad, ya que no aumenta el costo
computacional requerido para su uso.

Existen muchos métodos numéricos para generar mallas adaptadas y cada una de
ellas esta relacionada con el método continuo o discreto con el cual construir la ma-
lla. Algunos son métodos algebraicos, y otros métodos emplean ecuaciones elipticas
con términos fuente adecuados. Algunas de estas E.D.P. se basan en el principio de
equidistribucién para mallas unidimensionales el cual nos permite garantizar que para
funciones de peso positivo el mapeo es uno a uno. Existen extensiones naturales para
dos dimensiones; sin embargo, como senala Ivanenko 1999, salvo para principios varia-
cionales arménicos, no existe una teoria que nos garantice que las mallas obtenidas por
extension del principio de equidistribucion a dos dimensiones sea convexa.

Algunos autores como Mastin en 1992 [226] y Thompson en 1982 [310], extienden
un principio variacional a formulaciones variacionales ponderadas, como es el caso del
funcional ponderado de area, de manera que el peso empleado les permita controlar el
tamano de las celdas en zonas especificas. Sin embargo, resuelven las discretizaciones
en diferencias de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a esos funcionales y como
ya se ha dicho, usualmente no es posible construir mallas convexas en regiones irregu-
lares resolviendo estas ecuaciones. Es importante sefialar, que la eleccién de la funcién
monitor o de control es clave para el disefio de la adaptividad deseada. En 2000, Soni
et al. [296], realizan una revisién de los métodos de adaptividad basados en la redis-
tribucién de los nodos y senalan, que una forma muy empleada en la practica para
adaptar la malla es usar, como funcién de control o de adaptividad, una suma booleana
entre la norma del gradiente y la norma de velocidad para problemas de flujo, o la
norma del gradiente y la norma de la curvatura de la funcion solucién y en general, la
norma de alguna funcién de energia. Dependiendo del problema una buena elecciéon de
la funcién monitor permitird concentrar la malla en zonas identificadas o previamente
establecidas.
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1. INTRODUCCION Y GENERALIDADES

Figura 1.9: Una malla sobre la bahia de La Habana adaptada usando la funcién monitor

f(z,y) =sen (2rx — 4my). Figura tomada de [38].

1.7.1. Una malla geométricamente adaptada

Para resolver algunas E.D.P. es deseable que la malla se adapte a zonas donde el
fenémeno a medir se presente con mayor incidencia como pueden ser cambios en el flujo
si se trata de un problema de flujo de la corriente del aire sobre la superficie del agua; o
bien, si el flujo se presenta con condiciones de frontera hacia el interior del cuerpo como
puede ser las islas o algiin objeto inmévil. En general, es deseable adaptar la malla en
zonas especificas donde se espera un comportamiento particular.

Nosotros estamos interesados en extender los métodos discretos que hemos desarro-
llado para generar mallas adaptadas con propiedades adicionales como son la suavidad
v la ortogonalidad. Los métodos y la teoria desarrollada recientemente nos permite
asegurar que ya es posible construir una malla estructurada e-convexa en regiones irre-
gulares de manera eficiente. Para nosotros, la adaptividad geométrica consiste en mover
la malla o ajustar los nodos hacia la cercania de un objeto geométrico contenido en el
interior de la regién de estudio mediante una funcién de control basada en la distancia
dirigida hacia el objeto, de manera que permita concentrar las celdas entorno al objeto.

Para regiones irregulares, que es de nuestro interés, la clave del éxito de la adapti-
vidad geométrica se sustenta en combinar los funcionales geométricos cldsicos con los
funcionales que garantizan y preservan convexidad.
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T

Figura 1.10: Una malla adaptativa cerca de un objeto.

En muchas ocasiones es necesario controlar la forma de los elementos cerca de la
frontera, por ejemplo que las celdas sean casi ortogonales. Una forma de lograrlo es usar
los funcionales ponderados o de adaptabilidad usando una funcién de peso basada en la
distancia hacia la frontera. Expondremos estas ideas en el Capitulo 3 de este trabajo.

1.8. Una malla discreta de elementos cuadrilateros

Definicién 6 (véase George and Frey [138]) Una malla que cubre a Q es una coleccion

de N elementos simples {ci}fil llamadas celdas que satisfacen
P1Q=UY ¢
P2 Int(c;) #0; Vi

P3 Int(c;) N Int(c;) = 0, iF g

La primera condicién P1, es directa en el sentido que deseamos que las coleccién de
celdas cubran la totalidad de la regién de estudio €). La segunda podria no ser necesaria
para la definicién, pero es conveniente para la utilidad préactica de la malla, que todos
los elementos sean no degenerados ni a segmento ni a un punto. La tercera condicién
establece que los elementos no se sobrepongan o solapen entre si.

A nosotros nos interesa que los elementos o celdas ¢; sean cuadrildteros convexos.
Pero para que esos elementos representen una malla discreta formada por cuadrildteros,
adicionalmente pediremos que

P4 dos elementos o celdas ¢;, compartan a lo més una cara o lado,
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1. INTRODUCCION Y GENERALIDADES

P5 dos aristas o lados a lo méas tienen un vértice en comun.

Dos ejemplos de estas discretizaciones se muestran en la Figura 1.11.

Figura 1.11: (a) Una malla no estructurada formada por cuadrildteros sobre una llave
espanola. Figura tomada de [221]. (b) Una malla no estructurada formada por cuadriléteros

sobre una manopla de acero. Figura construida con Gmsh, véase [139].

Los métodos que vamos a discutir en este trabajo estan orientados a la construccion
o suavizamiento de mallas estructuradas, ya que su conectividad nos permite identificar
de manera inmediata los nodos y las celdas de la malla. Sin embargo, estos métodos
pueden ser facilmente extendidos a mallas estructuradas por bloques y en regiones con
agujeros. De igual manera, todos estos métodos discretos son aplicables a mallas no
estructuradas cuyos elementos sean cuadrildteros.
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Capitulo 2
Un panorama de los métodos discretos

para construir mallas

Es amplia y vasta la literatura disponible sobre la generacién numérica de mallas
tanto para mallas estructuradas como para no estructuradas. Entre las cuales destacan
aquellas formadas por elementos triangulares y tetraedros. La eleccion de una malla ade-
cuada para la solucién numérica de un problema que involucra ecuaciones diferenciales
parciales, juega un papel prepondertante ya que si la malla estd formada por elementos
poco distorsionados esto ayuda a reducir el error de aproximacion. En el Capitulo 5
discutiremos algunas ideas al respecto. El objetivo de este capitulo es mostrar un pa-
norama de métodos y técnicas que se han empleando para abordar la construccién de
una malla. En este panorama revisaremos las aportaciones relevantes de algunos inves-
tigadores para comprender la complejididad del problema de la generacién numérica de
mallas.

Para obtener una malla convexa de calidad e idénea al problema a resolver, lo
usual es contar con una primera malla o malla inicial, obtenida por algin criterio de
conformacién o por interpolaciéon. Usualmente esa malla inicial no es convexa, por lo
que un segundo paso es construir una malla convexa a partir de la primera. Una vez que
hemos obtenido una primera malla por algin proceso simple, el segundo paso es mejorar
la forma geométrica de los elementos. Siguiendo a Mei et. al [229], el mejoramiendo de
la malla basicamente se puede hacer de dos formas:

clean-up limpieza de elementos béasicamente consiste en eliminar e insertar nodos
asi como cambiar la conexién entre los elementos con el fin de eliminar los elemen-
tos superfluos. Algunos autores mencionan este procedimiento como topological
optimization en el sentido de la conectividad de los nodos es removida con la
finalidad de obtener una configuraciéon 6ptima.

smoothing suavizamiento de elementos el cual consiste en reposicionar los nodos sin
cambiar la conectividad de los elementos.
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2. UN PANORAMA DE LOS METODOS DISCRETOS PARA CONSTRUIR
MALLAS

Actualmente se desarrollan métodos que de manera simultdanea construyen la malla
convexa y de calidad geométrica optimizando una medida de calidad, esos métodos se
conocen como simultaneous untangling and smoothing meshes. Hablaremos de esto en
el siguiente capitulo.

Fn la literatura, algunos autores reconocen como refinamiento al procedimiento que
anade nodos y elementos y otros mas lo asocian a la adaptividad o concentracién de
las celdas sin cambiar su estructura. Nosotros haremos una clara diferencia entre uno y
otro concepto. En este trabajo nos abocaremos a métodos que de manera discreta (una
formulacién basada en nodos y celdas) suavice los elementos de la malla sin cambiar la
conectividad de las celdas.

Siguiendo a Mei, Tipper y Xu [229] una forma de clasificar a los métodos discretos
para el suavizamiento de una malla es

geometry-based Los método geométricos obtienen la nueva posiciéon de los nodos
mediante criterios geométricos o de optimizacién local (por ejemplo, un laplaciano
discreto) Herrmann [148], Zhou y Shimada [343] y Vartziotis y Wipper [323],
Vartziotis y Papadrakakis [324] y desde luego Balendran [20] y Mei et al. [229].

optimization-based Los métodos basados en optimizacion obtienen los nuevos nodos
al suavizar una métrica o medida de distorsién de los elementos, ver Oddy [241],
Ivanenko [156], Freitag [111], Garanzha [125], Knupp [190], Shivanna et al. [291],
Remacle [259] y Ruiz-Gironés et al. [274].

physics-based Los métodos basados en la fisica, basicamente resuelven algtin proble-
ma fisico como por ejemplo, de estructuras mecanicas o de esfuerzos, o campo
grandiente para mover los nodos hacia direccién resultante esperada, véase Shi-
mada et al. [289], Bossen y Heckbert [52] y Teran et al. [305].

hybrid Estos métodos combinan algunos de los arriba mencionados. Algunos de esos
métodos vienen descritos en Canann et al. [56] y Freitag [113].

Nuestro interés es suavizar mallas optimizando métricas o funciones discretas ba-
sadas en propiedades geométricas de las celdas. Para esto, primero continuemos con el
planteamiento del problema de construir mallas estructurada G(m,n) sobre  a partir
de mapear una cuadricula del cuadrado unitario U(m, n) que describimos en el capitulo
anterior.

Con la finalidad de mostrar el estado del arte en la generacién numérica de mallas,
haremos una breve revision de los métodos discretos relevantes en la literatura, algunos
de ellos son iterativos y otros més provienen de un problema variacional discreto.
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2.1 Laplaciano discreto

2.1. Laplaciano discreto

Uno de los métodos més usados para suavizar una malla es el Laplaciano discreto,
véase Lo [215], Field [106], Canann et al. [56], y Freitag [113] y recientemente Ohtake
et al. [240].

La idea detrds de este método es simple: los nodos x;; de la malla provienen de
un mapeo continuo x = (z(&, 1), y(&,n)) que satisface una aproximacién por diferencias
finitas de la ecuacién de Laplace:

Ox | Ox _
o2 on?

con condiciones a la frontera fijas:

(2.1)

X(aBQ) == aQ

Usando diferencias centrales, la segunda derivada parcial de = z(£, n) la podemos
aproximar de la forma:

0%z 1
o€2 T R2
donde h representa un incremento en la direccién £. Ahora bien, sobre una malla es-

tructurada la solucién por diferencias finitas de la ecuacién de Laplace (2.1) se puede
escribir como

[2(&+ h,n) — 2z(&,n) + x(§ — h,n)],

vij = 3 (@irg + Tiger +Tio1 + i) (2.2)
1
Yij = Z(yzﬂrl,j + i1 T Yio1j + Yig-1)- (2.3)

Como se observa, este esquema representa un promedio entre cuatro nodos vecinos al
nodo central x; ;. La malla suavizada se obtiene iterando este esquema hasta lograr
convergencia o algin otro criterio de paro.

Uno de los primeros programas computacionales reportados en la literatura que usa
el esquema Laplaciano para construir mallas suaves es el sistena SAASII de Jones y
Crose [170] publicado en 1968. Este sistema fue muy 1til ya que permitia al usuario
asignar un factor de relajacion para acelerar la convergencia.

Lo atractivo del este método Laplaciano discreto esta es su simplicidad de formu-
lacién que puede ser extendido a cualquier tipo de geometria de los elementos de la
malla: tridngulos, cuadrilateros, y mixtos, y facilmente adaptado para suavizar mallas
en tres dimensiones. Sin embargo, se sabe que el esquema Laplaciano no es sensible a
la forma, ni a la curvatura y ni al espaciamiento de los nodos sobre la frontera, por
lo que en regiones simples, podriamos obtener mallas con celdas no convexas e incluso
dobladas cerca de la fronteras.
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2. UN PANORAMA DE LOS METODOS DISCRETOS PARA CONSTRUIR
MALLAS

2.1.1. Laplaciano-Isoparamétrico

En 1976, Herrmann y Asce [148] proponen un esquema discreto basado en aproximar
localmente el mapeo

X= X(f, n) = (m(ﬁ, 77)7 y(&, 77))
entre la regién légica B = [0, 1] x [0, 1] y la regién de estudio €2, por medio de polinomios
cuadraticos en la forma

8
l‘(fﬂ?) = in,mNm(gan)
m=1
8
y(&n) = D vimNm(&n) (2.4)

donde N,,(&,7n) son funciones base de polinomios cuadriticos de Lagrange definidos
sobre los 8 nodos cercanos al nodo central z; j, véase [148]. En la Figura 2.1 mostramos,
de nueva cuenta, las cuatro celdas que rodean al nodo x; ;.

Xjj+1

Xi41,j+1

x\+l,rl

Xj-1,-1

Figura 2.1: Las 4 celdas que rodean al punto x; ; en una malla estructurada.

Al evaluar la aproximacién del mapeo (2.4) en el punto (0, 0), obtenemos el esquema

1

vij = FR2@n1+ Tiger + Tiorg + 2i5-1)
—(Tip 141+ Tim1 41+ Tim1j-1 + Tit1,j-1)] (2.5)
1

Yij = Z[Q(yiJrl,j + Yij+1 + Yie1,j + Yij—1)

—(Yit1,j4+1 + Yie1j+1 + Yie1,j—1 + Yit1,5-1)]- (2.6)
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2.1 Laplaciano discreto

A este esquema se le conoce como Laplaciano-Isoparamétrico. En la Figura 2.2 se
compara la malla obtenida con este esquema y aquella obtenida con el Laplaciano
discreto.

Figura 2.2: (a) Malla obtenida por el esquema Laplaciano. (b) Malla obtenida por el

método Laplaciano-Isoparamétrico, ver [148].

Usando este esquema es posible construir mallas no dobladas sobre algunas regiones
de la galeria de Roache [302], y otras como plow y horse esto no es posible. En el
Capitulo 6, observaremos que usando este esquema, obtenemos cuadrildteros cercanos
a ser paralelogramos.

Como hemos visto, el esquema Laplaciano-Isoparamétrico es un esquema basado en
8 puntos. Otro esquema de 8 puntos usado en la literatura esta basado en el promedio
de los ocho nodos que rodea a un nodo central de la malla estructurada, este se escribe
€omo:

Tij = % [Tigy1j + Tiv1j41 + Tijr1 + Tic1 41 (2.7)
+ @i+ Tic1 -1 F Tij—1 + Tig1,j—1] (2.8)

Yij = % [Yit1,j + Yir1401 + Yijr1 + Yio1,541 (2.9)
Yie1,j + Yie1,j—1 + Yij—1 + Yig1,j-1] - (2.10)

De nuevo, no hay garantia que por este esquema se obtenga una malla de convexa o no
doblada. En algunos textos este esquema se conoce simplemente como Laplaciano de 8
puntos.

Es usual que quienes emplean estos métodos iterativos solamente realicen pocos
pasos k de iteracién siempre que la malla en el paso k + 1 no se doble o deje de ser
convexa.
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2.1.2. Laplaciano ponderado

Fl Laplaciano discreto puede ser extendido a cualquier configuracion conectada de
m nodos vecinos en la forma

1
X5 = Ngé:wkxk (211)
J

con 0 < wg y Y. wg = 1, esto es, cada nodo se calcula como una representaciéon ba-
ricéntrica de los /N nodos vecinos al nodo x;.

Una interpretacién geométrica del esquema Laplaciano clasico es mover cada vértice
interior al centroide del poligono formado por los vértices méas cercanos a éste. Para el
caso del Laplaciano ponderado (2.11), los nodos interiores se mueven hacia las regiones
o sub regiones, donde los elementos tienen un mayor peso wy. Una idea grafica de este
método se aprecia en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Efecto del Laplaciano ponderado en una triangulacién formada por 6 elemen-

tos.

Una de las primeras versiones del Laplaciano ponderado en la literatura, fue elegir
los pesos como la longitud de los lados que conecta el nodo en central con los nodos
vecinos

1 Ui

A los pesos i se les conoce como los coeficientes de “elasticidad” asociados a la red.
Esta eleccién tiene la finalidad de corregir las diferentes “tensiones” entre los nodos.

En 1995, Robey [272] describe una forma de calcular los coeficientes I, para adaptar
una malla estructurada en un problema de flujo en un medio poroso. Robey usa el
Laplaciano ponderado
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2.1 Laplaciano discreto

iy = li—l/Z’jfL'ifl,j + li+1/2,jxi+1,]’ + li,j—l/Ql‘i,jfl + li,j+1/2xi,j+1 ’ (212>
’ licijag +liv1y25 +lijo12 + lijyy2

iy = lic1259i-15 + liv1y2,59i+1,5 + lij—1/2¥i5-1 + li,j+1/2yz',j+17 (2.13)
’ Liciyog +liv1y25 +lij—1/2 + lijyi/2

y propone calcular los coeficientes de elasticidad [ mediante un método geoestadistico
y nombra a este método o técnica, como geostatistical adaptive grid, véase [272].

(.j+1)
3
ki vz

k. )
P2 i+112, )
(-1.j) (.0) (i+1.))

ki,j-1/2

G.j-1)

Figura 2.4: Una malla en la cual se ha asociado elasticidad a las conecciones de los nodos

vecinos a (4, j). Figura tomada de [272].

Robey observa que la malla puede ser muy distorsionada y no ser aceptable para la
modelacion del flujo que desea estudiar, por lo que propone controlar la forma de las
celdas controlando su convexidad. Si J es la matriz asociada del mapeo bilineal para
una celda el jacobiano del mapeo se escribe como

det(J) =Jo+ Ji&+ Jony

para que el mapeo sea no degenerado debe cumplirse que

Jo — |J1| — |J2| >0

siendo

Jo = [(x1—x3)(y2 — ya) — (w2 — z4)(y1 — y3)]/8
Jio= (@3 —2a)(y1 —y2) — (21 — 22)(y3 — y4)]/8
Jo = [(w2 —23)(y1 —ya) — (21 — 24)(y2 — y3)]/8.

En la Figura 2.5 se aprecia una malla convexa obtenida con el método GAG que
propone Robey.
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Figura 2.5: Una malla obtenida por el método GAG de Robey sobre el manto fredtico de

la montafia Yucca en Nevada, USA. Figura tomada de [272].

Otro Laplaciano ponderado que es muy empleado es el promedio baricéntrico escrito
en términos del areas de las celdas que rodean a cada nodo

1 ay
J

donde ay, es el area del elemento T), y N es el nimero de nodos vecinos, observe la idea
en la Figura 2.6. Para regiones muy irregulares, debido a la distribucién de los nodos,
podriamos tener triangulaciones con elementos muy pequenos y elongados.

Figura 2.6: Idea geométrica del esquema Laplaciano sobre una malla triangular

A este método en la literatura se le conoce como Laplaciano ponderado de drea. Para
el caso de una malla estructurada formada por cuadrildteros, el Laplaciano ponderado
de area se puede escribir como:
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2.1 Laplaciano discreto

x]k+4zz 4 Ch (2.15)

donde Ay es el area de cada uno de los elementos y ¢ es el centroide del elemento
k-ésimo elemento o celda, véase la Figura 2.7. En la figura 2.8 puede apreciarse las
mallas obtenidas usando el esquema Laplaciano, el de area ponderada y el esquema
isoparamétrico.

A
Cs ¢
A1 C1

(xy.

C, Cs Aj
Az

Figura 2.7: Idea geométrica del esquema de area ponderada sobre una malla estructurada.

Figura tomada de [151].

Los detalles de la implementacion de este método se pueden consultar en el trabajo
de Jones [171] de 1974. En ese trabajo Jones propone otro esquema al que llama area
pull

k+1
=x;+ E Ae— Ajprr 2.16
J Ak; + Ak+1 ] ( )
donde A5 = A;. Este esquema estd propuesto con la idea de forzar que las celdas

alrededor del nodo x; tengan la misma drea. Jones observa que no es suficiente este
esquema y propone combinarlo con el Laplaciano clasico.

Recientemente, en 2015, Sun et al. [304] revisaron el esquema Laplaciado ponderado
de érea (2.15) y propone usarlo en la forma:

e A
X =X;+ 1

’ ’ ( ; Zz 1 A
donde g > 0 es un parametro de relajaciéon. Usan este esquema en combinacion con
una métrica de calidad (scaled jacobian) en un proceso de suavizamiento de nodos, con
la finalidad de garantizar la calidad y la convexidad de las celdas. Sun et al. obtuvieron
muy buenos resultados suavizando mallas no estructuradas formadas por cuadrilateros,
véase [304].

— X)) (2.17)
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Figura 2.8: (b) Malla doblada usando el esquema Laplaciano (d) malla convexa obtenida
por el método de drea ponderada y (f) malla convexa obtenida por el método Laplaciano-

Isoparamétrico. Figura tomada de [151].

2.2. Otros Métodos iterativos

En general todos métodos iterativos para suavizar mallas se pueden escribirse como

1 Wi
X;j —xj—f—p[N; ZwiXk_xj] (2.18)

donde p es un término de relajacién para controlar la convergencia. La dificultad en
todos ellos es encontrar una eleccién adecuada de valores wy > 0 para la los cuales la
malla sea primero convexa y luego sus elementos sean de calidad. No es facil resolver
esto de esta forma.

En 1973, Amsden y Hirt [6] hacen ver que la eleccién de los pesos wy, puede suponer
un esfuerzo adicional muy costoso ya que estos pesos suelen ser definidos por diseno
y en problemas particulares. Para mostrar la dificultad, describen como un ejemplo
una regién de estudio compuesta por un rectdngulo y una intrusion formada por un
semicirculo. Utilizan el esquema de ocho puntos (2.7)—(2.9) y los pesos de la forma:

>
1+ 20d?

donde d es la distancia normalizada al circulo:

wy =1+

(z — 20)* + (yr — yo)? — 2

&’ =
r2
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Observe que wy es un funcién de Runge.

Para cada valor de « obtienen un malla diferente que se ajusta o adapta a la frontera
circular. En la Figura 2.9(a) se muestra la malla que se obtuvo para a = 1, en la Figura
2.9(b) se muestra la malla que se obtuvo para a = 2 y la malla que se observa en la
Figura 2.9(c) la obtuvo usando o = 3. Amsden y Hirt sefialan que las mallas obtenidas
requirieron 144, 168 y 225 iteraciones respectivamente.

[] T il LR 14

Y sEmEEE

Figura 2.9: Regién rectangular con una intrusién circular. Figura tomada de [6].

Observan que el procedimiento interativo (2.7)—(2.9), se puede tornar muy lento y
para un valor de o grande la malla puede resultar doblada.

La propuesta de Amsden y Hirst no puede ser extendida facilmente a regiones con
muchos cambios de concavidad o donde la frontera no sea suave por ejemplo aquella
formada “picos” hacia el interior. Un caso de esto es la region en forma de L, ver
Figura 2.10.

En 1975, Godunov et al. [144] utilizan un esquema diferente a de ocho puntos
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A\

1]

L.

Figura 2.10: Una malla doblada en la regién en forma de L.

1
k
v, = g (wirio1j-2 + warjoo + waTit1j-2 + WaTip1 51
2 k1 W
FWsT i1 jy2 + WeTi j+2 + Wrki—1 j42 + WRTi—1 j41) (2.19)
1
k
Yij = 5 (W1Yi—1j-2 + w2y j—2 + W3Yit1 -2 + WaYit1,5-1
> k1 W
FWsYig1,j42 T WeYij+2 + WrYi—1,j4+2 + WYi—1,j+1) (2.20)

donde los pesos wy > 0 los eligen usando las ideas de Amsden y Hirt [6], ponderando

convenientemente los nodos cercanos a la frontera.

Figura 2.11: Esquema de ocho puntos propuesta por Godunov [144].
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Como se aprecia de la Figura 2.12 las celdas pueden ser muy enlongadas. En 1976,
Yanenko et al. [334] plantean un método de mallas mdviles en regiones planas con
grandes deformaciones en la frontera. Yanenko propone aplicar el esquema que usa
Godunov hasta antes de perder la covexidad.

AN ]l |

fig. 1

L

Figura 2.12: Una malla estructurada obtenida por el esquema de Godunov et al. [144].

Figura tomada de [334].

Nuestro interés en la revisiéon de estos esquemas es mostrar que no hay una teoria
que nos diga como obtener los pesos del promedio baricéntrico para cualquier tipo de
malla y en cualquier tipo de regién. En todos los casos mostrados es necesario controlar
la convexidad y la calidad de las celdas. Por otra parte, Amsden y Hirst [6], senalan
que una manera de prevenir el doblez de las celdas es usar el método de Winslow
[329, 330] ya que el mapeo arménico garantiza que el mapeo sea inyectivo. Esta idea la
comentaremos mas adelante.

Es muy comin hoy en di a usar un Laplaciano discreto ponderado para el suaviza-
miento de la malla pero imponiendo que las celdas satisfagan algin criterio de calidad.
Algunos autores como Parthasarathy y Kodiyalam [248], Shephard and Georges [28§]
y Freitag [113] proponen usar esta idea. En particular Freitag propone usar un méto-
do basado en el conjunto activo que depende del seno de los dngulos interiores entre
elementos cercanos con la finalidad de evitar angulos pequefios y grandes.
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2.3. Un marco de trabajo para obtener mallas 6ptimas
usando una funcional de energia

Como hemos visto, el desplazamiento de nodos por algin método iterativo debe
de ser controlado para: evitar la colision de nodos, evitar perder la convexidad y para
mejorar la calidad de la celdas. En 1976, Felippa [109] propone algunas ideas que deben
ser tomadas en cuenta en un procedimiento que involucre el desplazamiento de nodos.
Felippa define

Definicién 1 Procedimiento por desplazamiento de nodos (Felippa [109]). Un
procedimiento de desplazamiento de modos, node displacement, es un procedimiento
computacional por el cual el algoritmo puede mover nodos de la malla inicial con la
finalidad de generar una sucesion Gi,Ga,... de mallas mejoradas las cuales progresi-
vamente hacen decrecer los errores de discretizacion de alguna EDP. El desplazamiento
de los nodos a nuevas posiciones puede ser visto como un proceso pseudo dindmico. El
movimiento de los nodos estd sujeto a ciertas restricciones cinemdticas algunas de las
cuales pueden ser expresadas como de igualdad o desigualdad. El problema de la distri-

bucidn de nodos puede ser formulado como un problema de optimizacion no lineal.

La idea que propone Felippa es que los nodos de la malla se reposicionen para formar
otra malla que mejor resuelva el problema donde serd aplicado. La idea es simple, si
consideramos una ecuacion diferencial

Lu=f

donde L es un operador diferencial lineal y si aproximamos su solucién mediante el
método de Galerkin

n
u=>_ ;g
j=1

donde ¢;(x) son funciones base en un sub espacio adecuado, y los coeficientes ¢; son
valores reales. El interés es obtener una soluciéon que minimice
1

min E(u) = (§Lu — f,u) (2.21)

donde (-, -) es un producto interior conveniente. Este es un problema de residuos pesa-
dos.
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Observe que funcional de energfa F(u) es positivo definido. La idea es optimizar este
funcional haciendo variable la posicién de los nodos interiores y dejando fijo aquellos que
aproximan la frontera original. Este es el criterio de optimalidad que propone Felippa
para obtener una malla 6ptima.

Este es uno de los primeros métodos directos reportados en la literatura, el cual
es conocido como (grid optimization by energy optimization) un concepto que puede
extenderse para problemas de valores propios, en cuyo caso la funcién de energia es
una funcién de distorsion, véase Ivanenko [164].

El marco de trabajo propuesto por Felippa usando un funcional de energia E(X),
donde X representan a un vector de los nodos de la malla, se puede escribir como:

Generacién de Mallas 6ptimas usando una funcional de energia (Felippa [109]).

1) La funcién objetivo es una funcién de energia total E(X).
2) Los nodos de la malla son las incégnitas del problema de optimizacién.

3) Restricciones lineales de la forma h;j(X) = 0 corresponden a las restricciones
cinematicas del movimiento de la malla, por ejemplo:

a) Los nodos localizados en la frontera o interfaces internas deben permanecer
ahi(no pueden salir de la frontera o de la interface).

b) Los nodos localizados en las esquinas deben ser fijos.

c¢) Se pueden especificar restricciones adicionales a fin de reducir el nimero de
variables.

4) Las restricciones de desigualdad de la forma g¢;(X) > 0 corresponden a a condi-
ciones de restriccién sobre la distorsion de la malla. Lo cual usualmente ocurre
monitoreando el jacobiano de un elemento (por ejemplo, el volimen, drea o lon-
gitud). En particular se debe imponer que el jacobiano del mapeo sea positivo
para garantizar que el mapeo sea uno a uno.

Una malla que no garantice la restriccion de que el jacobiano sea positivo se dice que
no es util o es inviable, infeasible, para su uso ya que puede generar problemas de
estabilidad numérica.

En 1977, Felippa [110] propone replantear, en la medida de lo posible, el problema
de optimizacion con restricciones a un problema sin restricciones para poder emplear
un método de gradiente conjugado estimando numéricamente las derivadas del fun-
cional. De manera experimental, Felippa encontré que usando el método de Powell se
obtienen mejores resultados. En este articulo hace un balance del costo computacional
que involucra este esquema para obtener mallas éptimas y sugiere tener en cuenta:

substructuring El proceso debe ser aplicado en regiones particulares. Es decir, pro-
pone usar optimizacién local por zonas o bloques.
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fast node distribution un esquema que ajuste los nodos a regiones donde se tienen
alta distribucién de energia mediante un criterio local de optimalidad, basicamen-
te propone usar adaptividad local.

automatic grid refinement refinar la la malla por insercciéon de nodos donde se
concentren altos gradientes de energia.

Un ejemplo que aborda Felippa para ilustrar el uso de este framework es construir
una malla alrededor de una fisura de un material (pensemos en una pieza de concreto
o en alguna placa metdlica) ver la Figura 2.13. La funcién de energia que usa en ese
ejemplo es una medida de la deformacién del material, véase [110].

=
e —

Figura 2.13: Malla inicial (a) y (b) malla optimizada. Figura tomada de [110].

b

El marco de trabajo que propone Felippa para optimizar mallas fue muy interesan-
te y novedoso en 1976-1977 ya que engloba ideas descritas previamente y lineamientos
que se siguen actualmente en el desarrollo de los métodos discretos. Nosotros hemos
desarrollamos métodos discretos para la generacién de las mallas considerando que los
nodos de la frontera se consideran fijos incluyendo a las esquinas y la restriccién de
que la malla sea convexa no la incorporamos como restricciones y ni tampoco como un
Lagrangiano adicional a la funcién objetivo. Esta restriccion es incorporada al funcional
que optimizamos ya que cuenta un obstéculo infinito sobre las celdas convexas degene-
radas a tridngulo. Sobre la teoria del obstaculo infinito o barrier property, hablaremos
de esto en el siguiente capitulo.
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2.4. Breve revision de algunos métodos discretos

Los métodos discretos también se conocen como directos, se basan en minimizar
funciones definidas sobre los nodos de las celdas y miden alguna propiedad geométrica
de las celdas.

Primero revisaremos cémo se han desarrollado histéricamente los métodos discretos,
algunos de los cuales atin son usados hoy en dia para regiones sencillas.

Uno de los primeros esfuerzos por obtener una malla mediante un procedimiento de
optimizacién fue descrito en 1973 por McNeice y Marcal [228], el cual se basa en resolver
un problema variacional que involucra los esfuerzos y la tensién de los elementos de la
malla de tal manera que la energia potencial total

1
Fp(u) = EutKu —u'p (2.22)

de la estructura de los nodos sea minima. Lo cual ocurre cuando

0

En el funcional de energfa (2.22), u representa el vector de desplazamiento de los
nodos, K es una matriz positiva definida que contiene los coeficientes de rigidez y p
es un vector de cargas puntuales. Una revisién de estas ideas se encuentra en Turcke
y McNeice [320] y [321]. En la Figura 2.14 se puede apreciar la malla suavizada que
obtuvieron Turcke y McNeice usando un funcional de energia particular del tipo (2.22)

Figura 2.14: (a) Malla inicial (b) malla de energia potencial éptima.

A finales de los afios 70, a partir de los resultados de Babuska y Rheiboldt [17] hubo
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un esfuerzo importante por construir mallas cuya configuracion de elementos sea de tal
forma que minimice el error de discretizacion. El trabajo de Felippa [109] en 1976 fue
uno de los primeros del cual hemos comentado en la seccién anterior.

En 1983, Diaz et al. [90], revisan el error de aproximacién que se obtiene usando
interpolacién de elementos lineales. Diaz, al igual que Felippa, propone minimizar el
error de aproximacién

Ne
minimice B%(u, h) = Z hf\uﬁﬂye, (2.23)
e=1

donde 8 = 2k, con k el orden de los elementos (lineal o cuadritico) y Ne es el ntimero
de elementos. Diaz impone una restriccién sobre los elementos:

Ne
Y he=1,  he>0e=1,...,Ne, (2.24)
e=1

Para el caso unidimensional h. es el didmetro del elemento; es decir, la distancia
entre nodos consecutivos.

En el problema (2.23), el vector de didmetros h = (hq, ha, ... hy.) son las incégnitas.
Para el caso bidimensional donde la region de estudio 2 es una poligonal con frontera
fija, Diaz propone usar como el didmetro de los elementos el drea de cada uno de ellos.

Para el caso bidimensional, el objetivo es encontrar un vector de dreas A, de los

elementos A = (A1, A, ..., Ane) de manera que
Ne
minimice B%(u, A) = Z Ag\uﬁ“’e (2.25)
e=1

restringido a

Ne
> A=1, 0<A, e=1,... Ne (2.26)
e=1

En esta propuesta, Diaz encuentra que el drea A. de los elementos o celdas, deben
satisfacer una condicién de uniformidad

fe= Ag|u|i+1’e = constante, e=1,...,Ne

y realiza una observacién muy interesante del movimiento de los nodos en funcién de
la solucién f.: la magnitud del movimiento de los nodos es relativa a la magnitud de
fe.

La propuesta de Diaz de minimizar el error de aproximacién es interesante y en-
focada al area de los elementos fue novedoso en 1983. Planteado de esa forma es facil
obtener una funcién objetivo donde los nodos deben moverse donde el gradiente de
la solucién es alto. Diaz obtuvo muy buenos resultados sobre regiones sencillas. Como
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117
117

Figura 2.15: Malla éptima alrededor de un crack (b) Malla éptima en la cual las celdas

se ajustan a un probema donde gradiente es alto.

veremos a continuacién la propuesta de controlar el area de los elementos o celdas sera
usada de diferentes maneras y en diferentes enfoques.

En 1985, Kennon y Dulikravich [178] revisan que la formulacién variacional del
funcional Winslow

xf +an - yi +
I(x) = / / eI I ey (2.27)
By J

donde

J = Teyn — TnYe-

sujeto a x(0Bg) = 0N.

El problema variacional (2.27) usualmente se resuelve discretizando las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Kennon y Dulikravich observan que de discretizar el integrando
por un esquema de diferencias finitas y calcular la integral como una suma sobre las
celdas (o nodos), en teorfa se deberfa obtener las mismas ecuaciones (discretas) de
Euler-Lagrange. Sin embargo, si usamos diferencias centrales, las expresiones obteni-
das son fuertemente desacopladas, cosa que no ocurre si usamos diferencias centrales
directamente en las ecuaciones de Euler-Lagrange, esto principalmente se debe a que
aparecen derivadas de segundo orden.

Para el funcional de &rea,
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I,(x) = / ; J? dédn (2.28)

si usamos diferencias hacia adelante, el integrando de (2.28) representa el drea de un
paralelogramo en el punto x; ; = (4, ¥:,;), y con esto la discretizacién es una suma de
cuadrados del area:

m—1n—1
I~ Y > A7 (2.29)
1=2 j=2
donde
Aij = risr; X rij|
siendo
Titl1,j (Tit15 — 2ig)T+ (Yit15 — Yig)]
Tij+1 = (1‘ t,j+1 — l'z,])?'i' (y i,j+1 — J).T
rio; = (@i-1y — TigU+ (Yim1, — Yig)T
rijg-1 = (Tij—1— Tig)T+ Wig-1 — ¥iy)J

Kennon y Dulikravich son los primeros que proponen construir mallas optimizando
funciones o medidas geométricas que dependa del nodo x(7, j) y los cercanos a el de la
forma

m—1n—1

min F(G) = Y > (@i, @iv1,s Tip1,j41, Tija1)-
i=2 j=2

Con la finalidad de que los cambios del drea de las celdas alrededor del nodo x(3, j)
sean “suaves’, Kennon y Dulikravich proponen minimizar la suma de cuadrados de las
diferencia del area de las celdas consecutivas

SM;; = (A1 — A2)® + (As — A3)® + (A3 — As)® + (Ag — Ay)? (2.30)

aqui Ay representa el drea de una de las cuatro celdas alrededor del nodo central x;;.
El funcional es de la forma

m—1n—1
min F(G) = Y > SM;; (2.31)
i=2 j=2
FEn la Figura 2.16 se observa la numeracién del recorrido de las celdas en el funcional
discreto (2.30).
Es importante sefialar que en el funcional discreto (2.31), el drea de las celdas es
el drea de paralelogramos que se forman con 3 nodos (incluyendo el nodo central), no
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i,j+1

1,j-1
Figura 2.16: Las cuatro celdas alrededor de cada nodo i, j.

el area de cada celda. De cualquiera manera, una malla de drea uniforme es un punto
critico de esta funcién.

En el mismo trabajo, proponen un segundo funcional basado en una medida geométri-
ca. Observan que si las direcciones del sistema coordenado curvilineo en x; ; forman un
angulo recto entonces la malla es ortogonal. Por lo que proponen minimizar

ORTi; = (riy1j-Tijp1)’ + (vijo1-riv1,)’ +
(ric1y-rij1)? + (rijp1-rio1y)? (2.32)

Esta ultima propuesta y la discretizacién directa del funcional de ortogonalidad

Iy(x) = / /B [wexy + yeyy)?® dédn (2.33)

por diferencias hacia adelante coinciden, véase [146, 91].

Para construir mallas suaves y ortogonales Kennon y Dulikravich proponen combi-
nar ambos funcionales discretos en una funcién objetivo sobre todos los nodos interiores
de la malla, la funcién objetivo se escribe como

m—1n—1

F(G)=>_> (1-a)SM;; + aORT; (2.34)

i=2 j=2

donde 0 < a < 1. Resuelven el problema de optimizacion

min F(G)
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donde puntos sobre la frontera son fijos. Cuando la dimensién de la malla m xn es grande
y por ende, el nimero de puntos interiores lo son, el problema de optimizacién es de
gran escala y siendo la funcién objetivo una suma de cuadrados. Kennon y Dulikravich
usan el método de gradiente conjugado de Fletcher-Reeves para optimizar el funcional
(2.34). En la Figura 2.17 se observan las mallas inicial y algunas mallas intermedias del
proceso de optimizacion.

/ i i

a)

\ |

) d)

Figura 2.17: (a) una malla inicial de nodos aleatorios (b) malla optimizada luego de una
iteracién (c) malla optimizada luego de 2 iteraciones (d) malla optimizada y convexa luego

de 20 iteraciones. Figura tomada de [179].

En un articulo posterior y del mismo ano, Kennon y Dulikravich [180] proponen
normalizar los funcionales para que de esta manera tengan el mismo orden de magnitud
y sea posible compararlos para realizar una combinacion lineal convexa adecuada entre
estos funcionales discretos. El nuevo funcional se escribe como

m—1n—1
SM; 5 ORT; ;
F(G) = (1—a)—" +a— (2.35)
i—2 j—2 Omiéx Pmix
donde
Omax — méx SMi,ja Pmax = méx ORT%J
1, 2]
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con la finalidad de que, minimizando (2.35) para un valor pequeno de «, se controle mas
la uniformidad del drea que la ortogonalidad de las celdas o viceversa. En la Figura 2.18

N
[ I 1) S S S ST~

. R
VR Y

Figura 2.18: (a) Una malla inicial del tipo O para un ala de avién NACA 0012 (b) malla

6ptima por el funcional de suavidad y ortogonalidad de Kennon. Figura tomada de [179].
En [179], Kennon y Dulikravich observan que, localmente el funcional de longitud
I(x) = //B xf +yg + 22+ y2 dédn
2
discretizado por diferencias centrales tiene la expresion:

HVij = |[rijal® + il (2.36)

Como se observa, esta funcién mide en el cuadrado de las longitudes verticales y hori-
zontales de una celda. En 1991, Barrera y Ojeda [242] demuestran que un punto critico
de

m—1n—1
F(G) =D lrajll® + lrar gl (2.37)
i=2 j=2
es una malla G* donde las celdas tienen uniformidad de longitud en ambas direcciones
y ademds, demuestran que la matriz hessiana de F(G) es definida positiva y que la
malla G* que minimiza (2.37) localmente satisface

1
Xij = 7 (xi-1,5 + Xij—1 + Xig1,5 + Xij41)
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esto es, los untos interiores satisfacen el Laplaciano discreto sobre los 4 nodos que
conectan al nodo x; ;.

Kennon y Dulikravich proponen modificar la expresién (2.36 funcional de manera
que

HVij = |Irigaal* + €lri;)? (2.38)

donde € > 1. Esta propuesta la realizan con la finalidad que la eleccién del pardmetro
€ permita alargar o achichar los segmentos de la celda y con esto una mayor o menor
flexibilidad en la forma de los elementos.

En 1991, Barrera y Ojeda [242] proponen, de manera independiente, la misma idea:
construir un funcional que pondere las lineas verticales més que las horizontales (o
viceversa), con la finalidad de controlar el espaciamiento de las lineas. Barrera y Ojeda
obtienen buenos resultados sobre regiones con un solo cambio de concavidad; un ejemplo
de estas regiones es la regién Annulus de la Galerfa de Roache, véase [302]. En 1997,
Castillo y Otto [70] presentan lo que llaman funcional de longitud discreto generalizado
el cual tiene la misma representacién que el funcional ponderado (2.38) propuesto por
vez primera por Kennon y Dulikravich en 1986.

La nueva funcién objetivo F(G) de Kennon y Dulikravich involucra ahora la com-
binacién de los anteriores funcionales y se escribe como

m—1n—1

= > > [(1 = a)SM;; + aORT, ;] + BHV;
1=2 j=2
donde 0 <a <1,y 5>0.
En otro articulo de 1986, Carcaillet, Dulikravich y Kennon [60] siguiendo las ideas
de la representacién continua del funcional de drea ponderado

- / /B ol dedn (2.39)

donde w = w(§,n) es una funcién positiva, véase [308, 226]; proponen ponderar el valor
del area de las celdas en la forma:

VOC;; = Wi - A7

donde 0 < W; ; <1 con la finalidad de controlar las celdas de la malla de acuerdo a los
valores de W; ;, si estos son pequenos la celda se hace grande y donde W; ; sea grande
la celda se achica.

Los experimentos que realizan, véase [60], les hacen ver que para obtener mallas
adaptativas es mas eficiente ponderar el funcional discreto de longitud en la forma:

VOCi; = wil[riail|? + walrijsll” + wsllri )% + wallrij-1]*. (2.40)

Nosotros llegamos a las mismas observaciones para adaptar geométricamente la
malla es conveniente usar el funcional de longitud, véase [41] y el Capitulo 4.
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La eleccion para los pesos wg, k = 1,...,4 que propone Carcaillet es muy intere-
sante. A cada celda de la malla se le asigna un peso W ; y los pesos wy, se calculan de
forma que

wy = %(Wm + Wit1,),
wy = %(Wm + Wij),
w3 = %(Wu + Wi—1j),
wy = %(Wu + Wi j—1).

Es facil ver que nuestra propuesta en [41] coincide con esta eleccién.
Ahora, la funcién objetivo F(G) que proponen Carcaillet, Dulikravich y Kennon
para construir mallas suaves, convexas y adaptativas es:

m—1n—1
F(G) =Y _>[(1 - a)SM,; + aORT; ;] + BVOC; ; (2.41)
i=2 j=2
donde 0 <a<1ly0<pg<1.
En el ejemplo de la Figura 2.19 Carcaillet et al. usaron como pesos W; ; a valores
de una funcién tangente hiperbdlica, y para evitar ceros en los pesos proponen escalar
esos valores en la forma:

—1
I/VZ'J = -méXWm- + 1/0’

donde
o = min(og, max W ;/ min W; ;)
Z?] l7]

y o9 > 0 es un parametro de proteccion.

En un articulo posterior, Carcaillet, Dulikravich y Kennon [61] proponen extender
los funcionales directos SM y ORT anteriormente descritos a 3D. Para el caso de mallas
3D formadas por celdas hexaedrales proponen usar como medida de suavidad una
extension del funcional de longitud en combinacién con una medida de la ortogonalidad,
ambos definidos sobre las 8 celdas alrededor de cada nodo, véase la Figura 2.20.

La funcién objetivo se escribe ahora sobre todas las celdas hexaedrales de la malla
3D en la forma

Ju

n—1 1
F(G) = > (1= @)SM; i, + aORT; (2.42)
j k=2

3

i

||
V)
<
||
¥

donde 0 < a < 1. Aqui, m x n x [ es la dimensién de la malla 3D estructurada,
Nuevamente, los nodos sobre la frontera son fijos.
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Figura 2.19: Una malla adaptada minimizando (2.41), donde W son valores de una funcién

tangente hiperbdlica. Figura tomada de [60].

Un ejemplo que usan para mostrar la efectividad de estos funcionales, es construir
una malla de 21 x 21 x 4 sobre un cubo. El procedimiento de minimizacién de (2.42)
inicia con una malla para la cual los nodos interiores son obtenidos aleatoriamente,
véase la Figura 2.21.

Algunas graficas de las capas verticales de la malla durante el proceso de optimiza-
cion se muestran en la Figura 2.22.

Para curvas y superficies en 3D, Carcaillet, Dulikravich y Kennon observan que la
condicién de ortogonalidad no siempre puede satisfacerse y para fronteras complejas
sugieren un tratamiento adecuado a los nodos de que describen la frontera de la regién.
Proponen mover los nodos de la frontera en el proceso de optimizacién, lo que implica
una parametrizacién de las fronteras. Otra idea que proponen es darle un suavizamiento
previo la frontera y luego proyectando estos nodos sobre la frontera original, ver [61].

En los experimentos que realizan para mallas 3D observan que para algunos casos
sencillos es posible obtener buenos resultados y en otros no, debido a que las celdas
usualmente se doblan presumiblemente, a que el funcional de longitud busca unifor-
midad de los lados. Sospechan que disenando una medida de suavidad basada en el
céalculo adecuado del volumen de la celdas podria resolver esto.
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Figura 2.20: Celdas hexaedrales que rodean al nodo P(i, j, k). Figura tomada de [61].

SV ava s

g«.\\ﬁl

o BRI

Figura 2.21: Una malla de 21 x 21 x 4 de nodos aleatorios. Figura tomada de [61].
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Figura 2.22: (a) Se muestra la malla de 21 x 21 x 4 optimizada luego de 19 iteraciones
v luego de 3 mds la malla ya es convexa (b) malla optimizada luego de 20 iteraciones y la

inmediata abajo se obtuvo luego de 50 iteraciones. Figura tomada de [61].

Figura 2.23: Una malla sobre la superficie de la cabina de un avién. Figura tomada de

[61).
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Las ideas de Kennon y Dulikravich para definir funcionales discretos basados en
medidas geométricas o de calidad y buscar en el éptimo de tales funcionales una malla
con esas caracteristicas han sido retomadas por numerosos autores. Uno de ellos son
Kumar y Kumar, quienes en 1988 [200] proponen un funcional de ortogonalidad di-
ferente a (2.32). Kumar y Kumar imponen que el vector direccién que sale del nodo
central x; ; en direccién x;,1 ; sea ortogonal al vector “vertical” que se obtiene con los
puntos X; ;-1 Y X;j+1 Y lo propio para los restantes.

g : 2

¢t J

8

Figura 2.24: Notacién para puntos que conectan con P; ;. Figura tomada de [200].

Usando la notaciéon de Kumar y Kumar, ver Figura 2.24 localmente, el funcional se
expresa como

Foi ;= (o3 115)% + (ro7 - T15)* + (o1 - T37)” + (ros - rar)?

en combinacién con

Fop = g(n)(res - ror)?

donde g(n) permite para controlar la ortogonalidad en la direccién n. La funcién objetivo
de Kumar y Kumar se escribe como

m—1n—1
F(G)= Y>> " aVOC;; + BFo;; +vFob
i=2 j=2
donde VOC; ; es el mismo funcional ponderado de longitud propuesto por Kennon,
siendo 0 < a, 0 < B, 0 < 7 pesos adecuados y 0 < g(n). En la malla de la Figura 2.25
se aprecia el control de la distribucion de las lineas cerca del ala de un avion.
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W) 4

Figura 2.25: Malla del tipo O alrededor del ala de un avién con frontera exterior rectan-

gular y circular. Figura tomada de [200].

Las ideas de Kennon y Dulikravich para aproximar los funcionales continuos por
medio de medidas geométricas discretas son revisadas por Castillo en su trabajo docto-
ral de 1987 [65]. La propuesta de Castillo es resolver un problema de optimizacién con
restricciones. Este trabajo tiene su origen en las ideas que discuten Steinberg y Roache
en 1986, véase [299].

En 1986, Steinberg y Roache [299] replantean la formulacién variacional de Saltzman
y Brackbill desde un punto de vista de la geometria diferencial, obteniendo un problema
variacional con restricciones. Observan que en su formulacién discreta esto da lugar a
un problema de optimizacién con restricciones. En particular muestran que si x; € [0, 1]
es una coleccion de Ne, puntos de manera que x;41 > x;, el problema de optimizacion

Ne
minz z? (2.43)

sujeto a la restriccion
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Ne
dai=1 (2.44)
i=1

es una malla de nodos igualmente espaciados. Por lo que resulta natural extender el
uso de este problema de optimizacién a mallas en el plano, sobre curvas y superficies
en 3D. Esta es la base del trabajo de Castillo.

En 1987, Castillo [65] propone minimizar la suma de los cuadrados del drea de todas
las celdas de la malla

m—1n—1
_ 2
G) =) D A
i=2 j=2

sujeto a la restriccion

m—1n—1
Z Z A; j = area(Q)
=2 j=2

Para calcular el drea del cuadrildtero, Castillo usa las diagonales ﬁ] y €, del
cuadrildtero en la forma

1 -
i = §||fm‘ x €4l
1
= 5[(9«%,1‘ = Zit1,j+1) Yit1, = Yij+1) — Wig — Yir1,5+1) (Tig1,j — Tij1)]-

En [65], Castillo usa las ideas detrés del problema de optimizacién con restricciones
(2.43-2.44) para plantear el funcional discreto de longitud

\
—

Fr(G) = (LhJH)Q + (L;}H,j)g

M,MS

<.
Il
N

1
2

el cual es el mismo funcional (2.37) planteado previamente por Kennon y Dulikravich.
En la misma lineapara obtener celdas casi ortogonales, propone minimizar el funcional
de ortogonalidad

m—1n—1
G) = Z Z Oij
i=2 j=2

donde O;; mide el dngulo de la celda c;; en el punto x; ;. Este funcional discreto
coincide con el planteado por Kennon.

Castillo define una funcién objetivo como combinacion lineal de estos tres funcio-
nales discretos a los que llama “vanilla functionals”

F(Z) = GLFL(Z) + GAFA(Z> + coFo(Z)
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donde z es el vector de los nodos interiores.

En 1986, Barrera y Castillo [25] usan el método de gradiente conjugado de Hestenes
y Stiefel y muestran que la matriz Hessiana asociada al funcional de drea puede ser
no positivo definido, y con esto muestran que el funcional discreto de area que propo-
ne Castillo puede no tener soluciones de area uniforme. Barrera y Castillo muestran
algunos ejemplos en los que la malla obtenida es no convexa.

En 1988, Ivanenko y Charkhch’yan [156] revisan la teoria de los mapeos arménicos
entre la region de estudio 2 y Bo y observan que con este tipo de mapeos se puede
garantizar que el mapeo sea inyectivo y sobre, y por consiguiente, la reticula o malla
convexa que provenga de Bs hacia ) resulta ser convexa. Ivanenko y Charkhch’yan
proponen aproximar el funcional de Winslow

a} +xp Y+
I(x) = / /B ¢ Jy’E Y dédn; donde J = wey, — Ty, (2.45)
2

sobre cada celda de G, por medio de una funcién bilineal, de la forma
r(§,n) =P+ Q¢+ Rn+S&n (2.46)

aqui, P,@, Ry S son los vértices de una celda ¢; ; de la malla. Esta idea es muy simple,
observe que I;(x) se puede escribir como

2 2
B2 J2 77

Jy = ( 7? (1) ) (2.48)

Para determinar el mapeo arménico x = x(£,7n), debemos resolver el problema
variacional

con

m I,(x). 2.4
com o (x) (2.49)

Ahora, restrinjamos el mapeo x a una de las celdas de By. Con esto, podemos reescribir
al funcional como una suma de funcionales sobre cada una de las celdas

2 2

J2X77

Una vez realizado esto, el mapeo solucién x(f ,m) es aproximado sobre cada celda por el
mapeo bilineal (2.46). La aproximacién al funcional de Winslow (2.50) se escribe como

5> / el + el 21

tJQI'77
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o en forma simplificada

Z / n) dédn (2.52)

donde

e ll” + lleg*
tJ2r7]

p(&n) =
El segundo paso es aproximar la integral (2.52) por una cuadratura simple que
solamente involucre a los cuatro vértices de una celda:

m—1n—1

~ 2.2 4l

i=1 j=1

©(0,0) 4+ ¢(1,0) + (1,1) + ¢(0,1)) (2.53)

il

Es f4cil ver que la funcién ¢(&,n) solamente involucra a tres de los cuatro véstices de
un cuadrilatero y que de manera ciclica se puede escribir como

alf* + [Ib]*
aQJQb

Con todo esto, hemos obtenido una discretizacién del funcional de Winslow, sobre
todos los elementos triangulares de la malla, el cual se puede escribir como

©(0,0) = . &=PQ, b=PS

—_

(2.54)

;J;

qg=1
donde
AT) = |lal> + bl a(T,) = a’Jab.
De esta forma, el problema variacional (2.49) ha sido transformado un problema de
optimizacién
N 1LNT

4 o(T,
q=1

mlnIh

no lineal sin restricciones, donde N es el nimero de elementos triangulares de la malla.
En este problema de optimizacion las incognitas z, son los nodos interiores de la malla
y los nodos de la frontera son fijos. Esta funcional discreta que hemos obtenido es una
discretizacion del funcional del Winslow.

Ivanenko observaba que, si la funcién I"(G) tiene la propiedad de que I"(G) — oo,
para G — 0My(G), esto es, si para algin oy de alguna celda de la malla, esta tiende a
cero, siempre que los restantes sean siempre positivos, entonces I h(G) — 00 y con esto
prueba que si el conjunto de mallas convexas My(G) es no vacio, entonces
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h
R, =LC) o g, -
&m—j

oI"(@)
3yij
tiene almenos una soluciéon G* la cual es convexa. Otra forma de decir esto, es que de
exisitir, una malla convexa de m X n sobre €2, optimizando el funcional discretizado

(2.54) podemos obtener una malla suave y convexa.
Cuando un funcional I"(G) — oo conforme G — dMy(G) se dice que el funcional
tiene la propiedad de obstdculo. Esta propiedad la revisaremos en el siguiente capitulo.
Para resolver (2.55), es necesario que la malla inicial sea convexa. Ivanenko y Cha-
rakhch’yan proponen obtener esa malla inicial al minimizar una funcién cuadrética
truncada

=0 (2.55)

N
G)=> (e—ay? (2.56)
q=1
para un valor € > 0 conveniente. Aquf

fr = max(0, f).

En 1989, Barrera, Castellanos y Pérez [27], proponen discretizar el funcional conti-

nuo de area
(x) = // J? dzdy
B>

usando las ideas de Ivanenko y Charkhch’yan para la discretizacién del funcional de
suavidad de Winslow y obtienen

—1n—1

4
F(G) = Z (2.57)

=1 k=1

3

@
Il

—
<.

I
M=
QQI\J

(2.58)
1

[}
Il

El nuevo funcional discreto de drea es en el cuadrado area de cuatro tridngulos que se
forman con las diagonales del cuadrildtero.

En 1991, Barrera, Castellanos y Pérez [28], describen la estructura del vector gra-
diente y de la matriz Hessiana de (2.58) y concluyen que una malla G* uniforme en
area para elementos triangulares, es un punto critico para este nuevo funcional discreto.
Barrera et al. realizan comparaciones con el funcional de area de Castillo y encuentran
que este puede producir celdas dobladas o no convexas en regiones de prueba donde
el nuevo funcional si logra obtener mallas convexas. En ese trabajo encuentran que la
restriccién que impone Castillo
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1
area(c; ;) = area(Q2), (2.59)
1

m—1n

=1

<.
Il

no es necesaria si se considera que todas las celdas estan orientadas y se calcula el
area de las celdas con signo. Para esto, muestran que si los triangulos son orientados,
entonces (2.59) siempre se cumple. A partir de este trabajo, en el grupo unamalla
hemos atacado el problema de la generacién numérica de mallas como un problema de
optimizacién sin restricciones.

En 1991, Ojeda [242] publica su tesis de maestria donde describe un sistema para
PC que reune los funcionales discretos que han desarrollado Barrera et al. [28], as{ como
algunos de los métodos de optimizacién de gran escala que se emplean en la academia
y en la industria por esos anos. Estos métodos directos han sido revisados de nueva
cuenta, en la década pasada por Egidi y Maponi 2003, 2005 [96, 97] y Khattri 2006,
2007 y 2009 [174, 175, 176].

En 1990, Steinberg y Roache [300], observan que el funcional de longitud

N-1
-3
k=1

sobre los nodos de una curva no siempre produce una malla no doblada. Este funcional
busca que todas las longitudes sobre la curva sean iguales (ellos emplean la longitud de
arco). Para mostrar esto Steinberg y Roache construyen una coleccién de nodos sobre
una parabola y comprueban sus resultados.

En 1991, Knupp [185] propone una modificacién del funcional de longitud para
construir mallas sobre curvas. Primero realiza un andlisis del funcional de longitud

N—-1 N-2
g (li = 1)
=1 j=i+1

al que llama equal-chord functional, calcula la hessiana del funcional y observa que es
semi definido positivo. Usando el ejemplo de la pardbola de Steinberg y Roache [300],
encuentran que este funcional puede tener varios puntos criticos, por lo que proponen
otro funcional

N
F3(G) =Y (liy1 — 1)

i=2
(el cuadrado de la diferencia entre elementos consecutivos) como una alternativa. Sin
embargo, observan que cuando la malla es de dimensién alta puede presentarse proble-
mas de redondeo numérico y la convergencia puede llegar a ser muy lenta.

En [185], Knupp propone construir mallas planas sobre superficies minimizando el

funcional
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Fa(G) =) (A — A
ko1

el cual coincide con las ideas de Kennon y Dulikravich. Un punto critico es una malla
con celdas uniformes en area. Knupp senala que el area de una celda sobre superficies
debe ser definida adecuadamente ya que las celdas sobre la superficie no son planas.
Esta observacién ya la habia senaldo Carcaillet, Kennon y Dulikravich.

Como hemos visto, algunos esfuerzos realizados para construir funcionales discretos
estdn basados en el principio de equidistribuciéon y otros discretizan adecuadamente
funcionales variacionales.

En 1988, Pardhanani y Carey [245] proponen que los funcionales de suavidad Is(x),
de ortogonalidad I,(x) y de érea (o volimen) I,(a), sean aproximados por un método
de elemento finito de Galerkin de manera que

N N
w(&m) =Y w0 (Em),  wn(&m) =D yidi(€m)
j=1 j=1

donde {¢;} son N funciones base de polinomios por pedazos. Las integrales I, I, y
I, son aproximadas por una cuadratura simple y con esto, el problema variacional es
transformado a un problema de optimizacién para el cual los coeficientes de z; y y;,
7 =1,..., N son las incéngitas.

Pardhanani y Carey observan que los resultados son muy similares a los obtenidos
usando diferencias finitas. Por ejemplo, si usamos elementos lineales sobre triangulos
para el caso del funcional de longitud obtendremos el operador Laplaciano de 5 puntos.
Pardhanani y Carey sefialan que discretizando este funcional por elementos bilineales se
obtendrad un operador de nueve puntos que sin embargo, no corresponde a un operador
de diferencias de nueve puntos.

El trabajo de Zochowski y Hoinicki de 1989 es muy interesante ya que propone
calcular los coeficientes de una representacion lineal de funciones base de tal forma que
aproxima a la solucién del problema variacional. Un trabajo en esa misma direcciéon
es descrito por B. Saunders en 1993, [281] donde propone un producto tensorial de
funciones base B-spline cibico

(=) _ (i 2o i Bi(€m)
x(&m) = <y(§,77)) B (Z?L Py Bi,sz',j(ﬁ,U)) (2.60)

donde 0 <¢<1,0<n <1,y B;;(&n) = Bi(§)Bj(n) donde B; y Bj son elementos B-
spline sobre un conjunto de nodos no decrecientes {s;} y {t;} en [0, 1]. Los coeficientes
del producto tensorial son las incégnitas del problema de optimizacién obtenido al
minimizar I5(x), Io(x) v Io(x).

Los resultados obtenidos tanto por Zochowski y Hoinicki y Saunders en regiones
simples y poco complejas, son interesantes. Sin embargo, no hay ninguna teoria que
nos garantice que la malla del mapeo asi obtenido sea convexa.
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Es en el trabajo de Ivanenko y Charanchyan donde se sientan las bases para el
desarrollo de mallas suaves y convexas minimizando funcionales armonicos.
Regresando al trabajo de Ivanenko [156, 157], el funcional discreto

. _N
me) =Y

q=1

AMTq)
o(Ty)

(2.61)

> =

donde

MT) = lal” + [Ibl* a(Ty) = a®Jb.

es un cociente que involucra el area con signo del tridngulo, por lo que se podria perder
la convexidad en algin paso del proceso iterativo de optimizacion. Ivanenko propone
regularizar el funcional de manera que

o, o>¢€
a—{ (. a<e (2.62)

En 1992, Barrera et al. [29] revisan la discretizacién propuesta de Ivanenko y obser-
van que es necesario realizar una regularizacién més robusta del funcional debido a que
el reciproco de area hace inestable el proceso de optimizacion no lineal de gran escala.
La idea que emplean es empatar f = 1/a por otra funcién que recorre el polo a —e y
de manera que el empate sea continuamente diferenciable, proponen

. { /o, a>e

f(a) - (Oliée)Qv —e< « S €

aqui propusieron usar € = @(G)/2 como pardmetro de regularizacién. La forma de esta
regularizacion se aprecia en la Figura 2.26

N

ola) =1/

4

Figura 2.26: Regularizacién de Barrera para 1/«.
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Esta regularizacion fue muy 1til en su momento, ya que permite iniciar el proceso
empleando mallas con pocas celdas no convexas y de perderse la convexidad en algin
paso iterativo esta se recupera facilmente.

En 1997, Tinoco [312] retoma el trabajo de construir mallas convexas por medio del
funcional armoénico y propone una modificaciéon de la forma

i NT,) — 2a( T 0)
7 w + a(T,
El cual presenta un obstéculo o polo para w = ay = a(Ty).

La idea original fue trasladar el polor de ay = 0 a oig+w = 0. Aqui w es un pardmetro
conveniente que se hace tender a cero. Tinoco muestra que las mallas asi construidas
forman una coleccién de regiones factibles en que se contraen conforme w +— 0 a una
regién donde, de existir, habita una malla convexa. El éxito de este funcional es usar una
regularizacién cuadratica para evitar el polo. De este funcional y de su regularizacion
hablaremos en el siguiente capitulo. Este funcional es combinado con el funcional de
area y de ortogonalidad para obtener mallas convexas suaves y casi ortogonales.

Poco tiempo después, en 1999, Garanzha y Kaporin [125] proponen una regula-
rizacién para el funcional variacional arménico y en la versién discreta encuentran
propiedades geométricas idénticas al funcional arménico orginal. En [160, 163], Ivaneko
prueba que es posible construir una trayectoria usando una técnica de continuacién en
el parametro e (2.62) de manera que la solucién converge a un éptimo del funcional
(2.61) en nimero finito de pasos de optimizacidn.

En 2000, Ivanenko [162] propone controlar al tamano de las celdas usando una
funcional de densidad de energia. La construccién de esta funcional es muy simple:
construir un mapeo x : By — ) como composicién de dos mapeos. Primero se construye
un mapeo X : By — ) sobre un dominio particular €/, usualmente simple, en la cual
se define una malla con propiedades geométricas particulares.

La malla resultante es obtenida desde el dominio de X bajo la el mapeo x(X). El
funcional de energia se escribe como

911G22 — 2g12G12 + g22G11

=3/ |, Vit 3/ M e

donde G es el tensor métrico del mapeo X y g es el tensor métrico del mapeo x.
Ivanenko observa que esta representacién difiere del mapeo arménico pero observa que
las ecuaciones de Euler-Lagrange de I.(x) son elipticas y demuestra la existencia de su
solucién, el cual es un mapeo uno a uno cuando el mapeo entre Q y €' es arménico.

La malla sobre Q' es lo que en la literatura se conoce como malla de referencia.
Usando estas ideas define mallas adaptativas para una funcién de control y en gene-
ral propone controlar el tamano de las celdas usando un mapeo X conveniente. Este
trabajo serfa retomado en 2012 por Azarenok para definir mapeos que controlen la
ortogonalidad de las celdas cerca de la frontera, véase [16].
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Uals ]

Figura 2.27: Una malla obtenida como composicién de mapeos. Figura tomada de [16].

En 2002, Garanzha [129] observa los resultados obtenidos por Ivanenko [160, 162] y
es probable que conociera el trabajo de Tinoco de 1997 [312], ya que propone un marco
de trabajo para construir una mallas suaves y convexas, el cual consiste en

1. un principio variacional conveniente

2. que cuente con un obstdculo en el conjunto de mallas convexas

3. contar con un procedimiento para contraer las regiones factibles

4. contar con una penalizacién que permita alcanzar una solucién factible

5. una técnica eficiente de optimizacién

En ese trabajo Garanzha reescribe el funcional arménico generalizandolo en una for-
mulacion variacional que involucra una métrica para construir mallas convexas e iso-
paramétricas, véase [129)].

En 2003, Ivanenko [164] contintia desarrollando una teorfa basada en funciones de
densidad de energia y describe el principio de minima densidad de energia minimal
principle density energy, el cual consiste en lo siguiente:

Considere una medida de calidad u(C) para cada celda o elemento de
la malla G. Ahora, defina una transformacién lineal de un elemento simple
digamos un cubo, hacia la celda C'. La densidad de energia del mapeo lineal
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es definido como el promedio de energia almacenada en el dangulo recto
del paralelepipedo de la unidad de volumen en el espacio fisico, siempre
que el paralelepipedo sea la imagen del cubo en el espacio computacional.
El reciproco de la densidad de energia e(C) es una medida de calidad. El
maximo de la medida de calidad corresponde al minimo de la densidad de
energia y se alcanza si y sé6lo si la forma del elemento es la misma que la
preestablecida para el elemento (en este caso un cubo).

Bajo esta idea, la suma de cada una de esas energias forman un funcion de densidad
de energia global de la deformacién de la malla bajo la medida de calidad usada:

Ne

B(G) = i S e(Ch).

k=1

Este enfoque propuesto por Ivanenko generaliza el funcional de energia e(7) sobre un
triangulo, que obtenemos al discretizar el funcional de Winslow:

N N
me) =Y Eiz; = e(T)).

q=1 q=1

>

Q

Para este caso, la densidad de energia total de deformacién de la malla, es un funcional
discreto con un obstaculo infinito en el limite del conjunto de las mallas convexas.
Algunas de las medidas de calidad para un tridngulo que vamos a analizar en el

Apéndice 1, es:
44/3A
W) = 557
a?+b%+c

donde a, b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo y A su drea. La densidad
de energia para un elemento triangular es:

a? + b+ 2

(1) = T2

aqui e(T) es la cantidad de energfa contenida en el tridngulo al sufrir una deformacién
a partir de un triangulo equilatero.

Como senala Ivanenko [162, 162] si somos capaces de construir medidas de calidad
de forma que la densidad de energia cuente con un obsticulo infinito en las mallas
dobladas podemos usarlas para un proceso de optimizacién garantizando que la malla
sea convexa en cada paso.

En 2005 y 2006, Conti y Moranti [80, 81] retoman el estudio de la reparametrizacién
del mapeo x(&,n) por medio de un producto tensorial de funciones B-spline ciibicas,
véase Saunders [280, 281], pero ahora, proponen minimizar el niimero de condicién del
tensor métrico

e = ()

921 22

o8
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donde

gi1 = 932 + yﬁ; g12 = 921 = T¢eZy + YelYn;  go2 = CU,Q, + y72]

En ese trabajo proponen otras matrices M(§,n) que involucran el drea, longitud y
angulo de las celdas, y observan que el criterio de optimilidad del nimero de condicién
para las matrices propuestas, se satiface para cuadrados, por lo que proponen minimizar
el nimero de condicién para constuir mallas suaves y de calidad. Muestran buenos
resultados pero solamente en regiones sencillas, ya que en su propuesta no hay forma
de garantizar la convexidad de las celdas.

En 2005, Dominguez-Mota [91], se aboca a caracterizar los funciones F(G) que
garantizan que en el 6ptimo se tenga una malla convexa y encuentra que se obtienen
por medio de funciones del tipo

N
Fau(G) = flwa(T,), w>1 (2.63)
q=1
donde f es cualquier funcién continua, convexa, decreciente y positiva. Si existe una
malla convexa G es una regién (2, estos funcionales tienen las propiedades de garantizar
la convexidad: para un valor de w es posible contrar una malla convexa minimizando
(2.63) y mantienen la converidad: para un valor de w es posible contrar una malla
convexa que minimice

F(G) = (1 = 0)Fau(G) + Fe(G)

donde F.(G) es alguna funcional (métrica) positiva de la malla.

El panorama de los métodos discretos lo acabaremos aqui ya que en los siguientes
capitulos describiremos el estado actual de los métodos en cada uno de los problemas
que abordaremos en este trabajo.

En resumen, a partir del trabajo de Ivanenko, Garanzha y Azarenok, los métodos
discretos desarrollados actualmente se basan disenar métricas o medidas de distorsién
que cuenten con un obtdculo en el conjunto de mallas convexas. A partir del trabajo
desarrollado por Barrera y Dominguez—Mota, una forma de construir mallas convexas,
suaves y de calidad es combinar una funcional convexo de area que garantice y preserve
la convexidad de las celdas con una funcional geométrico o métrica de calidad.
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Capitulo 3
Funcionales discretos para mejorar la
distribucion del area de los elementos de

la malla

Como hemos senalado en el capitulo anterior, es necesario garantizar que la malla
6ptima obtenida por algin método discreto sea convexa. Este problema fue abordado
eficientemente por Dominguez [91] mediante usando lo que se conoce como los funcio-
nales convexos de drea, los cuales contienen un obstdiculo suave y dindmico sobre el
conjunto de mallas convexas.

Estos funcionales surgieron como una propuesta para reemplazar el funcional dis-
creto de area

por un funcional positivo definido sobre todo valor « y que se comporta como 1/c.

En este capitulo nos centraremos en dos objetivos: el primero es realizar una revisiéon
de la teoria del obstaculo desarrollada por Ivanenko y la forma en que algunos autores
han usado esta teoria en la optimizacién de funcionales discretos para obtener mallas
convexas. El segundo objetivo, es el uso de esta teoria para controlar o mejorar la
distribucion del area de los elementos de la malla.

Primero, revisemos algunos preliminares descritos en los trabajos [312, 91] y las
propiedades que deben tener los funcionales convexos de drea, véase [91].
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3.1. Funcionales convexos de area

Definicién 1 Sea M(R2) el conjunto de todas las mallas estructuradas admisibles para
una region ) de dimension m X n, para las cuales los puntos sobre la frontera son

prefijados. Definimos

My = {G|G e M(Q), a_(G) > w}

donde w es un numero real y

a_(G) =minoy
q

donde oy = 2drea(Ty).
Sobre el conjunto M,,, es facil verificar las siguientes condiciones

1) si wy y we satisfacen wy < wsy, entonces M, C M, ,
2) si w > a@(Q), entonces M, = 0.

Miés adelante veremos, aqui &(2) = @(G) = constante. Esto tltimo lo revisamos en el
capitulo anterior, y volveremos a senarlo mas adelante.
De estas propiedades se sigue que el conjunto

K={weR| M, #0},

es no vacio y acotado por arriba. Ahora si sup X > 0, entonces el conjunto My de mallas
convexas es no vacio.

A nosotros nos interesa disenar funcionales discretos F'(G) cuyo 6ptimo (o puntos
criticos)

* = m F 1
G* = arg G (@) (3.1)

sea una malla convexa; esto es, G* € Mj.

En 2001, Barrera y Dominguez [34] observan que un funcional basado en el drea
de los tridngulos de las celdas cuyo 6ptimo es una malla convexa debe contar con las
condiciones:

1. estar acotado por abajo,

2. la funcién debe ser convexa y positiva,
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3. y que por su forma nos conduzca a un minimo.

En ese trabajo, Barrera y Dominguez proponen usar una funcional exponencial en
la forma

fla) = exp(—a), (3.2)

donde « denota el drea de un triangulo.
El funcional discreto que proponen optimizar es

N
F(G) = exp(—ay) (3.3)

en donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el total de tridngulos en la malla G. Aqui m,n son
el nimero de puntos horizontales y verticales de los lineas curvilineas de la malla.

En ese trabajo observan que es posible acelerar el proceso de convergencia al pon-
derar o por un valor w > 0 por lo que propusieron el funcional

N
F,(G) = Zexp(—waq) (3.4)
q=1

2000.00 otro caso

Cuando w es grande, el funcional alcanza un valor muy grande sobre las celdas no con-
vexas. Por lo que optimizando (3.4) para un valor w suficientemente grande podemos
obtener mallas convexas. Como es sabido, usar funciones exponenciales no es numéri-
camente recomendable, pero el trabajo en cuestién motivé un estudio més profundo de
las caracteristicas de los funcionales que garanticen en su 6ptimo que la malla 6ptima
sea convexa.

En 2003 Barrera y Dominguez [35] propusieron una funcién muy sencilla para f =
f(a) dada por

é, a>1
fe) = {(a—l)(a—2)+1, a <1, (3:5)

la cual cuenta con todas la condiciones anteriores. La forma de esta funcién se aprecia
en la Figura 3.1.

Los experimentos realizados por Barrera y Dominguez [35] con diferentes pardmetros
de w les llevaron a proponer el siguiente:
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Figura 3.1: Regularizacién de Dominguez y Barrera para 1/c.

Teorema 3.1 Sea f: R — R es una funcion C? conveza, estrictamente decreciente y
no negativa de manera que f(a) — 0 cuando o — 00, entonces es posible encontrar

un valor w > 1 tal que el problema de optimizacion

N
i 5.(G) = ; flwag), (3.6)

tiene un dptimo sobre el conjunto de mallas convexas Mo(£2).

Los funcionales convexos de drea de la forma S, (G), tienen un obstdculo infinito en
la frontera del conjunto de mallas convexas 0Mg. Esto es, si al menos una de las areas
de los cuatro tridngulos de una celda es 0, entonces para un w suficientemente grande
Su(G) — o0 [37, 39], lo cual se escribe como

La forma de este obstaculo suave se observa en la Figura 3.2.

Una interpretacion gréafica del obstaculo es que con cada actualizacién de w y opti-
mizacién de (3.6) vamos “empujando” el valor o, de cada elemento triangular Tj, hasta
hacerlo positivo y por consiguiente la malla serd convexa. El valor f(0) es solamente
un “umbral” y serd representativo para identificar (0, f(0)) como el punto a partir del
cual “se endereza” la gréfica de f(wa) conforme w hasta formar el obstaculo, véase la
Figura 3.2.

Lo atractivo de esta formulacién es que f requiere satisfacer pocas condiciones: C2,
convexa, positiva, acotada y tener a y = 0 por asintota. Por lo que podemos construir
una amplia familia de funcionales con estas caracteristicas. Una de tales funciones es
el funcional exponencial de area (3.2) y otra, la funcién (3.5).
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f(8a)

\ oa) = 1/a

f(4a)

1/ sia>1
f(“)’{ (a-1a-2)+1 si a<l

f(0) 3

Figura 3.2: Forma gréfica del obstaculo suave y dindmico para los funcionales convexos

de area.

En [35], Barrera y Dominguez propusieron un algoritmo computacional muy simple
para obtener en pocos pasos una malla convexa. El algoritmo inicia eligiendo el valor
de w = 1 con el cual resolvemos el problema de optimizacién (3.6). Posteriormente
actualizamos w haciendo

w = 2w,

y usamos la malla previamente obtenida como punto inicial para resolver de nuevo
el problema de optimizacién (3.6). Repetimos este ciclo actualizar—optimizar hasta
obtener una malla convexa, o bajo algtin criterio de paro.

Observe, que a cada malla admisible le podemos asociar un vector RY, donde N es el
nimero de tridngulos de la malla y los elementos del vector son el area de los triangulos.
En el trabajo doctoral de Dominguez—Mota [91] observa que si existen mallas convexas
en la regién €2, entonces éstas estan contenidas dentro de una regién convexa totalmente
contenida en el primer hipercuadrante de RY. De igual manera, muestra que en cada
paso de actualizacién—optimizacion el minimo se acerca mas a la region de las mallas
convexas My y demuestra que, de existir una malla convexa, esta se obtiene en un
nimero finito de optimizaciones.

Nosotros hemos llamado a estas funciones como funcionales convezos de drea, [36].

Las cualidades de los funcionales convexos de area se pueden enumerar

1. Garantizan la convexidad. Esto significa que si existe una malla convexa Gy,
entonces existe un pardmetro w, tal que el minimo G del funcional S, (G) es una
malla convexa.
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2. Mejoran la no converidad en las mallas optimas. El valor de a_ en las mallas
optimas del funcional se incrementa a medida que w se incrementa.

3. Mantienen la convexidad. Si existe una malla convexa Gy en una regién, entonces
existe un valor de w, tal que el 6ptimo del funcional

(1 —-0)Su(G) 4+ oF:(G)

es también una malla convexa. Aqui F.(G) es un funcional positivo que mide
alguna propiedad geométrica de GG, como longitud, ortogonalidad, etc.

En la Figura 3.3 se muestra un detalle de dos mallas convexas, una de las cuales
pertenece a OMy. Esta propiedad la revisaremos méas adelante.

\

Figura 3.3: Detalle de (a) una malla convexa G donde G € M(Q2) (b) una malla convexa
G donde G € OMy(R2).

3.2. Sobre la e-convexidad de una malla

De nueva cuenta, consideremos como M(Q2) al conjunto de mallas de dimensién
m X n que podemos construir sobre {2 donde los puntos en la frontera son fijos. Para
cada malla G € M(9) el promedio del drea de los tridngulos es

N
(G = % S (3.7)
q=1

donde N es el nimero de tridangulos en la malla G. Como se ha mostrado en trabajos
previos, véase [30], debido a que hemos seguido un orden de orientacién positiva de las
celdas y de los tridngulos esta cantidad se reduce a
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Area(Q)
(m—1)(n—-1)"
cantidad que es independiente de la convexidad y de la forma de las celdas; siempre y
cuando todas las celdas tengan la misma orientacion de la regién. Esta cantidad soélo
depende del drea de regiéon y la dimensién de la malla por lo que en muchas ocasiones
simplemente escribiremos @({2) para representar esa cantidad.

Tenemos dos cantidades més que nos arrojan informacion sobre el area de las celdas,
uno es el area mas pequena y el area mas grande de todos los triangulos:

a(G) = (3.8)

a_(G) = min oy, a;(G) = méx ay. (3.9)
q q

Si la primera cantidad es positiva, solemos decir que la malla es convexa. Sin embargo,
en 2005, Barrera y Dominguez-Mota [91] observaron que la condicién para determinar
la convexidad de malla G

a—(G) >0, (3.10)

es una condicién nimericamente inestable ya que, numéricamente podemos satisfacer
la condicién (3.10) y sin embargo, debido al redondeo, perder ésta de nuevo. Para evitar
esto propusieron la siguiente:

Definicion 2 Sea € > 0, diremos que una malla G es e-convexa si y solo st

a_(G) > ¢ a(Q) (3.11)

En la prictica se ha encontrado que usar € = 107° es suficiente para nuestras regiones
de prueba, véase el trabajo [37].

Observemos algunas propiedades de a_(G) como funcén de una malla G. Consi-
deremos al conjunto de mallas convexas My = Mp(£2) en la regién 2. A cada malla
G € Mp(Q?) le asignamos a_(G) = min{a(A)| A € G}, observemos las propiedades de
esta funcion

a_ My — R
G+— a_(G)
a) «a_ esta acotada superiormente. Es facil ver que

0<a_(G) <a(G).

b) Esta funcién alcanza su méximo para alguna malla G € My, definimos ese niimero
como
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€c = €.(Mo) = sup a_(G)
GeMo

De manera particular es facil ver que

0 < a_(G) <e(My) <a(Q),
para cualquier G € My ().

Para nosotros, e.(Mg(£2)) representa un valor de referencia para la dificultad espe-
rada en la generacién numérica de mallas e-convexas en la region. Estimar este valor es
un problema bastante dificil, ver [37].

Todas las anteriores cantidades dependen de la forma y el tamafio de la regién
Q, por lo que pueden fluctuar entre valores muy grandes y muy pequenos. En 2005,
Dominuez—Mota en su trabajo doctoral [91], propone que el valor de referencia @(G)
sea 1. Para lograrlo, sugiere escalar la regién 2 de manera que

alG)=1
La idea es sencilla, debemos calcular un niimero w > 0 de manera que
a(w-Q)=1. (3.12)
El escalamiento que propone consiste en transformar € en ' en la forma
A =w-Q

Es fécil ver que el valor para que w cumpla (3.12) es

A partir de ahora, toda vez que trabajemos con una malla G consideraremos que se
encuentra escalada de esta forma y para enfatizar esto, dentro de los resultados haremos
referencia directa al valor de @(G).

Una vez escalada la region €2, ya contamos con un valor referencial para nuestros
indicadores del area:

a_(G) <a(G) =1 < ay (G).

Nuestro interés se centra ahora en construir mallas e-convexas y para esto usaremos
los funcionales convexos de darea de Dominguez-Mota.
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Teorema 3.2 Sea 0 < € < 1. Si f es una funcion conveza C? estrictamente decreciente

y acotada por debajo de manera que f(a) — 0 cuando oo — 0o, entonces

N
Swe(G) =Y flwla(Ly) — ca(@)]) (3.13)
q=1

puede ser usada como funcion objetivo en el Teorema 3.1 para obtener en el optimo

una malla e-convexa, para w > 0 suficientemente grande

El resultado anterior nos garantiza que de exisitir una malla e-convexa es posible
obtenerla optimizando (3.13). Ahora bien, combinando éste funcional con funcionales
positivos geométricos F.(G) podemos obtener una malla suave y e-convexa para un
valor de w > 0 suficientemente grande [37, 39].

Los funcionales convexos de drea de la forma S, ((G), tienen un obstdculo infinito en
la frontera del conjunto de mallas e-convexas OM.. Esto es, si al menos una de las dreas
de los cuatro tridngulos de una celda se acerca a €, entonces para un w suficientemente
grande S, (G) — oo [37, 39]. En el siguiente apartado revisaremos la teorfa del
obstaculo y como es usada por diferentes autores la cual como hemos senalado, estd
presente en la construccién de obstaculo para los funcionales convexos de area.

3.3. Sobre la teoria del obstaculo y su regularizacion

En 1988, Ivanenko [156] propone discretizar el funcional de Winslow

af + xp + yi +
IS:// ¢ "Jy5 " gedn, (3.14)
B

usando un mapeo bilineal para cada celda de la malla y reemplazando las integrales
por férmulas simple de cuadratura basada sobre los nodos de la cuadricula. Al hacer
esto, se obtiene una funcional discreta de la forma:

(Ty)
(Ty)

>~

. _N
me) =Y

g=1

(3.15)

Q

Si A, B, C son los vértices del tridngulo T,
NT(A,B,C)) = |[A-B|* +||C - B|?
la cantidad

a(A(A,B,C)) = (B — A)'Jo(B — C) = 2irea(A(A, B, C))
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representa una medida del drea, donde

0 1
n=(40)

Ivanenko establece que la discretizacién arriba mostrada I"(G) tiene la propiedad de
que cuando una malla convexa G € M()) se aproxima a la frontera 9M(£2), entonces
el valor crece sin limite, esto es

I'"G) — +o0

si

G — 6M0(Q)

lo que le permite concluir que dentro de My(G) existe una malla arménica y convexa
[156, 73, 161].

Ejemplo: Para ilustrar el obstaculo infinito, Ivanenko construye un malla de 3 x 3 sobre
un cuadrado. Siguiendo la notacién matricial para almacenar los nodos mostrada en el
capitulo 2, el problema es encontrar las coordenadas del nodo interior (z2,2,¥22) como
6ptimo de (3.15). En esta Figura 3.4 se aprecian las curvas de nivel de la discretizacién
I, y el obstéculo infinito de I en OMy. Este conjunto es facilmente identificable y sus
elementos G corresponden cuando el nodo interior de de esa malla se encuentra sobre
el cuadrado formado por los nodos (2,1),(3,2),(2,3) v (1,2). En este caso I"(G) es
infinito y cerca de ese cuadrado la funcién crece mucho. El conjunto de mallas convexas
My es el interior de ese cuadrado unitario.

(13)

Figura 3.4: (a) Curvas de nivel y (b) superfcie I"(G). Figura tomada de [156].
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Ivanenko y Charakhch’yan proponen resolver el residual

01 0l
- % _y, R, h

R, =0, (3.16)

Oy - dyij

de la discretizacién Ij, usando un método de Newton puntual en la forma

OR, OR,

TR; + p (xi;rl - $ig) + oy (yfjﬂ - yfg) =0 (3.17)
OR OR

TRy + 5w — i) + Tyy(yf-f —y;) = 0, (3.18)

donde 7 representa al tamano de paso y [ es un indice para el paso de iteracién.
Observan que debido a que la forma del funcional es un cociente que involucra el drea
del triangulo, se podria perder la convexidad de las celdas en algin paso del método
de optimizacién, por lo cual proponen regularizar el funcional de manera que

donde

) area(2)
CTHEVUIN oo

Aqui N es el nimero total de tridangulos de la malla, €; > 0 es un valor de proteccién
para el valor limite permitido para € y v es un pardmetro que se elige por experimen-
tacion. La forma de esta regularizacién es una funcién truncada y se muestra en la
Figura 3.5.

En ese trabajo Ivanenko y Charakhch’yan, senialan que el tamafio de paso de Newton
debe ser controlado de manera que no se pierda la convexidad de la malla y que para
empezar el proceso inicial (3.17)—(3.18) es necesario que la malla sea convexa. Para
obtener una malla inicial convexa proponen minimizar una versiéon simple del funcional
clasico de area: una suma de los cuadrados del area. Su propuesta es que solamente
los valores de o, menores que un € > 0 sean corregidos. El funcional tiene la forma
Heaviside

N
Ip=> (e—ag? (3.19)
q=1
donde

f+= méX(va)

Ivanenko y Charakhch’yan reportan que al minimizar (3.19) obtienen una malla convexa
o cerca de estarlo y una vez que cuentan con una malla convexa optimizan (3.17)—(3.18)
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Sl = { 1/ si a=>c¢

1/e 51 a=e

Figura 3.5: Regularizacién propuesta por Ivanenko para 1/«, e = 0.1.

para obtener una malla arménica y convexa, [156, 73, 161]. En la literatura el primer
paso se conoce como desenredo untangling y el segundo como suavizamiento, véase Li
et. al, [210], Freitag [115] y Knupp [192].

En un articulo de 1995, Charakhch’yan e Ivanenko [158], senalan que el método
arriba descrito resultaba muy costoso para obtener una malla convexa con este funcio-
nal. Reportan que para una malla 50 x 50 sobre la regién Bahia de la Habana optimizar
(3.19) requirié 1700 iteraciones y un tiempo excesivo para obtener una malla convexa.

En 1992, Barrera et al. [29] revisan la discretizacién propuesta de Ivanenko y ob-
servan que es necesario realizar una regularizacién mas robusta del funcional debido
a que el reciproco de area hace inestable el proceso de optimizacién no lineal de gran
escala. Para regularizar el funcional proponen usar una funcién a trozos continuamente
diferenciable

N {1/04, oa>e€

f(a): (aiii)z, —e<a<e

como se observa, el otro pedazo es una funcién racional donde el polo es de orden dos
en o — €. En ese trabajo un valor experimental propuesto para € fue de e = @(G)/2. La
forma de esta regularizacién se aprecia en la Figura 3.6.

Esta regularizacién fue muy 1til en su momento, ya que al optimizar el armdnico
discretizado usando esta regularizacién es posible iniciar el proceso empleando mallas
con pocas celdas no convexas hasta lograr una malla convexa, y de perderse la conve-
xidad en algin paso iterativo esta se recuperaba facilmente. Sin embargo, el proceso
total de construir una buena malla inicial y luego usar este funcional resultaba poco
préactico. Por otra parte, el valor critico € nunca fue estudiando a fondo y lo que es mas
importante la regularizacién propuesta contaba de nuevo con un polo lo cual dificultaba
la optimizacién cuando la malla inicial contaba con muchas celdas no convexas, o con
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“

wla) =1/

1/ sia>e
fle) = de

(axo? si a<e

Figura 3.6: Regularizacién de Barrera para 1/a.

elementos de drea negativa grande. Barrera et al. [29], observaron que valor de € debia
ajustarse dependiendo de la regién, el grosor de la malla y la distribucién de los nodos
sobre la frontera.

Uno de los resultados interesantes de ese trabajo fue demostrar que el 6ptimo del
funcional arménico discretizado sobre un triangulo es un tridangulo rectangulo isdsce-
les, véase [29]. Esto da pie a observar las forma geométrica de las celdas que pueden
ser obtenidas usando este funcional. En el Capitulo 5 retomaremos esta caracteristica
geométrica cuando tratemos el tema de las medidas de calidad y discutamos que la
discretizacién del funcional arménico (3.15) representa una medida de distorsién de la
malla.

Con todo, quedaba latente una pregunta: ;Es posible formular un funcional robusto
cuya malla en el 6ptimo cuente con las mismas caracteristicas que el funcional arménico
pero que pueda operar sobre un conjunto mas amplio de celdas no convexas?

En 1997 Tinoco [312] propone un funcional cuasi arménico basado en mover el polo
del funcional arménico discretizado (3.15), permitiendo con esto, optimizar sobre un
conjunto mas amplio de mallas no convexas. El funcional que propuso Tinoco se escribe
como

N
FG) =) A = 20 (3.20)

w+a
= Yt

donde Ay = A\(T}) vy og = MT).

El polo en a = 0 de (3.15), se ha movido o« = —w, siendo w es un escalar elegido ade-
cuadamente. Tinoco observa que para cada w este funcional tiene propiedades similares
al funcional arménico discretizado (3.15) y usando la teorfa del obstdculo demuestra
que cuando w — 0 en el éptimo de (3.20) es una malla convexa.
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En ese trabajo, Tinoco observa que es necesario regularizar el nuevo funcional (3.20)
para que esté definido sobre todo valor « por lo que propone reemplazar el cociente por
una funcién a trozos de la forma

1

. atw @ > ao
fla) =
ac® +ba+c, a<ag
donde
1 —3ap — w w? + 3wag + 3a3
=Ny VoS3 ¢ 3
(w+ao) (w + ao) (w + ao)

eligiendo al punto de empate como ag = —w + 0.1a(G). Ese punto de empate es el

parametro de regularizaciéon. El nuevo funcional se escribe como:

N
F(G) = Z()‘q - 2aq)f(aq) (3.21)

q=1

Con esta regularizacién, el funcional regularizado (3.21) es positivo y estd definido para
todo elemento a.

Para demostrar que este método funciona Tinoco construye una teoria basada en
que el conjunto de regiones de mallas factibles y observa que esos conjuntos estian
contenidos y si Mo(G) A, usando la teorfa del ébstdculo, demuestra que es posible
obtener una malla convexa y suave minimizando (3.20). Estos funcionales son conocidos
en la literatura como k-funcionales de suavidad. Este fue el primer método eficiente para
desenredar mallas y suavizarlas a la vez, véase [32].

FEn ese trabajo, Tinoco observa que lo tnico que se ha hecho es mover el polo y
regularizar convenientemente el funcional arménico discretizado por lo que extiende
esta idea a un funcional discreto de drea en la forma

AR
Fa(G) =) (3.22)

w+a,
=T

De nueva cuenta, este funcional se optimiza para cada w de manera que w — 07,
véase [313].

Nuevamente, recurre a la teoria del obstaculo para mostrar que es posible obtener
una malla convexa minimizando (3.22), véase [313].

Lo interesante de la formulacién que realiza Tinoco no radica en haber movido el
polo tanto del funcional arménico del reciproco de drea, ni haber descrito un algoritmo
para construir mallas cuasi-armoénicas en un numero finito de actualizaciones de w. El
éxito de este trabajo radica en haber definido un funcional que en el limite w — 0% se
tiene un obstaculo sobre mallas degeneradas y en haber propuesto una regularizacion
conveniente, ya que esto ultimo permite iniciar el procedimiento de optimizacién usando
mallas con muchas celdas no convexas.
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Figura 3.7: Regularizacién de Tinoco para 1/(w + «).

La regularizacién cuadréatica propuesta por Tinoco en 1997 ha sido usada en otros
trabajos. Uno de ellos es la tesina de Coll [82] de 2003. En este trabajo Coll suaviza
mallas formadas por cuadrildteros en 2D y hexaedros en 3D usando la métrica de Oddy
[241], 1a cual mide la distorsién de un cuadrildtero con respecto a un cuadrado. Esta
métrica sera discutida en el Capitulo 5.

Como hemos visto la teoria del osbtaculo resulta ser muy atractiva ya que nos
proveen una forma de garantizar que las mallas obtenidas optimizando un funcional
con un obstaculo adecuado sean convexas. Dentro de estas funcionales se inscriben
las regularizacion continua propuesta por Tinoco para el funcional cuasi-arménico,
asi como el funcional reciproco de area y desde luego, los funcionales convexos de
area de Domiguez.

Los funcionales hasta ahora discutidos son de la forma

1

los cuales contienen un obstéaculo infinito para elementos convexos y requieren ser re-
gularizados para ser usados dentro de un proceso de optimizaciéon. En los articulos
[125, 126] y [127] Garanzha menciona una regularizacién hiperbdlica para 1/a que
sugiere L.E. Kaporin. Kaporin observa que

1
Xe(a) = % +3 a? + €2 (3.23)
con 0 < € < 1, tiene siguientes propiedades:
€2
X — a,para «a — 400, xeﬁzﬁ,para a— —00
Q@

por lo que el cociente
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= 3.24
CO= 5 (3.24)
representa una regularizaciéon de 1/« de en el sentido de que si o < 0 el valor de (3.24)
es positivo pero grande y si a > 0

1
xj@oza, D<ex1

aqui € > 0 representa el pardmetro de regularizacion.

Garanzha observa que esta regularizaciéon es conveniente para aquellas funcionales
variacionales o discretas en las cuales el jacobiano se encuentra en el denominador.
Para el caso discreto « representa el area del tridangulo. La forma de la regularizacion
de Kaporin (3.24) se aprecia en la Figura 3.8.

1
Xfa) =G+ VAT

(a) (b)

Figura 3.8: (a) Funcién X (a) y (b) Regularizacién de Kaporin para 1/a.

En 2003, Escobar et al. [101] utilizan el nimero de condicién ko del mapeo entre
un elemento y el tetraedro regular para suavizar tetraedros y utilizan la regularizacién
de Kaporin, la cual les permite iniciar el proceso de optimizacién con mallas muy
dobladas y desenredarlas, untangling, al final del proceso de optimizacién. Sobre ko
hablaremos en el Capitulo 5. En ése articulo, Escobar et al. proponen un parametro de
regularizacion € muy interesante

plp—a-) sta- <p
€ > €min =
0 sta_ > p

donde p es la unidad de redondeo de la computadora. Esta eleccion es muy atracti-
va, pero dependiente de a_, el drea mas pequena de los elementos de la malla. Esto
sugiere que el proceso debe actualizarse hasta convergencia o hasta un valor limite a*
conveniente.

76



3.3 Sobre la teoria del obstaculo y su regularizacion

La regularizacién de Kaporin ha sido usada en 2003 por Escobar et al. [101, 102],
2008 por Loépez et al. [219], en 2009, por Montenegro et al. [234], en 2014 por Sastry et
al. [279] y en 2015 y 2016 por Gargallo-Peiré et al. [133, 135]. En todos estos casos, el
uso de esta regularizacion permite evitar la asintota que aparece en la funcién objetivo
y evitan los elementos de area o volimen cero o negativa ya que el funciénal se hace
infinito por lo que usando la teoria del obstaculo, se garantiza que las mallas obtenidas
por un proceso de optimizacién resulten no dobladas. La funcién objetivo que emplean
es se la medida de distorsién mean-ratio metric propuesta por Joe [212; 213] en 1994.
Sobre las anteriores medidas de calidad y métricas hablaremos en el Capitulo 5.

Otra regularizacién que revisa Garanzha en [126] es la de Riemslaugh y Vierendeels
[263] de 1996, cuya forma es

l/a, a>ce€
() = (3.25)
o a<e

Esta regularizacién es muy interesante ya que a la funcién 1/a se le ha pegado una
recta en a = €. Este funcional regularizado es continuamente diferenciable, es convexo,
positivo, estrictamente decreciente.

2 ) 2 % 3 ¥ 1o

Figura 3.9: Regularizacién de Riemslaugh y Vierendeels para 1/a.

Riemslaugh y Vierendeels [263] usan esta reglarizacién para evitar que elementos
triangulares colapsen o se doblen mejorando por optimizacién el aspect ratio de ele-
mentos triangulares. Garanzha [126, 128] sefiala que para formulaciones variacionales
es conveniente usar la regularizacién de Kaporin ya que es infinitamente suave.

En [37, 39] Barrera et al. proponen, de manera independiente a Riemslaugh y Vie-
rendeels, usar la regularizacién (3.25) para los funcionales cuasi-arménico

N
He(G) = > ANT)pe(a(T,)) (3.26)

q=1
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Barrera et al. proponen actualizar el parametro ¢ de manera que ¢ — 0 formar un
obstdculo infinito sobre los elementos de drea negativa. En la Figura 3.10, se observa
cémo se forma éste obstédculo.

€=0.25

1/a sia>e
wla) =1¢ 2 —a
i
2

sia<e

Figura 3.10: Conforme ¢ — 0, ¢.(«) forma un obstaculo para elementos o < 0.

En 2013, Barrera et al. [41] usan la regularizacién (3.25) para construir mallas
hexaedrales cuasi-arménicas en 3D.

A nuestro juicio, consideramos que dependiendo del funcional discreto y del método
de optimizacién sera conveniente usar la regularizacién (3.24) o (3.25), u otra regulari-
zacién, pero en cualquier caso, es crucial la eleccién del pardmetro de regularizacién € y
la técnica empleada para hacer que ¢ — 0 para con todo esto, construir un obstédculo
sobre aquellos elementos degenerados o de area cero.

Hasta el momento hemos visto que Tinoco, Barrera, Dominguez-Mota y muchos
autores mas utilizan funcionales que presentan un obstaculo sobre elementos de area
cero ya que con la teoria del obstdgulo descrita por Ivanenko es posible garantizar que
en el 6ptimo de los funcionales que proponen, la malla 6ptima sea convexa o no doblada
para elementos triangulares o tetraedros.

En 2000, Garanzha [126] sintetiza las propiedades que debe tener un funcional
I1,(G), continuo, discretizado o discreto, para contar con la propiedad de obstéculo
sobre OMg(€2), la frontera de las mallas convexas. Describamos esas propiedades.

Definicién 3 Garanzha [126]. Se dice que un funcional Iy(G) que sea al menos dos ve-
ces continuamente diferenciable y acotada por abajo sobre M(2) presenta un obstéculo

de primera clase en OMq si

lim I;(G) =4
A(G,0Mo)—0
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donde

d(G,0My) = G’Helc’l;rj}/[o d(G,Gq")
y d(-,-) representa la distancia euclidiana.

Esto significa que Ij,(G) presenta un asintota vertical sobre las mallas G para la
cuales al menos una de las areas de los cuatro tridngulos de una celda es 0. La presencia
de un obstaculo de primera clase garantiza que el funcional tiene al menos un punto
estacionario sobre las mallas factibles M(G), [126, 128§]

La discretizacién I"(G) del funcional de Winslow, propuesta por Ivanenko y Charkhch’yan
[156, 157], tiene un obstdculo de primera clase sobre la frontera el conjunto de mallas
convexas OMy.

Ahora bien, no basta con que I(G) tenga un obstaculo de primera clase para que la
optimizacién de Ij,(G) nos conduzca a una malla convexa. Garanzha propone el ejemplo

Ejemplo. La funcién

1 1
flx)=— (2 + sen ) , sobre el conjunto Mgy = {z, x>0}
x x

tiene una asintota en x = 0 pero tiene muchos puntos criticos, en una vecindad arbitra-
riamente pequena de x = 0. En general, este tipo de funciones no son atractivas para
usarlas como obstéculo infinito

i

40

——

20+

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.11: Un funcién con obstaculo infinito y una infinidad de puntos criticos cerca

de z = 0.

Para evitar un caso como el ejemplo anterior, Garanzha recomienda disenar funcio-
nales que tengan un obstaculo de segunda clase:
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Definicién 4 Garanzha [126]. Un funcional I;,(G) que sea al menos dos veces conti-
nuamente diferenciable y acotada sobre M(QY) se dice que tiene un obstéculo de segunda

clase en My si

lim IVIL(G)|| = +o0
d(G,0Mg)—0

Aqui || - || es la norma euclidiana en R*V?, siendo Ni es el niimero de nodos interiores
de la malla.

Garanzha observa que usando un funcional I (G) con un obstéculo de segunda clase
es posible encontrar un valor ¢ > 0 y una malla G4 punto critico de I,(G) de manera
que

(G, 0Mg) > ¢ > 0 (3.27)

Es decir, la malla G es convexa y no pertenece a la frontera del conjunto de mallas
convexas; es decir, todos los elementos triangulares tienen drea positiva.

Garanzha senala que suele ser muy dificil demostrar la existencia de un obstéculo
de segunda clase para funcionales discretizados y la caracterizacion de estos funcionales
es un problema que no esta del todo resuelto.

Lo que nos resta senalar es una forma de practica de construir funcionales I, ((G)
regularizados por una € > 0 o pardmetro de regularizacién, de manera que en el limite
cuenten con una obstaculo. Para esto pediremos que tales funciones I (G) sean dos
veces diferenciables y

If I(G) — I, .(G = 0, 3.28
Geﬁl(lgﬂ h(G) — In(G)| (3.28)
e—0
lim I, = 2
Jm he(G) +00 (3.29)
e—0
If I, = .
ngrv(lgo [VIne(G)l +00 (3.30)
e—

La condicién (3.28) es para imponer que la regularizacion Ij, (G) se aproxima al fun-
cional original Ij(G) sobre el conjunto de malla admisibles. Las condiciones (3.29) y
(3.30) nos dicen que el funcional y la norma del gradiente tienen valores muy grandes
sobre el conjunto de mallas no convexas.

En 2000, Garanzha [126] observa que una malla convexa éptima basada en los
métodos variacionales con obstaculo se pueden construir considerando que:

» provengan de un principio variacional (basados en alguna métrica),

= el funcional discretizado cuente con un obstaculo en OMo(£2),
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= se cuente con una formulacién penalizada y un procedimiento que construya so-
luciones factibles ,

= y se cuente con una método de optimizacion eficiente.

Desde luego, siempre que exista una malla convexa de dimensiones m x n sobre (2.

Los funcionales que desarrollaron Tinoco y Barrera [312] son de segunda clase y
representa una familia de funcionales regularizados con obstdculo mévil que tienden al
original (el arménico o el reciproco de drea). Dominguez [91] describe un procedimiento
basado en funciones positivas convexas acotadas por abajo para construir funcionales
convexos S, (G) que en el limite cuando w — oo se forma un obstdculo. Es facil ver
que el obstaculo es de segunda clase.

lim S,(G) = +oo (3.31)
G¢Mpo
1/w—0
It 3 - 32
Jin VS = +oc (3.32)
1/w—0

En 2017, Montenegro et al. [220] proponen usar una modificacién de la regulariza-
cion de Kaporin en la forma

o) = 5
donde
h(z) = %(x @+ )

para é pequena y € < d. La funcién h(z) es muy parecida a (3.23), salvo por el término
cuadrético (x — €)2. La regularizacién que ahora propone Montenegro se parece mucho
a la regularizacién truncada que propuso Ivanenko en 1988, ver Figura 3.5, ya que
para x << 0, la funcién h(z) ~ e. La forma de esta regularizacién se aprecia en la
Figura 3.12, para la cual usamos § = 0.00001 y € = 0.01.

En los articulos Escobar [102], Montenegro, Gargallo-Peir6 [133], Roca [273], em-
plean esta modificacién a la regularizacion de Kaporin para suavizar la malla usando
la métrica mean ratio propuesta por Joe [212, 213]. En nuestra opinién, si usamos esta
ultima regularizacién para suavizar una malla G con muchas celdas dobladas usando un
método de optimizacién de gran escala, este podria tornarse lento debido a que el area
de los elementos puede ser muy grande y al optimizador le resulte costoso encontrar
una direccién de descenso. Una forma de evitar esto es escalando la malla convenien-
temente. Un escalamiento que ha funcionado se encuentra descrito en el cédigo SUS
[103].

La teoria del obstaculo que hemos revisado nos permite diseniar funcionales positivos
discretos o continuos con obstaculo en My(£2) que nos garantice en su éptimo obtener
mallas convexas. Una eleccién conveniente del parametro de regularizacién de manera
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Figura 3.12: Regularizacién modificada de Kaporin propuesta por Montenegro.

que tienda a cero, nos conduce durante el proceso de optimizacién a una malla convexa
y de calidad geométrica en dominios complejos. Hablaremos de esto el el Capitulo 5.

Recapitulando, el primer objetivo de esta seccién ha sido mostrar que si el funcional
discreto o continuo tiene por obstdculo a una malla degenerada la teoria nos dice que en
el 6ptimo es posible obtener una malla convexa y el segundo objetivo fue mostrar que se
requiere una regularizacion conveniente del funcional para calcular, en un procedimiento
de optimizacion, esa malla convexa.

3.4. Funcional bilateral de area, Tinoco—Barrera, 1997

Uno de los objetivos de este trabajo es mejorar la calidad de las mallas convexas
en el sentido de mejorar la distribucién del area de las celdas. Para lograrlo, pediremos
que el area de los tridngulos o, se encuentren dentro de un intervalo de calidad de area
propuesto:

aq € [oy, o]

con 0 < o < o y usualmente o, > @(G).

Uno de los primeros trabajos en el que se que plantea la necesidad de mejorar la
calidad del area es el funcional bilateral que en 1997 Tinoco [312]. Tinoco revisa la
forma del funcional k-area y propone que el obstaculo que compone ese funcional sea
movible hacia un valor «; > 0, de manera que, en caso de existir una malla convexa
con
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o < a_(G) (3.33)
sea posible obtenerla minimizando
al 1
F(G) = _ —aj 3.34
(©) ;wm(Aq)’ T (3.34)

esto es, propone un funcional que controle el area mas pequena de los triangulos y con
esto, el area de todos los cuadrilateros. En ese sentido se dice que la malla asi obtenida
tiene mejor calidad en area.

La forma en que este algoritmo fue implementado es muy intuitiva y consiste en
optimizar (3.34) para w fijo e ir actualizando este valor hasta lograr que w & —ay, por
la derecha, con el interés de que construir un obstéculo en «; y la optimizacién de (3.34)
nos conduzca en pocas actualizaciones de w a una malla convexa con o > 4.

Esta idea funcion6 bastante bien por lo que se luego se interesan que el area de
las celdas no sean grande para esto es, sugieren que el drea o de los tridngulos no sea
mayor que un valor «, particular. Para esto proponen combinar el funcional anterior
con un nuevo funcional donde «, es un polo por la derecha. El funcional bilateral de
area que proponen usar es

al 1 1
F(G):Zzwl-FOé(Aq)+LU2—Oz(Aq)7 (3.35)

Los pardametros w; y wy se eligen de manera que se aproximen a —q; y a «, respecti-
vamente. Con este funcional se controla de manera simultdnea los valores pequenos y
grandes de a.

Bésicamente el funcional bilateral incorpora los extremos del intervalo de calidad
[y, ] como obstdculos del funcional de drea. Para su implementacién numérica efi-
ciente, es necesario regularizar este funcional de manera conveniente.

Ejemplo: Consideremos que el intervalo de calidad de en area es

[z, o] = [0.1, 4.0].

Conforme los pardmetros wy y wy se aproximen a —q; y a «, el funcional (3.35) va
formando dos obstaculos, uno en a; = .1 y el otro en «, = 4, ver la Figura 3.13.

En la Figura 3.13 se aprecia graficamente que a medida en que w; y wy cambian,
cambia la forma de la “cazuela” del funcional (3.35) y por consiguiente, cambia la forma
de las celdas cuando optimizamos (3.35).

3.5. Funcional bilateral de area, Dominguez—Barrera, 2007

La misma estrategia usada por Barrera y Tinoco para definir un funcional bilateral
es usada con los funcionales convexos de area de Dominguez, sélo que ahora los extremos
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55

251,

1.5

0.5

Figura 3.13: Forma grafica del funcional bilateral de Tinoco—Barrera.

del intervalo de calidad [ag, o] son incorporados como un obstaculo suave y dindmico,
véase [36].
La propuesta que hicieron es usar

N
Bod @) =Y (flwlag —an) + £(Z(ar —ay)) ) (3.36)
q=1
donde f es una funcién como en el teorema 3.1 y ¢ > 0 es un pardametro fijo para
controlar la rigidez entre ambas fronteras en (3.36).

Con este funcional bilateral se han obtenido resultados muy interesantes, ver [36] ya
que conforme w — 400 se generan dos obstdculos uno en cada extremo del intervalo
de calidad [ay, a;].

La forma de los funcionales se aprecia en la Figura 3.14 donde hemos usado la
funcién convexa f como en (3.5).

Observe que conforme w — +o00, By, (G) es una “cazuela” de fondo plano.
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3.5 Funcional bilateral de area, Dominguez—Barrera, 2007

3.5 1

2.5

1.5

0.51

fG(x — ) + f(2.5(ar — z))

J(0(z — an)) + f(5(ct, — )

f20(z — ) + f(10(crr — )

45 5 55 6

Figura 3.14: Forma gréfica del funcionales bilateral de Barrera—Dominguez.
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3.6. Funcional bilateral de area, Toulorge et al., 2013

Un trabajo muy interesante basado en el uso de obstaculos para controlar el tamano
del 4rea de los elementos triangulares, es el de Toulorge et al. [319] quienes en 2013
proponen una funcién con obstaculo de la forma

fz) = (x — 1) + log <i’:>2 (3.37)

Toulorge et al. emplean este funcional sobre el drea de los elementos triangulares para
evitar que las celdas colapsen o se doblen, y con esto, desenredar, (untangling), la malla.

151
2
, F.(z) = (z - 1)? + log (3=¢)
104 !
1
:
51 1
:
1
08¢ 2 3

Figura 3.15: Un funcién con obstdculo infinito. Figura tomada de [319].

Toulorge et al. proponen minimizan un funcional basado en el nimero de condi-
cién ko del mapeo lineal y usan esta funcién para mejorar la calidad del drea de los
elementos trianguares de la malla, en el sentido de que el area no sea muy pequena.
Una implementacién computacional de estas ideas se encuentra en el sistema Gmsh [139]
para construir mallas no estructuradas en 2D y 3D.

En ese trabajo Toulorge et al. también proponen controlar el tamano de los elemen-
tos imponiendo un obstaculo por la derecha y por la izquierda para que el area de las
celdas no sean tan pequenas ni tan grandes. El funcional que usan es de la forma:

fla) = (a—1)>+1log (?:Zl>2+<‘f:2‘:>2 (3.38)

l

aqui los valores a; y «, son los extremos del intervalo de calidad aceptable. La forma
del funcional se aprecia en la Figura 3.16

En 2015, Geuzaine et al. [140] extienden el trabajo de Toulorge a elementos curvos
y hacen ver que usando el obstaculo por la izquierda es posible garantizar que los
elementos curvos obtenidos son validos en el sentido de que es posible controlar la
deformacién controlando la curvatura y garantizan que el jacobiano del mapeo sea
positivo.
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3.7 Un nuevo funcional bilateral de drea

Figura 3.16: Forma gréfica del funcional bilateral de drea de Toulorge et al.

Por una parte, es necesario senalar que para la implantacién en un sistema compu-
tacional de este funcional logaritmico, es necesario una adecuada regularizacion del
funcional cuando el area de los elementos esté fuera del intervalo de calidad [ayg, o).
Por otra parte, el esquema propuesto por Toulorge y Geuzaine, representa una forma
clasica de optimizacién convexa con restricciones, para la cual las condiciones de que
los elementos se encuentren dentro de un intervalo de calidad de area se logra usando
funciones de penalizacién logaritmica, véase Hertog et al [149]. En ese articulo Hertog et
al senalan que esta funcién de penalizacién fue introducida por vez primera por Frisch
[119] en 1955.

En el Capitulo 5 revisaremos una idea que propone Sastry [279] para obtener una
malla convexa y de calidad definiendo un obstaculo logaritmico.

3.7. Un nuevo funcional bilateral de area

Los funcionales bilaterales descritos anteriormente nos permiten controlar, en la
medida de los posible, el area de las celdas. Sin embargo, atin cuando el area de los
elementos « se encuentran dentro de un intervalo de calidad de area propuesto:

aq € [oy oy

las celdas son modificadas y pierden la forma previamente obtenidas. Esto se debe a
la forma de las funcionales bilaterales son: funciones convexas que graficamente repre-
sentan cazuelas donde el fondo es curvo. En la Figura 3.13 se aprecia la forma del
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funcional bilateral de Tinoco—Barrera, en la Figura 3.14 la forma del funcional bilateral
de Dominguez—Barrera y en la Figura 3.16 la forma del funcional de Toulorge et. al..

La cuestién que nos compete ahora, es definir un funcional que solamente modifique
las celdas donde el drea de sus elementos se encuentren fuera del intervalo de calidad
[y, ] previamente elegido. En ese sentido, las propiedades geométricas globales de la
malla como son la suavidad y la ortogonalidad prevalecen en la malla, dentro del rango
para « establecido.

Para esto vamos a proponer una funcién cuadratica truncada de la forma:

file) = A (e — )} (3.39)

aqui A > 1 es un coeficiente que pondera la cuadratica. Observe que la funcién es cero
para los elementos o mayores a .

Ahora bien, de la misma forma en que se construye un obstaculo suave y dindmico
para los funcionales convexos de drea, podemos construir un obstaculo en o = ¢ en la
forma

N
Fo(G) =) Al(w(ar —ag))}] (3.40)
q=1

Con la finalizar de que existir una malla G* con

0< o <a_(G), (3.41)

sea posible obtener una malla con esas caracteristicas optimizando (3.40). La prueba de
esto se sigue del Teorema 3.1 debilitando la condicién de funcién f(«) sea estrictamente
positiva.

La idea gréfica de este funcional y cémo se va construyendo un obstaculo a medida
que w sea grande, puede observarse en la Figura 3.17.

Ejemplo: Consideremos una malla de 55 x 45 sobre la regién del lago azul y opti-
mizando el funcional convexo de area Sy, (G) sobre esta regién obtenemos una malla
con muchas celdas de drea pequena, observe el histograma de la Figura 3.18.

Optimizamos (3.40) con oy = 0.2, la malla obtenida y su histograma de area se
aprecian en la Figura 3.19.

Observe que en la malla permanecen globalmente la propiedad de suavidad previa,
ya que no se toca la forma de las celdas que satisface a > .
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3.7 Un nuevo funcional bilateral de area

03 ~— flw) =4(500.1 - ’”>)i

i) = (2001 - x))i 05

-~ filz) = 4(10(0.1 - z))q

+

i) =4(501 - 2))°

Figura 3.17: Idea grafica de la formacién de un obstaculo en z = 0.1 usando (3.39).

T
Y

i

sluelagoor

o

Figura 3.18: Una malla e-convexa sobre la region Blue Lagoon y el histograma del area.
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3. FUNCIONALES DISCRETOS PARA MEJORAR LA DISTRIBUCION DEL
AREA DE LOS ELEMENTOS DE LA MALLA

Figura 3.19: Malla 6ptima sobre Blue Lagoon y el histograma del érea.
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3.7 Un nuevo funcional bilateral de area

Ahora, para eliminar, en la medida de los posible, valores relativamente grandes de
que un «, fijo, sin perder nuevamente, la forma previa se propone la funcién cuadratica

truncada

2
fr(a) = Apl(a — aT)+], A, >0
de la cual podemos construir un obstaculo suave y dindmico en o = v, usando

N
Foo, = Z Ar[(w(og — ar))+]2 (3.42)

conforme w sea grande. La idea gréfica de este funcional y como se va construyendo un
obstaculo a medida que w sea grande, se observa en la Figura 3.20

(0.29, 3.49) ‘
|
filw) = 2(50@ - 4>)i  —— |

fiw) =2(10( — 4))j —r

e |
filz) = 2(2@ - 4))2‘ —

folz) = 2(z - 4>j

5
(5.43,-0.24)

Figura 3.20: Idea grafica de la formacién de un obstéculo en x = 4 usando 3.42.

Ahora, combinando (3.40) y (3.42) proponemos un nuevo funcional bilateral

N
Foanar (G) =Y All(wlar — ag))3] + Arf(wlag — ar))?] (3.43)

donde 0 < A; y 0 < A, se eligen para atenuar la formacién de los obstdculos. En la
Figura 3.21, se aprecia la idea de este funcional: es una cazuela con asiento plano en el

intervalo de calidad.
En la Figura 3.22 logramos corregir el area de las celdas en valores mayores a

a, = 2.0.
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-~ fia) = 4(50(0.1 - gv))z+ +2 (50(9; - 4))

2
+

i) = 410001 - z))i 2106 - 4))i

2 2
+ +

@) =4(50.1 - 2)) +2(5( - 1))

flz) = 4(2(0.1 - z)) + 2(2(1» - 4))

fulz) = 4(0.1 - z)i +2(z - 4)i

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

P
o

Figura 3.22: Malla éptima y su histograma de areas, usando el funcional bilateral sobre

la region Blue lagoon.
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3.7 Un nuevo funcional bilateral de area

El histograma para « de la malla, ver Figura 3.22, nos indica que hemos logrado
hacer menos dispersas tanto las celdas con area pequenas como las celdas de &rea
grande, concentrandolas en un intervalo cercano al deseado y sin perder las propiedades
de suavidad de la malla.

Otro ejemplo muy interesante es la malla obtenida sobre la regién del Mar Aral en
su forma de 1985. En este ejemplo hemos podido agrupar las celdas en un intervalo
adecuado y en el histograma de la distribucién para « puede observase una forma de
campana.

|

\
Figura 3.23: Malla éptima y su histograma de areas, usando el funcional bilateral sobre
la regién del mar de Aral de 1985.

Ahora, para la regién que comprende al embalse superior de Arkansas, podemos
apreciar el efecto de los postes del intervalo de calidad [0.22.0].

0.10 0.24 030 0.3 0.42 0.48 0.54 061 0.67 0.73 0.7% 0.05 051 057 1.00 L.09 LIS 120 127 139 139 L.46 152 1.5 144 190 076 102 1.08 1.94 200

Figura 3.24: Malla éptima y su histograma de areas, usando el funcional bilateral sobre

la regién del embalse superior de Arkansas.
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3. FUNCIONALES DISCRETOS PARA MEJORAR LA DISTRIBUCION DEL
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3.7.1. Una propuesta de uso del funcional bilateral

El nuevo funcional bilateral F, 4, o, (G) propuesto puede ser usado de dos formas:

1) como un generador de mallas convexas donde predominen las propiedades geométri-
cas del funcional cdsico F.(G) pero se controle el tamario de las celdas,

2) y como un corrector o postprocesador para mejorar la distribucién del drea de los
elementos de celdas dentro del intervalo oy, ai].

Para el primer caso, se propone utilizar el funcional bilateral en combinacién con
alguno de los cdsicos F.(G) de Longitud, Ortogonalidad o Area—Ortogonalidad en la
forma

F(G) = (1 -0)Fua,a,.(G) + 0F(G) (3.44)

con 0 < g < 1. Para esto es necesario normalizar adecuadamente los funcionales.

En la practica hemos encontrado que al optimizar la combinacién (3.44), la conver-
gencia hacia una malla suave y convexa era en muchas ocasiones un tanto erratica, ya
que por una parte suavizamos la malla y por la otra corregimos el area de las celdas.
Esto se observa muy claramente si usamos como funcional clasico F.(G) al funcional
de longitud F1.(G), ya que las celdas que se obtienen con este funcional son alargadas,
y en combinacién con el bilateral su tamafio en area tiende a ser corregido, por lo que
se presenta un efecto erratico en el suavizamiento y correccionén de la malla a la vez.

Lo anterior se debe principalmente a que el funcional bilateral F, o, q,(G) es pe-
queno cuando el area de los elementos triangulares estan cerca del intervalo de calidad
[y, o] en comparacién con el funcional F,(G) el cual es grande. Para equilibrar estos
valores introducimos un nuevo pardmetro de escala o, con la idea de reducir la in-
fluencia del funcional clasico cuando estamos cerca de obtener una malla convexa y de
calidad.

La propuesta de uso de este funcional con el nuevo parametro de escala o4 es

1. partiendo de una malla G inicial, proponga un intervalo de calidad de manera
que
[ar, o] C [a(G), ot (G)]
y elija los valores o > 1y 0 <A <1

2. minimice la combinacién

F(G) = Fo o0 (G) + UeqFC(G)§

bajo un criterio de paro del método de optimizacién de gran escala que desee
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3.7 Un nuevo funcional bilateral de area

3. actualice

Oeqg = A" Oeq
4. repita el procedimiento 2)-3) hasta lograr la condicién
q<a_(G) v ax(G)<a
o bien, o4 < 0.001.

En la Figura 3.25 se observa el decaimiento exponencial que experimenta el valor
de 0¢q en cada iteracion.

o_eq
1000 t
800 —
600 —
400 —
200 —

2 4 6 8 10

iter

Figura 3.25: Grafica de valores para o, iniciando con 1000 y para A = .07 para 10

actualizaciones.

Este esquema permite, para un valor o, grande, obtener una malla con las propie-
dades del funcional clasico F(G) y, a medida que ¢, decrece, se reduce la influencia de
este y el funcional bilateral drea inicia su trabajo por lo que al final del procedimiento
solamente se modifican las celdas cuyos elementos estan fuera del intervalo de calidad
[y, ar]. Con esto, la malla resultante es convexa y de calidad en drea y globalmente
cuenta con las propiedades geométricas de F.(G).

El funcional propuesto también puede ser usado como un postproceso o mejora-
miento de la calidad de area de la malla de la siguiente forma: si la malla es e-convexa
o cerca de estarlo,

1. Proponga un intervalo de calidad [ay, ], de manera que

[, ar] C [a-(G), a4 (G)]

2. minimice (3.43) hasta que

yq<a(G) v ar(G)<a

o bien, hasta un criterio de paro.
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3. FUNCIONALES DISCRETOS PARA MEJORAR LA DISTRIBUCION DEL
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El trabajo aquf presentado fue publicado en 2013 [41], y se encuentra implantado en
el sistema UNAMalla y a diferencia de los otros métodos aqui mostrados, este funcional
no altera la forma de los elementos dentro del intervalo de calidad [«y, o]
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Capitulo 4
Funcionales discretos para adaptividad

geomeétrica

La generacion numérica de mallas estructuradas adaptativas de m x n mediante
ajuste o movimiento de nodos puede ser usada para incrementar la precision de la solu-
cién numérica en ecuaciones diferenciales parciales y disminuir el costo en los cédlculos
de la solucién, véase los surveys de Babuska [19] y Thompson [310].

La generacion numérica de mallas es un proceso que consume una parte muy impor-
tante del costo computacional total del cdlculo de la solucién en problemas de simulacién
numérica en los cuales se emplee dicha malla.

Construir una malla adecuada sobre una geometria complicada o irregular, puede
llegar a representar el 80 % del costo total en una simulacién.

Para resolver algunas ecuaciones diferenciales es deseable que la malla se adapte a
zonas donde el fenémeno a medir se presente con mayor incidencia como pueden ser los
cambios de presion en pozos de un yacimiento, o un problema de flujo de la corriente
del aire sobre la superficie del agua. Otro problema interesante ocurre cuando el flujo
cuenta con condiciones de frontera no permeables hacia el interior del cuerpo, como
puede ser una isla o algin objeto inmdévil en el interior y en forma de obstaculo. En
este caso la malla se debe adaptar a la frontera del objeto.

En la Figura 4.1 se tiene una pieza metalica discretizada y una falla o fisura en el
material. Nuestro problema es construir una malla convexa sobre toda la regiéon pero
con el especial interés de que las celdas de la malla se concentren alrededor de la fisura
sin perder desde luego, la convexidad de los elementos.

Resulta muy atractivo que dada una malla de m x n se pueda adaptar sin incre-
mentar su tamano ni su conectividad, ya que esto no aumenta el costo computacional
requerido para su uso. Nosotros estamos interesados en construir mallas estructuradas
adaptativas en regiones irregulares por lo que resulta prioritario asegurar que las celdas
sean convexas. Los métodos y la teoria desarrollada recientemente nos permite asegurar
que ya es posible construir una malla estructurada e-convexa en regiones irregulares de
manera econémica, ver Domimguez-Mota [91].

97
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Figura 4.1: Region de estudio ) y regién interna I'.

En las primeras secciones haremos una breve revision de algunas formulaciones de
la adaptabilidad de mallas mediante el principio de equidistribucién, la formulacién de
Ryskin y Leal y posteriormente describiremos la forma en que proponemos construir
mallas adaptativas en regiones irregulares.

4.1. El principio de equidistribucion

En una dimensién, casi todos los métodos de generacion de mallas adaptativas x =
z(§) estdn basados en el principio de equidistribucién. Este principio fue introducido
por vez primera por de Boor [85] para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias con
valores a la frontera. Esto involucra elegir los puntos de la malla de manera que una
medida del error de la solucién sea uniforme sobre cada intervalo.

El principio de equidistribucion en una dimensién se puede escribir como

w - x¢ = constante > 0, w(é) >0, €£€(0,1) (4.1)

con condiciones a la frontera

2(0) =0, (1) =1. (4.2)

Aqui w = w(§) es una funcién de peso positiva que sirve para controlar la adaptivi-
dad, [311, 154, 164]. Otra forma que a muchos investigadores les interesa abordar este
problema de adaptividad es a través de un principio de optimalidad

1
y 2
Imn/0 w-zg dE. (4.3)
Las ecuaciones Euler-Lagrange para este principio de optimalidad son

(wze)e =0, (4.4)
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4.1 El principio de equidistribucién

véas Thompson [311], Ivanenko [164] y De la Cruz [83] para los detalles.

Ejemplo Es facil comprobar que

,55 _ 1
z(§) = 66_57_1~

es solucién a (4.4) con condiciones a la frontera (4.2) y

w(€) = €.

En la Figura 4.2 se aprecia la grafica de la solucién y se observa que una coleccién
de puntos igualmente espaciados en [0, 1] al ser transformados por este mapeo x(§) se
concentran cerca del punto extremo 1.

1.2

e —1

T —
( ed—1
B
1 —
0.8
0.6
0.4
0.2
A
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.2: Una malla 1D transformada por el mapeo z(&) = (e7%¢ —1)/(e™® — 1).

Cuando la equidistribucién se realiza a lo largo de la longitud de arco de una funcién
de control f(x) dada, el principio se puede escribir como

zer/1 + 2 f2 = constante > 0, £€(0,1) (4.5)

donde ¢, > 0 es un pardmetro de forma (shape parameter) o de adaptividad. En el
trabajo de De la Cruz [83], se ha desarrollado en detalle la descripcién de esta formu-
lacion.

Por una parte, lo interesante del principio de equidistribucién (4.1)—(4.2) o (4.5), es
que cualquier funcién z(€) que satisfaga esa ecuacién es invertible ya que su derivada es
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4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

estrictamente positiva. Por otra parte, para cualquier funcién invertible x(&) es posible
encontrar una funcién positiva

w(€) = constante(z¢)
que satisfaga el principio de equidistribucién, véase Bobylév et al. [49]. Este resultado
nos garantiza que la malla adaptada obtenida por el principio de equidistribucién sea
no doblada.

Una extensién inmediata del principio de equidistribuciéon en dos dimensiones es
planteada por Winslow [330], quien propuso usar este principio para cada coordenada
y en cada direccién en la forma

(wlxﬁ)g + (w2$n)n =0, (wlyﬁ)g + (w2yn)n =0.

con

wy =wi(§,m) >0, we=wz(§,n) > 0.

Sin embargo, salvo para muy contadas funciones positivas w; = w1 (&€, 1) y we = wa(§,n)
no es posible asegurar que el mapeo asi obtenido entre el cuadrado unitario y la region
de estudio 2 sea uno a uno, véase [5]. Es decir; no es posible garantizar que la malla
asf obtenida sea convexa. Algunos investigadores centran sus desarrollos en la solucién
numérica de sistemas de ecuaciones con funciones de control derivadas de una formula-
cioén del principio de equidistribucion y, bajo ciertas condiciones, reportan que la malla
adaptiva es convexa. Algunos otros prefieren utilizar ecuaciones diferenciales elipticas
con términos fuente, como el sistema de ecuaciones Thompson-Thames-Mastin (TTM),
véase [306].

4.2. Sistema de ecuaciones Thompson-Thames-Mastin

El procedimiento para transformar el dominio fisico al dominio computacional esta
regido por la ecuacién de Poisson. Este mapeo se construye fijando los puntos sobre la
frontera del dominio fisico

x(0B) = dQ, (4.6)

y la distribucién de puntos en el interior es determinada al resolver el sistema de
ecuaciones

Exa + Nyy = P(&a"?) (4'7>
Nex T Nyy = Q(&a 77)~ (4'8)

Las funciones P(z,y) y Q(z,y) se eligen convenientemente para controlar la distribucién
de puntos hacia el interior.
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4.3 Formulacién Ryskin y Leal

El sistema anterior se puede transformar al espacio computacional £ — 7 intercam-
biando los roles de las variables dependientes e independientes, esto nos conduce al
sistema de ecuaciones

gnTee = 20120ey + gty = —J*(Pre + Quy) (4.9)
g1Yee — 2012Yen + goatyy = —J2(Pye + Qyy) (4.10)

donde ¢11, g12 ¥ g22 son elementos del tensor métrico g asociado a la transformacién x:

g = <911 912)
921 922
2 2
_ (e ey ) .
TeTy +YeYy  TETYg

y J el Jacobiano

Te  Ye
Leta Yy

Si aproximamos las ecuaciones (4.9)—(4.10) por diferencias finitas de segundo orden
obtendremos un sistema de ecuaciones no lineal. En 1974, Thompson et al. [306] usaron
diferencias finitas centrales para aproximar (4.9)—(4.10) y mediante un procedimiento
puntual SOR obtuvieron los puntos interiores. Como bien observan en su trabajo, esta
idea es ineficiente para mallas de orden m x n alto. En 1978, Roache [267, 268] propone
resolver este sistema usando el método nolineal semidirecto GEM (General Elliptic
Marching). Sin embargo, las mallas que obtiene no siempre son suaves debido al error
de truncamiento. Roache propuso usar los términos P y (Q para controlar algunos grados
de suavidad en zonas hacia el interior de la regién y observd que experimentalmente,
para diferentes funciones P y @) se pueden presentar problemas de convergencia [269].

En resumen, la generaciéon numérica de mallas por medio de ecuaciones diferen-

= TeYy — TnYe- (4.12)

ciales elipticas son muy usadas por la comunidad cientifica como los mejores métodos
o sistemas para construir mallas estructuradas sobre regiones arbitrarias. Resolver las
ecuaciones de Thompson-Thames-Mastin (4.9)—(4.10) es un método para calcular la
malla adaptativa; sin embargo, los errores de trucamiento pueden hacer inviable este
método ya que la malla as{ obtenida puede ser no convexa [311].

4.3. Formulacion Ryskin y Leal

Una de las formulaciones mas importantes para obtener mallas ortogonales y adap-
tivas son las planteadas por Ryskin y Leal [265, 266] quienes en 1984 observan las
coordenadas espaciales (z,y) del dominio fisico 2 como funciones lineales de la po-
sicion de los nodos de la malla con lo cual el gradiente de ambas coordenadas por
separado, es constante, esto es

101



4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

div grad z(¢,n) =0, div grady(&,n) = 0. (4.13)

Para este sistema imponen las restricciones

g12 = g21 =0, g22/911 = 1.

La primera restricciéon impone que el sistema sea ortogonal y la segunda es una
normalizacién. Los elementos g;; son términos del tensor métrico (4.11).

Ryskin y Leal sefialan, que debido a que la restriccién goo/g11 = 1 hace rigido el
mapeo conforme, el esquema en diferencias finitas para (4.13) puede ser mal condicio-
nado, véase [265, 155]. Para compensar esto, proponen usar una funcién de distorsién
en la forma

h
W@Zi

donde hg, h; son funciones en cada direccién &, 7, y lo usual es usar

= () + ()
= () ()’

Este cociente representa la razén de los lados de una celda en cada direccién, lo cual
representa una forma de medir el aspect ratio de una celda, véase [265, 77] para los
detalles.

El covariante del operador de Laplace en (4.13) se puede escribir como

o_ 1 [0 (MO  he D
v_%%ng%+%%

por lo que de (4.13) obtenemos

0 ox 0 (10x

6€<f3€>+877(f8n> =0 (4.16)
0 (o) 0 (1oy) _

o <f6£)+377<f877> b (4.17)

Ryskin y Lean proponen dos formas de calcular la funcién de distorsion f de manera
que sean dependientes de la region. La primera forma consiste en usar una parametriza-
cién de las fronteras y obtener f en el interior de la regién §2 mediante una interpolacién
TFT (Transfinite Interpolation). La segunda forma que proponen es un método iterativo
en el cual las funciones de distorsién sean calculadas de la malla inicial y cada ciertos
pasos de la solucién esta informacion se actualice.

he

hy
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4.3 Formulacién Ryskin y Leal

Zhang et al. [338] usan un promedio h¢ y hy, en cada direccién y proponen una
funcién de distorsién donde las factores de escala son una combinacién lineal entre hg,
hy y su promedio. También proponen usar diferentes expresiones para f a lo largo de
cada direccién basadas en funciones algebraicas: lineales, cuadraticas y exponenciales.

En 2001, Akcelik, Jaramaz y Ghathas [3] realizan un estudio de las posibles formas
de definir la funcién de distorsion englobandolas en:

1. Calcular f sobre las fronteras de €2 y extender hacia el interior por interpolacion
o resolviendo una ecuacién de Laplace.

2. Determinar una clase de funciones admisibles que garanticen la existencia de
solucion al sistema.

3. Determinar f en todo el dominio.

Algunos autores usan en determinados problemas la primera forma, sobre todo si de
antemano estiman el comportamiento deseado y desde luego, siempre que la regién
de estudio sea simple ya que el sistema, volvemos a senalar, es no lineal. La segunda
forma es muy interesante y ha llevado a algunos autores a proponer una familia de
funciones de distorsion que bajo ciertas condiciones se garantice la existencia de una
solucién. Duraiswami y Properetti [92] y Ryskin y Leal [265] demuestran que es posible
garantizar la existencia de una solucién si la funcién de distorsion f es separable en
la forma f(&,n) = ®(§)¥(n). En el articulo de referencia Akcelik, Jaramaz y Ghathas
sefialan que algunos autores han logrado construir funciones de distorsién explorando
la simetria de la regién y usando un método de Bubnov-Galerkin para resolver las
ecuaciones diferenciales (4.16)—(4.17).

Las ecuaciones de Ryskin y Leal han sido muy estudiadas para construir mallas
casi ortogonales con diferentes funciones de distorsion f con la finalidad de imponer
propiedades geométricas a las celdas. En la literatura se mencionan dos formas para
obtener estas ecuaciones y algunas modificaciones simples. Por ejemplo, autores como
Hung y Brown [155] y Zhang et al. [342] sefialan que las ecuaciones de Ryskin y Lean
(4.16)—(4.17) pueden ser obtenidas a partir de las ecuaciones de Thompson [311] usando
como términos fuentes a

1 of 1 0 (1)
P == =) = _— — .
hehy 08 @ hehy On \ f

En 1996, Eca [95] obtiene las ecuaciones Ryskin y Leal a partir de las condicién de
ortogonalidad

Ox dx Oy dy
g12= 575+t 5,5 =
o0& 0n  0€On
y al imponer que el mapeo cuente con jacobiano positivo. Observa que con esto se
satisfacen las ecuaciones de Beltrami:
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ox 0y
oy 0z

las cuales pueden ser vistas como generalizaciones de las ecuaciones de Cauchy-Riemman.
Usando ambas ideas se obtiene el sistema (4.16)—(4.17), ver E¢a [95] para los detalles.
De las ecuaciones de Ryskin y Leal se puede observar que los elementos h; o he

pueden ser cercanos a cero y con ello, a parte de las dificultades numéricas que hemos
senalado, se obtendria una pobre distribucion del aspect ratio y un mal condicionamien-

to para muchos métodos numéricos con los cuales resolver esas ecuaciones diferenciales.

Para prevenir que los factores de escala resulten ser cero en alguna parte del dominio.

Eca introduce funciones de control del tamaiio de h;, y he como término fuente en la
forma

|
o

0 ox 0 (10x
y (fag) - (fan) T Pa(he) + Qul) (4.20)

0 oy 0 (10y
3¢ (75) + o (7o) = it + ot

donde las funciones P y () son basicamente obstaculos para evitar que h¢ o hy, resulten
ser pequenos.

El problema con este método se encuentra en su implementacién: las ecuaciones
diferenciales son no lineales y los métodos numéricos usualmente no convergen. Esto
es particularmente evidente para el caso de mallas adaptativas donde las ecuaciones
involucran términos de fuente no lineales como, por ejemplo, la norma del gradiente de
la solucién. Los algoritmos numéricos empleados son localmente convergentes siempre
que el proceso inicie con un estimador cercano a la malla deseable. Lo cual resulta
sumamente costoso de implementar y de emplear en aplicaciones generales.

Los métodos variacionales han probado ser muy utiles para construir medidas
geométricas de la malla y usados como un principio variacional algunas formulacio-
nes nos permiten asegurar que el 6ptimo es un mapeo uno a uno, teoria que nos resulta
favorable para construir mallas convexas, [226].

En 1999, Kania [172] propuso usar el principio de equidistribucién sobre el jacobiano
en la forma

|
o

(4.21)

w - J = constante. (4.22)

Lee, impone la condicién de ortogonalidad gj2 = g21 = 0 y obtiene un sistema del tipo
Poisson en la forma
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19} ox 0 (10x

5 (152) * o (Fon) ~P&m = o 2

0 y 0 (10y B

375 <f8§) + 8777 (f(%) +Q(&n) = 0, (4.24)

donde
J,

Pem = (F+55)f aet (4 )5z, (4.25)
e = (F+5) vt (F+2)5 m (1.26)

Este sistema es del tipo Ryskin y Leal cuya diferencia sustancial son los términos fuente
Py @, y desde luego, el uso del principio de equdistribucion para el area desde el cual
Kania basa este desarrollo. Zhang et al. [340], proponen usar el sistema (4.23)—( 4.24)
con un peso w constante en (4.22) para simplificar los términos fuente.

Existen otras formulaciones basadas en resolver ecuaciones elipticas, ver Matsuno et
al. [227], Knupp [189], Soni et al. [296]. En 1992, Jeng et al. [166] proponen controlar la
ortogonalidad en la frontera para tener una efectividad en el control de la adaptividad
global. Algunas de estas formulaciones estdn basadas en el principio de equidistribucion,
ver Ren, [260], Catherall [54]. Todas estas formulaciones resultan muy atractivas; sin
embargo, su utilidad ha sido probada solamente en muy regiones sencillas. Para regiones
irregulares como lagos o embalses no hay resultados tedricos que garanticen que la malla
construida de esta forma sea convexa. En la practica Zhang, et al. [340] proponen usar
los sistemas Risky y Leal [265] o el obtenido por Kania [172], sobre regiones irregulares
pero usando mallas estructuradas por bloques para controlar la convexidad de la malla.

4.4. Funcionales variacionales de adaptividad

Como se ha senalado en los primeros capitulos de este trabajo, la formulacién de
los principios variacionales se establecen de una manera intuitiva y estan basados en
medidas geométricas deseables a observar sobre la malla. El funcional de longitud es
una excepcion a esto,

//Bm§+y§+x3]+y3]d§dn

va que las ecuaciones de Euler-Lagrange del principio del minimo son las ecuaciones de
Laplace.

En 1992, Mastin [226] sehala que para obtener un mapeo entre un rectdngulo R y
la region de estudio 2 podemos reescribir el funcional de longitud en términos de una
composicién de funciones en el cual el nuevo funcional integra un pardmetro o médulo
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M > 0 asociado con el aspect ratio o proporcion entre los lados del rectangulo. Este
funcional se puede escribir como

1
M(z} +y5) + — (20 + y2) dpdv
I RCAT R

Por otra parte, si consideramos dos funciones de escalamiento una para cada una de
las variables en la forma

po=a), 0<6<1 (4.27)
v = b(n), 0<n<l1 (4.28)

la integral anterior se puede transformar en

b 1 d

[t s
y el mapeo solucién contara con distribucién diferente para las lineas en cada direccion.
Esto se puede interpretar como que la composicién provee una malla para la cual
se asignan diferentes pesos por escalamiento a cada celda y esos pesos nos permiten
adaptar la malla controlando la forma de las celdas.

La idea anterior se puede generalizar de la siguiente forma: si tenemos dos funciones
f(&,n) v g(&,n) para controlar la adaptividad en cada direccién £ y n respectivamente,
podemos construir una malla adaptativa minimizando

fE&m o o 1 g€, o, o
//BMg(i,n) (e +ve) + 37 &) () décl
En ese trabajo, Mastin senala que en esta formulacién hay varios aspectos a resolver:
las condiciones a la frontera y las funciones de peso de adaptividad y entre ambas
cuestiones debe de haber consistencia.

Como hemos discutido con anterioridad, el funcional de longitud no garantiza mallas
convexas. Sin embargo, si este funcional lo definimos sobre el espacio fisico y realizamos
un cambio de variable tendremos un funcional arménico ponderado. En la siguiente
seccion veremos esta formulacion y como una simplificacién de la misma nos produce
celdas con aspect ratio determinado.

4.5. Funcional arménico de adaptividad

Si consideramos una medida @, o métrica sobre el espacio 16gico, la medida total
de @ sobre toda la malla es

I= / /B w(& )QUE, ) dén (4.29)
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4.5 Funcional armonico de adaptividad

v si @ estd definida sobre la regién fisica 2, la medida total es

I= //Qw(x,y)Q(x,y) dxdy. (4.30)

Si calculamos la totalidad de la medida sobre el espacio fisico (4.29), estaremos midiendo
la calidad relativa a la malla igualmente espaciada, y si medimos la calidad sobre la
regién de estudio (4.30), la integral representa la suma de la calidad de todas las celdas
de la malla, y por consiguiente, las celdas mas grande tendran una influencia mayor
que aquellas pequenias véase Warsi y Thompson [327].

El peso w en (4.29) y (4.30) debe ser positivo y dependiendo de su formulacién
tendra una accién sobre las celdas o sobre los nodos. Si la funcién de peso depende de
las coordenadas 16gicas w = w(&,n) los pesos estédn asociados a los nodos de la malla.
Si la funcién de peso depende de las coordenadas fisicas, los pesos estan asociados a la
posicién dentro del espacio fisico.

Si formulamos el funcional de longitud o suavidad sobre el espacio légico B =

[0,1] x [0,1], en la forma
1= [ [ (992 + (90 dady

haciendo un cambio de coordenadas hacia el espacio fisico R?

Yn xn —Ye Ze

5;1::77 gy — 7)::::7 ny:J

el funcional de suavidad se puede eSCI"IblI" como

IS:// TR TV Y e
B J
(muchas veces conocido de suavidad porque sus ecuaciones Euler-Lagrange es la ecua-
cién de Laplace).

Este funcional puede ser ponderado usando las ideas discutidas al principio del
capitulo en la forma

. _// x§+y§ L@+ ) dedn

para controlar la distorsién de las celdas en cada direccién £-1 o aspect ratio y en general
si usamos

(7 —l—m +yZ+

podemos controlar el tamano de las celdas. En Gonzalez [146] se describe una discre-
tizacién de este funcional arménico en la cual los pesos w y 1/w representan al aspect
ratio de las celdas en By transformadas por el mapeo armonico.
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Una generalizacién del funcional arménico de adaptividad estd detallada en Ivanen-
ko [158, 158, 161], y Liseikin [204, 205]. En esta formulacién se considera de manera
adicional una superficie z = f(z,y) definida sobre la regién de estudio . La idea
detras de esto, es hallar un mapeo uno a uno y sobre de tal manera que el mapeo de la
superficie al cuadrado unitario B sea armonico. Eso nos conduce minimizar

, /1 /1 (xF +ap)(L+ f2) + (2 +vp) U+ f7) + 2fu fy(Teye + 2qyn)
0 0

(Teyn — Tpye)y /1 + B+ 1

Aqui z = f(x,y) es la superficie sobre la cual se impone que el mapeo sea arménico.
Una interpretacién geométrica de este funcional es que las funciones de peso 1+ f2 y
14 fg controlan las lineas £ y 1, componentes de la malla, alargando o concentrando
las celdas con respecto a la longitud de arco de la funcién f, véase [159, 160, 205, 38]
La idea de usar pesos en las formulaciones variacionales no es reciente. En 1982,
Brackbill y Saltzman [46] propusieron construir mallas adaptativas minimizando el

funcional ponderado de drea:
I, = // wJ? dédn,
B

el funcional ponderado de longitud

(4.31)

I, = // w(xg + yg + x% + yg) d&dn,
B

y el de ortogonalidad

I, = //Bw(xgxn—kygyn)Q dgdn.

En cada uno de ellos, el peso es no negativo w > 0. La eleccién de los pesos y cémo
resolver esas formulaciones variacionales ha dado pie e diferentes métodos para construir
mallas adaptativas.

Nosotros usaremos versiones discretas de estos funcionales para controlar alguna
propiedad geométrica por zonas. Primero comentaremos algo sobre la forma en que
usualmente se eligen las funciones de peso.

4.6. Sobre las funciones de peso

La eleccién de las funciones de peso w dependen del método en que se realice la
adaptividad y la informacién que se cuente del fenémeno fisico a modelar. Por ejemplo,
si se cuenta con una funcién u(z) que es solucién del problema fisico a modelar, o
alguna que monitoree la calidad de la solucién como puede ser un estimador de error
por aproximacion, esa informacion es 1til para definir una buena funcién de peso.

108



4.6 Sobre las funciones de peso

Usualmente en una dimensién se emplean cominmente tres funciones de peso

w(zr) = 1+ 04||u(:r)||2 (4.32)
w(z) = 1+ allugl? (4.33)
w(z) = 1+ alu|?+ Bllue (4.34)

donde «, § son positivos.

La expresion (4.32) es una de las més empleadas en la literatura, y usualmente se
utiliza cuando se cuenta con un estimador u(x) del error de aproximacién, de manera
que los nodos de las mallas se acerquen donde la magnitud del error es diferente de
cero.

La segunda expresién (4.33), es otra funcién de peso usada en muchas aplicaciones
y representa la longitud de arco de la funcién monitor u(x). La idea detrds es construir
una malla cuyos nodos se encuentran equidistante sobre la curva de la funcién u(z). Una
representacion grafica de los puntos obtenidos usando (4.33) se observa en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Idea grafica de los puntos de adaptividad &; obtenidos usando como funcién

de peso a la longitud de arco de una funcién monitor u(z).

En términos generales si la funcién de peso w(z) estd basada en una medida o
proporcién del gradiente de la solucién u(x), lo que se persigue es que la malla se
adapte al fenéomeno fisico donde el gradiente sea grande.

La tercera expresién (4.34) requiere la primera y segunda derivada de u(x) y es
usada para incrementar la concentracion de los nodos de la malla cerca de los extremales
(minimo o méximo) de u(z).
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El disefio de esas funciones de peso depende de la informacién apriori que se tenga
de la aplicacién y acorde con el método con el cual se desea resolver la adaptividad.
Por ejemplo, usando el principio de equidistribucién para dos dimensiones Anderson en
1987 [5] propone un esquema para construir mallas adaptativas usando las ecuaciones
elipticas TTM (4.9)-(4.10) y como funciones de control a

P = [G+&leEn) (4.35)
Q = [n+mnle&n) (4.36)
para las cuales usar
o 1 811)1
o(&m) = w, 0 (4.37)
o 1 8w2
e(&n) = w726777 (4.38)

que involucra a pesos undireccionales en la forma

ou\ 2
6 2
wy = 1+ Ay (8z> (4.40)

donde A1, As son positivos. Aqui, u representa una funcién o medida asociada al flu-
jo a modelar. Anderson resuelve el sistema eliptico usando un método de direcciones
alternativas, obteniendo resultados muy interesantes en regiones sencillas. En 1984,
Dwyer [93] y en 1985, Eiseman [100], desarrollaron otros esquemas basados en direccio-
nes alternantes para resolver ecuaciones diferenciales de problemas de flujo, para estos
métodos propusieron elegir los pesos de adaptividad en la forma

m
Wi=1+ X\M,;. (4.41)
j=1
Usualmente, los escalares M;; > 0 representan una medida de alguna variable fisica a
observar, por ejemplo la norma del gradiente o la magnitud de su segunda derivada.
Aqui m es el nimero de medidas y ); es una constante de adaptividad para cada
medida.

Los coeficientes de adaptividad A en (4.41) juegan un papel control de adaptividad
para la medida Mj;. Por ejemplo, si M; representa una medida del gradiente, usando un
valor grande de \;, obtendremos un agrupamiento de nodos y celdas formando clusters
o zonas de adaptividad. Si el valor de A; es pequeno la concentracién de las celdas sera
débil o suave sobre esas zonas.
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El término constante a 1 que aparece como sumando en estas formulaciones (4.32)—
(4.33), (4.39)—(4.40) y (4.41) es muy T1til para la adaptividad, ya que si los valores M;;
son cercanos a cero el peso total es W; = 1 y esto nos conduce a una malla uniforme (no
hay adaptividad), en la literatura a este valor constante se le conoce como pardmetro
de suavizamiento o de uniformidad.

En 1992, Jeng y Liou [166] de manera experimental proponen una modificacién de
las funciones de peso (4.41) en la forma

1 m
W; = a5 " ; A M (4.42)

donde AS; representa el espaciamiento entre nodos para la i-ésima linea curvilinea.
Esta idea la proponen para que en el caso de que las constantes de adaptividad A; sean
cero, el peso W; sea el reciproco del espaciamiento y con esto las celdas no se alejen
de la forma original; esto es, sean preservadas las propiedades geométricas de la malla
previas a su adaptabilidad.

En la literatura existe una basta referencia a cémo usar o definir funciones de peso
para la adaptividad de una malla. Soni et al. [296] revisan algunas de las propuestas de
eleccién para los pesos W, cada una de ellas dependiendo si deseamos ajustar los nodos
o las celdas y en cada caso, si definimos los pesos sobre el espacio fisico o 1égico. En
ese articulo, Soni et al. sugieren, que de contar con medidas W7, Wy, W3 del gradiente,
la velocidad, y la presién de un problema de flujo, es conveniente usar, como pesos de
control, a una suma booleana de esas medidas en la forma

Wy ® W ® Ws
méx{Wl, WQ, WQ} mfiX{Wl, WQ, WQ} méX{Wl, WQ, WQ} )

W=1+

Como se puede observar, estos pesos se encuentran normalizados. Soni et al. senalan
que de contarse con medidas que estimen los vértices del flujo turbulento y choques
presentes dentro del fenémeno fisico, es posible anadir esas medidas a los pesos de
control usando las sumas booleanas.

En 1999, Kania [172] propone que las funciones de peso para adaptividad sean
calculadas como combinacién lineal de m funciones del flujo en la forma

2211 ¢z
donde w; son funciones del flujo adimensionados con un peso ¢;. La funcién de adap-
tividad o funcién de peso que propone es

W:

Juw = WO¢0 + ||VVV||2

donde Wy es el promedio ponderado de drea de |AW || y ¢q se elige convenientemente
para la densidad de la adaptividad.
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Es interesante hacer notar que dependiendo de la formulacion del método adaptativo
se proponen en la literatura diferentes pesos o funciones de control para mover los puntos
alrededor de la zona de interés.

4.7. Funcionales discretos de adaptividad

Nosotros estamos interesados en construir mallas adaptativas mediante el control
de la geometria de las celdas. Para esto usaremos funcionales gométricos discretos pon-
derados, algunos de los cuales provienen de una discretizacion de las formulaciones
variacionales (4.30) o (4.29). Ahora, para garantizar la e-convexidad de la malla com-
binaremos esos funcionales discretos con los funcionales convexos de area discutidos en
el capitulo 3.

En general, los funcionales geométricos discretos que nosotros usamos son de la
forma

N
F.(G) =) f(T,), (4.43)

donde T} es un elemento triangular de la malla, y f mide alguna propiedad geométrica
local de las celdas como lo son la suavidad, ortogonalidad, area, etc., ver la Tabla 4.1
y la Figura 4.4. La suma es sobre N el ntimero total de elementos triangulares de la
malla.

Siguiendo las ideas de las secciones previas, es natural que esta suma se cambie por
una suma ponderada

N
F(G) =Y w,f(Ty), (4.44)
q=1

donde los pesos wy > 0 son usados para controlar la caracteristica geométrica de las
celdas, por ejemplo, el tamano de area de los elementos.

Para fines practicos resulta conveniente expresar el funcional geométrico (4.44) sobre
todos los elementos de las celdas c;; por lo que escribimos

m—1n—1

F(G) =Y wif(ei) (4.45)

i=1 j=1
donde m,n es la dimensién de la malla en cada direccién. Por la forma en que hemos

escrito (4.45), los pesos actian sobre cada celda. Una restriccién que pediremos a los
pesos es que sean estrictamente positivos

Wij > 0
de otra manera podemos tener problemas de convergencia para obtener una malla e-
convexa.
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En lo siguiente daremos las pautas para resolver el

Problema 1 Construir mallas e-convexas con distribuciones predefinidas del tamano

de las celdas usando para esto funcionales discretos pesados.

El Problema 1 arriba planteado lo abordaremos usando funcionales convexos de
area S, (G) en combinacién con un funcional ponderado, tal y como se sefiala en el
siguiente

Teorema 4.1 Sea € > 0, f.(Ty) funcion positiva sobre los elementos triangulares y
Do # 0. Dada una malla inicial Gy, para un valor w > 0 suficientemente grande es

posible encontrar una malla G* e-convexa, como dptimo de

G* = argmin(l — o) )+o Z wq fe(T, (4.46)

con 0 <o <1.

La prueba de este teorema es idéntica a la desarrollada por Dominguez en [91] y esto se
debe a que el funcional discreto ponderado (4.44) es positivo toda vez que empleemos
pesos positivos wg > 0.

Algunos de los funcionales geométricos discretos que comunmente usamos estan
definidos sobre los elementos triangulares 7', ver la Tabla 4.1 y la Figura 4.4 para
seguir la notacién empleada.

funcional de drea fa(T) = (alJyb)?
funcional de longitud f(T) = |la]|® + ||b]|?
funcional de ortogonalidad f.(T) = (a'b)?
funcional de suavidad (o arménico) | fs(T) = M

Tabla 4.1: Algunos funcionales geométricos discretos.
En la notacién de la Tabla (4.1) empleamos

0 1
J2_<_1 0).

Como revisamos en la seccién previa, usualmente los pesos provienen de alguna
funcién de adaptividad g = g(z,y) definida sobre toda la malla G; a esta funcién se le
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R
b=b= P P
q
Q
P r
a=d=P0)

Figura 4.4: Un elemento triangular y notacién vectorial empleada en la Tabla 4.1.

conoce como funcién monitor, funcién de control de adaptividad de la malla o funcién
de densidad de la malla. La forma de la funcién monitor g dependera del proceso a
modelar.

Lo usual es que los pesos estan en funcién de los nodos x; ; en la forma

Wi 5 = 1+ g(xiyj).

El valor constante 1 se usa como suavizamiento o uniformidad de elementos de la malla
donde g no es grande. Esta eleccién de los pesos es usada por Kattri [175, 176], nosotros
proponemos usar la funcién de peso w; ; como el promedio de los valores de g de los 4
vértices de la celda ¢;; para tener un mejor control en la forma de las celdas. Esto se
escribe como

gleig) = 3 [o(0xi) + 9((xi4100) + 9(xis1501) + 9((xi541))].

En algunos casos, puede ser muy costoso evaluar g = g(x,y) sobre 4 nodos, por lo que
una segunda propuesta es usar el centroide C; ; de la celda ¢; ;

1
Ciyj - 1

como representante de toda la celda:

(Xz‘,j T Xit1,j F X141+ Xm’+1>-

9(cij) = 9(Cij).
Una vez calculados los pesos w; j procedemos a resolver el Problema de optimizacién

(4.46). Para que las celdas se ajusten a la forma de g = g(x,y) debemos actualizar los
pesos y volver a resolver 1. Esta idea viene descrita en siguiente apartado.
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

4.7.1. Procedimiento iterativo de adaptabilidad

La adaptabilidad por funcionales ponderados es muy atractiva; sin embargo, hemos
notado que las celdas de la malla éptima obtenida al resolver (4.46), no siempre se
encuentran cercanas a la zona de interés. Esto se debe a que los pesos wy, = w(cy)
que hemos asignado dependen de la malla inicial en el problema de optimizacién 4.46.
Para mejorar la adaptabilidad, proponemos usar un proceso iterativo en el cual sen
actualizados los pesos.

El procedimiento es simple: contando con una malla e-convexa calculamos los pesos
wq = w(cy) sobre cada celda ¢, de la malla, con estos pesos se resuelve el problema de
optimizacién (4.46) y obtendremos una malla e-convexa donde los nodos se ajustan de
acuerdo a los pesos wy, actualizando los pesos w, para la nueva malla y se repite el
procedimiento hasta satisface algiin criterio de paro.

Este procedimiento se escribe como

1) Para k = 0, construya una malla G, e-convexa.

[N}

Calcule wy = w(c,) para cada celda de la malla G,

)
3) Elija un funcional discreto f. positivo (ver Tabla 4.1).
)
3)

Con esos pesos resuelva el problema de optimizacién
N

G" =argmin(l — 0)S,(G) + o Z wefe(Ty)
q=1

debido a que los pesos wy > 0y f. > 0, la malla resultante también es e-convexa

4) use esta malla 6ptima para el siguiente paso k+1 de iteracién Gy = G* y repita
2)-3) hasta satisfacer algun criterio de paro.

La idea de este procedimiento es que los pesos w, converjan gradualmente a un valor
constante para cada celda, y con esto, las celdas de la malla se adapten gradualmente
a la forma de la funcién monitor.

En la préactica hemos observado que entre seis y ocho iteraciones del procedimiento
anterior es suficiente para la mayoria de los ejemplos numéricos empleados.

Veamos algunos ejemplos tomados de la literatura, mostraremos las curvas de nivel
y la funcién superficie para comprender las zonas de adaptividad de la malla. Salvo
que se especifique lo contrario, en todos los ejemplos siguientes usaremos el funcional
de longitud ponderado.

4.7.2. Ejemplos

En los siguientes ejemplos nos interesa concentrar la malla alrededor de una curva
en el plano representada por una ecuacién analitica h(x,y) = 0. La curva se describe
como
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C= {(x7y) € ]R2| h(z,y) = 0}.

Para lograrlo usaremos funciones de control basados en la gaussiana

9(z,y) = aexp(—Bh(z,y)?) (4.47)

donde o« > 0 y B > 0 son valores fijo elegidos adecuadamente de manera que nos
permitan escalar la funcién y concentrar las celdas de la malla entorno a la curva €.

La forma elegida para la funcién monitor (4.47) nos permite asignar el valor fijo
de «a si (z,y) € € y un valor pequefio si (z,y) € C. Es facil observar que conforme
8 — o0, g(x,y) estard cerca de ser una funcién impulso, para los puntos sobre C y
cero fuera de ella. Para nosotros  representa al coeficiente de adaptividad y « es un
parametro de escala.

En otros ejemplos emplearemos la funcién monitor

g(z,y) = aexp(=Bh(z,y)|), (4.48)

La diferencia entre usar esta funcién monitor y (4.47) es la densidad de celdas entorno
a C. Esta densidad serd menor usando (4.48) debido a que su superficie tiene un pico
no diferenciable en la cima por lo que los valores de g(x,y) se alejan més rapidamente
del valor @ conforme nos alejemos de la curva €.

Funcién monitor 1: elipse

La funcién monitor o de control

g(z,y) = exp(—=50(4(2z — 1)2 +9(2y — 1)2 — 1)?) (4.49)

es usada por Ren y Wang [260] y Barrera et al. [37] como funcién de prueba para los
métodos de adaptabilidad que proponen. Esta funcién se usa para concentrar la malla
alrededor de la elipse

420 —1)2 +9(2y —1)* = 1.

En la Figura 4.5 se aprecia la forma de esta funcién monitor tanto las curvas de nivel
como la superficie de la misma.

Es facil observar, que si usamos un valor de 5 > 50 la concentracién de los elementos
ocurre cada vez més cerca de grifica de la elipse 4(2x —1)?49(2y — 1)? = 1. En general
este efecto serd asi toda vez que usemos como funcién monitor una funcién de la forma
(4.47); en cuyo caso los pesos son de la forma

w(z,y) =1+ aexp(—Lh(z,y)). (4.50)

En la Figura 4.6 se observa la evolucién del procedimiento iterativo (o adaptativo)
descrito en la seccién anterior para una malla de 41 x 41 sobre el cuadrado unitario
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Curvas de nivel y (b) superficie de la funcién monitor (4.49): elipse.

usando como funcién de pesos a
w(z,y) = 1+ 20exp(—50h(z,y)).

Durante el proceso iterativo, observamos que en la sexta actualizacion de los pesos
w(z,y) se obtuvo convergencia en la adaptividad, en el sentido de que en las siguientes
actualizaciones del procedimiento 4.7.1, el método de optimizacién alcanza el criterio de
paro elegido sin reportar ningtiin cambio cualitativo en la forma de la malla adaptativa.
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Figura 4.6

cuadrado unitario. (a) iteracién 1, (b) iteracién 2, (c) iteracién 3, (d) iteracién 6.

: parabola
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La funcién monitor o de control

(4.51)

)

)2

+0.5

exp(—=50((2y — 1) — (22 — 1)?

9(x,y)
es usada por Ren y Wang [260], De la Cruz [83] como funci

tor de prueba. Esta

bola descrita por la curva

6n moni

a

s

funcién se usa para concentrar la malla alrededor de la par

2y —1)— (2z—1)24+0.5=0.

FEn la Figura 4.7 se aprecia la forma de la funcién monitor anterior, tanto por sus

curvas de nivel como por la superficie que describe.
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

Figura 4.7: (a) Curvas de nivel y (b) superficie de la funcién monitor (4.51): pardbola.

De nueva cuenta, si usamos un valor de § > 50 la concentraciéon de los elementos
ocurre cada vez més cerca de gréfica de la pardbola h(z,y) = (2y—1)—(22—1)24-0.5 = 0.

En la Figura 4.8 se observa la evolucién del procedimiento iterativo (o adaptativo)
descrito en a seccién 4.7.1, para una malla de 41 x 41 sobre el cuadrado unitario usando
como funcién de pesos a

w(x,y) =1+ 10exp(—50h(z,y))

Para este ejemplo y los restantes observamos que en la cuarta actualizacién de
los pesos w(z,y) ya no se observa ningin cambio cualitativo en la forma de la malla
adaptativa.
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Figura 4.8: Mallas adaptativas de 41 x 41 usando la funcién monitor (4.51) sobre un

cuadrado. (a) iteracién 1, (b) iteracién 2, (c) iteracién 3, (d) iteracién 4.

Funcién monitor 3: circunferencia

La funcién monitor o de control

g(x,y) = exp(=50|(z — 0.5)* + (y — 0.5)% — 0.25%)) (4.52)

es usada por Huang y Sloan [153], Huang [154], Cao, Huang y Russell [59] como funcién
monitor de prueba para el método de que proponen y es usada para concentrar la malla
alrededor de una circunferencia.

En la Figura 4.10 se observa la evolucién del procedimiento iterativo (o adaptativo)

descrito en la seccién 4.7.1, para una malla de 41 x 41 sobre el cuadrado unitario usando
como funcién de pesos a
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

Figura 4.9: (a) Curvas de nivel y (b) superficie de la funcién monitor (4.52): circunferencia.

w(z,y) =1+ 10exp(—50h(z,y))
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Figura 4.10: Mallas adaptativas de 41 x 41 usando la funcién monitor (4.52) sobre un

cuadrado. (a) iteracién 1, (b) iteracién 2, (c) iteracién 3, (d) iteracién 4.
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

Funcién monitor 4: seno

La funcién monitor o de control

g(x,y) = exp(=50(y — 0.5 — 0.25 sin(27z))?) (4.53)

es usada por Cao, Huang y Russell [59] como funcién monitor de prueba para el méto-
do moving adaptive meshes que proponen y por Ivanenko [161] para construir mallas
armoénicas adaptativas. En ambos casos, la malla se concentra alrededor de la funcién
seno;

y—0.5—0.25sin(2mz) =0

Figura 4.11: (a) Curvas de nivel y (b) superficie de la funcién monitor (4.53): seno.
En la Figura 4.12 se observa la evolucién del procedimiento iterativo (o adaptativo)

descrito en la seccién 4.7.1, para una malla de 41 x 41 sobre el cuadrado unitario usando
como funcién de pesos a

w(z,y) = 1+ 20 exp(—30g(z, y)).
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Figura 4.12: Mallas adaptativas de 41 x 41 usando la funcién monitor (4.53) sobre un

cuadrado. (a) iteracién 1, (b) iteracién 2, (c) iteracién 3, (d) iteracién 4.
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

Funcién monitor 5: circunferencia mévil con el tiempo

En 2003, Cao, Huang y Russell proposieron un método de malla mévil, moving mesh
method, para resolver ecuaciones diferenciales [59]. Uno de los ejemplos que discuten el
objeto mévil es un circunferencia en movimiento con respecto al tiempo. El método de
resoluciéon que proponen es consistente con la geometria de la malla adaptativa en cada
paso del tiempo. El objeto en el tiempo esta representado por

p(x,y,t) = 10 exp(—50|(z — % - %cos(%rt))2 +(y— % - isin(%rt))2 - (%0)2|) (4.54)

El método desarrollado por Cao, Huang y Russell [58], se conoce en la literatura como
geometric conservation law o GCL.

Para este tipo de problemas es idéneo usar mallas estructuradas adaptivas ya que,
como no se requiere anadir ni eliminar elementos y puntos, el costo y la aproximacion
en el siguiente paso del tiempo se reduce drasticamente al no tener que reiniciar el
método de aproximacién de la ecuacién diferencial, véase [59].

Para calcular los pesos hemos usado el tiempo fijo para tg = 0.0, t; = 0.25, to = 0.5
y t3 = 0.75 en la forma

Primero calculamos una malla adaptativa para t = tg, para la cual requerimos 4 ac-
tualizaciones de los pesos w(z,y), ver Figura 4.13(b). Para el siguiente paso del tiempo
t = t1, usamos la malla adaptativa previamente obtenida como malla inicial y lue-
go de cuatro actualizaciones de los pesos obtuvimos una buena malla adaptativa, ver
Figura 4.13(c).
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Figura 4.13: Mallas adaptativas de 41 x 41 usando la funcién monitor (4.54) sobre un
cuadrado. (a) tiempo ¢t = 0.0, iteracién 1, (b) tiempo t = 0.0, iteracién 4, (¢) tiempo

t = 0.25, iteracién 1, (d) tiempo ¢t = 0.25, iteracién 4.
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4.7 Funcionales discretos de adaptividad

Continuamos con esta idea de usar la malla previamente obtenida y para el siguiente
paso del tiempo t = t2 y luego de cuatro actualizaciones de los pesos obtuvimos una
buena malla adaptativa, ver Figura 4.14(b). Para el ultimo paso del tiempo, t = t3
usamos la malla adaptativa previamente obtenida como malla inicial y luego de cuatro
actualizaciones de los pesos obtuvimos una buena malla adaptativa, ver Figura 4.14(c).
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Figura 4.14: Mallas adaptativas de 41 x 41 usando la funcién monitor (4.54) sobre un
cuadrado. (a) tiempo ¢ = 0.5, iteracién 1, (b) tiempo ¢t = 0.5, iteracién 4, (c) tiempo

t = 0.75, iteracién 1, (d) tiempo ¢t = 0.75, iteracién 4.

En los 5 ejemplos que hemos estudiado, la malla adaptativa se ha obtenido mini-
mizando (4.46) el cual es una combinacién lineal convexa entre el funcional convexo
de drea S, (G) y el funcional de longitud con un valor de o = 0.9; esto se hace para
que todo el peso de la adaptividad recaiga sobre el funcional de longitud siempre que
garanticemos la e-convexidad de la malla.
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buenos resultados. Hemos de senalar, que Ppara la region de la habana probamos una
malla de 41 x 41 y observamos que no se logré la convergencia del procedimiento de

adaptividad, presumiblemente por las condiciones de e-convexidad elegidas y la forma

ejemp

resultante sea e-convexa. En estos
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de la regién.
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4.8. Adaptividad geométrica basada en la distancia a un

objeto

Una vez que hemos dado las bases para construir mallas adaptativas usando fun-
cionales discretos, volvamos al primer problema planteado al inicio de este capitulo:

Problema 2 Consideremos una region poligonal Q C R? y un subconjunto T' de ma-

nera que

rcq,

nuestro interés es construir una malla e-convexa que se adapte a la forma de T'.

vty
o *eeene,

0 Steteag g geseseret”

& seannes

Figura 4.16: Region de estudio €2 y regién interna I'.

Para este tipo problemas proponemos construir funciones de control basados en el
célculo de la distancia de un punto al objeto. La distancia de un punto P = (x,y) a T,

la cual se define como
d(P,T') = mind F, 4.55

donde d(-, ) representa la distancia euclidiana.
El conjunto u objeto I' puede representar:

1. o una regién poligonal (abierta o cerrada)

2. un cimulo de puntos (una coleccién finita, usualmente dispersa)
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y desde luego, podemos usar una combinaciéon de ellos para representar al objeto T'.
En cualquier caso, debemos resolver de manera eficiente el cdlculo de la distancia al
conjunto I" (4.55).

Para el caso en que I' representa una regién poligonal, este problema de distancia
involucra resolver el calculo eficiente de la distancia de un punto a un segmento y usado
adecuadamente podemos construir la distancia a cualquier poligonal.

Contando con la distancia de un punto a un objeto, proponemos una funcién de
control de la forma

(0%
PP) = AP T

donde ¢, > 0 se le conoce como el coeficiente de adaptividad el cual es un pardmetro
que se elige para controlar la densidad de adaptividad y a > 0 es un parametro de
escala dependiente de la regién de estudio.

En la Figura 4.17 se observa el comportamiento de la funcién (4.56) con respecto
al coeficiente de adaptividad.

(4.56)

1.2

Figura 4.17: Forma geométrica de las funciones de control (4.56) para diferentes pardme-

tros de densidad ¢, y a = 1.

Si la malla es fina, el costo de calcular (4.55) para cada punto de la malla puede
ser alto. Nosotros sugerimos calcular la distancia del centroide C;; de la celda c; ; al
objeto:

w(cij) =1+ (P(Cij)
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4.8.1. Ejemplos

Ahora pasaremos a describir algunos problemas de adaptividad que hemos resuelto
usando la funcién monitor (4.56) y en base a estos resultados daremos algunas ideas
para usar la adaptividad geométrica dependiendo del problema a resolver.

Ejemplo 1: poligonal abierta

Consideremos una placa representada por una regiéon poligonal €2 y una fisura en
esta descrita por la poligonal abierta I' como se aprecia en la Figura 4.16. La colecciéon
de puntos que estan a igual distancia d de I" son tubos que lo circundan a T'.

Para construir una malla adaptativa, primero construimos una malla e-convexa de
55 x 77. Luego optimizamos (4.46) para el cual elegimos el funcional geométrico de
longitud descrito en la Tabla 4.1. Aqui los pesos fueron calculados usando (4.56) para
a =10y ¢, = 1. En la Figura 4.18 se aprecia la malla adaptativa obtenida y en
Figura 4.19 se observa un acercamiento a la zona de adaptividad.
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Figura 4.18: Una malla adaptativa alrededor de I' usando la funcién de control o adap-
tividad (4.56) para a =10y ¢, = 1.

Continuaremos planteando diferentes ejemplos de adaptividad y en cada uno de
ellos cambiaremos el factor de escalamiento « y el coeficiente de adaptividad ¢, para

entender su uso.
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Figura 4.19: Un acercamiento a la zona de adaptividad.

Ejemplo 2: poligonal cerrada y el pardmetro de densidad
Para el siguiente ejemplo consideremos por §2 al cuadrado unitario y I' una region

poligonal cerrada interna:

I'= POlngHO(Pl, PQ, P3, P4, P5, Pl)

donde

P1(0.238095, 0.238095), P»(0.714286, 0.238095), Ps(0.714286, 0.714286)
P4(0.238095, 0.714286), P5(0.357143,0.357143)

Nuestro interés es que la malla se adapte alrededor de la poligonal I". Este ejemplo
nos serd de gran utilidad para ilustrar el uso del parametro de adaptividad c,.

La teoria nos garantiza que obtendremos una malla e-convexa adaptativa resolvien-
do el problema de optimizacién (4.46) para un valor w > 1 suficientemente grande,
pero para facilitar el procedimiento de adaptividad es recomendable iniciar el proceso

adaptativo con una malla e-convexa.
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4.8 Adaptividad geométrica basada en la distancia a un objeto

Para este ejemplo usaremos la funciéon de pesos

1
01T cad(Py TP

En la Figura 4.20 se observa la adaptividad alrededor de la poligonal T'.

(4.57)

1

w(i, J)
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Figura 4.20: Mallas adaptativas de 81 x 81 usando la funcién monitor (4.57) sobre: (a) ma-

0.1, (d) adaptividad

1 (¢) adaptividad usando ¢, =

lla inicial (b) adaptividad usando ¢,

usando ¢, = 0.01.

Este ejemplo ilustra que el pardametro de densidad ¢, debe ser calibrado en cada
problema, para un valor mas pequeno la concentraciéon o densidad de los elementos

es mayor alrededor del objeto I' e inversamente proporcional si la celda estd lejos del

objeto.
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4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

Ejemplo 3: densidad a distancia constante

En algunos problemas de flujo es muy util que la malla se adapte a distancia cons-
tante de un objeto I' en el interior de Q2. Para este caso, se dice que I' es un agujero o
una isla. Para ilustrar este problema, usaremos de nuevo el cuadrado unitario y como
obstdculo usaremos la poligonal T" del ejercicio anterior.

T

IRNNAY

11
anma:
T

manil

Figura 4.21: Las celdas se han concentrado en una franja a distancia constante de I'.

Para lograr esto, hemos truncado la funcién de adaptividad por una constante a
distancia fija de .

Para abordar este problema usaremos distancias dirigidas para de esta forma iden-
tificar si nos encontramos dentro o fuera de la regiéon de interés, y mediante una funcién
de densidad como la mostrada en (4.56) podemos concentrar las celdas alrededor de la
regién interna.

Ahora, si usamos distancias dirigidas, podemos adaptar la malla al exterior del
obstdgulo I' o por el contrario, exclusivamente en el interior. En la Figura 4.22 se
ilustran estas ideas.
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Ejemplo 3: ciimulo de puntos

En algunas aplicaciones se requiere ajustar la malla a un cimulo o colecciéon de
puntos. Estos puntos pueden representar los pozos de un yacimiento y el interés en
ajustar la malla a los pozos para modelar adecuadamente la presion de las fuentes o
sumideros del flujo.

Fl ejemplo que presentamos es simple, usaremos de nueva cuenta 2 como el cuadrado
unitario pero ahora I' representa a una coleccién de puntos aislados. Nuestro interés es
construir una malla que se adapte a esos puntos. Usaremos los puntos del ejemplo 2:

I'={P1, P, P3, Py, P5}

con

P;(0.238095,0.238095), P»(0.714286, 0.238095), P5(0.714286,0.714286)
P4(0.238095, 0.714286), P5(0.357143,0.357143).
Para este ejemplo usaremos la funcion de pesos

1
T 011 cad(P, 1)

w(i,j) =1

y resolveremos el problema de optimizacién (4.46) con o = 0.9. Las mallas adaptativas
se observan en la Figura 4.23.
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4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

Otra forma para construir una funcién de control usando la distancia a un objeto
es mediante una funcién gaussiana de la forma

w(i,7) = 1 4+ aexp(—c,d(P,T)?) (4.58)

donde a > 0 es un pardmetro de escala y ¢, > 0 es un parametro de densidad.
En la Figura 4.24 se muestra la forma de estas funciones para diferentes valores del
parametro de densidad c,.

1.2

Figura 4.24: Forma geométrica de las funciones de control (4.58) para diferentes pardme-

tros de densidad ¢, y o = 1.

Para el problema de adaptividad en un cimulo de puntos hemos probado los pesos
(4.58) con muy buenos resultados. En la Figura 4.25 se observan las mallas adaptativas
obtenidas para dos valores de c¢,.
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usando ¢, = 1y (b) usando ¢, = 0.1.

Figura 4.25
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Ejemplo 4: adaptividad geomeétrica sobre curvas

Si para una curva C en el plano le asociamos una coleccién de mp puntos que la apro-
ximen adecuadamente, podemos usar la poligonal I" para construir mallas adaptativas
usando una funcién de control basada en distancias.

FEn los ejemplos que mostramos hemos usado las 4 curvas de la seccién previa

1) elipse: 422 —1)2+ 922 - 1)2—-1=0

)
2) pardbola: (2y —1) — (22 —1)24+0.5=0
3) circunferencia: (z — 0.5)% + (y — 0.5)2 — 0.252 = 0
)

4) seno: y — 0.5 — 0.25sin(27z)? = 0

y para cada una de ellas construimos poligonales de 90 puntos para representar una
aproximacion de cada una de ellas.
Para cada uno de los ejemplos que presentamos usamos como funciones de peso a

10 1
T R R
wig) =1+ 17 AP, T2 T 01101d(P, 1)

(4.59)

donde F; ; es el centroide de la celda ¢; j; y hemos usado el mismo proceso iterativo
de adaptividad que consiste en resolver el problema de optimizacién (4.46) y actualizar
los pesos w(i,j) y volver a resolver (4.46). En todos estos ejemplos solamente fueron
necesarias entre cuatro y seis actualizaciones de los pesos w(3, j).
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Figura 4.26

s

ia, (d) I' = funcién seno.
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(b) I = pardbola (c) I' = circun
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(4.59) sobre
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ivas de 81 x 81 usando usando los pesos
lares

iones irregu

Mallas adaptat

En estos ejemplos hemos usado una malla de 81 x 81 con muy buenos resultados
de convergencia del procedimiento de adaptividad. De nueva cuenta, seanalamos que

elipse y sobre las reg

Figura 4.27
procedimiento de adaptividad, presumiblemente por las condiciones de e-convexidad

para la regién de la habana usando una malla de 41 no se logré la convergencia del
elegidas, la distribucion de los nodos en la frontera y la forma de la regién.




4.8 Adaptividad geométrica basada en la distancia a un objeto

Ejemplo 4: adaptividad hacia la frontera de la region de estudio

Continuando con la idea del problema anterior, ahora nos interesa que las lineas
de adapten a la frontera de la regién. Esto lo haremos de una forma muy simple, la
poligonal T" es la frontera de regién de estudio, dicho de otra forma I' = ) y usaremos
la funcién monitor (4.56) basada en distancias.

Describamos un ejemplo particular. Usemos como regiéon de estudio al estrecho de
Gibraltar que se localiza entre la peninsula de Espana y la costa de Marruecos.

36’15
Spain Gowtar!
36°05' |-
it
[ ]
35%s5' |- Polvtant eose
35°45'

1 1
5755 5%5' 5°3s* 5°25° g1s'

Figura 4.28: Mapa del estrecho de Gibraltar.

De nueva cuenta usamos en procedimiento previamente descrito para la adaptividad
geométrica en este caso obtuvimos una suave e-convexa de 77 x 170 usando la funcién
de control (4.56) para ¢, = 0.1. En la Figura 4.29 se aprecia la malla adaptativa.

La adaptividad por distancias que estamos proponiendo también se puede realizar
por capas de la malla con la finalidad no alterar toda la malla sino solamente en zonas
predeterminadas. Tal es el caso de la malla adaptativa obtenida en la Figura 4.30 en la
cual para las 10 primeras capas de celdas de la malla usamos la funcién monitor (4.56).
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Una malla adaptativa a la fronteras del estrecho de Gibraltar
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Figura 4.29

Una malla adaptat

Figura 4.30

braltar




4.8 Adaptividad geométrica basada en la distancia a un objeto

Para finalizar, mostraremos la malla adaptativa que obtuvimos sobre esta misma
regién usando un peso fijo para las 10 primeras capas de celdas cercanas a la frontera
de la region.

(4.60)

(. .)_ 1 sil0<i<m—10, 10<;5;<n—-10
WAHI) = 2 en otro caso

Figura 4.31: Una malla adaptativa usando un peso fijo en las capas cercanas a la frontera

del estrecho de Gibraltar

Como es de apreciar, dependiendo del problema a resolver deberemos usar una u otra
técnica o metodologia y en cada casao, debemos calibrar la funcién de adaptabilidad.
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Ejemplo 5: control de la ortogonalidad cerca de frontera de la regiéon de

estudio

En algunas aplicaciones es necesario que las celdas cerca de la frontera sean lo mas
ortogonales posible. Nosotros hemos construido mallas con esta propiedades usando el
funcional S, ¢(G) con el funcional de ortogonalidad

fo — (atb)2

y con el funcional de area—ortogonalidad

fao(Q) = (llall* + lle*)(Ib]I* + [[d]%).

Una malla con estas caracteristicas se muestra en la Figura 4.32.

Figura 4.32: El embalse superior de Arkansas obtenida optimizando (1 — 0)S, (G) +
oF,(G), para o = 0.5.

Sin embargo, como se observa, algunas celdas cercanas a la frontera estdn muy
distorsionadas y lejos de su forma esperada, no son ortogonales, observe la Figura 4.33.

Nuestro interés es que las celdas cercanas a la frontera de la regiéon 92 sean lo més
ortogonales posible. Para resolver esto, usaremos la misma eleccién de pesos (4.60) que
usamos en el ejercicio anterior.
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Figura 4.33: Detalle cercano a la frontera de la malla de la figura 4.32.

Figura 4.34: Malla adaptativa ponderando el funcional de ortogonalidad con la eleccién

de pesos (4.60).
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Figura 4.35: Detalle cercano a la frontera de la malla de la figura 4.34.

Observe el detalle de la malla representado en la Figura 4.34. Con esta eleccion de
pesos hemos controlado la ortogonalidad de los elementos en la cercania de la frontera
de la regidn sin alterar la propiedades globales de la malla hacia el interior de la regién.

En los anteriores ejemplos hemos hemos mostrado una forma de usar los funcionales
ponderados para adaptar la malla en regiones o subregiones interiores de {2 usando
distancias. En la siguiente secciéon, revisaremos esta forma de adaptividad basada en
construir los pesos w(i, j) constantes formando un patrén o malla de referencia.

4.9. Una forma de construir mallas adaptativas usando
una malla de referencia

La generacién numérica de mallas adaptativas ésta asociada con el hecho de que las
lineas cuenten con un determinado espaciamiento, o bien que los elementos se aproxi-
men, en nuestro caso, al objeto o a la curva sobre el cual deseamos que se adapte la
malla. Para lograr esto, algunos investigadores definen un espacio de referencia sobre
el cual disenar funciones de control. Nakamura fue uno de los primeros investigadores
que desarrollaron en 1981 y 1982 [237, 238] el concepto de malla de referencia. En
esos articulos propone adaptar una malla mediante un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parabdlicas usando para esto funciones de control definidas sobre un espacio de
referencia adicional.
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

En 1986 Steinberg y Roache [299] proponen construir mallas adaptativas por méto-
dos variacionales usando una composicién de medidas geométricas. Para esto, definen
un espacio de referencia sobre el cual construyen una malla de referencia sobre una
regién simple (un cuadrado) e imponen que las propiedades de espaciamiento entre las
lineas de la malla de referencia se vean reflejados en la malla fisica, véase la Figura 4.36.

Y w1, w2,1- -

w1

Figura 4.36: Malla fisica, malla l6gica y malla de referencia.

En consonancia con el trabajo de Steinberg y Roache [299], en 1991, Castillo [69]
construye mallas adaptativas usando funcionales discretos ponderados. Los pesos los
construye usando una funcion definida sobre los nodos de la malla fisica. Esa coleccién
de pesos sobre los nodos

wij = U(Zij, Yi;j)
donde U(x, y) es una funcién positiva sobre el espacio fisico se le conoce como malla de
referencia. Castillo [69] observa que la distribucién de los nodos de la malla adaptativa
son consistentes con la malla de referencia. Los pesos pueden cambiar en cada iteracién
o pueden estar fijos.
Siguiendo la formulacién (4.44) para construir mallas adaptativas, los pesos estdn
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asociados a cada celda, por lo que para nosotros, la coleccién de pesos w;; puede
ser vista como elementos de una matriz o malla auxiliar o de referencia cuyos valores
pueden ser considerados en un dominio de pardmetros.

Con lo anterior, los pesos asociados a las celdas se encuentran en un espacio de
parametros

wz’,j:wi,j(Bi,j), t=1m-1,7=1n-1

aqui B;; es una malla no uniforme en el espacio de pardmetros. Con lo cual, los fun-
cionales ponderados los reescribimos como

m—1n—1
Fo(G) = > > wij(By) felcij)

i=1 j=1
donde w;;(B;;) son valores de una funcién positiva definida sobre una malla sobre el
espacio logico. Para nosotros la malla de referencia es la coleccién de pesos cada uno
asociado a cada celda, ver la Figura 4.36.

Los pesos seran de utilidad para contar un mayor o menor incidencia de la propiedad

geométrica f. sobre cada celda c; ;. En los siguientes ejemplos vamos a considerar que
los pesos son positivos y que estan escalados en la forma

0<w;; <1

las celdas c; j con la propiedad se concentran en zonas donde los pesos w;; ~ 1, y en
la zonas para las cuales el valor de los pesos es cercano a ser minw; ; la propiedad f.
serd uniforme.
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

4.9.1. Ejemplos

Describamos una coleccion de ejemplos para mostrar la utilidad de la adaptividad
mediante usando una malla de referencia con pesos prefijados.

Ejemplo 1: patron de referencia

El primer ejemplo consiste en replicar un patrén de referencia sobre toda una malla.
Para ejemplificar esto, se tiene un mosaico o detalle de tapiz como se muestra en la
Figura 4.37(a) y nuestro interés es llenar ese patrén sobre un espacio rectangular como
lo seria el piso de una casa. La malla de referencia se construye sobre una matriz de
dimensién pequena a la cual le asignamos valores 0.2 y 1.0 como se muestra en la
Figura 4.37(b).

Para este ejemplo, hemos asignado el valor w;; = 1.0 sobre el detalle a resaltar
del mosaico: las lineas que describen los rombos y las lineas que los separa, véase
Figura 4.37(a) y la matriz de valores Figura 4.37(b).

{10,1.0,0.2, . 1.8, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0 , 8.2 , 0.2, 0.2, 1,0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0}
{1.0,10,10, . 9.2, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0 , 0.2, 9.2, 1.9, 1.0, 0.2, 0.2, 8.2, 1.9, 1.0, 1,0}
{©.2, 1.0, 1.0 9.2, 0.2, 1.0, 1.9, 0.2, 1.9, 1.0, 0.2, 1.9, 1.9, 2.2, 0.2, 0.2, 1.9, 1.0, 1.0, 0.2}
{0.2,0.2,1.0 0.2, 0.2, 0.2, 1.9, 1.0, 1.9, 1.0, 1.0, 1.0, 9.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.9, 1.9, 0.2, 0.2}
0.2, 0.2 ,0.2, » 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2 ,0.2,0.2,0.2, 02 1.0, 1.0, 1,0, 0.2, 0.2, 0.2}
{1.0,0.2 ,0.2 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2 , 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0}
{1.0,1.0,0.2, ¢« 1.0, 1.9, 1.0, 0.2, 0.2, 9.2, 0.2 , 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 9.2, 0.2, 1.0, 1.0}
{0.2, 10,10, . 0.2, 10,10, 10,02, 0.2,02,02,1.0,1 0.2, 0.2, 0.2, 1.9, 1.0, 0.2)
{0.2, 02,10, . 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2 , 1.0, 1.0, 1 0.2, 0.2, 1.9, 1.9, 0.2, 0.2}
{0.2,0.2,0.2, .0.2,0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1,0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2}
{1.0,10,10, 1 0.2,0.2,0.2, 02,19, 1.0, 1.6, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 9.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.9, 1.0}
{1.0, 1.0, 1.0 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.9, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.9, 1.9, 1.0}
0.2, 0.2 , 0.2 . 0.2,0.2,0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2}
{0.2, 0.2, 1.0 . 90.2,0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.9, 2.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2)
0.2, 1.0 , 1.0 . 0.2, 1.9, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2 , 0.2 , 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 0.2}
{1.0, 1.0, 0.2 . 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0}
{1.9, 0.2 , 0.2 , 1.9, 1.9, 9.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 1.9, 1.9, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0}
{0.2, 02,02 , 1.9, 9.2, 0.2, 0.2, 0.2, 9.2, 9.2 , 0.2 , 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.9, 1.0, 9.2, 0.2, 0.2}
0.2, 02,10 ., 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0, 8.2, 0.2}
0.2, 1.0, 1,0 . 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 0.2, 1.8, 1.0, 0.2, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.9, 1.0, 0.2}
{10, 1.0, 1.0 , 0.2, 1.9, 1.9, 0.2, 9.2, 1.0, 1.0, 0.2, 0.2, 1.9, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0, 1.0}
{10, 10,02 1.0, 1.0,0.2,0.2,0.2,1.90,10,0.2,0.2, 02, 1.9, 1.0, 0.2, 0.2, 0.2, 1.0, 1.0}

—
=3
~

Figura 4.37: (a) Detalle de un mosaico (b) malla de referencia asociada al mosaico.

La matriz de valores Figura 4.37(b) la replicamos a lo largo de una matriz de celdas
embonando adecuadamente los pesos. La matriz de valores es de 22 x 22, la replicamos
4 veces para cubrir una nueva matriz de pesos w;; de 87 x 87. Con esta matriz de
pesos vamos a construir una malla adaptativa de 88 x 88 resolviendo el problema de
optimizacién (4.46) usando el funcional de longitud. La malla adaptativa obtenida es
un tapiz o tapete que observa en la Figura 4.37.

Este ejemplo es muy interesante para entender lo siguiente: nosotros hemos pondera-
do el funcional de longitud, para que las celdas sean flexibles y se ajusten a las zonas de
interés. Pero si ahora ponderamos el drea de las celdas solamente, también obtendremos
una malla adaptativa representando al tapete, esta se observa en la Figura 4.39.

Sin embargo, las lineas no se ajustan a la forma ya que la adaptividad de esta
forma hace que las celdas con peso grande traten de ser mas grandes que para un peso
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4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

Figura 4.38: Malla adaptiva de 88 x 88 que describe un tapete.

pequeno. Para lograr lo contrario: que las celdas sean pequenas en la zona que deseamos
adaptar, debemos usar una matriz de complementos, donde sea grande que sea pequena
y viceversa, para esto intercambiamos los valores de la malla de referencia. La malla
adaptativa de la Figura 4.41 se ajusta a la forma deseada.

152



4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

Figura 4.39: Malla adaptiva de 88 x 88 que representa un tapete, usando el funcional

ponderando el area.
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Malla de referencia con valores intercambiados con respecto a la Figura

Figura 4.40
4.37(b).

Observe que al usar el funcional de area ponderado, hemos perdido la suavidad de
las lineas curvilineas y las zonas de ajuste las celdas son casi rombos. Esto se debe a
que los elementos éptimos del funcional de area son paralelogramos, siendo el rombo es

uno de tales elementos. En el siguiente capitulo ampliaremos esta observacién sobre la

forma geométrica de los elementos de la malla.
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

Figura 4.41: Malla adaptiva de 88 x 88 que representa un tapete, usando el funcional

ponderando el area y la malla de referencia, Figura 4.40.
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4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

Ejemplo 2: pixeles de una imagen

Los modelos de color son los estandares para la representacién de los colores. Las
imégenes digitales, las impresiones, las pinturas, etc., se rigen por un modelo de color.
Los tres més usados son los llamados RGB(red-green-blue), CMYK (cyan, magenta,
yellow y key) y el small RGB, o sRGB. El modelo RGB estd formado por los tres com-
ponentes de colores primarios aditivos y como minimo un componente de sincronismo.
Los componentes de color son las senales rojo, verde y azul; siendo transmitidos cada
uno independiente y aislado del resto, véase [331]. El modelo CMYK se basa en la
absorcion de la luz en el cual, el color que presenta un objeto corresponde a la parte
de la luz que incide sobre éste y que no es absorbida por el objeto [332]. En términos
préacticos este modelo se basa en la mezcla de pigmentos.

El modelo RGB asigna un valor de intensidad a cada pixel que oscila entre 0 (negro)
y 255 (blanco) para cada uno de los componentes RGB de una imagen en color.

Para nosotros, una imagen en el modelo RGB es una coleccién de tres matrices de
pixeles cuyos elementos oscilan entre 0 y 255 representando la intensidad del color. Por
ejemplo, un pixel de color azul podria tener un valor B de 250, un valor G de 30 y un
valor R de 10.

Nuestro interés es usar la intensidades de los pixeles como funciones de peso para
la adaptividad. Lo primero que haremos con una imagen en modelo de color RGB serd
convertirlo a escala de grises. Para esto, lo usual es realizar promedio baricéntrico de
los tres canales del modelo RGB en la forma

GS(i,7) = 0.2989 % R(i, j) 4 0.5870(i, j) * G(i, j) + 0.1140 = B(i, j) (4.61)

ese promedio se conoce como luminosity method, véase [331]. Ahora escalemos esos
valores a [0, 1] para eso simplemente hagamos GS(i,j) = GS(i,7)/255. La matriz ya se
encuentra en escala de grises normalizado.

Una imagen en escala de grises se describe primordialmente por el color negro o los
pixeles cercanos a 0. Para usar directamente la matriz en escala de grises de pixeles
como pesos en el funcional ponderado (4.46) debemos invertir las intensidades de los
pixeles, para esto haremos

gs(i,j) =1 - GS(i,j)
Con esto, las intensidades obscuras tendran un valor cercano a 1. A partir de ahora,
consideraremos que g = ¢(i,j) es una matriz de valores de las intensidades en escala
de grises ya invertidos.

Una vez realizado esto, vamos a escalar esos valores a [0,1] como pesos para la
adaptividad discreta. Sin embargo, por lo sefialado en el inicio de la seccién, no debemos
usar el valor 0 como peso en el problema de optimizacién (4.46) ya que podriamos
obtener dificultades numéricas de convergencia en la adaptividad.

En este trabajo y con base a la experiencia obtenida en los ejemplos anteriores,
usaremos la matriz de pesos para la adaptabilidad en la forma

156



4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

w(i,j) =1+ ags(i, j). (4.62)

El valor constante nos sera util para la uniformidad de las celdas donde los pixeles
sean cercanos a cero y a > 0 es un parametro de escala. El uso de la expresién (4.62)
nos permitird obtener elementos suaves o uniformes ahi donde los valores g(i,j) estén
cercanos a cero. Dicho de otra forma la malla serd uniforme en forma ahi donde el color
de la imagen original esté cercano a ser blanco.

En los ejemplos que discutiremos, mostraremos el uso de estas ideas y eleccion de
pesos que proponemos en diferentes imagenes. Interpretaremos los resultados y daremos
algunas ideas de uso de la escala de grises de una imagen como malla de referencia para
una malla adaptativa.

Una de las imagenes mas simples es aquella representada por uno sélo de los canales
RGB, por ejemplo, la imagen en el canal B del escudo de la UADY, el cual se aprecia
en la Figura 4.42.

Figura 4.42: Imagen en el canal B del escudo de la UADY (Universidad Auténoma de

Yucatén).

Usando los valores invertidos de esta canal en escala de grises y usando los pesos
de adaptabilidad (4.62) para o = 1, obtuvimos la malla adaptativa que se observa en
la Figura 4.43.
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4. FUNCIONALES DISCRETOS PARA ADAPTIVIDAD GEOMETRICA

Figura 4.43: Malla adaptativa de 357 x 300 al escudo de la UADY (Universidad Auténoma

de Yucatdn), usando el funcional de longitud ponderada.
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

Ahora usando los valores directamente del canal B de la imagen, y usando el fun-
cional ponderado de drea para la adaptabilidad, obtuvimos la malla adaptativa que se
observa en la Figura 4.44.

Como se observa con ambas estrategias obtenemos una malla adaptativa a la inten-
sidad de los pixeles, sin embargo la malla adaptativa usando el funcional ponderando de
area produce cuadrilateros cercanos a ser cuadrados, rectangulos, rombos y en general
paralelogramos. En particular puede observarse que cerca de la letra C de YUCATAN
pareciera que la imagen se encuentra defectuosa, pero esto no es asi. Los elementos
cercanos a esa letra resultaron ser rombos en diferentes direcciones, por lo que la malla
resultante se aleja de la forma esperada. No es conveniente usar el funcional ponderado
de area para construir mallas adaptativa.
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Figura 4.44: Malla adaptativa de 357 x 300 al escudo de la UADY (Universidad Auténoma

de Yucatdn), usando el funcional de drea ponderada.
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

Ahora usemos una figura con pocos colores como la del Pato Donald que se muestra
en

Figura 4.45: Imagen de la cara del pato Donald

En la Figura 4.46 se observa una malla adaptativa de 150 x 150 sobre la imagen del
Pato Donald. Para esta figura usaremos como pesos a (4.62) con a = 1.
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Malla adaptativa de 150 x 150 sobre la imagen del pato Donald.

Figura 4.46
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

El rostro de Lena (Lena Soderberg) es una de las imdgenes més empleadas como
prueba de algoritmos de comprension de imagenes ya que contiene un gran cantidad
mezclas de detalles, de zonas planas y de textura. En la Figura 4.47 mostramos la
imagen en escala RGB y un histograma de las intensidades de los pixeles.

(b)

Figura 4.47: Imagen en modo RGB del rostro de Lena (Lena Soderberg) (b) histograma

de intensidades de los pixeles para esta imagen.

Como se observa del histograma de intensidades, son pocos los pixeles de color
negro y blanco, por lo que esta imagen es 1til para adaptar una malla muy uniforme a
aquellos colores dominantes como el azul.

Usando por pesos la imagen Figura 4.47 en escala de grises y normalizados, obtu-
vimos una malla adaptativa de 272 x 300 la cual se muestra en Figura 4.48.
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Figura 4.48: El rostro de Lena en una malla adaptiva de 272 x 300.
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

Usemos una imagen de la serigrafia pop art Marilyn Diptych, ver Figura 4.49, para
ilustrar algunos problemas que se pueden presentar si convertimos cualquier imagen en
escala de grises y la usamos para adaptividad.

Esta serigrafia se conoce simplemente como Marilyn Monroe (pink) y en ella predo-
minan los colores amarillo y rosa como fondo. Si cambiamos a escala de colores, resulta
que el amarillo se convierte a blanco ya que el amarillo en el modelo RGB tiene un
valor B de 255, un valor G de 255 y un valor R de 0. Ahora bien, luego de convertir
la imagen a escala de grises (4.61) e invertir los colores, resulta que al pixel de color
amarillo se asigna un peso 0. Por otra parte, los colores rosa y negro dominantes se le
asocian pesos w a 1. Como hemos discutido a lo largo de las tltimas secciones, la malla
se adaptara a las zonas de mayor intensidad como por ejemplo los ojos, los labios y
el fondo de esta imagen. Pero en la zona del cabello, las celdas serdn grandes, vea la
Figura 4.50.

La malla adaptativa obtenida se ajusta a las zonas obscuras (las celdas son pe-
quenas) y en las zonas claras las lineas se alejan ahi (las celdas son grandes). Es por
esta razén que la malla adaptativa aparece una retrato de marylin “hinchado”. En la
Figura 4.51, hemos hecho ampliacion de la malla adaptativa en la cual se aprecia que
los rizos del cabello de Marilyn son celdas grandes y pequenas en las cejas.
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Figura 4.49: Imagen en modo RGB de la pintura Marilyn Diptych (pink) de Andy Warhol

(b) Histograma de intensidades.
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Figura 4.50: Malla adaptiva sobre una de las pinturas Marilyn Diptych de Andy Warhol
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Figura 4.51: Una ampliacién de la malla adaptiva de Marilyn que contiene un rizo y las
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4.9 Una forma de construir mallas adaptativas usando una malla de referencia

Ahora usaremos una fotografia antigua de Sergey Ivanenko para construir una malla
adaptativa usando la escala de pixeles de esta imagen. Como es una fotografia ya
antigua, primero fue digitalizada, nosotros la obtuvimos a partir de un archivo PDF,
en todo este proceso se han perdido muchos detalles finos de la intensidad de grises.
Para realzar algunos rasgos de la fotografia antes de usarla le dimos un tratamiento
previo a la imagen acentuando el contraste, ver Figura 4.52.

Figura 4.52: Imagen en escala de grises de una fotografia antigua de Sergey Ivanenko.

Para esta imagen usamos la funcién de pesos

w(i,j) =1+ 30g(i, j)

donde g(i,7) es la matriz de pixeles en escala de grises (de la imagen invertida en
color). Resolvimos el problema (1) para o = .9. El tamafo de la malla adaptativa es
fue 376 x 350 y se observa en la Figura 4.53.
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Como es de esperarse, el contraste ha permitido un cambio de luminosidad en zonas
claras y obscuras y esto se refleja en el tamano de las celdas de la malla adaptativa.
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Figura 4.53: Malla adaptativa de 376 x 350 sobre una fotografia de Sergey Ivanenko.
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Para finalizar, mostramos una malla adaptada sobre un mapa de la republica mexi-
cana que representa el pronodstico de velocidades de la tormenta y huracan que asolaron
la reptiblica mexicana en septiembre de 2013.

Figura 4.54: Una malla adaptiva de 332 x 498 sobre una imagen del pronéstico de velo-

cidades de la tormenta Manuel y el huracan Ingrid del 15 de septiembre de 2013.

Hasta aqui, hemos mostrado con ejemplos, la potencialidad de este método para
adaptar mallas mediante funcionales discretos ponderados. Hemos descrito un procedi-
miento iterativo para adaptar las mallas a los objetos internos de una regién. Para el
caso de las imagenes observamos que es necesario contar con una funcién de intensi-
dades g = g(x,y) de preferencia continua, que nos permita obtener mejores resultados
usando el método iterativo de adaptividad descrito en este capitulo. También, hemos
encontrado que para algunos problemas de adaptividad, es preferible usar el funcional
de longitud para tener un mejor control de la elasticidad de las celdas y que las lineas
de la malla adaptada sean suaves.
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Capitulo 5
Sobre la distorsion de una celda y la

calidad geométrica de una malla

En 1982, Klopfer [184] senala que uno de los problemas que surgen en la solucién
numérica de una ecuacién diferencial parcial por diferencias finitas es la calidad de la
malla empleada. En 1985, Thompson et al. [311] mostraron que los errores de apro-
ximacién por medio de diferencias finitas en la primera derivada sobre una malla no
ortogonal se amplifican a medida que la malla es distorsionada con respecto a una
malla idealmente ortogonal. Para poligonos simples en el plano casi siempre podemos
construir una malla ortogonal mediante un mapeo conforme, pero en regiones muy
irregulares no siempre es posible obtener una malla ortogonal. En 1992, Lee y Tsuei
[201] usaron una discretizacién Godunov de primer orden (que sigue al flujo o mejor
conocida como discretizacién upwind) para una ecuacién de adveccién, y encontraron
que los errores de truncamiento son afectados por el tamano de las celdas, la distorsién
de los angulos y también por la direccién del flujo. Recientemente, en 2006 You et al.
[335] encontraron que la estabilidad numérica en diferencias finitas sobre un problema
de flujo adveccion—difusion puede ser mejorado si la distorsién de la malla estd acoplada
con un aspect ratio predeterminado.

El aspect ratio de un elemento triangular tiene varias acepciones, algunos autores
hacen referencia a el como la razon entre los radios de los circulos circunscrito e inscrito.
Otros autores lo calculan como la razén del lado més grande (a veces llamado didmetro
del tridngulo) y la altura para ese lado, véase la Figura 5.1.

De manera intuitiva se puede ver que un triangulo de aspect radio grande correspon-
de a que uno de sus lados sea més grande que los otros y al menos uno de sus angulos
interiores sea pequeno, véase la Figura 5.3. Para cuadrildteros, existen varias expresio-
nes para el aspect ratio algunas de ellas son intuitivas, pero deben ser consistentes para
el caso en que el cuadrilatero sea un rectangulo.

El método de elemento finito, usando elementos triangulares, ha sido uno de los
métodos mds populares por su sencillez de formulacién y por todos los resultados de
convergencia y estabilidad que se han obtenido. En un trabajo sobre modelacién y
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DE UNA MALLA

AR, = R
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Figura 5.1: Dos formas para calcular el aspect ratio

simulacién de aguas someras de 2003, Sankaranarayan et al. [276] encontraron que los
errores de truncamiento para las primeras y segundas derivadas son funciones del angulo
y del aspect ratio de manera que se incrementa el error conforme el angulo decrece o el
aspect ratio crece. Uno de los trabajos mas citados en la literatura entorno a la calidad
de una malla triangular, es el trabajo de Babiuska y Azis [17] quienes en 1976, sugirieron
la necesidad controlar angulo de los elementos en una malla triangular debido a que la
matriz de rigidez asociada al sistema lineal que se obtiene al aproximar una ecuacién
por elemento finito lineal, puede producir un mal condicionamiento si los dngulos son
pequenos y por otra parte muestran que el error de discretizacién crece si se emplean
elementos con dngulo grande. Uno de los trabajos menos conocidos y menos citados en
la literatura, anterior al trabajo de Babuska y Azis, es el trabajo de Fried [123] de 1972
quien llega a la misma conclusion: es necesario evitar el angulo agudo ya que el niimero
de condicién de la matriz de rigidez crece. En esta linea, en 1987 Marcum y Gaither [222]
observan que elementos con angulo cercano a 180° usualmente reducen la estabilidad y
la convergencia e incrementan significativamente el tiempo CPU requerido.

En este trabajo estamos interesados en dos cosas: la primera es caracterizar la forma
geométrica de los elementos de una malla estructurada y la segunda es controlar, en la
medida de lo posible, la distorsién de los elementos; es decir, construir mallas formadas
por cuadrilateros poco distorsionados y de buena calidad geométrica. Esta tltima parte
serd discutida en el capitulo siguiente.

En el Apéndice A, revisamos algunas medidas de calidad para tridngulos reportadas
en la literatura. Algunas de estas medidas surgen de estimadores de error que se obtienen
al usar interpolacién lineal, otras provienen de cuantificar la distorsién de un triangulo
general con respecto a una forma ideal geométrica: tridngulo equilatero o tridngulo
rectangulo isdsceles.

En este capitulo, primero revisaremos algunos conceptos para caracterizar la forma
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geométrica de algunos cuadrilateros. Seguidamente revisaremos algunos estimadores
de error para elementos formados por cuadrilateros para determinar algunas formas
geométricas preferidas para reducir el error por interpolacién bilineal. Posteriormente
veremos algunos esfuerzos por extender medidas de calidad de tridngulos a cuadrilate-
ros. Finalmente, describiremos una colecciéon importante de medidas de calidad para
cuadrilateros reportadas en la literatura y proponemos algunas medidas de calidad no-
vedosas para caracterizar la forma geométrica ideal de los cuadrilateros: cuadrados,
rectangulos y paralelogramos.

Desde la educacién media béasica conocemos una clasificacién de los cuadrilateros
convexos a partir de sus lados y dngulos. Entre los cuadridteros convexos nos interesan:
los cuadrados, los rectangulos, paralelogramos y trapecios. Existen otros como rombos
(que son paralelogramos) y otros poco conocidos como los cometa (o papalotes), estos
son los romboides, ver la Figura 5.2.

Trapecio Rombo Boomerang
Cuadrado Trapecio isdsceles Cometa
Rectangulo Paralelogramo

Figura 5.2: Algunas formas de los cuadrilateros.

A partir de sus definiciones, podemos encontrar propiedades que nos permitan cla-
sificar la forma de esos cuadrilateros convexos. Por ejemplo:

= un cuadrildtero convexo es un paralelogramo si y sélo si sus diagonales se cortan
en el punto medio

= un paralelogramo es un rectangulo si y sélo si sus diagonales miden lo mismo

= un paralelogramo es un rombo si y sélo si sus diagonales son perpendiculares

En el trabajo de Santos [277] se puede consultar algunas de las demostraciones de
estos resultados. También contamos con algunas propiedades entre cuadrilateros, por
ejemplo: un rectangulo es un paralelogramo donde uno de sus dngulos interiores es de
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90° y un rectangulo para el cual, el cociente de sus lados mayor y menor es 1 representa
un cuadrado.

5.1. Qué es cuadrilatero con mala forma geométrica

En la introduccion revisamos la siguiente

Definicion 1 Una malla de calidad es aquella cuya geometria en su aplicacion no enal-
tece indeseables aspectos numéricos como la aprorimacion y la sensibilidad numérica
entre otros.

Algunos métodos numéricos son sensibles a la forma de los cuadrilateros. Por excelencia
un cuadrado serda un buen elemento, un rectangulo perfecto serd muy fascinante y en
general, un rectangulo no alargado. ;Qué forma tienen los cuadrilateros menos disfor-
mes? Por una parte, desde el punto de vista numérico, los elementos deben ser convexos
y no doblados ya que de lo contrario perderemos consistencia en la discretizacién y no
serd posible garantizar una solucién confiable. Por otra parte, el método de discretiza-
cion empleado deben ser de tal manera que el error cometido por discretizacion sobre
la malla sea aceptable, véase [195]. Desde el punto de vista geométrico describiremos
algunas ideas sobre la forma preferible de los elementos de la malla.

Se sabe, que un triangulo con mala forma es aquel cuyo aspect ratio es grande,
Cheng at al. [76], los clasifican en dos formas: una daga, dagger y una espada blade. En
el primer caso, uno de los lados es pequeno con respecto a los otros que son grandes y
para el segundo caso, los tres lados son comparables en longitud pero los vértices estan
cerca de estar en una linea, véase la Figura 5.3. En la literatura usualmente se conoce
a estos elementos como sliver o espigas.

Daga (dagger) Espada (blade)

Figura 5.3: Un tridngulo con mala forma geométrica.

Nosotros observamos, que un cuadrilatero convexo con mala forma geométri-
ca no necesariamente tiene un aspect ratio es grande. Puede tener una forma simétrica
o idénea y no ser geométricamente “atractiva”. Entre los cuadrilateros con mala forma
geométrica identificamos a

1) un papalote o kite, donde la razén de las diagonales mayor y menor, es mayor a
3,
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2) un paralelogramo cuyo angulo menor es menor a 40°,

)
3) un rectdngulo cuya razén de los lados mayor y menor, es mayor a 4,
4) un trapecio cuya razén de bases mayor y menor, es mayor a 2,
5) un cuadrildtero cercano a ser tridngulo,

6) y en general un cuadrilatero elongado y de aspect ratio grande.

En la Figura 5.4 se muestran algunos cuadrildteros con mala forma geométrica.

Z )\
Papalote (kite) Paralelogramo
Trapecio Rectangulo
Cercano a triangulo Elongado

o triangulo

Figura 5.4: Un cuadrilatero convexo con mala forma geométrica.

Puede haber més elementos con mala forma geométrica pero estos son los méas re-
presentativos y nos permite comprender los objetivos que perseguimos en este capitulo:

1) identificar la forma de un cuadrildtero e

2) identificar la distorsién de este con respecto una forma particular esperada, por
ejemplo a la forma de un cuadrado, un rectangulo o de un paralelogramo.
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La discusion de estas ideas nos permitird abordar el problema que nos interesa:
si tenemos una malla formada por cuadrildteros, cudntos y cudles estan cerca de ser:
rectangulos, cuadrados o paralelogramos y cuantos y cudles estdn lejos de tener esa
forma. Una vez discutido esto, nos interesa asociar un nimero de calidad o pardmetro
de forma para toda la malla, lo que se conoce como shape parameter o shape quality.

Para abordar estos problemas, o subproblemas, definiremos algunas funciones o
medidas de calidad para caracterizar las formas geométricas més representativas o
ideales de un cuadrilatero.

Siguiendo las caracteristicas Field-Oddy de una buena medida de calidad para
tridngulos, discutidas en el Apéndice A, definiremos las caracteristicas que debe tener
una buena medida para cuadrilateros que nos permita caracterizar su forma geométrica
y medir su distorsiéon. Primero debemos hacer una aclaracién, diremos que una cua-
drilatero es degenerado si éste representa un triangulo o un segmento.

Definicién 2 Diremos que una funcion de valores reales 11(Q) sobre un cuadridtero @

es una buena medida de calidad, en el sentido Field—Oddy, si cuenta con la

1) habilidad de detectar elementos degenerados (u(Q) =0),
2) que sea adimensionado (independiente de la escala),

3) continua y acotada,

4) normalizada (nos interesa que (@) < 1).

5) Invariante bajo transformaciones rigidas.

Nos abocaremos ahora a construir funciones que representen una buena medida
de calidad para cuadrilateros, que nos permitan identificar su forma y en base a esto
definir la distorsion de la celda con respecto a una forma geométrica ideal. Casi todas
las medidas que revisaremos son invariantes bajo transformaciones rigidas, cuando esto
no sea asi lo mencionaremos de manera explicita.

5.2. Notacién

Describamos la notacion que emplearemos en esta seccién. Los vértices del cua-
drildtero los denotaremos en orientacién positiva (direccién contraria a las manecillas
del reloj) como Py, P3, P3s y Py. De la misma forma denotaremos por #; a su angulo
interior en el vértice P y seguiremos esta notacién para los restantes angulos interiores
0;, vea la Figura 5.5.

Para los lados usaremos los vectores con direccién de la forma
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Liy= P/P;

La

Liy= PP,

Lis= PP

Figura 5.5: Algunos elementos de un cuadrildtero.

~ — — o — S —
Lig =P P, Ly3=PP;, Ly=PP, Liy=PF

v las longitudes de los lados las calculamos como:

Li=|Lia|, Lo=|Lasll, Ls=|Lasll, Ls=]Lul-

Ahora, si usamos las diagonales del cuadrildtero podemos construir cuatro triangulos
(vea la Figura 5.6), los cuales definiremos usando la misma orientacién que asignamos
al cuadrilatero

L= PBP L= BP
ag = drea(T'(Py, P, Py))

ay = drea(T(Py, Py, P1))

az = drea(T(Py, Py, Py))
ar = érea(T(Py, Py, By))

Lis = PP}

Lh=PP LhL=PP

Figura 5.6: Cuatro tridngulos a partir de las diagonales de una celda.

Ty =T(Py, P, P), To=T(P,P,Ps;), T3=T(P,P3,Py), Ty=T(Ps, Py, Pr)

Para cada uno de ellos denotaremos al drea (con signo) de los tridngulo como
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a] = érea(T1)7 ag = érea(Tg), as = érea(Tg), ay = zirea(T4),
de la notacion que hemos empleado en el primer capitulo, tenemos que

a1 = 2a1, Qg = 2a2, a3 = 2@3, g = 2@4.

Al haber considerado el drea con signo es facil ver que el area del cuadrilatero, denotada
por a. satisface

1
ac:a1+a3:a2+a4:§(a1+a2+a3+a4).

Otra de las cantidades que usaremos son

Lnlfn - min{Lly LQ, L37 L4}’
max{Ly, Ly, L3, Ly},

Lméx
para denotar al lado menor y al lado mayor del cuadrilatero, y con esta idea denotaremos

emfn - mfn{ela 927 937 64}7
Omax = max{6y, 02, 03, 04},

los angulos internos menor y mayor respectivamente. Una cantidad que aparecera en
nuestros calculos es dn sy, €l didmetro de un cuadrilatero, el cual representa la mas
grande longitud de las diagonales.

Antes de describir las medidas de calidad, revisemos algunos estimadores de error
reportados en la literatura, para la interpolacion bilineal sobre cuadrilateros. Esto con
la finalidad de determinar si hay una forma geométrica preferida o ideal en el uso de
los elementos cuadrilateros.

5.3. Algunos estimadores de error para la interpolacion
bilineal usando cuadrilateros

En muchas aplicaciones de la ingenieria se prefiere usar elemento finito sobre cua-
drildteros, en particular algunos prefieren elementos de orden pequetio (bilineales) por
su flexibilidad y simplicidad para formar la matriz de rigidez. Sin embargo, se ha ob-
servado que el error de aproximacién depende fuertemente de la forma del cuadrildtero.

Sea T un operador de interpolacion sobre el cuadrilatero ) formado por los puntos
P;,i=1,2,3,4, de manera que

TJu € 9y, TJu(P;) = u(P;), parai=1,23,4
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aqui, Q; representa a los elementos finitos formados por cuadrildteros (de lados rectos
valga la redundancia).

Estamos interesados en determinar un estimador del error de interpolacion v — Ju
para cualquier funcién v € H?(Q), (donde H?*(Q) es un espacio de Sobolev el cual,
como se sabe estd contenido en el espacio de funciones continuas C°(Q). Siguiendo la
notacién de Ciarlet y Raviart [78]

||w||m,p representa la norma de u en el espacio de Sobolev W™P; el espacio de las
funciones en LP(Q) y cuyas derivadas de hasta orden m también viven en LP(Q).

|t|m.p representa la semi-norma de u en W™P((Q) obtenido al considerar solamente
las derivadas de orden m.

Si el indice p es omitido para p = 2, en cuyo caso se emplea la notacién clasica

H™(Q) = W™*(Q).

Consideremos ahora Q como el operador de interpolacién de Lagrange. Uno de los
primeros estimadores de error para Q reportados en la literatura fue descrito en 1972
por Ciarlet y Raviart [78] y [79]:

lu — Qulp < Cdpax|ulo (5.1)

Para elementos triangulares C' depende solamente del angulo méas grande, pero para
quadrilateros, esto no es asi, depende si el @ es cerca de ser un tridangulo, un papagayo o
kite, ver Jamet [165] y Apel [7]. En esta expresion, dp s s el didmetro del cuadrildtero
el cual, debe satisfacer las condiciones

<o (5.2)

|cosb;| < o9 <1 (5.3)

donde o1 y o2 son constantes convenientes (ver Strang y Fix [303]). Las condiciones
(5.2) y (5.3) impiden que @ sea un tridngulo.

Es fécil ver que un rectangulo es un buen candidato para ser un elemento de calidad
ya que minimiza este estimador de error y satisface (5.2) y (5.3) convenientemente. En
la literatura las condiciones (5.2)—(5.3) se conocen como regular shape condition y son
vélidas para cuadrildteros no degenerados (a tridngulo o segmento).

En 1986, Girault y Raviart [141] obtienen estimador de error (5.1), pero pidiendo
que el cuadrilatero satisfaga

dméx

< 03 (5.4)

p
donde p = 2min; p;, y p; es el didmetro de los circulos inscritos en cada uno de los
triangulo que se forma con las diagonales de ). Detras de este condicion se encuentra la
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medida de distorsiéon geométrica de Cavendish para cada uno de los cuatro triangulos del
cuadrilatero, ver Figura 5.1. Por lo que los rectangulos no muy elongados y un cuadrado
cumplen con la condicién (5.4). El aspect ratio permitido para tales rectdngulos depende
del valor oy elegido.

Algunos autores se interesan por proponer estimadores de error que incluya a aque-
llos cuadrildteros que estén cerca de degenerar a tridangulos. Tal es el caso de Jamet
[165], quien considera que si existe una constante o para la cual el cuadrilétero satisface

dméx/pmzix <o (55)

donde psx es el didmetro del maximo circulo contenido en el cuadrilatero (), entonces
existe una constante C' = C(0) que depende solamente de o de manera que

lu — Qulpm < Cd2 ™ uly, m=0,1

max

La prueba de este teorema se puede ver en [165]. La condicién (5.5) que impone Jamet
a los cuadridteros permite que dpsx/Lmin Sea arbitrariamente grande y que el mayor
angulo de @) pueda ser incluso 7. Jamet observa que este estimador se cumple para
elementos que satisfacen la regular shape condition (5.2)—(5.3) al hacer o = o1 (1—03)"/2.

En 2001, Acosta y Duran[l] muestran que es posible obtener el mismo estimador
de error cuando las diagonales del cuadrilatero dy y ds satisface

dafdy < N

para un valor de N > 0 determinado y cuando los cuatro tridngulos (que se forman con
esas diagonales) satisfacen la condicién de dngulo méximo, esto es si los dngulos interio-
res de los cuatro triangulos son menores que un ¢ > 0 dado. Nuevamente los rectangulos
y en particular los cuadrados son muy buenos candidatos para este estimador.
Otro estimador reportado en la literatura, es el propuesto por Arunakirinathar y
Reddy [10] en la forma
2
lu — Quly < Cd " |ul2, m=0,1 (5.6)
siempre que existan las constantes constantes C, Cy, C, que satisfagan
|DF|| < Cdwax, |DF7Y <Cd L, Codis <A<Cid2

max’ max max:*
donde A es el area del cuadrilatero.

Como se observa, Arunakirinathar y Reddy imponen como condicién que el drea
del cuadrilatero esté acotado por un factor del cuadrado del didmetro dy,4y.-

Una revisién de las condiciones que debe satisfacer el cuadrilatero para obtener
un estimador del error del tipo (5.1) fueron descritas en 2002, por Pinbing y Zhongci
[254]. En ese articulo plantean algunos problemas abiertos sobre la forma geométrica
que deben tener las celdas para mejorar los estimadores de error. Otra revisién de los
estimadores de error para el mapeo bilineal puede ser consultada en el articulo de 2008
de Shipeng et. al [290], quienes proponen otras condiciones de regularidad (un poco
més elaboradas) que deben satisfacer los cuadrildteros.
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Como hemos visto, dependiendo de la aplicacién y el método numérico que estemos
utilizando es necesario que la celda no se aleje de una forma ideal geométrica para
garantizar la estabilidad del algoritmo numérico. Las formas ideales son: un cuadrado,
un rectangulo no enlongado o un paralelogramo. Es por esto que es necesario identifi-
car la distorsién de una celda con respecto a esa forma ideal geométrica y cuantificar
adecuadamente lo que se conoce como el aspect ratio de una celda. En lo que sigue des-
cribiremos algunas medidas de calidad que nos permitan identificar la forma geométrica
de las celdas.

5.4. Medidas de calidad geométrica para cuadrilateros

Primero revisemos algunos intentos para extender medidas que se han estudiado
para tridngulos a cuadrilateros y analizaremos cudles son interesantes y cudles no son
atractivas como medidas de calidad.

5.4.1. Algunas medidas de calidad para cuadrilateros basadas en me-

didas de calidad para triangulos

En 2002, Pebay [249] extiende algunas medidas de calidad para tridngulos a cua-
drilateros. Una de las medidas para triangulos que revisa es la razén entre el perimetro
y el radio del circulo inscrito:

r B r _ area(T)
perimetro(T) Iy +1lo+13 (I3 +12 +13)2

Esta razén esta relacionada con la medida de calidad para tridngulos

(T) = 124/3 area(T)
) = 152

que se discute en la seccién A.2.
Pebay propone extender esa medida a un cuadrilatero en la forma

16a. 16a.
Q) = perimetro(Q)2  (Ly + Lo + L3 + Ly)? (5:7)

donde a. es el drea del cuadriladtero. Esta medida identifica en su valor maximo de 1 a
cuadrados. Sin embargo, esta medida no identifica cuadrilateros degenerados a tridngu-
los. Esta medida s6lamente es cero cuando se trata de un segmento, por consiguiente
no cuantifica adecuadamente la distorsion de un elemento cercano a ser triangulo.

Ahora bien, si en lugar del area de la celda calculamos ang, la menor drea de los
cuatro triangulos,

32am1’n
(L1 + Lo+ L3 + Ly4)?

Q) = (5.8)
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con

Amin = ml’n{ala az, as, a4}
tendremos asi una buena medida de calidad.
Ejemplo: Si fijamos los puntos A(0,0), B(2,0),D(0,2) y C(x,y) lo dejamos libre

en el plano, u(Q) es una funcién de (x,y). Las curvas de nivel para esta funcién se
observan en la Figura 5.7.

3.0

25

20

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Figura 5.7: Curvas de nivel para la medida de calidad Pebay modified (5.8) que detecta

cuadrados.

En la practica hemos observado que un rango de aceptabilidad para que un cua-
drilatero sea considerado como cuadrado o cercano a serlo bajo esta medida, es de
[.9,1.].

Otra medida para triangulos muy usada en la literatura es la medida de Cavendish:

r
p2(T) =23
Lméx
y como se discute en la seccién A.2, el reciproco
1 Lméx

AR

:2\/3 ,

es usado como aspect ratio. Es facil ver us(T) que se puede reescribir como

area(T")
Lméx ©S

pa(T) = 2V3
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donde s es el semi-perfmetro del tridngulo. En 2000, Frey y George [138] proponen una
extensién intuitiva de esta medida para cuadrildteros de la forma

3 Gmin

MO = 75 alafiman

(5.9)

donde

lal2 = /I3 + L3+ 134 L3, i = mésc{ Lunas, d1, d}

aqui d; y dg son la longitudes de las diagonales del cuadrilatero. Frey y George observan
que es posible detectar cuadrilateros degenerados a tridngulo y que el valor maximo de
1(Q) se alcanza en 1 para cuadrados. Esta medida representa una buena medida de
calidad en el sentido Field-Oddy. Las curvas de nivel para esta medida fijando 3 puntos
como en el caso anterior se muestran en la Figura 5.8

3.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 5.8: Curvas de nivel para la medida de calidad (5.9) Frey y George, que detecta

cuadrados.

Hemos observado que al igual con la medida sugerida por Pebay, la medida que pro-
ponen Frey y George tienen un rango de aceptabilidad de [.9, 1] para que un cuadrildtero
sea considerado un cuadrado o cerca de estarlo.

Una métrica puntual muy empleada en la literatura especializada para medir la
calidad de las mallas es el scaled jacobian, como su nombre lo indica, se basa en escalar
jacobiano J

J = det(x¢|xy)

_ <x5 xn)
Ye Yy
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por el tamafo del vector de derivada direccional en cada direccién € y n en la forma

Xe | Xy J
J, = det ( | > = .
scaled Il Teall ) Ticelocy
Observe que sobre un punto p
J(p) :
Tealed = T ot = Sin(O(xe(B). %, ().

[Ix¢ (P)llx
por lo que esta medida solamente mide ortogonalidad.

Una medida basada en el scaled jacobian, para un triangulo T" de lados L1, Lo y Ls,
se puede escribir como

W(T) = mmln{érea(T) area(T) érea(T)}
3 LsLq ’ L1Ls ’ LoLg
2v/3 area(T)

3 max {LsLy, L1La, LaLs}

(5.10)

el jacobiano en un punto del tridngulo, es dos veces su drea. La medida (5.10) es una
buena medida de calidad en el sentido de Filed—Oddy, ya que es continua, estd acotada,
es invariante a transformaciones rigidas e independiente de escala y es capaz de detectar
elementos degenerados a segmento. Su valor maximo de 1 solamente se alcanza si el
tridngulo es equildtero, véase [292].

Una extensién de la medida (5.10) para un cuadrildtero @, de lados Ly, Lo, L3 y
Ly, se describe en la biblioteca Verdict [292] y por Knupp [190], en la forma

m(Q) = 2mfﬂ{

al ag as an }

5.11
LuLy I1Ly’ LoLs’ Lily (5.11)

donde ai,as9,as, a4 es el area de los tridngulos obtenidos de las dos diagonales del
cuadrilatero.

Esta medida es una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy, detecta
elementos degerados a tridangulo y caracteriza rectangulos en su valor maximo de 1.
Un rango de aceptabilidad de [.995,1] para que un cuadrildtero sea considerado un
rectangulo o cerca de estarlo. Un incoveniente computacional de esta medida es cuando
dos puntos consecutivos se colapsan, la cantidad u(Q) es indeterminada.

Una forma conveniente de extender (5.10) a una medida de calidad sobre cuadrilate-
ros €s

Amin
-9 5.12
H2(Q) méx {LaL1, L1 Lo, LoLs, LyLa} (5.12)

donde an, el menor valor de drea de los cuatro tridngulos. Esta medida modificada es
una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy, detecta elementos degerados a
tridngulo y caracteriza rectangulos en su valor maximo de 1.
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Nosotros hemos obtenido mejores resultados con (5.12) que con (5.11). Observe el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: Counsidere el cuadrilatero formado por los vértices, P;(0,0), P»(6,0) y P5(6,1)
y el cuarto P4(0,3). Este cuadrildtero representa un trapecio rectdngulo cuya razén
base mayor/base menor = 3. Este trapecio es cerca de ser un tridngulo y la medida
(5.12) lo determina mejor ya que su valor es cercano a cero; en contra parte, el valor
obtenido con la medida (5.11) es grande. Observe la Figura 5.9.

ay az Qq

11(Q) = 2min {% b be’ a} =0.949

Qmin
Q)=2——-—— =0.316
12(@) max{da, ab, bc, cd} ’

C

Figura 5.9: Un trapecio rectangulo en el cual la medida scaled jacobian no cuantifica

adecuadamente la distorsién del elemento.

Cuando tanto Ps(z,y) libre en el plano, tanto p1(Q) como ue(Q) son funciones de
(z,y). Las curvas de nivel para estas funciones se observan en la Figura 5.10.

Observamos que las curvas de nivel para p1(Q) se “abren” demasiado sobre la
recta z = 6. Esta medida nos ofrece una deficiente informacién de la distorsién del
cuadrildtero con respecto a un rectangulo. Usada de ésta forma solamente es para
caracterizar ortogonalidad. La medida (5.12) propuesta como scaled jacobian modified
caracteriza rectangulos y cuantifica mejor la distorsion.
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(b)

Figura 5.10: Curvas de nivel para la medida (a) scaled jacobian y (b) la modificacién

propuesta (5.12).
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Otra forma de extender (5.11) para cuadriléteros es calculando el valor minimo de la
medida p(7T) descrita en (5.10) de los cuatro tridngulos T; del cuadrilatero. Esa medida
se escribe como:

p3(Q) = \/§me {u(T), p(T2), p(Ts), (1)} - (5.13)

Esta es una buena medida de calidad en el sentido de Field-Oddy, ya que es continua,
estd acotada, es invariante bajo transformaciones rigidas e independiente de la escala,
es capaz de detectar elementos degenerados a tridngulo y detecta cuadrados en su valor
méximo de 1. La demostracién es muy sencilla y se basa en el trabajo de Joe [168], del
que hablaremos més adelante.

3.0

2.5

2.0

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Figura 5.11: Curvas de nivel para la medida de calidad (5.13) que detecta cuadrados.

En 2002, Pebay [249] revisa la medida edge ratio para un tridngulo:

méx{Ll, LQ, Lg}
IIll’Il{Ll7 LQ, Lg}

v(T) =

y senala que con la extension para cuadrilateros:

mé'X{Lh L27 LS; L4}
min{le L27 L3a L4}

v(Q) =

es posible caracterizar paralelogramos, rectdngulos y rombos. Sin embargo, como es de
observar, no es posible determinar elementos degenerados, ni a tridangulos ni a segmen-
tos.

En 1998, Oddy [241] propone medir la distorsién de un cuadrilatero 6(Q) como el
promedio de la distorsion de los cuatro tridangulos de un cuadrilatero para alguna medida
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1(T') conveniente. Si (F) es una medida de calidad para un elemento F, 1/u(E) mide
la distorsién de E con respecto a la forma ideal E* caracterizada por u = u(E). Con
esta idea, la distorsién total de la celda segin Oddy es

11 1 1 L
=7y T wmy) T amy) Ty

Usando esta idea, en 2002, Pebay [249] propone medir la distorsién de un cua-
drilatero usando usando la media aritmética del nimero de condicién del mapeo lineal
ke (véase el Apéndice A) de los cuatro tridngulos del cuadrildtero en la forma

(5.14)

K2(Q) = i [ko(Th) + K2(T2) + k2(T3) + Ko (T4)] (5.15)

En ese trabajo, Pebay observa que k2(Q) tiene un extremo en 2 exclusivamente para
cuadrados. Esto dltimo fue primero observado en 1992 por Barrera [29].

Como observacién, no podemos usar el promedio de los 4 tridngulos para definir
una medida de calidad, ya que el promedio de las medidas ;(T;) sobre 4 tridngulos

£(Q) = § u(Ty) + u(Ts) + w(T3) + p(Ty)]

no detecta elementos degenerados a tridngulos. En cambio, el producto de las medidas
w1(T;) sobre 4 tridngulos:

(@) = o - p(T1) * p(To) = p(T3) * pu(Ts) (5.16)

si logra detectar cuadrildteros degenerados a tridngulos. La medida u(Q) en (5.16)
representa una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy, siempre que u(T')
sea buena medida de calidad para tridngulos en el sentido Field-Oddy. Aqui o es
un pardmetro de normalizacién conveniente. Mas adelante veremos cuales medidas de
calidad p(T) son convenientes y qué forma geométrica detectan.

En 2008, Joe [168] hace una revisién de las medidas de calidad para tridngulos
y sugiere que si se considera los cuatro tridngulos que se obtienen de cada diagonal
del cuadrilatero, ver Figura 5.6, es posible definir una medida para un cuadrildtero
basada en el minimo de una buena medida u(7T') para tridngulos sobre cada uno de esos
tridngulos

w(Q) = sp - min{p(Th), p(Ta), p(Ts), p(Tu)} (5.17)

aqui s, es una constante de normalizacién dependiente de la medida ;(7T') elegida. Joe
revisa la medida de tridngulos propuesta por Lo [215]
area(T")
T)=4V3 57—
pT) = 4V3 B+ 3+

con el factor

Sl
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5.4 Medidas de calidad geométrica para cuadrilateros

y muestra que la medida p(Q) alcanza el valor méximo de 1 para cuadrados. Otra de
las medidas que usa Joe es la clasica medida para el aspect ratio de un tridngulo, véase
el Apéndice A,

u(T) = (1) = 21,

esto es, el cociente de los radios de los circulos inscrito y circunscrito, y muestra que la
medida (5.17) para
1
8y = —=—
2(V2 - 1)
alcanza un valor maximo de 1 sobre los cuadrados.

Como es de observar, una medida para cuadrilateros asi definida, basada en una
buena medida de calidad para tridngulos es una buena medida de calidad y puede
detectar cuadrildteros degenerados a tridngulo. Sin embargo, todas las medidas (5.17)
detectan cuadrados si la medida u(7T) detecta equildteros en su valor maximo. De la
revisién de medidas de calidad para tridngulos que hace Shewckuk [287] podriamos
elegir alguna de ellas y probar qué tipo de cuadrilateros son capaces de detectar y
desde luego identificar cudles son equivalentes y cudles son las menos costosas para su
calculo.

De los trabajos realizados por Pebay [249, 253] y Joe [168] se concluye que a partir
de una séla medida de calidad resulta muy dificil identificar las diferentes formas de un
cuadrilatero convexo, ver Figura 5.2, y cuantificar adecuadamente su distorsién. Por lo
que es necesario construir medidas de calidad que nos permitan caracterizar la forma
geométrica ideal elegida para un cuadrilatero: cuadrado, rectdangulo, paralelogramo, etc.

Ahora revisaremos algunas medidas de calidad que han sido propuestas en la li-
teratura y otras mds que proponemos para caracterizar la forma geométrica de los
elementos y discutiremos si cuantifican adecuadamente la distorsién de los elementos,

En las siguientes secciones revisaremos algunas medidas de calidad que se han pro-
puesto sobre cuadrilateros registradas en la literatura y propondremos otras mas.

5.4.2. Paralelogramos: Area I 2015

Uno de los primeros funcionales discretos que empleamos a principios de los anos 90,
es el funcional césico de area, el cual es la suma del cuadrado del drea de los tridngulos
[28]. En este trabajo Barrera et al. mostraron que una malla éptima para ese funcional
discreto es aquella para la cual todos los elementos triangulares tienen la misma area.
La siguiente medida estd basada en la uniformidad del drea de los cuatro tridngulos de
una celda.

Calculemos el area de los cuatro triangulos 17,75, T3, y Ty, que se obtienen con
las diagonales de un cuadrilatero, véase la Figura 5.6, siguiendo la notacién el area de
los tridngulos son a1, as, a3, y a4, respectivamente. Normalicemos esas cantidades con
respecto al drea del cuadrilatero a., con lo cual obtenemos
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Es facil ver que

g1tgs=9g2+tga=1,

y, si el cuadrildtero es convexo, todas esas cantidades son positivas con 0 < g; < 1.
Una propiedad que vamos a usar es la siguiente:

Teorema 5.1 Un cuadrildtero convexo es un paralelogramo si y solo si

1

g192 = g3ga = 1

La demostracion es muy sencilla, una condiciéon que estd implicita en la demostracion
es que
91 = 92,

esto ocurre si y so6lo si la base que comparten de los tridngulos 77 y T> y su lado
opuesto son paralelos. Pero si ademds pedimos que sean iguales a 1/2 entonces go = g3
por lo que dos a dos los lados son paralelos. Otra forma de observar esta idea es:
un cuadrildtero convexo es un paralelogramo si y sélo si los cuatro triangulos en que
partimos el cuadrilatero tienen la misma &area.

Del teorema anterior, una medida de calidad que proponemos para caracterizar
paralelogramos es

1(Q) = 4min{g192, g3ga}- (5.18)

La cual es una buena medida de calidad ya que, es continua, acotada, a-dimensional,
alcanza su valor 6ptimo en 1 para un paralelogramo y permite identificar cuadrilateros
degenerados a tridngulos e incluso con un entrante (es decir no convexos, por ejemplo
como los de tipo boomeranyg).

Veamos cémo son las curvas de nivel para esta funcién. Si dejamos fijos 3 puntos
(en forma general) y el cuarto es libre, podemos graficar las curvas de nivel para esta
medida

Como se observa de las Figuras 5.12(a) y 5.12(b), las curvas de nivel de u(Q) son
elongadas cerca del valor maximo, por lo que para caracterizar un paralelogramo usando
esta medida de calidad, el valor de u(Q) debe ser muy cercano a 1.

Uno de los objetivos que perseguimos en este trabajo, es definir cudndo una celda
@ es distorsionada con respecto a una forma geométrica, para esto tenemos la siguiente

Definicion 3 Diremos que una celda Q) es distorsionada con respecto a una buena me-
dida de calidad 11(Q) si el valor 1(Q) se encuentra fuera de un intervalo de aceptabilidad

[0, 1]. Donde 0 < pg es un valor cercano a 1.
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I |
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

(a) (b)

Figura 5.12: Curvas de nivel para la medida de calidad Area I 2015.

Dicho de otra forma, @) se considera distorsionado con respecto a la forma geométrica
ideal Q* que caracteriza la medida u(Q), si

Q) =

es mucho mayor a 1.

El intervalo de aceptabilidad nos da la pauta para considerar que un cuadrildtero
@ tiene, o estd cerca de tener, la forma ideal geométrica Q* que caracteriza la medida
Q).

En los experimentos realizados, para la medida de calidad Area I 2015, proponemos
[.95, 1] como intervalo de aceptabilidad para garantizar que el cuadrildtero @ esté cerca
de ser un paralelogramo.

Por otra parte, es facil ver que si

(91 —92)(91 — g94) =0,

el cuadrildtero es un trapecio. Con una normalizacién adecuada y un corrimiento del
cero podriamos definir una medida para caracterizar trapecios. Sin embargo, esta me-
dida de calidad tendria una infinidad de puntos criticos sobre una recta, por lo que
resultaria dificil cuantificar la distorsién de un cuadrilatero a trapecio. Por otra parte,
deberiamos adecuarlo con otra medida, para que detecte elementos degenerados.
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5.4.3. Paralelogramos: Area II 2015

Como se ha visto, para caracterizar un paralelogramo basta que g1 = g2 = g3 =
g4 = 1/2. Por lo que proponemos primero ordenar el drea normalizada de los tridngulos
del cuadrilatero en la forma g; < go < g3 < g4 y definimos

(Q) = £ _ N (5.19)
g394  a3aq
esta funcién representa una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy, ya que,
es continua, acotada, a-dimensional. Es facil ver que la funcién asi definida alcanza
el valor de 1 cuando los cuatro cantidades son iguales; y esto como hemos visto, se
logra si y sélo si @ es un paralelogramo. Esta medida permite identificar cuadrilateros
degenerados a tridngulos e incluso con un entrante (es decir no convexos, por ejemplo
los de tipo boomerang).
Nuevamente, si dejamos fijos 3 puntos (en forma general) y el cuarto es libre, po-
demos graficar las curvas de nivel para esta medida, la superficie representa un pico o
chipote alargado.

30

25

20

05

0.0

Figura 5.13: Curvas de nivel para la medida de calidad Area IT 2015.

Esta medida es mucho mas eficiente que la anterior para caracterizar paralelogra-
mos. En la practica en un intervalo de aceptabilidad [.9, 1] es suficiente para garantizar
que el cuadrildtero @) sea cercano a ser un paralelogramo.

Debemos aclarar, que la idea de ordenar las cantidades g; = p(T;) para luego definir

_ 9192
(Q) - 9394
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no es nuestra. Fue propuesta por vez primera por Lo [216] en 1989 para caracterizar
rectdngulos usando una medida p(7T') conveniente para tridngulos, la cual describiremos
méas adelante.

Es necesario hacer notar que tanto las medidas de calidad Area I como Area II son
funciones que no son continuamente diferenciables. Muchas medidas para cuadrilateros
que describiremos no lo son.

5.4.4. Paralelogramos: Rannacher y Turek 1992

En 1992, Rannacher y Turek [256] describen una medida basada en los dngulos de
los lados opuestos para caracterizar paralelogramos. La idea es sencilla, si ¢ y 1 son los
angulos entre las normales hacia fuera de dos par de lados opuestos, ver Figura 5.14,

resulta que

w(Q) = max{|r — ¢|, | — [}

nos permite caracterizar paralelogramos cuando p(Q) = 0.

'a“lj

@y

Figura 5.14: Vectores normales entre lados opuestos del cuadrildtero.

Es fécil ver que 0 < u(Q) < 7. Esta medida funciona muy bien para determinar si
un cuadrildtero es cercano a ser un paralelogramo; sin embargo, ain normalizando a
[0,1], #(Q) no es una buena medida de calidad en el sentido de Field-Oddy, ya que no
es posible determinar cuadrilateros degenerados a tridangulos o segmentos.

Rannacher y Turek usan esta medida para obtener un estimador de error de la
forma

HUHWOQO < Cdmsx(dmax + 1(Q))
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en el uso de funciones bilineales. Aqui d,4¢ representa el diametro del cuadrildtero
Q. En este trabajo, Rannacher y Turek concluyen que para mallas cuyas celdas sean

asintéticamente paralelogramos es posible obtener una buena aproximacion a la solucion
usando el M.E.F. [256].

5.4.5. Cuadrados: Lo 1985

La forma usual de construir mallas no estructuradas formadas por cuadrilateros en
regiones planas es: primero construir una triangulacién 6ptima en algin sentido sobre la
regién y luego remover segmentos, o conectar otros nodos, para formar los cuadrilateros.
En 1985, Lo [215] propone una técnica para remover segmentos y conectar vértices con
la finalidad de que la malla sea de calidad, en el sentido de que los cuadrilateros estén
cercanos a ser cuadrados. Para esto lograrlo esto, Lo propone una medida de calidad
para un tridngulo

area(T;)
9i=9(T) = 55 (5.20)
B+13+13
que revisamos en el Apéndice A, y que caracteriza tridngulos equildteros en su valor
méximo. Ahora bien, si sobre cada uno de los cuatro tridngulos T; del cuadrildtero

calculamos g; y hacemos

w(Q) = 8min{gi, g2, g3, ga} (5.21)

Esta es una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy y sobre cuadrildteros
convexos tiene su valor 6ptimo de 1 para un cuadrado. La demostracion de esto se
puede revisar en el reporte técnico de Joe [168] de 2008. Con esta medida es posible
detectar si el cuadrildtero es degenerado a tridngulo cuando u(Q@) = 0 e incluso no
convexo 1(Q) < 0 (con un entrante del tipo boomerang).

Veamos cémo son las curvas de nivel de pu(Q). Para observar el comportamiento de
esta medida consideremos los cuadrilateros formados por los vértices, P;(0,0), P»(2,0)
y P53(0,1) y el cuarto Py(x,y) lo dejamos libre, de esta manera p(Q) es una funcién de
dos variables. En la Figura 5.15, se aprecian las curvas de nivel de u(Q).

La superficie esta formada por dos secciones de paraboloides y un plano. Un intervalo
de aceptabilidad que proponemos para caracterizar cuadrados bajo esta medida es
.95, 1].

Debido a que la medida p(Q) no es una funcién suave, no es posible usarla direc-
tamente para mejorar la malla por medio de un método basado en el gradiente, es
necesario usar un método no estandar. En el siguiente capitulo tocaremos el tema del
mejoramiento de la calidad de una malla optimizando medidas de calidad.

Un extensién de la medida (5.20) fue hecha por Liu y Joe en 1994, véase [211], para
caracterizar tetraedros regulares basado en el niimero de condicién del mapeo trilineal.
A ésta estensién Liu y Joe le llaman mean ratio debido a que el nimero de condicién
es la razén de la media geométrica y la media aritmética de los valores propios de la
matriz asociada al mapeo trilineal, véase [211, 212]. La medida de calidad mean ratio se

196



5.4 Medidas de calidad geométrica para cuadrilateros
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Figura 5.15: Curvas de nivel para la medida de calidad de Lo (5.21) que detecta cuadrados.

puede usar para caracterizar hexaedros regulares, véase el trabajo de Knupp [190, 191],
de Escobar et al. [101], de Munson [236], de Montenegro [234], de Gargallo-Peiré et
al. [132], de Ruiz-Girones [274]. En general, una extensién a un n-dimensional simplex
viene descrita en la tesis de Liu [211]. Actualmente, una extensién de esta medida se ha
empleado para cuantificar la distorsién de elementos curvos y mejorar su forma, véase
Gargallo-Peiré et al. [133, 134, 135].

Como observacién final, con una implementacién adecuada de (@) podriamos iden-
tificar cuadrilateros no convexos invertidos e incluso con orientacién negativa. Pero es
suficiente que la medida detecte la forma degenerada a un tridngulo ya que si la medi-
da de calidad tiene un valor negativo para elementos no convexos, bastaria truncarla a
cero: no nos interesa los valores negativos de 1(Q). Una forma hacer esto es sustituir

area(T) = %(érea(T) + |érea(T)|) = (érea(T) — 0)+ (5.22)

5.4.6. Cuadrados: Hua 1995

En 1995, Hua [152] en su trabajo de tesis doctoral (en chino) revisa la medida de
calidad sobre un triangulo T’

aJob  2érea(T)

I Ry

9

0 1
-1 0
del niimero de condicién del mapeo lineal entre un tridngulo cualquiera y un triangulo

con Jy = . Como hemos revisado en el Apéndice A, esta medida es el reciproco
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rectangulo. Hua propone usar la media geométrica del valor de esta medida sobre los 4
tridngulos del cuadrildtero. Para ilustrar la medida, diremos que el cuadrildtero @) estéd
formado por los vértices A, B,C' y D cuyos lados son a, b, ¢ y d como se muestra en la
Figura 5.16.

¢ 0
/ﬁ// \ / \
- \
Dl’/ \ D/ \
/ \‘b / \‘b
df \ dl 3
f \\ |
i i \
A a B A a )5}

Figura 5.16: Descomposicién de un cuadrildtero en cuatro tridangulos.

La medida que propone Hua se puede escribir como

afllaxdll Jbxal [lexbl [ldxcl
HQ) =2V91920301 =2\ s T2 Ear Eie (5.23)

donde ||a x d|| representa dos veces el drea (con signo) del tridngulo T(A, B, D).

Hua observa que el valor 1, éptimo de u(Q), se logra solamente cuando @ es un
cuadrado. Esta medida representa una buena medida de calidad en el sentido Field—
Oddy para cuadrilateros ya que: es continua, acotada, invariante bajo transformaciones
rigidas e independiente de escala. En el éptimo con valor 1 permite identificar cua-
drados y nos permite identificar cuadrilateros degenerados a tridngulos e incluso con
una implementacién adecuada podriamos identificar cuadrilateros no convexos: con un
entrante, invertidos e incluso con orientaciéon negativa.

Veamos cémo son las curvas de nivel de u(Q). Para observar el comportamiento de
esta medida consideremos los cuadrilateros formados por los vértices, P;(0,0), P»(2,0)
y P53(0,1) y el cuarto Py(x,y) lo dejamos libre, de esta manera p(Q) es una funcién de
dos variables. En la Figura 5.17 se aprecian las curvas de nivel.

Esta medida es continuamente diferenciable, por lo que esta medida o una funcién
conveniente de ella podria ser candidata para suavizar mallas, véas la subseccién sobre
la métrica de Oddy. Un rango de aceptabilidad para que @ pueda ser considerado un
cuadrado bajo esta medida es [.99, 1], debido a que la superficie z = u(Q) es casi plana
y sus curvas de nivel son casi circulos cerca del 6ptimo.

En la literatura hemos encontrado que esta medida es muy utilizada por algunos
autores para verificar que los métodos que sugieren para suavizar mallas cuentan con
la calidad deseada: que sean cuadrados o cerca de estarlo. Uno de estos trabajos es de
2013 de Mei et. al [229] quienes proponen que los vértices de ) se encuentren sobre
los didmetros de un mismo circulo. Este método es una modificaciéon de un método de
Balendran [20] desarrollado en 1999. En el método modificado de Balendran es necesario
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Figura 5.17: Curvas de nivel para la medida de calidad de Hua (5.23) que detecta cua-

drados.

resolver un sistema lineal de 8 ecuaciones en cada paso iterativo lo cual puede resultar
poco eficiente.

5.4.7. Cuadrados: Shape de Knupp 2000

Otra de las medidas basadas en el nimero de condicién del mapeo lineal k9 es la
medida definida por Knuppp [190]:

#(Q) = 2min { (5.24)

Esta medida es una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy ya que es
continua, estd acotada, detecta cuadrildteros degenerados (incluyendo no convexos),
en el éptimo de valor 1 se obtiene un cuadrado y es invariante bajo transformaciones
rigidas.

Para observar el comportamiento de las curvas de nivel para esta medida considere-
mos los cuadrildteros formados por los vértices, P1(0,0), P»(2,0) y P3(0,1) y el cuarto
Py(z,y) lo dejamos libre, de esta manera p(Q) es una funcién de dos variables. En la
Figura 5.18 se aprecian las curvas de nivel.

Como se observa, las curvas de nivel para esta medida son casi circulos cerca del
o6ptimo, por lo que el tamano del intervalo de aceptabilidad debe ser pequeno. En la
misma linea que la medida de Hua, un intervalo de aceptabilidad que se sugiere para
esta medida es [.99, 1].

llaxdll [|bxal [lexb] [dxc]
a2+d?2 b2 +a?’ 2402 d2+c2
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Figura 5.18: Curvas de nivel para la medida de calidad Shape de Knupp (5.24) que detecta

cuadrados.

5.4.8. Cuadrados: Harmonic mean 2017

Si u(T') es una buena medida de calidad para un tridngulo, véase el Apéndice A,
la media armonica de los valores de esta medida sobre los cuatro tridangulos T; del
cuadrildtero

HQ) = s (5.25)
=1 W(Ty)
representa una buena medida de calidad para cuadrilateros, ya que hereda las propie-
dades de la medida p(T): es continua, acotada, es invariante bajo transformaciones
rigidas, es a-dimensionado e invariante bajo escala. El valor ¢ es un parametro de
normalizacién.
Para fines précticos, es recomendable reescribir (5.25) en la forma

dop(Th) (L) p(T5) (1)

~ (T Ta)u(T) + (T )a(T3) p(Ta) + (1) u(To)(T) + #(Tl)N(T2)M((€32>6)

para evitar el cero en el cociente cuando algtin tridangulo degenera a segmento. Una vez
reescrita como (5.26), esta medida detecta elementos degenerados a tridngulos.

La idea detrds de esta medida es muy simple. Si u(7T) es una medida de calidad
para un tridngulo 7, 1/u(T), mide la distorsién de T' con respecto a la forma ideal
T+ (tridngulo equildtero o rectangulo isésceles, etc.). Usualmente 1/u(T) corresponde
a la energfa acumulada en el tridngulo al ser deformado, véase [164]. Ahora bien, la

Q)

200



5.4 Medidas de calidad geométrica para cuadrilateros

distorsiéon total del cuadrildtero se puede escribir como el promedio de la distorsiéon de
todos los elementos triangulares del cuadrilatero en la forma

1 1 n 1 n 1 n 1
4 (p(T)  w(Te)  w(T3)  p(Ty)

Siguiendo a Ivanenko [164], usualmente el méximo valor de una medida de calidad
corresponde a la minima densidad de energia acumulada sobre la celda. Por lo que el
reciproco de 4(Q)) debe representar una medida de calidad para el cuadrildtero Q. El
reciproco de 6(Q) es la media arménica de los valores u(7;),1 =1,...,4.

La medida que proponemos (5.25) es una buena medida de cahdad en el sentido
Field-Oddy para cuadrilateros siempre que u(T") sea una buena medida de calidad para
tridangulos en el sentido Field—Oddy. Lo que resta es senalar la forma geométrica ideal
Q* que es posible detectar usando (5.25).

Primero hagamos algunas observaciones numéricas con diferentes medidas de cali-
dad u(T) para tridngulos. Usemos la medida propuesta por Lo [215] en 1985 y revisada
por Bhatia y Lawrence en 1990 [44]:

6(Q) = (5.27)

ps(T )—4flzaf?2( )12, (5.28)

Esta medida estd asociada al nimero de condicién del mapeo lineal, véase el Apéndi-
ce A.

Si sobre cada tridngulo T; del cuadrildtero calculamos el valor us(T;) v a estos valores
calculamos la media arménica (5.25), obtendremos una buena medida de calidad para
cuadrilateros, ya que, como hemos dicho, todas las propiedades deseables para una
buena medida de calidad son heredadas de las propiedades de ps(7T). En (5.25) hemos
usado la constante de normalizacién o = 2/ V3. Esta medida detecta cuadrados en su
valor maximo de 1, detecta elementos degenerados a tridngulo cuando su valor es 0, es
suave, es adimensionada, cuasi convexa, y es independiente de movimientos rigidos.

Para observar el comportamiento de las curvas de nivel para esta medida conside-
remos de nueva cuenta, los cuadrildteros @ formados por los vértices, Pi(0,0), P»(2,0)
y P53(0,1) y el cuarto Py(x,y) lo dejamos libre, de esta manera p(Q) es una funcién de
dos variables. Las curvas de nivel para u(Q) son casi circulos, observe la Figura 5.19.

Para esta medida sugerimos usar un intervalo de aceptabilidad de [.99, 1].

La métrica 6(Q), el reciproco de la medida 1(Q), ha sido empleada por Knupp [190]
y por Ruiz-Gironés et al. [274] para medir la distorsién de un cuadrildtero.

Ahora bien, si usamos por medida de calidad para un tridngulo al reciproco del
nimero de condicién para el mapeo lineal a un tridngulo rectdngulo isésceles, véase la
seccién A.3,

1 area(T)  |axb|

T = — = e
w(T) ko a2+ b%  2(a®+0b?)’

la media arménica de esta medida sobre los cuatro tridngulos también representa una
buena medida de calidad para cuadrilateros. En la Figura 5.20 se aprecian sus curvas
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0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Figura 5.19: Curvas de nivel para la medida Harmonic mean usando el nimero de con-

dicion del mapeo lineal a un triangulo equilatero.

de nivel. Hemos usado la misma familia de cuadrilateros de los ejemplos anteriores en
las que tres vértices son fijos, para observar p(Q) como funcién de dos variables.

De nueva cuenta, los atributos de esta medida de calidad para tridngulos son hereda-
dos para u(Q). En esta ocasién, para (5.26) hemos usado la constante de normalizacién
o = 2. Esta medida detecta cuadrados en su valor maximo de 1. Para esta medida
sugerimos usar de nueva cuenta un intervalo de aceptabilidad de [.99, 1].

Ahora bien, si usamos la cdsica medida de calidad radius ratio, el cociente de los
radios de los circulos inscrito y circunscrito de un tridngulo T, véase el Apéndice A,

r A?
T 16
R Liols(ly 4 12 + 13)

la media armoénica de esta medida sobre los cuatro tridngulos también representa una
buena medida de calidad para cuadrildteros en el sentido Field-Oddy y detecta cua-
drados en su valor maximo. Nuevamente, los atributos de esta medida de calidad para
tridngulos son heredados para u(Q).

Para observar las curvas de nivel, de nueva cuenta consideremos los cuadrilateros
Q formados por los vértices, Pi(0,0), P»(2,0) y P3(0,1) y el cuarto Py(z,y) lo dejamos
libre, de esta manera p(Q) es una funcién de dos variables. En la Figura 5.21 se aprecia
la forma de las curvas de nivel.

Para esta medida de calidad, usamos la constante de normalizacién o = 4/(24+/2),
de manera que en el valor maximo de p(Q) de 1, detecta cuadrados y es capaz de
detectar elementos degenerados a tridngulo cuando su valor es 0. Por la forma de las
curvas de nivel, ver Figura 5.21, nosotros sugerimos usar un intervalo de aceptabilidad

w(T) =2
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 5.20: Curvas de nivel para la medida Harmonic mean usando el nimero de con-

dicién del mapeo lineal a un triangulo rectangulo isésceles.

de [.99,1].
Otra medida de calidad para triangulos que hemos probado con mucho éxito es

44/3 A 643 A3
WT) = == 75 = 7

o B2 9 PR3
la cual es una buena medida de calidad para triangulos y en su valor éptimo de 1
detecta triangulos equildteros. Esta medida es ampliamente discutida por Shewchuk en
[287].

Nuevamente, si usamos como medida la media arménica de los valores p(T;) sobre
los cuatro tridngulos T;, la medida (5.26) representa una buena medida de calidad y
caracteriza cuadrados en su valor maximo.

Consideremos los cuadrildteros @ formados por los vértices, P;1(0,0), P»(2,0) y
P3(0,1) y el cuarto Py(z,y) lo dejamos libre, de esta manera ;(Q) es una funcién de
dos variables. En la Figura 5.22 se aprecia la forma de las curvas de nivel para z = ((Q).

Nuevamente, los atributos de esta medida de calidad para triangulos son heredados
para u(Q). Por la forma de las curvas de nivel, para esta medida sugerimos usar un
intervalo de aceptabilidad de [.99, 1].

Una vez que hemos experimentado con diferentes medidas de calidad para tridngu-
los, podemos formular el siguiente:

(5.29)

Teorema 5.2 Si u(T) es una buena medida de calidad para tridngulos en el sentido

Field-Oddy de tal manera que un tridngulo rectdngulo isdsceles tiene la menor energia
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0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Figura 5.21: Curvas de nivel para la medida Harmonic mean usando radius ratio.

contenida entre todos los tridngulos rectdngulos, entonces la media armdnica (5.25)
de los valores u(T;) de los 4 tridngulos T; del cuadrildtero, es una buena medida de
calidad para cuadrilateros en el sentido Field-Oddy y caracteriza cuadrados en su valor
mAazimo.

La demostracién es sencilla, los 4 triangulos de ) deben ser congruentes para tener
la misma energia y formar el cuadrilatero. De ahi se sigue que los tridngulos deben ser
tridngulos rectdngulos o no forman un cuadrildtero. Ahora bien, si la menor energia
contenida para tridangulos rectangulos sélo ocurre cuando son tridngulos rectangulos
isésceles, entonces p(Q) solamente detecta cuadrados en su valor maximo.

Como es de esperar, algunas de estas medidas pueden no ser suaves si la medida para
triangulos no lo es. Un ejemplo de esto ocurre cuando usamos la medida geométrica de
Cavendish para un tridngulo, véase el Apéndice A,

4 A

u(T) BE

Esta medida no es suave por lo que la media arménica de p(7;) tampoco lo es. Para

observar el comportamiento de las curvas de nivel para esta medida consideremos de

nueva cuenta, los cuadrilateros formados por los vértices, P;(0,0), P»(2,0) y P5(0,1)

y el cuarto Py(x,y) lo dejamos libre, de esta manera p(Q) es una funcién de dos

variables. En la Figura 5.23 se aprecian las curvas de nivel. Observe las lineas blancas
que corresponde a los puntos donde la medida no es continuamente diferenciable.

Para finalizar, si dos medidas de calidad para tridngulos p1(7T) y p2(T") son buenas

medidas de calidad en el sentido Field-Oddy y son equivalentes, entonces las medias

(5.30)
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 5.22: Curvas de nivel para la medida Harmonic mean usando (5.29).

armonicas p1(Q) y p2(Q) basadas en estas medidas son equivalentes. Con todas ellas
detectamos cuadrados en su valor maximo y la diferencia sustancial serd el costo de
su implantacién. La medida u(Q)) que presentamos generaliza la medida que hoy en
dia conocida como mean ratio para cuadrilateros ya que es posible usar casi cualquier
medida de calidad p(T') para tridngulos.
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Figura 5.23: Curvas de nivel para la medida Harmonic mean usando la medida u(7T") de

Cavendish.
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5.4.9. Rectangulos: Lo 1989

En 1989, Lo [216] revisa la medida sobre tridngulos T'(p, ¢, r) que propuso en 1985
[215]

3 2émrea;(T) !

I +15+15
donde [; es la longitud de los lados del tridngulo. Esta medida tiene su valor maximo
de 1 para tridngulos equilateros. Lo propone calcular cada uno de esos valores sobre los
cuatro tridngulos T; que se forman de un cuadrilatero, ver Figura 5.6, pero ordenandolos
de manera que

g:

g1 <92<93 <94

y propone como medida para un cuadrildtero el cociente

_ 9192
MQ%—%%. (5.31)

Lo observa que el valor éptimo de 1 solamente se alcanza para rectangulos. Para de-
mostrar esto, es necesario observar que la uinica forma para que (5.31) sea 1, es que los
cuatro valores g; sean iguales. Debido a que todos los tridngulos comparten un lado,
la tnica forma que esto ocurra es que sean congruentes y por consiguiente formen un
rectangulo.

Esta es una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy, ya que es continua,
a-dimensional, acotada, invariante a movimientos rigidos, y es posible identificar cua-
drilateros degenerados a tridngulos e incluso es posible identificar si son no convexos
(cuadrildteros con una sola entrante).

Nuevamente, es necesario recalcar que la medida de calidad que usa Lo para tridangu-
los es el reciproco del nimero de condicién u(7T) = 1/k2(T') para el mapeo lineal entre
un tridngulo equildtero y otro general, discutida en la subseccién A.3, del Apéndice A.

Para observar el comportamiento de esta medida consideremos los cuadrilateros
formados por los vértices, P;(0,0), P2(2,0) y P3(0,1) y el cuarto Py(x,y) lo dejamos
libre, de esta manera u(Q) es una funcién de dos variables. Las curvas de nivel de esta
medida se aprecian en la Figura 5.24.

Esta medida es usada en 2004 por Menendez Diaz et al. [230] para comprobar que el
método para suavizar mallas que proponen es eficaz: produce cuadrados (esta medida
caracteriza rectangulos). El método de Menéndez Diaz et al. es muy sencillo, proponen
que el punto medio de una diagonal sea el centro de un circulo que contenga a los otros
dos vértices, repite esta idea con la otra diagonal en forma simultanea por lo que resuelve
un sistema de 8 x 8 para un parametro o shape factor p determinado que representa el
diametro del circulo donde deben de estar los vértices. Este suavizamiento de las celdas
conocido como suavizamiento geométrico, lo realizan cambiando cada cierto nimero de
iteraciones para un shape factor p fijo, hasta que la malla presente una calidad p(Q)
aceptable.
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Figura 5.24: Curvas de nivel para la medida de calidad de Lo 1989 (5.31) que detecta

rectanglos.

En 2007, Park et al. [246] construyen de manera automatica mallas no estructuradas
formadas por cuadrildteros a partir de una triangulacién, usan la medida de Lo (5.31)
para decidir la forma de reconectar nodos de la malla.

En los experimentos que hemos realizados hemos encontramos que esta medida tiene
mas puntos criticos. Observe el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Consideremos los cuadrildteros formados por los vértices, Pi(0,0), P»(4,0)
y P3(0,1) y el cuarto Py(x,y) lo dejamos libre, de esta manera p(Q) es una funcién de
dos variables la medida de Lo (5.31), la cual es una funcién de dos variables. La forma
de las curvas de nivel de la superficie x(Q) nos hacen ver que hay otro punto critico,
diferente al esperado (4, 1), véase la Figura 5.25.

20F

05

0.0F

0 1 2 3 5 6

Figura 5.25: Curvas de nivel para la medida de Lo 1989 para un rectdngulo de aspect

ratio 4.

Por la simetria del problema estimamos que el punto P; que se obtiene al reflejar
P, sobre la recta P, P3; es un candidato a ser optimo local. En conclusién, si usamos
esta medida dentro de un proceso de optimizacion local para mejorar la calidad de las
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celdas podriamos obtener un punto critico para esta medida y sin embargo la celda
se encuentre lejos de ser un rectangulo. En el siguiente capitulo revisaremos de nueva
cuenta esta medida para el mejora de calidad de una malla.

La funcion cociente que propone Lo es muy interesante y nosotros hemos usado esa
funcién en este trabajo para caracterizar paralelogramos. La metodologia de Lo puede
ser aplicada a casi cualquier medida p(7) del tridngulo, en cuyo valor éptimo de p(Q)
tendrd el mismo valor g; = u(7;). Sin embargo, no necesariamente caracterizamos un
cuadrildtero para el cual el éptimo de u(7T) se logre, sélo identificaremos cuando las
cuatro cantidades son iguales. Por ejemplo, si usamos p(7") = 1/k2 el reciproco nimero
de condicion del mapeo lineal entre un tridngulo rectangulo isésces y otro en posicion
general, discutida en la subseccién A.3, del Apéndice A

24rea(T;)  alJob ( 0 1)

az+b2 a2+ b2’

9: = -1 0

y reordenamos de manera que g1 < g2 < g3 < g4 y definimos de u(Q) = g192/9394, €l
valor maximo de 1 se logra cuando todas la cantidades g; son iguales; lo cual solamente
ocurre para paralelogramos.

5.4.10. Rectangulos: van Rens 1998

Algunas medidas para caracterizar cuadrilateros se basan en el cdlculo de los dngulos
interiores. Una de estas medidas de calidad es descrita en 1998 por van Rens et al. [322],
quienes proponen calcular los angulos interiores 6 y define

MQV—fIQ— )

k=1
Esta es una funcién continua, a-dimensional donde 0 < p(Q) < 1. Es fécil ver que
1(Q) = 0 si el cuadrilatero estd deformado a un tridngulo, y u(Q) = 1 cuando se tiene
un rectangulo.

En ese articulo van Rens et al. proponen un algoritmo para construir mallas no
estructuradas formadas por cuadrildateros a partir de una triangulaciéon previa. El al-
goritmo que proponen garantiza que los cuadrilateros obtenidos son cercanos a ser
rectangulos controlando el aspect radio. Observe que esta medida no es posible identi-
ficar si el cuadrilatero es no convexo.

7 =0k
us

5.4.11. Rectangulos: Wu 2011

Como hemos senalado, algunos autores parten de una malla de triangulos para
formar mallas de cuadrilateros reconectando nodos usando un criterio de calidad de
los cuadrilateros y posteriormente suavizan las celdas. Tanto para garantizar la calidad
como para suavizar las celdas emplean medidas basadas en caracteristicas geométricas
de los elementos. Wu [333] trabaja en esta direccién y propone en 2011 una medida de
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calidad para caracterizar rectangulos, esta medida también esta basada en el célculo
de los dngulos interiores. Wu usa metodologia de Lo [216]: ordena los dngulos interiores
de forma que 6; < 6y < 03 < 64 y propone la medida

0102
wQ) = 0.0,
Wu observa que esta es una medida de calidad que alcanza su 6ptimo con valor 1, lo
cual se logra sobre rectangulos. Sin embargo, esta no es una buena medida en el sentido
de Field-Oddy, ya que no es posible detectar cuadrilateros degenerado ni en triangulos
ni en segmentos.

Wu propone en su trabajo combinar esta medida con una medida simple del aspect

ratio y propone optimizar la combinaciéon de ambas para construir mallas formadas por
cuadrilateros de gran calidad: cercanas a ser cuadrados.

5.4.12. Rectangulos: Wada 2008

Otra medida que hemos encontrado basada en los dngulos internos del cuadrilatero,
es aquella que formulan Wada, Hayashi y Kikuchi [325]

1 T s us s
@ =15 (100214102 =TI+ 105 = ] +16: - )

es bdsicamente un promedio normalizado de la desviacién del d&ngulo con respecto a /2.
Una norma basada en los dngulos interiores. Al igual que la medida propuesta por Wu
para rectangulos, esta no es una buena medida calidad, pero es tutil para identificar si
los 4ngulos interiores de @) que estén cerca de 7/2, por lo que u(Q)) permite caracterizar
rectangulos.

5.4.13. Rectangulos: Remacle 2012

En 2012, Remacle et al. [258] describen el algoritmo Blossom—Quad para construir
una malla no estructurada formada por cuadrilateros a partir de una triangulacién
previa y proponen usar una medida basada en el angulo interior

(@) =mix {1 - g {17 - i} 0}

para determinar la calidad de los de los elementos. Se observa que la medida es 1
cuando se tiene un rectangulo lo que en la literatura llaman perfect cuadrilateral y 0
si alguno de los dngulos es mayor o igual de 7; esto es, cuando se tiene el cuadrilatero
degenerado a tridngulo o es no convexo. Esta medida es una buena medida de calidad
para cuadrildteros. Remacle et al. utilizan una funcién de costo para minimizar los
elementos que no son deseables y con ello implementan un algoritmo que les garantiza,
en términos estadisticos, que la malla construida con su algoritmo es adecuada. Esta
medida esta basada en una medida mds elaborada propuesta por Borouchaki y Frey
[51]. Para esta medida sugerimos usar un intervalo de aceptabilidad de [.925,1].
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5.4.14. Rectangulos: Rectangles 2015

Como hemos revisado, algunas medidas para caracterizar rectdngulos estdan basada
en medir los dngulos interiores. Otra forma de lograrlo es pedir que ) sea un para-
lelogramo y que el mayor de sus angulos interiores sea recto. Esto es, usamos una
medida que relaje la forma de ) con una que imponga una condicién particular para
un rectangulo.

Nuestro interés es caracterizar de manera geométrica a los rectangulos. Un resultado
muy conocido en la literatura es el siguiente:

Teorema 5.3 Sea QQ un cuadrildtero de vértices A, B,C y D cuyos lados son a, b, ¢ y
d como se muestra en la Figura 5.16. El cuadrildtero @) es un rectangulo si y sélo si el

drea del cuadrildatero se escribe como

an = %\/W O+ D) (5.32)
La prueba de este teorema puede consultarse en Josefsson [169]. Lo interesante de este
teorema es que podemos contar con una expresién analitica para el area del rectangulo
ideal cercano a (). Esta expresiéon nos permite comparar el cuadrado del area de () para
identificar que tan lejos se encuentra () de ser un rectangulo.
Siguiendo la prueba del teorema, es facil ver que el area a, de cualquier cuadrilatero
convexo satisface

2a. < /(a2 + 2)(0? + d?)

y que la igualdad solamente se alcanza si () es rectangulo. Usando esta idea proponemos
como medida de calidad a

4a_
mQ) = NCETOICETS (5.33)

donde

a— = min{a1, a2, az, a4}

es la menor area de los cuatro tridngulos en que podemos dividir ) por sus diagonales.
Esta es una buena medida en el sentido de Field—Oddy, ya que es continua, estd acotada,
es invariante a rotaciones y es posible identificar cuadrildteros degenerados (a tridngulo)
asicomo identificar si el cuadrildtero es no convexo). Esta medida alcanza su valor
maximo de 1 para rectdngulos.

Para por observar el comportamiento de esta medida consideremos los cuadrilateros
formados por los vértices, P;(0,0), P>(2,0) y P3(0,1) y el cuarto Py(x,y) lo dejamos
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Figura 5.26: Curvas de nivel para la medida de calidad Rectangles 2015 (5.33) que detecta

rectangulos.

libre, de esta manera u(Q) es una funcién de dos variables. Las curvas de nivel de esta
medida se aprecian en la Figura 5.26.

Por la forma que presentan las curvas de nivel, esta medida permite caracterizar
con eficacia los cuadrilateros cercanos a ser rectdngulos y su calculo es muy sencillo.
Un intervalo de aceptabilidad para considerar que el cuadrilatero esta cerca de ser un
rectdngulo bajo esta medida es [.95, 1].

5.4.15. Rectangulos: MinRect 2015

Hasta el momento hemos revisado algunas medidas que caracterizan paralelogramos,
cuadrados y rectangulos y hemos senalado algunos intervalos de aceptabilidad para
considerar que un cuadrildtero esté cerca de tener la forma geométrica ideal. Fuera
de ese intervalo decimos que el cuadrilatero es distorsionado. Sin embargo, no hemos
reparado en cémo es o cudl es el cuadrado o rectangulo al que se encuentra cercano el
cuadrildtero en cuestién.

Un problema muy interesante en geometria computacional es: dada una nube de
puntos calcular el rectangulo de area minima que los contiene. Se sabe que el rectangulo
de drea minima contiene un lado del casco convexo, véase Freeman y Shapira 1975 [122].
Por consiguiente, el problema se puede replantear como: calcular el rectangulo de drea
minima que contenga a un poligono convexo, vea la Figura 5.27.

Un algoritmo muy estudiado en geometria computacional para resolver este tipo de
problemas es el rotating calipers o pinzas de rotacién (véase Toussaint, [317] y Pirzadeh,
[255]). La idea de este algoritmo es estimar un primer rectdngulo para luego ajustar sus
dimensiones usando rotaciones con respecto a uno de sus lados de manera que contenga
al casco convexo, convex hull, y rotar esa caja haciendo coincidir un lado del rectangulo
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Figura 5.27: Rectdngulo de area minima que contiene al convex hull de la nube de puntos.

con otro del casco convexo y reajustar de nuevo el rectangulo.

El casco convexo de una nube de n puntos se calcula en O(nlogn) pasos. El calculo
del rectangulo de drea minima sobre el casco convexo se calcula en O(n) pasos (se calcula
un rectdngulo por cada lado), ver [317, 255]. Una vez calculado el casco convexo debemos
proyectar los vértices sobre uno de los lados de ese poligono y ajustar el tamano del
rectangulo, ver Eberly [94]. Esta idea es muy atractiva para n pequefio ya que el costo
del algoritmo es de orden O(n?).

Nosotros proponemos usar el rectdngulo de area minima para definir una medida de
distorsién del cuadrildtero en el sentido de que tan cerca o lejos se encuentra () de ese
rectangulo. Para calcular el rectangulo que encierra al cuadrildtero proponemos usar
proyecciones entre vectores de la siguiente forma:

1) Para un segmento del cuadrildtero, y desde uno de sus vértices, se forma el vector
que contenga al segmento y se proyectan los vectores que se forman con los otros
dos vértices.

2) con estos vectores se ajusta el tamatio de la base del rectdngulo.
3) Con los vectores ortogonales a la proyeccién se determina la altura del rectangulo.
1. Repetir 1)-3) con los otros lados.

4 El rectangulo de menor area de los cuatro segmentos es el rectangulo de &drea
minima.
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La idea geométrica del paso 1 de este algoritmo se observa en la Figura 5.28.

A D D'

@ = BD
i=DBA
@ — Proy i

R

B w, P Q

Proys7 jirel Proy,@

Figura 5.28: El rectdngulo que contiene al cuadrilatero y un lado se puede calcular usando

proyeccién de vectores.

Ejemplo: Considere el cuadrildtero formado por los puntos P(—6,4), Q(5, —4), R(2,4)
y S(—4,6), sobre cada segmento calculemos el rectdngulo que contiene a este lado y
a todo el cuadrilatero. En la Figura 5.29 se observan los cuatro rectdngulos que se
calculan con el procedimiento anterior.

Haciendo los célculos tenemos que

= para el segmento PQ de longitud 10.8404u, el drea del rectangulo de menor area
que encierra al cuadrildtero y contiene a PQ es de 108.4859u2.

= Para el segmento QR de longitud 8.4752u, el drea del rectangulo de menor area
que encierra al cuadrildtero y contiene a QR es de 126.2199u2.

= Para el segmento RS de longitud 6.2706u, el drea del rectangulo de menor area
que encierra al cuadrildtero y contiene a RS es de 116.6726u>

= Para el segmento SP de longitud 10.2240u el area del rectangulo de menor drea
que encierra al cuadrildtero y contiene a SP es de 108.4859u2.

Como hemos dicho, Freeman y Shapira [122] y Eberly [94] muestran que el rectangu-
lo de area minima de poligono convexo contiene a uno de sus lados. Para el caso de
un cuadrilatero, hemos observado que, usualmente, ese rectangulo contiene al lado mas
grande del cuadrilatero.

En 1993, Lassak [207] demuestra que el drea del casco convexo (de la nube de
puntos) es menor o igual que el drea del rectdngulo de drea minima. De esto, se sigue
que si a. es el drea del cuadrildtero convexo @ y ag es el area del rectangulo de area
minima entonces
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i = ~—_ Q
el
|
61 ©
8L 8

Figura 5.29: Un cuadrilatero de referencia y los cuatro rectdngulos que contienen a ese

cuadrilatero y uno de sus lados.

OS QG,C—GR.

Ahora bien, si @) es no convexo (con un entrante) 2a. — ar < 0.
Por lo anterior proponemos

2a. — aRr

Q) =
aR

como medida de calidad geométrica para caracterizar rectangulos.

La medida asi definida p(Q) es una buena medida de calidad en el sentido de
Field-Oddy, ya que es continua, acotada invariante a transformaciones rigidas, su valor
méaximo de 1 solamente para rectdngulos y nos permite identificar cuadrilateros dege-
nerados a un tridngulo, ya que u(Q) = 0 solamente cuando @ es un tridngulo. Para
esta medida sugerimos usar un intervalo de aceptabilidad de [.9, 1].

Otra medida que proponemos usar

2a_
Q) = E
donde
a— = min{ay, az, as, as}, a; = area(T;),

es el area mas pequena de los 4 triangulos del cuadrilatero. Esta también es una bue-
na medida en el sentido de Field-Oddy con la cual podemos identificar cuadrilateros
degenerados a triangulo y cuadrilateros no convexos.
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Como observacién final, es posible que se obtengan dos rectangulos de drea minima
para @) (con diferente aspect ratio), cualquiera de los dos serd til para la medida que
proponemos.

5.5. Algunas medidas para el aspect ratio

Como hemos mencionado en la primeras secciones, el aspect ratio o proporcién entre
los lados de un elemento juega un papel de gran importancia en el estudio del error de
truncamiento y estabilidad de la solucién numérica tanto para triangulos como para
cuadrilateros.

Para el caso de cuadrilateros convexos algunos autores definen el aspect ratio como
la razén entre los lados mayor y menor del cuadrildtero:

L max
L min

Esta idea es una de la primeras que se ha empleado; sin embargo, es facil ver que
un rombo siempre tendra aspect ratio de 1 y las méas de las veces no es un cuadrado.
Algunos autores como Pebay [249, 250] prefieren nombrar a esta medida como razén
de los lados edge ratio y proponen un intervalo de aceptabilidad de [1,1.3] ver [292].

Otros autores como Wada, Hayashi y Kikuchi [325], definen el aspect ratio de un
cuadrilatero como la mayor razén entre la suma de los lados opuestos:

AR =

AR:méX{a+c b+d}.

b+d a+c

Es facil ver que esta definicién de aspect ratio también esta sobre valuada, en el sentido
de que un cuadrilatero con la forma de un papalote, o cometa, también conocido como
papagayo, tiene aspect ratio de 1 al igual que un cuadrado.

En la literatura hemos encontrado varias definiciones de aspect ratio, todas ellas se
basan en ser consistentes para el caso en que el cuadrilatero es un rectangulo. También
hemos encontrado otras estimaciones que nada tiene que ver con esta propiedad. Por
ejemplo, Pebay en 2002 [249] propone medir el aspect ratio de un cuadrildtero como

AR — Lyax(L1 + Ly + L3 + L4)’

Qc

donde L ;3 es el lado méas grande del cuadrilatero y a. el area del cuadrilarero. Esta
idea es consistente para cuadrados pero no lo es para rectangulos. Por lo que no es un
aspect ratio aceptable.

5.5.1. Aspect ratio de Robinson

Una forma de estimar el aspect ratio de un cuadrildtero muy empleada en la li-
teratura fue descrita por Robinson [271] en 1987 y se basa en asociar un rectangulo
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particular al cuadrilatero convexo: un rectangulo que pase por los puntos medios de los
lados del cuadrilatero y sus lados sean paralelos a los ejes coordenados.

Figura 5.30: Rectdangulo que asocia Robinson a un cuadrildtero.

Una vez obtenido este rectdngulo, se define convenientemente el aspect ratio como
la razén entre los lados mayor y menor. Robinson senala que esta idea es usual en
ingenieria mecédnica y propone una forma practica de calcular ese rectangulo. Para
esto, usa el mapeo bilineal entre el cuadrado unitario y el cuadrilatero convexo:

z(€m) = e1+ e +esn+ealn (5.34)
y(&,m) = fi+ L+ fan+ fién (5.35)

y calcula el aspect ratio como una razén entre los coeficientes lineales en la forma:

e
aspect ratio = max {2, f?’} . (5.36)
f3 ez
El rectangulo asociado tiene lados paralelos a los ejes coordenados y pasa por los
puntos medios de los lados del cuadrilatero, por lo que esta caracterizacién es depen-
diente del sistema coordenado ortogonal elegido. Es una medida invariante a la escala,

pero dependiente de rotaciones. Para mostrar esto iltimo, veamos el siguiente

Ejemplo: Para el cuadrilatero formado por los puntos A(1,2), B(4,2),C(4,5) y D(2,4)
el aspect ratio de Robinson es AR = 1.15. Si rotamos este cuadrilatero con respecto al
punto A unos 45° y el nuevo aspect ratio es de AR = 1.22.

Es necesario definir una medida para el aspect ratio que sea invariante a transforma-
ciones rigidas. Una propuesta que hacemos es, asignar un sistema coordenado ortogonal
a uno de los lados del cuadrilatero, por ejemplo, transformando el cuadrilatero al primer
cuadrante del plano teniendo a uno de sus lados sobre el eje . Si usamos esta idea por

217



5. SOBRE LA DISTORSION DE UNA CELDA Y LA CALIDAD GEOMETRICA
DE UNA MALLA

(a) (b)

Figura 5.31: (a) Cuadrildtero en posicién original y rectdngulo propuesto por Robinson
para calcular el aspect ratio y (b) cuadrilatero que ha sido rotado con respecto a A a 45°

y el rectangulo propuesto por Robinson.

cada uno de los cuatro lados del cuadrilatero tendremos un valor de aspect ratio por
cada lado, véase la Figura 5.32.

En la préctica, se ha observado que el AR entre los cuatro diferentes rectangulos
que podemos construir uno por cada lado, difieren como méximo un 7%, por lo que
cualquiera de ellos es un estimador razonable. De igual manera, el valor maximo entre
ellos e incluso el promedio puede ser de utilizad

El aspect ratio de Robinson fue propuesto en 1987 y es una referencia actualmente
para muchos investigadores y ha sido implantado en sistemas computacionales para
medir la calidad de las mallas. uno estos es el sistema CUBIT [84]. CUBIT es un conjunto
de herramientas de software para generacién de mallas en dos y tres dimensiones. Entre
sus herramientas destacan la preparacién de la geometria (modelador de superficies),
un pre proceso, y el estado del arte, state-of-the-art, de los algoritmos de suavizamiento
de mallas. Este sistema cuenta con la biblioteca VERDICT para validar la calidad las
mallas obtenidas (tridngulos, cuadrildteros tetraedros y hexaedros). Este sistema tiene
incorporado un calculo del aspect ratio de Robinson y sus desarrolladores proponen un
intervalo de aceptabilidad entre 1 y 4.

Desde un punto de vista geométrico, el aspect ratio de Robinson puede ofrecernos
poca informacién de la forma geométrica del cuadrildtero ya que este puede tener
aspect ratio de 1 y sin embargo, estar lejos de ser un cuadrado, observe el ejemplo que
se presenta en la Figura 5.33.
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ARRIL = 117

ARR2 = 122

ARR3 = 111

ARRS = 113

s

Figura 5.32: Cuatro valores para el aspect ratio de Robinson, por cada lado uno por cada

lado: AR1 =1.17, AR2 =1.22, AR3 =111y AR4 =1.3.

)
o

Figura 5.33: Un cuadrilatero cuyo aspect ratio de Robinson es 1, pero dista en mucho de

ser un cuadrado.
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5.5.2. Propuesta de Field para calcular el aspect ratio de Robinson

En 2000, Field [108] sugiere usar los ejes principales del cuadrildtero @ para cons-
truir un sistema coordenado ortogonal y calcular el aspect ratio de Robinson. Los ejes
principales de un cuadrilatero ) se obtienen uniendo los puntos medios entre sus lados
opuestos vea la Figura 5.34. Describamos la idea de Field y la medida de calidad que
adicionalmente propone. Consideremos # y v’ los vectores que unen los puntos medios
de los lados del cuadrildtero. Para el vector @ = (o, 3)¢, calculemos i+

ortogonal a este en direccién positiva (contrario a las manecillas del reloj):

como el vector

it = (-8, a)

Lo propio haremos para o-. Con @ y @' vamos a construir un rectdngulo que pase los

puntos medios, para ello usaremos la proyeccién de ¥ sobre -

at v
|2

la magnitud de ese vector serd el tamano de uno de los lados del rectangulo y el otro

Proy; v = v

lado serd |||, observe la Figura 5.34. Para este caso, podemos definir el aspect ratio
como:

Sl = 2
ARl—méx{u v 1ol } (5.37)

TR a5

Sin embargo, solamente hemos usado uno de los ejes principales para construir un
sistema ortogonal. Repitamos esta idea sobre el otro eje principal. Si consideremos
ahora @ y i, el aspect ratio para este segundo rectangulo es:

S =12
AR2 = max{” @ d q} (5.38)

[@]2 » vt-ad
Ejemplo 1: Consideremos el cuadrildtero formado por los puntos A(1,3), B(10,3),
C(7.64,9.83) y D(3.43,11.59). En la Figura 5.34 se observa un cuadrildtero y los dos
aspect ratio que se pueden obtener uno por cada eje principal.

En los experimentos que hemos realizado, ambas cantidades no difieren mucho y
podriamos usar el més grande entre ellos como aspect ratio de Robinson:

TSN LR T

|,U|2 ’ AN |ﬂ‘|2 ’ oL d

La biblioteca VEREDICT [292] emplea como aspect ratio de Robinson, la construccién
AR1 mostrada en (5.37).

La propuesta de Field para estimar el aspect ratio es invariante a transformaciones
rigidas. Sin embargo, tampoco es posible evitar asignar 1 a cuadrilateros que estan lejos
de ser un cuadrado.
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Figura 5.34: (a) Para el primer sistema coordenado obtuvimos AR = 1.147 y para el

segundo (b) AR = 1.166.

En ese trabajo, Field propone comparar la razén entre los lados de los dos rectangu-
los para formular una medida de calidad para caracterizar cuadrados. Si hacemos

o (akew @ v P
G MR\ TEE @ a0 otea
e~ maedEUT P Ea P
B 52 al-o @2 ot-a
Yy
QR
Q) = —— (5.39)
Br

obtendremos que ;(Q) una buena medida de calidad para cuadrildteros, en el sentido
de Field-Oddy, ya que es continua, a-dimensionada, esta acotada, alcanza un valor de 0
para un cuadrilatero degenerado a segmento y alcanza el valor maximo de 1 solamente
para cuadrados.

En la Figura 5.35 mostramos en forma esquematica como se comporta la medida
1(Q) si fijamos un lado de longitud a = 2 para un rectdngulo y variamos en z el tamafio
del otro lado La gréfica estd formada por un segmento de pardbola y un segmento de
hipérbola.

La medida de Field (5.39) es muy interesante ya que nos permite detectar cua-
drados de manera muy confiable. Es de notar que el reciproco de esta medida puede
ser considerada como aspect radio: ya que es consistente con el valor esperado para
rectangulos.

_bBr

QR

AR
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0.8

0.6

0.4

Figura 5.35: Figura esquematica de la medida de calidad de Field para detectar cuadrados.

Esta ultima propuesta de Field representa una forma atractiva de calcular el aspect
ratio de Robinson.

5.5.3. Un propuesta para calcular el aspect ratio de Robinson

Regresemos a la idea geométrica detras del aspect ratio de Robison: asignar un
rectangulo a un cuadrilatero.

Una idea muy interesante es calcular un rectangulo cuyas caras se ajusten 4 colec-
ciones de puntos, en la Figura 5.36 esta representada esta idea.

FEl primer paso es elegir las 4 colecciones de puntos

P, 1=1,...,np, Q;, j=1,...,nq, Ri, k=1,... nn S, 1=1,...

lo segundo es proponer un modelo de rectas ortogonales dos a dos, por ejemplo de la
forma:

L1 ci+mx+ny = 0
Lo cg—nox+ny = 0
L3 : c3+nx+ny = 0
Ly ca—nox—nyy = 0

Cada recta £; debe ajustar a una coleccién de puntos, para nuestro caso sera dos
por cada recta. El problema de ajuste lineal se puede escribir como

m
min ||rl| =) 7
ci,nj

i=1
donde
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101

Figura 5.36: Rectangulo que mejor se ajusta a cuatro conjunto de puntos uno por cada

cara.

1 000 zpm ym

1 0 0 0 zpnp ypoup
100 z¢1 ya

C1
. . . . . . (&) ™
01 00 Tdng Yqng c3 _ T2
0010 arr ynm Cy :
: : m T'np+ng+nr+ns
n2

0 0 1 0 xry YTnr
00 0 1 =51 ys1

0 0 0 1 =sps YSns
Para que el problema esté bien definido nos falta una condicién adicional y ésta es
la ortogonalidad de las rectas:

n%+n§:1.

El planteamiento de este problema y su implementaciéon en Matlab se puede revisar
de las notas del curso para Matlab de Peter Arbenz [8].
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Nosotros proponemos usar este problema para ajustar un rectangulo a un cuadrilate-
ro, de manera que cada recta £; del rectangulo ajuste a donde dos vértices consecutivos
del cuadrildtero. Es facil mostrar que el rectdngulo asi obtenido pasa por los puntos
medios del cuadrilatero. Lo interesante de este problema es que la solucién nos provee
una forma robusta, estable e independiente de rotaciones para calcular un rectangulo
que mejor ajuste a los vértices del cuadrilatero y pasa por los puntos medios.

Ejemplo 2: Para el cuadrildtero formado por los puntos A(1,2), B(4,2), C(4,5) y
D(2,4) el aspect ratio de Robinson con esta técnica es de AR = 1.000.

Figura 5.37: Rectangulo que mejor se ajusta a las caras de un cuadrildtero del ejemplo

2. El aspect ratio de Robinson con esta técnica es de AR = 1.000.

Figura 5.38: Rectangulo que mejor se ajusta a las caras de un cuadrilatero del ejemplo

1. El aspect ratio de Robinson con esta técnica es de AR = 1.0802.

De nueva cuenta, a menos que garanticemos que el cuadrilatero esté cercano a ser
cuadrado o rectangulo el aspect ratio de Robinson no es confiable; observe el cuadrildtero
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del Ejemplo 1 arriba descrito.

5.5.4. Una nueva forma de calcular el Aspect ratio de un cuadrilatero
usando el rectangulo de area minima

Como hemos senalado, las diferentes definiciones de aspect ratio reportadas en la
literatura, suelen ser consistentes con lo esperado cuando el cuadrilatero es un rectangu-
lo, en cuyo caso el aspect ratio es la razén de lado méas grande con el méas pequeno. De
la revision que hemos hecho observamos que estas diferentes definiciones pueden no ser
comparables entre si y estar sobre valuadas. Esto iltimo significa que es sencillo disenar
cuadrilateros cuyo aspect ratio sea 1 y sin embargo estar lejos de ser un cuadrado, ver
Figura 5.33.

Asignar un rectangulo al cuadrildtero es una idea muy atractiva desde un punto de
vista geométrico ya que nos permite senalar que tan alejados estamos de un rectangulo,
y con esto poder cuantificar la distorsién de cuadrilatero con respecto a un rectangulo
ideal. Una de las medidas de calidad que hemos propuesto en este trabajo esta basada
en el rectdngulo de drea minima que contiene al cuadrilatero. En la Figura 5.39 se
aprecia, un cuadrilatero y el rectangulo de area minima que lo contiene.

Figura 5.39: Rectangulo de drea minima que contiene al cuadrilatero

Usando el rectangulo de area minima, definiremos el aspect radio de ) como la
razon entre el lado mayor y menor del rectangulo de area minima para un cuadrilatero.

Ejemplo 3: Para el cuadrildtero formado por los puntos A(—6.84,7.5), B(—10, —4),
C'(11.81,—1.38) y D(9.27,11.94) el aspect ratio de Robinson es 1.53 y para el rectangulo
de area minima es 1.62.

Como hemos dicho en esta seccién es facil construir un ejemplo para el cual el
aspect ratio de Robinson sea 1 sin que el cuadrilatero sea cercano a ser cuadrado. En
el siguiente ejemplo comparamos los valores.

225



5. SOBRE LA DISTORSION DE UNA CELDA Y LA CALIDAD GEOMETRICA
DE UNA MALLA

Figura 5.40: Rectangulo de drea minima que contiene al cuadrilatero y rectangulo que

asocia Robinson para su aspect ratio para el ejemplo 3.

Ejemplo 4: Para el cuadrildtero formado por los puntos A(3.53,10.21), B(—10, —4),
C'(11.81,—1.38) y D(9.27,11.94) el aspect ratio de Robinson es 1.00 y para el rectangulo
de drea minima es 1.62. La forma de los dos rectangulos se aprecia en la Figura 5.41.

D

Figura 5.41: Rectangulo de drea minima y rectangulo que asocia Robinson para su aspect

ratio para el ejemplo 4.

El aspect ratio que aqui hemos definido es invariante bajo transformaciones rigidas y
de escala. En la practica se ha observado que de haber dos rectangulos de drea minima
para un cuadrildtero, el aspect ratio de estos no difieren més de %1, asi que cualquiera
de ellos es til para los fines que perseguimos, de nueva cuenta, podemos usar el mayor
o el promedio entre ellos.

A diferencia de la definicion para el aspect ratio de Robinson, el nuevo aspect ratio
que proponemos tiene un origen geométrico diferente.
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5.6. Otras métricas y medidas de calidad

En este trabajo nos hemos enfocado de describir y disenar medidas de calidad para
caracterizar algunas formas geométricas de los cuadrilateros. En la literatura podemos
encontrar otras funciones o métricas basadas en propiedades geométricas de los elemen-
tos triangulares y de cuadrilateros. La siguiente es una deficién dada por Knupp [191]
para una métrica (geométrica) de calidad

Definicion 4 Una métrica de calidad es una funcion escalar de la posicion de los

nodos que mide alguna propiedad geométrica del elemento.

Los funcionales discretos que nosotros usamos para construir malla suaves y conve-
xas son métricas de calidad [26, 28, 30]. Para el caso concreto del funcional arménico
discretizado [30, 32], esta es una métrica de calidad y sobre una celda es posible carac-
terizar cuadrados cuando su valor es 8. Otras métricas de calidad lo son el funcional de
longitud discretizado y el funcional de ortogonalidad discretizado [186, 30].

En [191], Knupp clasifica las métricas algebraicas dependiendo si son de dominio
general (definida sobre cualquier forma posible del elemento), si son versatiles en cuanto
a detectar diferentes distorsiones del elemento, si son invariantes bajo rotaciones rigidas,
si son independientes de la dimensién; es decir, si son representables en 2D y en 3D, y
observa que, de preferencia deben ser a-dimensionadas.

La diferencia sustancial entre las medidas de calidad y las métricas de calidad, bési-
camente es que las segundas no pueden identificar elementos degenerados a tridngulo
ni segmento y usualmente sélo ofrecen informacién si el cuadrilatero esta cerca o lejos
de tener la forma geométrica ideal. Usualmente las métricas utiles para suavizar mallas
por medio de optimizacién son funciones convexas. Como observacion, si ;(Q) es una
buena medida de calidad, reciproco

5(Q) = M(lQ)

es una métrica de calidad.

Para nosotros, una caracteristica idénea para una métrica de calidad es que sean
funciones convexas en cuyo éptimo se caracterize la forma geométrica ideal del elemen-
to @Q: cuadrado, rectangulo, paralelogramo, etc. En el siguiente capitulo disenaremos
algunas métricas para cuadrilateros que cuyo 6ptimo sea un rectangulo.

5.6.1. Otras métricas de calidad basadas en el angulo

Una métrica comunmente empleada y basada en el angulo méas pequeno de los
angulos interiores del cuadrilatero es

emfn = min {017 925 937 64}a
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y otra mas es

9nléx = mé'x{elu 927 937 84} .

para el angulo mas grande.

En la biblioteca de VEREDICT [292], sus autores definen un intervalo de aceptabilidad
para Oy, el cual es de [45°, 90°] y para 0,45 de [90°, 135°]. En necesario sefialar que la
eleccion de este intervalo puede ser muy laxa y que un intervalo mas estricto para ciertas
formas nos permitiria controlar mejor la distorsién del cuadrilatero. Por ejemplo si
para un paralelogramo proponemos 6,q, € [80°,90°] o bien, O,4¢ € [90°,110°] podemos
asegurar que el paralelogramo estda poco distorsionado con respecto al rectangulo de
area minima.

5.6.2. Otras métricas de calidad: métrica de Oddy

Algunas métricas de calidad que se reportan en la literatura estdn basadas en el
tensor métrico asociado al mapeo arménico [161] entre la regién légica y la regién de
estudio. Una de estas métricas es la propuesta en 1988 por Oddy et al. [241] la cual se
escribe como:

1
D =C®C— —[tra(C))?
Oddy = C®C — _[tra(C)]
donde ® es el producto de Kronecker y

J
c=JJ, J==
||
y J es la matriz jacobiana entre el mapeo del sistema coordenado sobre el elemento, en
este caso el cuadrilatero @), y el sistema de referencia local. Esta cantidad evaluada en
un vértice P; de la celda puede ser escrita como:

2
donde 2
it
Qoddy = 5, ~?

donde a7 es el area del tridngulo asociado al vértice de referencia y I y 2 son el tamano
de los lados consecutivos al vértice P;. Los detalles pueden ser consultados en Oddy
[241], Hyun [150, 151], y Serrate y Coll [82].

Una forma de usar esta medida para cuadrilateros es calculando el méaximo del
valor de (5.40) en las cuatro esquinas. Siguiendo nuestra notacién y haciendo [75 = fl
tendremos:

Q=

{(W — i1 |12)? + AL 'Ei+1)2}

2
205
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por construccion, esta funcién mide la méxima desviacion del tensor métrico C en las
cuatro esquinas del cuadrilatero.

Es de notar, que v(Q) no es una buena medida de calidad, en el sentido de que no
estd normalizada, el valor puede crecer de 0 hasta ser muy grande y tampoco es una
buena medida en el sentido de que nos permita detectar cuadrildteros degenerados a
triangulo o a segmento. Sin embargo, el valor 0 se alcanza solamente para un cuadrado
lo cual hace atractivo su estudio.

En 2003, Serrate y Coll [82] proponen una normalizacién de la medida de Oddy en
la forma

1
GU=2<1> (5.41)
! QDddy

y miden la distorsién del cuadrildtero mediante el promedio de las distorsiones en cada
vértice

F@) =D o(T). (5:42)
Es facil ver que f(Q) es una funcién acotada y

-1<f@) <1

donde el valor de 0 se alcanza para rectangulos.

La funcién (5.42) es empleada para suavizar mallas estructuradas y no estructura-
das, véase y [82, 284]. Es de observar que la funcién objetivo (5.42) requiere de una
regularizacién adecuada para evitar los triangulos de drea negativa. Serrate y Coll usan
una regularizacién cuadritica similar a la empleada en 1997 por Tinoco [312]. Esta
métrica se encuentra implementada en el suite VEREDICT [292].

5.6.3. Otras métricas de calidad: nimero de condiciéon de Knupp

En 2000, Knupp [190] revisa el niimero de condicién kg del tensor métrico discutido
en la subseccién A.3.2 del Apéndice A,
o9 a? 4+ b2 a? + b2

T = — = = =
ro(T) o1 2éarea(T) at Job

y propone definir una métrica basada en el nimero de condicién sobre los cuatro
triangulos del cuadrilatero en la forma:

5(Q) 1mé {a2+d2 b2 +a? 4 b2 d2+c2}
=3 X ) 1) ) .
2 llaxdl|” Ibxal’ [[ex bl [|dxc|

Para nosotros, 6(Q) representa una métrica definida por valor mds grande del
armonico discretizado evaluado en los cuatro puntos de la celda, véase [30].
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La métrica 0(Q) es una funcién convexa que alcanza su valor minimo de 1 exclu-
sivamente para cuadrados. Algunos autores usan esta medida por ser un trabajo de
referencia de Knupp quien ha desarrollado una amplia teoria de métricas algebraicas
para mallas. Esta métrica es el reciproco de la medida de calidad Shape de Knupp,
discutida previamente. En el suite VEREDICT se encuentra implementada esta métrica
y los autores siguieren un intervalo de aceptabilidad de [1, 4].

5.6.4. Otras métricas de calidad: taper y skew

Algunas de las medidas que hemos mencionado estdn implantadas en el sistema
NASTRAN (NASA STRuctural ANalysis program) creado en 1965 como un solver
de analisis por elementos finitos financiado por el gobierno americano y desarrollado
por la NASA con el objeto de realizar calculos estructurales en proyectos espaciales y
aeronduticos. Hoy en dia existen paquetes computacionales comerciales basados en la
biblioteca original. Actualmente, la empresa MSC Software distribuye la biblioteca NX
NASTRAN la cual es usada en el software FEMAP de Siemens [105].

La biblioteca NASTRAN cuenta con otras métricas y medidas de calidad para un
cuadrilatero, uno de ellas es el aspect ratio y otra el Taper. El aspect ratio difiere un
poco al que hemos descrito en un seccién previa. Aqui es definida como la la razén entre
la longitud dos vectores normales un vector principal y el ortogonal a la proyeccién del
segundo sobre este

. a
aspect ratio = 3

En la Figura 5.42 se aprecia esta idea. Es necesario observar que se pueden calcular
dos, uno por cada eje principal.

[Py — Py
x — Taper =
[P — Py
a P, — P
Aspect ratio = 7 y ~ Taper = HPj Pj: G
Skew = 0
area(Ty)

Taper alternative =

drea(Q)

Figura 5.42: Medidas de aspect ratio, skew y taper de un cuadrildtero que se emplean en

NASTRAN.

Para un cuadrilatero convexo @) calculamos el centro de masa CM mediante sus
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coordenadas baricéntricas homogéneas en la forma:

C’M:i[P1+P2+P3+P4],

la cual también se puede escribir en términos del area de los cuatro tridangulos que se
forman con el CM y los vértices, véase la Figura 5.42.

Robinson [271] define dos cantidades z-Taper y y-Taper para medir la razén entre
las longitudes opuestas del cuadrilatero en cada una de las direcciones, ver Figura 5.42.
Para el cuadrilatero de referencia estas cantidades son

[Py — P

z — Taper = 12471l 5.43
P 1Py By (5.43)

[P — P
— Taper = ——————. 5.44
v~ Tep R (5.44)

En el sistema Femap, sus autores recomiendan un intervalo de aceptabilidad de [1, 10]
y los autores de recomiendan CUBIT un valor [1,7].

El sistema NX NASTRAN [239] tiene implementado un Taper alternativo, el cual defi-
nen como la razén del drea mas pequena de los cuatro triangulos y el drea del cuadrilate-
ro; es decir, la coordenada baricéntrica homogénea mas pequena para un cuadrilatero
CONVEXO:

area(Ty) éarea(Ty) é&rea(Ts) &rea(Ty)
drea(Q)’ area(Q)’ drea(Q)’ drea(Q) }
En el sistema Femap, sus autores recomiendan usar este Taper alternativo con un in-
tervalo de aceptabilidad de [.5, 1].

El Skew es una medida del dngulo entre los ejes principales del cuadrilatero, véase la
Figura 5.42. Los ejes principales se forman con los vectores que unen los puntos medios
entre lados opuestos:

Taper = min {

QU
|

%(P3+P4)—%(P1+P2)
= SlPi—P)+ (P—P)
b = %(P2+P3)—%(P1+P4)
= Sl — P+ (B — o)

normalizando

y hacemos R R
w@)=1—1a-9=1—|cos|, 6= édngulo(u,?)
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la cual es acotada, para un cuadrilatero degenerado a segmento es 0 y para un rectangulo
es 1. Un rango aceptable es [.9, 1].

Robinson [271] aparte del aspect ratio que sefialamos en una seccién previa, también
propuso una forma de estimar el skew y los taper usando para esto el mapeo bilineal:

r = e1+ e +esn+edn
Ji+ 2§+ fan+ fién

esas cantidades las define como

Skew = 63/f3 (5.45)
x — Taper = T, = fi/f3 (5.46)
y— Taper = T, =-e4/es (5.47)

Es facil observar que para un paralelogramo la razén de los taper es 1, por lo que es
necesario usar alguno de los dngulos interiores si estamos interesados en identificar de la
distorsiéon del cuadrilatero con respecto a un rectangulo y si esta distorsién es pequena
entonces el aspect ratio nos puede ofrecer una idea de la elongaciéon del cuadrilatero.

Al igual que el aspect ratio de Robinson, las cantidades (5.45)—(5.47) son dependien-
tes del sistema ortogonal empleado. Field en 2000, revisa estas cantidades y las expresa
de forma invariante bajo transformaciones rigidas, véase [108].

El Taper es una métrica muy ttil sobre todo si este es un valor grande, en éste caso
la celda es muy distorsionada con respecto a un rectdngulo. Para apreciar esto, observe
un trapecio con Taper grande.

En la Figura 5.43 se observa una ventana del software Femap de Siemens [105] el
cual tiene implementado algunas de las medidas de Robinson, ver Figura 5.44.
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Figura 5.43: Ventanas del programa Femap de Siemens [105].
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Quality Checks
Maximum Allowable Values

[] Aspect Ratio to1
[V]Taper to1
[v] Alternate Taper to1
[v]nternal Angles deg.
Isten e
[v] warping deg.
Nastran Warping

[v] Tet Collapse to1
._1acobian tol
Combined to1l

Explicit Time Stej

Ao || Reset |

Options
[]make Group with Distorted Elements
|:| Check/Eixup Invalid Elements

List Quality Details
|| Details To Data Table

I Show | |

Figura 5.44: Una ventana del programa FEMAP donde se enlistan las medidas de calidad
implantadas en la bibloteca NX NASTRAN, [239].
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5.7. Algunas métricas de calidad globales

FEn muchas aplicaciones es necesario identificar previamente la utilidad de una malla
a través de la valoracién de la calidad de todos los elementos de la malla.
La valoracién de la calidad de una malla puede lograrse a través de:

1. una inspeccién visual o exploratoria,
2. evaluacion cualitativa o pardmetro de forma,

3. y por analisis estadistico.

Una primera valoracién visual puede ser analizando la distribucién por histograma
de valores de una buena medida calidad elegida (@) o alguna métrica 6(Q) representa-
tiva de la celda @) como puede ser una medida basada en las longitudes, en los angulos,
o el area de los elementos.

En la Figura 5.45 se muestra una e-convexa malla de 150 x 55 sobre el embalse
superior de Arkansas obtenida usando el la combinacién 0.5 x S, . + 0.5 * AO, y se
muestra el histograma de distribucién de drea de los elementos triangulares.

Figura 5.45: Una malla de 150 x 55 sobre el embalse superior de Arkansas obtenida

optimizando 0.5 * S, + 0.5 x AO y su histograma de distribucién de édrea.
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Ahora hagamos un ejercicio, distorsionemos aleatoriamente los nodos de la malla de
la Figura 5.45, sin que esta deje de ser e-convexa. El nuevo histograma de distribucion
de 4rea se observa en la Figura 5.46.

& ; f )

.?%. ¢ é‘{ ﬁ?‘
. j‘%}é&\’:‘é‘“\s‘é ¢

) f }
E N
<

Figura 5.46: Una malla distorsionada aleatoriamente a partir de la malla mostrada en la

Figura 5.45 y su histograma de distribucién de area.

FEn la Figura 5.46, se aprecia que la distribucién del area de los elementos es suave y
sin embargo, las celdas son visiblemente muy distorsionadas con respecto a los elementos
originales mostrados en la Figura 5.45. La sola valoracion de la distribucion del area
de los elementos de la malla no es un indicativo de la calidad geométrica de la malla.

Una segunda valoracién visual puede realizarse observando un mapa de colores en
una escala de colores dependiente de la calidad u(Q) elegida. Esto nos permite iden-
tificar visualmente dénde se encuentran concentrados los valores mas grandes o mas
pequenos de p(Q) y en base a ésta observacién calificar la malla. En la Figura 5.47,
se muestra el mapa de colores de las medidas Minrect2015, su histograma de valores y
un histograma de los angulos interiores. Con la informacién obtenida, podemos sehalar
que la malla cuenta con muchos elementos cercanos a ser rectangulos y hay un porcen-
taje no despreciable de elementos distorsionados. Requerimos mas informacién de la
distribucion de los valores de calidad para determinar si geométricamente es de buena
calidad la malla.

236



5.7 Algunas métricas de calidad globales

0.995926
0.948026
0.900125
0.852224
0.804323
0.756422
0.708522
0.660621
0.61272
0.564819
0.516919
0.469018
0.421117
0.373216
0.325316
0.277415
0.229514
0.181613
0.133712
0.0858117
0.037911

(a)

minRect2015 Measure UpperArkansas_Subbasin

Figura 5.47: (a) Mapa de valores para la medida de calidad de MinRect 2015 (b) y su

histograma (c) Histograma de distribucién de los dngulos interiores.
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De la Figura 5.47, se observa que hay muchos elementos cuyos angulos interiores se
encuentran en el intervalo [80,110], lo cual es bastante aceptable. El mapa de calidad
nos muestra las secciones donde se concentran esos elementos y dénde se localizan los
elementos de muy mala calidad.

Desde luego, la apreciacién visual de la calidad de la malla es dependiente de la
medida de calidad u(Q) elegida. En muchos articulos es usual calificar la calidad de la
malla cuando el menor valor obtenido para una medida u1 (@) es grande; y sin embargo,
con otra medida uo(Q) que caraterice la misma forma geométrica, resulte que el valor
minimo sea atin m&s pequeno que con la anterior. Si la medida de calidad p1(Q) no
es capaz de medir adecuadamente la distorsién de los elementos podriamos, bajo éste
criterio, sobre valolar la calidad de la malla. Un ejemplo de esto ocurre con la medida
de calidad scaled jacobian, esta medida de calidad no es 1util para medir la distorsién
de un elemento.

Para mallas estructuradas sobre regiones irregulares, lo usual es que los elementos
de pobre calidad o més distorsionados con respecto a una medida ((Q) se concentren
en la frontera de estudio 92, observe los mapas de calidad que se muestran en la
Figura 5.47(a). Esto se debe a que los puntos de la frontera son fijos y a menos que le
demos un tratamiento previo a la frontera de la regién de estudio, como por ejemplo,
un suavizamiento y reparametrizacién, es poco controlable la forma de los elementos.

En lo que resta de esta seccidn, revisaremos algunas métricas usuales para calificar
la calidad geométrica global de la malla por medio de un sélo valor.

5.7.1. Medidas ADO y MDO para el algulo

Dos medidas de calidad global que reportadas en la literatura son la desviacién
méxima y la desviacién promedio del angulo de las celdas. El cdlculo de éstas cantidades
es simple, sobre cada nodo x(i, j) = (x(4, j), y(¢,7)) de la malla se calcula el angulo 6; ;
formado por los vectores tangente en las direcciones z y y. Contando con esos valores,
calculamos desviacién maxima como:

MDO = miix{|90° — 6, |}
Z?]

y la desviacion promedio dada por:

m—1n—1

1

ADO= —n———— °_ 9. ..

0 (n—l)(m—l) ;;'90 l,]'
Es de observar que el valor MDO entre una malla y otra puede diferir en mucho por
el cambio de posicién de un sélo nodo. En contra parte, la medida ADO nos permite
identificar pequenos cambios en sectores o clusters de la malla. Es facil construir una
malla sobre una region simple, para la cual casi todas la celdas sean casi-ortogonales
salvo en una pequena regién. Para este caso, puede ser que el valor ADO sea pequenio y
en contraste el valor de MDO sea muy grande. En la préctica se considera que una malla
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es casi-ortogonal cuando se observa que ADO es cercana a cero y MDO es pequena,
véase [95, 91].

Estas dos medidas globales son muy empleadas en la literatura para verificar que
los métodos de generaciéon numérica de mallas que se proponen, cuenten con las ca-
racteristicas idéneas de ortogonalidad o casi-ortogonalidad. Los trabajos de Eca [95],
Dominguez—Mota [91] y Zhang et al. [341] usan estas medidas para comparar y calibrar
sus resultados.

5.7.2. Media aritmética y desviacién estandar

Cuando construimos o suavizamos una malla por algiin método o técnica, es de
sumo interés saber si la malla obtenida es de calidad, en el sentido de que casi todos los
elementos cuenten con una forma geométrica cercana a una ideal: cuadrados, rectangu-
los de aspect ratio cercano a 1, paralelogramos de dngulo interior no mayor a 80° y en
general elementos poco distorsionados. Para esto, requerimos una medida de calidad
1(Q) para identificar la calidad y la distorsién de la celda.

Una vez elegida una medida de calidad p(Q) debemos contar con una forma de
interpretar la distribucién global de los valores:

M(Ql)’ IU'(QQ)v B M(QN)

de las N celdas de la malla. Para una medida de calidad p(Q) definimos la calidad
media de una malla G, mean quality, con respecto a pu(Q) como:

N

MQ = (@) = 3 n(@),
i=1
donde N es el nimero total de celdas de G.

Como se sabe, este es un buen estimador insesgado de la media poblacional de
la calidad de las celdas u(Q;). Sin embargo, la media aritmética de una coleccién de
datos es susceptible de distorsién por la presencia de puntuaciones extremas, valores
extremos y distribuciones sesgadas para p(Q), por lo que no es conveniente usarla como
por si sola como un estimador de la calidad global.

Otra medida que nos ofrece informacién global es la desviacién estdndar o mean

square error.

N
MSE =0 = | > (u(Q) ~ W(C))?
i=1

el cual, es un valor que representa los promedios de todas las diferencias individuales de
las observaciones respecto a un punto de referencia comun, que es la media aritmética.
Como se sabe, a mayor valor de MSFE le corresponde una mayor dispersiéon de los
valores, en este caso p(Q) con respecto a su media M Q.
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Por sf solas estas dos medidas globales para una medida de calidad ©(Q) no nos
ofrecen mucha informacién de la distribucién de la calidad de los elementos. Por lo que
debemos combinar ambas para identificar si la dispersién de la calidad de los elementos
es alrededor de la media esperada. Usando estas dos medidas de dispersion, diremos
que la calidad global de la malla con respecto a la medida p es muy buena si la media
aritmética de los valores u(Q;) para la medida de calidad elegida (@) es cercana a 1,
y la desviacion estandar es muy pequena.

Considere una malla uniforme sobre una paralelogramo. Si usamos una medida p(Q)
que caracteriza cuadrados, obtendremos que la malla tiene una pésima calidad media
y una desviacion estandar cero: todas la celdas son de mala calidad para esta medida.

5.7.3. Media geométrica (shape parameter o shape quality)

La media geométrica de una cantidad de valores x1, 9, ...x N se escribe como:

este estimador tiene propiedades muy interesantes, entre las cuales observamos que si
todos valores son positivos, x; > 0, se cumple que la media geométrica es menor o igual
que la media aritmética:

Una de la propiedades relevantes de la media geométrica es que resulta menos influyen-
te a los valores extremos que la media aritmética; es decir, si tenemos una distribucién
de valores cercanos a 0 o a 1, la media geométrica no es cercana ni a 0 ni a 1, diga-
mos que suaviza el efecto de los valores extremos y representa con mayor precisiéon la
concentracién global de la muestra.

Por esta razén algunos investigadores, proponen usar la media geométrica

(5.48)

como una medida de calidad global de la malla para una medida ;(Q) dada. A esta
cantidad usualmente se le conoce en la literatura como parametro de forma de la malla
o shape parameter, o simplemente shape quality, véase [218].

Desde luego, esta cantidad sélo es vélidad para valores p(Q);) positivos. Si para algin
valor u(Q;) es cero, @); serfa un elemento degenerado a tridngulo, y la media geométrica
es cero. De haber algtin elemento negativo este estimador carece de significado. Por lo
anterior, la media geométrica o shape parameter solamente debe ser usada si sabemos
que la malla es e-convexa.

Discutamos mediante ejemplos, cémo calificar la calidad global una malla.
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5.8. Ejemplos

Ejemplo 1: La siguiente malla de 30 x 30, fue construida optimizando la com-
binacién 0.5 * H, .+ 0.5 * AO. En la Figura 5.48 se aprecian los mapas de colores e
histograma de valores para la medidas de calidad Hual1995 y Lo1985.
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Hua Measure tie

Lo1985 Measure tie

(b)

Figura 5.48: (a) Mapa de valores para la medida de calidad de Hua y su histograma (b)
Mapa de valores para la medida de calidad de Lo 1985.
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Para esta malla mostramos una tabla estadistica de parametros Min, valor minimo
de {u(Q;)}, Méax, su valor maximo, MQ mean quality, MSE mean square error, SP shape
parameter para algunas de las medidas discutidas en éste capitulo. Hemos organizado
la tabla por la caracterizacion del tipo de cuadrilatero y el nombre de la medida de
calidad.

Tipo Nombre u(Q) Min Max MQ MSE | SP
Areal2015 0.7199 | 0.9988 | 0.9376 | 0.0531 | 0.9361
Paralelogramo
Areall2015 0.5438 | 0.9844 | 0.8272 | 0.0910 | 0.8220
Lo1989 0.1238 | 0.9754 | 0.4767 | 0.1898 | 0.4319

ScaledJacobian 0.2704 | 0.9997 | 0.6903 | 0.1997 | 0.6582

Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.2277 | 0.9693 | 0.6275 | 0.1850 | 0.5975
MinRect2015 0.0305 | 0.9754 | 0.5467 | 0.1856 | 0.4997
Rectangles2015 0.2669 | 0.9837 | 0.6675 | 0.1859 | 0.6389
Lo1985 0.1717 | 0.9877 | 0.4093 | 0.2476 | 0.3486
Hual995 0.2021 | 0.9992 | 0.4994 | 0.2694 | 0.4361
Knupp2000 0.1868 | 0.9984 | 0.4792 | 0.2696 | 0.4143
Cuadrado
Pebay2002 0.2660 | 0.9835 | 0.5317 | 0.2256 | 0.4895
Hmean2017E 0.2016 | 0.9992 | 0.4990 | 0.2695 | 0.4355
Hmean2017R 0.2016 | 0.9992 | 0.4990 | 0.2696 | 0.4356

Hmean2017rR 0.0941 | 0.9990 | 0.4121 | 0.2993 | 0.3198

Tabla 5.1: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 30 x 30
mostrada en la Figura 5.48. Para ésta malla obtuvimos ADO=40.74, MDO=74.31.

De esta tabla se desprende que la calidad global de la malla, en cuanto a elementos
cuadrados, es mala, lo propio para rectangulos. Sin embargo, encontramos que la malla
globalmente tiene buena calidad geométrica para paralelogramos. Para saber si estos
elementos tienen buena forma geométrica, vamos a requerir analizar la distribucién de
los dngulos interiores y el aspect ratio.
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Angle tie

MinRect2015 AR tie

Figura 5.49: (a) Histograma de dngulos interiores (b) Histograma de la distribucién del

aspect ratio.

De los histogramas de angulo y aspect ratio mostrados en la Figura 5.49 se concluye
que esta malla tiene, en general, elementos de muy mala calidad. Se observa que algunos
son de la forma kite o papalote muy alargados, otros elementos son cercanos a ser
rectangulos pero alargados y en general celdas enlongadas. Ciertamente, esta es una
malla suave, e-convexa, pero de muy mala calidad geométrica.

Ejemplo 2: La siguiente malla de 41 x 41, fue obtenida optimizando un funcional
que discutiremos en la siguiente secciéon. Una malla cuyos elementos son rectdngulos es
un 6ptimo para éste funcional. En la Figura 5.50, se aprecian los mapas de colores e
histograma de valores para las medidas de calidad Hual995 y Lo1985 que caracterizan
cuadrados. En la Figura 5.51, se aprecian los mapas de colores e histogramas de valores
para las medidas de calidad Lo1989 y MinRect2015 que caracterizan rectangulos.
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Hua Measure ce

Lo1985 Measure oo

Figura 5.50: (a) Mapa de valores para la medida de calidad de Hua y su histograma (b)
Mapa de valores para la medida de calidad de Lo 1985.
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0.0952858
0.0714776
00476694

Lo1989 Measure ce

0.176287

0.0265221
0.00156121

mMINRECt2015 Measure oo

Figura 5.51: (a) Mapa de valores para la medida de calidad de Lo 1989 y su histograma
(b) Mapa de valores para la medida de calidad de MinRect.
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Para esta malla mostramos una tabla estadistica de parametros Min, Max, MQ
mean quality, MSE mean square error, SP shape parameter usando las mismas medidas
de calidad de la anterior tabla.

Tipo Nombre u(Q) Min Max MQ MSE | SP
Areal 0.0857 | 1.0000 | 0.9695 | 0.0668 | 0.9643
Paralelogramo
Areall 0.0448 | 1.0000 | 0.9245 | 0.1002 | 0.91453
Lo1989 0.0477 | 1.0000 | 0.9359 | 0.0909 | 0.9271

ScaledJacobian 0.0789 | 1.0000 | 0.9946 | 0.0511 | 0.9903

Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0444 | 1.0000 | 0.9455 | 0.0855 | 0.9368
MinRect2015 0.0016 | 1.0000 | 0.9446 | 0.0855 | 0.9284
Rectangles2015 0.0568 | 1.0000 | 0.9681 | 0.0678 | 0.9618
Lo1985 1.0000 | 0.0527 | 0.7915 | 0.1899 | 0.7642
Hual995 0.4308 | 1.0000 | 0.8076 | 0.1801 | 0.7857
Knupp2000 0.0789 | 1.0000 | 0.7958 | 0.1911 | 0.7689
Cuadrado
Pebay2002 0.0580 | 1.0000 | 0.8574 | 0.1370 | 0.8430
Hmean2017E 0.2396 | 1.0000 | 0.8069 | 0.1815 | 0.7843
Hmean2017R 0.2395 | 1.0000 | 0.8067 | 0.1820 | 0.7836

Hmean2017rR 0.0149 | 1.0000 | 0.8247 | 0.1683 | 0.8012

Tabla 5.2: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 41 x 41
mostrada en la Figura 5.50 y 5.51. Para ésta malla obtuvimos ADO=1.29, MDO=85.47.

El pardmetro ADO indica que hay muchos elementos cercanos a ser ortogonales
(rectdangulos y cuadrados). La parte de la tabla relativa a las medidas que detec-
tan rectangulos nos da la razén, observe adicionalmente dos mapas de calidad para
rectangulos Figura 5.51. Pero también hay elementos cercanos a ser cuadrados ya que
el shape parameter para las medidas de calidad que detectan cuadrados es, en general,
cercano a 0.8. E1 MDO indica que hay al menos un elemento cercando a ser triangulo,
v es asi, los elementos en las esquinas son cerca de ser tridngulos.
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5. SOBRE LA DISTORSION DE UNA CELDA Y LA CALIDAD GEOMETRICA
DE UNA MALLA

Ejemplo 3: La siguiente malla de 35 x 77, fue construida usando un funcional que
discutiremos en la siguiente seccion. En la Figura 5.52, se aprecian los mapas de colores
e histograma de valores para las medidas de calidad Hual995 y Lo1985 que caracterizan
cuadrados.
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5.8 Ejemplos

Muar Measure straitgibrattar2

0978561
095741
0.936258
0.915%06

L1985 Measure straitgibraltar2

Figura 5.52: (a) Mapa de valores para la medida de calidad de Hua y su histograma (b)
Mapa de valores para la medida de calidad de Lo 1985.
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Tipo Nombre p(Q) Min Max MQ MSE | SP
Areal2015 0.1072 | 0.9988 | 0.9020 | 0.1210 | 0.8902
Paralelogramo
Areall2015 0.0386 | 0.9980 | 0.77886 | 0.1750 | 0.7600
Lo1989 0.0683 | 0.9919 | 0.7685 | 0.1660 | 0.7428

ScaledJacobian 0.3340 | 1.0000 | 0.9573 | 0.0745 | 0.9536

Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0822 | 0.9988 | 0.8242 0.1537 | 0.8043
MinRect2015 0.0407 | 0.9931 | 0.7830 | 0.1638 | 0.7584
Rectangles2015 0.1387 | 0.9994 | 0.8865 | 0.1172 | 0.8761
Lo1985 0.0902 | 0.9786 | 0.6371 | 0.2205 | 0.5904
Hual995 0.1495 | 0.9986 | 0.6988 | 0.2263 | 0.6543
Knupp2000 0.0981 | 0.9980 | 0.6673 | 0.2326 | 0.6172
Cuadrado
Pebay2002 0.1299 | 0.9866 | 0.7262 | 0.1769 | 0.6997
Hmean2017E 0.1446 | 0.9986 | 0.6974 | 0.2274 | 0.6520
Hmean2017R 0.1446 | 0.9986 | 0.6976 | 0.2275 | 0.6522

Hmean2017rR 0.0862 | 0.9981 | 0.7081 | 0.2184 | 0.6663

Tabla 5.3: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 35 x 77,
mostrada en la Figura 5.52. Para ésta malla obtuvimos AD0O=9.06, MDO=70.49.

De la tabla de estadistica 5.3, se observa que el indicador ADO es pequeno; es decir,
que tenemos muchos elementos cuyo dngulo interior estd cerca de los 90°. Pero no hay
muchos ya que el shape paremeter para las medidas que caracterizan rectagulos estan
cerca de 0.8 y la desviacién estandar o MSE oscila entre 0.12 y 0.16. De la tabla se
desprende que tenemos pocos elementos cercanos a ser cuadrados ya que el SP oscila
cerca del 0.6 y el MSE estd alrededor de 0.2. Del valor minimo de todas las medidas
de calidad se aprecia que algunos elementos son degenerados a tridngulo o cerca de
estarlo, lo cual es cierto. Con el histograma de valores para las medidas de Hua y Lo,
observamos el porcentaje de elementos altamente distorsionados que cuenta esta malla
y con el mapa de colores los ubicamos a muchos de ellos cerca de la frontera de la
region.
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5.9 Un enfoque estadistico para calificar y cuantificar la calidad geométrica de una
malla

Para finalizar, mostramos ahora una tabla de intervalos de aceptabilidad para cada
una de las medidas de calidad que hemos revisado. Estos intervalos fueron calculados
empiricamente a partir de la distorsién aceptable para un elemento ideal.

5.9. Un enfoque estadistico para calificar y cuantificar la
calidad geométrica de una malla

De los ejemplos anteriores, observamos que es dificil asociar un tnico valor a una
malla G como indicador global de calidad. Como hemos visto unos indicadores de
distorsién ofrecen mejor informacién que otros. Nosotros creemos que debe combinarse
el shape parameter para cuadrados o para rectangulos con el hecho de realizar un andlisis
estadistico de todos los elementos de la malla en el siguiente orden:

1) cudntos elementos son cuadrados o cerca de estarlo,

2) cuantos elementos son rectangulos o cerca de estarlo,

4

)
)
3) entre estos ultimos identificar el aspect ratio,
) cuéntos elementos son paralelogramos y entre ellos cuél es su oblicuidad o skew.
)

5) Los restantes elementos diremos que son distorsionados o elongados.

Esto se puede realizar de la siguiente forma: considere tres medidas de calidad
ps(Q), tr(Q) y 1p(Q) que caractericen cuadrados, rectangulos y paralelogramos, en
ese orden. Para cada una de ellas observe un intervalo de aceptabilidad [us, 1], [, 1] ¥
[t4p, 1]. Construyamos

Gs={QeG| m<p(Q)<1} (5.49)

el complemento de G5, G¢ = G — G es el conjunto de los elementos de la malla que no
son caracterizados como cuadrados. Ahora construyamos

Gr={QeGy m<m(@Q <1 1<ARQ)<5} (5.50)

el conjunto G, = G — G, N G es el conjunto de los elementos de la malla que no son
caracterizados como rectangulos (ni por cuadrados). Ahora construyamos

Gp={Q € Gyl 3 <ip(Q) <1y 50° < Oy < 90} (5.51)

Los restantes elementos

Gi=G—G,NG, NG, (5.52)

simplemente diremos que son distorsionados.
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Entre los elementos Gy podemos encontrar cuadrilateros de aspect ratio pequeno
pero distorsonados con respecto a un cuadrado o a un rectangulo. También entre los
elementos de G4 podemos encontrar paralelogramos de aspect ratio mayor a 5 (inclu-
yendo rectangulos), asi como elementos elongados lejos de ser rectangulos y lejos de ser
paraleloramos.

Al conjunto G4 le podemos seguir aplicando alguna métrica para medir su oblicuidad
como skew o el edge ratio y de esta forma seccionar y reclasificar la distorsién de estos
elementos en elementos elongados, altamente distorsionados, con respecto a una medida,
o de mala forma geométrica.

En la Figura 5.53 mostramos una ilustracién esos conjuntos.

S ¥ Gd

Figura 5.53: Ilustracion que representa los conjuntos en que ordenamos las posibles formas

de los elementos de una malla G.

Para los siguientes ejemplos, como medida de calidad para caracterizar cuadrados
ws(Q) usaremos a HarmincMean2017, con un intervalo de aceptabilidad de [0.9, 1].
Como medida de calidad para caracterizar rectangulos p,(Q) usaremos a MinRect2015,
con un intervalo de aceptabilidad de [0.95, 1], usaremos el aspect ratio del rectangulo
de drea minima y como medida de calidad para caracterizar paralelogramos fi,(Q)
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malla

usaremos Areal 2015 con un intervalo de aceptabilidad de [0.95, 1].

Squares 25.2%

Rectangles 13.4%

BESEEY

Parallelograms 50.0%

Distorted 11.3%

Figura 5.54: Elementos caracterizados para una malla de 77 x 66 sobre la region gear

tooth obtenida optimizando el funcional cuasi-arménico H,,,.
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DE UNA MALLA

Buenas medidas de calidad

Forma

Nombre y ano

Rango de aceptabilidad

Paralelogramos

Rannacher y Turek 1992
Area I 2015
Area I 2015

99,1]
95,1]

1]

Rectangulos

Lo 1989

van Rens 1998

Scaled jacobian 2000

Scaled jacobian modified 2018
Wuada 2008

Remacle 2012

Wu 2011

Rectangles 2015

MinRect 2015

1]

1]
95,1]

9
9,1]
9,1]
925, 1]

95,1]
1]

Cuadrados

Lo 1985

Hua 1995

Shape de Knupp 2000
Frey y George 2000
Pebay modified 2016
HarmonicMean 2017

95,1]
99,1]
99,1]
1]

1]

[
[
9,
9
9,
[
[
[
[
[-9,1]
[
9,
[
[
[
9,
9,
.99, 1]

Tabla 5.4: Tabla de intervalos de aceptabilidad para las medidas de calidad geométrica

revisadas y propuestas.
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5.9 Un enfoque estadistico para calificar y cuantificar la calidad geométrica de una

malla

Nombre Forma valor éptimo | Rango de aceptabilidad
angulo minimo Cuadrados 90° [45°,10°]
angulo maximo Cuadrados 90° [90°,135°]
Oddy Cuadrados 0 [0,0.5]
Condicién de Knupp | Cuadrados 1 [1,4]
Taper — 1 [1,10]
Taper alternativo — .25 [.25,.5]
Skew Rectangulo 1 [.5,1]

Tabla 5.5: Valores tomados de VEREDICT [292] y NX NSTRAN [239)].
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i Squares 6.7%

W iy
it
i rrllif”"'l”,""‘,"

Rectangles 14.0%

Parallelograms 51.3%

AL
\ \
T
A
T

Distorted 28.0%

Figura 5.55: Elementos caracterizados para una malla de 77 x 66 sobre la region gear
tooth obtenida optimizando el funcional cuasi-arménico H,, con el funcional cldsico de

area.

256



5.9 Un enfoque estadistico para calificar y cuantificar la calidad geométrica de una
malla

Squares 12.2%

Rectangles 26.5%

Parallelograms 52.9%

Distorted 8.4%

Figura 5.56: Elementos caracterizados para una malla de 77 x 66 sobre la region gear
tooth obtenida optimizando el funcional cuasi-arménico H,, con el funcional cldsico de

area—ortogonalidad.
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Squares 12.6%

Rectangles 37.6%

Parallelograms 33.0%

Distorted 16.8%

Figura 5.57: Elementos caracterizados para una malla de 77 x 66 sobre la region gear
tooth obtenida optimizando el funcional convexo de area S, . con el funcional clasico de

area—ortogonalidad.
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malla

Squares 33.9%

4 Rectangles 35.0%

Parallelograms 14.0%

Distorted 17.1%

Figura 5.58: Elementos caracterizados para una malla de 35 x 77 sobre la regién strait
of Gibraltar obtenida optimizando un funcional discreto con el cual obtenemos elementos

cercanos a ser rectangulos y que discutiremos en el siguiente capitulo.
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Squares 85.0%

Rectangles 0.5%

Parallelograms 11.0%

Distorted 3.5%

Figura 5.59: Elementos caracterizados para una malla de 41 x 41 sobre la regiéon rosa
obtenida optimizando un funcional discreto con el cual obtenemos elementos cercanos a ser

rectangulos y que discutiremos en el siguiente capitulo.

Algunas de las mallas mostradas fueron obtenidas optimizando funcionales que bus-
can que los elementos sean lo mas cercanos a ser rectangulos. La malla obtenida de esta
forma cuenta con muchos elementos distorsionados cerca de la frontera. Es probable
que con un suavizamiento y distribucién de los puntos en la frontera y controlando la
forma de los elementos cercanos a la frontera logremos bajar el porcentaje de elementos
distorsionados.

Los resultados que se mostramos, dependen de nuestro criterio de aceptabilidad
para la medida de calidad elegida.

260



5.10 Sumario del capitulo

5.10. Sumario del capitulo

Como hemos sealado, el disefio y la construccion de una malla de calidad es fun-
damental para el adecuado analisis error por discretizacion. Una malla formada por
cuadrilateros puede incrementar el error de aproximacion si la malla

= €S gruesa,

= tiene muchos elementos distorsionados o carentes de simetria,

si la distribucion del area de los elementos estd muy esparcida,

= si se cuenta con elementos de aspect ratio grande.

Una medida de calidad p(Q) nos ofrece informacion si celda tiene la forma geométri-
ca ideal bajo la medida p(Q) : cuadrado, rectangulo, paralelogramo. Sin embargo, no
es suficiente para cuantificar su distorsion. Es necesario combinar medidas de calidad
para determinar si la celda esta lejos de ser considerada un cuadrado. Por ejemplo, si
los angulos interiores de una celda no difieren mucho de 90° y el Taper es cerca del
6ptimo esperado (para el Taper alternativo 1/4) una celda con estas caracteristicas
tiene una forma geométrica cercana a un cuadrado. Ahora bien, si consideremos que )
esta cerca de ser un rectangulo y el aspect ratio es cercano a 1, podemos decir que la
forma geométrica de @ es cercana a un cuadrado.

En este trabajo hemos revisado algunos intentos para formular medidas de calidad
para cuadrildteros se basan en extender aquellas que se conocen muy bien para triangu-
los. Otros esfuerzos se concentran en formular funciones de una medida de calidad sobre
los cuatro triangulos del cuadrilatero. En este trabajo hemos propuesto varias medidas
de calidad para detectar

paralelogramos Area [ y Area II, 2015,
cuadrados Harmonic mean 2017,

rectangulos MinRect 2015, y Rectangles 2015,

vy hemos propuesto un intervalo de aceptabilidad para cada una ellas. En este trabajo
hemos propuesto un nuevo aspect ratio geométrico y una forma eficiente de calcular el
aspect ratio de Robinson.

Por experiencia, sabemos que los elementos altamente distorsionados para mallas
estructuradas sobre regiones irregulares, usualmente se acumulan en la frontera; por lo
que es recomendable imponer un control de la calidad geométrica a los elementos de la
primeras capas cercanas a la frontera y luego relajar esta condiciéon hacia el interior.

En el siguiente capitulo abordaremos un problema de optimizacién para construir
mallas de calidad donde las funciones objetivo estdn basadas en medidas de calidad y
métricas o funciones convexas convenientes.
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Capitulo 6

Suavizamiento de mallas optimizando

medidas de calidad

En este capitulo nos abocaremos a construir mallas estructuradas de calidad, me-
diante la optimizacién de algunas métricas o funciones basadas en medidas de calidad
w1(Q) para cuadrildteros Q.

Definicién 1 Diremos que una funcion de valores reales 11(Q) sobre un cuadrildtero

@ es una buena medida de calidad, en el sentido Field-Oddy, si
1) tiene la habilidad de detectar elementos degenerados (1(Q) = 0),
2) es adimensionado (independiente de la escala),
3) continua y acotada,
4) estd normalizada (nos interesa que pu(Q) < 1),

5) y es invariante bajo transformaciones rigidas.

En este capitulo usaremos una medida de calidad geométrica (@), para cuantifi-
car la distorsion de una celda () con respecto a su forma geométrica ideal Q* que es
caracterizada con u(Q).

6.1. Distorsion total de una malla

En general, si (@) es una buena medida de calidad geométrica para cuadrildteros,
una forma de medir la distorsién de un cuadrilatero e-convexo (Q con respecto a la forma
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

geométrica ideal Q* caracterizada por u(Q), es:

w@Q) >0,

va que si f(Q) es mucho mayor que 1, la celda estard lejos de la forma geométrica
ideal @Q* : un cuadrado, rectdangulo o paralelogramo, en cuyo caso diremos que ) es un
cuadrilatero distorsionado con respecto a esa medida.

1.8
1.6
1.4
1.2 w@)

1
08 p=p(Q)
0.6
0.4

0.2

Figura 6.1: Reciproco de la medida £(Q) como una métrica de la distorsién de una celda.
En este ejemplo hipotético, se considera p(Q) es continuamente diferenciable; sin embargo,

no todas las medidas discutidas en el capitulo anterior tienen esta propiedad.

Con lo anterior, la distorsion de la malla, o distorsion total de la malla G se puede
medir como el promedio de las distorsiones de todas las celdas:

F(G) = if# (6.1)
~ Ne &= u(Qr) '

aqui Ne representa el nimero de elementos o celdas de la malla.

Para nosotros, el valor F/(G) en (6.1) representa un indicador para la distorsién total
de una malla G, pero no es el tnico indicador o funcién de distorsién que se emplea en
la literatura. Algunos autores como Dari [89], Buscaglia [53] y Knupp [197] usan:

F(G) = miix {N(ék)} (6.2)
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6.2 Mejora de la calidad geométrica de una malla

como indicador de la distorsion total y sugieren mejorar la calidad de la malla minimi-
zando esta funciéon. Como es de apreciar, ésta funcién no es diferenciable y esto es un
impedimento para optimizar F'(G) por métodos basados en el gradiente.

Otra funcién para medir la distorsion de la malla es la desviacion estandar de la
calidad p(Q) con respecto al valor éptimo de 1, sobre todos los Ne elementos, véase
Chen et al. [75]. La funcién se escribe como:

1Ne

F(G) = 5= D (1= (@), (6:3)

k=1

Por su definicién, las funciones (6.1), (6.2) y (6.3) miden la distorsién total de la
malla. En general diremos que

Definicién 2 Si F(G) es una funcidn que mide la distorsion total de la malla G,

diremos que una malla G tiene mejor calidad que la malla G si

F(G) < F(@). (6.4)

En la literatura existen funcionales discretos F'(G) que representan una métrica o
distorsién de la malla, ver Serezhnikova [286], Ivanenko [162], Garanzha [128], Branets
[48], Coll [82], Freitag et al. [117], Sarrate [284], Barrera [39], Knupp [197] y Barrera
[41], por mencionar algunos trabajos. En la siguiente seccién discutiremos cémo mejorar
la calidad de una malla G optimizando una funcién de distorsién total de la malla.

6.2. Mejora de la calidad geométrica de una malla

El problema de mejorar la calidad de la malla se le conoce como suavizamiento de
la malla. Una forma de realizar éste suavizamiento es:

= usando un método de optimizacién, véase Ivanenko [156], Klein [183], Garanzha
[128] , etc.,

» por adaptividad, véase Chalasani et al. [72]),

= por reacomodo de los elementos swapping, intercambio de conectividad como es
el caso para mallas no estructuradas, véase Freintag y Knupp [113] y Joe [167],
Wu [333] y Remacle [258], etc.

Nosotros nos concentraremos en el primer caso: suavizaremos la malla optimizando
funciones de distorsiéon basadas en medidas de calidad o alguna métricas de calidad
conveniente.
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Problema 1 Desde el punto de vista de un problema de optimizacion, la mejora de la

calidad de una malla G se puede plantear resolviendo el problema de optimizacion:

G = argrrgn F(G), (6.5)
donde F(G) es una funcion de distorsion total de la malla.

Como hemos senalado, la funcién de distorsiéon usualmente se usa es:

1 &
F(G)=— . (6.6)
Ne ; 1(Qr)
Nosotros nos abocaremos a este problema de optimizacién (6.5) fijando los nodos de la
malla G sobre la frontera y los nodos interiores seran las incognitas determinar.
El problema 1, es un problema de optimizacién de gran escala cuando la dimensién
m x n de la malla es grande. Por otra parte, es importante senalar que es necesario que
la malla inicial del proceso de optimizacién Gy sea e-convexa

a_(G) >e-a(2)

para un € > 0 conveniente, y lo sea en cada subsecuente paso de la optimizacion.

Revisaremos algunas ideas de optimizaciéon que aparecen en la literatura para el
mejoramiento de una malla, tanto para triangulaciones como para mallas formadas por
cuadrilateros; con la finalidad de discutir las ventajas y desventajas de la forma de
abordar el problema 1.

No cualquier buena medida de calidad ;1(Q) puede ser usada en el Problema 1 para
la mejora de la malla. En 2002, Shewchuk [287] observa que el gradiente de la medida
w(T) = 2r/R, se hace cero para tridngulos degenerados o cerca de estarlo numérica-
mente. Lo propio ocurre si empleamos esta medida para tetraedros. Esto dificulta la
utilizacién de esta medida en un proceso de optimizacion.

En 2003, Aiffa y Flaherty [2] proponen un algoritmo geométrico para suavizar
tridngulos (o tetraedros) minimizando una medida de calidad. Emplean una técnica
de conjuntos de nivel, level sets, para caracterizar los puntos o configuraciones éptimas.
En ese trabajo Aiffa y Flaherty sefialan que si la medida de calidad tiene curvas de
nivel convexas es posible garantizar la convergencia de su algoritmo a un éptimo local,
ver Li y Freitag [210].

En el capitulo anterior, describimos los atributos para una buena medida de calidad
para tridngulos, asi como algunos otros que propone Shewchuk [287] y que nos parece
interesante que contengan las medidas de calidad para cuadrilateros. Uno de ellos es:

7) que el reciproco de p(Q) sea una funcién quasi-convexa sobre el dominio de ele-
mentos no doblados non-inverted elements.
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Este atributo nos dice que para cualquier ¢ > 0 el conjunto {E : u(E) > ¢} es convexo,
sobre los elementos no doblados. No todas la medidas discutidas en el capitulo anterior
satisfacen con esto. Un ejemplo de medidas de calidad con esta propiedad son: la medida
para caracterizar cuadrados de Lo de 1985 y la medida de Hua de 1995. Esta propiedad
es ideal para optimizar la medida, ya que si la medida de calidad no es quasi-convexa,
esta puede tener puntos criticos sobre elementos de calidad pobre, o bien, el método de
optimizacién empleado puede tornarse lento.

Un ejemplo de una buena medida de calidad cuyas curvas de nivel no son convexas
y que puede contar con varios puntos criticos es la medida de Lo de 1989. Esta medida
la discutimos en el capitulo anterior y se basa en la medida para tridangulos

B area(T)
9(T) = 4\/_12+l2+l2

Para cada uno de los cuatro triangulos T; que obtenemos del cuadrilatero. Estas canti-
dades g; = ¢g(T;) deben ser primero ordenadas de tal forma que

91 < g2 < g3 < ga.
La medida propuesta por Lo es
_ 9192
9394
Observemos las curvas de nivel para un ejemplo particular:

(6.7)

Ejemplo: Si consideramos el cuadrildtero ) formado por (0,0),(2,0) y (0,1) y el
cuarto punto es libre. Las curvas de nivel f(z,y) = 1(Q) = constante para esta medida
se aprecian en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Curvas de nivel para la medida de Lo 1989 para un rectdngulo de aspect ratio

2.
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Ahora bien, para un cuadrildtero @ con vértices en (0,0), (4,0) y (0,1) y el cuarto
punto libre, la forma de las curvas de nivel de (6.7) nos sugiere que hay otro punto
critico, véase la Figura 6.3

Figura 6.3: Curvas de nivel para la medida de Lo 1989 para un rectangulo de aspect ratio

4.

En general, dependiendo de la diferenciabilidad de la medida y de los puntos cri-
ticos que contenga, podemos obtener de manera relativamente sencilla una malla con
las caracteristicas idéneas del elemento ideal @Q* que caracteriza la medida de calidad
1(Q). La eleccién de una medida de calidad es crucial para el suavizamiento o mejora
de la calidad de la malla.

Algunos autores como Sastry et al. [278] prefieren abordar el problema de suaviza-
miento de la malla minimizando la funcién objetivo

1 &1
F(G)=— —_ (6.8)
Ne ; 1(Qr)?

Nuevamente, éste problema tiene sentido solamente cuando garantizamos que todos
elementos @ de la malla son orientados y convexos (o no doblados). De no imponer
esta restriccion, una malla no convexa o con elementos doblados o con otra orientacién

puede ser punto critico de (6.8).
En 2002, Freitag et al. [116] plantean el problema de optimizacién con restricciones:

Ne

1
nF(G) = — 6.9
min F(G) ; 1(T) (69)
s.t. drea(Ty) > B, k=1,...,Ne (6.10)

para un valor de > 0 conveniente y comparan diferentes métodos de optimizacién para
diferentes medidas de calidad p(7T). Por la forma en que estd planteado el problema,
Freitag et al. aseguran que las celdas ademas de ser no dobladas el area de todos los
elementos esté acotada por un /3 conveniente. En 2007, Munson [236] revisa el problema
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de optimizacién con restricciones (6.9)—(6.10) para la medida mean-ratio propuesta por
Liu y Joe en 1994 [213] (ver la medida us(T") del Apéndice A). En ese articulo, Munson
obtiene muy buenos resultados acelerando la optimizacién al usar precondicionadores
de Jacobi por bloques.

Existen varias formas de mejorar la calidad de una malla usando diferentes funciones
objetivo. En 1996, Zavattieri et al. [336] proponen suavizar la malla minimizando

1 & )

F(G) = g D01 = (@) (6.11)
para p > 1 entero fijo. La funcién propuesta por Zavattieri et al. es una funcién de
distorsién total de la malla y estd basada en la norma l,, p > 2 de la coleccién de
valores {1 — u(Qy)}-

Para el caso de la norma p = oo, minimizar (6.11) corresponde a pedir que todos
los valores p(Qg) sean lo més cercano a 1. Un andlisis similar se puede hacer para cada
p elegido.

Por facilidad de los calculos, Zavattieri et al. recomiendan usar p = 2, pero en general
conforme p > 2 sea grande los elementos de pobre calidad, worst elements, dominan la
suma. En la Figura 6.4, se esboza la gréfica de f(Q) = (1 — u(Qg))P contando con una
medida p(Q) para algunos valores de p > 1.

9(Q) = (1 - p(@))*

-0.6

Figura 6.4: Funcién objetivo de Zavattieri para p = 2,3 y 4 usando una funcién que
representa una medida de calidad ;(Q) que contiene un discontinuidad diferenciable.
Como observacion, la funcién objetivo (6.11) estd normalizada por lo que resulta

muy atractivo combinarla linealmente otras medidas y/o funcionales discretos geométi-
cos dentro de un método de optimizacién de gran escala.
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En 2003, Chen et al. [75] la funcién objetivo (6.11) para suavizar triangulaciones en
el plano minimizando

N,
1 e
F(G)=— — 2
(G) = 3 D21 — (1))

k=1
donde p(T) es una medida de calidad para T, y proponen combinarla con una funcién
de penalizacién h(f) basada en el dngulo minimo con la finalidad de evitar que las
celdas resulten dobladas, en cuyo caso se dice que es una untangle invalid mesh.

Regresando al trabajo de Sastry et. al [278, 279] basados en la funcién objetivo

1 &

Nek:1“

observan que si p(7') es discontinua, el reciproco continia contando con la discontinui-
dad diferencial como se aprecia en la Figura 6.5

Figura 6.5: Funcién objetivo de Sastry et. al [279].

Por lo que, si la medida de calidad no es suave, es necesario usar un método de
optimizacién disenado especificamente para funciones que no son suaves.

En 2010, Park y Shontz [247] proponen usar métodos que no requieren de derivadas,
los llamados derivative-free methods. Estos métodos se basan en la exploracién de un
patron esperado de posicién de los vértices por los cuales se estima que la funcién
disminuya. El patrén de exploracién puede ser una estrella simple como es el caso del
método patter search PS (ver Figura 6.6) o un simplex como es el caso del método
multidirectional search MDS. En ambos casos, si el nodo interior se sale de la frontera
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de un subregién (la frontera de la regién o un path establecido), usan una bisqueda en
la linea hacia atras backtracking linesearch para evitar que la malla se doble y no sea
valida.

Figura 6.6: Patrén de bisqueda que se emplea en el algoritmo PS [247].

Park y Shontz observan que con estos métodos es posible mejorar la calidad de la
malla usando cualquier medida de calidad. Sin embargo, el costo de su implementacién
es alto. En la practica Park y Shontz recomiendan usar un esquema PS por su sim-
plicidad. Desde luego éste es un método heuristico, y si en el patrén de busqueda se
encuentra una configuracién mejorable, es posible obtener una mejor malla de calidad.
Sin embargo, no es posible garantizar que el algoritmo converga a un malla de mejor
calidad.

Otro método interesante reportado en la literatura viene descrito en el articulo de
2014 de Sastry et al. [279] que ya hemos citado. Ellos usan como punto de partida la
medida de calidad para tetraedros aspect ratio metric

203,

() = V2 o
12 vol

a cual es discontinua. Sastry et al. proponen “corregir” la diferenciabilidad que presenta
1 les di ti Sastry et al. prop “ gir” la dif iabilidad que p t
1(T) mediante el uso de funciones sigmoid. Estas funciones que son usadas de activacién
en redes neuronales, véase [147].

Sastry et al. proponen optimizar, por métodos basados en el gradiente, la funcién
objetivo:

(6.12)

Ne
mix F(GQ) = Z Wyo1, vOl(Tk) + war, w(Ty) ™
k

donde vol(T}) es el volimen el tetraedo y Wyo], Y War, SON Pesos basados en sigmoid
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functions de la forma

1 1
’U}VOLC = m War, = W

donde aw > 0 y 8 > 0 son factores de escalamiento.

Por una parte, los pesos que proponen Sastry et al. sirven para amortiguar la calidad
de los elementos al asignar un valor grande a los elementos de calidad pobre y otra parte,
permite “atenuar” las discontinuidades que se presenten en la derivada de la medida
de calidad (6.12) [279].

En la Figura 6.7 se ejemplifica el uso de una funcién sigmoid para aproximar g(x) =

s ——

05

L L L L
-10 -05 05 10

— ~tof

Figura 6.7: En este ejemplo f(z) = — 1 aproxima la derivada de |z| conforme

2
1+e—F=
B > 0 es grande.

Con ésta propuesta, Sastry et al. reportan buenos resultados: obtienen elementos
noninverted y de buena calidad.

A nosotros nos parece interesante el estudio de estas propuestas que estan aparecien-
do en la literatura: usar métodos que no requiere de derivadas y métodos que intentan
remover o evitar las discontinuidades, para su experimentacion en el suavizamiento de
mallas estructuradas usando medidas de calidad que contienen discontinuidades dife-
renciales.

Como senalamos, las mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares cuentan
con elementos altamente distorsionados que usualmente se acumulan en la frontera de
la regién, por lo que es recomendable ponderar el control de la calidad a los elementos
en las primeras capas de la frontera para luego relajar esta condicién hacia el interior.
Para lograr esto, lo usual es ponderar una funcién de distorsién, por ejemplo

N
F(G) = L > g ! (6.13)
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donde 0 < wy < 1. Esta idea es un clasico en la literatura, en el primer capitulo
discutimos algunas propuestas de su uso para mallas adaptativas.

Usando métricas de calidad o de distorsién ponderadas (6.13), logramos un mejor
control de la calidad de los elementos en zonas donde definamos pesos grande y menor
control o mas libertad en las zonas donde los pesos sean pequenos. Esta idea no es
nueva, una propuesta muy interesante es descrita por Liu et al. en 2012, véase [214].

En ese mismo ano, 2012, Knupp [197] propuso suavizar triangulaciones optimizando

F(G) = Ni SN wekpn(Ti). (6.14)
S r k

Aqui, los de valores w; ; > 0 son elegidos para controlar la calidad de los elementos en
lugares especificos de la regién de estudio y p,-(7) son métricas de calidad convenientes.
Esta propuesta se le conoce en la literatura como Target-Matriz Optimization Paradigm
(por sus siglas TMOP), y consiste en emplear algunas de las ideas que hemos descrito
anteriormente: es un método directo de optimizacién, usa métricas o medidas transpa-
rentes al tipo de elemento de malla (las medidas que propone emplear son extensibles
a diferente elementos: tridngulos, cuadrildteros, tetraedros, hexaedros), y la funcién
objetivo estd basada en tres o cuatro métricas de calidad continuamente diferenciables.
Los métricas u,(T) que usualmente emplea Knupp son

wT) =||Br — 1|7

w(T) = 1Bl — 24/I1Brl} + 27 + 2

ambas para controlar la forma y tamano de los elementos y una tercera, de nuevo para
controlar de nuevo la forma ideal de los elementos

w(T) = ||Br|f —27.

Aqui 7 es un valor predeterminado para la calidad deseada y || - ||% es el cuadrado de la
norma de Frobenius. La idea esencial detrds del TMOP es usar métricas que involucren
a la matriz asociada Br de la deformacién del elemento, usualmente By = AW !, ver
el Apéndice 1y [24].

En [197], Knupp hace referencia a un manuscrito privado de 2010, [196], en el cual
realiza una revision de los algoritmos de optimizacién convencionales y como relajar
los solvers para optimizar convenientemente la funcién objetivo. En un articulo previo
de 2006, Freitag, Knupp et al. [117] observan que es conveniente usar un método de
newton puntual, un método del tipo block coordinate descent method, para optimizar
la medida de calidad basada en el nimero de condicién s también conocida como
mean-ratio metric, ésta medida la revisamos en el capitulo anterior.

Para iniciar el TMOP es necesario contar con una malla vélida (donde todas las
celdas sean convexas o no dobladas). Una de las métricas (no es una buena medida)
que usa Knupp [192] para evitar que los elementos se doblen es
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u(T) = 5V~ B~ (V — §)) (6.15)

donde V es el drea (para tridngulos) o el voliimen (para tetraedros) del elemento y 5 > 0
es un valor prefijado. En la literatura esta medida es referenciada como untangling mesh
quality metric. En la Figura 6.8 se aprecia la forma de la grafica de (6.15).

Figura 6.8: Esbozo de la métrica de Knupp [192].

En resumen, el paradigma TMOP (6.14) representa una forma de plantear una
funcién multiobjetivo que combina varias medidas de calidad o métricas.

Combinar diferentes métricas para controlar la forma de los elementos es algo usual
en la generacién numérica de mallas de calidad. En 1998 de Frey y Borouchaki [118]
propusieron una serie de funciones a optimizar como correccién o gradacién de una
medida sobre los tridngulos vecinos y senalaron que es necesario imponer restricciones
para evitar el colapso de los segmentos. En 2011, Wu [333], propuso una funcién objetivo
que combina dos o mas medidas de calidad y penaliza asignando un valor entero a las
celdas no convexas.

En 2013, Kim et al. [182] proponen un nuevo marco de trabajo llamado a multi-
objetive mesh optimization framework para mejorar la calidad de una malla formada
por tetraedros. En procedimiento, combinan dos o méas funciones en una sola funcién
objetivo la cual se resuelve usando uno o varios métodos de optimizaciéon multiobjeti-
vo. Una de las funciones que usan es el invert mean ratio y la combinan con métricas
reportadas en la literatura poco conocidas: scale-invariant basada en un cociente del
volimen y el area de las caras del tetraedro y size-shape basado en el volimen, el area
de las caras y los lados del tetraedro. En los experimentos realizados senalan que la
solucién obtenida satisface una condicién débil de optimalidad de Pareto [182]. Kim et
al. emplean la misma métrica de Knupp descrita en (6.15) para evitar que las celdas se
doblen durante el suavizamiento de la malla.

Como se sabe, cualquier problema no lineal con restricciones (no lineales) puede ser
muy costoso. Lo usual en la literatura, es que las restricciones de convexidad ¢;(T) > 0
sean anadidas a la funcién objetivo F/(G) en un Lagrangiano de la forma
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L(G:\) = F(G) + Ae(G)

donde A > 0. Aqui F(G) es una métrica de distorsién de la malla G. De esta forma el
problema de optimizacion con restricciones se reformula como un problema sin restric-
ciones. Un ejemplo de esta forma de abordar el suavizamiento de la malla es descrita por
Munson [236] quien optimiza kg, o reciproco de la medida mean ratio, y una restriccién
de convexidad.

En 2014, Sastry et al. [279] observan que si la calidad de los elementos u;(T) estd
acotada por abajo por t > 0, entonces los elementos son no invertidos, non inverted or
untangling. Esta condicion se puede escribir como

0<t< HgHM(Tk)

Sastry et al. proponen imponer como obsticulo esta cota de calidad a los elementos
dentro de la funcién objetivo; para esto usan una funcion logaritmo en la forma

Ne
méx F(z,t,A) =t + A _log (u(Tx) —t) (6.16)
k=1
donde t es una cantidad fija que representa la calidad minima aceptada para las celdas,
A > 0 es un peso conveniente y z es el vector de los nodos interiores. A este método le
llaman log-barrier method.

wT)

Figura 6.9: Grafica de la forma de una medida de calidad y el obstdculo logaritmico en

(6.16).
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Sastry et al. comprueban que la solucién del problema de optimizacién con restric-
ciones (6.16) satisface las condiciones Karush—-Kuhn-Tucker (KKT), y con esto mues-
tran, que es posible obtener un mejoramiento de la calidad de la malla garantizando la
convexidad de los elementos mesh quality improvement and untangling.

Como es de observar, esta funcion objetivo tiene una obstéculo infinito en la frontera
de las mallas admisibles y de calidad mayor a ¢ por lo que de existir una malla 6ptima
y con la calidad calidad mayor a ¢, esta se puede obtener optimizando (6.16).

Para implementar este obstéculo logaritmico (6.16) en un programa computacional,
es necesario realizar una adecuada regularizacién. Por otra parte, el esquema propuesto
por Sastry et al., representa una forma clésica de optimizacién convexa con restricciones,

Por otra parte, el esquema propuesto por Toulorge y Geuzaine, representa una forma
clasica de optimizacion convexa con restricciones, para la cual la condiciéon de calidad
de los elementos se logra usando funciones de penalizacién logaritmica, véase Hertog
et al [149]. En ese articulo Hertog et al sefialan que esta funcién de penalizacién fue
introducida por vez primera por Frisch [119] en 1955.

Otro trabajo muy interesante para suavizar mallas por alguna métrica es de Park y
Shontz de 2010 [247], en este trabajo proponen alternar la optimizacién de una métrica
ineficiente con una métrica eficiente para reducir el tiempo empleado en construir una
malla de calidad. En este trabajo Park y Shontz proponen un criterio de convergencia
(o de aceptabilidad) para la optimizacién

F(Gy) — F(Ge) > 0.95| F(Gy) — F(Gd)}

donde Gj es la malla de calidad inicial, G¢ es la malla obtenida en el paso actual de
optimizacién y F'(Gq) es la distorsién esperada. Nosotros coincidimos con este esquema
de trabajo: es considerablemente mas eficiente obtener una malla suave, convexa y de
calidad, si la malla inicial es suave y convexa y estas caracteristicas se preservan durante
el suavizamiento de la malla.

Para finalizar, es necesario senalar que uno de los primeros trabajos que describe
la necesidad de garantizar que la malla sea convexa en cada paso de la optimizacién
es el trabajo de Ivanenko [156] de 1988, y uno de los primeros trabajos que garantiza
el llamado desenredo de la malla (untangling) y la calidad de sus elementos mallas es
el trabajo de Tinoco [312] de 1997. Hoy en dia el trabajo més citado sobre celdas no
dobladas y mejoramiento de la malla es el de Freitag y Plassman [115], un segundo
trabajo en ésta linea menos conocido es el desarrollado por Garanzha en 1999 y 2000
[125, 126] y el trabajo desarrollado por Dominguez [91], de los cuales hemos hablado
en los capitulos anteriores. El trabajo, de Dominguez serd para nosotros el silver bullet
o bala de plata para garantizar y preservar la convexidad durante el mejoramiento de
la calidad de las mallas usando métricas convenientes.
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6.3. Suavizando mallas garantizando la convexidad de las
celdas

Como hemos visto en secciones previas, para suavizar o mejorar las mallas usando
una medida de calidad es necesario garantizar que las celdas permanezcan orientadas
y convexas en cada paso de la optimizacion.

Nosotros proponemos usar los funcionales e-convexos de drea S, (G), [35, 39], en
combinacién con un funcional positivo que mida la distorsién de las celdas: por ejemplo
el reciproco de alguna medida de calidad

1&g
F(G) = Su.e(G) + 52 > PG (6.17)
k=1

Optimizando este funcional garantizamos que las mallas son convexas y de buena cali-
dad geométrica.

Observe que la funcién de distorsién también presenta un obstaculo infinito para
las celdas convexas. Es necesario hacer una regularizacién de esta funcién para su
implentacién en un proceso de optimizacion.

Otra propuesta es considerar la desviacién estdndar de (@) con respecto al valor
oOptimo de 1:

Ne
F(G) = 50e(G) + 0 D (1— u(Qu)’ (6.15)
k=1

En general, siempre que la funcién de distorsion total de la malla sea positiva,
podemos garantizar que para un w suficientemente grande es posible obtener una malla
e-convexa y calidad, ver capitulo 2.

Como hemos senalado a lo largo del capitulo, resulta costoso minimizar una buena
medida de calidad con discontinuidades diferenciables. Es preferible disenar funciones
convexas positivas f(Q), o métricas, que midan la distorsién de una celda @ con respecto
a una forma geométrica ideal: un cuadrado, rectangulo, un paralelogramo, etc.

En lo que sigue formularemos dos funcionales discretos convenientes para obtener
mallas formadas por elementos cercanos a ser rectangulos.

6.4. Un nuevo funcional discreto basado en una medida
de calidad para obtener rectangulos
Nuestro interés se centra ahora en construir mallas de calidad formadas por rectangu-

los. Para esto, se define una métrica o funcién convexa que mida la distorsion de la celda
con respecto a un rectangulo.
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En el capitulo anterior, se definié una medida de calidad para caracterizar rectangu-
los

4a?
= <1 6.19
WA= arayerd = (6.19)
donde a. es el drea de la celda Q). Esta medida es continuamente diferenciable y el
reciproco

a2 62 2 2
Q) = )

mide la distorsién de @ con respecto a la forma geométrica ideal: un rectdngulo. Esta
funcién es positiva y convexa para la cual un rectangulo es punto critico. Observe el
siguiente:

(6.20)

Ejemplo: Considere el cuadrildtero @ formado por los puntos Pi(0,0), P»(2,0), P :
4(0,1) y el cuarto punto P3(x,y) estd en el plano. En la Figura 6.10 se aprecian las
curvas de nivel de (6.20).

3.0
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Figura 6.10: Curvas de nivel para la funcién (6.20).

Con esta funcién de distorsién podemos construir un funcional discreto Fr,(G)
sobre todos los elementos ) de la malla

Ne
Fra(G) = 3 > F(Qu) (6.21)
k=1

el cual mide la distorsién total de la malla. Observe que éste funcional tiene puntos
critos en celdas dobladas.
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rectangulos

Para garantizar la convexidad de las celdas y la propiedad geométrica de que la
celdas estén cerca de ser rectdngulos, nosotros proponemos combinar el funcional con-
vexo (6.21) con un funcional convexo de area S, (G). El funcional a optimizar tiene la
forma

F(G) = (1 — 0)8u.c(G) + 0 Fpa(G) (6.22)

donde 0 < ¢ < 1. Siendo Fg,(G) positivo, la teorfa revisada en el Capitulo 3, nos
garantiza que optimizando (6.22) para un valor w > 0 adecuado, es posible obtener una
malla e-convexa cuyas celdas estén cerca de ser rectangulos.

Otra forma de escribir un funcional discreto basado en la medida (6.19) es

Fro(Q) = (a® + ¢*)(b? + d*) — 4a? (6.23)
el cual es no negativo y el valor minimo de cero se alcanza para un rectangulo.
Ejemplo: Considere el cuadrildtero @ formado por los puntos (0,0), (2,0),(0,1) y el

cuarto punto libre podemos identificar cémo se comporta fr,(Q). En la Figura 6.11 se
puede apreciar las curvas de nivel y la forma de la superficie de frq(Q).

T L

P S |
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 6.11: Curvas de nivel para la funcién (6.23).

A diferencia del funcional (6.20), este funcional es dependiente de la escala, por
lo que, para combinar el funcional (6.23) con cualquier otro, por ejemplo el funcional
convexo de drea S, (G), debemos reescalar sus valores.

Hemos usado ambos funcionales y hemos encontrado que si existe una distincién
entre entre las malla obtenidas con uno y otro funcional. Esto se debe, presumiblemente,
a que con una funcional se ampl
i a el dominio de puntos criticos. Nosotros preferimos la tdltima funcional (6.23) sobre
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

la primera descrita (6.20) debido a que esta ttilma debe ser regularizada para evitar
celdas de area cero.

En la Figura 6.12 se aprecia la malla obtenida optimizando (6.22) y en la Tabla 6.1
se aprecian las estadisticas de calidad de esa malla.

Figura 6.12: Estrecho de Gibraltar, malla de 77 x 55 obtenida optimizando (1—0)S,, (G)+
0Frq(G) para o = 0.5.
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6.4 Un nuevo funcional discreto basado en una medida de calidad para obtener

rectangulos
Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE Sp
Areal 0.0397 | 0.9999 | 0.8554 | 0.11434 | 0.8379
Paralelogramo
Areall 0.0124 | 0.9974 | 0.7424 | 0.1913 | 0.7051
Lo1989 0.0135 | 0.9961 | 0.7247 | 0.1753 | 0.6936
ScaledJacobian 0.3340 | 0.9999 | 0.9573 | 0.0745 | 0.9536
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0822 | 0.9967 | 0.8242 | 0.1537 | 0.8043
MinRect2015 0.0150 | 0.9967 | 0.7664 | 0.1633 | 0.7408
Rectangles2015 0.0562 | 0.9982 | 0.8606 | 0.1376 | 0.8449
Lo1985 0.0430 | 0.9935 | 0.4644 | 0.2818 | 0.3542
Hual995 0.0550 | 0.9996 | 0.5167 | 0.3002 | 0.4109
Knupp2000 0.0471 | 0.9993 | 0.4949 | 0.2997 | 0.3762
Cuadrado
Pebay2002 0.0619 | 0.9958 | 0.5614 | 0.2624 | 0.4874
Hmean2017E 0.0548 | 0.9996 | 0.5148 | 0.3009 | 0.4082
Hmean2017R 0.0548 | 0.9996 | 0.5150 | 0.3011 | 0.4083
Hmean2017r 0.0124 | 0.9996 | 0.5271 | 0.2939 | 0.4274

Tabla 6.1: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 77 x 55,
mostrada en la Figura 6.12. Para ésta malla obtuvimos ADO=10.62 y MDO=85.67.
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Squares 14.6%

Rectangles 6.8%

A
L

Parallelograms 29.8%

Distorted 48.7%

Figura 6.13: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 77 x 55 mostrada en la Figura 6.12.

282



6.4 Un nuevo funcional discreto basado en una medida de calidad para obtener
rectangulos

La funcién

Q) = (a® + ng +d?)

se puede interpretar como una normalizacién del funcional discreto de area-ortogonalidad
(AO) propuesto por Knupp en1992 [186],

Jao(Q) = (a2 + 02)(172 + dZ)'

Optimicemos (1 — 0)S,,¢(G) + 0 Fao(G) para comparar las mallas obtenidas de una y
otra forma.

T

T T

Figura 6.14: Estrecho de Gibraltar, malla de 77 x55 obtenida optimizando (1—0)S,, (G)+
cF40(G) para o = 0.5.
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal 0.0804 | 0.9998 | 0.8626 | 0.1316 | 0.8489
Paralelogramo
Areall 0.0277 | 0.9949 | 0.7511 | 0.1784 | 0.7209
Lo1989 0.0287 | 0.9949 | 0.6962 | 0.1855 | 0.6628
ScaledJacobian 0.1968 | 1.0000 | 0.9028 | 0.1298 | 0.8902
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0896 | 0.9968 | 0.7701 | 0.1800 | 0.7408
MinRect2015 0.0555 | 0.9959 | 0.7381 | 0.1804 | 0.7068
Rectangles2015 0.1496 | 0.9984 | 0.8394 | 0.1496 | 0.8210
Lo1985 0.0473 | 0.9805 | 0.4368 | 0.2888 | 0.3485
Hual995 0.0634 | 0.9985 | 0.4973 | 0.2888 | 0.3998
Knupp2000 0.0484 | 0.9976 | 0.4663 | 0.2871 | 0.3672
Cuadrado
Pebay2002 0.0809 | 0.9887 | 0.5459 | 0.2528 | 0.4783
Hmean2017E 0.0614 | 0.9985 | 0.4656 | 0.2893 | 0.3977
Hmean2017R 0.0614 | 0.9985 | 0.4657 | 0.2894 | 0.3978
Hmean2017r 0.0380 | 0.9981 | 0.4945 | 0.2809 | 0.4009

Tabla 6.2: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 77 x 55,
mostrada en la Figura 6.14. Para ésta malla obtuvimos ADO=15.68 y MDO=78.65.
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6.4 Un nuevo funcional discreto basado en una medida de calidad para obtener
rectangulos

Squares 11.4%

Rectangles 4.4%
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Figura 6.15: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 77 x 55 mostrada en la Figura 6.14.
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

Es de observar, a partir de las tablas estadisticas de algunas medidas de calidad,
Tablas 6.1 y 6.2, que la calidad geométrica de la malla mostrada en Figura 6.14 y
obtenida optimizando (1 — 0)S,, (G) + 0 Fra(G) es superior a aquella que obtuvimos
optimizando S, ((G) con el funcional clasico AO.

En la literatura existe un trabajo publicado en 1989 por Sereznnikova et al. [286],
en el cual describen el funcional

1 r1 1 pl (12 2 2 2

911922 (e + =3) (W +u3)
Toon = dédn = dédn.
|| 2 acan - [ [ - g

Este funcional es revisado por Khairullina et al. [L77] en 1999 y posteriormente por
Artyomova et al. [9] en 2007 para el suavizamiento de mallas estructuradas por bloques.

El funcional discreto que presentamos es independiente de la formulacién continua
de los funcionales de drea-ortogonalidad de Knupp y Sereznnikova y difiere en mucho
de la discretizaciéon que se obtiene de ambos funcionales usando el mapeo bilineal [30,
146, 177].

Desde luego, es posible combinar este funcional discreto Fr,(G) con el funcional
cuasi-arménico H,(G) discutido en el Capitulo 3 en la forma

F(G)=(1—-0)H,(G) + cFpa(G) (6.24)

de tal manera que al ser optimizado este funcional se obtengan mallas cuasi-armonicas
y casi cercanas a ser rectangulos.

En la Figura 6.16, se aprecia la malla obtenida combinando H,,(G) con el funcio-
nal Fr,(G) y la Figura 6.18 ese aprecia la malla obtenida combinando H,(G) con el
funcional F0(G).
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6.4 Un nuevo funcional discreto basado en una medida de calidad para obtener

rectangulos
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Figura 6.16: Estrecho de Gibraltar, malla de 77 x 55 obtenida optimizando (1—0)H,,(G)+
0Frq(G) para o = 0.5.
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal 0.0195 | 0.9999 | 0.9059 | 0.1250 | 0.8410
Paralelogramo
Areall 0.0057 | 0.9991 | 0.8315 | 0.1724 | 0.7987
Lo1989 0.0065 | 0.9894 | 0.6915 | 0.2083 | 0.6446
ScaledJacobian 0.1557 | 1.0000 | 0.8535 | 0.1901 | 0.8228
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0312 | 0.9994 | 0.7865 | 0.2061 | 0.7448
MinRect2015 0.0062 | 0.9909 | 0.7418 | 0.1942 | 0.6988
Rectangles2015 0.0567 | 0.9997 | 0.8219 | 0.1915 | 0.7889
Lo1985 0.0273 | 0.9903 | 0.4607 | 0.2364 | 0.3919
Hual995 0.0715 | 0.9990 | 0.5167 | 0.2450 | 0.4524
Knupp2000 0.0289 | 0.9985 | 0.4957 | 0.2488 | 0.4252
Cuadrado
Pebay2002 0.0451 | 0.9895 | 0.5912 | 0.2292 | 0.5373
Hmean2017E 0.0619 | 0.9990 | 0.5154 | 0.2459 | 0.4502
Hmean2017R 0.0614 | 0.9990 | 0.5152 | 0.2460 | 0.4499
Hmean2017r 0.0224 | 0.9990 | 0.5012 | 0.2642 | 0.4126

Tabla 6.3: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 77 x 55,
mostrada en la Figura 6.16. Para ésta malla obtuvimos AD0O=22.03 y MDO=81.04.
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6.4 Un nuevo funcional discreto basado en una medida de calidad para obtener
rectangulos

Squares 7.9%

Rectangles 19.9%
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Distorted 33.1%

Figura 6.17: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 77 x 55 mostrada en la Figura 6.16.
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Figura 6.18: Estrecho de Gibraltar, malla de 77 x 55 obtenida optimizando (1—0)H,,(G)+
0F40(G) para o = 0.5.
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6.4 Un nuevo funcional discreto basado en una medida de calidad para obtener

rectangulos
Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal 0.0381 | 0.9998 | 0.9169 | 0.1081 | 0.9068
Paralelogramo
Areall 0.0117 | 0.9973 | 0.8615 | 0.1510 | 0.8284
Lo1989 0.0160 | 0.9941 | 0.7597 | 0.1901 | 0.7241
ScaledJacobian 0.2391 | 1.0000 | 0.9384 | 0.0975 | 0.9318
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0457 | 0.9965 | 0.8639 | 0.1361 | 0.8478
MinRect2015 0.0555 | 0.9942 | 0.7929 | 0.1837 | 0.7607
Rectangles2015 0.0719 | 0.9983 | 0.8999 | 0.1170 | 0.8890
Lo1985 0.0339 | 0.9897 | 0.4792 | 0.2362 | 0.4162
Hual995 0.0830 | 0.9996 | 0.5302 | 0.2573 | 0.4621
Knupp2000 0.0365 | 0.9993 | 0.5113 | 0.2588 | 0.4402
Cuadrado
Pebay2002 0.0591 | 0.9814 | 0.6119 | 0.2208 | 0.5670
Hmean2017E 0.0797 | 0.9996 | 0.5292 | 0.2578 | 0.4607
Hmean2017R 0.0788 | 0.9996 | 0.5292 | 0.2578 | 0.4606
Hmean2017r 0.0297 | 0.9996 | 0.5351 | 0.2485 | 0.4713

Tabla 6.4: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 77 x 55,
mostrada en la Figura 6.18. Para ésta malla obtuvimos ADO=13.21 y MDO=76.17.
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Squares 11.7%

Rectangles 22.6%

Parallelograms 45.2%

Distorted 20.5%

Figura 6.19: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 77 x 55 mostrada en la Figura 6.18.

De las Tablas 6.4 y 6.3, se aprecia que la malla de la Figura 6.18 tiene mejor calidad
geométrica que la malla de la Figura 6.16.
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6.5 Un nuevo funcional convexo discreto para obtener rectangulos

6.5. Un nuevo funcional convexo discreto para obtener

rectangulos

Como se sabe, un rectdngulo es un paralelogramo en el cual sus diagonales miden
lo mismo y un cuadrilatero convexo es un paralelogramo si sus diagonales se cortan en
el punto medio. En la Figura 6.20 se aprecia las diagonales de una cuadrilatero y los
puntos medios entre ellas.

Xi41,j+1

Figura 6.20: Diagonales de un cuadriatero y el segmento que une los puntos medios entre

ellas.

Primero formulemos una funcién convexa usando distancias para determinar qué
tan lejos estd un cuadrilatero convexo de ser paralelogramo, para esto usaremos la
distancia entre los puntos medios de las diagonales de cada celda.

En una malla estructurada, cada nodo interior estd rodeado de 4 celdas como se
muestra en la Figura 6.21. Para cada una de las celdas @Q);, calculemos el cuadrado de
la distancia entre el punto medio de sus diagonales

Xij + Xit1,5+1

f(@1) I 5 _ Xitlj ‘;Xi,j-&-l 2
f(Q2) [ ha );i_l’jﬂ _Xinly ‘;Xz‘,jﬂ 2
f(@3) [E=Z: +);_1:J'—1 _ Xij-1 ;‘Xi—l,j 2
£(Qu) ”xm‘ + ?;i+1,j—1 X1 ;‘Xi—i-l,j H2

Si fijamos los puntos que rodean x; ;, el minimo de

F(xij) =Y f(Qk)

4

k=1
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

Xij+1

Xi+1j+1

Figura 6.21: (4 celdas que rodean al punto x; ;.

satisface

T i 2(Tit1,5 + Tij+1 + Tic1,j + Tijo1) (6.26)
—(Tit1441 + Tic1 41+ Tim1 -1+ Tig1,j-1)] (6.27)
Yi,j ip(@/i-ﬁ-l,j + Yij+1 + Yi-1,5 + Yij—1) (6.28)
—(Yit1 41 F Yic144+1 + Yic1-1 + Yir1j-1)] (6.29)

En 2006, Khattri [174] propone el funcional (6.25) sobre cada nodo de la malla
obteniendo el esquema directo (6.28)—(6.29) y compara sus resultados con el Laplaciano
discreto.

El esquema que obtiene Khattri (6.29), es el esquema Laplaciano-Isoparamétrico
que describen en 1977 Herrmann y Asce [148], el cual revisamos en Capitulo 2.

Usando la funcién (6.25), nosotros proponemos usar el funcional discreto convexo
de la forma

F\(G) = Z HXi,j + >;+1,j+1 Xt ‘;‘Xi,j—i-l E (6.30)
i,

sobre todas las celdas de la malla G. Si garantizamos que las celdas son convexas si

optimizamos (6.30) podemos obtener celdas cercanas a ser paralelogramos.

Ahora, bien, si garantizamos que las celdas de la malla G son paralelogramos o
cercanas a estarlo, definamos un funcional que permita obtener celdas cercanas a ser
rectangulos. Para esto basta medir el cuadrado de la diferencia del cuadrado de las
diagonales, lo cual nos lleva al funcional discreto
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6.5 Un nuevo funcional convexo discreto para obtener rectdangulos

Fo(G) = (i = Xiv g l® = sy — xi01]*)? (6.31)
i,J
La propuesta que hacemos es combinar el funcional que nos provee paralelogramos
(6.30) con el que impone igualdad en las (6.31), en la forma

Fra(G) = Fp(G) + BF4(G) (6.32)

donde 5 > 0. Este nuevo funcional también es positivo y convexo y tiene como punto
critico a una malla formada por rectdngulos (incluyendo cuadrados). En valor 8 permitie
controlar la flexibilidad de la forma geométrica de los elementos y debe ser elegida
dependiendo de la dimensién de la malla y la irregularidad de la regiéon. Por ejemplo,
si elegimos un valor de 8 grande, el 6ptimo de Fry(G) puede ser una malla con celdas
estén cercanas a ser un trapecio.

Ejemplo: Considere el cuadrildtero @ formado por los puntos (0,0),(2,0),(0,1) y el
cuarto punto libre podemos identificar cémo se comporta Frq(Q). En la Figura 6.22 se
puede apreciar las curvas de nivel y la forma de la superficie de Frq(Q).

3.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 6.22: Curvas de nivel y superficie para Frq(Q), para 5 = 1.

Recordemos el interés que perseguimos: construir mallas e-convexas, con elementos
cercanos a ser rectangulos. Para garantizar la e-convexidad de las celdas y la propiedad
geométrica de que la celdas estén cercanas a ser rectangulos, nosotros proponemos
optimizar un funcional que combine el funcional (6.32) con un funcional convexo de
area S, (G). El funcional propuesto tiene la forma:

F(G) = (1= 0)S0,e(G) + 0 Fra(G) (6.33)
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

aqui 0 < o < 1. Nuevamente, dado que Fgry(G) es positivo, la teorfa revisada en el
Capitulo 3, nos garantiza que para un valor w > 0 suficientemente grande cuando mini-
mizamos (6.33) sobre M(£2), es posible obtener una malla e-convexa cuyas celdas estén
cerca de ser rectangulos. En las Figuras 6.23 y 6.25 se observan dos mallas obtenidas
con este funcional.
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Figura 6.23: Estrecho de Gibraltar, malla de 77 x 55 obtenida optimizando (1—0)S,, (G)+
0Frq(G) para 0 =0.99 y § = 1.0.
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Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal2015 0.0151 | 1.0000 | 0.8691 | 0.1759 | 0.8367
Paralelogramo
Areall2015 0.0043 | 0.9979 | 0.7775 | 0.2201 | 0.7165
Lo1989 0.0044 | 0.9996 | 0.7982 | 0.2233 | 0.7363
ScaledJacobian 0.2438 | 1.0000 | 0.9825 | 0.0596 | 0.9798
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.0528 | 0.9988 | 0.8444 | 0.1656 | 0.8188
MinRect2015 0.0517 | 0.9988 | 0.8477 | 0.1618 | 0.8236
Rectangles2015 0.0731 | 0.9994 | 0.8981 | 0.1361 | 0.8819
Lo1985 0.0130 | 0.9975 | 0.5277 | 0.3124 | 0.3990
Hual995 0.0296 | 1.0000 | 0.5517 | 0.3108 | 0.4337
Knupp2000 0.0134 | 1.0000 | 0.5302 | 0.3164 | 0.4000
Cuadrado
Pebay2002 0.0232 | 0.9982 | 0.6123 | 0.2854 | 0.5164
Hmean2017E 0.0233 | 1.0000 | 0.5500 | 0.3123 | 0.4292
Hmean2017R, 0.0233 | 1.0000 | 0.5500 | 0.3123 | 0.4293
Hmean2017r 0.0086 | 1.0000 | 0.5734 | 0.3073 | 0.4575

Tabla 6.5: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 77 x 55,
mostrada en la Figura 6.23. Para ésta malla obtuvimos ADO=4.32 y MDO=75.89.
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Squares 20.9%
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Figura 6.24: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 77 x 55 mostrada en la Figura 6.23.
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Figura 6.25: Dec29, malla de 41 x 41 obtenida optimizando (1 — 0)S,,.c(G) + 0 Fra(G)
para o =0.99y 5= 1.0.

Un valor de o cercano a 1, proporciona mayor peso al funcional Fry(G) con lo cual
las celdas de la malla 6ptima G* seran cercanas a ser rectangulos.
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Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal2015 0.0992 | 0.9995 | 0.8231 | 0.2154 | 0.7768
Paralelogramo
Areall2015 0.0163 | 0.9973 | 0.6573 | 0.2667 | 0.5593
Lo1989 0.0164 | 0.9999 | 0.6758 | 0.2704 | 0.5762
ScaledJacobian 0.1158 | 1.0000 | 0.9415 | 0.1277 | 0.9259
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.1098 | 0.9985 | 0.7408 | 0.2202 | 0.6930
MinRect2015 0.1192 | 0.9985 | 0.7376 | 0.2188 | 0.6916
Rectangles2015 0.1225 | 0.9992 | 0.8158 | 0.1927 | 0.7818
Lo1985 0.0165 | 0.9972 | 0.4526 | 0.3315 | 0.2904
Hual995 0.0231 | 0.9999 | 0.5005 | 0.3457 | 0.3402
Knupp2000 0.0168 | 0.9999 | 0.4661 | 0.3429 | 0.2968
Cuadrado
Pebay2002 0.0305 | 0.9946 | 0.5186 | 0.3092 | 0.3896
Hmean2017E 0.0221 | 0.9999 | 0.4971 | 0.3474 | 0.3327
Hmean2017R 0.0221 | 0.9999 | 0.4973 | 0.3475 | 0.3328
Hmean2017r 0.0061 | 0.9999 | 0.5103 | 0.3427 | 0.3457

Tabla 6.6: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 41 x 41,
mostrada en la Figura 6.25. Para ésta malla obtuvimos ADO=8.44 y MDO=83.35.
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Squares 19.8%

Rectangles 9.1%

Parallelograms 28.9%

Distorted 42.2%

Figura 6.26: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 41 x 41 mostrada en la Figura 6.25.
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Las mallas obtenidas con éste tltimo funcional pueden contar con celdas cercanas a
ser rectangulos pero muy alargados; es decir, de aspect ratio grande, y de area pequena,
observe las Figuras 6.23 y 6.25.

Una forma mejorar el aspect ratio es imponiendo que el area de las celdas sean
mds grandes; para lograrlo es necesario controlar la distribucién del area de la celdas.
En el Capitulo 3, revisamos algunos funcionales bilaterales de drea para mejorar la
distribucion de area de los elementos de la malla, cualquiera de estos funcionales puede
ser 1til para controlar la distribucién del area de las celdas, una combinacién de alguno
de ellos con este nuevo funcional puede ser suficiente para engrosar las celdas y mejorar
el aspect ratio.

En 1999 y 2000, Garanzha [125, 126] propone minimizar el funcional

N ot

; 2 [aq
para mejorar la distribucién del area de los elementos triangulares. Aqui o* representa
al valor alrededor del cual seran distribuidos el drea de todos los elementos. Como
puede observarse, este funcional tiene un obstdculo infinito en la frontera del conjunto
de mallas convexas My(Q2), ver Capitulo 3.

En 2002, por Garanzha y Branets [48] para mejorar la distribucién del drea de los
elementos a la vez que mejoran la calidad de las mallas optimizando el nimero de con-
dicién ky. Garanzha y Branets usan un método de Newton local para minimizar (6.34)
y reportan muy buenos resultados. Sin embargo, nosotros creemos que globalmente no
puede haber mejora de la malla, veamos esto.

En el ese Capitulo 2 y 3, observamos que la suma del drea de los elementos tridangu-
lares es constante

E} (6.34)

Area(Q) _

por lo que la suma del término lineal dentro del funcional (6.34) sobre toda la malla es
constante:

e = i;w &

1 L ot
= 55 a—+constante (6.35)
q
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6.5 Un nuevo funcional convexo discreto para obtener rectangulos

por lo que este funcional no es 1til en el mejoramiento global de la malla. Globalmente, el
funcional (6.34) es equivalente al funcional reciproco de drea mostrado en el Capitulo 3.
Nosotros proponemos usar el funcional

1 N
F(G) =+
qg=1

para controlar la distribucién del drea de los elementos alrededor de o*. Este funcional
tiene un obstdculo infinito en la frontera del conjunto de mallas convexas Mg(f2), ver
Capitulo 3. La forma grafica del funcional que proponemos y el que propuso Garanzha
se observan en la Figura 6.27.

*\2 a2
[(a; * (a*q)Q}

(6.36)

[N

3.5

2.5

1.5

0.5

Figura 6.27: Comparacion gréafica de la forma del funcional que propone Garanzha y la

que nosotros usamos.

Para la implentacién de (6.36) es necesario usar una regularizacién convenientemen-
te para un parametro de regularizacién w > 0, con la finalidad de que la funcién esté
definida sobre cualquier valor de oy negativo y ademéds conforme w — 0, se forme un
obstdculo infinito en la frontera del conjunto de mallas convexas My (£2), ver Capitulo 3.

Nosotros hemos usado la misma regularizaciéon empleada para el funcional cuasi-
armoénico H,(G), discutido en el Capitulo 3. El funcional regularizado es

11 %
=N ; 5[ o) + (a*)Q} (6.37)

donde
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

l/a, a>w
Pula) = (6.38)

24415047 a < w.
w

donde w > 0 es un valor que se inicia con w = 1 y gradualmente se hace pequeno
mediante la actualizacion w = 0.5w. Minimizando este funcional, el drea de las celdas
de la malla éptima G* se encuentran distribuidas alrededor de a*.

Ahora bien, combinando este es funcional con Fry(G), proponemos minimizar

F(G) = (1 — 0)Au(G) + 0 Fra(G) (6.39)

con la finalidad de construir mallas cuyas celdas sean cercanas a ser rectdngulos pero
no alargados.

En las Figuras 6.28 y 6.30 se observan las mallas obtenidas al minimizar (6.39).
Como se aprecia, las celdas ya no estan tan delgadas y dependiendo del valor de o las
celdas estardn cerca de ser rectangulos. En las Tablas 6.7 y 6.8 se pueden comparar las
estadisticas de diferentes medidas de calidad que arrojan las mallas.
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1717
T 17

I T I

Figura 6.28: Estrecho de Gibraltar, malla de 77 x 55 obtenida optimizando (1—0)A,(G)+
0Fpa(G) con o = 0.99 y usando o* = /2.
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Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal2015 0.1982 | 1.0000 | 0.9187 | 0.1021 | 0.9110
Paralelogramo
Areall2015 0.0820 | 0.9990 | 0.8127 | 0.1592 | 0.7908
Lo1989 0.1242 | 0.9936 | 0.7829 | 0.1589 | 0.7607
ScaledJacobian 0.3607 | 1.0000 | 0.9593 | 0.0725 | 0.9558
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.1625 | 0.9982 | 0.8467 | 0.1375 | 0.8318
MinRect2015 0.0597 | 0.9910 | 0.8003 | 0.1543 | 0.7790
Rectangles2015 0.2542 | 0.9987 | 0.9010 | 0.1036 | 0.8933
Lo1985 0.1203 | 0.9838 | 0.6608 | 0.2311 | 0.6115
Hual995 0.1630 | 0.9993 | 0.7183 | 0.2307 | 0.6728
Knupp2000 0.1265 | 0.9986 | 0.6914 | 0.2384 | 0.6406
Cuadrado
Pebay2002 0.1996 | 0.9941 | 0.7502 | 0.1815 | 0.7237
Hmean2017E 0.1612 | 0.9993 | 0.7172 | 0.2316 | 0.6711
Hmean2017R 0.1611 | 0.9993 | 0.7173 | 0.2317 | 0.6712
Hmean2017r 0.1347 | 0.9989 | 0.7259 | 0.2254 | 0.6826

Tabla 6.7: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 77 x 55,
mostrada en la Figura 6.28. Para ésta malla obtuvimos AD0O=9.12 y MDO=68.86.
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Squares 33.9%

Rectangles 11.3%

Parallelograms 33.6%

Distorted 21.2%

Figura 6.29: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 77 x 55 mostrada en la Figura 6.30.
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Figura 6.30: Dec20, malla de 41 x 41 obtenida optimizando (1 — o)A, (G) + 0 Frq(G) con
o =0.99 y usando o* = V2.
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6.5 Un nuevo funcional convexo discreto para obtener rectangulos

Tipo Nombre u(Q) Min Miéx MQ MSE | SP
Areal2015 0.4099 | 0.9998 | 0.8524 | 0.1374 | 0.8395
Paralelogramo
Areall2015 0.1585 | 0.9876 | 0.6805 | 0.2014 | 0.6447
Lo1989 0.1663 | 0.9861 | 0.6471 | 0.1925 | 0.6143
ScaledJacobian 0.4403 | 0.9996 | 0.9190 | 0.1023 | 0.9121
Rectangulo
ScaledJacobianM | 0.2498 | 0.9757 | 0.7329 | 0.1706 | 0.7092
MinRect2015 0.1171 | 0.9725 | 0.6896 | 0.1754 | 0.6636
Rectangles2015 0.3605 | 0.9876 | 0.8184 | 0.1373 | 0.8049
Lo1985 0.0892 | 0.9806 | 0.4960 | 0.2466 | 0.4290
Hual995 0.1220 | 0.9990 | 0.5718 | 0.2688 | 0.5025
Knupp2000 0.0931 | 0.9986 | 0.5292 | 0.2736 | 0.4522
Cuadrado
Pebay2002 0.1597 | 0.9740 | 0.5978 | 0.2160 | 0.5529
Hmean2017E 0.1179 | 0.9990 | 0.5692 | 0.2700 | 0.4988
Hmean2017R 0.1179 | 0.9990 | 0.5695 | 0.2702 | 0.4990
Hmean2017r 0.0989 | 0.9986 | 0.5724 | 0.2589 | 0.5061

Tabla 6.8: Tabla estadistica de diferentes medidas de calidad para la malla de 41 x 41,
mostrada en la Figura 6.30. Para ésta malla obtuvimos ADO=14.02 y MDO=63.88.
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Squares 21.3%

Rectangles 7.2%

\
Tl I
T R
7/ == A\

Parallelograms 28.6%

Distorted 42.9%

Figura 6.31: Elementos caracterizados usando la metodologia discutida en la Seccién 5.9,

para la malla de 41 x 41 mostrada en la Figura 6.30.
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6.5 Un nuevo funcional convexo discreto para obtener rectangulos

Como es de esperarse, también podemos combinar A, (G) con Fp,(G), el primer
funcional planteado para obtener mallas convexas cercanas a ser rectangulos, y adicio-
nalmente distribuir los valores del area de los triangulos alrededor de a*. En los expe-
rimentos realizados, hemos obtenido buenos resultados eligiendo o* = 1 y o* = /2.

Observe que tanto el funcional Fry(G) como el funcional Fgr,(G) no distinguen la
orientacion de las celdas, por lo que un punto critico puede ser un cuadrado con orien-
tacién negativa. Por esto, es necesario minimizar convenientemente (6.22) y (6.33) para
evitar ese tipo de celdas, una forma de hacer esto es garantizar primero la convexidad
y luego mejorar la malla convexa.

También hemos experimentado combinar el funcional cuasi-arménico Hy,(G) con
Frq(QG) para obtener mallas cuasi-arménicas cercanas a ser rectangulos. En el Apéndi-
ce C mostramos algunas mallas obtenidas usando esa combinacion.

Para finalizar, observe que todos los funcionales que hemos trabajado con anteriori-
dad (discretos o discretizados, ver Capitulos 2 y 3) son funciones sobre tridngulos. Los
funcionales que ahora presentamos Fry(G) v Frq(G) para mejorar la calidad geométri-
ca de los elementos con respecto a un rectangulo, estan definidos sobre cuadrilateros.
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Conclusiones

Conclusiones

FEn los dos primeros capitulos discutimos el planteamiento moderno de la generacion
numérica de mallas estructuradas usando funcionales discretos, para lo cual realizamos
una revision bastante amplia de los métodos reportados en la literatura con la finalidad
de hacer ver que los métodos aqui desarrollados pueden incluirse en los diferentes marcos
de trabajo o referencia, frameworks, propuestos actualmente.

En los subsecuentes capitulos desarrollamos los temas:

Funcionales discretos para mejorar la distribucion del area de los ele-
mentos de la malla

= Realizamos una revision de los funcionales discretos bilaterales que se han desa-
rrollado con anterioridad por nuestro grupo de trabajo y por otros investigadores.

= Hemos propuesto un nuevo funcional bilateral discreto que permite mejorar la
distribucién del area de las celdas mas pequenas y grandes.

= Hemos propuesto un nuevo funcional discreto para controlar la distribucién global
del area de las celdas.

Los resultados obtenidos fueron descritos en el articulo A new functional for improving
cell area distribution, véase [41].

Adaptividad geométrica

= Hemos propuesto un funcional geométrico adaptativo basado en funcionales clési-
cos ponderados, los cuales son combinados con un funcional convexo de area S,
para garantizar y preservar la e-convexidad de la malla.
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6. SUAVIZAMIENTO DE MALLAS OPTIMIZANDO MEDIDAS DE CALIDAD

= Para concentrar las celdas alrededor de un objeto al interior de la regién de
estudio, definimos una funcién de control de adaptabilidad, o densidad, basada
en el calculo de la distancia hacia ese objeto. Probamos nuestros resultados usando
como objetos geométricos a:

e curvas implicitas,
e poligonales abiertas y cerradas,

e cumulo de puntos,

y describimos un algoritmo para adaptar dindimicamente la malla.

= Hemos propuesto usar una malla de referencia a la cual asociamos una matriz de
pesos. Esa matriz es obtenida a partir de una funcién de densidad o de adaptacién
de las celdas. Hemos probado estas ideas usando una matriz de patrones de datos
y hemos usado una matriz de la escala de grises de imagenes digitales para obtener
mallas adaptadas a las intensidades de los pixeles.

= Hemos usado los funcionales ponderados para controlar la ortogonalidad de las
celdas cerca de la frontera de la regién de estudio.

Los resultados fueron descritos en el articulo Geometric adaptive functionals for struc-
tured grid generation, véase [42].

Nuevas medidas de calidad geométrica y aspect ratio para cuadrilateros

= Realizamos una revisién de las medidas de calidad geométrica para cuadrilateros
que se usan actualmente.

= Hemos propuesto nuevas medidas de calidad geométrica para caracterizar:

e cuadrados,
e rectangulos,

e y paralelogramos

= Una de las medidas de calidad desarrolladas se basa en asociar a un cuadrilatero el
rectangulo de drea minima que lo contenga. A partir de esta medida, propusimos
un nuevo aspect ratio geométrico para cuadrildteros.

= Revisamos los indicadores de calidad global para una malla que se usan en la
literatura minimum value, maximum value, mean quality, mean square error y
shape parameter o shape quality, y propusimos un enfoque estadistico para calificar
y cuantificar la calidad geométrica de una malla.

Parte de los resultados obtenidos fueron descritos en el articulo New quality measures
for quadrilaterals and new discrete functionals for grid generation, véase [43].
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6.5 Un nuevo funcional convexo discreto para obtener rectangulos

Suavizamiento de mallas usando medidas de calidad

= Realizamos una revisién de las metodologias o técnicas que actualmente se uti-
lizan para suavizar mallas usando medidas de calidad. Hemos identificado las
deficiencias de estos métodos y creemos que algunos de ellos son favorables a ser
explorados con las nuevas medidas de calidad geométrica que hemos propuesto.

= Propusimos dos nuevos funcionales discretos o métricas que tienen como punto
critico a mallas compuestas por rectangulos. Una de estas funciones de distor-
sién estd basada en una medida de calidad y la otra es una métrica basada en
distancias.

Parte de los resultados obtenidos fueron descritos en el articulo New quality measures
for quadrilaterals and new discrete functionals for grid generation, véase [43].

Trabajo a futuro

A partir de los desarrollos presentados, creemos que algunas lineas que se pueden
seguir son:

= Aplicar los desarrollos obtenidos en la solucién de algunas ecuaciones diferenciales.

= Construir mallas no estructuradas de calidad y formadas por cuadrildteros a partir
de mallas estructuradas.

= Construir mallas estructuradas y no estructuradas controlando la forma geométri-
ca y el tamano de las celdas.

= Profundizar el estudio de medidas de calidad a elementos formados por tetraedros
y elementos hexadraedrales, asi como de los elementos curvos, de lados curvilineos
o de dimensién alta.
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Apéndice A
Algunas medidas de calidad para

triangulos

A.1. Notacién

Usemos una notaciéon conveniente para algunos elementos de un tridngulo como
lo son los lados, los agulos y el drea. El tridngulo estard formado por tres puntos o
vértices con orientacién positiva (orientacién contraria a las manecillas de reloj), y que
denotaremos como T' = A(Py, P3, P3), ver la Figura A.1.

3

\Ohl
A
rCaTPPP R
L

Figura A.1: Algunos elementos de un triangulo.

Con esos puntos o vértices formamos tres vectores:
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e
Ly = PP, Loy = PoPs, L3 =PP
y con esto, la longitud de los lados la escribimos como
lh=|Lzll, la=[Lasll, I3=|Lal.
Un elemento de utilidad es la longitud del lado mas grande Ly, y:
Lméx = méX{lla l?a l3}a
también requerimos L, que representara la a longitud del lado méas pequena:
Ly = min {l1, Iz, I3} .
Siguiendo la orientacién positiva, los angulos internos los denotaremos en la forma:
0y =/PyPPs, Oy=/PPoP;, 03=/PP3P
y al mayor angulo interno

eméx = max {917 927 93} y

y menor angulo interno

Hml'n = min {017 927 03} .

Otras cantidades que usaremos son r y R el radio de los circulos inscrito y circunscrito
respectivamente, ver la Figura A.1.

A.2. Algunos estimadores de error por interpolacion li-
neal usando elementos triangulares

El método de los elementos finitos se basa en construir una triangulacién sobre la
regién de estudio € y sobre de esa malla definir una aproximacién lineal fp = fr(x) a
una funcién f = f(z) sobre ). Al realizar esto, obtendremos un error de aproximacién.
La cota del error de aproximacion ha sido analizada a detalle por muchos autores. Uno
de ellos es Perronnet [251], quien atribuye a Ciarlet y Raviart el siguiente teorema:

Teorema A.1 Sea f = f(z) € C? y fi, = fu(x) una aprozimacion lineal de f sobre
elemento T de una malla T,(Q), con fn(z;) = f(x;), para los puntos z; sobre T,

entonces

i) (o), zeT

17) = fula)l < €5
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triangulares

donde

1) = ( IR dw) ,

aqui Lmzx es la longitud del mayor lado del tridngulo y pu(T) es alguna funcion del

triangulo T en la forma

() = % (A1)
o(T) = 2{3;, (A.2)
us(T) = jgcos <0H;X> (A.3)
pa(T) = i‘j”; (A.4)

y C es una constante de normalizacion asociada a cada una de esas funciones p;(T).

En las anteriores representaciones, r es el radio del circulo inscrito, R el radio del
circulo cirscunscrito, 0,4 €l angulo mayor del elemento triangular. Lo interesante del
teorema anterior es que establece una cota para el error de aproximacién dependiente
de la distorsion de los elementos triangulares.

Del trabajo de erronnet, Ciarlet y Raviart, nos queda claro que el efecto de la malla
en la solucién numérica depende de varios factores, incluyendo entre ellos a la malla
misma, el algoritmo numérico y la solucién.

Ahora, revisemos la siguiente

Definicion 1 Unae malla de calidad es aquella para un problema dado mo enaltece

aspectos numéricos indeseables.

Algunos aspectos numéricos indeseables podridn ser el error de aproximacién y la sen-
sibilidad numérica.

Como hemos hecho notar del teorema anterior, el error de aproximacién depende de
alguna funcién que involucra, los lados, el area y los dngulos de los elementos. La funcién
o medida pq(T) es una de las mds empleadas en la literatura y uno de los primeros
que la usa es Mitchell [231] en 1971. Mitchell pide que esta medida que representa el
cociente entre el radio del circulo inscrito y el radio del circulo circuscrito sea constante
sobre toda la malla triangular, esto ocurre cuando todos los tridngulos son equilateros.

Los triangulos equilateros son los preferidos por excelencia en todas las aplicaciones
y es facil ver que
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2r
p(T) = R 1

si y sélo si, el triangulo T equildtero. En la préctica, algunos investigadores identifican
a la razén

AR:E
r

como el aspect ratio del triangulo, la cual es usada como una forma de medir la distorsion
relativa a un equilatero.

En 1974, Cavendish [71] se interesa por la medida pe(T) por su simplicidad y pro-
pone el reciproco

AR = 1/15(Q) = 21¢§Lméx/r (A.5)

como aspect ratio del tridngulo, ver la Figura 5.1. Esta es una de las primeras expresiones
geométricas para el aspect ratio que se conoce en la literatura.

En 1991, Dannelongue y Tanguy [88] sugieren usar us(7) como una medida de
distorsién ya que para un problema de Stokes, usando elementos lineales, encuentran
que la cota de error de aproximacién es O(L2,; /7).

La expresifi (A.5) es usada por Ruppert [275] en 1993, como medida de distorsién
para identificar la calidad de las mallas éptimas que construye. En 1998, George y Bo-
rouchaki [137] extienden esta medida a 3D para caracterizar la calidad de los tetraedros
que construyen.

En la practica es usual que algunos métodos o algoritmos para satisfacer alguna
de las medidas de calidad (A.1)-(A.4), incrementen el nimero de elementos de los
triangulos sobre todo en secciones de la region donde la convergencia y estabilidad del
método tienen problemas, evitando en la medida de lo posible, tridngulos alargados o
skinny triangles. En la literatura existen muchas medidas de calidad para triangulos,
algunas de las cuales son equivalentes entre si, revisaremos esto mas adelante.

Uno de los primeros métodos para construir triangulaciones garantizando la forma
de los elementos, fue desarrollado en 1988 por Baker, Grosse y Rafferty [22]. El método
que desarrollan evitan que los elementos tengan algtin 4angulo obstuso y demuestran que
ninguno de ellos cuenta con un angulo menor a 13°. En ese trabajo, observan que ningtin
tridngulo asi tiene un aspect radio mayor de 4.6 (usando aspect ratio de Cavendish).
En 1993, Ruppert [275] introduce una técnica para construir triangulaciones dptimas
insertando nodos adecuadamente. La idea es simple: propone anadir puntos que no
pertenecen a la triangulacién original, en la frontera o en el interior, de manera que
los dngulos de todos los triangulos se encuentren entre 6 y 27w — 6. Esta técnica se le
conoce en la literatura como puntos de Steiner. Rupert recomienda usar un valor para
él dngulo 0 entre € (0,20°].

Las medidas de calidad para un triangulo o funciones han sido formuladas de manera
que el valor éptimo caracterice un triangulo equilatero. Algunas de ellas provienen del
andlisis de error de truncamiento, por ejemplo (A.1)-(A.2), y cada una de ellas tiene
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triangulares

una interpretacién y uso preferencial. Por ejemplo, p1(7T) y u2(T), pueden emplearse
para identificar si el tridngulo es muy elongado o degenerado a segmento y us(7T) es
util para identificar y evitar que los dngulos sean muy grandes.

La habilidad en el diseno de una buena medida de calidad que caracterice la forma
ideal del tridngulo y permita identificar a los tridngulos degenerados (en segmento o
un punto) es esencial para construir mallas y estimadores de error adecuados. En 2000,
Field [108] sefiala cuatro caracteristicas o atributos deseables que debe de tener una
buena medida de calidad (a fair measure) p(T) para un elemento T (un tridngulo,
cuadrildtero, tetraedro, etc.):

1) habilidad de detectar elementos degenerados

3) acotada

)

2) que sea a-dimensionado (independiente de la escala)
)
)

4) normalizada (0 < p(T) < 1).

La ausencia de dimension es relevante para los cdlculos numéricos y en ocasiones, las
medidas asi disenadas nos permiten extenderlas a superficies y sélidos. El atributo de
que la medida sea acotada no permite aceptar valores muy grandes y la normalizacién
nos permite comparar valores entre medidas y formas de los triangulos. La habilidad de
detectar elementos no degenerados es esencial y estd relacionada directamente con el
area del elemento. Un elemento de drea cero no es util y un elemento inverted (invertido
o de orientacién contraria a los demds) tampoco lo es.

Una condicién més que debe ser incorporada a una buena medida, y que senala
Oddy [241] es:

5) la medida debe ser invariante bajo movimientos rigidos.

En 2002, Shewchuk [287] escribe un multicitado unpublished preprint donde realiza
un analisis de las principales medidas para elementos triangulares y observa que es
deseable que la medida

6) sea una funcién suave

7) que sea una funcién quasi-convexa sobre el dominio de elementos no doblados
non-inverted.

El atributo 6) es 1til para optimizar la calidad de la malla usando un método basado
en el gradiente. Esto lo discutiremos en el Capitulo 5. En el dltimo atributo, Shewchuk
pide que para ¢ > 0 el conjunto {E : u(FE) > ¢} sea convexo, sobre los elementos no
doblados. Este atributo sirve para garantizar que el método de optimizacién empleado
sea convergente y no cuente con mas puntos criticos.

En ese preprint Shewchuk analiza una coleccién de medidas de calidad y las clasifica
en funciones suaves, convexas, invariantes bajo transformaciones rigidas y en general,
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si son adecuadas para su uso en un proceso de optimizacién. Por ejemplo, Shewchuk
observa que el gradiente de u1(T") = 2r/R, es cero sobre elementos degenerados o son
cerca de estarlo, lo cual hace ineficiente esta medida en un procedimiento de optimiza-
cion, y sin embargo, algunos investigadores la siguen empleando para mejorar la forma
de las mallas.

Definicién 2 Diremos que una medida u(T) es una buena medida de calidad en el
sentido Field-Oddy, si cuenta con las caracteristicas que pide Field 1—4 y es invariante

bajo movimientos rigidos.

De las medidas p;(T') senaladas anteriormente observe que las dos primeras p1(7T') y
12(T) son buenas medidas de calidad, ya que nos premiten identificar elementos dege-
nerados y ambas estan definidas sobre el intervalo [0,1]. La medida p3(7") no satisface
la normalizaciéon y no asigna un valor de cero o fijo para un triangulo degenerado;
esto es, no los detecta. Lo mismo ocurre con la medida p4(7") no detecta tridngulos
degenerados.

Una de las medidas mas usadas para triangulaciones es aquella propuesta por Lo
[215] en 1985

4+/34rea(T)
ps() ==
i 415413

Esta medida detecta en su valor éptimo tridngulos equildteros. En 1990, Bhatia y
Lawrence [44] observan que las curvas de nivel de us(T") son circulos por lo cual, esta
medida es muy conveniente para usar en un método de optimizaciéon sencillo. Como
veremos mas adelante, esta medida es muy empleada en la literatura actual y una forma
de obtenerla es cuantificando la deformacién que sufre un tridngulo cualquiera apartir
de un tridngulo equildtero, ver el articulo de Bank y Xu [21] de 1996. En la literatura,
algunos autores como Kang y Hanghighi [173] simplemente denominan us5(7") como el
aspect ratio de un tridngulo. Esta medida fue generalizada para detectar tetraedros
regulares por Liu y Joe en 1994 [212, 213]:

12(3v)%/3
um) = 250
Zi:l ll

donde v es el volumen del tetraedro y I; la longitud de sus lados. Esta medida fue obte-
nida del trabajo de Lo [215], y mide la deformacién que sufre un tetraedro cualquiera
apartir de un tetraedro regular usando

(T) = 390N 12(30)Y/3
P = N+ oz

i=1"%

que representa el numero de condicion de la matriz M asociada al mapeo trilineal.
En ésta representacion, i, A2, A3 son los valores propios de la matriz M7 M, véase el
trabajo doctoral de Liu [211].
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A.2 Algunos estimadores de error por interpolacién lineal usando elementos
triangulares

Una medida cuya curvas de nivel estan formadas por arcos hiperbdlicos es

(T)_L

Estas dos ultimas medidas cuentan con las caracteristicas idoneas que propone Field;
sin embargo, la ultima medida no cuenta con la caracteristica de ser casi convexa como
pide Shewchuk.

Otra buena medida de calidad cuyas con curvas de nivel son casi circunferencias es

12v/3A

(I + 12 + 13)? (4.6)

pr(T) =

la cual es usada por Watabayshi y Galt [328]. El reciproco de esta medida es usada como
funcién objetivo por Scarlatos y Pavlis [285] para obtener triangulaciones éptimas.

Field y Shewchuk revisan otras medidas reportadas en la literatura y observan si
cuentan con estas caracteristicas y las comparan entre si.

No todas las medidas reportadas en la literatura estdn basadas en propiedades
geométricas Optimas de tridngulos equilateros, algunas son medidas heuristicas que
funcionan muy bien aunque no tienen una representacién continuamente diferenciable
y deban ser reescaladas para ser consideradas como buenas medidas de calidad. Este
es el caso de

h V3
I ol
la cual fue introducida por Cavendish [71] en 1974 para identificar y mejorar los ele-
mentos de calidad obtenidos en una triangulacién, ver la Figura A.2

ps(T) = ||

Py

AR — max

~

Py P,

Figura A.2: Aspect ratio geométrico de Cavendish.

Cavendish propuso construir una triangulacién inicial basada en el método de ad-
vaning front de Suhara-Fukuda [104] y propuso esta medida para conectar los nodos
durante el proceso de validacién de los elementos. La técnica que propuso Cavendish
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A. ALGUNAS MEDIDAS DE CALIDAD PARA TRIANGULOS

difiere radicalmente de la prouesta realizada por Fukuda y Suhara. Cavendish define la
pobreza de la calidad de los elmentos poorness quality cuando la cantidad ug(7T) es dis-
tante de cero. Esta funcion es una de las primeras medidas reportadas en la literatura
donde se emplea el término aspect ratio para denotar a la razén de proporciones entre
la altura y la base del rectangulo que encierra al tridngulo, ver Figura A.2. Si hacemos
una modificacién a esta funcién obtenemos

, 2h
ps(T) V3Lma
la cual representa una buena medida de calidad en el sentido Field-Oddy, y en su valor
maximo de 1 se alcanza solamente cuando el tridngulo es equilatero.
Algunas de las anteriores medidas son comparables entre si, lo cual se dice que son
“equivalentes”. Por ejemplo la medida més usada de la literatura

r
pi(T) = 2§
puede reescribirse en términos de los lados del triangulo y su area. Es facil ver que
2A
r =
li+1la+13
Y l1lal
14203
R =
4A
por lo que
1642

T =
Ml( ) lllglg(h + o + l3)
Aiffa et. al [2] y Joe [168] demuestran que las medidas u1(7) y pus(7) son equivalentes,
en el sentido que satisfacen

2

ps(T)? < pa(T) < 7

ps(T) (A7)

V(T < () < (1) (A8)

La demostraciéon es muy sencilla y los detalles estan descritos en el articulo de Aiffa y
el reporte técnico de Joe [168].
Otra forma de escribir la medida p1(7T) es

1 (T) = 2% _ (lh+1la—13)(l -;-ggl— )2 +13—11)
1l2t3
Algunos autores como Field [108] y Persson [252] senalan que si todos los elementos T'
de la malla satisface pi(T) > 0.5, entonces la malla se dice que tiene buena calidad.
En el Capitulo 5 revisaremos una forma de medir la distorsién de toda la malla y nos
enfocaremos al mejoramiento de la malla disminuyendo su distorsion.
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A.3 El nimero de condicién de un mapeo lineal

A.3. El nimero de condicion de un mapeo lineal

Nuestro interés en el estudio de las medidas de calidad es identificar la distorsién
o deformacién de un tridngulo con respecto a una forma ideal: equildtero o rectangulo
isosceles.

Algunas medidas de calidad estdn basadas con la cantidad de energia acumulada
en el tridngulo al ser deformado a partir de su forma ideal geométrica, véase [162, 164].
Una forma de medir esa energia es mediante al niimero de condicién del mapeo lineal
entre un triangulo cualquiera y el tridngulo ideal. Revisemos los casos que competen
cuando la forma del tridngulo ideal es un triangulo equildtero y un tridngulo rectangulo
isosceles.

A.3.1. Caso: tridngulo equilatero

Una de las medidas de calidad que ha sido estudiada exhaustivamente es el niimero
de condicién del mapeo lineal entre un tridngulo equildtero AABC y un tridngulo
general T'(Py, P>, P3) de coordenadas Pj(xj,y;).

Es fécil construir un mapeo lineal entre el tridngulo de referencia formado por
@1(0,0), Q2(1,0) y Q3(0,1) y los otros dos tridngulos. Estos mapeos se pueden escribir
como:

T1(q) = Wiq+c1
Tg(q) = Waq + c2

donde Wj es la matriz asociada al mapeo 17, a veces simplemente referenciada como
la edge matriz

Wy — (xz—x1 rs—x1>
Y2—Y1 Y3~ U1

1 1/2
=0 io):

Construimos un mapeo lineal biyectivo Ty entre el tridngulo equildtero y AP Py Ps
usando 75 con a transformacion inversa de T7. La matriz asociada del mapeo se escribe
como Wy = WoW - L Esta idea viene equematizada en la Figura A.3

Ahora bien, nos interesa cuantificar la distorsién del tridngulo T'(P;, P2, P3) con
respecto al tridngulo equildtero. Para esto, definimos una norma basada en los valores
singulares de Wj.

Los valores singulares o de Wy pueden ser obtenidos a partir de la ecuacién carac-
teristica de WgWoz

y para el otro mapeo

30 —2(a® 4+ b® + *)o? +164% =0,

325



A. ALGUNAS MEDIDAS DE CALIDAD PARA TRIANGULOS

elemento

Ty(&) = Wof + o a

elemento ideal ¢ (1/2, \/5/2) e
P, C
n
A B /

£ (170) x

To(q) = Wag + 2
€21(0,1)
Ti(g) = Wig + &1

v elemento de referencia

Hooe, 7 (1,0)

Figura A.3: Mapeo lineal entre un tridngulo equilatero y otro.

donde A es el drea del tridngulo, y a,b y ¢ son las longitudes de los lados del tridngulo.
Sioyy oy (con 0 <oy <og) son dos raices de la anterior ecuacién se cumple que

2
o} + 05 = §(a2 +b% + %),

0109 = 4—.

V3

Una medida para cuantificar la distorsién del tridngulo ideal T' puede ser definida
usando el numero de condiciéon de la matriz Wy basado en alguna norma invariante.
Por ejemplo, usando la norma Schatten (o norma Schatten—von-Neumann)

[Wollp = (o} + ob)"/>.

Para p = 2, esta es la norma de Frobenius y si p =— oo, tendremos la norma espectral.
Para p = 1, esta representa es traza de Wj.
Una medida, no normalizada, es el niimero de condicién «(Wy) definido por

kp(Wo) = [(0F 4+ 0B) (07 + 05 P)]M/P

Usando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica, es facil ver que
se cumple
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A.3 El nimero de condicién de un mapeo lineal

p p
o1t 0y P _py\1/2
—5 2(01‘72)/ .

Por lo que, para el caso particular de la norma de Frobenius, p = 2 tendremos que

o?+02 a®+b2+c2
R = = .
0102 2v/3A

El niimero de condicién de este mapeo lineal bajo la norma de Frobenius ha sido
estudiada por Bank y Smith en 1996 [21] como un estimador a posteriori para adaptar
mallas triangulares y por Freitag y Knupp [114] en 1999 para suavizar tetraedros. Otros
autores que han revisado esta medida son Bhatia y Lawrence [44] en 1990, Baker [23, 24]
en 2000 y 2002; y de nueva cuenta por Knupp [191] en 2001. Knupp es quien més ha
fomentado el estudio de esta medida de calidad en anos recientes para triangulos y

(A.9)

tetraedros. Esta medida se conoce en la literatura como mean ratio: la razén de la
media aritmética y la media geométrica de los valores propios de W.

Como observacion final es posible relacionar el nimero de condicién en alguna de
las normas antes senaladas

2
o = ko)
0109

g9 1 1 /
Rw:a:§I€2+§ K/%_4

los detalles se pueden consultar en Baker [23]y Pébay et. al [250].

A.3.2. Caso: triangulo rectangulo isésceles

En el caso anterior estuvimos interesados en cuantificar la distorsién del tridngulo
T con respecto a un tridngulo equildtero. Ahora nos interesa saber qué tan cerca puede
estar un tridangulo T' de ser un tridngulo rectangulo isésceles.

Si P, P, v P3 son los véstices del tridngulo T siguiendo las ideas descritas en
el caso anterior, podemos construir un mapeo lineal entre el tridngulo de referencia
A(0,1),B(0,0) y C(1,0) y T. El mapeo lineal entre ellos tiene una representaciéon muy
simple:

TO(E) = Woé—l— co
donde

Wy = (:L“z — X1 I3 —$1> — (a\b), co= P
Y2—Yy1 Ys— U

veéase la Figura A.4.
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elemento de referencia elemento

‘(o, 1) To(&) = Wl + co c

Figura A.4: Mapeo lineal entre un triangulo rectangulo isésceles y otro.

FEl nimero de condicién asociado a este mapeo en la norma de Forbenius se escribe
como

2 2 2 4 32
of+o5 a*+b
— — . A..].O
"2 0109 2A ( )

En 1994, Barrera [30] reescribe 2 en la forma

a’ +b?
b) = —— A1l
K)Q(CL, ) atJQb ( )
0 1
dode Jo = <_ 1 0> y calcula
(9/-62 1
— = ———1|2a — kaJab A12
da atbgyp 120~ 2 (A4.12)
O L oy eyl (A.13)
b atbdab 2 '
y concluye que el punto critico satisface
a = ﬂ:JQb
y de ah{ observa que ||a|| = ||b|| y atb = 0; es decir, el minimo para kg ocurre en

un tridngulo rectdngulo isésceles y el valor éptimo para ko = 2. En los trabajos [145,
312, 146] se pueden consultar los detalles. En 1996, Ivanenko [158] muestra el mismo
resultado analizando directamente el tensor métrico. En 2004, Pebay [253] reescribe ko
en la forma

1, 1
1,o)=(l+ -
na(l,0) = (1+ l)sen9
donde I = ||a|/||b]| v 0 es el angulo en Pj, y muestra que la matriz hessiana asociada

a ko es localmente definida positiva alrededor del punto critico el cual corresponde a
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un minimo local y demuestra que el tinico critico corresponde para [ = 1,0 = 7/2; es
decir, cuando T es un triangulo rectangulo isésceles en P;.

En ese trabajo, Pebay observa algunos valores que se pueden obtener para kg si
el tridngulo es rectangulo en P» o si este es equildtero, y sugiere usar este nimero de
condicién para definir medidas de distorsién para cuadriliateros. Sin embargo, esto fue
primero propuesto por Lo en 1985 y 1989, véase [215, 216].

A.4. Sobre la métrica algebraica Garanzha—Reshetnyak

Hasta aqui, hemos discutido que el ntimero de condicién de un mapeo lineal (o
trilineal para el caso 3D) puede ser usado como indicador de la distorsién del mapeo.
Es facil ver que el niimero de condicion para el mapeo del tridngulo isésceles es un caso
particular del nimero de condicién el triangulo rectdangulo y viceversa.

Otra forma de analizar esa medida de distorsién se remonta al trabajo desarrollado
en 1968 por Reshetnyak [262] en el contexto mapeos de deformacédn, o de distorsién
acotada. El concepto de mapeos de deformaciéon acotada fue introducido por Reshetnyak
en [261].

En ese trabajo, Reshetnyak muestra que cualquiera de esos mapeos provienen de
un extremal de un funcional andlogo al funcional de Dirichlet y define un coeficiente
de deformaciéon

t T
D(x) = YT (A.14)
VnV/det J
donde J es matriz jacobiana del mapeo x = x(&, 7).
En 2001, Garanzha [47], observa el trabajo de Reshetnyak y define una medida de
distorsién

1 TV\"/2
(ttra(JJT))
Ex)y=-2% — _~7 Al
(x) det J (A-15)
Para el caso n = 2, esta medida se escribe como
2 2

2det J

el cual coincide con el integrando del mapeo armoénico o funcional de Winslow, y en
su forma discretizada es el nimero de condicién (A.10) del mapeo lineal. Para el caso
n = 3, esa medida de distorsion se escribe como

1 2 2 213/2
(3l1xell + llxql* + [Ixc %)
X¢ - Xy X X¢

BE(x) = (A.17)

el cual coincide con la funcién de energia usada en 1999 por Ivanenko [161].
Es facil comprobar que
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1 det J
(ttra(JJT))
tiene las caracteristicas idéneas de una métrica algebraica definida por Knupp [191].
En 1999, Liseikin [205] prueba que la solucién al problema variacional

min H(x) = /BE(X) dédnd¢ (A.18)

sujeto a las condiciones de frontera x(0B) = 052, es un homeomorfismo entre B y €.
Este funcional ha sido utilizado por Azarenok [14] en 2006 y en 2013 por Barerra et al.
[40] para construir mallas hexaedrales e-convexas.

En 2002, Branets y Garanzha [48] revisan esta medida de distorsién para el caso
del mapeos trilinea entre un tetraedro y un tetraedro regular y extienden esa medida
de distorsion entre un tetraedro cualquiera y uno de forma “ideal”, obteniendo

1 T\ "/2
~tra(AA
i (21ra(447)
det A
donde la matriz asociada al mapeo es de la forma A = H~LS, siendo H la matriz
asociada al mapeo con el elemento ideal.

H-'S

N

Figura A.5: Mapeo trilineal entre un tetredro regular y uno en posiciéon general. Figura

tomada de [48].

En 2004, Garanzha extiende la medida de distorién a métricas G definidas entre
superficies para construir mallas de elementos geodésicos, vdse Garanzha [130], observe
la Figura A.6.
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ndesic triangle
ya) = i

yic)

flattening

preserving edge length

C yiB)
A Q
B

Figura A.6: Mapeo trilineal entre un triangulo y un tridngulo geodésico. Figura tomada

de [130].

Siguiendo el trabajo de Garanzha, nosotros consideramos que ésta medida de dis-
torsién se puede extender facilmente a elementos curvos (o de lados curvilineos) para
medir su distorsién. Optimizando F(x) se podra construir elementos curvos de buena
calidad. Nosotros esperamos que los resultados seran comparables a lo que obtienen
Gargall6—Peir6 et al. [132, 133], ya que la medida basada en el mean ratio y la me-
dida de distorsién (A.15) para mapeos lineales (entre tridngulos) y trilineales (entre
tetraedros) son equivalentes.
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Apéndice B

Mapas de calidad para algunas mallas

En este apéndice comparamos algunas de las medidas de calidad para cuadrilateros
discutidas en el Capitulo 5. Recuerde que cada cuadridtero o celda @ de la malla se le
asocia un valor (@) en [0, 1]. El mapa de calidad de la malla se forma coloreado toda
cada celda en un color del mapa de colores jet, el cual que va del color rojo (calor)
al azul (frio). La escala de colores para las celdas es: la tonalidad rojo se asigna a los
valores 1(Q) = 1 y degraddndose hacia la tonalidad azul cuando p(Q) =~ 0.
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B. MAPAS DE CALIDAD PARA ALGUNAS MALLAS

La malla sobre la cual trazaremos los mapas es:

Figura B.1: Dec28, malla de 41 x 41, obtenida usando oS, + (1 — 0)Fg para o = 0.5.

La malla obtenida es e-convexas, para € = 107°.
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Figura B.2: Mapa de calidad para la medida Area I de 2015, con la cual detectamos

paralelogramos.
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Figura B.3: Mapa de calidad para la medida Area IT de 2015 con la cual detectamos

paralelogramos.
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Figura B.4: Mapa de calidad para la medida de Lo de 1989, con la cual detectamos

rectangulos.
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Figura B.5: Mapa de calidad para la medida basada en el rectangulo de drea minima:

MinRect2015, con la cual detectamos rectangulos.
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Figura B.6: Mapa de calidad para la medida Rectangles2015, con la cual detectamos

rectangulos.
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Figura B.7: Mapa de calidad para la medida de Lo de 1985, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.8: Mapa de calidad para la medida de Hua de 1995, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.9: Mapa de calidad para la medida de Knupp de 2000, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.10: Mapa de calidad para la medida de Pebay de 2002, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.11: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017 (mean ratio), basada
en el nimero de condicién del mapeo lineal a un tridngulo equildtero. Con esta medida

detectamos cuadrados.
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Figura B.12: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017, basada en el nime-
ro de condicién del mapeo lineal a un tridngulo rectdangulo isdsceles. Con esta medida

detectamos cuadrados.
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Figura B.13: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017, basada en la medida

radius ratio para triangulos. Con esta medida detectamos cuadrados.
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La malla sobre la cual trazaremos los mapas es:

Figura B.14: Dec29, malla de 41 x 41, obtenida usando ¢S, ¢ + (1 — o) Fr para o = 0.01.

La malla obtenida es e-convexas, para ¢ = 107°.
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Figura B.15: Mapa de calidad para la medida Area I de 2015, con la cual detectamos

paralelogramos.
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Figura B.16: Mapa de calidad para la medida Area II de 2015 con la cual detectamos

paralelogramos.
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Figura B.17: Mapa de calidad para la medida de Lo de 1989, con la cual detectamos

rectangulos.
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Figura B.18: Mapa de calidad para la medida basada en el rectangulo de drea minima:

MinRect2015, con la cual detectamos rectangulos.
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Figura B.19: Mapa de calidad para la medida Rectangles2015, con la cual detectamos

rectangulos.
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Figura B.20: Mapa de calidad para la medida de Lo de 1985, con la cual detectamos

cuadrados.

353



B. MAPAS DE CALIDAD PARA ALGUNAS MALLAS

I
i
| iy ——""_

|

I
I

i N

e

=)

s*m‘:
l:;ﬂ:y

== i

R Sy

g?---——
(ol

= _, < o T e Y ey ey

Figura B.21: Mapa de calidad para la medida de Hua de 1995, con la cual detectamos

cuadrados.

354



—————E

- .

Sy,

e

-1 0.6

Figura B.22: Mapa de calidad para la medida de Knupp de 2000, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.23: Mapa de calidad para la medida de Pebay de 2002, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.24: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017 (mean ratio), basada
en el nimero de condicién del mapeo lineal a un tridngulo equildtero. Con esta medida

detectamos cuadrados.
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Figura B.25: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017, basada en el nime-
ro de condicién del mapeo lineal a un tridngulo rectdangulo isésceles. Con esta medida

detectamos cuadrados.
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Figura B.26: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017, basada en la medida

radius ratio para tridngulos. Con esta medida detectamos cuadrados.
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La malla sobre la cual trazaremos los mapas es:

Figura B.27: Dec29, malla de 41 x 41, obtenida usando oA, + (1 — o) Fg para o = 0.01.

La malla obtenida es e-convexas, para € = 107°.
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Figura B.28: Mapa de calidad para la medida Area I de 2015, con la cual detectamos

paralelogramos.
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Figura B.29: Mapa de calidad para la medida Area IT de 2015 con la cual detectamos

paralelogramos.
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Figura B.30: Mapa de calidad para la medida de Lo de 1989, con la cual detectamos

rectangulos.
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Figura B.31: Mapa de calidad para la medida basada en el rectangulo de drea minima:

MinRect2015, con la cual detectamos rectangulos.
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Figura B.32: Mapa de calidad para la medida Rectangles2015, con la cual detectamos

rectangulos.
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Figura B.33: Mapa de calidad para la medida de Lo de 1985, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.34: Mapa de calidad para la medida de Hua de 1995, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.35: Mapa de calidad para la medida de Knupp de 2000, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.36: Mapa de calidad para la medida de Pebay de 2002, con la cual detectamos

cuadrados.
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Figura B.37: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017 (mean ratio), basada

en el nimero de condicién del mapeo lineal a un tridngulo equildtero. Con esta medida

detectamos cuadrados.
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Figura B.38: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017, basada en el nime-

ro de condicién del mapeo lineal a un tridngulo rectdangulo isdsceles. Con esta medida

detectamos cuadrados.
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Figura B.39: Mapa de calidad para la medida Harmonic mean 2017, basada en la medida

radius ratio para triangulos. Con esta medida detectamos cuadrados.
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Apéndice C

(Galeria de mallas convexas

En este apéndice comparamos algunas mallas obtenidas combinando el funcional
convexo de dreaS, ((G) con el funcional cldsico de area—ortogonalidad Fao, [186], y
aquellas obtenidas con los funcionales discretos para obtener rectdangulos formulados en
el Capitulo 5:

El segundo bloque lo forman los funcionales obtenidos usando

F(G) = 05u,(G) + (1 — 0)Fra(G) (C.1)
Para un elemento @, Frq(Q) es de la forma
Fra(Q) = (a® + ) (b + d°) — 4at,
También comparamos los resultados obtenidos usando el cociente
(a® + ) (b? + d?)
4a?,

Fra(Q) =

El tercer bloque esta formado por las mallas obtenidas optimizando
F(GQ) = 054,(G) + (1 — 0)Fra(G) (C.2)
donde

Fra(G) = F(G) + BF4(G)
donde F}, es el funcional que busca en el ptimo a elementos paralelogramos y Fy; ajusta
el tamano de las diagonales.

A pesar de la irregularidad de las regiones que empleamos, todas las mallas obtenidas
son e-convexas, para € = 107°.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS
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Figura C.1: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, + (1 — 0)Fao

para o = 0.5.
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Figura C.2: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, c + (1 — 0)Fp,

para o = 0.5.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.3: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, + (1 — 0)Fpa

para o = 0.1.
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Figura C.4: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, c + (1 — 0)Fp,

= 0.01.

para o




C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.5: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, + (1 — 0)Fpa

para o = 0.5, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.6: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, c + (1 — 0)Fp,

para o = 0.1, usando la versién cociente del funcional.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.T: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Frq

parac =0.5y g =1.0.
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Figura C.8: Cirunferencia, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)FRq
paraoc =0.1y g =1.0.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.9: Cirunferencia, 41 puntos por lado, obtenida optimizando ¢S,  + (1 —0)Frq

para o =0.01 y g =1.0.
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Figura C.10: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fa0 para

o =0.5.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.11: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para

o =0.5.
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Figura C.12: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)FRr, para

o =0.1.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.13: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para

o = 0.01.

386



’0
“"‘
XS

S
0"‘
S

o
X2
L

0”’

R
R
&L
5

R
0"“

X

&

¢
<0
<0

Q
&

TR
(X
%

Figura C.14: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)FRr, para

o = 0.5, usando la version cociente del funcional.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.15: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para

o = 0.1, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.16: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)FRr, para

o = 0.5, usando la version cociente del funcional.
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C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.17: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para

o = 0.01, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.18: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fgrq para
c=0.5y 3=1.0.
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Figura C.19: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Frq para

o=




Figura C.20: Rosa, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fgrq para

c=0.0ly g=1.0.
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Figura C.21: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fa0o para
o =0.5.
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Figura C.22: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — 0)Fg, para
o =0.5.
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Figura C.23: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fg, para
o =0.1.
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Figura C.24: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — 0)Fg, para
o =0.01.
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Figura C.25: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fp, para

o = 0.5, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.26: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — 0)Fg, para

o = 0.1, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.27: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Frq para
oc=0.5y 8=1.0.
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Figura C.28: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fpgq para
c=0.1y 8=1.0.
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Figura C.29: Domo, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Frq para
oc=0.0ly 5 =1.0.

402



O
R
7 77 777> Q) '\\ \§
HAAATF AT A TR Y
== il
SRR
7NN

fllilleZ 77— 2l SN

) "”"A%’Zf’;;}/’/////// N 3\‘\2:‘
/]]

A N

.

\

]

<
Seu
\“‘

<
:-:‘\
Ss=
.,
N
N
M

<>
X

=
-

[T11]]

leriasZ 7
HiEZ77
iy

Iy

Figura C.30: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — o) Fa0 para
o =0.5.
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Figura C.31: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fg, para

o =0.5.
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Figura C.32: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, . + (1 — 0)Fg, para
o =0.1.
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Figura C.33: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fg, para
o = 0.01.
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Figura C.34: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS,  + (1 — 0)Fr, para

o = 0.5, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.35: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fg, para

o = 0.1, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.36: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — o) Frq para
c=0.5y 3=1.0.
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Figura C.37: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — o) Frq para
c=0.1y 8=1.0.
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Figura C.38: Habana, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢Sy, + (1 — o) Frq para
c=0.0ly g=1.0.
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412

Figura C.39: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — 0)Fa0 para

o =0.5.




Figura C.40: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fgr, para
o =0.5.
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Figura C.41: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, . + (1 — 0)Fg, para
o =0.1.
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Figura C.42: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fgr, para
o = 0.01.
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Figura C.43: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — 0)Fg, para
0.5, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.44: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fgr, para

o = 0.1, usando la version cociente del funcional.

417



C. GALERIA DE MALLAS CONVEXAS

Figura C.45: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — 0)Fg, para

o = 0.01, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.46: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Frq para
c=0.5y 3=1.0.
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Figura C.47: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fgr4 para
c=0.1y 8=1.0.
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Figura C.48: Ucha, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Frq para
c=0.0ly g=1.0.
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Figura C.49: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fao para
o =0.5.
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Figura C.50: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para
o =0.5.
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Figura C.51: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — o) Fr, para
o =0.1.
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Figura C.52: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para
o =0.01.
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Figura C.53: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — o) Fr, para
o = 0.5, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.54: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg, para

o = 0.1, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.55: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, . + (1 — 0)Frq para

c=05y B3 =0.1.
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Figura C.56: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0) Frq para
c=0.1y 8=0.1.
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Figura C.57: England, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oS, . + (1 — 0)Frq para
c=0.01ly 5 =0.1.
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Figura C.58: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, 4+ (1 — 0)Fa0

para o = 0.5.
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Figura C.59: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fg,
para o = 0.5.
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Figura C.60: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando oSy + (1 — 0)FR,

para o = 0.1.
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Figura C.61: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Fg,
para o = 0.01.
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Figura C.62: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando cSy. + (1 — 0)Fp,
para o = 0.5, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.63: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fg,

para o = 0.1, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.64: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)Fprq
para o =0.5y g =1.0.
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Figura C.65: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ + (1 — 0)Frq
parac =0.1y g =1.0.
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Figura C.66: Sudamérica, malla de 41 x 41, obtenida optimizando ¢S, + (1 — 0)FRrq
para o =0.01y g =1.0.
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Figura C.67: Jyvisjirvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S, .+ (1 —0)Fa0 para
o =0.5.

440



Figura C.68: Jyvisjirvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S, + (1 — o) Fr, para

o= 0.5.
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Figura C.69: Jyvisjarvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — o) Fr, para
o =0.1.
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Figura C.70: Jyvisjérvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S, + (1 — o) Fr, para
o = 0.01.
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Figura C.71: Jyvisjarvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — o) Fr, para

o = 0.5, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.72: Jyvisjirvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S, + (1 — o) Fr, para

o = 0.1, usando la version cociente del funcional.
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Figura C.73: Jyvisjérvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — o) Frq para
c=05y B=0.1.
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Figura C.74: Jyvisjarvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — o) Frq para
c=0.1y 8=0.1.
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Figura C.75: Jyvisjérvi, malla de 41 x 82, obtenida optimizando ¢S,  + (1 — o) Frq para
0c=0.0ly 5=0.1.
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Figura C.76: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ +
(1 —0)Fa0 para o =0.5.
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Figura C.77: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando oS,  +
(1 —0)FR, para o = 0.5.

450



Figura C.78: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ +
(1 —0)FR, para o =0.1.
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Figura C.79: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando oS,  +
(1 —0)FR, para o = 0.01.
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Figura C.80: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ +

(1 = 0)FR, para o = 0.5, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.81: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando oS, . +

(1 —0)FR, para o = 0.1, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.82: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ +
(1—-0)Fprgparac=0.5y 5 =1.0.
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Figura C.83: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando oS,  +
(1—-0)Fprqgparac=0.1y g =1.0.
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Figura C.84: Upper Arkansas Subbasin, malla de 82 x 41, obtenida optimizando ¢S, ¢ +
(1 —0)FRrq parac =0.01y g =1.0.
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Figura C.85: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —

0)Fa0 para o = 0.5.
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Figura C.86: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —
0)Fpr, para o = 0.5.
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Figura C.87: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —
0)Fr, para o = 0.1.
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Figura C.88: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —

0)Fr, para o = 0.01.
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Figura C.89: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando ¢S, + (1 —

0)Fr, para o = 0.5, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.90: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —

0)Fr, para o = 0.1, usando la versién cociente del funcional.
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Figura C.91: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —

0)FRrq para o =05y 8 =1.0.
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Figura C.92: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —

0)Frqg parac =0.1y 8 =1.0.
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Figura C.93: Strait of Gibraltar, malla de 77 x 170, obtenida optimizando oS, + (1 —
0)FRrq para o =0.01 y g =1.0.
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