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CAPITULO 1 

INTRODUCION 

I. 1 OBJETIVO 

Los movimientos ocurridos el 19 y 20 de septiembre de 1985 en la 
ciudad de México, han mostrado la Impotencia en que se encuentra la 
humanidad para prevenir y defenderse de los fenómenos naturales de un 
mundo en constante evolución. Ante tal impotencia, la inteligencia y 
recursos humanos no son suficientes para gobernar o mod1ficar las 
leyes de la naturaleza, pero si es capaz de entenderlas ó en último de 
los casos adaptarse lo mejor posible para preveer sus consecuencias. 

La evidencia de los hechos históricos sismológicos, muestran que 
México se encuentra en una zona de gran actividad sísmica !Esteva y 
Rascón, 1985] en la que los terremotos son frecuentes, pero en el 
presente siglo no habia ocurrido un evento tan impactante como el de 
1985, que ha sido calificado como excepcional. 

A partir de 1957 se han intensificado los estudios tendientes a 
conocer las características del comportamiento del subsuelo de la 
ciudad de México [Rosenblueth y Elorduy, 1969 y Rosenblueth, 1957], 
especialmente en lo que se refiere a la resistencia de las capas que 
se utilizan para la cimentación de las construcciones, sia embargo a 
la fecha persisten muchas dudas y preguntas sobre la forma en que se 
mueve el terreno durante un sismo y la interacción entre el suelo ':I 
las estructuras, ya que una grar1 cantidad de hipótesis que se han 
planteado no ha sido posible comprobarlas concretamente. 

El departamento del distrí to federal, en las normas técnicas 
complementarías para diseño por sismo propone !DDF, 1987] un espectro 
de diseño general izado en base a una zonificación del área 
metropol llana, puesto que los espectros de respuesta proporcionan 
directamente los valores numer 1cos máJ.dmos de las respuestas de 
sistemas elásticos lineales de un grado de libertad, lo que es la base 
para el análisis y diseño de estructuras idealizadas como sistemas de 
esa naturaleza. Con ésto, se hace la suposición de que cada modo 
natural de vibración de un sistema lineal de múltiples grados de 
libertad se comporta como un sistema de uno solo; por ésto los 
espectros de respuesta proporcionan también las respuestas modales de 
tales estructuras. Con estas hipótesis se idealizan a las estructuras 
reales como sistemas elásticos de múltiples grados de libertad en 
donde se acepta la superposición modal. 

Seed y otros investigadores {1946], han promediado los· espectros 
de varios sismos, agrupándolos de acuerdo con las condiciones del 
si tic y distancia focal. En la figura l. 1 se muestran espectros 
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t1p1cos de respuesta para el movimiento horizontal en terreno f"lrme, 
de donde se puede notar que la naturaleza del espectro de disef'lo para 
el D.F, es sólo la envolvente de respuestas máximas de un conjunto de 
espectros dados. Además, el Inconveniente que presenta el espectro de 
disef'lo propuesto por el DDF, es que la zonlf"lcacl6n en que se divide 
la zona metropolitana del D. F toma en cuenta las propiedades del 
subsuelo promedios en base a la zonlf"icacl6n del subsuelo de la ciudad 
(f"ig 1. 2), por lo que no se preveen las condiciones estratigráf"lcas 
particulares del sitio de Interés. Para fines de d1sef'lo, tales 
espectros deben modificarse para tornar en cuenta d1 versas rormas de 
1nteracci6n suelo-estructura [Rosenblueth y Reséndlz, 1988), 
comportamiento estructural y optimización en el d1sef'lo. Sin embargo, 
en las mismas normas se justifica la Importancia de un estudio 
particular para dlsefio por sismo, ya que su objetivo es establecer 
criterios m1nimos de seguridad en la infraestructura civil de la zona 
metropol 1 tana. 
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fig 1.1 Espectros promedio en diferentes 
típos de suelo (Seed et al, 1946) 

El objetivo central del presente trabajo, es determinar 
caracteristicas particulares de estudio sismico del perf"il 
estratigráf"ico local en que se desee desplantar alguna estrutura con 
vistas al análisis y disefio s1sm1co de la misma, proponiendo los 
espectros de respuesta requeridos para tal tarea. Para llevar a cabo 
esto, se verifica la potencialidad de diferentes métodos para evaluar 
el comportamiento no lineal de los suelos en •la respuesta de 
depósitos. 

Atinque generalmente los f"enómenos s1sml.cos son originados por 
diversas causas. tales como: 
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-colapso de cavernas 
-explosiones 
-vulcanismo 
-erosión 
-11 e nado de presas 
-tectonismo 

La última de estas es la que consideraremos en nuestro estudio, por 
ser la causa de mayores efectos en las construcciones de zonas 
metropolitanas. 

I.2 GENERALIDADES 

La cuenca del valle de México está conformada por una estructura 
geomorfológica con un parteaguas cerrado que la define como una cuenca 
cndorreica rodeada por todos lados por cadenas montañosas: al norte 
por las sierras Nevada, Rio F'rio y Ca!pulalpan; al sur por la sierra 
de Chichinautzin; al suroeste por las sierras de las Cruces y al 
noroeste por la de Tepozotlan. 

Según estudios [Morales, 1985], la cuenca se originó a partir de 
procesos endógenos por medio de Jos cuales primeramente se inició un 
levantamiento regional de los materiales depositados en cuencas 
oceánicas, y la posterior emisión de enormes vo!umenes de materiales 
volcánicos. Posteriormente con la formación de la cuenca se propició 
el depósito de materiales sedimentarios y volcánicos en las zonas de 
pendientes abruptas en áreas lacustres, con lo que esencialmente la 
estructuración de la estratigrafía del subsuelo fue conformandose 
horizontalmente, condición muy importante que consideramos en nuestro 
estudio; aunque en realidad los movimientos tectónicos en Ja 
superficie libre son :función de numerosos parámetros que dependen de 
la fuente del sismo, del medio de trasmisión y de las condiciones 
locales del sitio de registro. 

Por otra parte, debido a los grandes temblores que asuelan a 
nuestra capital [ F'igu<:!roa y Martíncz, 1870], la naLUC''1lt:za sui generis 
de la arcilla muy deformable del valle de México se manifiesta 
principalmente, en la enorme amplificación de las ondas que llegan al 
valle, muy selectiva en función de los periodos dominates de vibración 
de cada sitio. Los estudios realizados han relacionado el 
comportamiento del suelo con la presencia de una capa de arcilla de 
alta compresibilidad que superyace a un estrato de material 
1 imoarenoso comp:icto, en partes con gravillas y ocasionalmente con 
cantos rodados que se ha denominado primera capa dura. Esta capa de 
arcilla presenta grandes fluctuaciones en espesor y en contenido de 
agua; las arcillas estan constituidas por silicatos en forma coloidal 
con óxidos de aluminio y fierro, y frecuentemente se encuentran 
asociados con otros materiales como arenas finas y carbonato de calcio 
en forma de caliche. Diversas investigaciones han establecido que las 
particulas de material coloidal no tienen una :forma especifica, 
pudiendo encontrarse en estado liquido o gelatinoso. 
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Algunos materiales gelatinosos al ser sometidos a vibraciones 
pierden su cons!stenc!a y se convierten en 1 iquidos [Juárez, 1986), 
recuperando su estado !nlc!al después de un perlado de reposo, 
cons!derando a las arcillas tixotróp!cas como ejemplo de ello. 

Las partículas de arcilla son suceplibles de atraer agua y 
conservarla en la gran mayoria de los casos, sin embargo, pueden ser 
consolidadas cuando son sometidas a compresión y el agua es expulsada 
de sus poros [Juárez, 19861. La cantidad de agua que puede contener 
depende de su porosidad. En general, las arcillas presentan un 
comportamiento plást leo en su estado natural, que aumenta con su 
contenido de líquidos. Las arcillas duras, que no es el caso de las de 
la ciudad de Méx!co, presentan comportam!entos s!m!lares a los 
estratos de roca ignea y pueden considerarse como cuerpos elásticos 
continuos. 

Por su parte, las arenas tienen poca afinidad con el agua por 
tener una estructura rígida, por lo que su comportamiento durante la 
propagación de movimientos vibratorios dependerá básicamente del 
contenido de líquidos en sus poros [Martín, F!nn y Seed, 19751. 

Asi también, las condiciones geológicas y topográlicas tienen 
gran influencia sobre la trayectoria de las ondas sism!cas. As! por 
ejemplo en la parte superior de las colinas y montañas se presentan 
ampliZicaciones del movimiento en el terreno; asi mismo ocurren 
fenómenos opuestos en las depresiones [Davls y West, 1973], pues en el 
primer caso la cantidad de ondas reflejadas es mayor que en el otro 
prec!samence por las condiciones topográficas. Realmente una extensión 
de terreno para la cual los accidentes topográlicos no tiene efectos 
en su movimiento, no se conoce. Sin embargo se ha detectado que los 
accidentes topográlicos no tienen gran influencia cuando la longitud 
de onda sísmica es grande en relación a las dimensiones topográlicas; 
para los casos en que la long!tud de onda es corta (alta frecuencia en 
el mov!miento), los efectos son notables. 

No obstante, el nivel de frecuencias esta supeditado al tipo de 
material del med!o de trasmisión (elásl!co', viscoso, etc). Asi por 
ejemplo, al llegar una onda plana ascendente a la superficie libre de 
una formación rocosa, ideal izada como un semiespac!o homogéneo, la 
onda se refle,ja completamente sin cambio dP forrna. Si un ma..T!.to bla..""ldO 
descansa sobre la roca, sólo parte de las onda se refleja hacia la 
roca y el resto se refracta hac!a el manto blando, sufriendo una 
amplif'ieación que depende de las propiedades de ambas rormaciones. 
Esta parte sufre una reflexión completa en la superficie libre del 
manto blando. Cuando esta onda reflejada llega a la Interface 
suelo-roca, parte de ella se refracta hacia la roca mientras que el 
resto nuevamente se refleja hacia el manto blando. Por tanto, parte de 
la onda sigue viajando hacia arriba y hacia abajo en el manto blando, 
perdiendo parte de su energia cada vez que llega a la interrace con la 
roca y debido al fenómeno de atenuación como consecuencia del 
amortiguamiento interno del suelo. Esta situación origina movimientos 
semejantes a los armónicos con periodos predominates grandes (2 a 2.5 
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en la zona de lago). Si alguna eslruclura se desplanta sobre el suelo, 
cuyas fronteras constituyen planos paralelos y horizontales, y si el 
periodo natural de Ja estructura es tal que cada arribo de Ja onda a 
Ja superficie Je proporciona un Impulso adicional de efectos máximos. 
Esta condición de casi resonancia explica Ja relación entre el tipo de 
estructuras dañadas en los sismos de septiembre de 1985 en Ja ciudad 
de México y Ja zonificación que se ha establecido para su subsuelo, el 
cual se ajusta en gran parte a las condiciones descritas en este 
párrafo [Marsa! y Masar!, 1965]. 

Generalmente, los mayores contrastes en propiedades del suelo se 
encuentran cerca de la superficie Ji bre, especialmente bajo val les 
sobre los que se localizan Ja mayor parte de la ciudades. Cuando este 
contraste se define entre Ja roca y suelo y Ja estratificación es casi 
hori~ontal, resulta prácticamente exacto tratar el Jecho de roca como 
infinitamente rlgido, y remplazar el suelo suprayacente por masas 
discretas simplemente conecladas por medio de resortes y 
amortiguadores sin masa [ldriss y Seed, 1978]. El movimiento del lecho 
de roca se considera entonces idéntico al de Jos afloramientos. Sin 
embargo, el hecho de considerar el Jecho de roca como infinitamente 
rlgido no es del todo cierlo, pues parte de la energia vibratoria se 
pierde en el amortiguamiento por radiación parcial de ondas que viajan 
hacia el lecho de roca que modifica el movimiento que ocurre en Ja 
superficie de contacto suelo-roca. El fenómeno puede tratarse de 
manera más precisa introduciendo un amortiguador en Ja superficie de 
contacto suelo-roca [ Resenbl ueth y Elorduy, 1969]. Cuando sobre el 
lecho de roca descansa un conjunto de mantos blandos, en las 
interfaces de los diferentes estratos se producen ref Jexiones y 
refracciones múltiples de las ondas trasmitidas debido a la 
heterogeneidad del medio y al ángulo de incidencia entre las fronteras 
de los estratos y la dirección de la onda. Para medios básicamente 
estratificados horizontalmente, uno de los modelos más simples para el 
estudio dinámico del sistema, es ideal izado como uno unidimensional, 
suponiendo que las ondas son planas y paralelas a todas las 
interfaces, que la roca constituye un semi espacio homogéneo y que 
todos los mantos blandos del suelo estan formados por materiales 
lineales viscoelástlcos. Bajo estas condiciones es posible calcular 
las respuestas de estructuras, sujetas a cualquier tipo de movimientos 
preescritos. Sin embargo, las restricciones impuestas por estructuras 
desplantadas hacen que en general, los desplazamientos del suelo 
disminuyan, sobre todo cuando se considera el caso de estructuras muy 
rígidas que se c...poyan en suelos mu:; blandos, como normalmente sucede 
en el valle de México [Esteva, Rascón y Gutiérrez, 1969]. Un 
tratamiento riguroso del problema de la· interacción suelo-estructura 
es sumamente complejo. Se ha tratado de resolverlo mediante modelos en 
los que se ha incluido la presencia del suelo adicionando grados de 
libertad al modelo fisico o modelando al sistema suelo-estructura como 
uno de masa-resorte-amortiguador; estos se estudian en el capitulo II. 
En fechas más recientes, el problema se ha estudiado mediante 
elementos finitos, lo que representa ventajas sobre los anteriores 
tratamientos. Este último método lo utilizaremos para nuestro estudio 
en las arcillas del valle de México. 
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Para los casos en que rcsul ta inadecuada una representación 
estratigráf'ica horizontal, se puede usar el método de caracterist;cas 
[Papadakis, 1973], de elementos finitos (ver apend!ce 1) tanto un!, b! 
o tridimensionales o masas discretas interconectadas por resortes y 
amortiguadores as! como técnicas de l!nearizac!ón [Lysmer et al, 
1974], el método de la Integral de borde [Zienk!ew!cs, 1975] o 
an~I!sis directo no lineal. Algunos de estos métodos se estudian en el 
capitulo dos, sin embargo, como ya quedo descrito, el problema que nos 
Incumbe es para el caso unidimensional en el que modelaremos al suelo 
con elementos finitos y Jo analizaremos por un método no lineal, y en 
otro caso, por masas discretas analizándolo por un método lineal 
equivalente 

I.3 Estudios realizados correlativos al tema 

El análisis de la respuesta dinámica de suelos estratlf'icados 
horizontalmente ante movimientos si sm!cos ha reci b!do signif'icati va 
importancia durante los últimos años, en Jos que se han llevado a cabo 
extensos programas de pruebas de laboratorio y campo para determinar 
las características del comportamiento del suelo bajo condiciones de 
carga dinámica, as! como también el desarrollo de métodos analiticos 
para calcular la respuesta dinámica de los depósitos. 

Seed e ldriss [1969] introdujerón el concepto de la aproximación 
lineal equivalente para considerar las caracteristicas no lineales 
esfuerzo-def'ormación de los suelos. Tal aproximación consiste 
básicamente, es usar !as propiedades del suelo compatibles con el 
nivel de def'ormación asociada con la respuesta del sistema. Este 
método se desarrolló inicialmente [Seed e Idriss, 1968] para resolver 
el problema por la superposición modal para el modelo de masas 
concentradas. 

En 1973, Lysmer def'inió el amortiguamiento en los suelos 
independiente de la f'recuencia (ver sección II.3.1.3), de lo que 
resultó una amplitud en la respuesta, exacta al de un oscilador simple 
con amortiguamiento viscoso equivalente. El pr·ugi·a.ma de computadora 
SHAKE [Schnabel, Lysmer y Seed, 1972) usa este modelo con un 
procedimiento iterativo para ajustar las propiedades del material, 
compatibles con el nivel de def'ormación de la respuesta del sistema. 

Por otra parte, se han desarrollado métodos de integración 
directa de las ecuaciones de movimiento de un sistema, que permiten 
considerar al análisis no lineal de los suelos. El primero 
desarrollado por Streeter et al [1974], es el método de las 
caracteristicas aplicado a la propagación de onda a través de suelos. 
Por éste método se soluciona la ecuación dif'erenclal parcial 
hiperbólica (por ejemplo la ec. unidimensional de onda 2.28), 
transf'ormandola en ecuaciones diferenciales ordinarias las que son 
resueltas por la técnica de dif'erencias f'initas. Este método f'ue 
incorporado por sus autores [Streeter, Wyl ie y Richart, 1974) en el 
programa de computadora CARHL. 
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El segundo es el método de inercia cúbica desarrollado por 
Argyrls et al [1973], en el cual se hace Ja suposición básica de que 
la variación de la aceleración dentro del Intervalo de tiempo de 
lntegraclón, queda descrita por un pollnómlo de tercer orden con 
respecto al llempo (ver también sección I I. 3. 2. 4). Este método se 
utiliza en el programa de computadora HASH [Martln y Seed, 1978], con 
el cual se obtiene la respuesta del depósito modelado como un sistema 
con masas concentradas de múltiples grados de libertad. 

Los métodos hasta aqul citados fuéron aplicados a sels sltlos 
diferentes con el fin de observar la compatibilidad de los resultados 
obtenidos por estos. Aún cuando para cada caso los perfiles y 
materiales fueron diferentes, los resultados fueron satisfactorios 
[Martln y Seed , 1982). 

Sin embargo, el mismo problema (de Ja obtención de Ja respuesta 
dinámica de depósitos estratificados horizontalmente) se ha tratado de 
resolver también dandole un enfoque probabilista [Christian, 1986]. 
Este enfoque se apl lea al considerar el caracter aleatorio de los 
eventos sísmicos¡ una representación apropiada de ellos se logra 
definiendo la exitación como un proceso estocástico estacionarlo 
(independiente de la variación del tiempo), dado en términos de 
espectro de potencia medio. cuyas caracteristicas se determinan en 
general de estudios de riesgo sísmico del sitio. Para esto se aplica 
la teoría de las vibraciones aleatorioas donde se determinan las 
características estadlstlcas del movimiento de un sistema 
aleatoriamente excitado que depende a su vez de las propiedades 
dinámicas del medio. 

Similarmente, las propiedades de los materiales (rigidez y 
amorllguamiento principalmente para casos dinámicos) dado que distan 
mucho de ser parámetros definidos, se incluyen en los análisis donde 
se observa su variación cuando estos estan sujetos a renómenos 
sismicos; tales propiedades se expresan en términos del módulo de 
rigidez al corte y amortiguamiento como función del nlvel de 
derormación angular [Hardin y Drnevitch, 1972b, Ramberg-Osgood, 1943]. 
Para cada material se especifican curvas media, superior e inferior 
(bandas de incertidumbre) para tomar en cuenta las dif"erentes 
incertidumbres involucradas en sus propiedades. 

Empleando este enroque, se realizó un estudio del comportamiento 
dinámico de los depósitos arcillosos de la ciudad de México ante los 
sismos de 198G [Vill.,g«S, i987l. en el que se consideró el caracter 
aleatorio de las propiedades de los materiales (módulo de rigidez al 
cortante G, y relación de amortiguamiento /3) utilizando un 
procedimiento basado en técnicas de perturbación [Romo y Carels, 
1983], evaluándose en cada caso la respuesta sismica para tres lugares 
de la ciudad (SCT, CAF y CAO). El evento sismico considerado rue el 
del 19 de septiembre que se registró en materiales duros de la Ciudad 
Uni versi tarla y Tacubaya, y en los depósitos lacustres de valle de 
México (SCT, CAF y CAO). Los registros en materiales duros se 
aplicaron para la determinación de la exi tación sismica del modelo 
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expresada en bandas de espectro de respuesta, bajo la suposición de 
que los depósitos profundos de la zona del lago estuvieron sujetos al 
mismo movimiento registrado en Ja zona de lomas. 

Otro estudio siguiendo los mismos principios de análisis 
[Taboada, 1987], se hizo para Ja determinación de espectros de disefio 
(en suelos granulares) para la zona del puerto Lázaro Cárdenas, 
Michoacan. En éste, se proyecta construir Ja terminal de recibo y 
manejo de carbón, para abastecer a la planta termoeléctrica que se 
construirá en la población de Petlaco, Gro. Las propiedades de los 
materiales (granulares), se asignaron por medio de correlaciones 
semiempirlcas [Tonouchi, Sakayama e lmai, 1983] con bandas de 
incertidumbre. Las arcillas presentes en el subsuelo de la zona, se 
modelarón con un criterio semiempirico propuesto por Wilson y Dietrlch 
[ 1960]. 

El procedimiento de análisis se realizó varias veces cambiando en 
cada ocaslón las propiedades de los materiales para observar 
finalmente la dispersión de las mismas. Al relacionar los resultados 
de los análisis y de las pruebas se pudo concluir que la prueba más 
confiable para la evaluación de los parámetros dinámicos en 
laboratorio y en campo son respectivamente, la de la columna resonante 
y la prueba de suspensión. 

De éste estudio también se concluyó que para deformaciones 

pequefias (del orden de 10-4
%) los suelos granulares del sitio se 

comportan esencialmente como mater-!ales elásticos, lo cual produjo 
altas amplificaciones en la respuesta obtenida. 

I. 4 Alcances 

El estudio se limita al análisis de la propagación vertical de 
ondas a través de depósitos de suelo homogéneo estratificados 
horizontalmente considerando su comportamiento no lineal. El depósito 
se modela como un sistema unidimensional en el que los movimientos 
solo ocurren en el plano perpendicular a la dirección de la onda; los 
análisis solo son de campo libre. 
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CAPITULO 11 

METODOS ANALITICOS Y PROCEDIMIENTOS NUMERICOS 

11. 1 GENERALIDADES 

El estudio de la mecánica de suelos, es un factor determinante 
para comprender el comportamiento de sistemas suelo-estructura. En tal 
estudio se ha considerado la importancia del comportamiento dinámico 
que estos sistemas tienen ante ex!taciones de tipo sísmico. Para 
analizar estos sistemas se requiere determinar variables de entrada y 
variables de salida; para evaluarlas cuantitativamente habrá que 
definir en general, el entorno del sistema y sus condiciones, y los 
factores que interfieren mediante una pregunta operacional especifica 
[Hagafia et al, 1986). Como lo que se pretende, es conocer la respuesta 
dinámica en el cuerpo de la masa de suelo dada una exltación dinámica, 
habrá que determinar en general. 

zona sismica 

tipo de materiales y sus propledad~s 

descripción de la zona por estudiar 

estratlgrafia 

tipo de estructura a cimentar 

La respuesta esperada depende básicamente del comportamiento de 
los estratos, lo cual influye en el espectro de respuesta el que e. su 
vez se utiliza en el diseño de cimentaciones. 

Para dar solución al problema planteado, se han desarrollado 
métodos alternativos (analíticos y numéricos) formulando hipótesis 
para la aplicación de principios físicos. El principio fislco básico 
que se involucra en los conceptos manejados, es el de la conservación 
de la cantidad de movimiento, para cuya aplicación se han dado 
dlleren.Les soluciones suponiendo que 

1.-El suelo es un medio semi-infinito, elástico lineal, isótropo 
y homogeneo 

2.-El sistema suelo estructura es equivalente a un 
sistema masa-resorte amortiguador 

3. -Mediante la discpetización del sistema considerar 
materiales elástico-lineales ó viscoelásticos por un 
proceso de linearización en cada elemento discretizado 

9 



4. -Introduciendo Ja teoria del elemento fini lo, considerar al 
suelo como un sistema continuo elástico-lineal 6 viscoeláslico 

Los primeros dos métodos se clasifican como analitlcos y los dos 
últimos como Jo que hemos llamado procedimientos numéricos; 
precisamente por sus formas de solución. 

Con las anteriores hipótesis, se puede formular un modelo 
analitico para cada caso, que describa el comportamiento dinámico del 
suelo bajo las condiciones y l imitaciones que los mismos impliquen. 
dado que no hay una ley precisa que determine la variabilidad de los 
parámetros que definen el comportamiento real del suelo. 

Jl.2 METODOS ANALJTJCOS 

II.2.1 SDS~E~A ElAS~DCO 

II.2.1.1 Hipótesis 

Para la delimitación del modelo [Salazar, 1969]. será condición 
que el comportamiento del suelo se aproxime al de un material 
elástico-lineal, en un espacio semi-infinito, homogeneo e isotropo, no 
estratificado, sin Ja presencia de estratos rocosos o se requerirá 
h!poteticamente que estén a una profundidad infinita; Ja superficie 
libre del sistema tendrá que que ser lo suficientemente amplia en la 
dirección horizontal, evitando asi la trasmisión con fronteras 
laterales; en el caso de existir cimentaciones de estructuras 
aledañas, considerar! as l nteeradas a la masa del suelo, a menos que 
estas sean tipo cajon a pantallas rigidizantes que alteren 
significativamente la homogeneidad e isotropia del medio; se considera 
la ausencia del nivel freát leo. Habrá que determinar también las 
propiedades del material en particular el cual ha de ser 
preferentemente arcillas o arenas compactas. El modelo limita el 
análisis sólo para campo libre. 

II.2. 1.2 Ecuaciones de movimiento 

En el planteamlnto del modelo analitico se emplea la teoria de la 
mecánica del medio continuo, por lo que el semiespacio queda definido 
principalmente por los siguientes parámetros 

E módulo de elásticidad 
G módulo de rigidez al esfuerzo cort.ante 
v módulo de Poisson 
p densidad de la masa 
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Inicialmente se considera el equilibrio de un volumen elemental 
(flg 2.1) mediante las seis ecuaciones de Ja estática. 

ÓZ 

7. 1:,_:. &/(TXX 
-r' /ÍTxy T' 

r---y -! zx zr ~l yz 
<TP'.-r··· .... , .. TLS~"' .· T z __ ... J _ _. 

X,/; y 7 
"[ ·. ¡ .. . .. ~~X 

Y z 'T' 

;~ / i/Tzx 
... ···' 

.. ··· 

........ 
.... ········ XX T:-;-i 

óy 

<T zz 

., .. 
YY 

fig 2.1 Equilibrio del elemento diferencial 

E Fx o E Mx o 

E Fy o ... (2. 1) E My o 

E Fz o E Hz o 

... (2.2) 

Teniendo en cuenta que además de las componentes de esfuerzo en las 
caras del paralelipedo existe una fuerza p de cuerpo que en general 
tiene una dirección cualquiera. Esta fuerza descompuesta en las tres 
direcciones paralelas a los ejes coordenados toma la siguiente forma 

F Fxt + FyJ + Fzk 

de las ecuaciónes 2. 1 
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a crxx a cryx a <Tzx 

--a;¡-- + ---- + ay 
__ a_z __ Fx 

a crxy a cryy a crzy 

--a;¡-- + ---- + ay -----az- Fy ... (2. 3) 

a O"xz a <Tyz a <Tzz 

--a;¡-- + ---- + ay -----az- Fz 

de las ecuaclónes 2.2 se demuestra que 

CTXy = O"yx, 0-Xz = Uzx, 

Según la mecánica de los medios continuos, las def'ormacioncs 
lineales y angulares lnflnitesimales, y rotaciones se pueden expresar 
en términos de los desplazamientos (relaciones cinemáticas) 

donde 

exx 

eyz 

2wx 

au 
ax 

ezx 

2wy 

eyy 

au 

au 
az-

ezz 

ª"' au 
exy ax+ ay 

ª"' au 
-ax- 2wz ay 

... (2.4) 

.u, "9 y m son los desplazamientos en las direcciones x, y, z 
respectl vamente 

exx, eyy, ezz son las deformaciones 1 ineales en las direcciones 
x, y, z respectivamente 

exy, exz, eyz son las deformaciones angulares entre los ejes xy, 
xz, yz respectivamente 

wx, Wy y wz son las rotaciones alrededor de los ejes x, y y z 
respectivamente 
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La relación entre esfuerzos y deformaciones en una teoria lineal, 
queda establecida mediante la ley de Hooke 

cr 2Ge + 'A!J. ... (2.5) 

en donde 

u es el tensor esfuerzo 

e es la deformación lineal con dirección establecida según los 
ejes coordenados 

A es la dilatación cúbica del volumen elemental (primer 
Invariante del tensor deformación) 

">.. es la constante de lambe 

l:l exx + eyy + ezz 

Ev 

(1 + v)(l - 2v) 

E 
G 2(1 + v) 

Para obtener las ecuaciones de movimiento del medio elástico se 
susLiLuy~ (2.4) en (2.5), con lo que los esfuerzos quedan expresados 
en términos de las derivadas de los desplazamientos, y ésta expresión 
en la del equilibrio del volumen elemental (2.3). 

En la formulación de problemas elastodinámicos [Mase, 1970], las 
ecuaciones de equilibrio estático 2.3 se igualan a las de equilibrio 
dinámico, esto es 

p(u, u, u.) 

o bien 



82 u. 8/J. 
p (;>. + G) ax + GV2

u. 
8t 2 

a2., 8/J. ... (2.6) 
(;>. + G) + GV2

<o p 
8t 2 ay 

82,,,. 8/J. 
p (;>. + G) az + GV

2
0 

8t 2 

donde 

2 82 82 82 

V + + 
2 2 2 

ax ay az 

La ecuación del modelo es de tipo dlf'erenclal parcial, la que a 
partir de prlclplos generales de la f'is!ca se particularizó al caso 
especif'ico, con lo que se le ha dado un enf'oque formal. 

Las ecuaciones de movimiento 2.6 aparecen en !'unción del campo de 
desplazamientos u, Q y w en la forma 

u. u.(x, t) 

.. <o(y, t) 

IJJ UJ(Z, t) 

y tienen que sat!sf'acer no solamente las condiciones iniciales de 
movimiento, Frecuentemente expresadas como 

u.(x, t) u.(x, O) 

<o(y, t) <>(y, O) 

UJ = UJ(Z, t) U>= UJ(Z, O) 

si no· también las condiciones del contorno. 

14 



II.2. 1.3 Ecuaciones de onda 

Las ecuaciones de movimiento 2.6 corresponden a la propagación de 
dos tipos de ondas en el medio [Kolsky, 1970]. Si dif'erenciamos ambos 
lados de las ecuaciones 2.6 sucesivamente respecto a x, y y z, y las 
sumarnos, obtenemos 

p .•• (2. 7) 

Esta ecuación muestra que la dilatación 6 se propaga a través del 

medio con velocidad Cp = (;>, + 2GJ
112

• En otro caso, si consideramos 
las ecuaciones 2.6 en las direcciones y y z por ejemplo, y las 
dif'erenciamos por ambos lados y luego las sustraemos para eliminar de 
entre ellas a la dilatación 6, obtenemos 

a [ :;- - ª" ] ª"' ª" p az G\72 a-:¡;- az at 2 

o bien 

a UJx 

p Gl7
2

Wx 

at 2 
..• (2. 8) 

donde Wx es la rotación al rededor del eje x; similarmente se pueden 
obtener ecuaciones para las rotaciones al rededor de los ejes y y z 
respectivamente, de donde se podrá observar, como en la ecuación 2.8, 

que la rotación se propaga con velocidad C = (G/p) 1
/

2 

Las ecuaciones 2. 7 
expresan la propagación 
elástico con velocidades 

planas longitudinales 
distorsiones angulares. 

s 

y 2. 8 se denominan 
de la perturbación 

e y e. La velocidad 
p s 

ECUACIONES DE ONDA y 
a· través del medio 

e es !a de l= ondas 
p 

que producen 
Las ondas con 

cambios 
velocidad 

volumétricos sin 
e denominadas 

s 
distorsionales, de cortante, rotacionales o de igual volumen, son 
perturbaciones que producen esclusivamente distorsiones angulares sin 
cambios volumétricos. 

Las ondas planas ya descritas pueden ocurrir sin mezclarse con 
otro tipo, en medios sin fronteras o no estratif'icados. En un medio en 
el que bruscamente se modif'iquen sus caracteristicas, se def'ine una 
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f'rontera denominada interié.z en donde se presentan fen6rnenos de 
reflexión y refracción de ondas. Ocurre que si en una interiAz incide 
una onda longt tudinal, las ondas ref'lejadas y refractadas serAn una 
combinación de ondas longitudinales y de cortante. Lo mlsrno ocurre si 
la onda que incide es una onda transversal. 

Las ondas longitudinales y transversales también denominadas de 
cuerpo, al llegar la superiicie libre del medio orginan otro tipo de 
ondas: Rayleigh y Love. Estos últirnos tipos de ondas también llamadas 
superilclales, inducen escluslvamente el movimiento de las partlculas 
cercanas a la superf'lcle libre, y es una de las causas principales de 
la radiación de energla en la vibración de clrnentaclones. 

SI consideramos como condiciones de frontera para la solución de 
ias ecuaciones 2.6 un plano limite el cual esté libre de esfuerzos, se 
llega a determinar que las ondas superficiales Raylelgh se propagan a 
una f'racclón kt de la velocidad de las ondas dlstorslonales C ii los 

valores de kt se pueden obtener de Ja ecuación cúbica en (k1) 2 

siguiente 

k 6 
- Bk

4 
+ (24 - 16a?Jk

2 
+ 16o:2 

- 16 O 
1 1 l 1 1 

donde o: es una constante elástica del material 

o:
1 

= [(1 - 2v)/(2 - 2v)J 1
/

2 

El rnovlmiento de las ondas Rayleigh se desarrolla en un plano 
perpendicular a Ja superficie a lo largo del cual las ondas se 
propagar. en dirección paralela al mismo. Se puede demostrar [Salazar, 

Y•cror d•' dHplazoml•nto 
total en t 

·l 

------IP PrcpogaclOn 

Amortiguamiento 
del dHplazamltnto 
con la profundidad 

fig 2.2 
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1969] que las ondo.s se amortiguan con la profund1dad z, y para un 
valor fljo de éste, las partlculas descrlben orbltas el1pt1cas con el 
avance (flg 2.2). 

II.2.1.4 Observaciones al inétodo 

Finalmente se hacen los siguentes comentarlos 

a) Las velocidades de las ondas Rayleigh y las velocidades de las 
ondas longitudinales y distorsionales pueden relacionarse entre si a 
través del coeficiente de po1sson (f1g 2.3). 

o.e / 
V 

o.~4 
~r-.... <• 

<;" / ,__ 
~ 

- 2 l../ ~ 
<p 

\ 
\ 

- !.l.. l_..,I 
•• , 
/ , 

/ 

0.92 

o.~ 

090 

0.2 

O OJ 02 0.3 o.. 0.5 

Modulo de Polnon V 
o 01 0.2 º·' o.~ 0.:1 

Mod\.lto d• Pol•tOI\ V 

fig 2.3 

b) El amortiguamiento de las amplitudes con la pro:fundidad es 
fuertemente influenciado por otras perturbaciones en la vecindad de la 
acción exitadora. Las amplitudes de vibración se verán también 
afectadas por el tamaño y la :forma de la cimentación en movimiento. 

c) En las anteriores cxpr;;slones de movimiento no se incluye el 
runortiguamlento con la distancia al punto de ex1tac16n (además en la 
propagación de ondas en un suelo, exlxte un proceso de histéresis no 
considerado en la teoria lineal, el cual puede llegar a constituir una 
poderosa :fuente de disipación de energia). 

d) Si para las 
estratificado, éstas 
transversales (ondas 
apreciablemente las 
disipación de energia 

ondas superficiales Rayleigh el medio está 
pueden dar origen a ondas superficiales 

Love). Estas perturbaciones podrtm modi:ficar 
ampll tudes, trayectorias y sobre todo la 

a tra•rés de las ondas superficiales. 

En vista de lo anterior, es conveniente en las aplicaciones 
pr~cticas, hacer la determinación de amplitudes, amortiguamiento, 
etc., mediante mediciones directas en campo. Con tales mediciones y 
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utilizando las relaciones teóricas como guia, podré. determinarse la 
1nteracc16n dinámica entre las diversas cimentaciones de un sistema. 

11.2.2 SISTEfo\A IHASA-R[SORT[-AL"!0RTIGUAOOR 

11.2.2.1 Hip6lesis 

Para este caso, el sistema suelo-estructura se modela conf'orme a 
uno equivalente masa-resorte-amortiguador (Pauw. 1953] (í1gura 2.6). 
Para la aplicación de los principios íisicos se consideran las 
siguentes hip6tes1s simplificatorie.s: la masa del modelo estará 
compuesta por la cimentación de la estructura más la porc16n de suelo 
inf'luenc1ada por la misma estructura (bulbo de presiones). El suelo 
estaré. const 1 tutido por materiales elásticos, viscosos o 
visco-elásticos; las cimentaciones de estructuras aledañas no 
aíectarán a menos que esten dentro del bulbo de presiones; en el caso 
en que éste estuviera entre paredes rigidaz no es aplicable el método; 
no existe el nivel freátlco; la presencia de materiales estratiíicados 
no es determinante, pues el medio se idealiza como un bloque rigido en 
movimiento; en el caso de existir estratos rocosos, estos serán 
profundos o muy profundos n modo que no queden incluidos en el 
sistema. 

La aplicación de la exltación sismica se simulará con una fuerza 
equivalente en dirección del sismo en el centro de masas del sistema. 
Los resultados arrojados por el análisis, solamente son válidos al 
nivel del centro de masas del sistema. 

11.2.2.2 Idealizacion del medio 

La consideración básica para la 
construcción del modelo, es que el 
cuerpo de cimentación, pude 
idealizarse como un bloque rigido en 
movimiento con seis grados de 
libertad: qt, q2, q3 (son 

desplazamientos lineales a lo largo de 
un sistema de ejes coordenados, fig 
2.4),y q

4
, qs' q

6 
(son rotaciones 

respecto a los ejes de referencia, fig 
2.5). 
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II.2.2.3 Ecuaciones 
IOOVlmlento 

Para la deducción del 

de 

modelo anál1t1co, se considera que los 
grados de libertad que definen en 
conjunto el movimiento del sistema, 
son Independientes uno del otro 
(desacoplados), con lo que se 
establece asi una ecuación de 
movimiento por cada grado de libertad, 
suponlendose en cada una de ellas que 
el sistema poseé un grado de libertad. fig 2.5 
Asi por ejemplo, para los 
desplazamientos lineales el sistema se ha modelado como se muestra en 
al iigura 2.6, en donde la base está sujeta a una iuerza F(t) . 

. ,,.,-w,,: .. 
P7//7777777 --------:¡/ 'z 

fig 2.6 

Supongase que x
1 

> x
2

, entonces el desplazamiento relativo es x = 
x

1 
x

2
, que es la deformación del resorte. Por la suma de iuerzas en 

x, la ecuación de movimiento del sistema es 

o bien 

mx + ex + kx = - mx
2 

= - F( t) ... (2.9) 

en donde x es el desplazamiento relativo entre la estructura y su base; 
rnicº representa la iuerza de inércia aplicada a la masa m, la cual está 
soportada por columnas con una rigidez equivalente k. La disipación de 
la energla se supone de naturaleza viscosa (esto es, la iuerza de 
amortiguamiento es proporcional a la velocidad realtiva entre la masa 
y su base) y c es la constante de amortiguamiento. 
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11.2.2.4 Vibración libre amortiguada 

Consideremos primero la ecuación di!ercncial homogénea de la 2.9 

mx + ex + kx o 

cuya solución general es 

donde A y 
condiciones 

B son constantes que 
inciales del sistema, 

se determinan 
y r,, son 

ecuación auxiliar 

mr2 + cr + k O 

o bien 

e k 
r + o 

m m 

Si hacemos 

k 

m 

e 

~ 
n 

... (2.10) 

... (2.11) 

a partir de 
las ralees de 

las 
la 

... (2.12) 

. · .. (2. 13) 

... (2. 14) 

donde w es la !recuencia natural del sistema y < es el la relación 
n 

de amortiguamiento. Con las ecuaciones 2.13 y 2. 14, la 2.12 se pu&tle 
expresar como 

cuyas ralees son 

r 
1 

r
2 

+ 2< w r + w O 
n n 

... (2. 15) 
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... (2. 16) 

Se distinguen tres casos para las ecuaciones 2. 15 y 2. 16 

a) SI /;; > 1, las ralees r
1 

y r
2 

son reales y negativas, y por 

tanto se tiene un movimiento no oscllatorlo Independiente de las 
condiciones iniciales del sistema. El movimiento es sobre amortiguado y 
la ecuación 2. 11 se puede escrlbir como 

r t r t 

X Ae
1 

+Be
2 

b) SI /;; = 1 el movimiento es no oscilatorio, pero representa la 
transición entre los movimientos osci lat6rio y no oscilat6rlo, y por 
lo tanto se le llama condición crítica. Las ralees r

1 
y r

2 
son reales 

e iguales y la solución puede escribirse como 

x = (A + B) e 
-W l 

n 

El valor del amortiguamiento que corresponde al caso i;; = 1, se 
denomina amortiguamiento critico Ccr. Si hacemos /;; 1 en la ecuación 
2. 14 se tiene Ccr = 2mw o bien, con la ecuación 2. 13 

n 

Ccr 2 Vkrñ 

con esto.el factor de amotiguamiento se puede expresar como i;; = C/Ccr. 

e) Si i;; < 1, las ralees r
1 

y r
2 

son complejas y conjugadas de la 

forma 
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con las que se obllene un movimiento oscilatorio y la solución general 
de la ecuación 2. 11 se puede escribir como 

X 
-i;w t [ ¡;---:z 

e n A cos ¡ 1- i:;2 w l + B sen / 1 - 1:;2 

Si hacemos 

la ecuación 2. 17 se expresa como 

o también 

en donde 

X 

-i;w t 
e e n 

~' '/> = are tg A/B. 

sen 

... (2. 17) 

... (2. 18) 

La ecuación 2. 18 representa un movimiento armónico simple de 

frecuencia circular 

exponencialmente con 

w 
d 

el 

y de 

t lempo 

amplitud 

(flg 2.7). 

-i;w t 
Ce n 

Por lo 

que decrece 

tanto, el 

movimiento representado por la ecuación 2. 18 no es periódico en el 
sentido estricto de la palabra porque las amplitudes de ciclos 
sucesivos son diferentes, sin embargo, sus periodos si son iguales con 
lo que se llene un movimiento periódico en el tiempo y de periodo 
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211 2tt 

SI para t ~ O se tiene x x
0 

y X e ~o• se demuestra que 

A 

... + l;w X ... 
o 

+ l;W X 
o n O n o 

B 

F-7 w 
d w 

n 

Ce 
-Swnt X 

o 

II.2.2.5 Integral de Duhamel 

Se considera un 
sistema inicialmente en 
reposo sujeto a una :fuerza 
exltadora cualquiera como 
la que se muestra en la 
:figura 2.8 (que puede ser 
la representación de un 
acelerograma). En el tiempo 
t t' se considera un 
Impulso F(t')dt', que es 
igual a la masa por el 
cambio de velocidad en dt'. 

Xn+1 

fig 2.7 

t·-élrt-

fig 2.8 
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Por el principio de la cantidad de movimiento, el cambio de velocidad 
es 

F( t.) 
d<J = 

m 
dt. ... (2. 19) 

Si se produce un desplazamiento dx, por la ecuación 2.18 se tiene 

-<wn(l -l') d<:> 
dx = e 

sustituyendo 2.19 en 2.20 

sen [ w d ( t - t' ) J 

F( t') <w t' 

dx ----e 
mw 

d 

n sen [ wd (t - t' l]dt' 

... (2.20) 

en donde t' es el tiempo del origen al instante en que se aplica el 
Impulso, y t indica el tiempo en que se calcula el desplazamiento. 

Para una fuerza exitadora continua y como el sistema se supone 
elástico, se aplica el principio de superposición por lo que 

X 

F(t') 

mw 
d 

<w t' 
n 

e sen [ wd(t- t' l]dt' 

que es la respuesta relativa del sistema. 

... (2.20') 

Las expresiones de movimiento desacoplado para otros 
desplazamientos lineales y para rotaciones alrededor de los ejes de 
re1erencla son análogas a la obtenida 

II.2.2.6 Espectro de respuesta 

La ecuación 2.20' es 1unción de la 1recuencia natui·al (ó periodo 
natural) w, amortiguamiento< y movimiento de la base F(t' ). 

n 

Derivando la ecuación 2.20' con respecto al tiempo, se obtiene la 
velocidad relativa x. La aceleración absoluta x; de la masa m se 

obtiene derivando nuevamente con respecto al tiempo la ecuación 
obtenida para x y tomando en cuenta que x; = x· + F(t). 

La aceleración absoluta es Ja variable más sencilla de medir 
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durante los movimientos s1smlcos; los acelerogra!'os miden 
sensiblemente aceleraciones absolutas, las cuales permiten determinar 
la fuerza slsmica actuante en Ja masa. 

En lngenieria son importantes Jos valores máximos absolutos de x, 
x y x;. Estas cantidades se definen como 

SD lxlmáx 
sv lxlmax 
SA lx;lmáx 

Si se aplica un mismo movlmlento sismlco a estructuras de 
comportamiento llneal con diferentes periodos naturales (o 
:frecuencias naturales) e iguales amortiguamientos y siguiendo el 
procedimiento descrito, se obtienen las envolventes de respuestas 
máximas de ellas. De ésta manera, se determina el espectro de 
respuesta del sistema o de un sismo dado. Estos espectros pueden ser 
de desplazamientos SD, de velocidad SV, o de aceleración SA. 

Ahora bien, para emplear el modelo de la ecuación 
necesario evaluar sus parámetros. que es lo que veremos en 
sigue. 

II.2.2.7 Coeficiente de amortiguamiento 

2.9 es 
lo que 

El amortiguamiento puede determinarse sometiendo al sistema a 
vibración libre o a vibración forzada [Shamsher, 1981]; aqui sólo 
citaremos el primer método. Considerese la gr~fica de la ecuación 2.18 
mostrada en la figura 2. 7. En la misma, se hace la gráfica de la 

-<;w t 

función Ce n 
sen(wdt + if>J 

se supone que las curvas son tangentes cada vez que 
1, aunque en realidad estos puntos de tangencia 

aparecen un poco defazados hacia la derecha de los máximos relativos 
de la curva senoidal, pero para fines prácticos se acepta como 
válida la suposición anterior. 

Se define como decremento logarítmico y se representa con i5 al 
logaritmo natural del coeficiente de dos amplitudes consecutivas, es 
decir 

i5 

X 
n 

X 
n+t 
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El periodo para este movimiento es 

T 
2n 

"' d "' n / 
2n 

y para dos periodos sucesivos se tiene que 

X 
n+1 

y además t"'
1 

= t + T ... (2.24). 

e e 

-<;w t 
n n+l 

... (2.22) 

... (2. 23) 

Con las expresiones 2.22, 2.23 y 2.24 se puede expresar a la 2.21 
como 

2nl: 
i5 

/ 1 - <2 

Para pequefios valores de <;, < = i5 / 2n; además el periodo del 
sistema amortiguado puede aproximarse con el del no amortiguado, esto 
es T = 2n/w . Si el amortiguamiento es elevado, este coeficiente puede 

n 

calcularse con la gráfica de la figura 2.7. 

I l. 2. 2. B Coef'iciente de rigidez del suelo 

Para determinar los valo1·ts de lo. rigidez del suelo, habrá que 
determinar la distribución de presiones y la variación del módulo de 
elásticidad del medio (fig 2.9), ambas de acuerdo a la profundidad. 

Bajo condiciones de carga q vertical, actuando en un rectangulo de 
dimensiones a, b, la distrubución de presiones verticales incidentes en 
un plano horizontal puede valuarse de la aproximación introducida en 
la figura 2. 10. Se supone que las presiones verticales uniformes, se 
dividen en areas (a + o:z) (b + ttz), en donde o:/2 es el talud de los 
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fi g 2. 9 fi g 2. 10 

El módulo de elasticidad dependeré. del suelo que soporta la 
cimentación, y se supone que varia linealmente con la profundidad 

E ¡3(h + zl 
z 

en donde 

¡3 es la variación unitaria del módulo de elásticidad E con la 
profundidad 

h es la altura del suelo equivalente a la carga de confinamiento 
en la superficie, la cual puede deberse exclusivamente a una 
sobre carga q 

h 
q 

7 
(7 es el peso volumétrico del suelo) 

En el caso de un suelo de arcilla pura y homogénea, 

constante. Para mezclas de arcilla y arena 

E o q 
h ¡3 + 

E E es 
z 

en donde E
0 

y ¡3 se estimarán de pruebas cuidadosas de laboratorio. En 

la siguiente tabla se indican valores aproximados de E
0 

y ¡3 
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E
0

Ckg/cm2 J ~(kg/crn2/m) 

Mezcla densa de arena y grava o 700-1200 
Arena densa o 400-600 
Arena suelta o 70-140 
Arena limosa suelta 7 60-120 
Arena limosa densa 20 250-500 
Arcilla semis6lida ·so-100 10-20 
Arcilla pléstlca dura 30-60 10-20 
Arcilla pléstica sucia 15-30 10-20 

A) Desplazamientos verticales (planos horizontales) 

Las contantes del resorte del suelo para desplazamlentos 
verticales son 

kz para suelos no cohesivos 

kz Eab;r para suelos cohesivos 
z 

suelos no cohesivos suelos cohesivos 
1 
1 1(, •Eatb l"2 1 

1 

r- k1 EGotbY'z 
0.2 1--.-1---+--"---'----ll-+-..... ,...+--+-l---'-'---'--'--'--l---I 

k,-z =p b4 Y'yz 

o 2 3 4 

'fz 
r 
ea) 

2 

1 ~ .... -r .. kyEG0<bfz + 'fu. 
r ' 1 1 

""' _.!a 

kxz =f3b
4 Y yz 

y "'(3~ ( ry.tf xz> 

--+ ~ T., -- - ·--, r 

10 

1 kyz =Eb3 'f1, -1 ' • ku i:EOCb3 Y'u 1 
1 

k.1 =G«b'1'1zi. l' ~ 1 
1 

is o 0.2 0.4 o.s o.e 1.0 0.1 0.2 0.l5 1.0 2.0 l510 

'f ... _,- y, 
r 

( b) e e) 
fig 2.11 
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Los coef'icicntes a y b son las dimensiones de una cimentación 
rectangular. Valores de r

2 
aparecen en Ja Iigura 2.11 en Ja que r = 

a/b (a ~ b), s = Qh/b, w = az/b. 

B) Desplazamientos horizontales (planos horizontales) 

Para desplazamintas horizontales 

k>< ky r/1'b
2 

para suelos no cohesivos 

k>< ky G ah r para suelos cohesivos 
z 

donde 

E 
G 2( 1 + v) 13' 2( 1 + v) 

Valores de E y de v para d!f'erentes materiales se dan en la sigu!enle 
tabla 

Granito sano 2.3 a 

Granito parcialmente descompuesto 2.7 a 

Caliza 2. 1 a 

Arenisca l. 4 a 

Me2cla de arena y grava 

Arena densa 0.5 a 

Arena suelta 

Arcilla semisólida 

Arcilla plástica dura 

Arcilla plástica suave 

Turba 

Valores de 7 se obtienen de la f'igura 2. 11. 
z 

29 

5. B(xlOs) 

l.4(x10s) 

4.9(x10s) 

2. B(xlOs) 

a 2(x103
) 

O.B(x103
) 

100 a 200 

70 a 140 

40 a 80 

14 a 40 

s a 35 

" 
0.!5a0.24 

0.16 a 0.23 

o. 17 

0.30 a 0.36 

0.40 a 0.45 



C) Rotaciones de planos horizontales respecto a los ejes x, y, z 

Pare rotaciones de planos horizontales alrededor de los ejes 
según la :figura 2. 12, ... 

kyz pera rotaciones 
alrededor del eje x 

kxz para rotaciones 
alrededor del eje y 

kxy para rotaciones 
alrededor del eje z 

los cuales para suelos no 
cohesivos son 

{J'b
4

C-;- + -, l 
xz yz 

y 

Para suelos cohesivos 

kyz Ecxb3
-, 

yz 

kxz Ecxb
3

; 
xz 

kxy G<Xb3(; + ., ) 
xz yz 

donde ;xz y ;ryz se <>btienen de la f'igura 2.11. 

II.2.2.9 Masa equivalente 

Kyz 

Ro1ocK)n alrededor 
del eje x 

Ku 
Rolacibn alrededor 
del eje y 

RoraciÓn 
alrededor del eje z 

fig 2.12 

En este método se supone que la masa de la cimentación m se 
incrementa por una masa m' de suelo (f'ig 2. 13.). El centro de masas 
del sistema suelo-cimentación se supone localizado a una distancia z 
de la supcrf'icie de contacto. 

A) Masa equivalente (desplazamientos verticales) 

Para la determinación de la masa equivalente, se ha aplicado el 
principio de la conservación de la energia. Igualando la energia 
cinética de la masa de suelo que compone al sistema a la energia 
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cln!tlca de una masa equivalente m'concentrada en el centro de masas 
del sistema; esto es 

m'w c5 2 
o 

+-1-:: 1 
2 

ya que para un movimiento circular 
.u w a , además .u es la 

o o o o 
velocidad tangencial o 

o 
la 

velocladad angular y w es un 
ángulo dado en radianes. 

Para la zona ef'ectlva de suelo limitada 
dif'uslón de presiones 

O> 

EC = _L J (a; + a:z)(b + a;z) 2 ... 
G 2g o z 

o bien 

2 J (a; EC = 1·w 
+ a:z) (b + a;z) ó2 

G 2g o z 

Igualando las dos energías cinéticas y despejando 

In. 3' J (a; + a:z)(b + a;z) ó2 

7 z 
g o o 

fig 2.13 

por los 

dz 

dz 

m' 

dz 

donde a:/2 es el talud del bloque in!l uenclado. Para 
cohesivos se puede expresar 

In. 
3'b3 e a:g 

planos de 

suelos no 

donde Cm est~ dado para dif'erentes suelos en la f'lgura 2.14; res el 

peso especif'lco del material; g es el coef'iclente de la gravedad y b. 
la dimensión mayor de una cimentación rectangular. 
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Con este valor de m' :y los 
valores del coeficiente k, puede 
calcule.rse la frecuencia natural 
del sistema 

8) Masa equivalente (rotaciones) 

Para el 
frecuencias 

cálculo de las 
de v1bracl6n 

rotacionales puede establecerse que 

~1~ 
" .. 

f 
n 2TI ! J ~ J' 

en donde 

fig 2.14 

J es el momento polar de lnérc1a de la masa del sistema respecto 
al eje de referencia 

J' es el momento polar de 1nércla equivalente del suelo 

Se han establecido las siguientes expresiones para. la rotación 
alrededor de los ejes x, y, z 

J' 
X 

J' 
y 

J' 
z 

~e" 
12o:g 1 

~Cy 
12o:g 2 

en donde e;. e~ y e; se pueden determinar de las gráficas de la 

f'lgura 2. 15. 
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sueloa no cohesivos 

o 0.2 0.4 0.6 0.8 
s._ 

r 

02 
~'~ • rbs y 1 
\ Jy= 12 QOC~I 

·- ~ ... [\ -~ --· 
~ 1 

0.2 

h ' l'bs r 
J,= 12gocC1 

... ·-·- ~ , __ 
0.5 

~rl.O 
h 

"' 2.0 

0.11 

'~ 

5.0 5.0 . -· . 
1.11 o o.s e 1 1.0 1.5 o o.s .J;f_l.o 

---;!"" au"Jos cohesivos r-5.tr 

2 

1 

~ :---.; ::;g . r.11 • 
>--- - 1- -- Ja•~CI 

e - ...._ ... s,. 
... , -...... "rªii'O"-C; 

. r .. • 
~ -- ~" ;¡g.cc1 o~ 

,.e~ " ... 11 - 11 -
10 c1 100 1000 

fig 2.15 
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11.3 PROCEDIMIENTOS NUMERlCOS 

11.3. 1 IMlEiO~O lD~[Al [OVDVAl[~i[ [OUDVAl[~i[ 

II.3. l. 1 Hipótesis 

Este método está basado en la suposición de que la respuesta en 
el suelo debido a un evento sismlco, está gobernada principalmente por 
la propagación vertical [Penzlen y Scheffey, 1964] en dlrecclón a la 
superficie libre, de las ondas de cortante procedentes de una 
formación rocosa subyascente al depósito de suelo, en el cual pueden 
Incorporarse materiales cuyo comportamiento sea no-lineal y con 
amortiguamiento variable [Rosenblueth y Elorduy, 1669]. 

El análisis fundamentalmente se basa en la solución continua de 
la ecuación unidimensional de onda, por Jo que esencialmente la 
estructura debe estar extendida ampl lamente en el sentido horizontal 
para evitar la interferencia de fronteras laterales, pudiéndose con 
esto incorporar la estratigrafia del depósito con su nivel de aguas 
freatlcas en el caso de que existiera. La frontera Inferior la 
constituye un estrato rocoso y duro que deberá existir y es donde se 
aplica la exitación dinámica; Ja superior sera la superficie libre del 
mismo sistema. Para depósitos más irregulares, por su estructura o por 
la presencia de elementos artificiales (cajones de cimentación, 
pantallas rlgldlzantes, etc.) que Ja alteren significativamente, el 
análisis requerirá el empleo del elemento finito bi o tridimensional y 
no es aplicable este método. 

II.3. 1.2 Ecuación unidimensional de onda 

Para la formulación del modelo analitico [Schnabel et al, 1971] 
que gobierne la respuesta del sistema, se considera, asociado con la 
propagación vertical de las ondas de corte a través de sistemas 
viscoelásticos (fig. 2.16). Este sistema consiste de N estratos 
horizontales hipotéticamente extendidos infinitamente en la dirección 
horizontal y un semlespacio como estrato base. Cada estrato es 
homogeneo e isótropo y está caracterizado por un espeso:- h, densidad 
de masa p, módulo al esfuerzo cortante G y por un coeficiente de 
amortiguamiento ~. 

La propagación de ondas de cortante a través del sistema, causa 
unicamente desplazamientos horizontales que son funcion de la 
profundidad y del tiempo. 

u u(x, t) 
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ESTRATO SlST&HA DIR&CCIOH DE PROPIEDADES 

Nº COORDENADO LA PROPAGACIOH 

~· > ( 1 f ) G f31 pl ¡ h 
l l 

u2 
2 

u 

1 f m " ) G f3., P,. h . .. 
IX 

l u 
m+l 1 f m+l ) G 13 m+ 1 Pm+l h 

m+l m+l m+l 

u 
m+2 

m+2 

) 

N t u 

~ 
h =a> N 

GN f3H PH N 
H 

movimiento 

onda lncldcnle 

Flg 2. 16 
onda rcCleJada 

Si consideramos un elemento infinitesimal con dimensión unitária 
perpendicular al plano (fig 2.17), entonces la ecuación de movimiento 
para el elemento según el 
principio de la cantidad de 
movimiento es 

ax 

en donde -r 
cortante. La 
[Mase, 1970] 
viscoelásticos 
es 

... (2.25) 

es el esfuerzo 
ley de deformación 

para materiales 
(modelo de Kelvin) 

X 

fig 2.17 
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au 2 a u 
T = G {j)( + 1) ~ ••• (2.26) 

ecuación en la que 1J es el coeficiente de viscosidad. La primera 
derivada con respecto al tiempo de la ecuación 2.26 es 

ª' 
Bt"-G~-11 

ax at 2 
o ... (2.27) 

La ecuación 2.27 expresa la relación esfuerzo-deformación 
dinámica para un suelo lineal cuando G = ctte, 1) = O; para un suelo 
vlscoelástlco cuando G = ctte y 1) = O; para un suelo no lineal cuando 
G: ctte y 1) = O; ó para un suelo no lineal viscoelástico cuando G = 
ctte y 1J = O. 

Si sustituimos la ecuación 2.26 en la 2.25 obtenemos 

G + 1) (2.28) 

que es la llamada ecuación unidimensional de onda para medios 
viscoelásticos. 

II.3. 1.3 Solución de la ecuaci6n unidimensional de onda 

Los desplazamientos armónicos con frecuencia w pueden expresarse 
como 

u(x,t) (2.29) 

Sustituyendo la ecuación 2.29 en 2.28, resulta una ecuación 
diferencial ordinaria 

(G + lw11) (2.30) 
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cuya solución general es 

U(x) E etkx + F e-lkx (2.31) 

en donde k es el número do onda de corte complejo y se expresa como 

2 
pw 

G + lw11 

siendo G
0 

el módulo cortante complejo; E y F las amplitudes complejas 
de onda 

La relación de amortiguamiento crítico (3, está relacionado a la 
viscosidad 11 por 

WT/ 2G(3 

Resultados experimentales indican que G y (3 son aproximadamente 
constantes en un amplio rango de frecuencias, por lo que es 
conveniente expresar el módulo cortant" complejo en términos de la 
relación de amortiguamiento critico en lugar de la viscosidad 

G• G + iWT) G(l + 21(3) (2.32) 

. 
donde G puede suponerse independiente de la frecuencia. 

Por ejemplo, si una probeta de ensayo lineaimente viscoelástlca 
se somete a un esfuerzo cortante dinámico unidimensional T = T

0
senwl, 

el estado de deformación 

respuesta sinusoidal de 
esfuerzo en un ángulo 
descripción anterior del 
expresando el esfuerzo en 

resultante será e= c
0
sen(wt - O), que es una 

la misma í'recuencia w pero defasada con el 
de retraso o. Una generalización de la 
comportamiento viscoelástico, se consigue 

forma compleja según 

• lWl 
T Te 

o 

y también la deformación resultante como 
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e e e 
1 (t.Jl-ÓJ 

o 

de donde se de11ne el modulo complejo 

T 

e 

As! por ejemplo, en Ja ecuación 2. 32 la parte real del módulo 
complejo se ha !Jamado módulo de acumulación, y la imaginaria módulo 
de disipación. 

Las ecuaciones (2.28) y (2.29) dan la solución de la ecuación de 
onda para el movimiento armónico de 1recucnc!a w 

u(x,t) E el(kx + wll + F e-l(kx • wt> (2.33) 

donde el primer término del segundo miembro representa la onda 
incidente viajando en la dirección x negativa (hacia arriba) y el 
segundo t6rmino, la onda re1Jejada viajando en la dirección x positiva 
(hacia abajo). 

II. 3. l. 4 Aplicación de la ecuacion de onda al sistema :fisico 

La ecuación 2.33 es válida para cada estrato de la 1!gura 2.16. 
Introduciendo un sistema de coordenadas locales x para cada estrato, 
el desplazamient.o en la superflcie ~· b=c del "slrato m son 

u (x .. 

u (x 
m 

h) .. 

O) (E + F) 
m m 

1wt e 

lk h -lk h 
(E e m m + F e m rn .. .. iwt e 

el es1uerzo cortante en un plano horizontal es 

au 
T(X,t) G 

ax 
+ 11 
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at 

(2.34) 

(2.35) 
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o por la ecuación 2.33 

T(Y., t) lkG• (E e 1h + F e-lkx)elwl (2.37) 

y el esfuerzo cortante en la superficie y base del estrato m son 
respectl vamente 

Tm(x O) lkG 
. 

(E - Fm) 
lWl 

e 
m m 

(2.38) 

ik h -ik h 
T (X h ) l kG: (Eme 

m m+ Fe 
m m) IWl 

e 
m m m 

(2.39) 

puesto que los desplazamientos y esfuerzos deben ser continuos en 
las interfaces del estrato m y m+l, entonces 

... (2. 40) 

T (X, t) 
m 

T (X, t) 
m+l ... (2. 41) 

De la condición 2.40 y con las ecuaciones 2.34 y 2.35 se obtiene 

E + F 
m+l m+l 

Fe 
m 

-ik h 
m m 

(2.42) 

y, de la condición 2.41 y con las ecuaciones 2.38 y 2.39 se obtiene 

E - F 
m+1 m+t 

k e" 
m m 

k e" 
m+ 1 m+ 1 

E e m 

ik h 
m m 

... (2.43) 

por sustracción y adición de las ecuaciones 2.42 y 2.43, se obtienen 
fórmulas recursivas para las amplitudes Em+l y Fm+l de las ondas 

incidente y reflejada respeclivamente en el estrato m + 1, expresadas 
en térm!nos de las ampl l t udes del estrato m, esto es 
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donde ex 
m 

l 
ik h 

E E (1 + ex) 
m ID 

2 e 
m+I m m 

1 
lk h 

F Em(l - exm) 
m ID 

2 e 
m+I 

es la relación compleja de 

ex= 
m 

k e' 
m m 

k e' 
m+l m+l 

l 
-lk h 

+ F (l - ex ) e 
m m 

2 .. m 

(2. 44) 

l 
-ik h 

+ F (1 + a ) 
m m 

2 e 
m m 

(2.45) 

impedancia 

(2.46) 

la que es independiente de la frecuencia. De aqu! que si en la· 
superf"ic!e 11 bre de un depó<>i to de suelo se desarrolla un 
desplazamiento armónico, el movimiento de la roca por el cual se 
infiere el de la superf"icie libre, puede ser calculado; para 
movimientos transitorios se considera la transf"ormada de Fourier como 
se verá más adelante. 

Como en la superficie libre el esfuerzo cortante debe ser cero, 
sustituyendo en 2.37 T =O y x =O se obtiene E

1 
= F

1
; por lo que las 

ondas incidente y reflejada son iguales en la superf"icie libre. 

Por las ecuaciones 2.44 y 2.45 usadas iterativamente para cada 
estrato, se obtienen las relaciones entre las amplitudes del estrato m 
y las de la superficie libre 

E 
ID 

F 

Las funciones de tra.."1sfert:1icia e 
IU 

f 
m 

son 

(2.47) 

(2.48) 

simplemente las 

amplitudes para el caso en que E
1 

= F
1 

= 1, que pueden ser obtenidas 

sustituyendo estas condiciones en las anteriores fór'nUlas recursivas. 

Otras funciones de transferencia se pueden obtener fácilmente a 
partir de las funciones e y f . La :función de transferencia A , 

m 111 n,m 
entre el desplazamiento en el plano n y m, está determinada por 
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A (w) 
n,m 

u I u 
m 

y por sustitución de las ecuaciones 2.34, 2.35, 2.47 y 2.48 

A 
e (w) + f (w) 

.. m ... (2.49) 
n,m e (w) + f (w) 

n n 

En base a la ecuación 2.49 la función de transferencia A(w) se 
puede encontrar entre dos estratos cualesquiera en el sistema; de aqu! 
que si el movimiento es conocido en cualquier estrato, puede ser 
calculado en cualquier otro. Las aceleraciones y deformaciones se 
pueden derivar a partir de la función de desplazamiento 

a2 u 

[E 
l(kx + wt) -! (kx + <Jt) ] ü(x, t l 2 

+ F - w e e 
at 2 

ª" 
[ E 

t (kx + Wll ] ik + WtJ 
- F 

-1 (kx 
>r e e 

ax 

Il.3.1.5 Transformada de Fourier 

Las expresiones hasta aqui desarrolladas son válidas sólo para un 
movimiento armónico, sin embargo esta teoría puede ser extendida a 
movimientos transitorios [Schnabel et al, 1971] por medio de la 
transformada de Fourier [Cooley y Tukey, 1965] al considerar tales 
movimientos formados de movimientos simples o por una combinación de 
mo.,imientos armónicos simples de diferentes amplitudes y frecuencias. 
Para esto el acelerograma es discretlzado en n valores de aceleración 
equidistantes, ü

1
(J At), j =O, ... , n-1; que se puede representar por 

una sumatoria finita de movimientos armónicos 

ü(t) 
n/2 i<J t 

= L ( "'s e s 
s=O 

... b 
s 

e s -i<J t J 

donde w, s =O, .... ,n/2 son las frecuencias equidistantes 
s 

41 

... (2.50) 

1 



w . 2rr 
nTt s 

2rr 
5 -T-

a
6 

y b
6 

son los coef'icientes de la transf'ormada compleja de Fourier 

los cuales se determinan por el análisis armónico de la !'unción que 
describa el acelerograma (ver f'igura 2. 18) 

ü(t) 

n-1 -iw t 

a
6
= + L ü(t) e s 

J=O 

n-l iw t 

b.=+ructie" 
J=O 

,,, ,, t 

jt.t 

f'ig. 2.18 Representación esquemática de un acelerograma 

y cada término 
oscilatorio con 

en la ecuación 2.50 es 
f'recuencia w ; si ésta 

" 

un movimiento armónico 
ecuación representa el 

movimiento en el estrato rn, una nueva serie que represente el 
movimiento en cualquier otro estrato n, es obtenida por la aplicación 
aprophid~ del factor de ampllI'lcci.clón de la ecuación 2.49 a cada 
término de la serie 

n/2 

Jo Am,n (ws) [ a 
m,s 

e 
iw t 

s 
+ b 

m,s 
e s iw t ) 

La representación del movimiento discretizado con la transf'ormada 
de Fourier dá una exacta representación del movimiento en los puntos 
discretos t = jót. 
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II.3.2. 1 Hipótesis 

Con los métodos anteriores se han hecho hipótesis muy idealizadas 
ante la dificultad de establecer un patrón determista, que describa el 
comportamiento del suelo ante cargas dinámicas. Con Jos alcances 
logrados en Ja ciencia y en Ja tecnologia en las últimas fechas, es 
posible analizar sistemas estructurales tan complejos como Jos no 
lineales y continuos, cuyas ecuaciones de movimiento deben ser 
resueltas usando la técnica de integ~ación paso a paso, que es 
posible, gracias a Jos beneficios aportados por la teoría del elemento 
fin\ to y a los sistemas computacionales, con lo que propiamente se 
consliluye un método numérico. 

Se puede trabajar con sistemas continuos visco-elásticos o 
elástico-] ineales, con la suposición de que los materiales pueden 
estar estratificados incluyendo la variabl l!dad en sus propiedades 
mecánicas de cada uno, se permite Ja existencia del nivel freát\co y 
una linea de saturación; no se aceptan las condiciones que impongan en 
el medio las cimenlaclones aledañas o pantallas rigidizantes que 
alteren la continuidad o estructura del suelo. 

El estudio se limita al análisis no !!nea! de depósitos 
estratificados horizontalmente durante Ja propagación vertical de 
ondas de cortante, por lo que el uso del elemento finito es 
unidimensional. Se supondrá que existe un estrato rocoso a cierta 
profundidad; a partir de este estrato duro que se considerará como 
placa rígida, aplicaremos Ja exitación dinámica la que se transmitirá 
al medio por la propagación de ondas de cortante en dirección 
vertical, tomando como fronteras al estrato duro y Ja superficie del 
depósito. 

II.3.2.2 Ecuaciones de movimiento para un sistema discreto 

La naturaleza de las ecuaciones que gobiernan la respuesta 
dinámica del sistema fis!co, depende de la representación matemática 
de tal sistema. En una primera apro~imación, el suelo se modela como 
un sistema con material visco-elástico (modelo de Kelvin) cuya 
ecuación es la de onda para el problema unidimensional ya citada en la 
sección II.3.1.2; sin embargo, también puede modelarse discretizando 
el sistema en uno equivalente de varios grados de libertad con masas 
concentradas, tratando paralelamente de resolver con esto el problema 
de la ecuación unidimensional de onda para el depósito. Para tal 
representación, la ecuación de movimiento es 
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H U + C ú + K u R ... (2. 51) 

donde 

H es la matriz de masas 

e es la matriz de amortiguamiento 

K es la matriz de rigideces 

u, Ú, y u representan a los vectores de aceleración, velocidad y 
desplazamiento respectivamente 

R es el vector de cargas 

En el caso del comportamiento no lineal es conveniente expresar 
la ecuación 2.51 en el tiempo t+llt como 

donde 

FI es el vector f'uer7.a de Inercia 
Fd es el vector f'uerza disipadora 
Fr es el vector f'uerza restauradora 

en donde además, el sublndice t denota el tiempo en el cual se inicia 

el incremento de tiempo lit. Los vectores fuerza F~. F~ y F:. necesitan 

evaluarse usando los desplazamientos, velocidades y aceleraciones en el 
tiempo t; los cambios de estas fuerzas en el intervalo de tiempo At se 
suponen estar dadas por 

K llu 
l t 

donde Ht' et y Kt son las matrices de masa, amortleuamiento ~· de 

rigidez en el tiempo t; llü, llú y Au son los cambios en la aceleración, 
velocidad y desplazamiento durante el incremento de tiempo. De aqui 
que el cambio de R en el incremento At queda expresado como 

donde 

R - F
1 

t+.6t l 

44 



El método de integración numérica debe relacionar a AUl y AOL con 

Aul, de modo que obtenido éste Oltimo se obtengan los anteriores. Para 

llevar a cabo el proceso anal1tico del movimiento, la más simple 
representación discreta del sistema continuo es por el oscilador 
amortiguado con un sólo grado de libertad, con la suposición de 
considerar al sistema de varios grados de libertad como una 
superposición de los anteriores (ver f"lgura 2. 19); con esto la nueva 
ecuación de movimiento es 

m u + c ü + k u e p(t) 

o) Ose ;/odor si ... pl~ 

01nor 1 :9uc11lo 

G. p. ,, 
G •cd,. 1 o 111~ 1or.i, 

r : dtl'IS id11d 

T\: v1S1 o5 ido¿ 

~ s,c •• ,.~,. 
T~l=on•rcia 

d ::L. L--=-:J .. , 1 

~ 

//J)), ;;;r;, ,.,,:;;,., ,. _, ,¡.;),. ,,;;;;; 

fig 2.19 

(2.52) 

El uso de un algorl tmo de Integración paso a paso para resol ver 
la ecuación 2.52, es equivalente a la aplicación de un operador lineal 
sobre las cantidades desconocidas del sistema, esto es; las 
propiedades mecánicas del sistema ~c suponen lineales en cada paso de 
la lntegració numérica y la no linealidad se cumple por la selección 
de dif"erentes pendientes de la curva esf"uerzo-def"ormaclón en cada 
paso. Por medio de esto, las conclusiones derivadas de los análisis 
hechos con operadores lineales pueden ser extendidas para el estudio 
de sistemas no lineales. 

Dado que la ecuación 2.52 es de segundo orden, el problema queda 
completamente descrito por dos condiciones iniciales, velocidad y 
desplazamiento. Una integración lineal consiste en f"ormar en el dominio 
del tiempo un operador lineal [L), tal que 

(2.53) 



donde 

[ ~:] 
u1 y ú son el desplazamiento y velocidad 

1 
{1,1} 1 = respectivamente en el fin del intervalo de 

tiempo 

[ ~:] 
u

0 
y ú

0 
son el desplazamiento y velocidad 

{<¡}o respectivamente en el !nielo del intervalo 
de tiempo 

Un método de integración paso a paso en el dominio del tiempo 
aplicable a éste caso, es el de Argyris de !necia cúbica [Argyr!s et 
al, 1973), y para la simulación no lineal de los materiales, el modelo 
de Davidenkov [Martin, 1975) el que se describe en la sección 11.4.5. 

En general, todo método de integración numérica debe ser estable 
con cierto grado de aproximación tolerable a Ja solución esperada 
[Luthe, 1970]. Asl por ejemplo, si Ja 1'unción f(n) representa el error 
en la salida de un algoritmo despues de haber realizado n operaciones y 
f(n) aumenta l lnealmente conforme Jo hace n, entonces se dice que el 
método es estable; en el caso en que f(n) aumente exponencialmente, se 
considera que el método es inestable. Para observar la convergencia de 
un método numérico, se suele producir n soluciones aproximadas las 
cuales habran de tender a unn. soluclon única. En nuestro estudio la 
estabilidad del método está directamente relacionada con Ja magnitud de 
los elgenvalores (llamado tambien radio espectral) de la matriz 
caracteristlca asociada a Ja ecuación 2.53 [Goudreau y Taylor, 1973), y 
ésta, es asegurada unicamente si tal magnitud es menor a la unidad. 

Para comprobar el orden de aproximación del método dado, muchos 
autores son de la opinlon que cualquier algoritmo utilizado en Ja 
práctica debe satisfacer la condición que cuando se aplique a un 
simple oscilador no amortiguado en vibración libre no condusca a Ja 
divergencia, cuando el intervalo de integración es grande comparado 
con el periodo del osci !actor. Esto asegura la convergencia para 
sistemas con multlples grados de libertad, aún cuando sus periodos 
naturales pueden abarcar diferentes ordenes de magnitud. Sin embargo, 
se ha observado que el método de integración numérica que se aplique, 
introduce frecuentemente dos tipos de errores [Bathe y Wllson, 1973], 
tales como un cierto amortiguamiento artificial que lleva a la 
extinción de la respuesta ó, el incremento del periodo de oscilación 
de la misma. 

II.3.2.3 Oscilador libre no amortiguado 

La ecuación de movimiento del oscilador simple en vibración libre 
no amortiguada es 
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o (2.54) 

donde o?= k/m; si el desplazamiento u
1 

= u ocurre en t
1 

= t
0 

+ t.t y, 

u
0 

en t
0

, se puede demostrar fácilmente resolviendo la ecuación 

diferencial 2. 54, que el desplazamiento y velocidad en el tiempo t
1 

están relacionadas a las mismas en el tiempo t
0 

por la ecuación 

1 

w 
sen wt.t 

cos wl>l 
... (2.55) 

Si definimos e= wt.t, expresión que sustituimos en 2.55 obtenemos 
el operador lineal exacto de la ecuación 2.53 

[ 

CDS 0 

-w sen e 

w 
sen 

(2.56) 
cos e 

Del polinomio earacteristico de la ecuación 2.56 se demuestra que 

los eigenvalores de [L
0

] son ;>.. = e-!O; de aqui que el radio espectral 

es exactamente J;>..J = 1, Jo que implica que el libre movimiento del 
oscilador es estable, y además que los eigenvalores tienen una parte 
imaginaria, por lo que el movimiento es oscilatorio (ver sección 
11.2.2.4) con frecuencia de oscilación w = 0/t.t. 

11.3.2.4 Método de inercia cúbica 

La suposi~ión básica es que la fuerza de inercia 

R Mil (2.57) 

se considera que varia en función de una expresión cúbica dentro de los 
intervalos de tiempo de integración la cual queda determinada por 
cuatro constantes [Argyris et al, 1973). Se usan valores de R en el 
inicio y en el fin de cada intervalo de integración, como tambien los 
valores de su primera derivada con respecto al tiempo, con lo que 
definimos 
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donde H
00

, H
10

, H
01 

y H
11 

son polinomios hermi tlanos (ver apéndice J) de 

tercer orden 

1 - 3s2 + 2s3 

y = sllt, O :s s :s l. 

Por integraciones sucesivas de 2.57, es posible resolverla para 
incrementos relativos de velocidad y desplazamiento dentro de cada 
intervalo de tiempo. 

Ml>ú 
lit . . ----r;r- (6R

0 
+ lltR

0 
+ 6R

1 
- lltR

1
) (2.58) 

Ml>u 
llt 2 

Mú
0
llt + ~ (21R

0 
+ 3lltR

0 
+ 9R

1 
- 2lltR

1
) ... (2.59) 

Las ecuaciones 2. 58 y 2. 59 definen el método de integración de 
inercia cúbica. 

11.3.2.5 Aplicación del método de inercia cúbica al oscilador libre 
no amortiguado 

Si consideramos a la ecuación 2.54 para expresar a R y R en los 
extremos de un intervalo de tiempo, obtenemos 

R R o 2 1 2 - -M wu --¡;¡- wu 
o 1 

(2.60) 

il il o 2• 1 2· -M wu M w u 
o 1 
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Por sustitución de las ecuaciones 2.60 en 2.58 y 2.59 obtenemos 

donde O = wt.t 

83 

w 

1 - _1_ 82 
12 ][ ~:] [ ~ 

- _1_ 82 
20 

1 
~wo ][ ::] 

(2.61) 

Notese que la ecuación 2.61 es de la forma [AJ{v}
1 

= [Bl{v}
0 

ó 

{vl, = [L){v}
0

, ecuación análoga a la 2.53 para un oscilador :forzado 

amortiguado. Según eslo 

[' -
~ 0 2+ .!.__o' 8 

(1 -
1 82+ 1 ,')] 1 30 80 w 15 720 

[L] 
1+-2 z 1 • 

(1 - -}s 0') Eo2 + .!.__ 0• 
15 8 +240 8 -wo 1 - 30 80 

(2.62) 

Los eigenvalores de [L] son ralees de su ecuación caracteristica 
asociada y de la cual se puede demostrar que 

det[L] (2.63) 

Una condición necesaria y suficiente para que las ralees tomen la 
forma 

(2.64) 

de la ecuación 2.62 se deduce que 

1 2 2 1 4 
(1 - 10 8 )(1 - 15 8 + 720 0 ) > o 

condición que se cumple si 
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0
2 < 10 (2.65) 

inecuación que debe1·á satisfacerse para que el método sea estable, y 
con Ja que además se implica que las ralees >., tienen una parte 
imaginaria y por Jo tanto el movimiento es oscilatorio. Entonces por la 
ecuación 2.63, R = 1 de Ja ecuación 2.64; además se demuestra con esto 
que ningun amortiguamiento artificial es introducido por el método de 
inercia cúbica de Argyris. 

donde 

El periodo de oscilación está dado por 

tg e 

PE en (Y.) 

0 
../c1 - 1/100

2
)(1 - 1/1000

2 + 1/1200
4

) 

1 _ 13 9 2 + 1 o• 
30 80 

El método es estable únicamente para l ntervalos de tiempo los 
cuales satisfacen la inecuación 2. 65, esto es; ya que llt/T = 9/2rr, 
esto implica que 

wl1t < 0.50 
2il ... (2.66) 

condición para que el método sea estable. Por esto, aún para grandes 
valores relativos de lit, si se cumple la condición 2.66, el periodo 
asociado a [L) es conservado a un mínimo con lo que se minlml7R el 
error. 

Para pequeños valores de e, se puede demostrar que el operador 
[L] de:finldo por la ecuación 2.62, se aproxima al operador lineal 
exacto [L]

0 
definido por la ecuación 2.56. Dividiendo la ecuación 2.62 

por el polinomio 

1 + ~1~ 0 2 + 1 e• 
15 240 

se demuestra que 
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[L] "' 
[a 93 

+ 
es 07 

w 6 120 7200 

1 -
02 

+ 
e• eª 

~ 24 - 1440 

Similarmente para pequeños valores de a, el operador lineal 
exacto del oscilador simple no amortiguado puede escribirse como 

[ :.[o 
92 

+ 
a• aª 

[L]o 
~ 24 720 w 

02 
+ 

os 
J 6 120 

El operador error se define como [L]E 

w 

0 -
93 as 07 

6 + 120 5040 

1 -
02 

+ 
o• oª 

~ 24 720 

[L] - [LJ
0

, donde 

17 
50400 

l 

Por lo tanto, al definirse parámetros que mini mi zen 
satisfactoriamente los errores introducidos por el método numérico de 
inercia cúbica, éste ha sido seleccionado para el estudio de la 
respuesta dinámica de sistemas discretos no lineales, que representen 
estratos horizontales de suelo. Cabe hacer notar que, para el método 
de inercia cúbica se considera la no linealidad de los elementos 
discretos del sistema, en tanto que en el método lineal definido por 
la ecuación 2.53, los elementos discretos son precisamente lineales. 

II.3.2.6 Formulación implicita del método de inercia cúbica en el 
método del elemento finito para el problema del oscilador 
amortiguado en vibracion forzada con multiples grados de 
libertad 

La modelación del depósito de suelo con elementos finitos, es con 
una malla unidimensional en donde precisamente se consideran los 
elementos unidimensionales con masa concentrada en los nudos (ver 
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fig 2.20 Radio de la matriz iteración en el método de inercia cúbica 
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figura 2.20). En Ja teorla del elemento finito los elementos son 
Interpolados por los polinomios herm1tlanos ya citados (apendlce I). 
ArgYJ:'.1S ha demostrado [1973) que existe convergencia rápida del 
proceso iterativo, y que se obtiene como función del Intervalo de 
tiempo, del periodo de los elementos y tambien por la viscosidad de 
los materiales del depósito. Para determinar valores de la relación 
l!.t/T óptimos para ser usados en la práctica se llevaron a cabo dos 
estudios de 

A) La matriz Iteración asociada con un oscilador forzado 
amortiguado de múltiples grados de libertad 

B) La proximidad de la respuesta calculada de un depósl to de 
material vlsco-1 lneal con frecuencia natural de 2. 5 cps para 
una exltaclón armónica con frecuencia entre 1 y 10 cp 

A) Para sistemas de multiples grados de libertad la ecuación de 
movimiento (de la ecuación 2.51) es 

HU R - Rs - Cú + P( t) 

donde Rs es Ja fuerza elástica Interna en los nudos 

Segun las ecuaciones 2.58 y 2.59 

ú
0 

+ -
1- l!.tH-1(6R + t.tR + SR 
12 o o 1 

(2.67) 

u
1 

u + t.lú + - 1- l!.t 2 H- 1(21R + 31!.tR + 9R - 2l!.tR
1

) o o 60 o o 1 

y la aceleración está dada por 

ü 
1 

... (2.68) 

... (2.69) 

Diferenciando las expresiones 2.67 y 2.68 se obtienen los 
incrementos de velocidad y desplazamiento respectivamente 

du
1 

(2.70) 

du
1 

!!.tú + - 1- t.t 2
H-

1(21R + 3t.tR
0 

+ 9R - 2l!.tR
1

) 
o 60 o 1 

... (2. 71) 
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expresiones en las cuales desconocemos R
1 

y R
1

• Por otro lado, u
1

, u
1 

y ul deben satisfacer las ecua.clones para la fuerza de lnercla y su 

primera derivada en el fln del intervalo de tiempo 

... (2.72) 

- K u - CU + P(t ) 
o 1 1 1 

... (2. 73) 

Asi, dentro del intervalo de tiempo Al se puede determinar con 
las ecuaciones 2. 70 a 2. 73, un procedimiento iterativo para calcular 

u
1

, u
1

, U
1

, R
1 

y R
1

, cuya estimación lnlcial está dada por 

Cuando Rs es una función lineal de u las ecuaciones 2. 68 f'orman 
un sistema de ecuaciones lineales simultaneas. 

Se procede ahora a linearizar el problema escribiendo 

Rs = Rs + K (u - u ) 
1 o o 1 o 

Rs = K u 
1 o 1 

... (2. 74) 

cada paso puede entonces 
calcularse corno un caso 
lineal, pero reemplazando 
en iteracio~es 

subsecuentes K
0 

por K
0 

= 

112(K
0 

+ K
1
); 

el modulo 

donde K es 
1 

correspondiente 

Ál1 
, 1 ' 

, .11._1. ,.,1 ... 1 =:> 
, •• 11.,1. t<ri-.1. "•11'""') ::::>-

•. 
,•,1r1 
¡.'--¡ 

I ¡ •.~ 

,''tl 
/,~1.·¡ 1 

.:.' '~~ l .. ~: 
~.I 

! 

•.,. "1111º"0"1 

·~·".aº i[•,;- •1)~ 
segunda o 
iteración de u

1 

tangente 
a Ja 
tercera 

obtenida problema matemático problema mecánico 

por 
no 

las ecuaciones 
modif'lcadas. 

2.74 
Las 

relaciones entre las 
variaciones del modulo se 
muestran en las figuras 2.21. 

fig 2.21 
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Para la convergencia del método, se ha lomado el concepto de la 
matriz iteración el cual indica la condición necesaria y suficiente 
para que el radio espectral de ésta matriz sea menor que la unidad. 
Sustituyendo las ecuaciones 2.67, 2.68 y 2.69 en las 2.72 y 2.73 
obtenemos 

- K u - CU + P(t ) 
o 1 1 1 

donde 

- K ( ~ + ~ M-
1
(6R + .t.tR

0
)] + P(t

1
J o o 12 o 

similarmente para la fuerza de inercia 

- Rs o 

... (2. 75) 

... (2. 76) 

- e( ~o + --h- .ótM-
1

(6R
0 

+ .t.tR
0 

+ 6R
1 

- .ótR
1
)] + P(t

1 
J 

R F + [ 2.tl.t3 K M-1 + ~zCM-']R - ( 9.ót z K M-1 + 6bl CM-')R 
1 o 60 o 12 1 60 o 12 1 

... (2.77) 

donde 

2 

F
0 

= - Rs
0 

- K0 (r.t~0 + ~~ M-
1

(21R
0 

+ 3.tl.tR
0
)) 

- e( ~o + ~~ M-
1

(6Ro + .ót~o>] + P(t,) ... (2. 78) 
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Expresando las ecuac1ones 2. 75, 2. 76, 2. 77 y 2. 78 en forma 
inatr!cle.l 

[ ::] [ l [ At2 K M-1 
12 o 

2At 
3 

K K-1 + At 
2 

CM-1 
--so- o 12 

-[6At K K-1 + 
12 o 

(2.78') 

El proced1mlento Iterativo es entonces definido como 

donde A es la matr1z 1 teracl6n la cual la podemos expresar en forma 
partlclonada como 

[ ~ ... -"' .. -· l [ [A] 
12 o 12 o 

+ 

2At 
3 

K K-1 9t.t 2 K H-1 
60 o -~ o 

v1 brac1on l l bre 

Los efectos del amortiguamiento 
primero serán ignorados para determinar 
el. máximo elgenvalor en vibración libre )1 

posteriormente la convergencia es 
considerada en presencia del 
amortiguamiento. 

La longitud del intervalo de 
integración depende del máximo eigenvalor 
del la matriz K-1 K

0 
y no debe ser mayor 

de la mitad del periodo más bajo (Tmtn) 
del sistema (ver figura 2. 22); 
generalmente tal valor se suele 
considerar más pequeño. De las relaciones 
usuales que se han manejado 
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o - CM- 1 

llt 2 CH-1 
12 

_611t CM-1 
12 

v 1 brac ion eirnort.19uada 

... (2. 79) 

.rr: .. ,, 

fig 2.22 



2 w mox 

2rr 
w 

max 

... (2. 80) 

la longitud del 
expresado como 

intervalo de integración es convenientemente 

donde N es el número de divisiones (N 
periodo minimo. 

TI 

... (2. 81) 

llt/Tmln) de un cuarto del 

Si ahora expresamos la matriz iteración de la ecuación 2.79 sin 
el amortiguamiento 

[A] 
[ 

llt 2 

12 In 

2llt 
3 

~In .: .. ] 
donde In representa la matriz identidad de orden n; ésta ecuación la 
podemos expresar también como 

[AJ 

o bien 

[ 

lit 
2 

12 

2t.t 3 

60 

[TJ[B] 
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[A] 

[ 

T B 
11 

T B 
12 

T B 
12 

El máximo eigenvalor de la matriz [A] se puede calcular de la 
siguiente expresión 

donde v
1 

es el eigenvalor de [T] y µ
1 

es el de [B] o bien 

?.""'x[A] 

El máximo eigenvalor de [T] puede obtenerse de su polinomio 
caracteristlco como 

donde 

"'= 

;>.
2 + (ó - a);>. + f3r - aó o 

f3 
6l!.t 
12 ó 

de donde se obtiene finalmente 

0.6455 l!.t
2 

de aqui que 

Amax[A] 

Sustituyendo la ecuación 2.81 en la 2.83 se obtiene 

2 

?.max[A] O. 6455 --,
2
--n ___ -

1
-- ?.max(K

0
M-1

) 

4N ?.max(M K
0

) 
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(2.82) 

... (2.83) 

... (2.84) 



Amox[A] 0.159 

Asi por ejemplo para llt/Tmln = N i?: 1/2, Ja solución iterativa de 
la ecuación 2.78"con e= O converge. Resolviendo la ecuación 2.84 para 
llt, para estimar Ja longitud del intervalo de integración en términos 
de Amax[A], obtenemos 

lll 
___ A_m_a_x_[_A_J ____ ] l/

2 

0.6455 ;\max[M- 1 K
0

] 

Se considera ahora el efecto del amort\euamienlo sobre Ja 
convergencia. Según la ecuación 2.79 

[AJ 

donde 

[S][G] 

donde G CM-1, y 

[T)[B] + [S] [G] 

[ ~ 

- 61\t 
12 

... (2.85) 

... (2.86) 

Debido a que no es posible derivar directamente lo eigenvalores 
de la-ecuación 2.85, estos pueden obtenerse aproximadamente según la 
siguiente ecuación 

íl[A]JI "' Jl[T][BJJI + Jl[S][GJJI 
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o bien 

(2.87) 

Según el algebra de matrices, si L, G, H y D son matrices 
cuadradas 

(G H][L D] [G L][H D] 

con lo que la ecuación 2.87 se expresa como 

(2.88) 

Las matrices 2x2 son expresadas como 

[ 

cx.2 + 13
2 

a.{3 + -,¿¡ 

donde a, /3, '1 y¿¡ se han dado en la ecuaciones 2.82, y 

[ :: l)f} ] 

1 + '(}2 

donde f} y 1J se han dado en las ecuaciones 2.86. Con la ecuación 2.88 
puede estimarse el e!ecto del amortiguamiento sobre la 
convergencia. 

La convergencia del proceso iterativo se observó (sección IV.1) 
para el caso en que K

0 
permanece constante. En el caso no lineal K

0 
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es reemplazada por Ja matriz de rigideces modificada K:, y es obvio 

que el máximo eigenvalor de la matriz M- 1K: variará durante la 

integración. Sin embargo, ésto no será generalizado necesariamente 
para recalcular el eigenvalor desde el intervalo de tiempo 
originalmente seleclonado y dejará un amplio margen para un Incremento 
en sus valores sin pérdida de Ja convergencia. 

Por otro lado, según la figura 2.20, se muestra que la 
introducción de la viscosidad en el oscilador incrementa el radio 
espectral de la matriz iteración. Según experiencias se ha ! legado a 
establecer que para la relación l>t/T = O. 2, el algar! tmo que se 
impl lea de las ecuaciones 2. 58 y 2. 59 converge únicamente si la 
viscosidad satisface la relación ~/GT < 0.4. 

Se han aplicado satisfactoriamente as! curvas de Ja figura 2.20 
[Martín, 1975) a sistemas de varios grados de llbertad, en donde el 
periodo T es reemplazado por el periodo mlnimo natural para sistemas 
discretos cuya expresión es 

T 
mln 

(2.89) 

donde Vs es la velocidad de Ja onda cortante dentro de cada elemento y 
h la altura del mismo. 

Si Mes el número de elementos en el perfil que se muestra en la 
figura 2.19 y (3 la fracción de amortiguamiento crítico (ver sección 
I I. 2. 2. 4) en el mismo perfi 1, el criterio de convergencia está dado 
por 

lit 0.2 
-T-- < 7fM 

mln 

(2.90) 

para sistemas amortiguados 

Se ha determinado un criterio para delimitar el número de 
iteraciones, junto con lo errores correspondientes a la aceleración, 
velocidad y desplazamiento. Asi entonces, despues de v iteraciones se 
puede expresar la solución exacta de la ecuación 2.78 en ausencia del 
amortiguamiento como 

en donde ,,v es el vector error defrinido por 
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Considerando C 
se obtlene 

O en la ecuación 2.78 y además el vector errror, 

[ ::] [ J [ .lit 2 K M-1 
12 o 

2t.t 3 K M-1 
~o 

o bien 

Rl íf. + 
l o 

~2K M-1Rv 
12 o 

- 6t.t K M-1Rv) 
12 o ' 

+ ( llt 
2 

K M-l~V - 6t.t K M-lcV) 
12 o 1 12 o 1 

[Fo + 
2t.t 3 

K M- 1R" 
2 

R - ~ K M- 1Rv) 
1 ~ o 1 60 o 1 

+ [~t3 K M-l~V - 9t.t 2 

K M- 1cv] 
60 o 1 ~ o 1 

Igualando los errores de R
1 

y R
1 

o blen 

66t V 

12 '°1 
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despreslando términos de orden superior obtenemos aproximadamente 

o bien 

... (2.91) 

Asi entonces el vector error entre sucesiones sucesl vas puede 
expresarse como 

Se puede ahora estimar la exactitud del vector U
1 

con respecto a 

R con la relación 
1 

el error en el vector aceleración satisface las condiciones 

ü u" + il H-1R" -1 V 
+ H e 

1 1 e 1 1 

donde 

il 
-1 V 

e 
H c

1 

o bien, con la ecuación 2.91 

llüell :s llM- 1 11 11<11 
t.t fiM- 1 JI 11<11 -6-

Para la velocidad, con la ecuación 2.70 se obtiene 
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du 

en la cual el vector error está dado por 

.0.t 
2 

-1 V •te. V) due :s l2 M (6c 1 - u 1 

sustituyendo la ecuación 2.91 en la 2.93 

o bien 

llduell 

... (2.93) 

Finalmente, de la ecuación 2.71 el error para los desplazamientos 

du illu 
o 

en la cual el vector error está dado por 

due 

o bien 

Para delimitar el proceso iterativo, de la ecuación 2.92 se 
obtiene 
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n n [ · v+i Rv)t(j¡v•1 · v ] '-'
2 

uRe n (R, - ' ' - R,) "' e, 

En la figura 2.23 se muestra el diagrama de flujo para analisar 
sistemas no lineales con la matriz de rigideces modificada 

B) La d!scret!zaclón espacial de un depósito de suelo en una serle de 
elementos afecta la trasmlslbi l !dad de propiedades del sistema. El 
factor que controla este fenomeno experimentalmente se ha encontrado 
que es la relación de la longitud de onda A, a Ja altura del elemento 
h. Re·sultados de un estudio hecho por Martln [1975] de la 
trasmisibilidad de un depósito de cuatro elementos con 2.5 cps de 
frecuencia natural y 7.8% de amortiguamiento se muestran en las tablas 
2. 1 y 2.2. Según la tabla 2. 1, la respuesta calculada fué muy 
aproximada a la exacta. con errores menores del 3% para valores de la 
relación A/h mayores que ocho. La respuesta tambien fué obtenida para 
una exitación armónica de 20 cps para depósitos de 8 y 20 elementos. 
Según Ja tabla 2.2 unicamentc para grandes valores de la relación A/h 
(A/h = 20) pudo reducirse el error de la arnpl if'icación calculada a 
menos del 4'X. De la misma tabla 2. 2 se observa que el efecto de la 
viscosidad sobre la convergencia de la matriz iteración (ver figura 
2. 20) fué confirmada por este anál lsis. El periodo Tmln de los 

elementos se calculó con la ecuación 2.89, y la convergencia del 
método se logró únicamente para Intervalos de tiempo t.t, los cuales 
satisfacen los requerimientos de la figura 2.20, y la ecuación 2.90. 

t.t EXITAClON AMPLIFICACIOH INTERVALO AHPLirICACION ERROR 
(segs) A/h FRECUENCIA EXACTA FRECUENCIA CALCULADA (%) 

(cps) Ccps) 

.0156 40 1 1.235 . 250 1. 234 o. 1 

.0156 20 2 3.072 .250 3.048 0.8 

.0125 8 5 .80S .3125 .874 3.4 

.0125 4 10 .401 .3125 .229 43 

Tabla 2. 1 
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t.t HUMERO DE t.l 'IJ ERROR 

(segs) ;\/h (segs) Trr1l n GTmln 
CONVERCEHC 1 A 

(r.) ELEMENTOS 

.015625 4 4 . 08 .20 .13 si 42 

.015625 4 4 -- -- -- si 42 

. 015625 8 8 .04 .40 .25 no 

.007812 8 8 .04 .20 .25 s1 12 

.007812 8 8 .04 .20 .25 s1 10 

.003906 20 20 .02 .25 .64 no 

.001953 20 20 .02 .12 .64 variable 9 

.000976 20 20 .02 .06 .64 si 3.5 

Tabla 2.2 
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II.4 MODELOS DEL COMPORTAMIENTO DINAHICO DE LOS SUELOS 

Para la apllcaclón de los procedimientos hasta aqul citados, es 
necesaria la lnccrporaclón representlva de la!! propie.dades dinámicas 
de los suelos en los análisis. Para esto, se han propuesto varios 
modelos no lineales para simular el comportamiento del suelo ante 
cargas dinámicas. Entre los más emplados estan la correlación empírica 
de Seed e Idriss [ 1970]. el modelo hiperbólico de Hardin y Drnevich 
[ 1972b], el de Ramberg-Osgood [ 1943, el lado por Pyke, 1979] y el de 
Davidenkov [Martín, 1975]. 

II.4.1 Criterio de Masing 

Los modelos citados en la sección anterior estan gobernados por 
las siguientes condiciones conocidas como criterios de Masing 

a) El amortiguamiento del material es independiente 
deformación, y por lo tanto es de naturaleza histérica. 

de la 

b) El comportamiento no 1 ineal de los materiales es de naturaleza 
plástica. La rigideces máxima y mínima alcanzadas en cada ciclo de 
carga son las mismas. 

el Bajo cargas armónicas de ampl 1 tud constante, la respuesta en los 
materiales se estabiliza, con lo que las curvas esfuerzo-deformación 
resultan cerradas. 

Puede establecerse etí'tonces de los anteriores principios que la 
curva esfuerzo-deformación inicial (o virgen) del suelo se puede 
expresar como 

f(;r) ... (2.94) 

donde ' es el esfuerzo cortante, ;r es la deformación angular. 

La ramas de carga y descarga estan dadas por 

' + ' e 
--2-- ... (2.SS) 

donde <
0 

es el esfuerzo cortante de los puntos extremos de la curva de 

histeresls (fig 2.24) y ;r
0 

es la deformación angular correspondiente. 

Las curvas definidas por la ecuación 2.95 tienen la misma forma 
de la curva de la ecuación 2.94 pero estan afectadas por un factor de 
2; sus puntos iniciales son en los que ocurre la inversión en el 
sentido.de aplicación del esfuerzo (puntos A y B, fig 2.24). La rama 
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de deacarsa ae lnlcla en el punto A y encuentra en la r-..a vlraen en 
el B. El encueintro entre lu curvu •• auave con una pendiente en el 
punto A lgun.l en ambas. En el caso en que la carga contlnue '"'8 all~ 
del B, la raaa de descaraa •laue a la rama virgen. A au vez, la r11.111a 
de recaraa se lnlcla en B y teralna en A. 

'[ 

'r • 6 (y} 

y 

B 2 
~ 61 (y:¡: 'Ycl/2] 

fig 2.24 

Por otra parte, si se considera que las propiedades del suelo no 
se modi:fican en :función del númerode ciclos de carga y descarga (de 
amplitud constante), entonces el modulo de cortante del suelo se 
acepta que sea el módulo secante de:finldo por 

. T :f(7 ) 
G 

e e 

7 e 
7 e 

y en general 

. T :f ( 7 ) 
G ... (2.96) 

'l 7 

Las caracteristicas de amortiguamiento del suelo se representan 
por medio de la relación 
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o bien según la figura 2.25 

ACDEA 
4ir "'AB5A ... (2.97) 

Es decir, 4W es el área del ciclo histérico (energia de 
amortiguamiento) y W es la energla de deformación equivalente. 

Las ecuaciones 2.96 y 2.97 quedan determinadas una vez que f(7) 
de la ecuación 2.94 se especifica y se aplica el criterio de Masing 

y 

fig 2.25 

11.4.2 Modelo empirico de Seed e Idriss 

Seed e ldriss [1970], con base en resultados de laboratorio 
obtenidos por ellos y otros publicados en la literatura, proponen la 
correlación empirica de la figura 2.26 par determinar la variación de 
G/Gmox y de la relación de amortiguamiento va la deformación angular 
7, figura 2.27. 
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Estos autores indican que la relación de la f"igura 2.26 es 
aproximada y que los resultados anal Izados presentan dispersión. La 
relación de Ja figura 2.27 también es aproximada y los datos revisados 
exhiben mayor dispersión que para el caso anterior. 

Para emplear Ja relación G/Gmax ..,. 7, basta determinar Gmax con 
alguna técnica de laboratorio o de campo. El valor de G a una 
def"ormación cualquiera se puede entonces estimar usando directamente 
la curva de la figura 2.26. 

La relación de amortiguamiento para un valor de 7, se obtiene 
directamente de la figura 2.27. Para usarla no se requiere nlngun dato 
experimental, lo cual es un gran defecto. 

Las relaciones empirlcas de Seed e Idriss aceptan de manera 
impliclta, que el comportamiento din~mlco del suelo es el Idealizado 
de la f"igura 2.24. 

II.4.3 Modelo hiperbo!lco de Hardin-Drnevich 

Hardln y Drnevlch [1972b] proponen que la rama virgen de Ja curva 
esfuerzo-deformación del suelo (ec 2.94) sea representada por una 
ecuación hiperbólica (flg 2.28) Ja cual la han definido como 

T 
G111ax )' 

l + Gma>c d 
T 

mox 

... (2.98) 

en la que 

Gmax es el modulo tangente 
inicial 

Tmax es la resistencia del 
suelo al corte 

T= --'-+-"le;,.....,. Tw.x 

T 

fig 2.28 

Def"iniendo también una def"ormación angular de referencia (fig 
2.28) como 

"t'max 

Gmax 
... (2.99) 

Sustituyendo ésta ecuación en la 2.98 y ésta a su vez en Ja 2.96, se 
obtiene la expresión del modulo de cortante secante para cualquier 
deformación angular 
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G 
Grnax 

... (2. 100) 

Definida la ecuación 2.98 se supone obtener la expresión de la 
relación de amortiguamiento 

rr [ 1 + 
4 

o en térml nos de G/Gmax 

[ 1 -

G 

(3 
Grnax 

rr G G 
1 -

Gmax 
1 -

Gmax 

ln [ 1 + + )] -
y 

J] ln [ G 
Gmax 

-

2 
rr 

... 

2 
n 

(2. 101) 

En la practica se ha observado que la ecuación 2.101 no se ajusta 
adecuadamente a los valores obtenidos en laboratorio, razon por 
la cual los autores proponen usar en lugar de ésta ecuación, la 
relación empírica siguiente 

... (2.102) 

en la que {3max es la relación de amortiguamiento obtenida a gran 
de1ormación angular (cuando G/Gmax tiende a cero). La expresión 2. 102 
no es cornp::itiblc con el criterio de Maslng, no otslanLt!", in.Lroduce un 
nuevo parámetro ({3max) que permite lograr un mejor ajuste con los 
datos experlentales [Hardin y Drnevich, 1972a]. 

Para emplear el modelo de Hardin y Drnevich basta conocer Gmax y 
T""'x y sustituir estos valores en las ecuaciones 2.99 y 2. 100. 
Adicionalmente, para emplear la relación 2.102 se debe determinar {3max 

II.4.4 Modelo de Ramgerg-Osgood 

En este modelo la rama virgen de la curva esfuerzo-de1ormación 
del suelo (ec 2.94, fig 2.2~) está representada por 
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T (2. 103) 

en la cual 

Siendo T y 0 el esfuerzo cortante y deformación angular 
y y 

respectivamente, de un punto caracterlstico de la curva virgen. a y r 
son constantes que permiten ajustar la forma y la posición de Ja 
curva. Si consideramos por ejemplo T ;:;: Trnax y ) = Qmax, los que 

y y 

sustituimos en la ecuación 2. 103, la expresión que se obtiene para la 
relación G/GID<~x es 

(2. 104) 

Una vez definida Ja ecuacion 2.103 y aplicando el criterio de 
Maslng se obtiene que la relación de amortiguamiento es 

G ' r-1 
2 1 

Gmax amax 
r -

/3 r+1 c.: (2. 105) 
1t 

[ G e r-1 1 + a. Gmax rmax 

Combinando las ecuaciones 2. 104 y 2. 105 se obtiene la expresión 

/3 
2 
1t 

r - 1 
r+1 

En resumen, en el modelo de Ramberg-Osgood se emplean cuatro 
parámetros para representar las propiedades dinámicas del suelo. Estos 
son -rmax, Grnax, ex. y r. 
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II.4.5 Modelo de Davidenkov 

En este modelo, bé.slcamente los esfuerzos son expresados en 
función de las deformaciones. Hay dos ecuaciones bé.slcas, una para 
carga y otra para descarga 

d't 
-- = G [l - F(7 - 7 l] 

d'1 mln 

... (2.106) 

G [l - F('1 - '1l] 
max 

donde F esté. definirla en el Intervalo positivo incluyendo el cero; G 
es el módulo al esfuerzo cortan~e bajo deformación para carga y 
descarga. El módulo secante G definido en la .figura 2.29 
correspondiente a la amplitud de deformación .,ª, se expresa como 

con 

E 

G [l - H('1 )] 
e 

J FC211ld11 
o 

fig 2.29 
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El módulo secante puede determinarse por pruebas de laboratorio, 
de donde se puede derivar por la ecuación 2.107 la !unción H('(); una 
vez conocida esta función, la función F es obtenida por diferenciación 
de la ecuación 2. 108, esto es 

FC2ol H(ol + '1 
d H(;rl 

d'( 
(2. 109) 

Por integración de las ecuaciones 2.106, las relaciones 
esfuerzo-deformación para carga y descarga son obtenidas como 

[1 - [ 
o - 0 

mi n ) CONJª T - T G [r - ;r ] 
mln mln 2 

(2. 110) 

de-0cari9a T - T G [r mdX - ¡] [1 - [ ºm;x ~--) J 

La pérdida de amortiguamiento se expresa como 

1 A\./ 
4ñw 

donde A\./ es la energia de amortiguamiento representada por el área 
encerrada por la curva de histeresis de la figura 2.29, y \./ es la 
energia de def'ormación equivalente definida como 

\./ 

La energía de amortiguamiento en la amplitud de deformación 'Te' 

se calcula con las ecuaciones 2.110 como 

'Ta 

8 I [G°c11J 

o 
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y la pérdida de amortiguamiento con la amplitud de deformaciones se 
puede expresar corno 

2 
TI 

{; 
o 

... (2. 111) 

Seed e Idriss [1970] proponen la siguiente relación para evaluar 
el módulo tangente de rigidez (G) en arenas 

G (K)max~ 

en donde G está en kips/ft
2

, ~ es el esfuerzo efectivo en lb/ft 2 y 

(k)max es un coeficiente expresado en función de la densidad relativa 
Dr 

(K)max 61 [ 1 + 
Dr - 75 

100 

Para suelos cohesivos, los mismos autores proponen la siguiente 
relación empíríca 

G/Su; 2500 

en donde Su es la resistencia al es:fuerzo cortante no drenado. Para 
los análisis presentados en ésta tesis ésta relacion fue de 97.852. 
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CAPITULO 111 

EFECTO DEL COMPORTAMIENTO NO LINEAL DEL SUELO EN LA RESPUESTA 

DE DEPOSITOS 

III. 1 CONCEPTO FISICO DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 

La intensidad de un temblor y los daños causados durante éste, 
están relacionados generalmente con las condiciones locales del suelo. 
A partir de datos registrados y de estudios analíticos, se han sentado 
las bases para el entendimiento de este renómeno considerando 
principalmente al comportamiento no lineal que tiene el suelo ante 
cargas dinámicas. Es importante puntualizar sin cmba.rgo, que la máxima 
aceleración registrada en un evento sism!co no solamente determina la 
intensidad de los efectos del temblor; si no que éstos dependen 
también de las caracterl sticas rrecuenciales del movimiento y de su 
duración. Así por ejemplo. una aceleración muy grande desarrollada 
durante un corto intervalo de tiempo, causará poco daño para ·muchos 
tipos de estructuras. Por otro lado, un movimiento con pequeñas 
amplificaciones pero con una frecuencia más o menos uniJorme y con una 
duración relativamente grande [Ohsakl, 1969], puede causar grandes 
aceleraciones acompañadas de daños muy marcados en cierto tipo de 
estructuras. 

La ln1luencia combinada de la amplitud de las acelcraclones 
registradas en un sismo, su contenido de frecuencias, así como su 
duración sobre direrentes estructuras, es convenientemente 
representado por medio del espectro de respuesta (cuyo concepto 
matemático se expuso en la sección II.2.2.6) cuya representación 
grálica muestra la máxima respuesta inducida por el sismo en un 
oscilador con un grado de libertad para un rango de dixerentes 
periodos rundamentales pero con un mismo amortiguamiento. De aquí que 
se pueden hacer cálculos si mi lares pr:1.ra estr-uctUT'as con un mismo rango 
de periodos rundamentales, pero para di1erentes grados de 
amortiguamiento. Asimismo, se pueden hacer cálculos similares para 
determinar la máxima velocidad espectral inducida o el máximo 
desplazamiento espectral inducido. 

Para cualquier movimiento dado, los valores de la velocidad 
espectral, Sv, y la aceleración espectral, s,., par-a una estructlll'a de 
un grado de libertad con un periodo fundamental T, están relacionadas 
aproximadamente por la ecuación 

Sv T 2rr Sa 
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de donde se puede convertir un espectro de velocidad a un espectro de 
aceleración o vice-versa. 

De la discusión anterior, se desprende que la historia de 
aceleración de un movimiento dado está caracterizado por su 
correspondiente espectro de respuesta. Asi, para diferentes historias 
de aceleración pueden ser conveni entemenle evaluadas por compRrnc i. ón 
de sus espectros de respueslo.. Es de particular importancia en 
Ingenierla Civi 1 la máxima ordenada del espectro de respuesta de 
aceleración y el periodo fundamental en el cual ocurre, pues 
constituye un medio para evaluar- las máximas fuerzas laterales 
desarrolladas en estructuras sujetas a movimientos sismicos. 

III.2 COMPORTAMIENTO NO LINEAL DEL SUELO 

La relación esfuerzo-deformación en suelos, en general es muy 
compleja, debido a que un gran número de parámetros alectan su 
comportamiento. Más aún, anle cargas cilicas el suelo exhibe un 
comportamiento altamente no lineal e histérico. 

Este comportamiento queda caracterizado en dinámica de suelos 
-como ya se mencionó- principalmente por dos propiedades: el módulo de 
rigidez al cortante (C), y el coeficiente de amortiguamiento ((3). En 
la tabla 3. 1 se l islan los parámetros [ Hardin y Drenevich, 1972al que 
a.rectan al módulo y amortiguamiento en suelos de acuerdo a su grado de 
importancia. En ésta tabla se observa que los parámetros que tienen 
gran influencia en todos los suelos son 

-Amplitud de deformación 
-Esfuerzo principal medio efectivo 
-Número de ciclos de carga 
-Relación de vacíos 
-Grado de saturación para suelos cohesivos 

Sin embargo, para muchos problemas en la dinámica de suelos la 
relación esfuerzo cortante-amplitud de la deformación angular es más 
importante (la vibración de depósitos de suelo estratificados 
horizontalmente al ser excitados por un movimiento horizontal durante 
un sismo es un buen ejemplo de campo en donde es válida la suposición 
de esfuerzos cortantes puros). 

En general, el ciclo de esfuerzo cortante contra deformación 
queda caracteri.zadu por la c.mpli tud y f"recuencla de la deformación. En 
la figura 2.29 se muestra una curva tiplca esfuerzo-deformación 
obtenida para un espécimen sujeto a carga cíclica simétrica a lo largo 
de un plano inicialmente libre de esfuerzos cortantes; de esta figura, 
la curva ABCDA es asociada con un máximo valor de deformación aungular 
cíclica ~e, y un máximo esfuerzo cortante cíclico ce. Los puntos A y C 
definen los estremos de la curva. El trazo de los puntos EAOCF, de 
toda la curva de hisléresis, asociada con diferentes valores de ~e, es 
definida como la curva de respaldo. Esta curva constituye la base para 
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Importancia . 
Parámetro Modulo Amortiguamiento 

arena suelo arena suelo 
limpia cohesivo limpia cohesl vo 

Amplitud de deformación M M M M 
Esfuerzo principal medio efectivo M M M M 
Relación de vacios M M M M 
Número de ciclos de carga pb p M M 
Grado de saturación p M I R 
Relaclón de sobreconsolidación p I p I 
Esfuerzo cortante octaédrico I 1 1 1 
Frecuenc 1 a de carga p p p l 
Efectos del tiempo ( lixotropla) p I p I 
Características granulares. tamaño, 
forma, gradación, mineralogía p p p p 
Estructura del suelo p p p p 

Cambios de volumen debido a 
deformación angular (menor de 5%) R p R p 

0 M muy Importante; I 1 mportante; p poco importante; R re 1 at i vamen-
te Importante pues a la fecha no es claramente conocido su efecto 

bExcepto para arenas limpias saturadas donde el número de ciclos 
de carga es un parámetro sin Importancia 

Tabla 3.1 

caracterizar el comportamiento esfuerzo-deformación de suelos para 
análisis no lineales. La curva de respaldo tiene su máxima pendiente 
en el origen (punto O) con la que se define el máximo módulo de 
rigidez al cortante Gmax. El módulo cortante secante e' en la 
deformación 0 c, es Ja pendiente de la linea que va del origen al punto 
del extremo de la curva asociada con la def'ormación oc { 1 inca OC). Así 
pues 

Esta definición de G
0 

es consistente con la forma usual para el 
cálculo del módulo lineal equivalente de resultados de pruebas 
cíclicas (Idriss y Seed, 1968]. La figura 3.la muestra la variación de 
G con. la deformación, de donde para muy pequeños valores de "Oc 
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(O. 2Sx10- 4
"), el módulo secante viene s1endo igual al módulo mé.xlmo 

Ctr.ax. J-a curva de la f"lgura 3. lb (6 su curva normallze.da equivalente 
de G ,IG,..,. trazada en f'unclón de la def"ormaclón angular re) es 
comúnmente llamada curva reducción del módulo. La curve. de respaldo y 
la curva reducc!6n del lllÓdulo nos dan la misma 1nf"orinaci6n, y una vez 
que una de ellas se especlf"lca, la otra se deriva a partir de la 
anterior. 

.p .... 
¡, f • r •G 1 ion º'"~" 1.i r '( 

Cur-vo r"fd•.Ht io,., 
Ó 11 1 '"'º du f ~ 

G* 

o) b ) 

fig 3.1 Relaci6n entre la curva de respaldo y el 
m6dulo secante 

La misma curva de respaldo es trazada en la figura 3.2a junto con 
la correspondiente curva de histéresis para el ciclo de deformación 
re. Una relación de amortiguamiento equl va lente puede estar 

<u~ v11 '41 t r t J.p o J ¡j :o 

' 

l----~ ·• 
.! 

~ ~-----'----

a) b) 

fig 3.2 Cálculo de la rela~i6n de amortiguami~n
to a partir de la curva de hist~resis 

relacionada al área encerrada por el bucle. y usando el procedimiento 
originalmente sujerldo por Jacobsen: 
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b.\.I 

2n 
Ca d"c

2 

en la cual b.W es el área encerrada por el bucle la cual representa la 
pérdida de energía durante el ciclo. El valor de ~ as\ calculado es 
trazado en la figura 3.2b, en la que se muestra la variación de~ con 
la deformación angular. La curva de amortiguamiento no puede ser 
determinada únicamente de la curva de respaldo porque es necesario el 
bucle de histéresis. Las hipótesis aceptadas para generar el bucle de 
histéresis a partir de la curva de respaldo es suponer que el 
comportamiento del suelo satisface el criterio de Masing, ya enunciado 
en la sección II.4. l. 

III.3 DISCUCION DEL MODELO DE LOS MATERIALES USADO EN LOS ANALISIS 

Para observar el efecto del comportamiento no lineal del suelo en 
la respuesta de depósitos, es conveniente someter el s\stema a un 
proceso en el cual por alguna técnica (nurn6rlca) sea posible simular 
el comportamiento no lineal del suelo. Para esto, es necesario un 
modelo simplificado del suelo. En el capitulo II se expuso el concepto 
de algunos de estos modelos, sin embargo, haremos énfasis en el modelo 
que se utlilizó para los análisis presentados en ésta tésis. Tal 
modelo es el de Davidenkov, el cual describe satisfactoriamente las 
características no lineales del suelo. 

La curva respaldo de este modelo está definida por la siguiente 
ecuación 

T 3. 1 

donde 

~ es el esfuerzo cortante 

G
0 

es el módulo secante de rigidez al esfuerzo cortante 
'1 es la deformación angular 

Con la ecuación 3. 1 y los movimientos laterales del suelo 
obtenidos por algun procedimiento, las deformaciones son obtenidas 
por el algoritmo de inercia cúbica (seccion II.3.2.4). Con ésta 
deformación y el modelo de Davídenkov se obtiene el esfuerzo 
correspondiente. La expresión general del módulo cortante secante G

0 

es 

Gmax [1 - H('¡")] 3.2 
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Un ejemplo clásico del modelo hiperbólico, para la función H(r) 
es 

H(7J 3.3 

1 + 

sin embargo, para tener más flexibilidad al tratar de reproducir las 
curvas del módulo y de amortiguamiento para varios suelos, la función 
H(7) fUé definida como 

H(r) 3.4 

[ 
lrl ]

2
ª 

1 + ---
ªy 

en la cual T , A y 8 son parámetros a determinar experimentalmente. El 
y 

modelo definido 
ut 11 izadas por 
anál !sis. 

por las ecuaciones 
el programa MASI! con 

3.1, 
el 

3.2, 
cual 

3.4 y 2. 111 
se realizaron 

sen 
Jos 

El parámetro TY es llamado deformación de referencia. Los 
parámetros para definir la relación hiperbólica esfuerzo-deformación 
son mostrados en la figura 2. 28; de donde se observa que la curva 
hiperbólica es asintótica a la linea horizontal def'inida por T•T , 

max 

en la cual T es el esfuerzo cortante y T es el esruerzo cortante de 
max 

ralla. La pendiente inicial de la curva hiperbólica (en el origen) es 
G y es igual al máximo valor J., G. Si la línea a través del origen 

max 
con pendiente G es 

max 
extendida para intersectarse 

T=T , la intersección def'ine una deformación como 
mox 

T 
max 

con la linea 

la cual es usada como la deformación de referencia, que también puede 
evaluarse [Seed e Idriss, 1970] por la siguiente ecuación 
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donde 

c'' 

k 
o 

T' 
V 

V>' 

, seni?' + c' cosrt>' -
2 

"o {(. -
1 

2
+ k0 ~V' )2 ( J - k 

es el coeficiente de presión lateral en reposo 

es el esfuerzo vertical efectivo, y 

}

l/2 

)

2 ,. 
V 

son los parámetros de la ley de resistencia (Hohr-CouJombl 
estática del suelo 

Los parámetros A y B de la ecuación 3. 4 son de ajuste. En la 
figura 3. 3 se han trazado curvas G/G vs ~ con el modelo de 

""'" Davidenkov dado por las ecuaciones 3.2 y 3.4 para diferentes valores 
de los parámetros A y B; el valor del parámetro ~ se consideró igual 

y 

a 0.30%, el cual de obtuvo de los ajustes del modelo hiperbólico 
general a Jos resultados de laboratorio obtenidos por Jaime [ 1987] 
para la zona del Jago de Texcoco preconsolidado, Jos cuales se 
muestran en Ja gráfica de la figura 3.4. Con las tres curvas trazadas 
en Ja figura 3.3, se trata de cubrir Ja faja de los resultados de los 
ensayes. Como puéde notarse, en la figura 3.3, el parámetro A desplaza 
la curva (G/G , ~) hacia Ja derecha a medida que crece, (de O. 4 a 

max 

1.6) por Jo que éste parámetro describe la rigidez del materia]; por 
su parte, el parámP.tro B aumenta la pendiente de Ja curva a medida que 
su valor aumenta (fig 3.5), por Jo que este parámetro define las 
caracteristicas de ductilidad o fragilidad del material. Las curvas de 
la ~!gura 3.3 se consideraron como dato de los materiales utilizados 
en los análisis no lineales, cuyos parámetros del modelo ajustado a 
los resultados esperimcntales resultaron ser 

A B ~ (X) 
y 

curva inferior (LINE) 0.4 0.45 0.3 
curva media (LHNE) 1. o 0.46 0.3 
curva superior (LSNE) 1. 6 0.40 0.3 

El amortiguamiento utilizado fué el definido por la curva de la 
figura 3. 6. 

III.4 ESTRATIGRAFIA DEL DEPOSITO ANALIZADO 

Para observar el efecto de la no J ineal !dad del suelo en la 
respuesta de depósitos se anal izó el del sitio de la Secretaria de 
Comunicaciones y Transportes (SCT) el cual se localiza en la zona del 
lago (fig 1.2) . Para Ja exitación del sistema se consideró el sismo 
registrado en el sitio de Tacubaya el cual se localiza en estratos 
duros (zona de lomas). 
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Ya que el propósito de esta tésls es observar el erecto de la no 
l lneal !dad del suelo en la respuesta se han considerado d"-tos promedio 
de la eslratigra1ia real del sltlo, sin embargo, describiremos 
brevemente las condiciones geológicas reales del sitio de las cuales 
se partió: 

Las condiciones del subsuelo en el silla de SCT consisten de un 
estrato de 4 metros de espesor compuesto de arenas y arcillas 
compactas, seguido de un estrato de arel l la de 27 metros de espesor 
con algunos Intermedios de arena, vidrios y cenizas volcánicas, con 
contenidos de agua en los materiales arcillosos con rangos de 100 a 
450Y., y la res1slencla al esfuerzo cortante no drenado varia de 0.25 a 
O. 8 kg/cm2

. Posteriormente continua un estrato arenoso muy compacto 
ligeramente cementado, slgu1én'.lole un estrato de arel! las duras de 
4 metros de espesor; el estrato duro consiste de arenas muy cementadas 
el cual ha sido considerado como la base del sistema de suelo. 

Con base en el periodo natural del sitio, el valor promedio de la 
velocidad de onda cortante del estrato de arci ! la fue de 75 m/seg 
aproximadamente. Con lo anterior se define el perfil mostrado en la 
figura 3. 7. 

Om 
4m 

31m 

34m 

3Bm 

Sí tlo SCT 

Arenas 70 m/seg 

Arcillas 75 m/seg 

Arenas 110 m/seg 

Arcillas 110 m/seg 

Estrato duro 900 m/seg 

Figura 3. 7 

Así entonces, los datos promedio del perf"íl en estudio son los 
que se muestran en el perfil de la f"igura 3. 8 y que son los que se 
utilizan en los análisis optando por tratar al depósito, compuesto de 
material homogéneo con amortiguamiento constante y variando la energía 
aplicada al depósito, así como la variación de la rigidez al esfuerzo 
cortante de los materiales. Como ha de notarse, el depós! to se ha 
caracterizado como de suelos blandos, limitándose los resultados a 
este tipo de suelos. 
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Vs = 80 m/ceo 
;>. 5;¡ 
H = 40 m 
I; = 1.2 T/m2 

Vs 900 m/seg 

Figura 3. 8 

En lo que toca a la exitación del sistema, como ya se mencionó, 
se consideró solamente la componente E-~ del registro de Tacubaya del 
19 de septiembre del 85. Para un primer estudio se tomó la parle más 
intensa del registro, la cual se muestra en la figura 3.9. 

III.5 RESULTADOS OBTENIDOS 

La exitación dinámica a la que fué sometido el sistema se 
presenta en la figura 3.9, así también en la flgtlf'a 3.10 s" muestra su 
espectro de Fourier del que se observa su contenido de frecuencias. 

Como ya quedo sefialado, un procedimiento para considerar el 
contenido de frecuencias, Ja Intensidad y la duración de la exltación 
dinámica en la respuesta de un sistema dado, es por medio del espectro 
de respuesta; por eslo, en los análisis básicamente nos concretaremos 
a la descripción de los espectros de respuesta de aceleraciones; en lo 
que sigue, las descripciones, comparaciones y conclusiones se harán 
cual l tat l vamente, observando las tendencias de los res u Lados de los 
análisis. 

Para los espectros de respuesta de la figura 3.11 se han tomado 
tres tipos de materiales cuyas características dinámicas se muestran 
en las figuras 3.3 y 3.6 aplicando al sistema la exitación mostrada en 
la figura 3.9. En la figura 3. l(l podemos notar que el rango de 
periodos criticas se presenta alrededor de T = 2 seg, para las curvas 
LSNE y LMNE; en cambio para la curva LINE se encuentra alrededor de T 
= O. 86 seg. Podemos observar que a medida que el material es más 
dúctil el periodo critico tiende a desplazarse de 2 a 0.7 - 0.8 seg, 
pues los picos al rededor de éste último intervalo tienden a crecer 
haciéndose críticos para materiales dúctiles. De modo que para 
materiales más rígidos se tiene el predominio de altas frecuencias. 
Además, mientras el material es más rigído se observa que las 
respuestas tienden a ser mayores pues en éste caso, el sistema disipa 
menos energía. 

En la figura 3.12 los mismos tipos de materiales del depósito en 
cada caso, fueron sometidos al sismo de la ~!gura 3.9, solamente que 
ahora afectado por un factor de escala de 2. Los resultados de este 
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análisis se muestro. en la figura mencionada; en ella podemos observar 
que los espectros se desplazan a mayores magni ludes en comparación a 
los de la figura 3.11 poniendo en evidencia la gran Influencia que 
tiene la intensidad del sismo en la respuesta; además, se nota que el 
rango de periodos critlcos se extiende aproximadamente de 0.8 a 2.7 
seg (casi el mismo rango que en la figura 3.11) aún para los tres 
casos de materiales, no obstante, para el espectro LSNE tadavla existe 
la tendencia a concentrarse los periodos críticos alrededor de 2 seg. 
La respuesta sigue siendo mayor a mayor rigidez del material. Podemos 
notar también que ia forma general de los espectros es con dos 
monliculos, cosa que para fines prácticos lleva a la necesidad de 
tomar el intervalo que encierra ambos montículos observados; esto pone 
en evidencia la influencia que tienen los su.,los blandos en la 
respuesta. 

En lo que toca a la flgur·a 3. 13, se muestra en ella la respuesta 
del depósito con los mismos materiales que hemos venido manejando (fig 
3.3), sólo que ahora se ha aplicado el sismo de la figura 3.9 escalada 
por un factor de 4. Con la figura 3.13 se confirma el hecho de que la 
mayor intensidad del sismo tiende a plastificar a los materiales .(el 
comportamiento de material entra en el rango inelástlco), reflejandose 
esto, en la amplificación del rango de periodos critico. La diferencia 
observada en la magnitud de los montlculos principales rle las figuras 
3.11 y 3.12, en Ja figura 3.13 podemos notar que estos tienden a 
igualarse, de donde la respuesta crítica se mantiene para un amplio 
rango de frecuencias. De la misma figura 3. 13 se observa que en 
general las curvas de los espectro de respuesta para cada material. 
mantienen más o menos la misma forma, y que a mayor intensidad del 
sismo y mayor rigidez del material las altas frecuencias tieden a 
predominar, pues el montlculo izquierdo observado en las figuras 3.11, 
3. 12 y 313, tiende a crecer en la medida que también lo hacen los 
lactares antes mencionados. 

En la figura 3. 14 se muestran los espectros de respuesta del 
depósito con un mismo material (LINE), apl !cando el mismo sismo, 
además de escalarlo por factores de 2 y 4; de esta figura se observa 
que para los tres casos la :forma de los espectros más o menos se 
mantiene, sin embargo, para bajas intensidades las frecuencias altas 
tienden é:l. predominn.r ";;/ hacer~e criticas, en cambio, para mayores 
intensidades las bajas frecuencias (periodos grandes) tienden a 
predominar y hacerse críticas. También se nota que ha medida que crece 
la intensidad del sismo la forma de los espectros tiende a agudizarse, 
es decir; para bajas intensidades, el rango de periodos critico es 
mayor que cuando se aplica al depósito mayor energía. De ésto, se vé 
que la tendecia es el predominio de los altos periodos de donde se 
puede suponer cualitativamente que a mayor cantidad de energla 
aplicada al depósito, los materiales tienden a disipar la mayor parte 
de ésta. 

En la figura 3. 15 se muestran los resultados de los análisis para 
el depósito con materiales caracterizados por la curva media de la 
figura 3. 3 (LHNE), para el cual se han aplicado diferentes 
intensidades de exitación afectando el de la figura 3.9 por factores 
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de 2 y 4. En general la forma de los espectros se mantiene, sin 
embargo, a medida que la energla slsmlca aumenta la respuesta del 
depósito tiende a ampl lar el intervalo de periodos critico, y de 
alguna manera a definirse más claramente. Podemos notar también que en 
los especLros para factores de 1 y 2 se distinguen dos monticulos, en 
cambio, en el espectro para el factor 4 aparece uno a la izquierda 
para bajos periodos; se puede apreciar también que éste tercer 
monticulo ya empieza a aparecer desde el espectro para el factor 2, e 
incluso, de alguna forma desde que el factor es 1, por lo que podemos 
suponer que existe la tendencia a aparecer rangos criticos para bajos 
periodos a medida que la energía dinámica transmitida el depósito es 
mayor. 

En al figura 3. 16 se muestran los resul tactos de los análisis 
utilizando el material más rígido de los que aparecen en la figura 3.3 
(LSNE) para el depósito, aplicandole diferentes Intensidades de 
energia a partir del sismo que se grafica en la figura 3.9 afectado 
además por :factores de 2 y 4. En la f'igura 3.16 podemos 
cualitativamente apreciar, que los espectros en general, cambian un 
poco su forma y que para bajas intensidades de energía predominan los 
altos periodos de la respuesta, e incluso, hace suponer que el 
montículo para T = 2 seg muestra un fenómeno de resonancia, esto, por 
la tendencia que se observa a concentrarse esclusivamente la respuesta 
en torno a este periodo. A medida que la intensidad de la energía 
aumenta, se observa según la :figura 3. 16, que los bajos periodos 
tienden a equipararse con los mayores dando con esto un raneo mayor de 
periodos critico. 

Comparado las f'iguras 3. 14, 3.15 y 3.16 podemos notar que para 
materiales más suaves las curvas de los espectros tienden a mantener 
su forma aún para altas intensidades de energía; ahora, con relación a 
materiales más rígidos, se observa también tal tendencia, y a menores 
intensidades de energia la respuesta espectral se concentra en torno 
al periodo T = 2 seg. Con ésto, podemos decir que ha mayor rigidez del 
suelo y menores intensidades de energia, la respuesta tiende a 
presentar un fenómeno de resonancia, pues la forma de la curva para el 
:factor 1 de la figura 3.16 tiende a concentrar las mayores 
aceleraciones espectrales en torno a T=2 seg y que a mayor energia 
aplicada al depósito sucede un fenómeno de ablandamiento del material, 
pues de la curva para el factor 4 de la figura 3. 16 se observa un 
mayor intervalo de periodos eri tico, con lo que se supone que el 
material disipa mayor energía. 

El :fenómeno de resonancia, como se explicó en el capitulo II, 
sucede cuando el periodo de vibración del cuerpo excitado se iguala 
con el de la exitación. Esto puede explicar el hecho que se expuso en 
el párra:fo inmediato anterior, pués tomemos en cuenta que la exitaeión 
aplicada fué obtenida en suelos duros tendiendo a igualarse su periodo 
de vibración al caso del material más rígido en el depósito. 
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CAPITULO IV 

COMPARACIONES CON EL METODO LINEAL EQUIVALENTE 

IV. 1 COMPARACIONES CON EL METODO LINEAL EQUIVALENTE 

Los resultados de los análisis hechos en el capitulo anterior por 
el método no lineal, en éste capitulo, son comparados con los 
obtenidos por el método lineal equivalente, cuyos conceptos teóricos 
generales se exponene en el capitulo JI; y cuyo procedimiento de 
solución se establece en el programa de computadora SHAKE, el cual 
mediante iteraciones ajusta las propiedades del material hasta 
hacerlas compatibles según el nivel de deformación inducido por Ja 
respuesta del sistema. 

El modelo de los materiales para el uso del programa SHAKE queda 
definido por las curvas dibujadas en la figura 3.3 en la que se 
presenta la variación de la relación entre el módulo secante y su 
valor máximo inicial G•/Gmax, según el nivel de deformación; asi mismo 
la figura :J.6 muestra la variación de la relación de amortiglamlento (3 
con el nivel de deformación; estas curvas fueron derivadas del modelo 
de Davidenkov ajustado a las arcillas del sitio de SCT. 

Cabe señalar, que los análisis hechos con los dos métodos se 
consideran en esfuerzos totales. Los aspectos de la respuesta en los 
que nos apoyamos son los espectros de respuesta, los esfuerzos máximos 
alcanzados a diferentes profundidades del depósito y también la 
distribución de las máximas deformaciones según la profundidad del 
perfil. Los espectros de respuesta fueron calculados con el 5% de 
amortiguamiento critico. 

Uno de los propósitos de esta tésis es observar la compatibilidad 
de ambos métodos, y determinar las condiciones en las cuales su 
discrepancia se acentúa. Asi entonces, se análizaron tres casos con un 
estrato homogéneo en los que se varió el material empleado. Estos 
matcrio.lcs quedan descritos por las curvas dt: la. firgura 3.3, y con el 
mismo amortiguamiento de Ja f'igura 3. 6. Además, se :>omet ió a tres 
tipos de exltación considerando la dada por la figura 3.9 y ésta misma 
escalada dos veces por !'actores de 2 y 4. 

En la figura 4.2 se muestran los espectros de respuesta obtenidos 
con los métodos lineal equivalente y no lineal utilizando la curva 
Lim: (para la variacion del módulo de 1•igides al esf'uerzo cortante con 
la def'ormación angular de Ja figura 3. 3, y el amortiguamiento de la 
figura 3.6); el depósito fue exilado con el acelerograma de la f'igura 
3.9. Estos espectros muestran que el método lineal equivalente tiende 
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a sobreestimar la respuesta respecto a la obtenida por el método no 
lineal, esto aún más para periodos menores de 0.8 seg {altas 
frecuencias). Esto último se supone como producto de las 
earacterlstlcas inherentes al método lineal equivalente. 

En la !!gura 4.3 se muestran los espectros de respuesta para el 
mismo material del depósito, pero con la exilación escalada dos veces; 
en ésta se observa que la aproximación es buena para periodos mayores 
de 0.9 seg, y para periodos menores el método lineal equivalente 
tiende a conservar aceleraciones espectrales mayores, más aún, la 
máxima respuesta se obtiene a bajos periodos del espectro {T = O. 5 
seg) la cual alcanza hasta el 90/. más que por el método no lineal; en 
cambio, para el periodo T = l. 7 seg se obtiene casi exactamente la 
misma respuesta. 

En la figura 4.4 se muestra la respuesta del depósito con las 
mismas condiciones, pero con la exltaclón escalada por un factor de 4. 
En ésta última se observa que el método lineal equivalente tiende a 
sobreestimar todavia la respuesta respecto al no lineal, sin embargo, 
la respuesta a altos periodos tiende relativamente a aproximarse al 
espectro del método no lineal; en el caso de Ja respuesta para 
periodos mayores de 1.8 seg, la aproximación de los dos métodos es 
buena. 

De las figuras 4.2, 4.3 y 4.4 podemos decir entonces que el 
método lineal equivalente sobreest ima la respuesta para frecuencias 
al tas {peri o dos bajos) , más aún para 1 os casos en que se ti ene menor 
intensidad de energia dinámica trasmitida al depósito. En la figura 
3.14 notamos que para las mismas condiciones del depósito con 
di!erentes Intensidades de energía, los espectros tienden a 
ampli!icarse más o menos proporcionalmente según la energla trasmitida 
el depósito, lo cual parece ser razonable, ya que además existe la 
tendencia a aparecer la máxima respuesta a altos periodos del 
e~pectro, lo que supone que al haber mayores deformaciones el módulo 
G disminuye, y el depósito vibra más lentamente {periodos 
fundamentales al tos); además la respuesta a bajos periodos casi no 
existe; en cambio, por el método lineal equivalente si existe, más aún 
para el caso en que la energia aplicada es menor. El que la respuesta 
se sobreestime a bajos periodos por el método lineal equivalente, se 
ha atribuido a sus características inherentes de linealización. 

En las figuras 4. 11, 4. 12 y 4. 13 se muestra la distribución de 
los máximos esfuerzos en el per!i I, para el sismo de la !igura 3. 9 
escalada 1, 2 y 4 veces respectivamente usando la curva LINE de la 
figura 3.3. Asi también en las !iguras 4.20, 4.21 y 4.22 se muestran 
las correspondientes distribuciones de las máximas deformaciones en el 
perfil. Los esfuerzos y de!ormaciones gra!icados, obtenidos por el 
método no lineal son los que se obtienen despues de remover las 
frecuencias mayores a 15 cps del movimiento calculado. De estas se 
puede observar, en caso de esfuerzos, que los obtenidos por el método 
lineal equivalente tienden a aproximarse más (a medida que aumente la 
intensidad del sísimo) a los obtenidos por el método no lineal. Asi 
por ejemplo, en la figura 4.13 la aproximación es excelente hasta la 
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profundidad Je 24 m, a partir de donde el módulo permanece más o menos 
constante según el método lineal equivalente; esta tendencia se 
observa también en la figura 4.12. Las máximas deformaciones según las 
figuras 4.20, 4.21 y 4.22 obtenidas por ambos métodos se aproximan muy 
blén, hasta determinada profundidad. 

En Ja figura 4.5 se muestran Jos espectros de respuesta para el 
depósito con material cuya relación G/Gmax contra ~ª se muestra con la 
curva LMNE de Ja figura 3. 3, obtenidas por los melados que hemos 
estado manejando aplicando Ja exitación de la figura 3.9. En general, 
la :forma de los espectros es más o menos la misma, solamente que el 
obtenido por el método J ineal e qui va lente sobreest lma la respuesta, 
apareciendo adicionalmente también, un rango para bajos periodos del 
espectro (al tas fecuenclas), no obstante, para periodos mayores de 
0.65 seg la aproximación resulta ser buena. En Ja figura 4.6 se 
muestran Jos espectros obtenidos por los dos melados, para las mismas 
condiciones del depósito como para los de las figura 4.5, excepto Ja 
ex! tación que en este caso está escalada por un factor de 2; se 
observa que los espectros se aproximan más que en el caso inmedianto 
anterior, sin embargo Ja respuesta obtenida por el método 1 ineal 
equivalente sigue siendo mayor. Se puede notar también que Ja 
respuesta obtenida por el método lineal equivalente, en este caso. se 
atenua más que en el caso anterior para bajos periodos, manifestándose 
con esto que al alcanzarse mayores def'ormaciones debido a la mayor 
cantidad de energia dinámica, se tiene mayor sensibilidad al 
incrementarse el amortiguamiento en el método lineal equivalente, y 
esto, se supone ser Inherente al mismo método. Asi también habrá qu<¡ 
tomar en cuenta que al tenerse mayores deformaciones el módulo G 
tiende a reducirse como podrá notarse en las curvas de la figura 3.3, 
c~n lo que el depósito disipará mayor cantidad de energla a medida que 
G disminuye. Como el método lineal. equivalente usa un proceso 
iterativo en el que se determina el G final, correspondiente a las 
deformaciones producidas por la ex! tación y que a veces en cada 
iteración se oscila en rangos considerables, y es por Jo que este 
modelo es más se ns! ble a los cambios del modulo de G

0 

y 
amortiguamiento ~ según los niveles de deformación alcanzados, y de 
esto, a .la forma de sus respectivas curvas, asi pues, si se tienen 
curvas G /Gmax contra a-a. con mucha p~ndientc (m::iterlal~::;; fragiles) el 
intervalo de oscilación es mayor, tanto, que a veces las deformaciones 
determinadas en una cierta i teraclón se salen del rango en que se 
encuentra especificada la curva con lo que en estas ocaciones el 
método diverge. En cambio, en el método no lineal se usa un método de 
integración paso a paso (ya explicado en el capitulo II) con lo que se 
elimina el problema de la divergencia. 

En Ja figura 4. 7 se muestran los espectros obtenidos para el 
deposito con las mismas condiciones de Jos dos casos inmediatos 
anteriores, pero con la exitación de la figura 3.9 af"ectada por un 
factor de 4; podemos notar de la figura 4.7 que la aproximación de los 
espectros es satisfactoria para todo el rango de periodos de la 
respuesta. La respuesta a bajos periodos por el método lineal 
equivalente que se ha venido observando y que se supone debida al 
mismo método, se ha atenuado, haciendose más o menos compatible con 
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la obtenlda por el método no lineal; sin embargo, con las condlclones 
dadas del depósito y de la exltaclón, el método lineal equlvalente 
tiende a sobreestimar la respuesta para periodos bajos del espectro, 
en cambio, en el método no lineal la respuesta es mayor para periodos 
altos del espectro. 

De las figuras 4.5, 4.6 y 4.7 observamos entonces que a medida 
que la intensidad de la energía disminuye los espectros obtenldos por 
el método llneal equivalente tienden a ser mayores que los obtenidos 
por el no lineal. 

En las figuras 4.14, 4.15 y 4.16 se muestran las distribuciones 
de los maximos esfuerzos en el perfí 1, apl !cando la exi tac!ón de la 
figura 3. 9 afectada por factores de 1, 2 y 4 respect! vamente; as! 
mismo en las figuras 4.23, 4.24 y 4.25 se muestran las distribuciones 
de las maximas deformaciones según la pr·ofundidad del perfil, bajo las 
mismas condiciones de los esfuerzos de las tres figuras de esfuerzos 
anteriores. Asi entonces, se observa que los esfuerzos obtenidos por 
el método lineal equivalente, tienden a ser compatibles con los 
obtenidos por el no lineal a medida que la intensidad de la <:n<:r·gía 
aumenta. En lo que toca a las deformaciones se observa que a mayores 
intensidades de la energia de exitación, estas se aproximan de manera 
muy sal isf'actoria. De lo obtenido con espectros, esfuerzos y 
deformaciones se observa entonces, que con la mayor intensidad de la 
exi tación los resul tactos obtenidos por ambos metodos se aproximan 
entre si. Lo anterior remJte nuevamente a las consideraciones sobre el 
tratamiento del módulo G y el coeficiente de amortiguamiento f3 por 
ambos metodos, más los procesos de integración de las ecuaciones de 
movimiento. 

En la figura 4.8 se muestran los espectros obtenidos por ambos 
métodos considerando al depósito con material cuya relación G"/Gmax 
contra Qa aparece en la curva LSNE de la ligura 3. 3 con la misma 
relación de amortiguamiento que hemos estado considerando en todos los 
análisis, aplicando sistemáticamente la exitación de la figura 3.9 que 
para el presenta caso está afectada por un factor de l. Asi pues, en 
la figura 4.8 la concordancia de los espectros es excelente en todo el 
rango de periodos en que se expresa, excepto algunas pequeñas 
variaciones entre el rango de periodos O. 13 a 0.6 seg en donde existe 
una respuesta ligeramente mayor de parte del método l lneal 
equivalente, pero sin embargo, es la mejor aproximación en relación a 
los espectros antes discutidos. Se puede notar también incluso, que la 
mayor ordenada espectral es la obtenida por el método no lineal en un 
7Y., caso que no se había dado en los espectros hasta ahora discutidos. 

En la figura 4.9 se tienen los espectros bajo las mismas 
condiciones que los obtenidos en la figura 4.8, exepto la exitación la 
cual está afectada por un !actor de 2; asi observamos en la figura 4.9 
que la aproximación entre ambos espectros es excelente para periodos 
mayores de O. 6 seg; para periodos menores a éste, el método l lneal 
equivalente muestra una respuesta mayor, como se ha venido observando 
en los casos anteriores, se puede notar también que la ordenada máxima 
de los espectros es practlcamente la misma, si no es que igual. 
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También se obtuvieron los espectros bajo las mismas condiciones de Jos 
casos citados en éste parrafo, exepto la ex1taci6n para la cual le 
hemos apl !cado un factor de 4 respecto a Ja de Ja figura 3. 9; tales 
espectros se dibujan en Ja figura 4.10 en donde podemos notar que su 
aproximación es muy satisfactoria en todo el rango de periodos en que 
se expresa, exepto donde aparece la ordenada espectral rnaxima, que 
parece estar truncada la obtenida por el método no lineal, cosa que a 
mi punto de vista de acuerdo con los espectros de las figuras 4.8, 4.9 
(ver también figura 3. 16), parece ser que influyen otros factores; 
podrla pensarse en primera instancia en el amortiguiam!ento matemático 
que introduce la solución de la respuesta dinámica en materiales no 
lineales por el método no lineal. 

En las figuras 4.17, 4.18 y 4.19 aparecen dibujadas las 
distribuciones de Jos esfuerzos máximos en el pcrfi l alcanzados por 
los ambos métodos, respectivamente, para los casos en que se aplicó la 
exi tación escalada por factores de 1, 2 y 4 para la curva LSNE de 1 a 
figura 3. 3. As! entonces, de estas tres figt.:ras los resul tactos más 
satisfactorios son los de la figura 4.17; en la figura 4.18 los 
esfuerzos son más o menos aproximados hasta la profundidad de 15 m. 
As! también en las figuras 4.26, 4.27 y 4.28 se muestran las 
diferentes distribuciones de deformaciones en el perfil 
correspondientes a las mismas condiciones en que se obtuvieron Jos 
esfuerzos de las figuras 4.17, 11.18 y 4.19 respectivamente; de estas 
observamos que en Ja figura 4.26 se obtiene la mejor ap1·oximación y 
para Ja figura 4.28 también se observa muy buena aproximación hasta 
Jos 23 m de profundidad. 

Como puede notarse, en las comparaciones anteriores, nos 
limitamos a juzgar el efecto que se tiene en la respuesta de un 
depósl to homogeneo de material arel! loso saturado obtenida por medio 
del método lineal equivalente y el no lineal, variando Ja Intensidad 
del sismo, permaneciendo constantes las propiedades del material para 
los tres casos de Ja figura 3.3. En lo que sigue juzgaremos la 
influencia en la respuesta obtenida por ambos métodos, sólo que ahora 
variando la rigidez del material permaneciendo constante la Intensidad 
de la energia. Posteriormente con ésto se podrá tomar un criterio más 
justificado sobre las discrepancias de ambos métodos. 

En la obtención de Jos espectros de las figuras 4.2, 4.5 y 4.8, 
se ha variado la rigidez del material según las curvas LINE, LHNE Y 

LSNE respectivamente de la figura 3. 3 aplicando Ja exitación de la 
figura 3.9; de estas tres figuras notamos que a medida que aumenta Ja 
rigidez del material, el espectro obtenido por el método lineal 
equivalente tiende a aproximarse al obtenido por el no lineal; también 
la atenuación de Ja respuesta a bajos periodos (altas frecuencias) 
según el aumento de Ja rigidez del material. La mejor concordancia se 
obtuvo para cuando las propiedades del material se decri ben por Ja 
curva LSNE de la figura 3. 3 apl !cando la exitación de la figura 3. 9 
(figura 4.8). En Jo que toca a esfuerzos según las figuras 4.11, 4.14 
y 4.17, la última de estas Ja cual corresponde a Ja 4.8, presenta la 
mejor aproximación. Lo mismo sucede con las deformaciones segun las 
figuras 4.20, 4.23 y 4.26. 
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En las figuras 4.3, 4.6 y 4.9 figuran los espectros para los que 
se ha variado la rigidez· del material progresivamente de acuerdo a la 
figura 3.3 y escalando Ja exltac!ón de la figura 3.9 por un factor de 
2; as! podemos notar que a medida que disminuye Ja rigidez del 
material, el espectro obtenido por el método lineal equivalente tiende 
a separarse del obtenido por el no lineal, manifestándose también la 
mayor respuesta a bajos periodos de parte del método lineal 
equivalente, cosa que se atribuye a las características inerentes del 
método. Asi la figura 4.9 muestra la mejor aproximación entre las tres 
ultimas citadas. En lo que corresponde a esfuerzos según las figuras 
4. 12, 4. 15 y 4. 18, la primera de estas es donde se observa la mejor 
aproximación, y para deformacione" según las figuras 4.21, 4.24 y 4.27 
las cuales corresponden al r;aso de éste párrafo. notamos que en la 
segunda de éstas se obtuvo la mejor- ap1·oxlmación para la cual se usó 
la curva LMNE de la figura 3.3. 

En las figuras 4.4, 4.7 y 4.10 se muestran Jos espectros para las 
condiciones en que se han usado las curvas LINE, LHNE y LSNE de la 
figura 3.3 respectivamente, exltando al sistema con la señal de la 
figura 3.9 escalada por un factor de 4. Nuevamente podemos notar que 
para menor rigidez del material el espectro obtenido con el método 
lineal equivalente tiende a separarse del obtenido por el no lineal, 
cosa que se manifiesta en mayor grado en la figura 4. 4, aún sin 
embargo, se observa en las figuras 4. 7 y 4.10 que Ja aproximación 
entre ambos métodos es buena; esto último, debido a que como se ha 
venido observando, a mayor intensidad de la exitación se aproximan Jos 
métodos, cosa que también se logra con la mayor rigidez del material. 
En cuanto a los esfuerzos obtenidos, según las f'ieuras 4. 13, 4. 16 y 
4.19 corespondientes a las curvas LINE, LMNE y LSNE de la f'lgura 3.9 
respectivamente se observa en general, más o menos buena aproximaclón 
cosa que justificamos con las mismas razones expuestas para espectros. 

Con lo observado podemos concluir que la aproximación entre ambos 
métodos manejados también depende de las propiedades dinámicas del 
matP.rial. Para corroborar lo anterior se 1 .. woc..:tu10 a realizar un 
análisis en el que se consideraron las propiedades elásticas del 
material con amortiguamiento uniforme, cuyos resultados espectrales se 
muestran el f'igura 4.29 en la cual se hace patente que al no 
degradarse la rigidez del material por el efecto de la exi tación 
dinámica, se manifiesta en mayor grado grandes respuest~s en un rango 
considerable (de O. 005 a O. 8 seg) de periodos o al tas f'recuencias, 
cosa que no sucede con el método no lineal; asi también, en todo el 
rango en que se expresan los espectros, se observa que el obtenido por 
el método lineal equivalente es mayor en todo momento al obtenido por 
el no lineal. En bajos periodos se obtiene una dif'erencia de hasta un 
380X más por el método lineal equivalente y en la ordenada espectral 
máxima hasta un 7X. 
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IV. 2 EFECTO DEL INTERVALO DE DIGITIZACION DE ACELEROGRAHAS EN LA 
RESPUESTA 

Para observar el efecto que se tiene al digltlzar los 
acelerogramas a dl1erente intervalo de llempo sobre la respuesta, se 
procedió a realizar análisis para las condiciones del depósito con el 
material cuyas propiedades dinámicas estan dadas p:>r la curva LSNE de 
la figura 3.3 y la 3.6 a partir de la exilación de1inida en la figura 
3.9 la cual fue digitizada a 0.02, 0.04, 0.08 y 0.32 seg, y que fue 
aplicada al depósito sistemáticamente. 

En la figura 4.30 se muestran los espectros de aceleración para 
el 5% de amotiguamiento a partir del acelerograma digitlzado a 0.02, 
0.04 y 0.08 seg; se puede observar quEo la concordancia de tales 
espectros es excelente; el espectro para la dlgltlzaclón de 0.08 seg 
da una respuesta ligeramente menor al calculado para 0.02 seg (que es 
el que originalmente 1ué registrado del sismo). 

Ya que la longitud de los términos de la transformada de Fourler 
debe cubrir la duración del movimiento, tal longitud está en función 
precisamente del número de puntos del movimiento y a su vez, el tiempo 
de computo depende básicamente de la long! tud de la transformada de 
Fourier. Esto significa que al cambiar el intervalo de digitización de 
0.02 a 0.04 seg el número de puntos se reduce a la mitad y el tiempo 
de computo también se reduce en la misma proporción; as! mismo, al 
reducir de 0.02 a 0.08 seg el intervalo de digilización, el tiempo de 
computo se reduce a la cuarta parte. 

De alguna manera, al digitizar a intervalos más grandes el 
acelerograma se suaviza y pierde energia, sin embargo. según la figura 
4. 30 el espectro obtenido para el intervalo de O. 08 seg refleja una 
aproximación aceptable respecto al obtenido para O. 02 seg, lo cual 
implica un considerable ahorro de tiempo de computo. 

Para seguir observando la tendencia de los espectros al aumentar 
el intervalo de digitización, éste se llevo hasta 0.32 seg, lo que 
implica reducir el número de puntos del acelerograma 16 veces del 
digitizado a 0.02 seg y en la misma proporción el tiempo de computo, 
cubriendo sin embargo su duración total; el espectro obtenido 
apararece en la figura 4.31 (comparado con el obtenido para 0.02 seg), 
se observa, que el espectro todavia guarda su forma y que en cierto 
intervalo es muy aproximado al obtenido para 0.02 seg de digitización 
(de 1.1 a 1.6 seg). 

Podemos notar también que el intervalo de digi tización tiene 
influencia en la atenuación de la respuesta a altas frecuencias por 
los movimientos tambén filtrados a alta frecuencia. 
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IV.3 EFECTO DE LA CANTIDAD DE ENERGIA DINAMICA APLICADA A UN DEPOSITO 
SOBRE SU RESPUESTA 

Para observar el efecto que se tiene sobre la respuesta de un 
depósito al disminuir la cantidad de energia (número de puntos 
considerados del acelerograma) (ver anexo 11) de la exitación 
aplicada, se realizaron análisis considerando al depósito con un 
material cuyas propiedades dinámicas se dan por la curva LSNE del la 
figura 3.3 y la 3.6; se aplicó la exilación de la figura 3.9 la que se 
consideró como el lOOX (digltizada a 0.02 seg), y a partir de la cual 
se consideraron el 90, 80, 70, y 40X. (segmentos del acelerograma cada 
vez más chicos) para apl !car tales porcentajes de energla 
sistemáticamente al depósito. En la figura 4.32 se muestran los 
espectros obtenidos para el 100, 90, 80 y 70X de energia de la 
exltación de la figura 3.9, las cuales muestran una concordancia 
excelente en todo el rango de periodos que se presenta. Con ésta 
reducción de la exitaclón en porcentajes, se eliminaron puntos 
permaneciendo el mismo Intervalo de digitización (0.02 seg) y 
reduciendo su duración total; esto reduce a la vez el t lempo de 
computo solamente en los casos en que el número de puntos as! 
obtenidos sea menor a una potencia de 2 menor a la anterior antes de 
hacer la reducción, pues la longitud del número de termines del la 
transformada de Fourier esta en función de una potencia de 2. 

Con la finalidad de seguir observando el comportamiento del 
espectro al reducir la cantidad de energia, se consideró un 40X; el 
espectro asi obtenido aparece en la figura 4.33 (en la que con fines 
de comparación también aparece el obtenido con el lOOX), puede verse 
que todavia guarda su forma respecto al obtenido para el lOOX. En éste 
caso la reducción de la respuesta para altas frecuencias es minima, y 
la ordenada espectral máxima se reduce en un 40X. 
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fig 4.15 Esfuerzos m~ximos en el dep6sito 
con material según la curva LMNE; 
el factor del sismo es 2 

fig 4.16 Esfuerzos máximos en el deposito 
con material segun la curva LMNE; 
el factor del sismo es 4 
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fig 4.27 Deformaciones máximas en el dep6-
sito con material según la curva 
LSNE; el factor del sismo es 2 
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CAPITULO V 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

En esle capítulo se presentan las conclusiones que se deducen de 
los análisis de respuesta presentados en el capítulo III, además de 
anotar los aspectos más relevantes acerca de la compatibilidad o 
discrepancia de los metodos lineal equivalente con el programa de 
computadora SHAKE y el del elemento finito para el análisis no lineal 
incluido en el programa MASH; ambos para la evaluación de la respuesta 
de depositas ante la propagación vertical de ondas de cortante, 
modelando al deposito como un sistema estratificado horizontalmente. 

De los análisis presentados en el capitulo III, podemos concluir 
que: 

a) La magnitud de la respuesta espectral depende naturalmente de 
la intensidad del evento sísmico. 

b) En depositas con materiales arcillosos duros, la respuesta 
espectral es mayor que la obtenida para depositas de arcilla blanda, 
aún cuando el evento sísmico sea el mismo. 

c) La forma general del espectro de respuesta obtenido para 
depósitos de arcilla dura es más aguda y concentrada que el obtenido 
para arcillas blandas: en el primer caso el intervalo de periodos 
critico es menor con mayores amplificaciones en relación al segundo, 
dende el intervalo de periodos critico es mayor con menores 
amplificaciones. 

d) Los deposites de suelos blandos tienden a disipar mayor 
energía durante un evento sísmico, que los de suelos duros: en el 
primer caso predominan las alt"s frecuencia:: en rt:la.c..:ión al segundo 
donde predominan las bajas. 

e) Para bajas intensidades sísmicas puede considerarse al 
deposito arcilloso como de material elástico-lineal; esto se supone 
por la forma muy semejante que guardan los espectros de materiales 
progresivamente más rígidos con la más baja exitación. 

f) A mayor intensidad de energía sísmica aplicada a un deposito 
de arcilla blanda saturada existe la tendencia al predominio de los 
altos periodos· ~n su respuesta espectral. 

g) El fenómeno de resonancia en la respuesta de un deposito 
arcilloso depende de las propiedades dinámicas de los materiales que 
componen al mismo deposito y a los estratos que lo subyacen; además de 
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las características del contenido de frecuencias, de Ja duración y de 
la intensidad del evento sísmico. 

Para sismos de gran magnitud, se Infiere de los análisis, que los 
materiales entran en el Intervalo de comportamiento lnelástlco, lo que 
aumenta su capacidad para disipar energia y como resultado las 
amplificaciones espectrales disminuyen (en particular los 
movimientos de alta frecuencia son filtrados) pero a su vez el 
intervalo de periodos crítico es mayor, cosa que resulta 
inconveniente para un mayor número de estructuras urbanas. 

Entonces, la respuesta espectral de un deposito are! l loso está 
influenciada por las características dinámicas del material que Jo 
componen, y a su vez de las caracteristicas de la exitación que se le 
aplique. Asi entonces, aún cuando las condiciones del deposito sean 
las mismas, al aplicar diferentes intensidades de un mismo sismo, se 
obtienen diferentes espectros de respuesta tanto cualitativa como 
cuantitativamente; de esto, se supone que el material del deposito se 
degrada en función de la magnitud de las cargas dinámicas y que el 
considerar a un material arcilloso como elástico-lineal para un 
análisis de respuesta riguroso ante careas dinámicas de considerable 
magnitud, no es válido. 

En lo que toca a los anál !sis presentados en el cap! tul o IV, so 
concluye lo siguiente: 

de 
a) La respuesta para bajas Intensidades sísmicas 

deformación inducidos) es sobreestimada por el 
(bajos niveles 
método lineal 

equivalente. 

b) Para materiales blandos 
sobreest ima la respuesta a al tas 
intensidades de energía aplicada. 

el método 
f'recucncias, 

1 ineal 
más aún 

equivalente 
para bajas 

c) La respuesta a altas frecuencias obtenida por el método lineal 
equivalente se atenua al alcanzarse mayores niveles de deformación 
inducida; se supone consecuentemente que la rigidez del material 
disminuye y su amortiguamiento aumenta de donde se implica que éste 
método es más sensible al cambio de estos p~rámetros. 

d) La mejor aproximación entre ambos métodos se obtuvo para 
cuando el material del depósito está caracterizado por Ja curva LSNE 

de la figura 3.3, y la respuesta obtenida por el método lineal 
equivalente a altas frecuencias se atenua en la medida que aumenta Ja 
intensidad del sismo. 

Se recomienda tener en cu!?nta que al tenerse mayores 
deformaciones, el módulo secante G tiende a reducirse como podrá 
notarse en 1 as curvas de la figura 3. 3, con J.o que el deposito 
disipará mayor cantidad de energia a medida que G disminuye. Como el 
método lineal .equivalente usa un proceso iterativo en el que se 
determina el G final, correspondiente a las deformaciones producidas 
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por Ja exitación y que a veces en cada Iteración oscila en rangos 
considerables, es por Jo que este modelo es más sensible a Jos cambios 
del modulo G y amortiguamiento {3 según Jos .niveles de deformación 
alcanzados, así pues. para cuando la curva G /Gmax vs "(a tiene mucha 
pendiente (materiales frágiles) el intervalo de osci !ación "s mayor, 
tanto, que a veces Ja deformaciones determinadas en una cierta 
iteración se salen del rango en que se encuentra especificada la curva 
por lo que en estas ocasiones el método diverge. Lo anterior marca una 
limitante para el uso del programa de computadora SHAKE (versión 1985) 
al tratar de analizar deposites con materiales frágiles. Para resolver 
tal problema habrá que modificar el algoritmo en donde se ejecuta el 
proceso iterativo. 

Finalmente, en Jo que corresponde al tratamiento de Jos 
acelerogramas, se recomienda hacer lo indicado en las secciones !V.2 y 
!V.3, ya que resulta más económico en tiempo de computadora sin 
alterar Ja confiabilidad de los análisis.es decir; reducir el número 
de puntos de Jos ace!erogramas en función del intervalo de 
digltización, en lugar de hacerlo con el contenido de energia del 
evento sísmico en consideración; además, se tiene la ventaja con esto, 
de que la respuesta a altas frecuencias introducida por el método 
lineal equivalente es atenuada 
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ANEXO I 

TEORIA DEL ELEMENTO FINITO 

Existe una variedad muy grande de sistemas mecánicos y 
estructurales cuya solución no es siempre trivial ni fácil de obtener. 
En tales casos se acostumbra hacer una clasificación de efectos 
relevantes u otros que por su naturaleza pueden considerarse 
Insignificantes, de tal manera que en general siempre se habla de una 
solución aproximada a la solución real del sistema o de un modelo 
aproximado a un sistema real. 

La formulación con elementos finitos, se apoya también en 
suposiciones lógicas en base a la naturaleza del sistema en cuesli6n, 
y para tal efecto se han de establecer elementos cuyas propiedades 
sean representativas del sistema especifico. 

En general, el método del elemenlo finito es un método numérico 
variacional que sirve para resolver problemas de máxlmización o de 
minimización de funcionales (éstos problemas son del dominio del 
cálculo variacional), el que a su vez se utiliza para la solución 
aproximada de problemas con valores 1 íml te surgidos de la teoría de 
ecuaciones diferenciales parciales, ya que estas pueden transformarse 
en funcionales; cabe aclarar en éste punto, que una funcional es una 
expresión cuyas variables son funciones y que estas operan en el 
espacio de Hilbert; en éste espacio los puntos se definen por medio de 
funciones, en análogia al espacio cartesiano donde los puntos se 
definen por escalares. 

Desde el punto de vista matemático, el concepto fundamental del 
método consiste en que cualquier función continua en el dominio dado 
puede aproximarse mediante una sucesión de funciones, que se definen 
en una serie de subdomlnios (dentro de los cuales estas funciones son 
continuas) y los cuales se interconectan para aproximar así la función 
dada; desde el punto de vista físico, el concepto del método consiste 
en que para resolver una estructura física sujeta a ciertas 
condiciones, se puede utilizar un modelo aproximado compuesto de una 
serie de elementos qut: se intcrconectRn en una serie de puntos 
llamados nodos cuyo comportamiento es conocido a través de ciertas 
ecuaciones preestablecidas y que corresponden a los tipos de elementos 
usados y al número de nodos en cada uno de ellos. 

La solución de las ecuaciones del modelo pueden ser exactas, pero 
éste en si es una aproximación discreta al sistema físico y la 
solución de dicho modelo se aproxima a la solución del sistema real. 

La formulación matemática de problemas de ingeniería generalmente 
se puede efectuar de dos formas diferentes; la primera considera el 
comportamiento de un área o volumen Infinitesimal del sistema y las 
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ecuaciones correspondientes se formulan en forma diferencial, y como 
el área o volumen considerado es representativa de toda la reglón, las 
mismas ecuaciones son válidas para todo el dominio de la reglón; en la 
segunda se postula un principio que englobe la reglón o dominio 
completo dado, y consecuentemente es una formulación en forma Integral 
y su solución es generalmente dada por valores extremos de dicha 
integral. Este último método es conocido como el método variac!onal. 

Por ejemplo si se establece un funcional, el cual es el valor de 
una integral y que tiene la forma 

en donde 

y 

IT = J F(x,y,y') dx 

y(x), y' 
d y(x) 

dx 

del cual se procede a encontrar sus valores extremos, lo cual requ1ere 
que su primera variación sea Igual a cero, es decir, que cumpla con la 
condición de estacionarieciad de una integral mediante 

oIT = O 

Cabe mencionar que encontrar el valor estacionario de una 
integral [Enza, 1965] es similar a encontrar los valores minlmos o 
máximos de una función en cálculo diferencial, excepto que al 
minimizar una función, se obtiene un valor de variable independiente 
que nos dá un minimo en la función, mientras que al minimizar un 
funcional se obtiene una función que al integrarse hace el valor de 
dicha integral minimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a discretizar la 
integral mediante la siguiente ecuación 

rr 
xb 

J F(x, y, y' Jdx 

X . 
xi 

I F(x,y,y' )dx 

X . 
X 

2 

+ J F(x,y,y' )dx + .... + 

xi 

xb 

J F(x,y,y' )dx 

X 
n 

La integral total IT ahora consiste en varias integrales parciales, 
cada una extendiendose en los subdominios (x

1
_

1
, x

1
). El concepto de 

discretizar la integral de la ecuación puede tener una interpretación 
fisica al dividir el dominio de la función en una serie de elementos 
(finitos) a los cuales se asigna cada una de las integrales, con la 
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ventaja de que ahora es posible usar alguna aproximación pol lnomlal 
(lineal, parabólica, etc) para y(x) en cada Integral (o en cada 
elemento). Los métodos más conocidos de aproximación son 

1) Método de Rltz 

2) Método de Galerkln 

Supongamos que el problema a resolver esta planteado en forma 
variacional, donde se busca una función U que mlnlmlze la expresión 
varlacional. 

La Idea de Rayleigh-Rltz y Galerkln es, la de elegir un número 
finito de funciones <p

1
, <p

2
, ••.• , <pH, y entre todas sus combinaciones 

lineales ¿ q
1

<p
1

, encontrar cual sea la minlmlzante. 

Al.l Método de Rilz 

En el caso particular del método de Rilz, se consideran todas las 
combinaciones lineales posibles 

y (x) = \ a W (x) 
n L 1 i 

1~1 

con coeficientes a
1 

constantes, lormadas por las n primepas !unciones 

de cierta sucesión 

Las funciones yn(x) deben ser admisibles en el problema 

considerado, lo cual Impone ciertas limitaciones a la elección de 
funciones W

1
(x). Con estas combinaciones lineales, la funcional 

..,[y(x)] se transforma en una función q¡(cx
1

, a
2

, •.•.. , a ) de los 
n 

coeficientes 0:11 a
2

, •••• , ªn· Estos coef'icientes se escogen de modo 

que la función <p(a
1

, a
2

, ••.• , an) tenga un extremo (lo equivalente en 

cálculo diferencial a encontrar un máximo o un mínimo de una función); 
en consecUencia, 0:11 a

1
, .... •ªn deben ser determinados del sistema de 

ecuaciones 
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o 

Pasando al limite para n ~ CD 1 

1, 2,. ... , nl 

la función y(x) 
n 

E et 1 ~ 1 (x) que es 
l =1 

(bajo ciertas limitaciones Impuestas a 
sucesión W (x)) la solución exacta 

' 
la funcional o[y(x)) y a la 

del problema varlaclonal 

considerado. Si no efectuamos el paso al limite, 
n 

si no que nos 

lim\tamos sólo a los n primeros términos yn =E ~1 W1 (x), obtenemos una 
l ;} 

solución aproximada del problema variacional. 

Para que las funciones yn(x) sean admisibles, ante todo es 

necesario satislacer las condiciones de frontera (también limitaciones 
de continuidad o derlvabilldad). SI por ejemplo las condiciones de 
frontera son lineales y homogeneas, lo más sencillo es escoger 
funciones coordenadas de modo que satisfagan tales condiciones. 

AI.2 Método de Galerkin 

En la formulación de este método no se requiere de un postulado 
variacional que se aplique al sistema de interés, pues parte de una 
manipulación directa sobre la ecuación diferencial que gobierne el 
problema fislco 

Una formulación diferencial (expresada en su forma compacta), 
resulta de una ecuación del tipo 

L(ip) o •.. (1) 

en donde L es el operador diferer.cial, con las condiciones de frontera 

ip(O)= O y ip'(O)= O .... (2) 

Una función de campo que puede satifacer las condiciones 
anteriores se pueden definir como 

..•. (3) 
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en donde 

[N) es una función de las coordenadas 

{<¡>,} es el vector de Jos valores nodales 

{<¡>}. es la función de prueba 

entonces, si {<¡>} • es la verdadera función, al sustituirla en Ja 

ecuación (!) el resultado es 

.... (4) 

Si {p}
0 

sólo es una aproximación a la solución verdadera 

R o .... (5) 

en donde R es un residuo o error. R se puede evaluar en puntos 
discretos (nodos) e igualar su suma a cero para minimizar el error, o 
sea 

J R dv o ..•• (6) 
V 

Pero una mejor solución serla la de distribuir R sobre una reglón de 
acuerdo a alguna función de peso W de las coordenadas (nodales) antes 
de la integración, es decir 

J WR dv o .... (7) 
V 

sustituyendo la ecuación (3) en (5) y ésta en (7) se tiene 

o •..• (8) 

La función de peso W puede ser de cualquier forma en general, 
pero cuando se selecciona Igual a las funciones de rorma o de 
interpolación se tiene que W es igual a N y por lo tanto 
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o .... (9) 

La ecuación (9) es la formulación de Galerkin del elemento finito 
y se apl !ca a cada elemento en la reglón, se obtienen n ecuaciones 
simultaneas para n parámetros nodales. La solución del sistema de 
ecuaciones que resulta se desarrolla de igual manera que en otros 
casos, aunque una desventaja es que la ecuación (9) contiene derivadas 
de orden más al to que las de formulación varlaclona.l. 

Finalmente, particularizaremos un tanto, en lo que hemos llamado 
funciones de forma o de Interpolación. Por ejemplo en el plano 
bidimensional el triángulo es el más generalmente usado. Una razón 
para esto es que para una región arbitraria en dos dimensiones, ésta 
puede ser aproximada por polinomios, pues la reglón siempre pueden ser 
dividida en un número finito de triangulas. 

Sea por ejemplo el polinomio de orden m-simo 

el cual se puede utilizar para interpolar la función N(x, y). 

AI.3 Interpolación lagrangiana 

En éste caso las coordenadas de los nudos están dadas por 

.... ( 10) 

donde ~ 1 , ~2 y ~3 son números enteros que satisiacen O ~ ~t ~ m, (t = 

1, 2, 3) y ~1 + ~2 + ~3 = m. SI Nr denota el valor de N(x, y) en un 

nudo dado por (10), la interpolación lineal de grado m se puede 
expresar como 

N(x, y) 

1/2(m+l) (m+2) 

L 
r=l 
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donde la sumatoria es sobre todos los nudos, y Plml(x, y) es un 
r 

polinomio función base de grado m, que toma el valor unitario en los 
nudos asociados con la trlada (1\· 13

2
• 13

3
) y cer·o en cada otro nudo. 

Los prlmeros tres casos de la familia de funciones base son: 

(i )m=l, (r 1, 2, 3) 

( 11) 

con L
1
= x

2
y

3 
- x

3
y

2
, i;:

1
= x

2 
- x

3
, T1

1
= y

2 
- y

3
, y -rr, <r' l}r definidos 

cíclicamente para r= 2, 3. La cantidad IAI es dos veces el arca de el 

triangulo considerado. En lo que sigue p:•> p~ 1 > y p~ 1 > serán 

reemplazados por p, q y r respectivamente donde p + q + r = l. 

( ii) m= 2, 

( 1l i) m=3, 

p: 2
> p(2p -1), 

(2) 

1'5 

p~ 3 ) 2 p(3p - 1)(3p - 2), p:
3

) 

(3) 

P4 

9 

: pq(3p - 1) ). 

6pq(3p-1) 

AI.4 Interpolación hermitiana 

p~2 > cíclicamente 

p~2 > ciclicamente 

p~3 > ciclicamente 

(3) 
, p

9 
cíe! icamente 

Una forma alternativa para interpolar N(x, y) en un gran número 
de puntos del triangulo, es interpolando la misma función con algunas 
de sus derivadas en un número reducido de nudos. Una clase de 
polinómios para esto son del tipo P)X• y) de grado 2v +1 (v= 1, 2, 

3, ... ), los cuales son determinados por los valores 

n1[p (P JJ. 
V j 

1i1 ,; V j 1, 2, 3, 
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D1[p (P )), 
V 4 

jilsv-1, 

donde P
1

, P
2

, P
3 

son los vértices del triangulo, P
4 

es el centroide, 

i = (1
1

, i
2
), donde i

1 
e i

2 
son enteros no negativos, lil i

1 
+ i 2 , y 

En el caso en que v 

donde 

(3) 
p(3p - 2p2) -q, 

(3) 
27pqr, q. 

(3) 
p[i;3q(r - p) r 

1 

(3) 
p[713q(r - p) s 

1 

n'p 
i i 

ax 1 ay 2 

1, tenemos 

+I --- r + -- s 
3 

[[ a N ] (3 > [ a N ] (3)] 
l. ax r ay r 

r= 1 r r 

7pqr, 

+ <2r(p - q)]. 

+ 11
2
r(p - q)]. 

r( 3 l ciclicamente 
3 

s 13 l cicl icamnete 
3 

Cuando se trabaja con mallas de triangules, el trabajo se puede 
slmpli:ficar conslderablement<> si se usa un tri:'.:.ngulo estandai•. E,;Le es 
un triangulo con vértices II

1
(1, O), II

2
(0, 1) y 1!

3
(0, O) en el plano 

pq, que se obtiene del triangulo con vértices P
1
(x

1
, y

1
), P

2
(x

2
, y

2
J y 

P
3
(x

3
, y

3
) en el plano xy, por uso de la trans:formación lineal (11). 

La trans:formada inversa del plano pq al plano xy esta dada por la 
:fórmula 
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donde 

X X 
1 

De aqui que todos los trlangulos de la mal la en el plano xy 
se pueden trans!ormar en trlangulos estandar, y luego en un punto 
apropiado trans!erir los resultados de nuevo a un triangulo particular 
en el plano xy. 

Para el caso de mallas de elementos rectangulares la construcción 
de Ja !unción base no representa un gran problema. Por ejemplo sl 
aplicamos el polinomio bicúbico 

3 3 

g(x, y) í' í' O'. xr y" 
L L r,s 

r=O r.=O 

sobre el elemento r·ectangular, los coe!lcientes "' (O s r, 
r ,s 

s s 3) 

se pueden encontrar unlcamente en térml nos de Jos valores de 8g/8x, 

8g/8y, a 2g/axay en las cuatro esqulnas de los elementos. 

Para problemas tridimenslonales, los elementos involucran al 
tetraedro o al hexaedro (incluyendo al paralcllpedo rectangular). 
Estos son obviamente extensiones generalmente del triángulo y del 
recláguJo. 
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ANEXO II 

UNA MEDIDA DE INTENSIDAD SISMICA 

En sismología y dlclplinas afines se acostumbra hablar de 
intensidad de un temblor en un lugar dado para referirse al grado de 
severidad del movimiento del suelo en dicho si tlo. Arlas [ 1970] ha 
desarrollado una expresión que permite estimar los daños que 
potencialmente puede provocar un terremoto en áreas urbanas, 
Independientemente de la cal !dad, naturaleza y distribución de las 
estructuras en cuanto a masa, frecuencia propia y amortieuamiento. 

En el planteamiento de tal expresión se parte de la hipótesis de 
que la cuantía de los daños que sufre una estructura durante un sismo 
es proporcional a la energía disipada por la misma estructura por 
unidad de peso, durante todo el movimiento inducido por el temblor. 
Este es un criterio de daño acumulativo de la estructura. 

Al considerar la energía disipada por unidad de peso, ésta se 
independiza de una de las características de la eslr-uctura: su peso. 
Se supone además, un conjunto de estructuras cuyas frecuencias varían 
uniformemente en el intervalo (O, +oo)¡ todas orientadas de manera que 
el movimiento de la masa tiene lugar en una dirección dada. 

Con las anteriores hipótesis, se ha l lan.ado E a la energia 
disipada por unidad de peso por una estructura de un grado de 
libertad, cuya .frecuencia circular para oscilaciones de pequeña 
amplitud, es w, durante todo el movimiento inducido por el temblor, la 
eslructw·a se supone inicialmente en reposo. 

Se define la intensidad del temblor en la dirección considerada 
por la integral 

. • . ( 1) 

La anterior definición equivale a calcular el área bajo un espectro de 
energía (disipada por unidad de peso), expresado como función de la 
frecuencia circular (de las oscilaciones de pequeña amplitud) de un 
oscilador no amortiguado. 

El cálculo de E depende del modelo mecánico que se elija para la 
estructura. En el caso de un oscilador 1 ineal simple con 
amortiguamiento viscoso (ver sección II.2.2.3] la ecuación diferencial 
del movimiento es: 
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mX"+ cX + kx -ma(t) (2) 

en la que a(t) = S(t)., es la historia de aceleraciones del suelo. 

La ecuación diferencial (2) puede escribirse de la forma 

... (3) 

donde ~ es la relación de amortiguamiento. 

La fuerza resistente desarrollada en el amortiguador es -ci<, y el 
trabajo re":IJ zado por dicha fuerza en la unidad de tiempo será 
entonces, ex. La energla disipada por el oscilador, por unidad de 
peso, desde el instante t = O en que comienza el temblor hasta que el 
oscilador se detiene completamente vale 

E mg 
... (4) 

donde g es el coeficiente de la gravedad. 

Diferenciando la ecuación de movimiento (3) se obtiene 

e integrando entre t = O y t 

resulta 

x(O) 

x(oo) 

o 
o 

oo, teniendo en cuenta que 

j.;(0) 

i<( oo) 

ü 

o 
•.• (5) 

... (6) 

relación que no expresa otra cosa que la igualdad entre la energía 
disipada y el trabajo de las fuerzas exteriores. 

Sustituyendo la ecuación (6) en la (4) obtenemos 
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E - 1- J"'a(t) i< dt 
g o 

en virtud de la ecuación (1) Ja lntensldad en la dirección dada vale 

1((3} = - - 1 J:w J:(t) x dt 
g o o 

... (7) 

La solución de la ecuación (3) para las condiciones iniciales (5) 
está dada por la integral de Duharnel 

l 

x(t) = - - 1- f e-(JwCl - l'Jsen q(l - t' l 
q o 

en donde q 2 
( 1 - (32

)w
2

; t' es el tiempo del origen al instante en 
que se aplica el impulso (ver íig 2.8), y t es el tiempo en que se 
calcula el desplazamiento. Si se toma en cuenta que a(t) = O para t ~ 

O , se obtiene 

x(tl 
1 
q 

l 

I -(3wll - t • > 
_: sen q(t - t') a(t' ldt' 

Derivando esta expresión respecto a t, se obtiene la velocidad 
relativa 

i<( t) 
q 

t 

L:-/3W<l - l'l[cos q(t - t' l - ~w sen q(t - t')]a(t')dt' 

que mediante la sustitución de ¡; t - t', se transforma en 

sustituyendo en la ecuación (7) queda 

:w sen qe] a(t - e)de 

cambiando el orden de integración se obtiene 
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La integral 

es nula para (3 > O y e > D. Luego, 

r (/3) -- _1 lim J"'a( t )dt Jl' ( ) I"'oe-{3we [ ( ¡--y-) /3 g l'4+0 o oª t-e de cos wev l-/3- - ~~~- < 

~ 

o bien 

r Wl 1 lim J"'a(t)dtJ"' __ d_w __ 
g t.'-?+0 ~ 

o o wv 1-/32 

l 

foa(L-9)~ [e-/3w9sen(we~)JdfJ 
(8) 

La integral sobre e que aparece en la ecuación (8) se puede 
evaluar, en virtud del valor medio del cálculo diferencial, en la 
siguiente forma 

l' 

La(t-e)d~ [e-{3wesen(we~)Jde -{3we ~ a(t-i;t• )e sen(wi;v 1-/3- ) 

en donde i; es un número comprendido entre 1 y O. Luego 

1((3) ----- t;:7
0 
J00

0

a(t) a(t-i;t• )dt J
00

0e-{3wesen(ws~) ~w g~2 
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Haciendo la sustitución w~ u, y pasando al limite queda 

I{f3) 

(9) 

La última integral se puede evaluar como sigue: escribamos 

J(/3) 

co 

I -/3u ~ du 

0

e sen(uv 1-/3- )~u~ 

derivando con respecto a /3 se obtiene 

J'"0 e-/3u{ - sen(u~) - __ /3 __ cos(u~)} du 

~ 

Luego, J((3) e + are cos~; pero 

J(O) 
"' L se~ u du 

y J(/3) es continua para /3 O; por lo tanto 

e = O 
y 

J(/3) = are cos (3 (10) 

Sustituyendo la ecuación (10) en la (9) se obtiene finalmente 

I( /3) are ces f3 

expresión rle donde se observa que la intensidad resulta proporcional a 
la duración del temblor y al valor cuadrático de la aceleración del 
suelo en dicha dirección. Es además, función del grado del 
amortiguamiento f3 y, por consiguiente, si se quiere tener una medida 
normalizada de intensidad será necesario elegir un valor de f3 
determinado. 

Dentro del intervalo de 
práctico, la función I es 

los valores 
prácticamente 
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(3 que tienen 
una constante. 

interés 
Si se 



normaliza Ja intensidad eligiendo ~=O, se obtiene 

Ir Jtº 2 I = -2~ a (t} dt 
g o 

expresión con Ja que finalmente se define Ja intensidad como Ja suma 
de las energias disipadas por unidad de peso por un conjunto de 
osciladores lineales simples con amortiguamiento viscoso (~ b) 
distribuidos uniformemente en cuanto a frecuencias en el intervalo (O, 
+oo}. 
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