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Introduccion

Las ecuaciones de Maxwell de la electrodinamica clasica (EDC) condujeron
naturalmente a la prediccion de ondas electromagnéticas (entre ellas la luz),
la formulacién de la teoria especial de la relatividad, y la unificacion de la
Optica geométrica, la dptica fisica, el magnetismo y la electricidad. De hecho,
no se exagera cuando se dice que casi todas las descripciones de las inter-
acciones fundamentales de la fisica se pueden pensar como generalizaciones
maés profundas de las ecuaciones de Maxwell para una cierta “carga” (piénse-
se en las ecuaciones de Yang-Mills). Este hecho no s6lo tiene importancia en
distintos campos de la fisica, sino que también estas ecuaciones y sus gene-
ralizaciones han conducido a descubrimientos matematicos muy importantes
en las ultimas décadas (ver el “diccionario” de relaciones entre la teoria de

conexiones y las teorfas de norma [Yang et al., 1975] y el comentario [Atiyah,
1987| sobre la medalla Fields de 1986).

Por estas razones y porque la Teoria de la Gravitacion admite una formula-
cion geométrica que ha resultado muy exitosa en cuanto a la comprension y
a la descripcion de las leyes fundamentales que rigen este aspecto de la na-
turaleza, en esta Tesis se presenta una formulaciéon geométrica de la EDC en
espacio-tiempos generales, contribuyendo de este modo a la geometrizacion
de las interacciones electromagnéticas en un nivel elemental e introductorio,
recuperando de paso un poco su sentido geométrico original, tal como fue
expuesto por J. C. Maxwell en la segunda mitad del siglo XVIII. Esta for-
mulacion la llevaremos a cabo a lo largo de cuatro capitulos y dos apéndices,
organizados cada uno en varias secciones.

En el Capitulo 1 se expone el electromagnetismo clasico en su forma vectorial
como se ensena en los cursos de la Licenciatura en Fisica. Partimos de los
fendmenos propiamente electromagnéticos para poder definir los conceptos

VII



VIII Introduccion

fundamentales del electromagnetismo: la ley de Gauss que relaciona el flu-
jo del campo eléctrico E a través de una superficie cerrada S con la carga
total @ contenida en el interior, ®g(E) := §,E-ndS = Q/¢ y la ley de
Gauss magnética que relaciona el flujo del campo de induccién magnética B
a través de una superficie cerrada S con las fuentes magnéticas contenidas
en su interior, dg(B) := fSB -ndS = 0, ademés de la ley de Ampére que
relaciona el campo de inducciéon magnética sobre un circuito cerrado con las
corrientes que cruzan el interior de este, fCB cdl = poy i I = pol y la
fuerza de Lorentz que modela la interacciéon de una particula que se mueve
formando una corriente bajo la accién tanto de campos eléctricos como de
campos magnéticos, F = [(AE +1 x B) dl.

El vinculo entre la electrostatica y la electrodinamica se da a través de la ley
de Faraday, fo E; -fidl = —d®g/dt. Para hacer compatibles estas dos teorias
es necesario modificar la ley de Ampére de tal manera que tome la forma
rot B = pgj + po€o O, para cualesquiera campos electromagnéticos E(¢,r) y
B(t,r) y para cualesquiera fuentes j(t,r) y p(t,r). Estas ecuaciones aceptan
soluciones que satisfacen la ecuacion de onda, Oy E = iAE y 0B = iAB
con velocidad v = 1/,/p€ y son tales que la energfa electromagnética total
de un sistema en una region V' del espacio contenido por una superficie ce-
rrada X se conserva, es decir —dU/dt = fz S-nd¥ + fv-] -EdV, para el
vector S = E x H. Estas ecuaciones se formulan de manera muy natural en
el espacio-tiempo de Minkowski, donde las transformaciones que las dejan
invariantes son precisamente las transformaciones Lorentz.

En el Capitulo 2 se exponen los conceptos elementales de la geometria di-
ferencial que son necesarios para generalizar el espacio (geométrico) donde
se encuentran los campos electromagnéticos, asi como dar una interpretacion
geométrica de las ecuaciones de la EDC. Consideramos un espacio topologico
paracompacto y Hausdorff M tal que cada punto p € M esta contenido en
algin abierto U, homeomorfo a un abierto de R" y consideremos una biyec-
cion x entre estos dos abiertos. Al espacio M le equipamos una estructura
{(Uas o) taea vy definimos un mapeo f : M — N entre dos variedades por
medio de sus estructuras, considerando mapeos yo fox~! de clase C". Dada
una variedad M construimos su espacio tangente 7,,M en cada punto p, cuyos
elementos satisfacen una regla de Leibniz, v,(fg) = g(p)v,(f)+ f(p)v,(9), pa-
ra cada par de funciones suaves f, g. En general consideramos un haz fibrado
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(E,7, M, F) y nos fijamos en sus secciones suaves o : M — E. En particular
los haces fibrados que nos interesan son los haces vectoriales (E, 7, M, V),
donde la fibra V' es un espacio vectorial.

Entre los haces vectoriales de mayor importancia consideramos al haz tangen-
te T'M de una variedad M donde se puede definir el levantamiento tangente
Tf :TM — TN para una funcion f : M — N y la diferencial df(p) :
T,M — V, cuando N = V es un espacio vectorial. Nos fijamos en mapeos
suaves de un vector tangente en cada punto de la variedad, X : M — T'M,
para construir campos vectoriales tales que X (p) = X*(p)9;(p). A cada cam-
po vectorial se le asocia un mapeo que nos permite definir la derivada de
Lie de una funcion suave f como (Lxf)(p) := X,f. Definimos también su
pull-back f*Y := T f~'oY o f y su push-forward f,.X := T foX o f~!. Exten-
demos la derivada de Lie para campos vectoriales definiendo LxY := [X,Y]
y extendemos el concepto de campo vectorial al de campo tensorial como
un mapeo multilineal tal que acepta una definicién de pull-back natural:

frr(vy, ... 0)(p) =7(Tf vy, ..., Tf - vy).

En el Capitulo 3 estudiamos los tensores alternantes, LY, (V;W) y conside-
ramos al mapeo de antisimetrizacion Alt*(w)(vy, ..., v) == = > oes, 58n(0)
W(Voys - - -, Vs, ) Para definir el producto exterior de dos campos tensoriales
alternantes tal que a A B = (—=1)*23 A a. Definimos un producto interior
tal que i,(a A B) = (i,a) A B+ (=1)*a A (i,3). Construimos el haz vectorial
LE.(TM) que tiene en cada punto p € M al espacio L, (T,M) como fibra
tipica y es tal que sus secciones suaves aceptan un pull-back de la forma
ffm="byof Ory’ dz’. Definimos recursivamente la derivada exterior de una
k-forma como d(a;dz’) := dayAdz’ y mostramos que la derivada de Lie acttia
naturalmente, i. e. (Lxdf)(Y) = d(Lxf)(Y), para cualesquiera dos campos
X,Y. Las tres derivadas que hemos definido estéan relacionadas por la for-
mula de Cartan. Inducimos un producto escalar en el espacio L (V) tal que
(a]B), = 5 (o, B) , ¥ demostramos la existencia de un isomorfismo lineal * tal
que a A *xf = <a|ﬁ>g vol, para todo par de formas diferenciales «, 8 € /\k V.
Definimos un operador codiferencial § := (—1)"4) (—1)"=D+1xdx y si consi-
deramos un producto escalar dado como (a|8) := [, a A = [}, (a|B),vol,
entonces tendremos que la derivada exterior y la codiferencial son operado-
res adjuntos, (da|B) = («|0f). Mas aun, el operador de Laplace-Beltrami
A := dd+ dd nos permite probar un teorema de descomposicién para formas,
analogo al teorema de descomposiciéon de Helmholtz.



X Introduccion

Un concepto fundamental en geometria diferencial es el de conexiéon, que
desarrollamos hasta donde es pertinente para poder compararlo con el con-
cepto de norma o gauge, mismo que a su vez es fundamental en la EDC.
Definimos una derivada covariante o conexiéon de Koszul en un F-haz vec-
torial suave £ — M como un mapeo V : TM x I'(M,E) — I'(M, E), con
el cual, desde el punto de vista de un marco de referencia (ey,...,ey), te-
nemos que Vxs = (X ,s" + X“wLTS’")ei. Si P, : Eyq) — Ecp denota al
mapeo que lleva a v € Fq) en o.,(b), entonces P, es lineal y tiene la pro-
piedad de que Vo = lim, ;o[(P(f o ¢)§)to(c(t)) — a(c(0))]/t. Definimos el
operador curvatura para un par de campos X,Y € X(M) como el mapeo
F(X)Y):T'(E) = I'(F) dado por F(X,Y)o := [Vx,Vylo — Vixyjo. Asi,
tenemos que la curvatura es una 2-forma valuada en End(F). Si considera-
mos el mapeo F/ (U, V) : T4(E) — I';(E) dado por F/(U,V)o := Vi Vyo —
VyVyo — Vo, entonces la curvatura se puede expresar en términos de
transporte paralelo mediante la relacion F'(u,v)y = —lmgo[ys: — y]/st,
donde y;, el elemento de E), que se obtiene transportando paralelamente a y
alrededor de una trayectoria cerrada con s,t pequenos.

En el Capitulo 4 se hace uso de las herramientas matematicas expuestas en
los dos capitulos previos para acometer nuestro objetivo principal: dar una
interpretacion geométrica de la EDC expuesta en el primer capitulo. Trabajar
con un (r, s)-haz tensorial T7 (&) = (TT(TM),w, M, TI(R")) y sus secciones
suaves ['(T7 (T M)). Primero vemos que la EDC acepta una formulacion cova-
riante segun el primer postulado de la relatividad especial (RE), con respecto
a las transformaciones de Lorentz, para lo cual introducimos el tensor de co-
rriente j, el tensor potencial A y el tensor electromagnético F'. Demostramos
que las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell devienen en la ecuacion ten-
sorial 0,F" = 4mj¥ y la ecuaciones homogéneas devienen en la ecuacion
tensorial O F* + OFFYA + 9V FM = 0, con la norma de Lorentz dada por
0,0" A" = —4mj¥. La libertad de norma viene dada como A" = A*+0t¢ y la
fuerza de Lorentz esta dada por f* = qF* u,,, de donde se sigue que el tensor
electromagnético de energia-momento es TH’ = i (F“”Flf + %&“’FQBF “5).
Esto demuestra que la EDC es covariante, i. e. es invariante bajo transfor-
maciones de coordenadas (de Lorentz).

Las ecuaciones geométricas de la EDC se deducen rapidamente si demostra-
mos que que grad f = #df, div X = xd*(bX) y rot X = £xd(bX) y si definimos



Introduccion XI

adecuadamente productos internos en el espacio de k-formas de Minkowski
Qk(R‘f), k=1,...,4. Asi, dados una funcién de densidad p y una corriente
eléctrica j construimos una 1-forma de corriente J y dados un campo eléc-
trico E y un campo magnético B construimos la 1-forma eléctrica £ = bE, la
2-forma magnética B = x(bB) y la 2-forma electromagnética F = E Adaz® + B
que tiene la propiedad de que F = %F#,,dx“ A dx¥. A partir de los poten-
ciales electromagnéticos ® y A (asociados a los campos electromagnéticos)
construimos una 1-forma potencial asociada a estos .A. Demostramos que
las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell devienen en la ecuacién geométri-
ca xd x F = 4nJ y que las ecuaciones homogéneas de Maxwell devienen
en la ecuacion geométrica dF = 0. La segunda de estas ecuaciones expresa
un hecho estrictamente topologico (F es cerrada), mientras que la segunda
ecuacion expresa un hecho estrictamente métrico. La ecuacion de los poten-
ciales es simplemente F = d.A, que a su vez expresa la libertad de norma.
Una ventaja de las ecuaciones geométricas sobre las ecuaciones covariantes
y sobre las ecuaciones vectoriales es que no dependen de un observador, sino
que son de alguna manera “globales”, porque no estan escritas en términos
de coordenadas.

El operador * de Hodge nos permite dar versiones duales de las ecuaciones
geométricas, y esta es otra razon para llamarlas geométricas, pues el concepto
de dualidad es un concepto estrictamente geométrico, tomado de la geome-
tria proyectiva, donde los resultados también tienen cierto caracter “global”.
Finalmente demostramos lo que querfamos demostrar: la 1-forma potencial
A es una conexion y la 2-forma electromagnética F es su curvatura, donde
se satisface que *d * F = 47 J para una l-forma corriente J dada. Aunque
esta formulacion geométrica de la EDC parece un mero cambio de lenguaje,
en parte porque ya esté incluida en si misma en la propia teoria, casi de la
misma forma en que esta incluida en si misma la formulacion relativista o la
formulacién covariante, y parece que no hemos hecho méas que develar este
resultado, queremos insistir en que esta Tesis no consiste solamente en esto,
sino que ademés consiste en hacer claro que la EDC escrita de esta forma
marca una via para posibles generalizaciones, tanto por la via de la teoria de
conexiones como por la via de las teoria de norma.

En el Apéndice A se presentan aquellas relaciones comunes del célculo vec-
torial multivariable que resultan ttiles a lo largo de todos los capitulos, pero
principalmente en el primero y en el cuarto.



XII Introduccion

En el Apéndice B presentamos otra formulaciéon geométrica de la EDC que
va por un camino distinto de la teoria de conexiones y que es mas cercana a la
teoria de espinores. La razon de que esta otra formulacion geométrica se pre-
sente en un apéndice es que cuando me enteré de ella por via de D. Hestenes,
este trabajo estaba casi concluido. Por tanto, en este apéndice se exponen
brevemente algunas relaciones comunes del algebra geométrica, asi como el 4l-
gebra geométrica del plano G, y el dlgebra geométrica del espacio-tiempo D;.
Escribimos la métrica del espacio de Minkowski g, = %(’yu%qt'yyfyu) = Yy Vo,
definimos el bivector electromagnético F' := %F ', A v,y el bivector co-
rriente j = % J*vu N vy En estos términos las ecuaciones de Maxwell son

YO (FH yy Ny) = 4T 3y, Ay,

Finalmente, queremos remarcar que todos los resultados expuestos en esta
Tesis se encuentran en la literatura adecuada (citada en la bibliografia), desde
los més clasicos (antiguos y modernos) hasta los menos comunes, pero sin
demostracion muchos de ellos. De manera que en gran parte, este trabajo
consiste en una presentacion de la formulacién geométrica de la EDC que
pudiera servir como primera referencia para un lector interesado en el tema.



Capitulo 1

Electrodinamica vectorial

En este capitulo se expone de manera muy breve la teoria clasica del elec-
tromagnetismo (EMC) y de la electrodinamica (EDC) vectoriales como se
puede encontrar en manuales de referencia tales como [Jackson, 1998, Grei-
ner, 1998, Lacava, 2016]. Procuramos exponer solo los conceptos elementales,
en el sentido clasico del término, que nos permitiran llevar a cabo una formu-
lacién geométrica de dicha teoria (en cuanto que la electrodindmica envuelve
al electromagnetismo), quiza méas general y conceptualmente méas clara. Asu-
mimos que el lector esta familiarizado con el calculo vectorial multivariable
real como se expone por ejemplo en [Buck et al., 1978, Sagan, 1974|, por lo
cual no nos detendremos a exponerlo aqui, véase por ejemplo el Apéndice A.
Simplemente nos limitaremos a enunciar tres teoremas fundamentales del
calculo vectorial que seran de gran utilidad en este primer capitulo. Conside-
ramos ademés necesario hacer notar al lector que la exposicion historica (no
necesariamente lineal) del electromagnetismo no es de ninguna manera pu-
ramente ornamental, sino que responde a una necesidad interna de la propia
teoria sin la cual no se puede comprender esta.

§1.1. Preliminares

El primer teorema que queremos traer a colacion es el Teorema de Gauss, de
Green o de la Divergencia, el cual relaciona al flujo de un campo vectorial
X suficientemente suave a través de una superficie S cerrada y conexa, con
la integral de su divergencia en la regién V' delimitada por dicha superficie.
Intuitivamente se puede concebir como que la suma de las fuentes menos la
suma de los sumideros da el flujo saliente neto de una regiéon del espacio.
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Teorema 1.1 (Gauss). Si V C R? es una region compacta con superficie de
frontera suave S y si i es el vector normal unitario a S que apunta hacia
el exterior de S, entonces para cualquier campo vectorial X con segundas
derivadas continuas se tiene que

}I{X-ﬁdS:/dideV (1.1)
S \%

El segundo teorema que queremos introducir es el Teorema de Stokes, el cual
relaciona el flujo de un campo vectorial X suficientemente suave a través de
una curva cerrada y conexa (', con la integral de su rotacional en la superficie
S delimitada por dicha curva. Intuitivamente se puede concebir como que la
suma de todo el flujo de un remolino que atraviesa una superficie se puede
medir recorriendo la frontera de la superficie.

Teorema 1.2 (Stokes). Sea C' C R® una curva suave la frontera de una
superficie suave S y sea t un vector unitario tangente a C. Consideremos un
campo vectorial fi normal a la superficie S tal que el producto vectorial € x i
apunta hacia el interior de S. Entonces, para todo campo vectorial X con
segundas derivadas continuas se tiene que

fx.fdzz/rotx.ﬁds. (1.2)
C S

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Teorema de Gauss y (b) Teorema de Stokes.

Un tercer resultado fundamental es el Teorema Fundamental del Andlisis Vec-
torial (TFAV), el cual afirma que cualquier campo vectorial suficientemente
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suave que se desvanece rapidamente se puede descomponer como la suma de
un campo vectorial irrotacional (equivalentemente como el gradiente de una
funcion escalar) y un campo vectorial solenoidal (equivalentemente como el
rotacional de un campo vectorial) demostrado por H. v. Helmholtz, por lo
cual también es llamado Descomposicion de Helmholtz o Representacion de
Helmholtz.

Teorema 1.3 (Descomposicion de Helmholtz). Sean X un campo vectorial
definido en una region V C R? con segundas derivadas continuas, S la super-
ficie que encierra a la region V' y 1 el vector normal unitario a S que apunta
hacia el exterior de S. Entonces X se puede descomponer como

X =—grad¥ +rotY, (1.3)

v = df: = fr'r f \r—r'|

1 rot X(r') o
Y(r)_E/ \r—r’\ j{]r—r’] as.

Con estos tres teoremas preliminares planteados, comencemos la exposicion
de la EDC, recordando que los fenémenos electromagnéticos no han sido te-
ma de estudio como tales, hasta la época moderna, salvo la 6ptica geométrica
(no tenida como un fenémeno electrodinamico) que es tan antigua como la
geometria misma.

donde

De hecho, los fenémenos magnéticos no han sido un tema de estudio sino
hasta la Alta Edad Media, por ejemplo en la Epistola de magnete (1269) de
P. P. de Maricourt (s. XIII) quien descubrié que cada iméan tiene dos polos,
responsables de la manera en la que se atraen los imanes y responsables de
un “magnetismo boreal” y de un “magnetismo austral”. Por otra parte, los fe-
noémenos eléctricos no han sido tema de estudio hasta el siglo XVII, iniciando
con el tratado De magnete, magneticisque corporibus, et de magno magnete
tellure (1600) de G. Gilberti (1540-1603) quien acuné el término “eléctrico”
y propuso que la Tierra se comporta como un iman gigante.

Durante los siglos XVII y XVIII se realizaron investigaciones tanto en el
campo de los fendémenos eléctricos como el campo de los fenémenos magnéti-
cos, dirigidas a reconocer las propiedades basicas de ambos fenémenos. Asi, se
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comprob6 que hay dos tipos de electricidad que fueron llamados “electricidad
vitrea” y “electricidad resinosa”, se identificaron los métodos bésicos de elec-
trificacion y de magnetizacion entre cuerpos y se desarrollaron dispositivos
para contener electricidad como la botella de Leyden y las pilas voltaicas, al
mismo tiempo que se reconocia la independencia de los fenémenos eléctricos
y magnéticos de los fenémenos térmicos y de los fenémenos quimicos, cuando
se descubrio que la electricidad se manifiesta en la superficie de los cuerpos
mientras que el calor es un fenémeno que se manifiesta dentro de los cuerpos.

(a) (b)

Figura 1.2: (a) Interaccion entre dos cargas. (b) Interacion entre dos polos.

Dos hechos importantes descubiertos en el siglo XVIII conviene traer a cola-
cion. El primero de ellos es el descubrimiento de la conservacion de la carga
eléctrica y el segundo es el descubrimiento de que las fuerzas tanto en imanes
como en materiales electrizados varia como el inverso de la distancia entre
las fuentes. Los trabajos en electricidad y en magnetismo de C. A. Coulomb
(1736-1806) son quiza el mejor ejemplo, pues con una balanza de torsion ve-
rificé la ley de la fuerza entre objetos cargados y entre objetos imantados,
ademas descubrié que es imposible aislar los polos de un iméan. Los trabajos
de Coulomb fueron expuestos a lo largo de siete memorias publicadas en en
Mém. de I’Acad.: Las primeras tres memorias se publicaron en 1785, la cuarta
en 1786, la quinta en 1787, la sexta en 1788, y la séptima en 1789.

A pesar de todos estos descubrimientos formidables, el estado matemético
de la electrostatica se encontraba poco desarrollado. De hecho se puede decir
que el siglo XIX del EMC se inicia con la matematizacion y sistematizacion
tanto de la electrostatica como de la magnetostatica en gran medida por los
analistas franceses: J. L. de Lagrange (1736-1813), P. S. Laplace (1749-1827)
A. M. Legendre (1752-1833) y S. D. Poisson (1781-1840).
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En resumen, se encuentra que en la naturaleza hay dos tipos distintos de
cargas eléctricas, las positivas y las negativas, y que cualquier tipo de car-
ga es un miltiplo de la carga elemental e, el valor absoluto de la carga del
electron,! y el magnetismo es una manifestacién de corrientes eléctricas. Las
cargas (los polos) del mismo signo se repelen entre si y las cargas (los polos)
de signos opuestos se atraen entre si con una fuerza directamente proporcio-
nal al producto de las cargas (corrientes) e inversamente proporcional a su
distancia. Las fuerzas electrostaticas (magnetostaticas) son fuerzas centrales
o radiales porque su magnitud solo depende de la coordenada radial r para
un par de cargas (imanes) dadas(os).

Figura 1.3: Fuerza de Coulomb.

La ley de la fuerza entre dos cargas puntuales fue establecida por Coulomb en
sus primeras tres memorias, la cual dice que en el vacio (electromagnético)
la fuerza Fy; sobre la carga puntual ¢, con posicion ry, debida a la presencia
de la carga puntual ¢; con posicion ry esta dada por la relacion

s —I

Foi = kqigo | (1.4)

1‘2—1'1|37

donde la constante k es una constante de proporcionalidad.? A dicha fuerza se
le llama fuerza de Coulomb. Nosotros aqui escogeremos el sistema de unidades
ST y mas adelante escogeremos un sistema de unidades mas natural a la propia
electrodinamica.

La carga de los cuarcs es de —e/3 o de +2¢/3, pero hasta donde sabemos no se
encuentran aislados sino confinados en los hadrones.

2El valor de la constante de proporcionalidad k depende naturalmente del sistema de
unidades que se escoja para hacer las mediciones, asi tenemos que k = 1/4meq en el sistema
SI y k=1 en el sistema cgs y en el sistema gaussiano, etc.
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Entonces, la ley de Coulomb toma la forma siguiente:

_ q1G2 T2 — I
471'60 ’1'2 - I'1|3’

Fo (1.5)

donde €y = 8,564 x 107*2F /m es la constante de permitividad del vacio. La
fuerza sobre la carga ¢; ejercida por la carga ¢ es Fi19 = —F5, de acuerdo
a la tercera ley de Newton (vélida para el caso estatico, pero no asi para el
caso dinamico en general).

Mas atun, se comprueba experimentalmente que la fuerza F sobre una carga
de prueba ¢; ejercida por un sistema constituido por una cantidad finita de
cargas ¢o, . . . , ¢p €s la suma vectorial de la fuerza ejercida por cada carga del
sistema sobre ¢, es decir que las fuerzas se superponen entre si sin afectarse
mutuamente y sin ser afectadas por la presencia de las otras cargas:

F=_2 Xn:qi—(ri_rl) (1.6)

 dmeg — e P

A este hecho experimental importantisimo se le llama Principio de Superpo-
sicion e implica que las fuerzas entre cargas solo pueden ser fuerzas entre dos
cuerpos, o sea que las fuerzas electrostaticas son fuerzas binarias porque pa-
ra una fuerza no binaria, ternaria por ejemplo, el Principio de Superposicion
deja de tener validez.

Si F es la fuerza electrostatica neta en la carga puntual ¢ localizada en r,
entonces el campo eléctrico E en ese punto del espacio esta definido como

F dF
E: =lim— =

—. 1.7
= g (1.7)

Tomamos el limite ¢ — 0 porque en general el campo eléctrico E es alterado
por la presencia de la carga de prueba g. De esta definicion y del Principio
de Superposicion (que asumiremos como valido de aqui en adelante) se sigue
que el campo eléctrico en el punto r debido a una distribuciéon continua de
carga (total) @, con densidad de carga p(r’') = dQ/dV, sobre una region V/
del espacio esta dado por

B(r) = — /Vp(r')idv. (1.8)

e lr —1/|3
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De donde vemos que el campo eléctrico de la carga () es radial hacia el
interior de V' si Q < 0 y hacia el exterior de V' si @) > 0 (siempre que @) tenga
simetria esférica), y mas atun, que el campo eléctrico es conservativo, es decir
que puede escribirse como el gradiente de un potencial escalar ®., salvo una
constante, y que depende tinicamente de la posicion donde se mida:

E(r) = — grad ®.(r), (1.9)

pues para nuestra distribuciéon continua de carga descrita por la funciéon de
densidad p(r') usamos la relacion (A.19) para calcular el potencial, obtenien-

do

1 p(r’)
O, (r) = AV + &, 1.10
(r) 4reg /v r —r/| TR ( )

donde k es una constante arbitraria tal que para una distribucién acotada de
carga k = 0 porque ®.(00) := 0.

Como el campo eléctrico es conservativo, la integral de linea sobre una trayec-
toria cerrada es nula, y por el Teorema 1.2 tenemos que el campo eléctrico E
es irrotacional, lo cual es inmediato porque rot E = rot(—grad ®.) = 0 (A.7).
Esta es la forma local de expresar que el campo eléctrico E es conservativo.

§1.2. Ley de Gauss y ley de Gauss magnética

La ley de Gauss establece que la intensidad del flujo &g del campo eléctrico
E a través de una superficie cerrada S es igual a la carga total ) contenida
dentro de la superficie, dividida por la constante de permitividad:

Oy (E) := J(éE ads = @ (1.11)

€o

donde 10 es el vector normal unitario que apunta hacia afuera en cada punto
de la superficie S y las cargas afuera de la superficie no contribuyen al flujo,
es decir Pg(Eq) = 0, porque la carga es proporcional al nimero de lineas de
flujo del campo que atraviesan a la superficie. Esta ley es una generalizacion
natural de la fuerza de Coulomb, por lo que a veces se llama también ley de
Coulomb. Se sigue como corolario el siguiente resultado importante:

Corolario 1.1 (Coulomb). Cerca de la superficie de un conductor con den-
sidad de carga superficial ¢ y vector normal unitario n, si E; es un campo
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de un lado de la superficie y Es es otro campo del otro lado de la superficie,
entonces
(Es—E)-fi="_. (1.12)
€0
Observacién 1.1. Si p(r) es la densidad de carga en una region V C R?
cuya frontera es una superficie S, entonces la carga total () contenida en esta
region esta dada por

Q:/Vp(r)dV. (1.13)

De esta observacion, podemos obtener una ezpresion local de la ley de Gauss
como sigue: De (1.11) y (1.13),

GO%E-ﬁdS:/p(r)dV
S Vv

/divEdV:/@dV
A% v €

divE = @. (1.14)

Por el Teorema 1.1:

Equivalentemente,

Sustituyendo (1.9) en esta expresion local obtenemos la ecuacion de Poisson
para el potencial eléctrico ®.:

AP, = —p/e. (1.15)

Para una region libre de carga, es decir cuando p = 0, la ecuacion de Poisson
deviene en la ecuacion de Laplace:

AD, = 0. (1.16)

Cuando movemos una carga en un campo eléctrico E desde un punto a hasta
un punto b, la fuerza que actiia sobre ella es F = ¢E. Entonces el trabajo
hecho durante dicho movimiento estéd dado por la integral de trayectoria:

We:—/abF(r)-dr:—q/abE(r).dr
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= Q(q)e(b) - (I)e(a))' (117)

El signo menos surge de considerar como positivo al trabajo hecho en con-
tra del campo. Esta ecuaciéon indica que el trabajo hecho a lo largo de una
trayectoria desde el punto a hasta el punto b corresponde a la diferencia de
potencial entre estos dos puntos, es decir, el trabajo es independiente de la
trayectoria. Para una distribucion continua de carga con densidad p(r) el
trabajo esta dado por

1
W= [omewav = -2 [e.neav =2 [lrav. iy

Figura 1.4: Trabajo eléctrico.

La tltima igualdad viene de notar que ®.A®, = div(®, grad ®.) — (grad ®.)?
y de que la integral del primer término se puede convertir a una integral de
area por medio del Teorema 1.1 y ubicando la superficie de integraciéon en
infinito esta integral se anula. Esta relacion representa la densidad de energia
del campo eléctrico, que escribimos como w, = egFE?/2.

La conservacion de la carga en sistemas aislados es un hecho comprobado
experimentalmente un muy diversas instancias (por lo cual le damos el ca-
racter de ley y supondremos que es valida siempre). Entonces la carga ) en
una region V' del espacio contenida por la superficie S cambia sélo si una
corriente eléctrica I fluye a través de S (convenimos en decir que es positiva
si sale de V' y es negativa si entra en V'), es decir —d@/dt = I donde I := [I|
es la magnitud del flujo de la densidad de corriente eléctrica j = pv, con v
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la velocidad de las cargas que fluyen a través de la superficie S formando
una corriente. Por tanto, tenemos la siguiente relacion entre la carga y la
corriente:

[:/j~ﬁdS. (1.19)
S

De la ecuacion para la carga (1.13) y de la ecuacion para la corriente (1.19)
se tiene

d
= dv = [ j-ads.
o Vp(r) /S.l n

Metemos la derivada en la integral del lado izquierdo y usamos el Teorema 1.1,

Jp(r) % -
— dV = ¢ divjdV.
v Ot v
Equivalentemente,
a,;_g«) +divj=0. (1.20)

Esta ecuacion es llamada ecuacion de continuidad o ley de la conservacion
de la carga (local). En magnetostatica todas las derivadas parciales de una
corriente son nulas por definicién, implicando que divj = 0.

Otro hecho experimental fundamental es que las lineas del campo de induc-
cton magnética B son siempre cerradas, lo cual es equivalente a decir que
no existen “cargas magnéticas” (o monopolos magnéticos).® Entonces el flujo
magnético, Pg(B), a través de una superficie cerrada S siempre es nulo:

o5 (B) = /SB AdS = 0. (1.21)

Aplicando el Teorema 1.1 obtenemos una expresion local para esta ley, que
a veces recibe el nombre de ley de Gauss magnética:

/dideV:]{B-ﬁdSzo.
v s

3La investigacion y bisqueda de monopolos magnéticos contintia hoy dia, sin poder
encontrarlos. Su interés radicaria para nosotros aqui en que con ellos la EDC (las ecuaciones
de Maxwell) se puede(n) formular de manera muy simétrica o “dual”.
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Equivalentemente,
divB = 0. (1.22)

Esta ecuacion expresa el hecho de que las lineas del campo de induccién
magnética son cerradas, es decir que en todo imén necesariamente hay dos
polos, como ya lo habfamos observado.

§1.3. Ley de Ampére

Hacia inicios del siglo XIX se tenfan varios ejemplos de situaciones donde
una corriente eléctrica induce ciertos efectos magnéticos. Asi en 1807 H. C.
Oersted (1777-1851) anunci6 su intencion de investigar la relacion entre mag-
netismo y electricidad. Su idea feliz llegd durante un curso sobre “Electricidad,
Galvanismo y Magnetismo” en el invierno 1819-1820, confirmando que una
corriente eléctrica produce un campo magnético. Los primeros anélisis mate-
maticos de este efecto fueron realizados por J. B. Biot (1774-1862) y F. Savart
(1791-841) en Annales de Chimie, xv (1820) y en Journal de Phys. xci (1820).

Las analogias entre corrientes e imanes se llevaron mas lejos atin, especialmen-
te por A. M. Ampeére (1775-1836) quien descubri6 que dos alambres paralelos
por donde fluye corriente eléctrica se atraen si las corrientes fluyen en la mis-
ma direcciéon y se repelen si las corrientes fluyen en direcciones opuestas,
apenas una semana después de que llegaran las noticias del descubrimiento
de Oersted a la Academia Francesa. Ampére publico sus resultados reunidos
en una de las memorias mas celebres en la historia de la fisica, Mém. de
I’Adad., vi (1825). Esta memoria retine y sistematiza la gran mayoria del
conocimiento sobre electricidad y magnetismo hasta el momento, de hecho
se puede decir que antes de esta memoria no habia electromagnetismo como
tal. Asimismo Ampeére inicia el estudio de la electrodindmica, término que él
mismo acunod, y que le vali6 el sobrenombre de “Newton de la electricidad”,
por parte de J. C. Maxwell (1831-1879).

Al mismo tiempo, se entendia la relacién entre calor y electricidad median-
te el efecto termoeléctrico (1822) descubierto y estudiado por T. J. Seebeck
(1770-1831). Se construy6 una teoria completa sobre circuitos voltaicos ex-
puesta en Die Galvanische Kette mathematisch bearbeitet (1826) por G. S.
Ohm (1787-1854) tomando como modelo la Théorie analityque de la chaleur
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(1822) de J. Fourier (1768-1830). El trabajo de Ohm realmente une la recién
fundada electrodindmica con el electromagnetismo, pero no se tomo en con-
sideracion sino hasta la mitad del siglo.

Mientras se desarrollaba la EDC tanto en el plano experimental como en el
plano matematico (este altimo por C. L. M. H. Navier (1785-1836), A. L.
Cauchy (1789-1857), K. F. Gauss (1777-1855), G. Green (1793-1841) y G. G.
Stokes (1819-1903)), la dptica experimentaba su propia revolucion, en par-
ticular E. L. Malus (1775-1812) y D. Brewster (1781-1868) investigaron la
polarizacion de la luz, dando nacimiento asi a la éptica fisica (reviviendo la
teoria ondulatoria de la luz) en la primera mitad del siglo XIX, y desarrollada
brillantemente por T. Young (1773-1829), A. Fresnel (1788-1827) y F. Arago
(1786-1853), principalmente, coronando a la teorfa ondulatoria de la luz con
los experimentos de J. B. L. Foucault (1819-1868) y A. H. L. Fizeau (1819-
1896) para medir la velocidad de la luz directamente en aire y en agua en
1850 (probando experimentalmente que la ley de refraccion de R. Descartes
era erronea).

El descubrimiento de la relacion entre corrientes eléctricas y magnetismo llevo
a la formulacion matematica de las leyes del magnetismo en un cortisimo
periodo de tiempo: La fuerza que actia en un elemento dl de un circuito
donde fluye una corriente eléctrica I en la direccién de dl, ubicado en un
campo de inducciéon magnético B es

dF = k'I dl x B, (segunda formula de Ampeére) (1.23)

donde k' es una constante de proporcionalidad por determinar.

Figura 1.5: Segunda férmula de Ampére.



1. Electrodindmica vectorial 13

De esta relacion se deduce que la fuerza en una carga puntual ¢ moviéndose
con velocidad v en un campo de induccién magnética B es

F=¢qvxB. (fuerza de Lorentz) (1.24)

Y si ademés consideramos la presencia de un campo eléctrico E, entonces la
fuerza de Lorentz esta dada por F = ¢(E + v x B). Si en lugar de una sola
carga fluyen varias cargas formando una corriente continua I, la fuerza de
Lorentz esta dada por

F = /()\E +1IxB)dl, (1.25)

donde X es la densidad de corriente lineal. La contribuciéon al campo vectorial
B(r) en el vacio en el punto r dada por un elemento de circuito dl localizado
en r’ con una corriente I fluyendo en la direcciéon de dl esta dada por

Idlx (r—r')

TP

dB(r) = k' (primera formula de Ampére) (1.26)

Es decir, el campo magnético producido por un elemento de circuito (conduc-
tor) es directamente proporcional a la corriente e inversamente proporcional
al inverso de la distancia. Esta ley es analoga a la ley de Coulomb y es también
conocida como ley de Biot-Savart.* Se encuentra que k' = jio/4m, donde pq es
la constante de permeabilidad del vacio definida como pg := 47 x 107"H/m.
En el sistema gaussiano k' := 1/¢, donde ¢ es la velocidad de la luz en el
vacio.

Observacion 1.2. El campo magnético B(r) de un circuito completo C' estéa
dado por

o [ Idlx (r—1')
B(r) 47T7€ v (1.27)

Entonces, la fuerza de un circuito C'; con corriente I ejercida sobre un cir-
cuito C5 con corriente I, viene dada por

.
le———hlgf f{ (dLs - dho)( ,rg r) (1.28)
1 JCy v — 1|

4De hecho las leyes de Ampére fueron formuladas mateméaticamente por Laplace en
1832, por lo que también suelen llamarse primera y segunda leyes de Laplace.
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De la ecuacion (1.27) se sigue que si integramos el campo magnético de un
circuito a lo largo de una trayectoria cerrada C' obtenemos la ley de Ampere:

Ja{ B-dl=ypo» I =pol, (1.29)
c i=1

donde la suma corre sobre todas las corrientes I; encerradas por el circuito
cerrado C'. Aplicando el Teorema 1.2 y la ecuacion (1.19),

/rotB-ﬁdS:,uo/j-ﬁdS.
s S

Equivalentemente,
rot B = pj, (1.30)

que es la expresion local de la ley de la segunda ley de Ampére, también
llamada ley de QOerstedt, que a su vez es el analogo magnético de la ley local
de Gauss y es una generalizacion de la ley de Biot-Savart.

Figura 1.6: Fuerza entre dos circuitos C; y Cs.

Si la densidad de corriente j se anula en la ley de Ampére local, entonces el
campo de inducciéon magnética B es irrotacional y por ello se puede escribir
como el gradiente de un potencial escalar salvo una constante: B = grad ®¢,,,
(A.7) y como div B = 0, el campo de induccion magnética B se puede escribir
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también como el rotacional de un potencial vectorial A, salvo el gradiente de
una funciéon escalar: B = rot A, donde

Ho j(@)
Ar) =22 1.31
(r) y /V P dV + grad ¢, (1.31)

se obtiene resolviendo la ecuacion de Poisson, AA = —j, con la condicién
extra de que div A = 0 para asegurar la unicidad del potencial vectorial.

El movimiento de una particula cargada sometida a un campo magnético es
tipicamente circular, ademéas una caracteristica muy particular de las fuer-
zas magnéticas es que no hacen trabajo sobre la particula cargada sino que
solamente pueden alterar la direccion de la particula, pues

Wm:—/bF(r)-dr:/bq(va)-vdt:(). (1.32)

La densidad de energia del campo de inducciéon magnética esta dada por la
expresion wy, = B? /2.

Podemos resumir la electrostética y la magnetostéatica, es decir el estudio
de los fenémenos eléctricos y magnéticos cuando el campo eléctrico E y el
campo de induccién magnética B no presentan variaciones en el tiempo, en
las ecuaciones siguientes:

FBZQE7 Fm:IXB,
dvE =2, divB =0, (1.33)
€o
rot E =0, rot B = p0j.

§1.4. Ley de Faraday

En 1821 M. Faraday (1791-1867) escribi6 su Historical Sketch of Electro-
Magnetism, donde se propuso repetir algunos de los experimentos de inves-
tigadores previos y contemporéneos. La primera memoria sobre las investi-
gaciones eléctricas de Faraday data de 1831 publicada como FEzperimental
Researches in Electricity (3 vols.), donde afirma que cuando una circuito
cerrado es transportado a través de un campo magnético se genera una co-
rriente eléctrica que no depende de las variaciones del campo eléctrico.
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Para investigar las leyes de la induccion de corrientes empled sistematica-
mente el método de representar al campo magnético como lineas de fuerza
magnética. Este método lo llevé a descubrir un ano después que las corrientes
producidas por induccién consisten en la produccién de una fuerza electro-
motriz bien definida (un voltaje), descubriendo asi el principio fundamental
de las corrientes de induccién. Sin embargo la naturaleza experimental del
trabajo de Faraday no ofrecia vias evidentes para su formulacion mateméa-
tica, por lo cual su trabajo fue tenido poco en cuenta por los electricistas
matematicos, hasta Maxwell.

La formulacién matematica del principio de inducciéon fue realizada por C.
Neumann (1832-1925) en 1845 tomando como modelo el trabajo de Ampére
y con base en la regla de E. Lenz (1804-1865), la cual establece que es posible
calcular el flujo magnético ®g a través de una superficie arbitraria por un
circuito, es decir, la fuerza electromotriz inducida f (un voltaje), esta dada

por
, dPp

f=-k 5 (Ley de Faraday-Neumann-Lenz), (1.34)

donde f es la integral de linea a largo de una trayectoria cerrada C' de un

campo eléctrico externo no-conservativo E;, es decir f = 550 E; - dl (un vol-

taje).

Figura 1.7: Ley de induccién de Faraday.

El signo se fija de acuerdo a la ley de Lenz, que estable que las corrientes
inducidas en el circuito y el flujo magnético asociado a ellas se dirigen en
direccion opuesta a la direccion del cambio del campo eléctrico E;. La cons-
tante de proporcionalidad se toma como k” := 1 y en el sistema gaussiano
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k" = 1/c. Tenemos entonces que,

dP
f:fE,ﬁdl:——B.
g dt

Aplicando el Teorema 1.2 y la ecuacion (1.21),

/rotEi-ﬁdS:—i/B-ﬁdS.
g dt Js

Metemos la derivada del lado derecho,

/rotEi-ﬁdS: — a—B-ﬁdS.

Usando (1.28) tenemos la expresion local de la ley de induccion de Faraday.

0B

tE, = ———.
Iro o1

(1.35)
Por lo tanto, en general el campo eléctrico externo E es la superposicion
del campo irrotacional E. debido a la presencia de cargas eléctricas y de un
campo eléctrico no-irrotacional E; inducido por la taza de cambio del campo
magnético: E = E, + E;.

Notemos que si tomamos la divergencia de la ley de Ampére local (1.30)
tenemos por (A.8) que

div(pej) = div(rot B) =0 (1.36)

iPero vimos que la divergencia de la densidad de corriente j es nula sélo en
los casos en los que la corriente es estatical Para resolver esta falta, Maxwell
(1831-1879) sugirié que se reemplazara la densidad de carga p en la ecuacion
de continuidad (1.20) por la expresion para p en la ley de Gauss local (1.14),
resultando la suma de dos términos vectoriales que siempre tiene divergencia
nula: 5
E
div(j+e—— ) =0. 1.37

(i+a%) (137
Sustituyendo la densidad de corriente j en la ley local de Ampére (1.30) por
esta suma, llegamos a la expresion correcta para el rotacional del campo de
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induccion magnética en el caso general cuando las corrientes y los campos
son variables:

OE
rot B = 10 + poco 5 (ley de Ampere-Mawell) (1.38)

donde ambos miembros de la ecuacion tienen divergencia nula siempre, tanto
en el caso estatico como en el caso en que los campos y las corrientes varian
con el tiempo. Al término agregado a la densidad de corriente, Maxwell le
llamo6 densidad de corriente de desplazamiento, j, = €oOE/0t, la cual esta
asociada a la taza de cambio del campo eléctrico E. Con esta definicién, la
ley de Ampére-Maxwell queda expresada como rot B = 1(j + js)-

§1.5. Ecuaciones de Maxwell

Mientras Neumann trabajaba para comprender las leyes de las corrientes de
induccién como una extension de la teoria de Ampére, por ejemplo introdu-
ciendo el potencial magnético A, otros investigadores trabajaban en ordenar
y unificar toda la electrodindmica. El primer intento en esta direcciéon vino
por parte de W. Weber (1804-1890), amigo y colega de C. F. Gauss (1777-
1855), quien basédndose en las mismas hipotesis de G. T. Fechner (Ann. d.
Phys. lziv, 1845) sobre corrientes electrostaticas, propuso que la fuerza entre
dos cargas q(x,y,2) v ¢'(2/,y, 2) que se mueven una con respecto a la otra
separadas una distancia r esta dada por

qq'c? rd?r 1 [(dr\?
F— RTILU (U
r? { + cdt?  2c® \ dt

O bien en términos de la energia cinética,

ety
r 2¢2 \ Ot

La teoria de Weber fue rechazada por H. v. Helmholtz (1821-1894) y por R.
J. E. Clausius (1822-1888) por una parte porque esta fuerza violaba el prin-
cipio de conservacion de la energia (lo cual es falso, como el mismo Weber
lo demostro, cf. [Whittaker, 1910, cap. 7] y [Darrigol, 2000, cap. 2|) y por
otra parte porque esta fuerza implica que existe una velocidad maxima en el
Universo, entre otras complicaciones.
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Otro intento de unificacién de la electrodinamica fue propuesto por B. Rie-
mann (1826-1866) en un curso dictado en Gotinga en 1861 (publicado después
de su muerte). Riemann propuso que la energia electrocinética de dos cargas
q(z,y,2) y ¢(2',y,2") esta dada por la expresion

= qq’ or  0r'\> N oy Oy \? N 0z 82'\°
C2r2 |\ ot ot ot ot ot ot
Una tercera propuesta vino por parte del mismo Clausius en 1877 sugerida

por las investigaciones de Helmholtz y de Kirchkoff. Clausius propuso que la
energia cinética de dos cargas q(z,y,2) y ¢ (2',y', 2') esta dada por

_qq’{@_xﬁ_ﬁ’ Oy dy'  0z0z 2}

AT R T

Ademéas de estas tres propuestas,” se publicé la teorfa de Maxwell, quien
introduce el campo de desplazamiento eléctrico D, el campo magnético H,
las corrientes de desplazamiento js y considera que cualquier carga en movi-
miento es equivalente a una corriente, en su obra A Dynamical Theory of the
FElectromagnetic Field (1864), lo que fue mas bien ignorado antes que critica-
do, por su caracter especulativo. Estas consideraciones de Maxwell conducen
a ecuaciones de onda tanto para el campo D como para el campo H, de donde
se desprende una teoria electromagnética ondulatoria, en particular para la
luz. La mayor critica que recibi6 este trabajo de Maxwell fue que esta teoria
no explicaba la reflexiéon ni la refracciéon de la luz, lo cual fue salvado por
Helmholtz. Nueve anos después, Maxwell publica A Treatise of Magnetism
and Electricity (1873) (2 vols.), donde desarrolla con mayor extension las
ideas en sus trabajos previos, lo cual fue igualmente poco tenido en cuenta,
incluso por su conacional W. Thompson (Kelvin).

5La influencia de la ideas de Weber se noté a lo largo de todo el siglo XIX, no solo
en el EMC sino también en astronomia. Por ejemplo, se modifico la ley de la gravitacion
universal agregando un término que involucra a las velocidades relativas de los cuerpos.

Asi, F. F. Tisserand (1845-1896) propuso F = % { - h712 (%)2 + %T%}, donde h

es la velocidad de propagacion de la gravitacion. Si h = ¢ (la velocidad de la luz), entonces
hay que corregir la érbita de Mercurio por 414" /siglo. Si se usa la ley de Riemann, entonces
tenemos que corregir la érbita de Mercurio por +24” /siglo y si se combinan las dos leyes,
entonces se obtienen los famosos 438" /siglo del perihelio de Mercurio, Cf. [Whittaker,
1910], cap. 7.
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Las propuestas tanto de Weber, de Riemann, de Clausius y de Maxwell pa-
ra unificar la electrodinamica con el electromagnetismo arrojan predicciones
distintas, como es natural, de manera que para eliminar algunas de estas se
eligi6 el método de la experimentacion durante el resto del siglo XIX por
parte de H. Helmholtz, L. Lorentz, J. Larmor, L. Wiechert y tantos otros,
sobreviviendo la teoria de Maxwell. Los experimentos decisivos fueron rea-
lizados por H. Hertz (1857-1894) durante la década 1883-1893, confirmando
que las ondas predichas por Maxwell existen y tienen todas las propiedades
que tiene la luz. Con estos descubrimientos y con el descubrimiento del elec-
tron (J. J. Thomson, 1897) la teoria de Maxwell fue tomando la forma actual
resultando completamente distinta de la que propuso Maxwell, aunque con
base en los mismos fundamentos, quedando unificadas asi la electrodinamica,
el electromagnetismo, la 6ptica geométrica y la Optica fisica. Quedaban al-
gunos problemas por resolver, sin embargo estos problemas pertenecian mas
al dominio de la mecanica cuantica, que al propio dominio de la EDC.

Consideremos los siguientes campos vectoriales con coordenadas espaciales
x,1, 2z vy coordenada temporal t:

E(t7xay?z> = (El(taxaya Z)aEQ(taxvya Z)7E3(tax7y7 Z))7
B(twray?'z) - (Bl(t7x7y7 Z)7BQ(t7x7y7Z)7B3(tax7yaz))7
j<t7$ay7z) = (jl(ta‘x;ya Z)vj?(taxyya 2)7j3(tax7ya Z))v

que representan al campo eléctrico, al campo de inducciéon magnética y a la
corriente eléctrica, respectivamente, y consideremos p(t, z,y, z) una funcion
escalar que representa la densidad de carga. Decimos entonces que estos tres
campos vectoriales y esta funcion escalar satisfacen las ecuaciones de Maxwell
en el vacio si satisfacen que

divE = ﬁ, (Ley de Gauss) (1.39)
€0
divB =0, (Ley de Gauss Magnética) (1.40)
0B
rot E + T 0, (Ley de Faraday) (1.41)

E
rot B — ,uoeoaa—t = lo]j- (Ley de Ampére-Maxwell) (1.42)
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Las ecuaciones de Maxwell son ocho ecuaciones diferenciales parciales linea-
les acopladas de primer orden (una por la ley de Gauss, tres por la ley de
Faraday, una por la ley de Coulomb y tres por la ley de Ampére-Maxwell) pa-
ra seis variables (E,, By, E., B, B, y B,), en contraste con las 20 ecuaciones
que Maxwell propone en [Maxwell, 1865, Maxwell, 1873], por lo cual estan so-
bredeterminadas. En las ecuaciones de Maxwell no aparece el término v x B
que si aparece en el trabajo original de Maxwell. Este término se introduce
por separado mediante la la fuerza de Lorentz (1.24), que debe considerarse
también como parte fundamental del electromagnetismo, quedandonos por
tanto con 11 ecuaciones.

Las ecuaciones de Maxwell también pueden ser formuladas para materiales
diferentes del vacio. Por un lado, tenemos que en presencia de un campo
eléctrico externo E los dipolos atémicos y moleculares de los diferentes ma-
teriales se polarizan. Este hecho justifica que definamos al vector de polariza-
citon eléctrica P como el momento dipolar promedio por unidad de volumen.
Experimentalmente se encuentra que las cargas debidas a la polarizaciéon se
distribuyen en la superficie de los distintos materiales (dieléctricos) con den-
sidad superficial de carga o, = P -1, y se distribuyen dentro del material con
densidad volumétrica de carga p, = — div P, hecho que a su vez nos permite
introducir al vector de desplazamiento D en términos del campo eléctrico
externo y del vector de polarizacion:

D :=¢E+P. (1.43)

Por otro lado, la magnetizacion en los distintos materiales puede ser descrita
por el vector de magnetizacion M, que se define como el momento magnético
promedio por unidad de volumen, analogo al vector de polarizaciéon. Las co-
rrientes microscopicas asociadas a la magnetizacion generadas por un campo
de inducciéon magnética externo B fluyen en la superficie del material con
una densidad de corriente j,,, = M x 11, y fluyen dentro del material con una
densidad de corriente j,, = rot M. Introducimos entonces al campo magné-
tico H en términos del campo de induccion magnética externo y del vector
de magnetizacion:

H:=1B-M. (1.44)

Ho

Las ecuaciones de Maxwell para materiales quedan expresadas en términos
del vector de desplazamiento eléctrico D y del campo magnético H de la
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siguiente forma:

divD = p, divB =0,
OB oD (1.4
E+—= H-—=j.
rot E + e 0, rot 5 J

Para calcular los campos D y H tenemos que conocer las relaciones consti-
tutivas D = D(E) y H = H(B). En un medio isotrépico y homogéneo con
permitividad g y permeabilidad €, las ecuaciones de Maxwell se escriben de
la misma forma que en el vacio pero cambiando €y y po por € y i, respecti-
vamente. Para medios homogéneos e isotropicos las relaciones constitutivas
estan dadas por D = ¢E, P = ¢y(ke. — 1)E y € = ¢yk, donde € es la permitivi-
dad del material y k. es la constante dieléctrica del material; y por B = uH,
M = (K — V)H y 1t = pgkim, donde p es la permeabilidad del material y &,
es la permeabilidad relativa del material. Ademas hay que considerar la ley de
Ohm, j = oE, que relaciona la corriente inducida en un medio por un campo
eléctrico externo. También cabe senalar que para resolver las ecuaciones de
Maxwell univocamente se deben agregar condiciones de frontera adecuadas
a cada problema particular.

Como senalamos en la Seccion 1.3, del hecho de que la divergencia de un
rotacional siempre es nula se sigue que la ecuacion divB = 0 se satisface
igualmente si B es el rotacional de un potencial vectorial A, i. e. B = rot A.
Entonces, de la ecuacion de Faraday (1.41) se tiene que

tE__@B__(?(rotA)__ ; 0A
YEE T T e T Ve )
Reordenando,
0A
tE t{— ) =0.
rot E +ro <8t) 0
Equivalentemente,
0A
t(E4+— ) =0. 1.46
1O ( + 8t> (1.46)

Del hecho de que la suma de estos dos términos tiene rotacional nulo se
sigue que esta suma puede ser menos el gradiente de un potencial escalar ®.
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Entonces en términos de este potencial escalar y del potencial vectorial, el
campo eléctrico estéd dado por

0A
E=—grad® - —. 1.47
g 5 (1.47)
El potencial vectorial A queda determinado de manara univoca salvo por el
gradiente de una funcion escalar ¢. De hecho, bajo la transformaciéon

A — A’ = A + grad ¢, (1.48)

para alguna funcion escalar ¢, el campo B = rot A queda invariante (es decir
B’ = B) porque siempre se tiene que el rotacional de un gradiente es nulo
(A.9). Analogamente, para que el campo eléctrico E quede invariante (es
decir que E' = E), el potencial escalar ® tiene que transformarse como

/ 99

P =0 TR (1.49)
A estas dos transformaciones se les llama transformaciones de norma de los
potenciales electrodindmicos. Para determinar los potenciales electrodinami-
cos A y ® tenemos que considerar las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas,
de donde obtenemos dos ecuaciones acopladas para A y ® y la condicion de
Lorentz,

div A + uea—q) =0, (1.50)

ot

que si no es satisfecha por A y por ® entonces puede ser satisfecha por un
potencial vectorial A’ y por un potencial escalar ®'. De aqui se obtiene una
ecuacion para la funcion escalar ¢ que puede ser resuelta, en principio. Co-
mo esta transformacion de norma puede aplicarse siempre, podemos asumir
que los potenciales satisfacen la condiciéon de Lorentz siempre y en este caso
decimos que elegimos trabajar en/con la norma de Lorentz.

Las transformaciones de norma para potenciales que satisfacen la condicién
de Lorentz nos dan nuevos potenciales que vuelven a satisfacer la condicion de
Lorentz si el potencial ® satisface la ecuacion de onda con rapidez v = 1/, /€.
Con la condicién de Lorentz las dos ecuaciones acopladas para los potenciales
se desacoplan como

A .
AA — HE gy = I (1.51)
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y
0?P p
A — e — = —=. 1.52
HE S5 ; (1.52)
Algunas soluciones particulares de estas cuatro ecuaciones son los potenciales
retardados,
pofit—r—1'|/v)
A(r,t) = — av 1.53
e e tn (1.5
' 1 p(r';t—|r —r'|/v)
O(r,t) = - AV + &/ 1.54
R el Aamrer- R (1.54)
donde k y k' son constantes tales que kK = 0 si A(oco) = 0y &' = 0 si

®(00) = 0. Mientras que las soluciones homogéneas son ondas que se propa-
gan con rapidez v. A largas distancias solo las soluciones homogéneas per-
manecen ya que las soluciones particulares decaen como 1/7.

Si escogemos la condicion div A = 0, entonces estamos trabajando en/con la
norma de Coulomb, de radiacion o transversal y en este caso el potencial es-
calar ® satisface la ecuacion de Poisson A® = —p/e, que tiene como solucion
el potencial instantdneo de Coulomb

B(r, ) = — /p( D v, (1.55)

dme Jy |r — 1|

y el potencial vectorial A satisface la ecuacion

2

A od
AA — pe —— 52— —pj + pe div ( 875) (1.56)

lo cual hace que la informaciéon de las fuentes variables no se propague ins-
tantaneamente.

Decimos que una funciéon f satisface la ecuacion de onda homogénea de Helm-
holtz con velocidad v si satisface que
o?f 0 f  O°f 1 0*f 1 0%f

oz P T o o N e 0 (1.57)

A la suma de las segundas derivadas, Af := gi’; + 82f + a]; la llamamos

laplaciano. Andlogamente, diremos que un campo Vectorlal X = (X1, Xo, X3)
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. ., 2 .
satisface la ecuacion de onda, AX — v%%% = 0, si cada una de sus compo-

nentes la satisface, es decir si para cada componente X; se tiene que

’X, 0°X, O0°X, 1 9%°X;
~=Z 00, i=1,2,3 1.
Ox? + oy? + 022 v? Ot? 0, ¢ 2,3 (1.58)

En ausencia de cargas eléctricas (p = 0) en un material infinito no conductor
(j = 0) homogéneo e isotropico de permitividad e = const. y de permeabilidad
1 = const., no son posibles soluciones nulas para las ecuaciones de Maxwell

(1.39)-(1.42).

Figura 1.8: Ondas electromagnéticas.

De hecho se encuentran soluciones que representan ondas viajeras, pues en
efecto tenemos que el campo eléctrico E satisface la ecuacion de onda:

PE_ o (0B _0 (1
oz ot\ot) ot ,ueo

1 B
= — rot (a—) = —i rot(rot E)

e ot
= L(—grad{divE] + AE)
— iAE’ (1.59)

donde hemos usado (A.9) en el altimo paso.
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Analogamente se comprueba que el campo magnético B satisface la ecuacion
de onda:

PB 0 (0B  O(rotE)
o2 ot \ ot ot

OE

= —rot [ — ) = =L rot(rot B
()<t v

— 1(_ :

= o (—grad(divB] + AB)

= LAB. (1.60)

e
Estas soluciones representan de ondas electromagnéticas que se propagan en
el material en cuestion, con rapidez
11 1 ¢ ¢
VHE £/ Ho€0 \/Kelm Ve N

donde n := /K. es el indice de refraccion del medio y ¢ = 1/,/lo€ es la
velocidad de la luz en el vacio.

v C (ke l) (1.61)

Cuando el campo electromagnético acelera particulas cargadas y las particu-
las radian ondas electromagnéticas, hay un intercambio de energia y momento
entre las particulas y el campo (consecuentemente la tercera ley de Newton
no es valida en general, pues no considera la presencia de campos). En sis-
temas aislados con cargas y campos electromagnéticos la energia total del
sistema y el momento total del sistema se conservan.

Consideremos una region acotada V' contenida por la superficie cerrada X tal
que contiene cargas y campos dentro de ella. Si N es el nimero de ¢ cargas
por unidad de volumen y v la velocidad de estas cargas, entonces la fuerza df
aplicada por el campo electromagnético sobre las cargas en un elemento de
volumen dV esta dada por df = ¢(E 4+ v x B)NdV'. La potencia por unidad
de volumen transferida del campo electromagnético al medio que rodea a las
cargas es % =w = j-E, donde j = Ngv, y si asumimos un medio isotrépico
y homogéneo con densidad de energia u = %E D+ %H-B, entonces la energia

electromagnética en la region V esta dada por la expresion

du

R /V(div(E < H) +j-E)dV. (1.62)



1. Electrodindmica vectorial 27

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de esta relacion.

Teorema 1.4 (Poynting). En un sistema aislado en un volumen V' contenido
por una superficie cerrada > que contiene cargas y campos electromagnéticos
interactuando entre si, la energia electromagnética total U se conserva, es
decir

d
__U:j{s.ﬁdz+/j.Ed\/, (1.63)
dt » Vv

donde S := E x H es el flujo de energia a través de una superficie normal
unitaria, llamado vector de Poynting.

Localmente el teorema de Poynting se ve como

_Ou

ot

Para una onda electromagnética propagandose en direccién Vv, la energia por
unidad de tiempo que fluye a través de una superficie unitaria normal a la
direcciéon de propagacion esta dada por la energia en un cilindro con base
unitaria y altura |v| (la rapidez de la onda), es decir s = uv, donde u es la
densidad de energia en la onda.

divS +j-E. (1.64)

§1.6. Transformaciones del campo electromag-
nético

Los intentos de Maxwell y de Hertz por extender la teoria del campo elec-
tromagnético al caso en el que los cuerpos estan en movimiento nunca fue
del todo satisfactoria. De hecho no lo fue para ninguno de los teoricos del
electromagnetismo del siglo XIX quienes modelaban al éter como un soélido
elastico, entre otras razones porque los cuerpos en movimiento se pensaban
siempre como partes homogéneas del medio que llena todo el espacio (éter),
lo cual era inconsistente con la teoria de Fresnel [Whittaker, 1910, caps. 7-8|.

Los experimentos destinados a detectar las propiedades del éter electromag-
nético fracasaron (A. Michelson, 1881, A. Michelson y E. W. Morley 1887,
E. W. Morley y D. C. Miller, 1904 y 1905, entre otros), por lo que el dominio
del EMC se extendié de tal manera que los propios conceptos de espacio y de
tiempo se extendieron, por ejemplo por H. A. Lorentz, (Archive: Nial. zxv,
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1892) y por H. Poincaré, (Comptes Rendus, cxiii, 1891), en la via de Weber,
Riemann y Clausius (en la Europa continental), hasta que se demostré que
no es necesario ningun éter para que el campo electromagnético se propague
en el espacio (A. Einstein, Ann. d. Phys, 17, 1905, considerando la teoria
Maxwelliana). La EDC result6 ser la primer teoria relativista de la fisica.

En contraste con las leyes de la mecénica clasica, las leyes de la EDC, i. e.
las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de las ondas electromagnéticas,
no son invariantes con respecto a las transformaciones de Galileo definidas
como sigue: Si dos sistemas de referencia inerciales S y S’ son tales que S’
se mueve con respecto a S con rapidez constante v en la direcciéon positiva
del eje = y tales que al tiempo t = t' = 0 coinciden, entonces los dos sistemas
estan relacionados mediante las cuatro ecuaciones siguientes:

(1.65)

Figura 1.9: Transformaciones de Galileo.

En general, todos los cambios de coordenadas permitidos en la mecéanica
clasica por las transformaciones de Galileo son de la forma

t 1 0 0 0 t
/
T | Y G2 G13 Qi1 X (1 66)
Y U2 Q22 Q23 Q21 yl’ '
/
z U3 dazz (33 A31 z
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donde A = (a;;) € O(3,R), es decir que A'A = I;.

Ya que todos los experimentos apuntan a la validez de las ecuaciones di-
namicas de Maxwell sobre las ecuaciones dinamicas de Newton, se buscan
transformaciones que dejen invariantes a las primeras. La busqueda se resu-
me en los dos postulados de la relatividad especial introducidos en 1905 por
A. Einstein, que son:

Post. 1 (Principio de Galileo) Las leyes de la naturaleza y los resultados de
todos los experimentos son los mismos en todos los marcos de referencia en
movimiento uniforme relativo unos con respecto a otros.

Post. 2 La velocidad de la luz es la misma en todos los marcos de referencia
en movimiento uniforme relativo unos respecto a otros y es independiente del
movimiento de la fuente relativo al observador.

Es evidente que el segundo postulado de la relatividad especial es un caso
particular de Principio de Galileo, pues basta que para dos marcos de refe-
rencia la luz tenga velocidad constante e independiente del movimiento de
la fuente con respecto al observador para que sea asi en todos los marcos de
referencia. Las transformaciones buscadas, llamadas transformaciones de Lo-
rentz, para dos sistemas inerciales de referencia S'y S’ tales que S’ se mueve
con respecto a S con rapidez constante v en la direccion positiva del eje z y
tales que al tiempo t = t' = 0 coinciden, son las siguientes:
t'=—vBx +t, y =y,
(1.67)
¥ = yr —ypt, 2=z

donde v:=1/y/1—-p%2y B:=v/ec.

Figura 1.10: Transformaciones de Lorentz.
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Estas transformaciones se siguen directamente del primer postulado de Eins-
tein, o equivalentemente, de la invarianza de la cantidad s = —t2 422 +y2+22,
por lo que podemos decir que estamos interesados en buscar las transforma-
ciones que dejen a la cantidad s? invariante. A todas las transformaciones
con esta propiedad se les llama grupo homogéneo de Lorentz, porque efecti-
vamente forman un grupo bajo la composicion (o equivalentemente bajo el
producto de matrices).

Al grupo de transformaciones que dejan invariante a la cantidad s*(z,y) =
— (2" —y°) 2+ (2! —y")2 + (2® —y?)? + (2° — y3)? se le llama grupo inhomogéneo
de Lorentz o grupo de Poincaré, el cual contiene traslaciones y reflexiones (en
el espacio-tiempo) y a las transformaciones del grupo homogéneo de Lorentz
(rotaciones hiperbolicas del espacio-tiempo). A las cantidades invariantes ba-
jo las transformaciones (in)homogéneas se les llama cantidades escalares (por
ejemplo ¢, s? pero también E? — B? y E - B que de hecho son todos los inva-
riantes del campo electromagnético).

En general, los cambios de coordenadas permitidos en relatividad especial
por las transformaciones de Lorentz estdn dados por matrices A tales que si
definimos la matriz

> 00 0
0 100
L= o 010l (1.68)
0 001
entonces los cambios de coordenadas satisfacen que
A'LA=1L, (1.69)

para los cuales se tiene que det(A'LA) = det L = —c?, implicando que

det A = +1, para cualquier cambio de coordenadas permitido A.

Si det A = 41, entonces decimos que A es una transformacion de Lorentz
propia y si det A = —1 decimos que A es una transformacion de Lorentz im-
propia. Como se necesitan 16 —6 = 10 ecuaciones linealmente independientes
(por simetria bajo transposiciones), entonces hay seis parametros libres, es
decir que el grupo de Lorentz es un grupo de seis parametros, que pueden
pensarse como tres parametros para indicar la orientacion relativa de los ejes
de coordenadas (por ejemplo los tres angulos de Euler) y tres parametros
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para indicar la velocidad relativa entre los dos marcos de referencia (por
ejemplo las componentes del vector 8 = v/c).

Definimos al mapeo g : R} x R — R como g(u,v) := u'Lv. A este ma-
peo lo llamamos métrica de Minkowski o métrica de Lorentz y al espacio
R} lo llamamos espacio de Minkowski cuya métrica es diag(— + ++). Con
esta definicion, podemos decir que los cambios de coordenadas permitidos
en relatividad especial estan dados por matrices que preservan la métrica de
Minkowski, es decir, una matriz invertible A de 4 x 4 es una transformacion
de Lorentz si y s6lo si para cualesquiera vectores u, v € R‘f se tiene

g(u,v) = g(Av, Au). (1.70)
La estructura especifica del grupo de Lorentz es SL(2,C) u O(3,1).

Diremos que un vector v = (¢, x,y, z) en el espacio de Minkowski es espacia-
loide o tipo espacio si g(v,v) > 0; es temporaloide o tipo tiempo si g(v,v) < 0;
y es nulo o tipo luz si g(v,v) = 0.

(a) Vectores tipo espacio. (b) Vectores tipo luz. (¢) Vectores tipo tiempo.

Figura 1.11: Clases de vectores en el espacio de Minkowski.

Deliberadamente hemos escogido un espacio euclidiano (o afin si se prefiere)
de tres dimensiones para modelar los fenémenos electromagnéticos, fuera del
cual, por ejemplo el operador rot deja de tener sentido. En la EDC hemos
tenido que extender las nociones clésicas de espacio y de tiempo en un soélo
objeto fisico, el espacio-tiempo, con lo cual parece que el espacio de Min-
kowski es el espacio mas natural donde se desenvuelve la EDC, segtin hemos
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visto en este capitulo. La idea de que las ecuaciones de la EDC se ven més
naturales en unos espacios que en otros se puede llevar muy lejos con conse-
cuencias muy interesantes. Una manera de desarrollar esta idea es a través
de la geometria diferencial. En los siguientes dos capitulos desarrollaremos
las herramientas necesarias para llevar a cabo esta tarea.



Capitulo 2

(GGeometria diferencial

En este capitulo presentamos los conceptos principales de la geometria di-
ferencial como se pueden encontrar en cualquier texto especializado en el
tema como por ejemplo [Spivak, 1999, Lee, 2009, Lee, 1997|, dando por su-
puestas definiciones elementales de topologia de conjuntos, salvo aquellas que
se hagan explicitas por su importancia puntual, ademas de los resultados e
ideas principales del algebra lineal, tales como el espacio dual de un espa-
cio vectorial y el concepto de espacio cociente. Aunque se pueden dar las
definiciones y los resultados necesarios para variedades inmersas en algin es-
pacio euclidiano R", daremos los conceptos de variedades en general, ya que
el ambiente R" no nos interesa porque el Universo no esté inmerso en otro
espacio, por definicién, y aunque teoremas importantes como el Teorema de
Stokes requieren del concepto de variedades con frontera, nos contentaremos
con hablar de variedades sin frontera porque asumimos que el espacio donde
se desarrolla la electrodinamica no tiene frontera, por definicion.

Aunque el desarrollo de la geometria diferencial es en si mismo muy intere-
sante y algunas vecesesté ligado con el desarrollo de la fisica, haremos un
cambio cualitativo en la exposiciéon, con respecto al Capitulo 1, para no des-
viarnos de nuestro objetivo principal. Mencionamos tnicamente los trabajos
pioneros tanto de L. Euler (1707-11783) como de G. Monge (1746-1818) y los
textos fundacionales clasicos Disquisitiones generales circa superficies cur-
vas (1828) de C. F. Gauss y Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen (1854) de B. Riemann. Al lector interesado lo remitimos a
las referencias siguientes: [Scriba et al., 2015, Kline, 1992, Kolmogorov et al.,
1996].

33



34 §2.1. Variedades

§2.1. Variedades

Comencemos fijando la notaciéon. Por una parte, a los elementos de R" los
representaremos como n-adas de ntmeros reales con los indices escritos co-
mo superindices asi: v = (v!,...,v"). Cuando trabajemos con éalgebra ma-
tricial a los elementos de R" los escribiremos como vectores columna asi:
v=(vl,...,v")", donde el superindice ¢ indica la operacion de transposicion.
Por otra parte, a los elementos del espacio dual de R", los escribiremos como
vectores rengléon y los indices se escribiran como subindices de esta manera:
w = (wyq,...,w,). Con esta convencion, un elemento de (R")* actia en un
elemento de R"™ por multiplicacion de matrices. Como ultimo comentario
sobre estas convenciones, si f : U C R" — R™, con U un abierto en R" (con
la topologia usual), entonces entenderemos f = (f!,..., f™) para funciones
reales f1,..., f™. Diremos que f es un C"-difeomorfismo si existe su inversa
y es de clase C,

Definicion 2.1. Una wvariedad topologica n-dimensional M es un espacio
topologico paracompacto Hausdorff tal que cada punto p € M esté contenido

en algin abierto U, que es homeomorfo a un abierto del espacio euclidiano
R".

Entonces decimos que una variedad topologica es “localmente euclidiana”. Al
entero n se le llama dimension de M, y lo escribimos como n = dim M. Cabe
senalar que un espacio localmente euclidiano no necesariamente es Hauss-
dorff, sin embargo nuestro interés principal son las variedades suaves (o de
tipo C'°) sin frontera, que a su vez son variedades topologicas y que por ello
tienen la propiedad de Haussdorff. Esto porque queremos definir cuéndo una
variedad es diferenciable.

Definicion 2.2. Sea M un conjunto. Una carta en M es una biyeccion de
un conjunto abierto U C M sobre un abierto de algin espacio euclidiano R".

Decimos que la carta toma valores en R™ o que es una carta real. Una carta
x: U — z(U) C R" se denotara como la pareja (U, z); también escribimos
r = (x',...,2"), donde 2* es la i-ésima funcién coordenada de la carta (U, z).
Definiciéon 2.3. Sea A = {(U,, z4) }aca una familia de cartas reales en un
conjunto M. Decimos que A es un atlas de clase C" si satisface las siguientes
condiciones:
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1. UUa:M.

2. Todos los conjuntos z,(U, N Up) para a, f € A son abiertos en R".

3. Cada vez que U,NUps # (), entonces rgox, ' : 2, (UsNUs) — x5(U,NUz)
es un C"-difeomorfismo.

Los mapeos x5 o x, ! son llamados mapeos de transicion o mapeos de cambio

de coordenadas, que naturalmente estan definidos para intersecciones U, MUz
que evitamos escribir para no sobrecargar la notacion. Esto es precisamente lo
que nos permitird hablar de variedades diferenciables. Para un par de cartas
(U,z) y (V,y) y el cambio de coordenadas y oz~ : z(UNV) — y(UNV)

escribimos z = (z!,...,2") y y = (y',...,y"). De esta manera tenemos
y'(p) =y oz (a'(p), ... 2" (p)), (2.1)
para cualquier p € U NV, o de manera abreviada, y* := y'(z!,..., 2").

Figura 2.1: Definicién de atlas para el conjunto M.

Dados dos C"-atlas, diremos que son equivalentes si su unién es un C"-atlas.
A una clase de equivalencia bajo esta relaciéon de equivalencia se le llama
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estructura C"-diferenciable en M si r = oo diremos simplemente que el C"-
atlas es una estructura suave. Notemos que la union de todos los C"-atlas
es también un atlas, al que llamamos C"-atlas mdximo con respecto a la in-
clusién, y por lo tanto una estructura es un atlas méaximo. Una carta en M
es compatible con un atlas si la uniéon de la carta y el atlas es de nuevo un atlas.

Se motiva la siguiente definicion de variedad diferenciable del hecho de que un
(C"-atlas define una C"-estructura que a su vez induce una topologia para M
(uniones de los abiertos de las cartas de la C"-estructura) llamada topologia
inducida por la C"-estructra (o por el atlas).

Definicion 2.4. Una variedad diferenciable de clase C" es un conjunto M
junto con una estructura de clase C" para M tal que la topologia inducida
por esta estructura es Haussdorff y paracompacta. Si las cartas toman valores
de R", entonces decimos que la variedad es de dimension dim M = n. Si la
estructura es de clase C'° diremos que la variedad M es una variedad suave.

Es decir, una variedad diferenciable n-dimensional de clase C" es una pareja
(M, A), donde A es un atlas C” (real) méximo y tal que la topologia inducida
por el atlas hace de M una variedad topoldgica.

En Differentiable manifolds, Annals of Math. (2) v. 87, 1936, 645-680 H.
Whitney (1907-1989) demuestra que para r > 0, cada C"-atlas méaximo con-
tiene a un atlas C*°. Por esta razon soélo consideraremos atlas de clase C'*°.
También nos referimos a una variedad (M, .A) simplemente como M cuando
el atlas A queda sobreentendido. La siguiente definicién nos da un mecanismo
que nos permite llevar informacién de una variedad a otra.

Definicion 2.5. Sean (M, Ay) v (N, Ay) dos variedades suaves. Decimos
que un mapeo f : M — N es de clase C" en el punto p € M si existen una
carta (V,y) de Ay con f(p) € V y una carta (U, z) de Ap con p € U, tales
que f(U) C V y tales que yo foxz™! es de clase C". Si f es de clase C" en
todo punto p € M, entonces decimos que f es de clase C". A los mapeos de
clase C'* los llamamos mapeos suaves.

Hay que notar que la propiedad de ser C" es una propiedad local. La forma
local de los mapeos representativos de f, dado un par de cartas compatibles
(U,z) y (V,y) para M y N, respectivamente, con f~H(V)NU # 0, esta dada
por

yofor tiz(fHV)NU) = y(V). (2.2)
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Notemos que si bien la definicién anterior no incluye como hipétesis que f sea
continua, la propia definicién esta hecha de manera tal que implica que una
funcion que sea de clase C" sea automéaticamente continua (puntualmente) y
por lo tanto las preimagenes de abiertos son abiertos. Pero si f es de ante-
mano continua entonces podemos verificar que sea C"-diferenciable usando
mapeos representativos con respecto a atlas que no necesariamente son mé-
ximos. Esta es una de las razones por las cuales pedimos que los cambios de
coordenadas sean difeomorfismos.

Convengamos en denotar al conjunto de todas las C"-funciones M — N como
C"(M,N) y si N = R entonces simplemente escribimos C"(M). Si r = oo,
escribimos C'(M, N) y C(M), respectivamente.

Definicién 2.6. Sea (U, x) una carta en una n-variedad M para p € U, con

x=(x',...,2"). Para f € C'(M) definimos una funcién ggi en U como
of , .. [foal(a',....a"+h,....a")+ fox ' (d',... ,a")
gy W)= ; ,
(2.3)

donde z(p) = (a',...,a").

En otras palabras, tenemos que

of . o _ O(foa™)
L p) = 0 0w ) = ST w(w)), 24)
donde la n-ada (u!,... u") denota las coordenadas canénicas de R". Re-

cordemos que en la notacién clasica, D; es la i-ésima derivada parcial con
respecto a la descomposicion R" =R x ... xR. Porlo tantosig: U C R -+ R
es diferenciable en a € R, entonces D;g(a) : R — R es un mapeo lineal que
identificamos con la tnica entrada 0;g(a) de la matriz de 1 x 1 que la repre-
senta con respecto a la base canoénica de R, por lo que la definicién anterior
cominmente la encontramos en los textos clasicos como

20 = DT o a0 (25
Con esta definicion la regla de la cadena, para dos cartas (U,z) y (V,y) en
una n-variedad con p € U NV y una funcién suave f definida por lo menos
en una vecindad abierta de p, estd dada por la expresion

L =Y S5 26)

- i
= ox
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También es evidente que la funcién gj,- es lineal y que satisface la regla

del producto de Leibniz. Aprovechando la definicién de difeomorfismo que
tenemos en R" vamos a dar una definicién de difeomorfismo para variedades.

Definicién 2.7. Sean M y N dos variedades suaves (o de clase C”). Un
homeomorfimo f : M — N tal que f y f~! son C"-diferenciables para r > 1
se llama C"-difeomorfismo o simplemente difeomorfismo si r = oo.

Por lo tanto, diremos que dos C"-variedades M y N son difeomorfas si existe
un C"-difeomeorfismo f : M — N. Si restringimos f al conjunto U C M,
entonces decimos que f es un difeomorfismo local. Por supuesto que el caso
M = N esta incluido.

§2.2. El espacio tangente

Muchas veces nos interesa adherir un espacio vectorial en cada punto de una
variedad. En el caso de la electrodinamica cléasica, que se formula de manera
natural en el espacio de Minkowski y que en cada punto de esta variedad que-
remos agregar la informacion de los campos electromagnéticos y las cargas y
corrientes que interactiian entre si segtn las leyes de Maxwell, que incorporan
al Principio de Superposicion.

Recordemos que dada una curva ¢ : (—¢,€) — R", su vector velocidad (vector

dx™

tangente) en el punto p € R" es el vector (p, dd—ﬁl(p), ce W(p)). En general,

si V' es un espacio vectorial finito-dimensional, en particular R", entonces V'
es una variedad suave de manera natural y el espacio tangente en el punto
p € V puede tomarse provisionalmente como el conjunto {p} x V', que he-
reda la estructura de espacio vectorial. Escribimos v, := (p,v) y si v, es un
vector tangente, entonces a v le llamamos la parte principal de v,. Al espacio
tangente de una variedad M en el punto p lo denotaremos 7, M.

Ademas, tenemos un isomorfismo natural entre R" y 7, R" dado por la apli-
cacion v — (p,v) para todo p € R" y tenemos un isomorfismo natural entre
T,R"™ y T, R™ para cualquier par de puntos p y ¢ dado por (p,v) — (q,v)
que a su vez nos permite ver por qué en R" no es necesaria la construccion
explicita de vectores anclados en un punto, ya que coinciden excepto en el
punto ancla, sin embargo en una variedad arbitraria M esta construccion es
absolutamente fundamental y nada trivial.
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Consideremos por un instante el espacio ambiente R", es decir, consideremos
una subvariedad regular n-dimensional M. Bajo estas hipotesis una curva
suave ¢ : (—e€,€) — M es también una curva suave en R" y ¢/(0) es el vector
anclado en el punto p := ¢(0) que es tangente a M. Asi, la familia de vectores
obtenida de esta manera es un subespacio n-dimensional del espacio tangente
de R" en el punto p. En este caso especial, este subespacio puede jugar el rol
del espacio tangente de M en el punto p.

% = i vaci
Dado un vector v, ,v) € T,M nos interesa hacer tres observaciones a
proposito de este vector. A saber,

1. Clases de equivalencia de curvas por un punto. Hay muchas curvas
distintas ¢ : (—e€,€) — M con ¢(0) = p que producen al mismo vector
tangente v,. Una relacién de equivalencia obvia entre estas curvas se
puede definir estableciendo que dos curvas que pasan por el punto p
al tiempo t = 0 son equivalentes si y s6lo si tienen el mismo vector
velocidad v,. Pero podemos pensarlo a la inversa, es decir, que podemos
pensar en un vector tangente como una clase de equivalencia de curvas.

2. Operador derivada direccional. Un vector tangente puede ser usado para
construir un operador de derivada direccional. Siv, = (p, v) es un vector
tangente en 7, R", entonces tenemos un operador derivada direccional
en el punto p, el cual es un mapeo C*°(R") — R dado por f — D f(p)v.
Si v, es un vector tangente a M queremos un mapeo similar C*°(M) —
R. Aunque la funcién f esta definida en M, no tenemos la derivada D f,
pero podemos tomar nuestra derivada direccional justo como el mapeo
Dy, : f = (foc)(0), donde ¢ : I — M es cualquier curva cuya
velocidad en el tiempo t = 0 es v,.

3. Leyes de transformacion para las componentes de un vector con res-
pecto a varias cartas. Si (U,y) es una carta en M con p € U, invir-
tiendo obtenemos el mapeo y~t : V — M, al cual podemos pensar
como un mapeo en el espacio ambiente R" que parametriza una region
de M. Suponiendo que y~'(0) = p, tenemos las “curvas coordenadas”
yi =y 10,...,y%...,0) parai = 1,...,n. Asi, los vectores tangente
resultantes, F;, en el punto p tienen como parte principal las derivadas

parciales, F; 1= (p, 83; (O)) De hecho la familia { E;} es una base para

el espacio T,,M.
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Para otro sistema de coordenadas 7, con 7~ !(0) = p, construimos una
base {F,} de la misma manera en la que construimos la base {E;}. Si
v, =0 dE =" a@E; paraa=(a,...,a") ya=(al,...,a"),
entonces a = D(g o y‘l)]y(p) a, es decir

a = — al. (2.7)

Estas tres observaciones acerca del vector velocidad o vector tangente v,
motivan, cada una de ellas, una definicion formal del espacio tangente de
una variedad M en cada punto p, que no requiere del espacio ambiente. Por
supuesto que estas tres definiciones son equivalentes entre si, como puede
verse en [Lee, 2009]. Nosotros usaremos aqui la construccion del espacio tan-
gente a través de cartas, pues es la construccion mas favorable para escribir
la electrodinamica clasica. Veamos primero un resultado necesario para la
construccion del espacio tangente.

Proposicion 2.1 (Transferencia de estructura lineal). Sean S un conjunto,
{Va}aca una familia de espacios vectoriales n-dimensionales y b, : V,, — S
una biyeccion para cada o € A. Si para cada par «, € A se tiene que
el mapeo bgl oby : Vo, = Vg es un isomorfismo lineal, entonces existe una
Unica estructura de espacio vectorial en el conjunto S tal que cada b, es un
isomorfimo lineal.

Prueba. Sean S un conjunto, {V, },c4 una familia de espacios vectoriales n-
dimensionales y b, : V, — S una biyecciéon para cada o € A. Definimos la
suma en S como $; + Sz := b, (b, ' (s1) +b,'(s2)) y definimos el producto por
escalares en S como A - s := b,(\b;'(s)). Estas dos operaciones son indepen-
dientes del subindice «, trivialmente, y hacen de S un espacio vectorial. La
unicidad de esta estructura de espacio vectorial donde b, es un isomorfismo
lineal se sigue también inmediatamente. O]

Construccion formal del espacio tangente. Sea A el atlas maximo para
una n-variedad M. Para cada punto fijo p € M consideremos el conjunto I',
de todas las ternas (p,v, (U,x)) € {p} x R" xA tal que p € U. Definamos
una relacién de equivalencia en I'), haciendo que (p, v, (U, z)) ~ (p,w, (V,y))
si y solo si

w=D(yox ") . (2.8)



2. Geometria diferencial 41

Es decir que la derivada en el punto x(p) del cambio de coordenadas y o 2!

“identifica” al vector v con el vector w. Al conjunto de clases de equivalencia
I,/ ~ se le puede dar una estructura de espacio vectorial como sigue:

Para cada carta (U,z) con p € U tenemos un mapeo bz : R" — T',/ ~
dado por v — [p,v, (U,z)], donde [p,v, (U, z)] denota a la clase de equiva-
lencia de (p,v, (U,z)). De hecho este mapeo es una biyeccion. Por la Pro-
posicion 2.1 podemos obtener una estructura de espacio vectorial en I')/ ~,
cuyos elementos son vectores tangentes, es decir definimos T,M =T,/ ~. Si
v, = [p,v, (U, z)] € T,M, entonces decimos que v € R" representa al vector
v, con respecto a la carta (U, x).

Figura 2.2: Haz tangente.

En términos de coordenadas, tenemos que para un par de cartas (U,z) y
(V,y) que contienen al punto p, para la m-ada (v',...,v") que representa
a un vector tangente en p con respecto a la carta (U,x) y para la n-ada
(wl, ...,w") que representa al mismo vector tangente en p pero con respecto

a la carta (V,y) la ecuacion (2.7) toma la forma siguiente

P O
w :Zagj
j=1

v, (2.9)

z(p)
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1

donde escribimos el cambio de coordenadas yoz ™! como y* := y'(z!, ..., 2"),

paral <1 <n.

De esta ecuacion se sigue que para una variedad M, un vector tangente v, en
el punto p es un mapeo lineal v, : C°°(M) — R con la propiedad de Leibniz:
para cualquier par de funciones f,g € C°°(M) se tiene que

w(f9) = 9(p)vp(f) + f(P)vp(9), (2.10)

por lo que podemos decir que un vector tangente en el punto p € M es
una derivada del algebra C'°°(M) con respecto al mapeo de evaluacion en p,
evy(f) == f(p), y asi lo emplearemos en el Capitulo 4.

Definicién 2.8. Definimos al operador - o C>®(M) — R como
0 of
‘ = —(p). 2.11
| 1= 1)

De esta definicion se sigue inmediatamente que la n-ada de vectores (deri-

vadas) (% b % p) es una base para el espacio T,M y mas aun, para
cada v, € T,M se tiene que
- 0
v, = vy () == . 2.12
p ; P( )axl ( )
= P

Definicién 2.9. El espacio dual del espacio tangente 1), M se llama espacio
cotangente, denotado por TyM. Los elementos del espacio cotangente 77 M
se llaman covectores.

La base (inducida) de T,;M, que a su vez es dual a la base coordenada

<% b 6%}})) se denota como (dz',, ..., dz"|,) y por definicién cumple
que

p

donde 67 es la delta de Kronecker: 65 = 1sii=jy d; =0sii+#j.
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Definicion 2.10. Sea f : M — N un mapeo suave y considérese un punto
p € M con imagen ¢ = f(p) € N. Elijanse cualesquiera cartas (U,z) > p
y (V.y) 2 ¢ = f(p) tales que para v, € T,M se tiene el representante
(p,v, (U, z)). Entonces el mapeo tangente T,f : T,M — Ty, N se define
haciendo que el representante de T,,f(v,) en la carta (V,y) esté dado por
(q,w,(V,y)), donde w = D(yo fox™') v,

Esta definiciéon determina de manera tnica al elemento 7, f - v y la regla de
la cadena garantiza que esta bien definido. Asi, la diferencial df,(v,) es una
version infinitesimal de la composicion f — f oy, donde 7'(0) = v,.

Definiciéon 2.11. Sea M una variedad suave y sea p € M. Para cada funciéon
f € C°°(M) definimos su diferencial en el punto p como el mapeo lineal
df (p) : T,M — R dado por df (p)(v,) := v, f, para todo v, € T,M.

Notemos que df (p) € T,y M, por lo tanto tenemos una version del Teorema de
la Funcion Inversa para variedades diferenciables [Spivak, 1999, Lee, 2009].

Teorema 2.1 (Funcion Inversa, TFIV). Si f: M — N es un mapeo suave
entre variedades tal que T, f : T,M — T, N es un isomorfismo, entonces existe
una vecindad abierta O, de p tal que f(O,) es un abiertoy f|o, : O, = f(Op)
es un difeomorfismo. Si 7}, f es un isomorfismo para todo p € M, entonces la
funcion f : M — N es un difeomorfismo local.

§2.3. Haces fibrados

En esta seccion introduciremos el concepto de haces fibrados y desde estos
introduciremos a los haces vectoriales como caso particular. Uno de los haces
vectoriales mas importantes es el haz tangente. Estos objetos seran necesarios
para generalizar las ecuaciones de Maxwell. La idea es que a cada punto de
una variedad M se le asigna informacion extra, en nuestro caso, un espacio
vectorial que llamaremos fibra (la cual contendra la informacion del campo
electromagnético) y queremos que estos espacios vectoriales varien de manera
continua cuando variamos continuamente un punto en la variedad. En el caso
que nos ocupa todos los espacios vectoriales que constituiran las fibras seran
espacios vectoriales euclidianos, R", para algtin n natural.

Definicion 2.12. Sean F', M, E variedades C" y sea w : E — M un mapeo
C". La cuarteta (E, 7, M, F') se llama C"-haz fibrado (localmente trivial) si
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para cada punto p € M existe un abierto U que contiene a p y un C"-
difeomorfismo ¢ : 7~} (U) — U x F tal que el siguiente diagrama conmuta:

-1(U) ¢ y Ux F
U

A la variedad F le llamamos espacio total, al mapeo 7 le llamamos proyeccion
del haz, a la variedad M le llamamos espacio base y a la variedad F' le
llamamos fibra tipica. En lo que sigue consideraremos sélo haces fibrados
suaves. Al conjunto E, := 7~ !(p) se le llama fibra sobre p, para cada p € M.

™

Figura 2.3: Haz fibrado.

Definiciéon 2.13. Definimos una seccion suave (global) de un haz fibrado

¢ = (E,m,M,F) como un mapeo suave o : M — E tal que m oo = idy, es
decir que o(p) € E,. Una seccion suave local sobre un abierto U es un mapeo
suave 0 : U — FE tal que moo = idy. El conjunto de secciones del haz fibrado
¢ se denota por I'(§) o por I'(E).

Es posible que un haz fibrado pueda no tener ninguna secciéon suave global.
Los mapeos ¢ : 71 (U) — U x F de la definicién de haz fibrado se llaman
trivializaciones locales. De hecho, estas trivializaciones locales son mapeos
de la forma ¢ = (7|,—1(y), ®), donde ® : 77 (U) — F es un mapeo suave
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con la propiedad de que ®|g, : £, — F es un difeomorfismo. Escribiremos
simplemente (7, ®). Asi, tenemos que

P(y) = (m, @) (y) = (7(y), D(y)). (2.14)

A la segunda componente del mapeo ¢ se le llama parte principal de la
trivializacion local. Una pareja (U, ¢) donde ¢ es una trivializacion local
sobre U C M se llama carta del haz (fibrado) y una familia {(U,, ¢a)}aca de
cartas del haz (fibrado) tales que la familia {U, },c4 es una cubierta para M
se llama atlas del haz (fibrado), porque efectivamente constituyen un atlas
para el haz fibrado £ inducido a partir del atlas de M.

Definicién 2.14. Sean £ = (E,m, M, F') un haz fibrado suavey f: N — M
un mapeo suave. Una seccion del haz & a lo largo de f esun mapeoo : N — E

tal que m o o0 = f. Denotamos al conjunto de secciones a lo largo de f como
L'¢(€) o como I'¢(E).

§2.4. Haces vectoriales

Vamos a definir formalmente lo que serd un haz vectorial. Grosso modo, un
haz vectorial es un tipo de haz fibrado que representa una familia parame-
trizada de espacios vectoriales. En general s6lo ocuparemos haces vectoriales
reales en este trabajo, aunque pudiera ser que ocupemos haces vectoriales
complejos. Por esta razén haremos que el campo FF sea el campo R o bien el
campo C, pues formalmente no hay diferencia entre escribir al campo de los
reales o al campo de los complejos.

Definicion 2.15. Sea V un F-espacio vectorial de dimensioén finita. Un F-haz
vectorial con fibra tipica V es un haz fibrado (E, 7, M, V') que satisface las
siguientes condiciones:

1. Para cada punto z € M el conjunto E, := 7 !(z) tiene estructura de
F-espacio vectorial isomorfa al espacio vectorial fijo V.

2. Cada p € M esté en el dominio de alguna carta del haz (U, ¢) de tal
manera que para cada z € U el mapeo ®|g, : £, — V es un isomorfismo
de espacios vectoriales, donde ¢ = (7, D).

A la carta del haz (U, ¢) se le llama carta del haz vectorial o trivializacion
local del haz vectorial (sobre U ).
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En ocasiones escribiremos 7 : E — M o simplemente £ — M para referirnos
al haz vectorial (E, 7, M,V') cuando la fibra V (y la proyecciéon m) esté(n)
sobreentendidaf(s).

Asumiremos que las trivializaciones locales son lineales en las fibras. A una
familia {(Uy, ¢a)}aca de cartas del haz vectorial tales que {U,}aca €s una
cubierta para M se le llama atlas del haz vectorial para m : E — M, el cual
es heredado por el espacio base M. La definiciéon de haz vectorial garantiza
que existe un atlas de este tipo. A la dimensién de la fibra tipica V, dim V, le
llamamos el rango del haz vectorial. Un haz vectorial (E,r, M, V) se llama
trivial si E= M x V.

Como se dijo al inicio de la seccion, uno de los haces vectoriales mas im-
portantes de una variedad es el haz tangente, el cual es el espacio formado
por todos los espacios tangentes de M en cada punto de M. Definir el espa-
cio tangente de una variedad inmersa en un espacio euclidiano R" es més o
menos sencillo, pero en el caso de una variedad en abstracto, sin considerar
su ambiente, las cosas son un poco mas complicadas, pues de hecho la defi-
niciéon involucra una nociéon de derivada que vamos a definir en la Secciéon 2.6.

Es importante senalar que cada haz vectorial tiene secciones globales, por
ejemplo la seccidon cero que mapea cada z € M al elemento cero 0, de la
fibra F,. La imagen de la secciéon cero se llama a veces seccion cero y se
identifica con la base M. Ademas, la imagen de cualquier seccion global es
una subvariedad difeomorfa a la base M, como asegura el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea 7w : E — M un [F-haz vectorial con fibra tipica V. Si v €
771(p), entonces existe una seccion global o € T'(€) tal que o(p) = v. Mas
aln, si s es una secciéon local definida en U y W es un abierto con cierre
compacto W C W C U, entonces existe una seccion o € I'(€) tal que 0 = s
en el abierto W.

Prueba. Sea m : E — M un F-haz vectorial con fibra tipica V y suponga-
mos que v € 7 '(p). Consideremos una trivializacion local ¢ : 7= +(U,) —
U, x F', donde U, es una vecindad abierta de p, es decir que ¢ = (m, @) para
® : 771(U,) — F un mapeo suave con la propiedad de que ® : E, — F es
un difeomorfismo. De esta trivializacion local obtenemos una seccién local
Oloc : Up = U, x F definida cerca de p tal que oioc(p) = v. Extendemos esta
seccion local por cero en toda la variedad con una funciéon de particion « tal
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que sopp(e) C U, y aw = 1 en U,,. Entonces ¢ := aoj,. € I'(§) es una seccion
global tal que o(p) = aoi,.(p) = v.

Para la segunda parte del lema consideremos una secciéon local s definida en
un abierto U, es decir s : U — E y supongamos que W es un abierto con
cierre compacto tal que W C W C U. Sea 3 una funcién de particion tal
que sopp(B) C U y =1 en W. Entonces s se extiende por cero a toda la
variedad, es decir o := s € ['(£) es una seccion global y 0 := s = s en W,
como se queria demostrar. m

Ya que en electrodinamica hemos elegido una forma de medir, que de hecho
estd dada por la métrica de Minkowski (2.45), queremos introducir una mé-
trica en una variedad M. Esto se logra introduciendo un producto escalar en
las fibras de un haz vectorial.

Definicion 2.16. Si { = (E,m, M, V) es un haz vectorial y p € M, entonces
una base de espacio vectorial para la fibra E, se llama marco en el punto

p. Sim: E — M es un haz vectorial de rango k& = dimV, una n-ada
o = (01,...,0k) de secciones de E sobre un abierto U se llama marco (local)
sobre U sii para todo p € U la n-ada (01(p), ..., 0k(p)) es un marco en p.

Si elegimos una base fija M para la fibra tipica V', entonces una elecciéon de
un marco local sobre un abierto U C M es equivalente a una trivializacion
local (una carta de haz vectorial). Una variedad M se llama paralelizable si
el haz T'M — M tiene un marco global, es decir si el haz tangente es trivial.

Definicion 2.17. Definimos una métrica riemanniana en un haz vectorial
real 7 : £ — M como un mapeo p — gp(-,-) que asigna a cada p € M un
producto escalar positivo definido g,(-,-) en la fibra E, suave, en el sentido
de que la asignacion p — g¢,(s1(p), s2(p)) es suave para todas las secciones
suaves S1 y So. Un haz vectorial real junto a una métrica riemanniana se
llama haz vectorial riemanniano & = (E, 7, M,V,g). Una variedad suave M
con una métrica riemanniana definida en un haz vectorial con base M se
llama variedad riemanniana, (M, g).

Sim: FE — M es un haz vectorial de rango k£ con una métrica riemanniana
definida en él, es conveniente asumir que se elige un producto interno fijo y
una base ortonormal distinguida en la fibra tipica V. Para nosotros aqui V =
R" con el producto interno usual y con la base canoénica, es decir trabajaremos
con el haz £ = (E, 7, M,R") o simplemente escrito como § = (F,mw, M). El
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siguiente resultado también fue demostrado por H. Whitney en Differentiable
manifolds, Annals of Math. (2) v. 37, 1936, 645-680.

Proposicion 2.2. En cada haz vectorial real (complejo) E — M, se puede
definir una métrica riemanniana (hermitiana).

Dados dos haces vectoriales m : 4y — M y 7y : E5 — M con fibras tipicas
Vi y Vs, respectivamente, si definimos la unién disjunta,

E1®Ey:= ) B, ® By, (2.15)

peEM

entonces tenemos una proyeccion m @ Ey; ® Es — M que mapea cualquier
elemento de la fibra £y, ® Es, al punto base p € M. Se puede construir un
atlas de haz vectorial para el espacio F; ® F, a partir de un atlas en cada
fibra Fy y E5 como en [Lee, 2009].

§2.5. El haz tangente

Ahora recuperamos la construccion del haz tangente que hicimos en la Sec-
cion 2.2. Queremos definir la derivada de una funciéon f en una variedad
M, es decir, queremos medir la razéon de cambio de f en un punto p de la
variedad M, la cual debe involucrar sélo valores de f cercanos a p en una
vecindad abierta de p, pues hasta ahora no tenemos ninguna manera de llevar
un punto p € M arbitrario a un punto ¢ € M también arbitrario. Para lograr
esto regresemos al espacio tangente para definir el haz tangente.

Definicion 2.18. Definimos el haz tangente de una variedad M como la
union disjunta de sus espacios tangente:

T™ := () T,M. (2.16)

peEM

Asimismo, dado un mapeo suave f : M — N entre dos variedades M y N,
los mapeos tangente 7, f de cada espacio tangente se combinan para dar el
mapeo T'f : TM — TN en el haz tangente de M, el cual es un mapeo lineal
en cada fibra. A este mapeo se le llama levantamiento tangente de f o mapeo
tangente de f. Para mapeos suaves f : M — Ny g: N — M la regla de la
cadena toma la forma natural:

T(go f)=TgoTf (2.17)
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Si U es un abierto en un espacio vectorial de dimension finita V', entonces el
mapeo tangente en x € U puede verse como el producto cartesiano {v} x V.
Por ejemplo, ya que un elemento v, = (p,v) corresponde a la derivada dada
por

d
fHUpf::a f(p+tv),
t=0

entonces el haz tangente de U puede verse como el producto cartesiano U x V.

Otro ejemplo: si U; y Us son abiertos de los espacios vectoriales V' y W,
respectivamente, y si f : Uy — U, es suave (o por lo menos de clase C*),
entonces tenemos el mapeo tangente T'f : TU; — TU,. Si vemos a T'U; como
Uy xV yaTU; como Us x V', el mapeo tangente T'f estd dado por

(p,v) = (f(p), Df(p) - v).

Estos dos ejemplos motivan la siguiente definicion.

Definicion 2.19. Si f: M — V es una funcién, con V' un espacio vectorial
de dimension finita, entonces definimos la diferencial de f como el mapeo
df(p) : T,M — V para cada p € M dado por df(v) = df(p)(v) cuando
v e T,M.

Para cada carta (U, z) tenemos el levantamiento tangente Tx : TU — TV,
donde V' := x(U), y como V C R", podemos identificar T,V con el pro-
ducto cartesiano {z(p)} x R". Bajo esta identificacién tenemos que

d
Ty - v, = (x(p), o

flzo 7)) , (2.18)

t=0

para v, € T,U y v una curva que representa al vector v, y tal que 7/(0) = v,.

dz7

1-ésimo elemento de la base canoénica de R", entonces tenemos que

Tyx v, =Ty - (sz 8(?1:" >
p

Siv, =>7" v 2 , ¥ si tomamos y(t) := x Y (z(p) + te;), donde ¢; es el

i=1
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= (z'(p),...,2"(p), v, ..., 0"). (2.19)

A las cartas del espacio tangente T'M las denotamos por parejas de la forma
(TU,,Tz,) y se derivan o heredan de las cartas de M. De hecho estas cartas
son los levantamientos tangente de las cartas de M. Por esta razon a estas
cartas les llamamos cartas naturales para T'M. Con estas cartas se muestra
que si M es una variedad suave de dimension n, entonces T'M es una variedad
suave de dimension 2n y el mapeo m,,, : TM — M es un mapeo suave
(vease [Lee, 2009]). Méas atn, para un mapeo suave f : M — N el mapeo
tangente T'f es suave y el siguiente diagrama conmuta:

"M —— TN
7TTMl lWTN
M—LN
SipeUNV yuz(p ) (ml p),...,z"(p)), entonces TyoTx ! asocia la 2n-ada
(21 (p),...,2"(p), vt ..., 0") a la 2n ada (y'(p),...,y"(p),w', ..., w"), donde
i N~ Oyoah)
k=1
Si abreviamos la i-ésima componente de yox ™! (z!(p), ..., 2"(p)) simplemente
como ' := y'(x'(p),...,z"(p)), entonces los mapeos de transiciéon del haz

tangente se expresan de la siguiente manera:

o”, (2.21)

>
Il

Es decir, podemos interpretar que esta expresion local estd definida en la
variedad, en el dominio de la carta, o bien en el espacio euclidiano (en la
imagen del domino de la carta), precisamente esta libertad es lo que nos im-
pide notar esta construccién en el calculo vectorial, donde M = R".
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Definicion 2.20. Un difeomorfismo F' : TM — M x V tal que el mapeo
Flpm  T,M — {p} x V es lineal para cada p € M y tal que el siguiente
diagrama conmuta,

TM I s M xV

ﬂ—m pry

M

se llama trivializacion global de T'M.

Si existe una trivializacion global de T'M decimos que T'M es trivial. Para
un abierto U C M una trivializacion de T'U se llama trivializacion local de
T'M sobre U. En general no existe una trivializacion global del haz tangente
T M, pero por otro lado cada punto p € M esta contenido en un abierto U
tal que T'M tiene una trivializacion local sobre U.

El dual del haz tangente se llama haz cotangente y se define de manera
analoga al haz tangente, por lo cual también es una variedad de dimensién
2n. En general no existe algo como un “levantamiento cotangente”.

§2.6. Campos vectoriales

Un campo vectorial es un mapeo suave de un vector tangente en cada punto
de la variedad, X : M — T'M. En otras palabras, un campo vectorial es una
seccion suave en el haz tangente 7 : TM — M. Escribimos X, := X(p). En
contraste, una secciéon suave del haz cotangente es una I-forma o un campo
covectorial.

Una seccion local de T'M definida en un abierto U es lo mismo que un campo
vectorial en la variedad abierta U. Si (U, z) es una carta en una variedad suave
de dimensiéon n, entonces si escribimos z = (z!,...,2") tenemos campos

vectoriales definidos en U mediante el mapeo

0 0
o A (2.22)
ox ox )
Al conjunto ordenado de campos vectoriales (%, cee %) se le llama marco

coordenado, el cual evidentemente es una base para T'M. Si X es un campo
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vectorial suave definido en algtin conjunto que contenga al abierto U, entonces
para algunas funciones X* definidas en U tenemos que

i=1 p
es decir,
Xy = X'—. 2.24
|U 221: al’Z ( )

Al conjunto de todos los campos vectoriales definidos en una variedad M lo
denotamos por X(M).

Hasta ahora hemos visto como vectores tangentes individuales en T, M pue-
den identificarse como derivadas en p € M. Esta idea puede globalizarse
usando campos vectoriales entendidos como operadores de derivacion. De
hecho, si v € T, M es un vector tangente, entonces existe un campo vectorial
X € X(M) tal que X(p) = v. Llamaremos derivacion (global) en C*°(M)
a un mapeo lineal D : C®(M) — C>(M) tal que tiene la propiedad de
Leibniz:

D(fg) =D(f)g+ [D(g). (2.25)

Definiciéon 2.21. A un campo vectorial X sobre M le asociamos el mapeo
Lx : C®(M) — C®°(M) definido por (Lx f)(p) :== X,f. Al operador Lx se

le llama derivada de Lie (para funciones).

Es importante notar que la derivada de Lie es lineal: £,x 5y = aLx + bLy.
Ademas (Lx f)(p) = X,,- f = df (X,,) para cualquier p € M, consecuentemen-
te Lxf = df o X. Una caracterizacion importante de los campos vectoriales
suaves es que la derivada de Lie es la tunica derivada para un campo deter-
minado de manera univoca, por esta razéon podemos escribir X f := Lx f. El
siguiente resultado es inmediato de la propiedad (2.24).

Teorema 2.2. Si D; y D, son dos derivadas, entonces también se tiene que
[D1, Dy := Dy 0 Dy — Dy 0 Dy es una derivada.

Prueba. Sean Dy y Dy son dos derivadas. Entonces tenemos que
[D1,Ds](fg) := D10 Da(fg) — Dy o Di(fg)
=D1(D2(f)g + [D2(g9)) — D2(D1(f)g — [DPi(g))
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= Di(D2f)g + Dol HP1(9) + DulHPa(9) + fD1(Da(9))
—D(D1(f))g —W_W— [D2(Di(9))

= (D10Dy —Dy0D1)(f)g+ f(D1oDy —DyoDi)(g)
= [D1, D:)(f)g + f[D1,D:)(g).

[]

De este teorema y de la caracterizacion de los campos vectoriales, X f = Lx f,
se sigue como corolario importante el siguiente resultado.

Corolario 2.1. Si X, Y € X(M) son dos campos vectoriales, entonces existe
un dnico campo vectorial [ X, Y] € X(M), llamado corchete de Lie, tal que

E[)Qy} :ﬁxoﬁy—ﬁyoﬁx, (226)

o bien

X,Y] = XY - YX (2.27)
Prueba.
(X, Yf =Lixy)f=(LxoLy)f —(LyoLx)f
=Lx(Y[f) = Ly(X[))=(XY)f = (YX)[.
O

Entonces, la forma local de la derivada de Lie para los campos X = """ | X* a?;i

_ N yild . .
eY =3 "Y' estd dada por la expresion

- OY! 0XT\ 0

X, Y] = X — - Y — - 2.28

X, Y] Z;( D 8x3> ot (2.28)

Definiciéon 2.22. Dado un difeomorfismo f : M — N, definimos el pull-back

por f del campo Y € X(N), f*Y, y definimos el push-forward por f del campo
X € X(M), f.X, como

Y =Tf'oYof (2.29)

X =TfoXof! (2.30)

respectivamente.
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En otras palabras, (f*Y)(p) =Tf™" - Y v (/e X)(p) = Tf - Xp-1() respec-
tivamente. Notemos que f*Y € X(M) y f.X € X(N).

También podemos definir estos operadores para funciones suaves. De hecho,
el pull-back de un mapeo suave g se define como f*g := go f y si ademés f
es un difeomorfismo entonces podemos definir el push-forward de un mapeo
suave g como f.g := (f~1)*g. Con esta definicion se puede ver que la deriva-
da de Lie en funciones es natural con respecto al pull-back y al push-forward
(es decir que conmuta con estos operadores).

Podemos extender la derivada de Lie a campos vectoriales definiéndola para
un campo vectorial Y € X(M) con respecto a un campo vectorial X € X(M)
mediante el corchete de Lie:

LY :=[X,Y]. (2.31)

Podemos interpretar la derivada de Lie LxY como una medida de la razén de
cambio del campo Y € X(M) en la direccion del campo X € X(M), mientras
que el corchete de Lie mide la carencia de conmutatividad de flujos. En la
siguiente seccién extenderemos la derivada de Lie a campos tensoriales.

§2.7. Campos tensoriales

A partir de ahora en el resto de este trabajo usaremos la convencion de

la suma de Einstein, que consiste en eliminar los simbolos de suma cuan-

do la suma queda sobreentendida por el contexto, por ejemplo la suma
ik

D ket Dt T*alvy, la escribiremos simplemente como 7/*a/vy. Vamos a in-

troducir los campos tensoriales también llamados simplemente tensores.

Aunque los campos tensoriales se pueden introducir de manera practica des-
cribiendo sus expresiones locales en cartas y después describiendo cémo esas
expresiones se transforman bajo un cambio de coordenadas (mapeo de tran-
sicién), no tomaremos este camino desde el principio porque esconde gran
parte de la estructura geométrica y algebraica de estos objetos. En su lu-
gar los presentaremos como mapeos multilineales, rescatando de esta manera
parte de sus estructuras algebraica y geométrica. Para definir los tensores
es suficiente una estructura de moédulo pero nosotros tomaremos espacios
vectoriales.
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Definicion 2.23. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo F.
Entonces, un tensor algebraico W-valuado en V es un mapeo multilineal de
la forma

T:VixVox - xV,—=>W, (2.32)

donde cada factor V; es V o bien V*. Si W = [ entonces simplemente decimos
que 7 es un tensor algebraico.

Ya que hay tensores que contienen basicamente la misma informacion pe-
ro que son diferentes, vamos a especificarlos como 712 y hacemos r :=
r+--+7,y8:=8 4+ 8. Diremos que el tensor es de tipo total (Z)
o (r,s) y convendremos en asignar a cada tensor de tipo total (:) un unico
elemento del espacio de mapeos multilineales de V" en W*, T (V; W), sepa-
rando las componentes de V' de las de V*. Diremos entonces que el tensor
es r-contravariante y s-covariante y que estd en su forma consolidada. Se
puede consolidar primero con V* y después con V. Vamos a restringirnos al
estudio de tensores consolidados ya que las mismas propiedades para tensores

no consolidados se deducen de manera analoga.

Definicién 2.24. Para un par de tensores S € 171 (V) y T' € T72(V) defini-

mos su producto tensorial (consolidado) S @ T € T;172(V) como

ST, ...,0m72 vy, . Ve 4sy)
=S, 0" v, v )TO™ 0T v g U hs,). (2.33)

Notese que el producto tensorial es asociativo pero no necesariamente es
conmutativo.

Proposicion 2.3. Sea V' un F-espacio vectorial con base (ey,...,e,) y base
dual correspondiente (e!,. .., e") para V*. Entonces, el conjunto indexado

{e;® - ®e;, ®N®@--- @€ 1i1,... 00, 01,...,4s =1,...,n}

es una base para 17 (V), es decir que si 7 € T7(V'), entonces

o itedr A J1 J
T_Tj1~..j:611®"'®elr®e Q- e, (234)
donde 77 = T(e", ... e e, ... e5.).
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A los elementos 7]111;: se les llama componentes de T con respecto a la base
(e1,...,€,). Entonces, las componentes de un tensor dependen de la base
escogida, y consecuentemente las componentes con respecto a una base estan
relacionadas con las componentes de otra base por medio de una ley de
transformacion que se deduce de esta proposicion. Asimismo, se deducen

otras operaciones tensoriales como la suma y el producto de manera natural.

Definiciéon 2.25. Un tensor covariante 7 € T2(V, W) se llama

L. simétrico, sii T(v1,...,v5) = T(Vo(1), - - -, Vo(s)) ¥
2. alternante o antisimétrico, sii 7(v1, ..., vs) = sgn(0)7(Vo(1), - - -, Vo(s)),
para todos los componentes vy, . .., vs y para toda permutacion o de las letras

{1,...,s}.
Definiciones analogas se dan para tensores contravarientes. Vamos a defi-

nir una operacion tensorial que nos sera muy util y que de alguna manera
generaliza el concepto de traza de una transformacion lineal.

Definicion 2.26. Sea (e!,... e") una base para V y sea (ey,...,¢e,) la base
dual para para V*. Si 7 € T7(V), entonces para k < r y | < s definimos
Ckr € TI (V) como

k_(pl k r—1 !
Crr(0,...,0% ...,0" Lwy, ..., w, ..., ws_1)
R 1 a r—1
=7(0, . et 0w, ey W ). (2.35)

Este mapeo se llama contraccion del tensor T en los indices k y [. Si escribimos
las componentes de 7 con respecto a nuestra base como 7';11]“ y escogemos el
indice superior i y el indice inferior j; para realizar la contraccion, entonces
los componentes del tensor contraido CFr estan dados por la expresion

e __iraniy (2.36)

js J1ee@.gs

(Cr7)

=)

1.
Jiee

Usualmente solo escribimos 7! en lugar de (ClkT)jl B jr siempre que
1..:01+--]0s gl s

esté claro como se realiza la contraccion.

Hay dos enfoques para introducir campos tensoriales en variedades suaves que
son equivalentes, a saber el enfoque “de abajo hacia arriba” y el enfoque “de
arriba hacia abajo”. Lo que queremos hacer es asignar a cada punto p € M
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un elemento de 77(7,M) de una manera suave, por lo que vamos a con-

siderar un campo tensorial como una secciéon de un haz vectorial adecuado,
de hecho del haz vectorial T7(T'M) — M, llamado (7)-haz tensorial sobre M.

Consideremos un haz vectorial de rango k, £ = (E,m, M) y tomemos como
fibra tipica a R*. Sea T7(E) := Wpear T3 (Ep). Entonces consideramos un haz
vectorial T7 (€) que tenga a T7 (E) como espacio total, a M como espacio base,
y a T7(E,) como fibra sobre p. Explicitamente, si (U, ¢) es una carta del haz
¢, entonces una carta para T7(€) es ®7° := (m, ®"*) : 7 Y(U) — U x T/ (R").
Al conjunto de secciones suaves del haz T7(£) lo denotamos por T'(T7()).

Definicién 2.27. El espacio de secciones I'(77(TM)) se denotard como
T (M) y a sus elementos se les llamara campos tensoriales r-contravarientes
s-covariantes o simplemente campos tensoriales de tipo total (g) El espacio
de tensores 77 (M) se denota por T"(M) y al espacio de tensores T2(M) se
denota por T4(M).

En otras palabras, un campo tensorial suave A es una aplicacién suave de un
mapeo multilineal en cada espacio tangente de la variedad. Asi, para cada
p € M, A(p) es el mapeo multilineal

Alp) : (TE MY x (T,M)* — R, (2.37)

es decir, A(p) es un elemento del espacio 17 (7,M). En el caso de una varie-
dad riemanniana (M, g), una métrica riemanniana es un elemento de 75 (M)
que es simétrica y es positiva definida en cada punto.

Un campo tensorial A de tipo total (k,l) puede expresarse en general como
el producto

- J1---J1 ax’bk

donde 5% y dz' son funciones suaves, de hecho 32 € X(U) y dz' € X*(U).
Por otro lado, podemos definir tensores que no necesariamente sean secciones
suaves de un haz tensorial apropiado definiendo sus leyes de transformacion
como se senalaba al inicio de esta secciéon, y entonces en estos casos un tensor
seré suave cuando sus componentes sean suaves con respecto a cada carta de
un atlas.



58 §2.7. Campos tensoriales

Definicion 2.28. Si f : M — N es un difeomorfismo, definimos el pull-back
por [ del campo tensorial T € T4(N), f*1 € Ts(M) por

f*T(Uh‘"avs)(p) :T<Tf'U1,...,Tf'US> (239>
para todo vy,...,vs € T,M, y para cualquier p € M.

La expresion local del pull-back para una carta (U, x) en M y para una carta

(V,y) en N, con f(U) C V, la obtenemos como sigue: Si se denota a la
Ay'of) 9y’

funcion =5~ por g%, tenemos
0 ok 0
T ] = S| (2.40)
dzt|,  Ox' 7 Oyk )
De donde se sigue que
. aylﬁ ayké
(f*1)iric(®) = (Thy.k, © f) XX (2.41)

dxt  Oxts’
Si f es un cambio de coordenadas y un difeomorfismo, la relacion (2.40)
coincide con la ley de transformacion para tensores. Cabe senalar ademas
que el pull-back se distribuye sobre el producto tensorial y si f es un difeo-
morfismo entonces la nociéon de pull-back por f se puede extender a tensores
contravariantes y a tensores mixtos 7 € 7 como sigue:

frr(ar, ..., am,v1,...,06)(p)
=7((Tf ) ar,....,(Tf ) a, Tfvr,....,Tfvy), (2.42)

para todo vy, ...,vs € T,M y ay,...,a, € T;M y para cualquier p € M. El
push-forward por f para un tensor mizto T € TT (M) se define entonces como

for = ()T (2.43)

La otra manera de definir un campo tensorial de tipo total (7, s) es definirlo
como un mapeo multilineal X*(M)" x X(M)* — C*(M). En este sentido,
un campo tensorial es un elemento de T7(X(M)). Que ambos maneras son
equivalentes se sigue del hecho de que T7(X(M)) = T (M).

Como veremos en el Capitulo 4, los campos electromagnéticos se combinan
formando tensores, pero que ademas dependen del tiempo en el caso dina-
mico. Queremos entonces derivar campos tensoriales, en particular queremos
extender la derivada de Lie a campos tensoriales. Con esta idea en mente,
introducimos la siguiente definicién.
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Definiciéon 2.29. Decimos que una derivada tensorial es una coleccion de
mapeos D%, : T7(U) — TJ(U), denotadas todas ellas por D por simplicidad,
tales que

1. Para todo par de abiertos U y V con V C U, DA|y = D(Alv), para
todo tensor A € T/ (U).

2. D conmuta con la contraccion, es decir D(CFA) = CF(DA), para todo
tensor A € T/ (U).

3. D satisface la regla de Leibniz, es decir D(A® B) = DA® B+ A® DB,
para todo par de tensores A, B € T (U).

De la definiciéon anterior se sigue que la derivada de Lie, Lx, puede extenderse
a una derivada tensorial para cualquier campo vectorial X € X(M). De hecho
se tiene que para un campo tensorial S € T,(M),

(W Vi LY Vi V) (24)
=1

Consideremos el espacio vectorial V' (que debe pensarse como un espacio
tangente de una variedad o una fibra de algtin haz vectorial). Entonces po-
demos equiparle un producto escalar g a cualquier espacio tensorial T7 (V).
Por ejemplo, para T} (V) = V ® V* existe un tnico producto escalar g; en
V @ V* tal que para v, ® ap, 12 @ ay € V@ V* tenemos g (v @ oy, 19 @ ) =
g(v1,v2)g" (a1, an), donde g* es el producto escalar en V* inducido por g.

Definiciéon 2.30. Si g € T3(M) es un tensor simétrico no degenerado y tiene
indice constante en M, entonces llamamos a g una métrica semi-rimanniana
y a la pareja (M, g) la llamamos variedad semi-rimanniana. El indice de
(M, g) es el indice de g y lo denotamos por ind(g) o ind(M); la signatura es
también constante, por lo que la variedad tiene una signatura. Si la signa-
tura de una variedad semi-riemanniana con dim M > 2 es (—1,+1,...,+1),
entonces decimos que M es una variedad Lorentziana.

En nuestro caso la variedad de Lorentz importante es el espacio de Minkowski
de dimensioén k, le, con el producto vectorial dado por

k
g(x.y) = (@, yh = —2%" + > _a'y’, (2.45)
=1
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y con signatura (—1,+1,...,+1) e indice ind (R}) = ind(g) = 1.

Para cualquier par de campos vectoriales X e Y definimos su producto interno
como (X,Y) (p) := (X, Y,),. En coordenadas locales (z',...,2")enU C M
se tiene que g|y = g¢;;dz’ ® da?, donde g;; = <%,%>g. Por lo tanto, si
X=X'2 yY =Y/ en U, entonces

(X.Y), (p) = (X, V}), = 9is () X"Y7. (2.46)

Hemos presentado de manera global el tipo de espacios en los que se puede
plantear una teoria que trate de modelar el espacio-tiempo fisico, tal como
la teoria de la gravitaciéon o la mecanica clasica. Sin embargo, estamos in-
teresados en un tipo particular de tensores, que son las formas diferenciales.
En el siguiente capitulo desarrollamos este tema y desarrollamos una manera
adecuada de derivar formas diferenciales.



Capitulo 3

Formas diferenciales

La electrodinamica como la presentamos en el Capitulo 1 acepta una for-
mulaciéon vectorial, de tal modo que cuando el espacio donde se hallan los
campos electromagnéticos es una variedad arbitraria, entonces las ecuacio-
nes de Maxwell quedan escritas en términos tensoriales. Un tipo de tensores
particulares que vamos a usar para escribir las ecuaciones geométricas de la
EDC son aquellos que llamamos formas diferenciales. Una forma diferencial
no es nada mas que un campo tensorial alternante antisimétrico (cf. [Spivak,
1999, Lee, 2009, Lee, 1997]). Nosotros en este capitulo vamos a introducir una
version antisimétrica del productor tensorial y con ella introduciremos un
operador diferencial natural llamado derivada exterior, adecuada para deri-
var formas diferenciales. También introducimos el operador de curvatura y
vemos como obtener la curvatura de un haz vectorial en términos de formas
diferenciales y de la derivada exterior.

§3.1. Formas diferenciales

Definicion 3.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales reales de dimensioén
finita. Un mapeo k-multilineal o : V' x --- x V — W se llama alternante sii
a(vy, ..., v,) = 0 siempre que v; = v; para algin i # j. El espacio de mapeos
k-multilineales alternantes en W se denota por L¥ (V;W) o simplemente
Lk, (V) si W = R. Convenimos en llamar L%, (V;W) := W y en particular

LY.(V) :=R.

Ya que estamos trabajando con el campo R que tiene caracteristica ce-
ro, los mapeos k-multilineales alternantes son los mismos que los mapeos

61
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k-multilineales (completamente) antisimétricos, los que a su vez estan de-
finidos por la propiedad de que para cualquier permutaciéon o de letras
{1,2,...,k} =: Sk, tenemos que

wW(vr, ..., vp) = 8g0(0)w(Ve1), - - - Vo(k))- (3.1)

A veces escribiremos o; := ¢ (i) por comodidad.

Definicién 3.2. El mapeo de antisimetrizacion Alt¥ : TO(V) — LE (V) se
define como

Al (@) (vr, - vp) = % S sen(@)w (v v0y). (3.2)

ocESk

Definicion 3.3. Dadas w € L’;llt(V) yn e L];ft(V), definimos su producto

exterior o producto cuiia w An € LE52(V) como

WA= % Alt" 2y @ ). (3.3)
Explicitamente tenemos
WAN(VULy oy Uy Ukyds -+ - s Uky kg )
- k;1!1k:2! ST sgn(0)(Vrs s U Uy Vo) (34)

0ESky +kq

— Z sgn(0)w(Vgy, - - - ) Vo, )n(vok1+1, N T

(k1,k2)—ordenacion

donde la suma corre sobre todas la permutaciones tomadas de tal manera
que 01 < 09 < ... < Ok YV Opyi1 < Opyao < ... < Ok, +ky, lamadas (kq, k2)-
ordenaciones. El coeficiente del mapeo Alt es una convencién, pero no la
Unica convencion es uso. Aqui utilizaremos solo esta convencion.

El caso mas importante para nosotros es para w,n € L. (V), en donde
wAnN(v,w) =w(v)n(w) —w(w)n(v), lo cual es claramente un mapeo bilineal
antisimétrico. De hecho tenemos que el producto exterior A es R-bilineal,
asociativo y semi-conmutativo en el sentido de que a A 8 = (—=1)k1*25 A q.
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Una interpretaciéon geométrica del producto exterior para o',..., o € V* =
L5 (V) y para vy,...,v, € V se obtiene de la relacion
o' A AR (v, vp) = det A, (3.5)

donde A := (a}) = (o’ (vy)).

Definicion 3.4. Definimos el simbolo

1, sij1,...,Jk es una permutacion par de iq, ..., i,
e =49 —1, siji,...,Jk s una permutacion impar de 4y, ..., i,
0 en otro caso .
Con esta definicion tenemos que si (eq,...,e,) es una base para V y si
(e',...,e") es la base dual para V*, entonces
oA LA k(. N i
e N Net (e, e) =6 (3.6)

Como « € LF, (V) es también un elemento de T(V'), podemos escribir
o = ail...ikeil R ® eik’ (3.7>

donde a;, 4, = ale, ..., e;,). Ya que Alt(a) = a y Alt es lineal, tenemos
que
a=ay i, Alt(e" @ - @ e*) = %ailmikeil A Aek, (3.8)

nem ue si (e, ...,e un r nton n-
De hecho tenemos que si (e!,...,e") es una base para VV*, entonces el co

junto de elementos {e A ---Aek 11 <4y < iy < -+ < i, < n} es una
base para L%, (V). Por lo tanto, dim(LE (V) = (}) = Wlk)' En particular
dim(L¥,(V)) = 0 para k > n.

Para facilitar la escritura representaremos una sucesion de k enteros, digamos
i1, .., i, del conjunto {1,2,...,dimV} como I, al producto et A --- A e'*
como e’ y al simbolo 63113’; como €. Si en algiin momento necesitamos que
iy < ig < -+ < i, entonces escribiremos I. Con esta notacion podemos
definir también el simbolo a; := €}a; = €Ja 7 para cualquier k-ada de indices
J = (j1,-.-,Jx). Con esta convencion tenemos que

I 1ol =1

a=ape = zaje = 50 et N Net =a; 0" @@ (3.9)
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Entonces, para a = are’ y 8= ;bse’ se tiene que

&Aﬂ:m (A By e, (3.10)

1 ruJ’
donde (a A B)us = grarbrensy -

Definiciéon 3.5. Sean v € V y w € LF, (V). Definimos i,w € L5 (V) como

W (U1, .oy V1) = w(V, U1, V1), (3.11)

y lo llamamos producto interior de v y w o contraccion de w por v. Conve-

nimos en i,a = 0 para a € LY, (V) := R, con lo cual obtenemos un mapeo
lineal i, : LE (V) — LF (V).

Notese que i, depende linealmente de v y que i,i,W = —i,i,w para todo
v,w € V, de donde se sigue inmediatamente que i, o i, = 0. Ademas, el
mapeo de contraccion i, satisface la regla del producto para A:

iv(a A B) = (iya) A B+ (=DFa A (i,5), (3.12)

para todo o € Lk (V) y méas atin, es el tinico mapeo de grado —1 con estas
propiedades.

Vamos ahora a definir el espacio vectorial de k-formas. Para esto considere-
mos una variedad M de dimensiéon n y la unién disjunta de todos los espacios
Lk (T,M), es decir formamos el haz natural L¥ (T'M) que tiene en el punto
p € M al espacio Lk, (T,,M) como fibra tipica:

L];lt(TM) = U L];lt(TpM)a
peEM
y hacemos d := (}) = -2~ = dim(T,M). A las secciones suaves de este

k Fl(n—F)!
haz las denotaremos como Q¥(M) := I'(M; L¥, (T M)).

Definicién 3.6. A los elementos de QF(M) les llamamos k-formas diferen-
ciales, o simplemente k-formas.

Con esta definicion, a los elementos de Q(M) les llamamos formas diferen-
ciales en M, e identificamos a Q¥(M) con el subespacio obvio o natural de

QM) = @, Q*(M). A una forma en Q*(M) se le llama forma homogénea
de grado k y si w € Q(M), entonces podemos escribir de manera univoca
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w = Y1_ Wk, donde wy € Q¥(M) y los wy se llaman componentes homo-
géneos de w. El espacio QF(M) es un modulo sobre el algebra de funciones
suaves C(M), ademés tenemos la suma directa Q(M) = @,_, Q*(M), con
una descomposiciéon similar para cada U C M. Existe un isomorfismo de
modulos @} (M) = D(@]_, Lk, (T1)).

Definicién 3.7. Para w € QF (M) y n € Q¥ (M) definimos el producto
exterior o producto cunia w An € QFTF2(M) como (w An)(p) := w(p) An(p).

De la misma manera en la que un vector tangente es la version infinitesimal
de una curva (parametrizada) que pasa por un punto p € M, un covector
en p € M es la version infinitesimal de una funciéon definida cerca de p,
por lo que una manera de visualizar una k-forma es como la intersecciéon de
familias de conjuntos de nivel. Dado que tratamos a las formas diferenciales
como campos tensoriales alternantes covariantes, tenemos una nocién de pull-
back. De hecho el pull-back de un campo tensorial alternante es también un
campo tensorial alternante. Veamos la expresion local del pull-back para
formas. Dadas f : M — N un mapeo suave, (U, x) una carta de M y (V,y)

una carta de N con f(U) C V. Sin = bjdyf y si abreviamos B(g;;f) como
g%, entonces
* ayj L

Observacion 3.1. Notemos que el espacio 2°(M) es el espacio de funciones

suaves C'°(M), por lo que tenemos varias notaciones para el mismo espacio
(inconvenientemente): C*(M) = Q%(M) = TP (M).

§3.2. La derivada exterior

Vamos ahora a definir la derivada exterior d de una forma w. Para 0-formas la
derivada exterior es la diferencial, f +— df. Usando coordenadas rectangulares
candnicas x' para un abierto U C R", todas las k-formas pueden escribirse
como sumas de la forma fdx' A--- Adx™* = fdx! para alguna f € C>®(U) y
como la diferencial de una 0-forma es una 1-forma, entonces d : f > ggﬁ dx’.
Procedemos inductivamente para extender la definicién del operador d a un
operador tal que a cada k-forma le asocia una k+ 1-forma. Hacemos a d lineal
sobre todos los reales y definimos d(fdx™ A---Adz™) := df Adz™ A-- - Adz'*.
Se puede demostrar que si la férmula anterior es vélida para los k indices
crecientes f, entonces es valida para cualquier eleccion de k indices 1.
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Definicién 3.8. La derivada exterior d : QF(M) — QFL(M) se define pri-

mero para cada funcion suave de valores reales f(x1,...,x,) como
Iy .__ I _ af 7 I
d(fdx') :=df Ndz” = de Adx’,
:Lr’b

y después para sumas de k-formas basicas como d(aydx’) := daj A dz’.

Es un ejercicio rutinario verificar que d asi definida es una derivada para
cada carta (U,x) y si (U,z) y (V,y) son dos cartas tales que U NV # 0,
entonces di|uny = dy|unv. El siguiente teorema se sigue inmediatamente de
esta definicion.

Teorema 3.1. Para cada k-forma w € QF(M), tenemos que d(dw) = 0.

Prueba. Para cualquier O-forma f (funcién suave) tenemos que d(df) =

O da' Adrl =0 O = O (simetrfa en i,7) y da’ A da? =
Jaoer AT 2! =0, porque 555 = 5550 (simetria en i,7) y da' A dz? =
dx’ Adx" (antisimetria en i, j) y dz* Adz' = 0 para todo ¢. Entonces para cual-
quier par de funciones f, g € C*=(U) tenemos que d(df A dg) = —d(dg A df),
consecuentemente d(df A dg) = 0. Procediendo inductivamente tenemos que
d(dfiAdfaN- - -Adfy) = 0 para cualesquiera funciones f; € C*°(U). Luego, para
cualquier forma w = wy dz! € Q% (U) tenemos que d(dw) = d(dwy dz’) = 0,

porque d(dwy) =0y d(dz') = 0. O

De hecho de que si dos derivadas D; y D5 coinciden tanto para funciones
como para formas exactas exactas, entonces D; = D, se sigue que la derivada
exterior es Unica.

Teorema 3.2 (Lema de Poincaré). Si w € Q%(M) es una k-forma tal que
dw = 0, entonces existe una (k — 1)-forma 7 € Q*=1(M) tal que w = dr.

Es necesario enfatizar que M es una variedad diferenciable real, pues en otro
tipo de variedades el lema de Poincaré no necesariamente es cierto. Este
teorema es una forma general del teorema que afirma que siempre existen
potenciales escalares y vectoriales para un campo vectorial dado. A una for-
ma diferencial suave « se le llama cerrada sii da = 0 y se le llama ezacta sii
« = df para alguna forma diferencial .

Observacion 3.2. Como dod = 0, cada forma exacta es cerrada. El reciproco
no es cierto porque depende de las propiedades topologicas de la variedad.
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Dado que las formas diferenciales son campos tensoriales alternantes, la deri-
vada de Lie actia en formas diferenciales. De manera que la derivada de Lie
de una forma diferencial es una forma diferencial. De hecho para cualquier
campo X € X(M) y para cualquier O-forma f € Q°(M) tenemos que

d

s = (5| @)=

d

dt
=Y(Lx[f) =d(Lxf)(Y),

donde Y € X(M) es un campo arbitrario. Donde £|_ ¢y (t) = Tooy Z|, =
X, con ¢X(t) es el mapeo ¢ : U — M dado por ¢;(p) = ¢*(t,p) para
¢* : (—a,a) x U — M, 0 < a < co un mapeo suave llamado flujo, de hecho
a la terna (U, a, o) se le llama caja de flujo para X.

df (T} -Y)
0

. d
Y () f=Y —
RACINERS

(6)" f

Consecuentemente tenemos dos maneras para derivar secciones en Q(M), a
saber, la primera es con la derivada de Lie Ly : Q/(M) — Q' (M) (que es una
derivada de grado 0) donde tenemos que Lx(a A f) = Lxa A+ a A Lxp.
La segunda es con la derivada exterior d (que es una derivada de grado 1),
por lo cual necesitamos una tercera derivada para relacionar la derivada de
Lie con la derivada exterior. De hecho esta tercera derivada que buscamos se
define usando el producto interior dado por el mapeo de contraccion (3.12)
definiendo i;xw = fixw y ixdf = df(X) = Lxf para cualquier funciéon
f € C®°(M) y en general definimos la derivada ix(a A ) := (ixa) A 5+
(—=1)*a A (ixB) para cada a € QF(M), que es una derivada de grado —1
llamada producto interior u operador de contraccion, y es tal que ixf = 0
para cada f € Q°(M) y ixf = 0(X) para cada § € Q' (M) y X € X(M).
Por tanto, Lx (iyw) = iz, yw + iy Lxw. Asi tenemos el siguiente teorema que
relaciona las tres derivadas que hemos definido.

Teorema 3.3 (Formula de Cartan). Sea X € X(M). Entonces se tiene que
LX:dOix+iXOd. (314)

Otra forma de pensar a las formas diferenciales es considerarlas como herra-
mientas para “medir” en el sentido de que una 1-forma es una herramienta
para medir curvas, una 2-forma es una herramienta para medir superficies,
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y en general, una k-forma es una herramienta de mediciéon para objetos de
dimensién k. Formalmente lo que tenemos es una n-forma o = adu’ para
alguna funciéon a y para algtn abierto U C R" con (u!,...,u") las coordena-
das canodnicas en U. Si a tiene soporte compacto en U' definimos la integral

de o como sigue.

Definicion 3.9. Si o = adu! es una n-forma y U C R" un abierto, definimos
la integral de o como

/Ua:/Uadxf ::/Ua(u)du1~--du”, (3.15)

donde la dltima integral es la integral de Riemann o de Lebesgue (o cualquier
otra que se elija) de la funcion a(-).

Podemos extender a la funcién a(-) por cero a todo R™ e integrar sobre
un n-cubo suficientemente grande tal que contenga al soporte de a(-) en su
interior.

§3.3. Métricas

Consideremos un espacio con producto interno real (no necesariamente po-
sitivo definido) (V) g). Queremos inducir un producto escalar en el espacio
LE. (V) = N*(V*) (el algebra de Grassman). A pesar de que los elementos
de Lk, (V) = A¥(V*) se pueden pensar como tensores de tipo total (0, k) que
son tensores alternantes, daremos un producto escalar para este espacio de
tal manera que la base {€ A -+ Ae*}y ooy = {el} sea ortonormal si la
base (el, ..., e*) es ortonormal. Supongamos quea=aly = ﬁl donde los
a’ y los 3% son 1-formas. Entonces queremos tener un producto interno tal
que

(a]B), < ‘@I> — det [<a 5@” (3.16)

donde (a, B>g = g(a¥, 5%) es el producto interno natural de a y de 3 toma-
dos como tensores, para el mapeo musical f (el mapeo que “baja’ indices).

Podemos extender esta bilinealidad a todas lgs @:—formas haciendo a la ba-
se anterior ortonormal, es decir haciendo (e!|e! > = =1, y definiendo un
g

1Se define el soporte de una forma diferenciable o € (M) como el cierre del conjunto
{p € M : a(p) # 0} y lo denotamos sopp(«).
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—

producto escalar (que no dependa de la base). Por lo tanto, si a = agze’,

entonces . IR
<el) a> = <el‘ eI> ar, (3.17)
g g

ap = <6f‘ ef> <ef‘ a> :ﬂ:<ef a> : (3.18)
g9 g g9

Notemos que el producto escalar no necesariamente es positivo definido, a
menos de que demos un orden lineal especifico a la base {e’}. El producto
escalar (-, ) para tensores esta relacionado con el producto escalar (-[-) , para
formas por la ecuacion

(@]8), = 7 (@ B),- (3.19)

Por tanto para a = ay or y B = by 07 vistos como k-formas, tenemos que si
0, ...,0™ forman una base para V* no necesariamente ortonormal, entonces
(alB), = 11 (@, B), = garb’ = ap b’ (3.20)

Podemos extender este producto escalar a toda el algebra de Grassman
AV* = @, A" V* haciendo que las formas de grados diferentes sean or-

togonales. Tenemos definiciones similares para /\k VyAV.

Dada una base ortonormal fija (eq, ..., e,), todas las bases ortonormales para
V son de una de dos clases llamadas omentaczones A saber, aquellas bases
(fi..., f.) para las cuales fI = el y aquellas para las cuales f/ = T —e!. Por lo
tanto, para cada orientacion de V' existe un elemento métrico correspondiente
del algebra A" V* llamado elemento de volumen para el espacio métrico

(V, g). El elemento de volumen correspondiente a la base (eq, ..., e,) se define
como vol := el A--- A e Més atn, si (fy..., f,) es una base orientada
positivamente y (f!..., f) es la base dual, entonces tenemos que

vol = y/|det(gi;)| f*A .. A f™ (3.21)
Fijemos entonces una orientacion y hagamos a (e, ..., e,) una base ortonor-

mal en esa orientacion, con lo cual tenemos el elemento de volumen corres-
pondiente vol = el A -+ Ae™.

Definicién 3.10. Definimos el operador estrella  : \"V* — N7 V* pa-
ral <k <n=dimV (también llamado operador de Hodge) de manera
implicita segtn el siguiente teorema.
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Teorema 3.4. Sea (V, g) un espacio con producto interno de dimension finita
n con elemento de volumen vol. Entonces para cada natural k existe un tnico
isomorfismo lineal % : A*V* — A" " V* tal que a A %3 = (a|B), vol para
todo par de formas diferenciales o, 5 € /\]€ V.

Prueba. Sea (V,g) un espacio con producto interno n-dimensional con ele-
mento de volumen vol y consideremos una forma diferencial v € /\”_k V=,
Definamos un mapeo lineal L, : /\k V* — R con la propiedad de que
L,(a)vol = a A 7. Notemos que si L,(«) = 0 para cada forma diferen-
cial a € /\}C V*, entonces v = 0. Consecuentemente la asignacién v +— L,

produce un mapeo lineal 1-1, /\k V* — < /\k V*> . Pero ademaés se tiene que

dim (/\k V*) = dim </\k V*)*, de donde se sigue que el mapeo vy +— L,
es de hecho un isomorfismo lineal. Por tanto, para cada forma diferencial
B e N\'V* existe una tnica forma diferencial 5 € A" " V* que satisface
que o A %3 = Lug(ar) vol = (a[fB), vol y la propiedad de linealidad de este
isomorfismo se comprueba inmediatamente. O

Entonces, si (V, g) es un espacio con producto escalar g, con dim V' = n y con
elemento de volumen vol para una base ortonormal orientada positivamente
(e1,...,€e,) con base dual (e',...,e") y si o es una permutacion de (1,...,n),
tenemos para los elementos basicos e A .- A e de /\k V* la siguiente
relacion:

s (DA AP = e, sgn(o)e®HD AL A ™ (3.22)
En otras palabras, si {ig1,...,0} = {1,...,n}\{é1,..., i}, entonces
$ (€A Nem) = E(e, 6, )R A A, (3.23)

tomando el signo + sii et A--- Aet Aettt A Aein = el A--- Aein,
Del hecho de que el producto escalar en A\’ V* = R es (a|b) , = ab (el pro-
ducto de reales), podemos extender el operador * para toda el algebra A V*.

Consideremos una base no necesariamente ortonormal y definamos el simbolo
€7 = ejy, donde N = {1,2,...,n} e I = {i1,...,i,}; es decir que € es el
signo de la permutacion (]IY) Hagamos I’ = {i1, ... i}, J = {1, s dn}
J = {igeh, I = Lot dn) vy g = det(g;;). Tenemos el siguiente
par de teoremas que se siguen de la unicidad del operador *, cf. [Lee, 2009].
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Teorema 3.5. Sea (V, g) un espacio con producto interno de dimension finita
n con elemento de volumen vol. Entonces

1. %1 = vol.

2. xvol = (—1)nd@),

w

Ckxa = (=1)d@ (1)K para a e A" V*

(xal = B) = (=1)"49 (a| ).

Teorema 3.6. Dados (V, g) un espacio orientado con producto escalar con

i

elemento de volumen vol, y (el,..., e") una base de V* orientada positiva-
. ’ 7
mente. Si w = & wp e =wp e’ entonces
o J' Jit
*W = |g|zw E]’J]” e . (324)
N

Finalmente, consideremos una n-variedad orientada semi-riemanniana (M, g)
y sea vol su forma de volumen. Para cada natural k los productos inducidos
por g, en el algebra /\k Ty M para cada p € M se combinan para dar un
mapeo bilineal simétrico en C*°(M) de la siguiente manera:

(-]}, : QM) x QF(M) — C=(M), (3.25)
con (a|B), (p) == (a(P)B(P)), = gp(a(p), B(p))-

Se puede calcular que (a|3),vol = a A x8. Podemos definir un producto
escalar (+|-) en el espacio Q(M) = @, Q*(M) haciendo (a|3) = 0 para a €
QF (M) y B € QF(M) con ky # ko y haciendo

(a]8) :—/Moz/\*ﬁ_/M(oz]@gvol, S, B € OF(M). (3.26)

Definicién 3.11. Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientada.
Para cada k con 0 < k < n = dim M definimos el operador codiferencial
§: Q¥ (M) — QF1(M) como

5 = (_1)ind(g)(_1)n(k71)+1 ” d*, y 5:=0en QO<M) (327)

Los dos operadores 0 y d se pueden combinar para dar un mapeo lineal
Q(M) — Q(M) que también se denota por d. De hecho tenemos el siguiente
resultado.



72 §3.4. Conexiones y derivadas covariantes

Proposicion 3.1. La codiferencial § es la adjunta formal de la derivada
exterior d en Q(M). Es decir, para todo par de formas o, € Q(M) con
soporte compacto en el interior de M se tiene que

(dalB) = (al3B). (3.28)

Definiciéon 3.12. Para 0 < k < n = dim M definimos al operador diferencial
A: QM) — QM) como A := dd+dd llamado operador de Laplace-Beltrami.
Para cada k, la restricccion de A a QF(M) se llama también operador de
Laplace-Beltrami (en k-formas). Si Aw = 0, decimos que w es una forma
armonica.

Teorema 3.7 (Descomposicion de Hodge). Sea (M, g) una n-variedad rie-
manniana compacta y orientada (sin frontera). Para cada 0 < k < n =
dim M el espacio de k-formas armoénicas, H*, es finito-dimensional. M4s afin,
se tiene una descomposicién ortogonal de QF(M):

QF (M) = AQF(M)) & HF
= d§(QF(M)) @ 6d(Q*(M)) @ H”
= d(Q"H (M) @ 6(QTH (M) @ HE. (3.29)

Es decir, para toda w € QF(M) se tiene que w = da + 68 + v, donde «
es una (k — 1)-forma, 5 es una (k + 1)-forma y v es una forma armonica.
Este teorema de descomposicion es una generalizacion para variedades del
Teorema 1.3.

§3.4. Conexiones y derivadas covariantes

Un concepto fundamental en geometria diferencial es el de conexion, mismo
que a su vez es fundamental en electrodinamica (y en todas o casi todas las
ramas de la fisica), pues se corresponde a lo que se llama norma (gauge).
Los términos “derivada covariante” y “conexion” son tratados a veces como
sinoénimos, de hecho una derivada covariante es llamada también conexion de
Koszul. La idea clave es medir la razéon de cambio de secciones de haces vec-
toriales en la direccién de un vector o de un campo vectorial en la variedad
base, pero también se puede ver como un mecanismo para levantar curvas de
la base al espacio total, donde estos levantamientos son secciones paralelas a
lo largo de la curva.
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Tomaremos la fibra tipica de un F-haz vectorial de rango k como F¥. Con-
sideraremos (e, ...,e;) la base canonica de F*. Asi, cada carta del haz
vectorial (U, ¢) estda asociada a un campo de referencia (e, ...,e;) donde
ei(z) := ¢~ (z, e;). Dado un F-haz vectorial suave de rango k sobre una va-
riedad M, w : E — M, una deriwada covariante se puede definir como cierto
mapeo V : X(M) x I'(M, E) — I'(M, E) con ciertas propiedades, de las que
se deriva un mapeo bien definido V : TM x I'(M, E) — T'(M, E) con propie-
dades adecuadas o bien de la manera inversa. Nosotros tomaremos el primer
camino y el segundo camino se puede ver por ejemplo en [Lee, 2009).

Definiciéon 3.13. Una derivada covariante o conexion de Koszul en un [F-
haz vectorial suave £ — M es un mapeo V : X(M) x I'(M, E) — I'(M, E)
(escribimos V(X s) := Vxs) que satisface las siguientes propiedades:

1. Vyxs = fVxs, para todo f € C*(M), X € X(M),s e I'(M, E).
2. Vx,4x,(8) = Vx84 Vx,s, para todo X1, Xo € X(M) y s e (M, E).
3. Vx(s1 4 s2) = Vxs1 + Vxse, para todo X € X(M), 51,82 € T'(M, E).

4. Vx(fs) = (Xf)s + fVyxs, para todo f € C®(M;F), X € X(M),
se (M, E).

Para un campo fijo X € X(M), el mapeo Vx : I'(M, E) — I'(M, E) se llama
derivada covariante con respecto a X.

Esta definiciéon es suficiente para deducir que la derivada covariante V in-
duce mapeos VY : X(U) x I'(U, E) — T'(U, E) para cada abierto U C M,
relacionados entre si de manera natural. Para cada punto fijo p € M el
valor de (Vxs)(p) depende solamente del valor del campo X en el punto
p € M y de los valores de la secciéon s a lo largo de cualquier curva sua-
ve ¢ que represente al vector X,. Asi, obtenemos un mapeo bien definido
V:TM xT'(M,E) — I'(M, E) tal que V,s = (Vxs)(p) para cualquier ex-
tension de v € T, M a un campo vectorial X con X, := v. Las propiedades
resultantes de este mapeo son las siguientes:

1. Va(s) =aVys, paratodoa € R,pe M,v e T,M,s € I'(M, E).
2. Vi 4u,8 =V, 5+ V,,s, para todo p € M,vy,vo € T,M,s € I'(M, E).

3. Vu(s1 + s2) = Vyu$1 + Vyuso, para todo p € M,v € TpM,sy,s2 €
T(M, E).
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4. V,(fs) = (vf)s(p)+ f(p)Vys, para todo p € M,v € T,M,s € T'(M, E)
y f € C®(M,F).

5. El mapeo p — Vi, s es suave para todo campo suave X € X(M).

Un mapeo que satisface estas cinco propiedades también es llamado deri-
vada covariante o conexion de Koszul. Notemos que es facil obtener una
conexion de Koszul en el sentido de la Definiciéon 3.13 haciendo simplemente
(Vxs)(p) := Vx,s. A una derivada covariante en el haz tangente 7'M de una
n-variedad M también se le llama derivada covariante en M.

Dados una subvariedad M de R", un campo X € X(M) y un vector v € T,M,
definimos

dt

Con esta definicion, V es una derivada covariante que satisface las cinco
propiedades listadas arriba. Consideremos el caso de un haz vectorial en
general y el mapeo de restriccion r¥ : T'(U, E) — ['(V, E) dado por o — oy,
donde V C U.

d t
V, X = (— X o c) e T,M. (3.30)
0

Definicién 3.14. Una derivada covariante natural V en un F-haz vectorial
E — M es una asignacion en cada abierto U C M de un mapeo de la forma
VY . X(U) x T(U,E) — T(U,E) (escribimos VY(X,0) := V%0) tal que

satisface las siguientes propiedades:

1. Para cada abierto U C M, el mapeo VY es una conexioén de Koszul en
el haz restringido E|y — U.

2. Para abiertos anidados V' C U, tenemos que las restricciones satisfacen
que r (Vo) = VXU Xrga, i. e. naturalidad con respecto a restricciones.
14

3. Para X € X(U)y o € I'(U, E), el valor de (V%0)(p) depende solamente
del valor de X en el punto p € U.

Llamamos a V{0 la derivada covariante de o con respecto a X . Denotaremos
a todos estos mapeos con el simbolo V siempre que no haya riesgo de con-
fusion. Esta definicion de derivada covariante natural es apropiada incluso
para variedades de dimension infinita, en contraste con la conexion de Koszul
que esta definida solo para secciones globales. Pero en el caso de dimension
finita, una conexion de Koszul genera una derivada covariante natural.
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Lema 3.1. Supongamos que V : X(M) x I'(E) — I'(E) es una conexion de
Koszul para el haz vectorial E — M. Entonces, si para algin abierto U se
tiene que X|y =0 o si o|y = 0, entonces (Vxo)(p) = 0 para todo p € U.

Prueba. Sea V : X(M) x I'(E)) — I'(E) una conexion de Koszul para el haz
vectorial & — M y sea U un abierto.

(a) Supongamos que o|y = 0y sea g € U. Entonces existe un abierto relativo
compacto tal que ¢ € V C U y existe una funciéon suave f € C®(M;F)
tal que f = 1en V y f = 0 en el complemento de U, de donde se sigue
que fo = 0 en M y de aqui V(fo) = 0 en M porque la conexion V es
lineal. Por la propiedad (iv) de la Definicién 3.13 tenemos que Vx(fo)(q) =
f)(Vx0)(q) + (X Ho(@) = f(p)(Vxo)(q) = 0, donde el segundo término
se cancela ya que X es un campo global.

(b) Supongamos que X |y = 0y sea g € U. Entonces existe un abierto relativo
compacto tal que ¢ € V C U y existe una funcién suave f € C*°(M;TF) tal
que f =1enV y f =0 en el complemento de U, de donde se sigue que
fX=0en M ydeaqui Vyxo = fVxo =0 en M porque la conexion V es
lineal en la primera entrada. Por la propiedad (i) de la Definicion 3.13 tenemos
que Vix(0)(q) = f(p)(Vxo)(q) =0, ya que o es una seccion global. O

De este lema se sigue que para una conexion de Koszul V dada y para

cualquier abierto U C M dado, definimos la derivada covariente natural
VYV :X(U) xT(E|y) = T'(E|y) como

(V&) () = (V) (), (3.31)
parapeU,X:)?ya:bvenalgfmabiertoVcoanVCVCU.

La asignacion U +— VY es una derivada covariante natural. De este lema
podemos definir V, o para v, € T,M como V, 0 := (Vxo)(p), donde X es
cualquier campo vectorial con X (p) := v, € T,,M. Decimos que la derivada
covariante Vxo es tensorial en la variable X (i. e. es lineal en R en la
primera entrada). Consideremos un haz vectorial de rango r, 7 : E — M,
con una conexiéon V. Entonces la eleccion de un marco local de referencia
en un abierto U C M es equivalente a una trivializaciéon de la restriccion
v : Ely — U, pues dado que ¢ = (7, @) es dicha trivializacion sobre U, si
ei(z) := ¢~ (z,e;), donde (e;) es la base canénica de F", entonces tenemos
un marco de referencia (eq,...,e;). Queremos analizar la expresion de una
derivada covariante dada, desde el punto de vista de este marco de referencia.
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Para cada uno de estos marcos existe una matriz de 1-formas w = (w})1<i j<r
para X € I'(U, E). Escribimos

Vxej:= w;»(X)ei. (3.32)

A las formas o.z;- les llamamos formas de conexion. De hecho tenemos que
si s = s'e; es la expresion local de una secciéon s € T'(E) en términos de un
marco local (e, ..., ex), entonces se tiene la siguiente expresion local obtenida
mediante calculo directo:

Vs = (Xs" + wi(X)s")e;. (3.33)

Podemos elegir U suficientemente pequeno tal que sea también el dominio
de un marco coordenado 9, para M y en tal caso tendremos Vg, e; = w/’jjek,
donde wk; := wk(d,). Por lo tanto

Vxs = (X"0,s" + X“wf”s’")ei. (3.34)

Para dos marcos moviéndose uno con respecto al otro cuyos dominios se
traslapan, digamos u = (ey,...,e;) y ' = (€], ...,€}), el cambio de marco
esta dado por la expresion e = g{ e;j. En notaciéon matricial podemos escribir
v = ug, para alguna g : UNU" — G L(n) suave con u tomado como un renglon
de campos vectoriales. Derivando ambos lados con Vu := (Vey,..., Veg)
obtenemos la ley de transformacion para formas de conexion:

1

W =g 'wg + g 'dyg. (3.35)

Definicion 3.15. Sean 7 : £ — M un haz vectorial con una conexion de
Koszul V| f : N — M un mapeo suave y o : N — E una seccion a lo largo de
f- Una derivada covariante a lo largo de f es un mapeo V/ : TN xT';(E) —
I'¢(E) que satisface las siguientes propiedades:

1. Vf:u%va = V/o+ V{:va, para todo a,b € F,p € M,0 € I'y(E) y
u,v € T,N.

2. Vi(oy +03) = Vio, + Viay, para todo u € TN, 0,09 € [4(E).

)
3. Vi(ho) = h(p)Vie + v(h)o(p), para todo v € T,N,h € C®(N;F) y
(S Ff(E)

4. SiU € X(N), entonces p — V(f](p)a es suave para todo o € I'f(E).
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5.8i g : P — N es suave, entonces V/° esta relacionada con V/ por
medio de la regla de la cadena, es decir V(o o g) = (V4 o) para

Tgu
todo u € TP.
E
7k
P g>N f>M

Definiciéon 3.16. Decimos que una seccion o es paralela a lo largo de una
curva ¢ : I — E sii para todo punto de la curva ¢ tenemos que Vio = 0,
para todo vector u € T'N tangente a la curva.

Teorema 3.8. Sea 7 : £ — M un haz vectorial (suave) con una conexion V.
Supongamos que c : [a,b] — M es una curva suave en M. Para cada u € E, )
existe una tnica seccion paralela o., a lo largo de ¢ tal que o.,(a) = u. Si
P, : E ) — Ecp) denota al mapeo que lleva a u € Eq) en o.,(b), entonces
P. es lineal.

Figura 3.1: Transporte paralelo.

Al mapeo P. se le llama transporte paralelo a lo largo de la curva ¢, desde el
punto c(a) hasta el punto c¢(b). Para cualquier curva ¢ suave en M y 1,15 en
el dominio de ¢, definimos el mapeo P(c);? : E.uy) — Eey) como P(c)? :=
PC‘[%Q] sit; >ty y como P(c)ﬁf = Pcﬂtllm sity > t;. La demostracion de este
teorema se puede consultar en [Lee, 2009, Lee, 1997|.

Convengamos en llamar a una conexién sobre un haz vectorial E una conezxion
trivial sii para cada u € E existe una seccion paralela s tal que s(m(u)) =
u. No siempre existen estas secciones, ni siquiera localmente. El siguiente
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teorema nos indica cémo calcular la derivada de una seccion a lo largo de un
mapeo entre dos variedades. La demostracion es bastante técnica por lo cual
no la exhibiremos aqui, pero se puede ver por ejemplo en |Lee, 2009, cap. 12].

Teorema 3.9. Sea m : E — M un haz vectorial con conexion V y sea
f + N — M un mapeo suave. Si v € T,N y 0 € I';(E), entonces para
cualquier curva suave ¢ : (—¢,€) — N con ¢/(0) = u tenemos que

oy (P 0 ) o (cl®) — a(e(0))

t—0 t ’

(3.36)
donde P(f o ¢) es el transporte paralelo a lo largo de f o ¢ desde (f o ¢)(0)
hasta (f o ¢)(¢).

Los casos especiales més importantes para nosotros y en general son f = idy,
donde recuperamos una conexion de Koszul y también el caso cuando f
misma es una curva en M, en cuyo caso se tiene para un vector v € T, M que

9. — 1 (P10 (clt) = (c(0))

t—0 t

§3.5. Curvatura

Para terminar este capitulo pasamos a discutir los conceptos basicos de curva-
tura, la tltima herramienta que necesitaremos para reformular las ecuaciones
de Maxwell. Si pensamos a la curvatura para haces vectoriales como un tipo
de segunda derivada, podemos empezar fijando una conexion V, ya que es un
método para definir derivadas de secciones. Por lo que la curvatura deberia
de ser algo como la “conexion de la conexiéon” y del hecho de que la derivada
covariante no necesariamente conmuta tenemos que una medida de esta falta
de conmutatividad esta dada por el operador de curvatura definido para un
par de campos X,Y € X(M) como el mapeo F(X,Y) : '(E) — I'(E) dado
por

F(X,Y)o = [Vx,Vylo — Vixyo. (3.37)

De hecho, tenemos que para una seccion fija o el mapeo (X,Y) — F(X,Y)o
es C°(M), bilineal y antisimétrico. Mas atun F(X,Y) es lineal sobre fun-
ciones suaves, es decir F'(X,Y)(fo) = fF(X,Y)(o). Por lo tanto, tenemos
que F': X(M) x X(M) — I'(M,End(E)), donde End(F) := L(E, E) son los
endormorfimos de E.



3. Formas diferenciales 79

Para cada par de vectores vy, w, € T,M se tiene que F'(v,, w,) es un mapeo
lineal £, — E,. Es decir que F(X,,Y,) € End(E,), pero dado que el ma-
peo F(X,,Y,) es antisimétrico, entonces tenemos un elemento del producto
End(E,) ® /\2 T M para cada punto p € M . Por otra parte, I' puede con-

siderarse como una seccion del espacio End(E,) @ A’ T;M. Al espacio de
dichas secciones lo denotaremos (M, End(M)). Por lo tanto,

LA CURVATURA ES UNA 2-FORMA VALUADA EN End(E).

Para ayudar a comprender el significado geométrico de la curvatura, podemos

verla en términos de transporte paralelo (3.36), para lo cual primero conviene
definir el mapeo F/(U, V) :T';(E) — I';(E) dado por

FI(U,V)o :== VyVvo — VyVyo — Vo, (3.38)

para toda 0 € I'f(E) con f: N — M suave, o una seccion de E — M y
U,V € X(N), con la propiedad de que F/(U,V)X = F(TfoUTFoV)X
para todo X € I'y(E) y para todo par de campos U,V € X(N).

Teorema 3.10. Sean £/ — M un haz vectorial con una conexiéon V, y € I,
y u,v € T,M. Consideremos una vecindad abierta U de 0 € R? y denotemos
a los campos de referencia en R? por 0,05 y a sus valores en el origen
por 91(0), 95(0), respectivamente. Supongamos que tenemos un mapeo suave
f:U—= Mcon f(0) =p,T,f-01(0) =uyT,f-0-(0) = v. Para s, ¢ pequenos
sea ys ¢ el elemento de E), obtenido por transporte paralelo de y alrededor de
la trayectoria cerrada dada por las siguientes cuatro curvas:

1. ci’tzai—>f(a,0),0§a§s; 2. cg’t:THf(s,T),OSTSt;
3.6 0 f(s—0,1),0<0<s; 4¢ 1= f0t—7),0<T<t,

Entonces,

, ys,t -y
F(u,v)y = — SI%LHO -

(3.39)

Prueba. Supongamos que tenemos todas las hipotesis del teorema. Sea Y
una seccion suave a lo largo de f : U — M definida como sigue: si tomamos
¢ > 0 suficientemente pequeno, entonces para cada pareja (s,t) € [0, €] x [0, €],
las curvas ¢;',..., " estan definidas. Para cada pareja (s,t) sea Y(s,t) el

resultado de transportar paralelamente a y € FE, a lo largo de las curvas
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t t ] . .
c7" v ¢y’ Notemos que asi definida, Y es una seccion suave y Y(0,0) = y.
Entonces tenemos que

F(u,v)y = F7(1(0),95(0))
= Vo.eyVa,Y — Vo) VoY — Viera¥ ,
= —Va,0)Va,Y, (3.40)

pues Vi, 5,Y = 0 porque [01,05] =0y Vs, Y = 0 porque Y es paralelo a lo
largo de las curvas ¢’

Figura 3.2: Curvatura en términos del transporte paralelo.

Sea P; el transporte paralelo a lo largo de 7 +— f(0,t), desde p hasta f(0,1).
Entonces

P (Va,Y)(0,1) — (Vo,Y)(0,0)

Vi)V, Y = lim

t—0

t—0 t '

(3.41)

Sea P;; el transporte paralelo a lo largo de o — f(o,t), desde f(0,t) hasta
f(s,t). Entonces
P Y (s,t) = Y(0,t
VoonY = lim —= (s,1) ( ) (3.42)

s—0 S

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.40)-(3.42) tenemos que

P (VayonY
F(u,v)y = —VayoVa Y = — lim (Vo 0Y)
t—0 t
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= — lim
5,t—0 st
, ys,t Y
=— Il ,
s,t—0 st
como se queria demostrar. OJ

Una conexion en el haz tangente T'M de una variedad suave M se llama co-
nexion lineal en M. En este caso tenemos notacion especial para las compo-
nentes de las formas de conexién cuando se usan marcos coordenados {%}.

La ecuacion Vg, e; = wﬁjek deviene en la ecuacion V 2 % = I’Z%, donde
los simbolos Ffj son un caso especial de las componentes de las formas de co-
nexion llamados simbolos de Christoffel. Si X = Xj%, Y = Yj% € X(M)
son dos campos en M, entonces tenemos la siguiente relaciéon en términos de
los simbolos de Christoffel:
k
VxY = (%Xi + FZXW) %. (3.43)

Enunciamos el siguiente teorema, cuya demostraciéon puede consultarse en
[Lee, 2009, cap. 12].

Teorema 3.11. Sea (e, ..., ;) un marco de referencia en un abierto U C M
y sea w = (wj) la matriz de 1-formas de conexiéon asociada a este marco.
Definimos la matriz de curvatura con respecto a la conexion V como

Q=dw—-—wAw. (3.44)

Definicion 3.17. Si T' € 7 es un campo tensorial, definimos la derivada
covariante del tensor T' como

=) T'.. WY, VYY), (3.45)

La derivada covariante de un campo tensorial T € T se denotara como VT
y se define como el elemento de 7%, dado por

VT(Wh, .., W X, Y,...,Yy) = VxT (W, ... 0" Y1,...,Y,). (3.46)
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Para cualquier marco fijo (Ey,. .., E,) denotamos a las componentes de VT’
P iy
por V;T;!""" o simplemente como T} .

El tensor T'(X,Y) := VxY — Vy X — [X,Y] se llama tensor de torsion. Si
T = 0 decimos que la conexion es de torsion nula o sin torsion. En este caso
se sigue inmediatamente que Ffj = Ffi pero no necesariamente que wﬁj = wj’?u,
donde Vy,e; = wl’jjek, a menos de que los elementos (ey, ..., e,) del marco de
referencia tengan corchetes de Lie nulos por pares o, equivalentemente, que
localmente sea un marco coordenado de referencia para alguna carta. Dado
que no hay evidencia fisica suficiente para concluir que el espacio-tiempo tie-
ne una conexion de torsiéon no nula, nosotros asumiremos en este trabajo que

la torsion del espacio-tiempo es idénticamente cero.

Como la derivada covariante extendida para campos tensoriales covariantes
Vx : TX(M) — TP(M) respeta el subespacio de tensores alternantes, enton-
ces tenemos un mapeo Vi : La (M) — Lo (M) o bien Vx : Q(M) — Q(M).
Maés atn, tenemos que Vx es una derivacion para formas diferenciales con
respecto al producto tensorial y al producto exterior, es decir, se tiene

Vx(a®ﬁ):VXCY®B+OZ®VX6, VX(Oé/\ﬂ):VXa/\B—f-CY/\Vxﬂ.
(3.47)

Con el Teorema 3.11 y con estas dos tltimas relaciones ya tenemos todas las
herramientas necesarias para escribir las ecuaciones geométricas de la EDC,
pariendo del formalismo vectorial como lo expusimos en el Capitulo 1. A
esto dedicaremos el siguiente capitulo, aprovechando también el formalismo
tensorial desarrollado en el Capitulo 2.



Capitulo 4

Electrodinamica geométrica

La formulacion de la electrodinamica en un espacio-tiempo general supone
que debemos comenzar con una variedad suave (M,.A) de dimension n con
cartas adecuadas. Después de esto debemos construir los espacios tangente
de esta variedad T,M, en cada punto P € M (con cualquiera de los tres
métodos expuestos en el Capitulo 2) y a partir de estos construir el haz tan-
gente T'M y su dual, T* M, que consideraremos como nuestro haz fibrado, de
hecho como un R-haz vectorial £ = (T'M, w, M, R™). Construimos las seccio-
nes del haz vectorial I'(£) y construimos un atlas para este con cartas de haz
naturales. Por simplicidad asumiremos aqui que el haz vectorial es trivial,
es decir que TT"M = M x R". Una vez que tengamos estos objetos debemos
introducir un producto escalar en las fibras del haz tangente T'M y con ellas
una métrica g a través de un marco global o a través de marcos locales.

A algunos objetos electrodindmicos los podemos modelar o representar co-
mo campos vectoriales en el espacio tangente, es decir X : M — TM (los
cuales son secciones del haz tangente), pero también como 1-formas del haz
cotangente (las cuales son secciones del haz cotangente). De manera general,
a los campos electromagnéticos los modelaremos como campos tensoriales
y como k-formas, que vamos a derivar por medio de la derivada covariante
(conexion de Koszul) y de la derivada de Lie. Por tanto, vamos a trabajar
con un (r,s)-haz tensorial T7 (&) = (TT(TM),m, M, TI(R")) y sus secciones
D(THTM)).

El segundo postulado de Einstein puede formularse asi: Para todas las leyes
de la naturaleza hay una formulacion covariente, donde covariante aqui sig-

83
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nifica que preservan su forma bajo cambios de coordenadas x — z’. Por esta
razon, antes de comenzar propiamente con la formulacion de la electrodinami-
ca clasica en términos de formas diferenciales, veamos primero la formulacion
tensorial que resulta ser su formulaciéon covariante, con dim M = 4 y con los
cambios de coordenadas dados por las transformaciones de Lorentz (1.66).

De este punto en adelante se usaran las unidades del sistema gaussiano, en
donde % = 41 = ug, porque son mas naturales que las unidades SI para
la formulacion covariante de la electrodinamica clasica (por ejemplo tenemos

que ¢ = \/;% = 1) y nos basamos en |Parrott, 1987, Garrity, 2015,Baez et al.,

1994, Lee, 2015, Russer, 2013|.

Las ecuaciones de Maxwell en el sistema gaussiano toman la forma siguiente:

divE = 47p, divB =0,
(4.1)
0B OE
P — _—— = 4 ..
rot E 4 5 0, rot B T j

§4.1. Electrodindmica covariante

Comenzaremos con el espacio donde la electrodinamica clasica se ve mas na-
tural, es decir en un espacio de Minkowski de cuatro dimensiones, R‘ll como
vimos en la Seccién 1.6. En un marco de referencia S, un evento esté deter-
minado por sus coordenadas de posicion r = (z,y, z) donde este ocurre, a
las cuales llamaremos coordenadas espaciales, y por el instante ¢ cuando este
ocurre, a la cual llamaremos coordenada temporal. Entonces, un evento queda
representado por el 4-vector z = (20, 21, 2%, 23) := (ct, x,y, 2) := (ct,r) y sus
componentes estan representadas por x*, donde p = 0, 1,2, 3. Si nos intere-
san solamente las componentes espaciales escribiremos z?, donde i = 1,2, 3.
De ahora en adelante convendremos que ¢ := 1 y que todos los indices griegos
correran desde 0 hasta 3 y todos los indices latinos correran desde 1 hasta 3.

Consideraremos ademas el producto interno definido en la Secciéon 1.6 y en
(2.45) para un par de vectores x,y € R:

2oy = 91@7@ = 200 + iyt 4 2?4 2%

= guaty”. (4.2)
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Como z,, = g,,x", entonces podemos escribir (4.2) como

z-y=ag(zy) =y’ (4.3)
. . ) i of , of
Si f es una funcién escalar, convenimos en escribir 0, f := R o'f .= e
ot ;
para cualquier indice ¢ € I, con [ un conjunto indexado.
Definicion 4.1. Definimos el operador diferencial covariante
0, := (04, 0y, 0y, 0,) 1= (04, grad). (4.4)
De esta definiciéon obtenemos el operador diferencial contravariante
0" := (=04, 0y, 0y, 0,) = (—0, grad). (4.5)
y obtenemos el operador de D’Alambert
0:=0,0" .= =0} + 02+ 0; + 02 = =0} + A, (4.6)

el cual es el equivalente al operador laplaciano para el espacio de Minkowski,
por lo que también se suele llamar 4-laplaciano.

Notemos que 9; = 9°, para cualquier indice espacial i y 9, = —9® para un
indice temporal t. Mas atin, se tiene que "0, = 9,0".

Definiciéon 4.2. Definimos el 4-potencial electromagnético como
A= (A0 AL A2, A4%) = (@, A) (4.7)

donde A = (A'; A% A%) y @ := A" son los potenciales electromagnéticos y
definimos la 4-corriente como

i=0°%3"%3%7) = (p,J), (4.8)

donde j = (51, 52, 7%) es la densidad de corriente y p := j° es la densidad de
carga.

Para satisfacer el primer postulado de la relatividad especial se requiere, en
particular para la electrodinamica cléasica, que ambos miembros de una ecua-
cion tengan las mismas propiedades tensoriales, es decir que sean tensores
del mismo rango para que se transformen adecuadamente bajo cambios de
coordenadas. Este requerimiento de homogeneidad se expresa diciendo que
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las ecuaciones estan escritas en su forma covariante. Si probamos que las
ecuaciones de Maxwell son covariantes, entonces probariamos que la electro-
dinamica clasica es invariante bajo transformaciones de Lorentz de la misma
manera que la mecénica clasica lo es bajo transformaciones de Galileo.
La ecuacion de continuidad (1.20)
) divj = 0pj° + 015" + 027 + 055° =0
tp +div]) = 0oy + 0] + 02" + 03] =
puede escribirse facilmente en su forma covariante como
o
pues el hecho de que la 4-corriente j es un 4-vector se sigue de la conservacion
de la carga eléctrica en un sistema cerrado.
De la relacion

B =10t A = (0?°A° — 9°A? 9PA' — 9' A 9" A% — 5*AY)

— (B!, B2, B®)
se sigue que podemos escribir el tensor contravariante

FM o= i A — ok AT = B (4.10)
De la relacion

E=—grad® — % = —(0"A° —9°A, 92 A° — 9042, 9P A0 — 30 A3)

— (EY, E?, %)
se sigue que podemos escribir el tensor contravariante

FO%:=9'A" - A" = —E". (4.11)
De las ecuaciones (4.9) y (4.10) se sigue inmediatamente que F* = —F"*

o equivalentemente que " + F** = (), es decir que el tensor F* es antisi-
métrico y en consecuencia F** = (. Todas las componentes F*” se pueden
arreglar en una matriz de la forma siguiente:

0 -E' —-E* —E3
E' 0 -B® B?
E? B3 0 -B!
E3 —-B?* B! 0

(Fm) = (4.12)
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Definicion 4.3. Definimos el tensor electromagnético de Faraday como
Fr .= 9" A" — oM A". (4.13)

Este tensor permite comprender por qué los campos electrodinamicos E y B
estan tan relacionados en los cambios de coordenadas: porque son las compo-
nentes de un mismo tensor. Mas concrétamente, si L# representa la matriz de
un cambio de coordenadas dado por las transformaciones de Lorentz (1.66)
entre dos marcos inerciales de referencia S y S’, entonces el tensor electro-
magnético de Faraday se transforma como F'** = L& L7 F??. Notemos que

Fow = Gou F* Guo

-1 0 0 0 0 —-E' —E?> —E3 -1 0 0 0
10 100 B! 0 B —-B? 0 1 00
0 010 E? —-B3 0 B! 0 010

0 0 01 E® B> —-B' 0 0 0 01

0 E! E? E3
! 3 p2
E' 0 B*® -B (4.14)

_EQ _BS 0 Bl )
~E* B* -B' 0

es decir, F),, se obtiene de F* sustituyendo E* por —E". Notemos también
que F = L(F® — F"#), de donde se sigue que F,, = 1(F,, — F,,.).
4.1.1. Ecuaciones de Maxwell covariantes

Teorema 4.1. Las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell son cuatro ecua-
ciones escalares que se pueden escribir de la forma

O, F" = Axj. (4.15)

Prueba. Calculamos la derivada 0, F* = 47j” y usamos la antisimetria del
tensor electromagnético F*”.
Para v = 0 tenemos

%F”O :QaFad-l- alFlo +82F20 4 83F30
= 0,E" + 0,E* + 03 E°
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= 4740,

Es decir, divE = 4mp.
Para v = 7 tenemos

O F" = 0gF™ + O F" + 0, F% 4 03 F™
= —0yE' + 0;B* — O, B
= 474"
Es decir, (rot B)' — 0,E' = 4rj".
Por lo tanto, un indice temporal con un indice espacial de F*” nos dan la

ley de Gauss y dos indices espaciales de F* nos dan la ley de Ampére-
Maxwell. []

Teorema 4.2. Las ecuaciones homogéneas de Maxwell son cuatro ecuaciones
escalares que se pueden escribir de la forma

OMFM L OFF A 4 OV FM = 0.1 (4.16)

Prueba. Notemos que si dos de los indices A, u, v se repiten, entonces se
tiene que M F* 4 OFFYA + 9 FM = 0. Por esto nos fijaremos en las cuatro
combinaciones posibles de indices sin repeticion.

Para {7, u,v} = {i,j, k} tenemos

O'F* + O FM + O"F7 = —0'B' — 9B’ — 9" B*
= -30'B"
= 0.

Es decir, divB = 0.
Para {v, u, v} = {0, j, k} tenemos

PFIF L P FHN 4 FF% = 9B + ¢ EF — 9FET = 0.
Es decir, (rot E)* + 9,B* = 0.
Por lo tanto, tres indices espaciales de F'*” nos dan la ley de Coulomb, mien-

tras que un indice temporal con dos indices espaciales de F'*¥ nos dan la ley
de Faraday. O

!Esta relacion se llama identidad de Jacobi y es valida para cualquier tensor.
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Si sustituimos el tensor de Faraday (4.13) en las ecuaciones inhomogéneas de
Maxwell (4.15) encontramos las cuatro ecuaciones acopladas para los poten-
ciales electromagnéticos A y &:

0, F* = 0,(0"A* — o' A”)
= 0Y0;A" — 0,0 A* (Norma de Lorentz 9,A" = 0)
= 4mj". (4.17)

Por lo tanto, si la norma de Lorentz 9,A" = 0 es elegida en un marco de
referencia, la eleccion es valida en todos los marcos de referencia, porque el
operador de D’Alambert es invariante bajo cambios de coordenadas. Como
en la norma de Lorentz las ecuaciones para los potenciales electromagnéticos
A (1.50) y @ (1.51) en el vacio son A = —puej y OP = —p/eg, entonces se
sigue que estas dos ecuaciones para los potenciales estdn dadas por las cuatro
componentes de la ecuacion tensorial 9,0" A” = —4mj” o bien UA = —4mj.

Ya que esta ecuacion y las ecuaciones (4.15), (4.16) son igualdades entre 4-
vectores, son invariantes bajo cambios de coordenadas (de Lorentz) y por lo
tanto son covariantes. Esto es suficiente para demostrar la covarianza de la
electrodinamica clasica, porque a partir de las ecuaciones de Maxwell y de la
norma de Lorentz se deduce toda la electrodinamica clésica. Por lo tanto, la
electrodinamica cléasica esta de acuerdo con el primer postulado de la relati-
vidad especial siempre que se transforme siguiendo las transformaciones de
Lorentz.

Las transformaciones de norma para los potenciales electromagnéticos A’ =
A+grad ¢ y ' = & —0,¢ en su forma covariante son las cuatro componentes

de
At = AF 4+ M. (4.18)

Entonces, la ecuacién para encontrar los potenciales que satisfacen la nor-
ma de Lorentz es O¢p = —J,A". La ecuaciéon de ondas electromagnéticas es
0,0, F" = 0. Introduciendo el 4-vector k = (k°, k', k* k3) = (w, k', K, k?),
encontramos que la fase de una onda monocromética, k,-z*, es un invariante
relativista y para una onda electromagnética la norma del vector de onda es
nula, es decir k, - k* = 0 (cf. [Greiner, 1998, Jackson, 1998, Parrott, 1987]).
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Finalmente, recordemos que la 4-velocidad esta dada por ut = %, donde
dr = dt/~ es el tiempo propio; el 4-momento es p* := mout, donde my
es la masa en reposo. Dada la 4-fuerza f*, tenemos que las ecuaciones de

movimiento estan dadas por
dp
A (4.19)
dr

que es la forma covariante de la segunda ley de Newton. Entonces, las ecua-
ciones de movimiento debido a la fuerza de Lorentz son las componentes
espaciales de la ecuacion tensorial

dp*
fr = = qFu, = P, (4.20)

pues se tiene que

dp’

(- — Fiu ,
! ar
= q(F g+ F™uy + Fuy + FPug)
= q(VE" + Bu — B'u;) (porque ug := —7).
ES deCiI‘, FZ = q(ny -+ rOt(V X B))Z

Mientras que la componente temporal nos da la potencia del campo eléctrico,
es decir

d 0
o= % = qF"u, =q <%+ FOuy + F%yy + F03U3) .
De donde se sigue que si £ := —ymy, entonces
fO — d(f}/m(J) — ﬁ
dt dt
= —q(E'uy + E*uy + EPus) (porque py := my)

Usando las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas (4.15) y (4.21) tenemos que

dwft = FM 9PF,, = 0°(F*F,,) — F,, 0" F". (4.22)
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Usando la antisimetria del tensor electromagnético y las ecuaciones de Max-
well homogéneas (4.16) reescribimos el segundo término de esta expresion
como

F,, OPF" = %pr O°'FH — %Fl,p 0" FHP
= %pr (OPFM + O FPH)
= —%F o OV FYP
= —30"(F F"")
= —10L0P(FopF™7).
Entonces la densidad de energia esta dada por
f' =1 0, (FM"F) + 0" Fog %) = 0,T", (4.23)
donde hemos definido al tensor energia-momento THP como
TH = L (FMFp + 16" FapF°7) . (4.24)

Vamos a calcular explicitamente los elementos del tensor energia-momento.
Primero calculemos F,zF b

FpgF®P = FogFP 4+ FigF'Y + Fyg F?P + FypF* = 2B% — 217

N B2 . E2
1F,sF* = —5 (4.25)
Ahora calculemos la componente temporal 7% :
1 B? - E* E? + B2
TOO _ 1 FOVFO lFa Foeﬂ - E2 — — .
w (VB 4 3Fasl™) = (B = gr
(4.26)

Es decir, la componente temporal del tensor de energia-momento es la den-
sidad de energia u del campo electromagnético.

Por otra parte, notemos que T% = LFOWFi = Lpwpo — 70 Entonces
) 4 v 4 v
tenemos que

T% = LF"F! = L(E®F; + FO'F] + FF} + F*F})
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EiB* — EkBI (E x B)i -
= = = l' 42
47 47 ° ( 7)

Es decir, las componentes hibridas o mixtas del tensor energia-momento son

las componentes del vector de Poynting, S=E x H = % = (s', 5%, 5%).

Por otro lado, tenemos que las componentes espaciales del tensor energia
momento,

TV = L (FYF] +1§9F,4F*") = L (E'E’ + B'B’ + 167(B* — E?)),
(4.28)
son las componentes del tensor de esfuerzos de Mazwell.

Por lo tanto tenemos que el tensor electromagnético de energia-momento esta
dado por

u st s s
Sl Tll T12 T13

(T“p) - 2 T2t T2 T3 (4'29)
83 T31 T32 T33

y las ecuaciones de Maxwell son el par de ecuaciones tensoriales

O F" =Amj” y  PFM 4 F 4+ 9 FM =0,
§4.2. Electrodindmica geométrica

Para escribir las ecuaciones de la electrodinamica en términos de formas dife-
renciales tenemos que relacionar las formas diferenciales en R?® con el calculo
vectorial en R?, es decir, necesitamos relacionar formas con campos vectoria-
les. Notemos que en R? las 1-formas se pueden escribir de la forma o = a;da’
en la base ordenada {dx!, dz?, dx3} para algunas funciones suaves a;; todas
las 2-formas se pueden escribir de la forma [ = ejkbidazj A dz* en la base
ordenada {dz' A dz?, —dx' A do3,dz* A dx?} para algunas funciones suaves
bi; las 3-formas se pueden escribir de la forma v = €;pc;dz’ A da? A da* en
la base unitaria {dz' A dz® A dz*} (incluso las formas globales) para algunas
funciones suaves ¢;. Es importante aclarar que a los indices latinos {i, j, k}
los tomaremos en orden ciclico, es decir 1 — 7 — k — 4.

A una 1l-forma a = a,dz’ podemos asociarle un campo vectorial de manera
natural por medio del mapeo que sube indices, a saber fa = gYa;dx' =
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a’e;, donde {e;, ey, es} = {i,j,k} es la base canénica para R®. Sin embargo,
esta asociacion depende de la nociéon de ortogonalidad que proporciona el
producto interno canénico de R® dado por (¢), es decir que en otra base
ortogonal el campo asociado a la 1-forma « es otro campo distinto. Por tanto,
para una funciéon f(z,y,z) consideramos su diferencial df = 9;fdx’, la cual
es una l-forma, y le subimos un indice para obtener su gradiente:

grad f = 4df = 70, fda’ = O fe;. (4.30)

En la ultima igualdad estamos usando coordenadas rectangulares. Si usa-
mos coordenadas generalizadas entonces tendremos que grad f = g0, f0; =

07 f0);.

Para poder escribir la divergencia y el rotacional de un campo vectorial ne-
cesitamos asociar 2-formas con campos vectoriales. De manera que a una
2-forma 3 = €;xb;dz? A da* le asociamos el campo vectorial £(x(3), es decir

B(xepbida? A da®) = t(bda') = bley, (4.31)

Consideremos un campo vectorial X = X'’e; al cual le aplicamos el mapeo
que baja indices, es decir X = g¢;;X'e; = X;dz’?. Aplicamos el operador
estrella,

*(bX) = xX;dr' = €ijkXi dz? A dx®.

Calculamos la derivada exterior,
d(eiijidxj A da®) = €ikdX; N dz? A da®

= eijkﬁlXidxl Adzd A dx®

= 9, X, dz’ N dz? A dat. (suma en 1)
Aplicamos el operador estrella,

xO) X da' A da? A da® = 01X, (suma en 1)

porque * dz’ A dz? A dax* = xvol = 1.
Por lo tanto, tenemos que

divX = xd * (0X) = *d * (X;dz") = 0, X". (4.32)
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En la ultima igualdad estamos usando coordenadas rectangulares, en las que
X* = X;. Si en lugar de usar coordenadas cartesianas usamos coordenadas

generalizadas entonces tenemos que div X = ﬁ@i ( lg| X Z)
g

Para escribir el rotacional basta con tomar la derivada exterior d(bX),
d(vX) = d(X,dz") = dX; A dz' = 9;X; dz’ A da’
= (0,X; — 0;X;) da" A da’ .
Aplicamos el operador estrella,
*(0;X; — 0,X;) dzt A da? = €ijk(0:X; — ani)d:Ek.
Finalmente subimos el indice,
eijkgij(@Xj — ani)dxk = efj(@in — @-X’)ek = eijkainek. (suma en k)
Por lo tanto, tenemos que
rot X =t * d(oX) =t * d(X;dr’) = €;40,X}. (suma en k) (4.33)
En la dltima igualdad estamos usando coordenadas cartesianas en las cuales

Por lo tanto, con el operador estrella podemos reformular el lenguaje de
los campos vectoriales, los gradientes, las divergencias y los rotacionales en
términos de formas diferenciales. Resumiendo, tenemos que hay cuatro tipos
de mapeos lineales en R? a los cuales les podemos asociar alguna forma
diferencial:

idcem)(f) = [,
(X1, Xo, X3) = Xidx + Xody + X3dz,
*b (X1, X9, X3) = Xidy Ndz — Xodx Ndz + X3 dx A dy,
xf = fdx Ndy N dz.

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

grad

C>=(R?) X(R?) —2 x(R%) — C>(R?)

lid lb l*b l* (4.34)

P (R?) —— QY(R’) —— Q*(R?) —— (R’
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Consideremos de nueva cuenta el espacio de Minkowski R}. Segtn la con-
vencion que hemos hecho, los indice griegos corren desde 0 hasta 3, mientras
que los indices latinos corren desde 1 hasta 3. En adelante convendremos en
tomar estos valores en orden ciclico, es decir 0 > 1 — 2 — 3 — 0.

La relatividad especial nos sugiere que el espacio vectorial 4-dimensional
Q'(R]) con la base ordenada {dz°, dz', dz?, dz®} tiene un producto interno
dado por la matriz diagonal g; := diag(—1,1,1,1). De tal manera que para
cualesquiera dos 1-formas o = o, dzt y 8 = B,dz" su producto interno esta
dado por

(a, B),, = —aoBo + ;. (suma sobre i) (4.35)

El producto interno en el espacio vectorial 6-dimensional de 2-formas QQ(R%),
con base ordenada

{da® A dat, da® A do?, d2® A da?, dot A da?, dot A da®, da? A da?)

esta dado por la matriz diagonal g, := diag(—1,—1,—1,1,1,1). De tal mane-
ra que para cualesquiera dos 2-formas o = a, da* Adx” 'y 8 = B, dx* Ndx”,
su producto interno esta dado por

(, B),, == —aifoi + aijBij.  (suma sobre i) (4.36)

De la misma manera tenemos que el producto interno inducido en el espacio
4-dimensional de 3-formas Q3(R}) con base ordenada

{da® A dx' A da?, da® A dat A da?, da® A da? A d2?, dat A da? A da?)

estd dado por la matriz diagonal g3 := diag(—1,—1,—1,1). Consecuen-
temente el producto de dos 3-formas a = ay,dz* A dzt Adx y B =
Byuwdx* A dzt A dz” esté dado por

(a, B) ,, = —wijBoij + ijeBijr-  (suma sobre i) (4.37)

Elegimos como base del espacio unidimensional de 4-formas Q*(R}) al ele-
mento {dz" A dz' A dz* A dz?}, el cual coincide con el elemento de volumen
volgs del espacio-tiempo R?. Usaremos el mismo simbolo ¢ para representar
a cualquiera de las métricas ¢, g2, g3 siempre que no haya riesgo de confu-
sion, en particular para calcular el operador estrella de cualquier k-forma del
espacio-tiempo.
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Observacion 4.1. De manera explicita, tenemos lo siguiente:

xdt = —dr Ndy Ndz.
xdx = —dtNdyANdz.
xdy = ditNdx Ndz.
xdz = —dt Ndx A dy.
x(dt A dx) = —dy Ndz.
x(dt A dy) = dx N\ dz.
*(dt A\ dz) = —dx A dy.
*(dx A dy) = dt N\ dz.
x(dx A dz) = —dt A dy.
*(dy N dz) = dt A dz.
x(dt Ndx Ndy) = —dz.
x(dt Ndx Ndz) = dy.
x(dt Ndy Ndz) = —dx.
x(de Ndy Ndz) = —dt.

Por lo tanto, con los elementos que hemos desarrollado hasta este punto
estamos en condiciones de ofrecer una formulacion geométrica de la electro-
dindmica clésica en términos de formas diferenciales ayudandonos para esto
de las ecuaciones (4.30)-(4.33), del diagrama (4.34) y de la Observacion 4.1.
Dado que sabemos como convertir los campos vectoriales electromagnéticos
(dependientes del tiempo) E y B sobre R? en formas diferenciales sobre R?,
entonces es claro que el rotacional del campo eléctrico proviene de la derivada
exterior de una 1-forma &£ a la cual llamaremos 1-forma del campo eléctrico
que obtenemos a partir de E bajando el indice, es decir £ := bE:

Por otro lado, es claro que la divergencia del campo magnético proviene
de la derivada exterior de una 2-forma B a la cual llamaremos 2-forma del
campo magnético y que obtenemos a partir de B bajando el indice y después
aplicando el operador estrella, es decir B = x(bB):

B = B'0; = bB = Bydx' — B = €;j,B;d’ A dx”. (4.39)
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Si elegimos trabajar con coordenadas rectangulares, como lo hemos venido
haciendo, la matriz de la métrica canonica de R3, g = diag(1,1,1), es la ma-
triz identidad I = (d;;) = (g;;). Consecuentemente, tenemos por un lado que
E =bE = ¢;;F'0; = E;dx? y por otro lado que B = * (bB) = * (¢;;B'0;) =
* (B;da?) = €3, Bjdx® A dz' con los mismos componentes que en (4.38) y en
(4.39), respectivamente, pues en cualquier sistema coordenado rectangular se
tiene que E' = E; y B' = B;.

Observacion 4.2. Notemos que en el caso estatico, es decir, el caso en el que
las formas electromagnéticas £ y B no dependen del tiempo, las ecuaciones
homogéneas de Maxwell son simplemente

d€=0 y dB=0. (4.40)
Prueba. En efecto,
d€ = (0;E; — 0;E;)dx* Nda? =0 & O,E; — 0;E; =0 & rot E = 0,
dB = 0,B'dx’ N da? N da* =0 < divB = 0.
O

Supongamos que los campos electromagnéticos E(¢,r) y B(¢,r) también de-
penden del tiempo. Consecuentemente las formas electromagnéticas £ y B de-
penden del tiempo, por lo que las consideraremos como formas en el espacio-
tiempo R}. De hecho vamos a combinar estas dos formas en una sola 2-forma
electromagnética.

Definicién 4.4. Sean E(t,r) y B(t,r) los campos electromagnéticos. La
2-forma electromagnética de Faraday JF asociada a estos campos electromag-
néticos se define como

F =& Nda®+ B = Eidx' Ada® + €5, Bida’ A da”. (4.41)

Observacion 4.3. Notemos que se sigue trivialmente que la 2-forma de
Faraday esta dada en términos del tensor de Faraday por la expresion

F = 1F,da" A dz. (4.42)

Comparando la 2-forma de Faraday F con el (2,0)-tensor F'*” de Faraday
podemos obtener las componentes de F'* inmediatamente. La informacion de
las fuentes electromagnéticas se puede escribir con una 1-forma como sigue.
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Definicién 4.5. Sea p(t,r) una funcién de densidad de carga eléctrica y
sea j = (J1,72,73) un campo vectorial de corriente eléctrica. La 1-forma de
corriente asociada a la carga y a la corriente esta dada por

J = judat. (4.43)

Notemos ademas que si pensamos al espacio-tiempo como un producto de la
forma M = R xS, donde S es una variedad suave que representa al espacio,
entonces se tiene que para cualquier forma w = wy,. 4, A dzHt A - A dah®
podemos escribir su derivada exterior como

dw = d(wpy.p N dT"™ N A dah®)
= Ouwpy .y Ndzt Ndxt™ Ao N dat®
= OoWpuyp A A2’ Adz" Ao A datt+
+ Opy o N AT A dT? A - A dxt

= Oyw A dz° + dw, (4.44)

donde cada p; toma valores de {0,1,...,n = dim M} y la parte d,w no
contiene a dx’, con lo cual podemos separar la parte espacial y la parte
temporal de la derivada exterior de una forma en el espacio de Minkowski.

4.2.1. Ecuaciones de Maxwell geométricas

Teorema 4.3. Los campos vectoriales E(t,r), B(t,r), j(t,r) y la funcion
p(t,r) satisfacen las ecuaciones homogéneas de Maxwell si y solo si

dF = 0. (4.45)
Prueba. Calculamos dF = 0 y usamos el resultado de la Observacion 4.2.

dF = d€ N dz° + dB
= (06& N dz® + d &) N dz’ + OB A da’ + d B
= d € Ndz® + OB A dx® + d B
= (dy& + OB) ANdz® +d B =0
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d.B=0 divB =0
=
d.E + 0B =0 rot E + 0,B = 0.

]

Antes de involucrar a las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell cabe observar
que si en realidad los campos electromagnéticos son formas diferenciales como
se han planteado, entonces se sigue que la ecuacion (4.44) no tiene nada que
ver con la métrica del espacio de Minkowski, y en general con la de ninguna
variedad M = R xS. De hecho si ¢ : R} — R} es un difeomorfismo, entonces
tenemos que dF = 0 siy solo si d(¢*F) = 0. Por lo tanto, la ecuacion dF = 0
expresa en realidad un hecho topolodgico del espacio-tiempo y no un hecho
métrico:

EXISTE CIERTA FORMA F QUE ES CERRADA.

Sin embargo esto no es asi para las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell, pues
la métrica de la variedad sobre la cual hemos elegido trabajar necesariamente
aparecera implicita en el operador estrella que aparece tanto en la divergencia
como en el rotacional de un campo vectorial.

Teorema 4.4. Los campos vectoriales E(¢,r), B(t,r), j(t,r) y la funcion
p(t,r) satisfacen las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell si y solo si

xdx F =4nJ. (4.46)
Prueba. Calculemos *F.
«F =+ (ENd2® + B) = % (€ Ada") + +B
= «E; dx’ A da® + €51 B dz? A da®
= el ded A de® + B; da® A dat
= €kl dz? A da® — B;dat A da®
=%, E —x B ANda°,

donde *, es el operador estrella en el espacio R, con respecto a la métrica
canoénica. Calculamos d x F.

ds«F=dx; E—d(x,BNdz")
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= 00 s ENda® + dg %, € — Oy (s BAdT A A" — d (#,B A da®)

=4, 0ENd2® +dg*, E —dg *x, BAdx.

Ahora calculamos *d *x F:
xd x F =% (% ;00E Nda® +dg *, € —dy*; BAdz°)
= % (4,00 N da®) + xdg %, € — * (dg g BAda).
Notemos que
* (*3805 A dxo) = % (eijkﬁoEi dz? A daF A dxo)
= Oy Eidar' = —9,€. (4.47)
Por otra parte, tenemos * € = €, E; dzd A dz*, de donde se sigue que
xdg x € = *d (€u By da? A da®)
= seipdy By A da? A da*
= xe;j0 Eidx’ A da? A da®
= %0 By da’ A dz? A da®
= —0,E,dx°.
Ademés tenemos que
s dy *g EN dx’ = * (eijkEi dz? A dab A dxo)

= % (eijkdsE,; Adz? A dzF A da:o)

S

S

= (€0 B; da' A da? A da® A da)
=y (OB da’ A da? A da® A da”)
= O, E,dx°.

Por tanto, tenemos que

xdg %, &= —x,dy %, ENda. (4.48)
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En tercer lugar tenemos * B8 = B;dz'. Consecuentemente tenemos que
% (dg *g BAdz) = *d (Bda' A dz)
= % (dsBi Adzt A dxo)
= % (&BZ- det A dzt A dxo)
= €;1; (O Bj — @-Bk)dxi.
Pero también tenemos que
#ody s B = %;d (Byda')
= x,d B; \da'
= .0, B;da’ A da’
= €;j1(0; Br — OxB;)dz’.

Por lo tanto
—x (dg *g BAd2") = *,d *, B. (4.49)

De las ecuaciones (4.47)-(4.49) concluimos que

xd* F = —00€ — #4dg x, ENdx® + x,d, x, B. (4.50)
Notemos que podemos escribir la 1-forma corriente como

J = Judaz" = Joda® + jidat = —pda® + 7, (4.51)
donde j := j;dx'. Entonces de la ecuacion (4.46) se sigue que
—x.dg %, ENdL® — OE + x,d x, B = dr(—pda® + §)

x.dy xg, € =4mp divE = 4mp

x.dg xg B— 00E = 4mj = rot B — 0,E = 4rj,
como se queria demostrar. O

Asi como de las ecuaciones de Maxwell vectoriales se puede deducir la ley de
la conservacion de la carga (1.20), pues de

rot B — 0,E = 4xj,
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obtenemos su divergencia
div(rot B — ,E) = div(4rj)
Usamos (A.8) y conmutamos los operadores 9, y div,
div(retB) — 0, divE = 47 div j.
Eliminamos el término constante,
— 410y p = At div j.

Obtenemos

Asimismo podemos obtener la ley de la conservacion de la carga desde las
ecuaciones de Maxwell geométricas (4.45)-(4.46), pues de

xdx F =4nT,
por (3) del Teorema 3.5 obtenemos
dx F ==xdrx T,
Derivamos y usamos el Teorema 3.1,
dd+F)=ddnrd=* J.
Obtenemos
d* J =0. (4.52)

Observacion 4.4. Notemos que en el caso estatico hay un par de ecuaciones
que involucran solamente a la 1-forma eléctrica:

d€ =0, *.d,*,E = 4mp,
y hay un par de ecuaciones que involucran solamente a la 2-forma magnética:
dB=0, x.d,6 x,B=0,

lo cual hace evidente que solamente en el caso dindmico los campos electro-
magnéticos se afectan mutuamente.
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Si pensamos a las ecuaciones de Maxwell dF =0y 6F = 47 J simplemente
como un par de ecuaciones que tiene que satisfacer una 2-forma F cuando
la 1-forma J es dada, entonces las ecuaciones de Maxwell tienen sentido
en cualquier variedad semi-riemanniana, de hecho, en una variedad de Lo-
rentz que se pueda escribir como un producto (a,b) x S = M con la métrica
producto —dt ® dt X g, para alguna métrica riemanniana g en una variedad
espacial (5, g), y podemos escribir la ecuacion F = £ Adt + B que nos permi-
te identificar el campo eléctrico y el campo magnético en su forma covariante.

Cabe senalar que las componentes de la forma *F se pueden arreglar en una
matriz de 4 x 4 comparando con (4.41):

*F = x & —x BNd2° = e Eida’ A da® — Bida' A da”.
Es decir, las componentes de *F se obtienen a partir de las componentes de

F cambiando E* — —B'y B' — E°.

Por lo tanto tenemos que

0 -B' -B* -B3
B 0 -—-E E?

B? E3 0 —-E'|°
B* —E? FE! 0

(xF) = (4.53)

la llama matriz dual de la matriz (4.13), y las ecuaciones de Maxwell son el
par de ecuaciones.

dF =0 Y xdx F=4nTJ.

Anéalogamente a como identificamos las formas del campo eléctrico, del campo
magnético, la forma de corriente y la forma de Faraday, podemos capturar
la informacion de los potenciales electromagnéticos en una sola 1-forma.

Definicién 4.6. Dados el potencial escalar ®(¢,r) y el potencial vectorial
A(t,r), definimos la 1-forma potencial asociada a los potenciales electro-
magnéticos, como
A=A, dz" (4.54)
Teorema 4.5. Los campos electromagnéticos E(¢,r) y B(¢,r) y los potencia-
les electromagnéticos ®(t,r) y A(t,r) satisfacen las ecuaciones de potenciales
si y s6lo si
F=dA. (4.55)
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Prueba. Derivamos la 1-forma potencial,
dA = d(A,dz") = —0y(A,dz") A dx® + dg (A, dz")
— —Oo(Auda?) A da® + d A, A da”
= —0y(Audx") A da® + 0;A,da" A da*
= —0p(Aidx") A da® + 9;Apdz’ A dx® + 9;Ajdx’ A da?
= (—0p(Aida") + 0; Agda’) A dz° + 0;Ajda’ A da?.
Comparamos F = dA,
ENdx’ + B = (—0y(Aidx’) + 0;Agda’) A dx® + 0;Ajdx’ A da?
E = —0y(Asdx?) + 0; Apda’ E=—grad® — 9,A
< B= &-Ajdxi A da? < B =10t A
O

En el Capitulo 1 vimos que los potenciales para campos electromagnéticos
dados no son tnicos, sino que estdn en funciéon de una transformacion de
norma. Este hecho tiene una interpretaciéon natural en términos de formas
diferenciales, pues para cualquier forma w siempre tenemos que d’w = 0
(Teorema 3.1), en particular para cualquier funcion f suave siempre se tiene
que d*f = 0 (esta relacion es equivalente a las relaciones (A.7) y (A.8), como
se puede comprobar inmediatamente del diagrama (4.34)).

Supongamos que A es una 1-forma potencial, es decir que F = dA. Entonces
para cualquier funciéon f(¢,z,y, z) la forma A + df también es una 1-forma
potencial, pues

d(A+df) =dA+ &*f = F. (4.56)

Por lo tanto, la ecuacion F = dA expresa la libertad de norma, es decir
cualquier 1-forma potencial A puede sustituirse por otra 1-forma potencial,

A— A =A+df.
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Notemos que de la 1-forma potencial A = A, dz", obtenemos que la condicién
de Lorentz es *d x A = 0, pues

* A = x(A,dz")
= —Agdz' A da® A dx® + e Aida? A da® A dad.
Derivando,

dx A= —0yApdzt A dx® A da3 A dx® — dSAde1 Adz? A dx?

+ 0 (€1 Aid J dx"n)dx® + €ijrdg Aida? N dz® A da®
= —OpAgdx! A dx?® A da® A da® — 0; Agda! 2 A da?

+ O A;dxt A dad A dx A daP.
Aplicamos el operador * y usamos la condicién de Lorentz en el ultimo paso,
xd* A= —0pAo + 0; A;
= —0p® + 0;A;
=0. (4.57)

Dado que a la forma electromagnética *F se le llama dual del tensor elec-
tromagnético F, de la misma forma llamamos a la forma x4 dual del tensor
potencial A y llamamos a la forma %7 dual del tensor de corriente j. Por tan-
to, el operador de Hodge * es un operador de “dualizacién” y la dualizacion
es su propia inversa, salvo un signo. Notemos que del teorema Teorema 3.5 y
de la Definicion 3.11 es inmediato dualizar las formas F, A, J y los tensores
F,Aj.

105



106 Conclusion
En efecto:
xdx A =0 ual, §A=0.
F=dA Aual, «F =0+ A
OA = —4nj dual, UA = —4nj.
«d* F = dnJ dual, §F =4rnJ.
dF =0 ual, 5+ F =0.
d* J =0 dual, 5J = 0.

Podemos resumir los resultados principales en el siguiente cuadro.

Descripcion Forma vectorial Forma covariante Forma geométrica

Norma de 0;®+divA =0 0 A" =0 xd*x A =0

Lorentz

Campo rotB = A, FHY = gv Av — 9H AY F=dA

electromagnético | E = —grad ® — 0;A

Ecuaciones A = —puoj, 0 Ot AY = —4mj¥ OA = —47A

de ondas O0® = —p/ey

Ecuaciones divE = 4mp, O FM = Amj¥ xdx F = 4nJ

de Maxwell rot B — O;E = 47j

inhomogéneas

Ecuaciones divB =0, OAFHY LR FYA L9V FM dF =0

de Maxwell rotE+0;B=0 =0

homogéneas

Conservacién Op+divj=0 Ot =0 dxJ =0

de la carga

Lagrangiano L= %mv ‘v L= M%FWF‘“’ L= 16% x* FAF
—q®+qA-v + ju At +xJNA

Cuadro 4.1: Resumen de resultados.
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Se puede replantear el contenido del Cuadro 4.1, incluyendo el concepto de
curvatura desarrollado en la Seccion 3.5, de la siguiente forma: cuando in-
cluimos el concepto de curvatura, se encuentra que la 1-forma potencial A
es una conexion y que la 2-forma electromagnética F es la curvatura de esta
conexion. La importancia de este hecho es que hace naturales las posibles
generalizaciones de la electrodinamica vectorial, como de hecho es el caso
cundo se quieren describir también la fuerza débil (interaccion eléctrodebil)
y la fuerza fuerte (modelo estandar), como lo demostraron C. Yang y R. Mills.

En efecto, sea m : E — M un R-haz vectorial trivial. Elijamos una seccion
s € I'(E) que no sea nula en ninguna parte y sea w una 1-forma. Consideremos
una funcion f € C°(M), entonces definimos una conexion para este haz
vectorial de la siguiente manera:

V(fs):=f w-s+df s (4.58)

Entonces, por el Teorema 3.11 la curvatura de esta conexion estéa dada por
F=dw—whw

= dw. (4.59)

Si A es la matriz de la conexion, entonces A = w. Por tanto tenemos que
F = dA y podemos identificar a la matriz de la conexién con la 1-forma
potencial, es decir A = w = A. También tenemos que identificar a la 2-forma
de curvatura F' con la 2-forma electromagnética F. De hecho, la curvatura F
corresponde a la 2-forma electromagnética si y sdlosi dF =0y *d*x F = 477 .

Por tanto, podemos describir a las ecuaciones de Maxwell de esta manera: Da-
da una densidad de carga p y una corriente eléctrica, esta dada una 1-forma
de corriente 7. De entre todas las conexiones para el haz vectorial trivial
7 : E — M sobre el espacio de Minkowski M = R{, escogemos aquellas
conexiones A tales que su curvatura correspondiente F = d.A satisfaga que
xdx F = 4nJ . De entre todas las conexiones posibles, las que pudieran tener
un significado fisico son aquellas cuyas curvaturas correspondientes son los
puntos criticos para un lagrangiano dado. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
correspondientes se llaman ecuaciones de Yang-Mills. Para poder hacer una
generalizacion serd necesario que el campo electromagnético (el campo de
fuerzas) este descrito como la curvatura de una conexion, es decir, que de
alguna manera podamos escribir “fuerza = curvatura”.






Apéndice A
Relaciones vectoriales comunes

En este apéndice presentamos las relaciones vectoriales méas comunes del
calculo vectorial multivariable empleadas sobre todo en el Capitulo 1, pero
también en el Capitulo 4.

§A.1. Formulas vectoriales

Sean a,b y c tres vectores en R? y sean f y ¢ dos funciones suaves en R* (o
por lo menos de clase C?). Entonces, se tienen nas siguientes relaciones:

Ala-(bxc)=b-(cxa)=c-(axh).
A2ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

A3 ax(bxc)+bx(cxa)tecx(axb)=0.
Ad (axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c).
A5 (axb)x(cxd)=(axb-d)c—(axb-c)d
A6 div(grad f) = Af.

A7 rot(grad f) = 0.

A8 div(rota) = 0.

A9 rot(rota) = grad(diva) — Aa.
A.10 grad(fg) = feradg+ ggrad f.
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A1l div(fa) =a -grad f + f diva.

A.12 rot(fa) =grad f x a+ f rota.

A.13 grad(a-b) = (a-grad)b+ (b-grad)a+a x rotb + b X rot a.
A.14 div(a x b) =b-rota—a-rotb.

A.15 rot(a x b) =adivb —bdiva+ (b - grad)a — (a- grad)b.

§A.2. Analisis vectorial

Si x es un vector radial en R® de magnitud » = |x|, entonces n := x/r es
un vector radial unitario. Sea f(r) una funcion suave de r y sea k un vector
constante. Entonces, se tiene las siguientes relaciones:

A.16 divx = 3.
A.17 rotx = 0.

A.18 gradx = X _n
r

A.19 grad (1) - X

r r3
. (X 1 .
A.20 div <7"_3> =-A (;) =0,sir#0.
A.21 div <If> =k - grad <1> = (k—;{> sir#0.
r r r
X k-x\ |
A.22 rot(kx—g):—grad< 3 ),SH’#O.
r r

A23 A 1_‘) A (1) -
r r

A.24 rot(k x b) =k divb +k x rotb — grad(k - b).

A.25 divinf(r)) = = f + 2.
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A.26 rot(nf(r)) = 0.

A.27 (a-grad)nf(r) = f;r) (a—n(a-n))+n(a-n) %

Sean fy ¢ dos funciones suaves en R® y sea X un campo vectorial en R?. Si
V C R? es una region con elemento de volumen dV y si S es una superficie
cerrada que contiene a V' en su interior y con elemento de area dS y vector
normal n que apunta hacia afuera en dS, entonces se tienen las siguientes
relaciones:

A28 / divXdV = 7{ X -ndS. (Teorema de Gauss)
v s

A.29 / grad fdV = ]f fnds.
\%4 S

A.30 /rothV:fndeS.
v s

A.31 /(ng—i—gradf-gradg)dV:/fn-gradde.
v S

(Identidad de Green)

A.32 /V(ng—gAf)dV:/S(fgradg—ggradf)-ndS.

(Teorema de Green)
Si S es una superficie abierta con la curva C' es su frontera, con elemento de
linea dl y si definimos el vector normal n a S por medio de la regla de la

mano derecha con respecto al sentido de la integral de linea alrededor de C,
entonces tenemos las siguientes relaciones:

A.33 /rotX-ndS = ]4 X-dl (Teorema de Stokes)
s c

A.34 /nxgradde:%fdl.
S c
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§A.3. Coordenadas curvilineas ortogonales

Podemos definir un sistema de coordenadas uq, us, u3 de tal manera que las
coordenadas rectangulares x,y y z sean funciones de las nuevas coordenadas:

x = x(ug, ug, u3),y = y(ug, us, us), z = z(uy, ug, uz).

Asi, definimos sistemas de coordenadas curvilineas ortogonales como sistemas
para los cuales, localmente alrededor de cada punto P(uy,us,us), las super-
ficies u; = const., us = const. y usz = const. son mutuamente ortogonales. El
volumen de un cubo unitario tal que tres de sus caras son las superficies u; =
const., us = const. y uz = const. y cuyos lados son hyuq, hous y hyusz esta da-
do por dr = hyhshsduydusdug, donde hy = hy(uq, ug, ug), ho = ho(uy, ug, us)
y hs = hs(uy, us, us), en general.

Consideremos una funcion escalar f = f(uy,u2,u3) y un campo vectorial
X = (Xi, Xy, X3). Entonces, se tienen las siguientes relaciones:

1L of

A.35 (grad f); = o
A36 (divX); = —— 2 (Xihy).
' v hlhghg 871,@ F

A.37 (ot X); = hlhk [ai](thk) 9 (x.n )].

ouy,
A38 (Af) = —
’ hlhzhg 8“2 h 8u,



Apéndice B

Electromagnetismo y algebra
geométrica

El 4lgebra geométrica de un espacio de tres dimensiones consiste de cuatro ti-
pos distintos de objetos matematicos que tienen correspondencias con objetos
geométricos y con objetos fisicos. A los elementos de un algebra geométrica
los llamamos multivectores y un multivector de grado k > 0 se denota como
My = a1 Nas N\ --- A ag, donde cada a; es un vector. En este apéndice nos
basamos en [Baylis, 2002,de Sabbata et al., 2007, Jancewicz, 1998, Vaz, 2016].

Los objetos que so6lo tienen magnitud (escalares) se representan con multi-
vectores de grado 0 y graficamente con un punto; los objetos lineales que
tienen magnitud y direccion (vectores) se representan con multivectores de
grado 1 y graficamente como un rayo o linea dirigida; los objetos planos que
tienen magnitud y orientacion se representan por multivectores de grado 2 y
graficamente como un paralelogramo orientado con la punta de a pegada a la
cola de b; los objetos solidos que tienen magnitud y quiralidad se representan
por multivectores de grado 3 y graficamente como un paralelepipedo orienta-
do con la punta de a pegada a la cola de by la punta de b pegada a la cola de c.

Notemos que no es posible construir objetos de grado mayor que 3 en el
espacio de tres dimensiones y los cuatro tipos de objetos definidos arriba son
independientes entre si. En general escribiremos un multivector M, de grado
r como una combinacién lineal de multivectores de grado k£ < r, donde los
multivectores de grado distinto no se mezclan, porque son partes distintas de
un mismo objeto, como los nimeros complejos o los cuaternios.
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§B.1. Algebra geométrica

Definimos el dlgebra geométrica de un espacio vectorial V' de dimension
dimV = n < oo, como la cuarteta (G,+, *,-), donde la suma (geométri-
ca) +:G x G — Gy el producto por escalares - : R xG — G son operaciones
tales que (G, +,-) es un espacio vectorial sobre R y el producto geométrico
x: G X G — G es asociativo y distributivo, es decir (G, +, *, ) es un algebra.
Ademas tenemos los siguientes axiomas:

Ax. 1 Existe un tnico multivector I tal que IA = A.

Ax. 2 Para cada vector no nulo a € G existe un tnico vector a~! € G tal que
1

aa”' =1 =a""'a, donde a=" = %. Ademas,
Ax. 3 SidimV = r, entonces para cada vector a y para cada multivector A,
de grado r se tiene que a A A = 0.

A los multivectores de grado k los denotamos como g’; .

Para cada vector a y para multivector Ay de grado k definimos el producto
interno - : G} x G¥ — GF=1 como

a - Ak = % (CLAk — (—1)’“Aka) = —(—1)kAk - a. (Bl)

Para cada vector a y para cada multivector A; de grado k definimos el
producto externo - : g}l X QT’f — gjj“ €como

a Ay =1 (ady + (—1)f Apa) = —(-1)F 4y A a (B.2)

En particular, el producto interno de un escalar A de grado 0 con un vector a
serfa un multivector de grado 0 — 1, por lo cual el objeto A - a no tiene signi-
ficado dentro del élgebra geométrica G. El producto externo de un escalar A
con un vector a es un multivector de grado 0+ 1 y en este caso AAa = aA A,
pues el producto externo coincide con el producto escalar: A\Aa = Aa = aA .
Un multivector A € G es par si contiene sélo multivectores de grado par y
escribimos A™. Un multivector A € G impar si contiene sélo multivectores de
grado impar y escribimos A~. Los multivectores pares forman una subalgebra
de G que denotamos G7.
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Para evitar el uso excesivo de paréntesis en la escritura de cualquier mul-
tivector que contenga productos de distintos tipos convengamos en realizar
las operaciones en el orden siguiente: primero producto externo, después pro-
ducto interno y finalmente producto geométrico. Algunas relaciones comunes
del algebra geométrica son las siguientes:

B.3 adA, =a- AL+ a N A
B4 aN (B ANC)) = (aNBy)\C.
Bb5a-(B,+C.)=a-B.+a-C,.
B.6 aN(B,+C.)=aAB.+aNC,.
B.7 (B, +C,)-a=B,-a+C,-a.
B8 (B,+C,)ANa=DB,Na+C, Aa.
B9 A=A"+A".
B10 a-a; ANCroy =a-a1Cr_y —a; A (a- C,_q), para r > 3.
(Expansion de Laplace)

BllayA(a-Crq)=ai A(a-ayNazgA\--- Aay,)
=a-agar Nag N\~ Na, —a,-aza; Nas Nag \N---Na
+--+(=D"a-ara; Nag A+ Na,_q.

B12 a-Co=a-(asNagA---ANa,) = (=1 a-aa Nag Aay A -+ Aa,
=a-aap Nag/N\---Nap —a-axa Nag---Nay
+...+(_1)”+1a-ara1/\ag/\---/\ar—l-

Las formulas de reducciéon de las ecuaciones (B.11) y (B.12) se generalizan
tomando un multivector A, de grado s en el lugar del vector a.

B.13 A, - B, == (A.B,),_s.
B.14 A, A By = (A, By)ss.
B.15 (A,b)C, = A,(bC)).
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B.16 AB=A-B+[aN(b-B)+a-(bAB)|+AANB = (AB)o+ (AB)2+(AB)4,

si A=a Ab=ab es producto de vectores ortogonales.

Definimos la reversion de un multivector A, = a3 Aas A --- A a, de grado r
como el multivector A, = a, A a,_1 A--- Aay de grado de r. Asi, tenemos:

B.17 A, = —A,, parar > 3.

BI8 A=Ag+ A+ + A=A +Ai+.. . +A =A+4 ... —A.
B19 AB---KL=LK---BA.

B.20 |A]> = [AAlp = |Ao)*+... + AP >0y |[A| =0 A=0.

B.21 Los vectores a y b son colineales si y sélo si ab = ba.

B.22 Los vectores a y b son ortogonales si y sélo si ab = —ba.

B23 a=a-BB'+aANBB'i=a +a,.

B.24 Si M es un multivector que determina un M-espacio, entonces

aM=a-M=(-1)""Ma ya M=aAM=(-1)"Ma,.

Al multivector a, =a- M M~! 1o llamamos inyeccion o proyeccion del vector
a sobre el M-espacio y al multivector a, = a A MM~ lo llamamos eyeccidn
del vector a desde el M -espacio.

Un dngulo es cierta relacion entre dos direcciones. Mas precisamente, dado un
angulo 6 entre la direccion a y la direccion b (vectores unitarios), definimos
el seno y el coseno del angulo 6 a través de las ecuaciones a - b = cosf y
aANb=risen#, donde i es el pseudoescalar unitario del (a A b)-plano.

Dado que un angulo es una relaciéon entre dos direcciones que determinan
un plano, expresamos a los angulos como bivectores. Asi, el angulo desde
a = OA hasta b = OB esta representado por el bivector ¢ = 76, donde ¢
es el area dirigida [OAB] del sector circular OAB con centro en O, es decir
0 = 7/2n = 1/2. Entonces el area dirigida del segmento circular OAB la
podemos escribir como [OAB] = i6/2. Por tanto podemos escribir el bivector
® = i0 = 2]OAB]J, donde 7 indica el plano del angulo |%| e indica la “magnitud
superficial” del angulo. Entonces, tenemos:
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B25 z=ab=a-b+aAb=cosf+isend := exp(if).

B.26 z = ab = £ exp(¢/2).

A A2 AF
B.27 exp A := Z T —i— o 51 +.. o +...,si |A] tiene una magnitud

definida y eXpA €Gsi A €q.

B.28 exp Aexp B = exp(A + B) siy solo si AB = BA.

O A2k A2 Al
B.29 coshA::Z =14+ =+ = +.
—~ (2k)! 21 4l
. o0 A2k+1 A3
B.30 SmhA::Z@k——l—l)!:1+3!+—A_5+”

B.31 exp A = cosh A + sinh A.

AQk AZ A4 AG
A2k+1 A3 A?
B.33 A= 1)k =A-—4+—==—...
s Z 2k +1)! 3!+§—,5+7!
Si I es un multivector tal que 1?2 = —1 e IA = AI, entonces tenemos:

B.34 cosh(IA) = cos A.
B.35 sinh(/A) = I'sin A.
B.36 exp(/A) = cos A + sin A.

)k 02 93
' —1—}-29—5—5‘}‘

B.37 Si A =i#, entonces ab = exp(if) Z
k=0
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§B.2. Algebra geométrica del plano euclidiano

Definimos a la a-linea como el conjunto de vectores x que satisfacen la ecua-
cion x = aa, para un vector no nulo a y un escalar .. Decimos que el vector
x esta dirigido positivamente si x - a > 0 y decimos que esta dirigido nega-
tivamente si x - @ < 0. A esta diferencia entre vectores positivos y vectores
negativos la llamamos orientacion o sentido de la a-linea.

Notemos que la ecuacion = A a = 0 (ecuacion no paramétrica de la a-linea)
tiene como solucion a los vectores x = aa, con o € R (ecuacion paramé-
trica de la a-linea). Anélogamente, definimos al B-plano como el conjunto
de vectores x que satisfacen la ecuacion x A B = 0 para un bivector no nulo B.

El vector unitario ¢ esta dado por la ecuacion B = Bi, donde B es un escalar
que llamamos direccion del B-plano. De aqui se sigue que el vector unitario
¢ determina una orientacion del B-plano y da la orientaciéon opuesta para el
plano euclidiano. Notemos que = A i = 0, es decir que cada bivector que es
un multiplo escalar no nulo de ¢ determina al mismo plano que determina
el bivector 7, con la misma orientaciéon o con orientaciéon opuesta, segin si
el escalar es positivo o negativo. Si factorizemos al vector unitario ¢ como
producto de dos vectores ortogonales unitarios oy y 09: t = 0109 = 01 Aoy =
—09 A 01 = —0901, donde 0y - 03 = 0y 02 = 02 = 1, entonces la ecuacion
paramétrica del i-plano es © = (x - 01)01 + (- 09)09 := 101 + T209.

Notemos que los escalares 1 := x - 01 y 22 : x - 09 son las componentes
rectangulares del vector x con respecto a la base {o1,02}. Un vector x se
representa mediante un segmento de linea dirigido, mientras que el pseudo-
escalar unitario ¢ se representa como un area unitaria dirigida.

El bivector unitario o pseudoescalar unitario ¢ acepta dos interpretaciones
geométricas distintas que corresponden a dos propiedades bésicas del plano:

1. 7 es la unidad de area dirigida que representa la direccién del plano,
pues ¢ es el producto de dos vectores ortogonales unitarios o; y os.

2. 1 es el generador de las rotaciones del plano.

En efecto, notemos que 017 = 010109 = (0101)09 = 03 ¥ 090 = 090109 =
—01(0909) = —oy. Es decir, la multiplicacion de o1 por el bivector unitario
1 por la derecha transforma o; en o5 y dado que o7 y o9 son dos vectores
ortogonales, esta transformacion es una rotacién pura por un angulo recto.



B. Electromagnetismo y dlgebra geométrica 119

Analogamente, la multiplicacién de oo por el bivector unitario ¢ por la dere-
cha transforma o, en —o; de donde se sigue que esta transformacion es una
rotaciéon pura por un angulo recto, por lo cual podemos ver al pseudoescalar
1 como el generador de las rotaciones del plano.

Sustituyendo, tenemos que 01i?> = (0i)i = —oy, lo cual nos dice que dos
rotaciones consecutivas por angulos rectos invierten la direccion, lo que nos
permite interpretar geométricamente la ecuacién 2 = —1, cuando i y —1
se toman como operadores sobre vectores. Si x es un vector en el i-plano y
multiplicamos por ¢ por la derecha, entonces obtenemos a x rotado por un

angulo recto:

1 = xi = (1101 + 1909)i = T1010 + L2091 = T109 — T207. (B.38)
Definimos un espinor en el i-plano como el producto de dos vectores en el
i-plano. Por ejemplo,

2 .
2z =012 = 01(2101 + T209) = 1107 + T20109 = X1 + 5. (B.39)

Este espinor es por supuesto un nimero complejo. Cabe hacer notar que ade-
mas de la propiedad algebraica i = —1 atribuida a la unidad imaginaria,
nuestra ¢ es un bivector o un pseudoescalar unitario para el i-plano. De mane-
ra que ¢ posee tanto propiedades algebraicas como propiedades geométricas.
De tal suerte que asi como la unidad pseudoescalar 7 esta cargada de mayor
significacion que la unidad imaginaria, asi mismo el espinor z = xq + iz esta
cargado de mayor significaciéon que un ntmero complejo.

De manera analoga a como se construye el diagrama de Argand para repre-
sentar a los nimeros complejos C, construimos un diagrama para representar
el i-plano espinorial con un eje escalar y un eje pseudoescalar perpendicula-
res entre si para representar al conjunto de espinores de la forma z = xy+ix,.

Cada vector x en el i-plano de vectores determina un tnico espinor z =
o1x = x1 + ixy en el plano espinorial, mediante el producto geométrico.
Reciprocamente, cada espinor z en el plano espinorial determina un tnico
vector x en el plano vectorial de esta manera:

o1r ==z :>0%:L’:012 = T = 01%.

Observemos que en la ecuacién x = o1z el espinor z actta por la derecha
sobre el vector oy transformandolo en el vector xy produciendo una rotacion



120 §B.2. Algebra geométrica del plano euclidiano

por un angulo 6 = arctan(zy/x1) junto a una dilataciéon por |z| = /22 + 3.
Dado que nuestra eleccion de o fue arbitraria, se sigue que el espinor z ac-
tia de la misma manera sobre cada vector del i-plano. Por lo tanto, cada
espinor se puede pensar como una representacion algebraica de una rotacion-
dilatacion. Notemos de paso que el reverso de un espinor z corresponde al
conjugado complejo de z, el moédulo de un espinor z coincide con el médulo
de z como nimero complejo y la separacién de un espinor z en sus partes
escalar y pseudoescalar corresponde a separar a z como niimero complejo en
sus partes real e imaginaria.

En este punto conviene hacer la siguiente aclaracion. Tenemos los conceptos
o definiciones de espacio vectorial y espacio espinorial y cada uno tienen
significados geométricos distintos. Cada uno de estos espacios son espacios
lineales, puesto que el espacio vectorial es un espacio lineal de vectores y el
espacio espinorial es un espacio lineal de espinores, pero el término espacio
vectorial no es sinénimo de espacio lineal en el algebra geométrica, pues en
el dlgebra geométrica agregamos ciertas propiedades especiales a los vectores
que vienen dadas como consecuencia de introducir el producto geométrico y
el producto externo definiendo un psedoescalar unitario tomado como gene-
rador de rotaciones, lo cual cine el uso de los vectores en un sentido preciso,
que no es el del algebra lineal.

Como el algebra geométrica del plano consiste de dos tipos distintos de obje-
tos, los vectores (multivectores de grado impar) y los espinores (multivectores
de grado par), entonces el espacio lineal del algebra geométrica se construye
a partir de vectores y espinores, como suma (directa) de dos espacios lineales.
Por tanto, restringiremos el uso del término “espacio vectorial” a un espacio
lineal de vectores en el algebra geométrica. Por tltimo observemos que el
espacio lineal total no es un espacio vectorial.

Consideremos la ecuacion del i-plano: x = 107 + x209, donde los vectores
ortonormales o1 y 09 forman una base para el plano. El producto geométrico
de los vectores o; y 09 genera dos elementos béasicos mas: el escalar unitario
1 = 0} = 02 y el pseudoescalar unitario i = o,0,. Asi, el dlgebra geométrica
del ¢-plano es generada por dos vectores ortonormales y es expandida por
cuatro cantidades linealmente independientes: {1, 01, 05,1 }. De donde se sigue
que cada multivector A se puede expresar como una combinacion lineal de

elementos basicos: A = agl + ay01 + 09 + a3t, para «y, . . ., a3 escalares.
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Definimos el dlgebra geométrica del i-plano como el conjunto de multivecto-
res generados por adicion de productos geométricos de vectores del i-plano.
Escribimos G (7) o simplemente G,. El subindice 2 indica tanto la dimension
del plano como el grado del pseudoescalar. Como los cuatro multivectores
unitarios {1,071, 09,7} constituyen una base para G,, entonces el algebra G,
es un espacio lineal de dimension dim G, = 4. Es claro que cualquier multi-
vector A € Gy se puede expresar como la suma de un vector a = o107 + a0y
y un espinor z = ag + asi, es decir A = a + z.

Por lo tanto, el dlgebra geométrica G, se puede escribir como la suma directa
de dos espacios lineales: Gy = G, +G, , donde G, es el espacio lineal bidimen-
sional de vectores y G, es el espacio bidimensional de espinores. Ambos son
espacios lineales cerrados bajo el producto escalar, sin embargo solamente G,
es un espacio vectorial. Por lo tanto, G, es un espacio lineal de 4 dimensiones
pero no es un espacio vectorial. De hecho, el espacio bidimensional G, es el
i-plano mismo y ya que el producto escalar esta definido en él, este espacio es
euclidiano y lo denotaremos también como &;. Una observacion importante
es que en contraste con la dimension de un espacio vectorial que es el nimero
de vectores linealmente independientes, la dimensiéon de un espacio lineal y
su algebra indican el grado de su pseudoescalar. El algebra de los ntimeros
complejos C aparece ahora con una interpretacion geométrica como el subal-
gebra de multivectores pares en Gy, denotada como Q; )

De manera similar a como desarrollamos el dlgebra geométrica del plano eu-
clidiano &, podemos desarrollar el algebra geométrica del espacio euclidiano
&;. En efecto, el algebra geométrica Gs(i), donde i = 010903 es el pseu-
doescalar unitario dextrogiro, estd generada por los vectores ortonormales
01,09,03 y es extendida por las ocho cantidades linealmente independientes
{1, 04,09, 03,0903, 0301,0102,1}, que forman una base para el algebra geo-
métrica G3(i). Para cada multivector M € Gs definimos su multivector dual
como el producto ¢M.

Notemos que por el Ax. 3 y por la ecuacién del espacio z A7 =0, si a es un
vector y A es un multivector de grado k& > 4, entonces a A A = 0. De aqui se
sigue que cada multivector M € Gs es de la forma M = Mg+ M, + My + M;.
Por tanto, en este caso tenemos que My := « es la parte escalar, My := a
es la parte vectorial, My := ib es la parte bivectorial (dual del vector b), y
M3 := i es la parte pseudoescalar. Asi, M = a+a+ib+if. Si denotamos por
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G¥ al subespacio de k-vectores en Gz, entonces tenemos que Gi es un espacio
de vectores 3-dimensional, gg es un espacio de bivectores 3-dimensional y Qg‘
es un espacio de trivectores 1-dimensional.

§B.3. Algebra geométrica del espacio-tiempo

En esta seccion nos basamos principalmente en [Hestenes, 2015].Considerare-
mos los cuatro vectores {7o, 71,72, 73} tales que —2 = v = 1. El algebra geo-
métrica del espacio-tiempo cuadridimensional estad generada por cuatro vec-
tores 7, y es expandida por las 16 cantidades siguientes: {1, v, o, i0%, 17,1},
donde i es un cuadrivector (o pseudoescalar) unitario de grado cuatro para
el espacio-tiempo; 47, son cuatro trivectores (o pseudovetores) de grado tres;
o) y i0} son seis bivectores de grado dos; 7, son cuatro vectores de grado
uno y 1 es un escalar de grado cero, que satisfacen las siguientes condiciones

L= YM7273 = 010203, Tk = VK0,

(B.40)
it =—1, Yy = — Y,
Al algebra 16-dimensional del espacio-tiempo, Dy(7), le llamamos dlgebra de
Dirac y sabemos que es isomorfa al algebra matricial (real) de Dirac. Cada
multivector M € Dy es de la forma M = a+a+ B +1ib+ i, donde a y 3
son escalares, a y b son vectores y B es un bivector. Para facilitar la descom-
posicién de un multivector con respecto a la base {7,}, introducimos una
base reciproca {y*} (evitamos decir base dual ya que en algebra geométrica
la palabra dual ya estd ocupada), definida por la relacién +* - v, = 4. Se
sigue la siguiente relacién para la métrica de Minkowski,

9 = %(7#71/ + 71/7;1) =Yu " Yv- <B41)

Las componentes contravariantes de un vector a = a7, estan dadas por
a* = a-y* = g"a, y las componentes covariantes de un vector a = a,y”
estan dadas por a, = a -7, = gwa”. Las componentes B = —B,, del
bivector B estan dadas por B* = (v* A+") - B = v* - (v” - B). Notemos
que los pseudoescalares ¢y, del algebra de Dirac son los duales de los vec-
tores 7, y son trivectores (por ejemplo i3 = Y9Y1727373 = Y07172). Ademas
cualquier multivector M del algebra de Dirac se puede descomponer como
M=M,+M_,donde M, =a+ B+ify M_=a-+ib.
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Los multivectores de grado par o espinores forman una subalgebra (de un
espacio lineal octadimensional) del algebra de Dirac isomorfa al algebra de
Pauli, lo cual es evidente del hecho de que los objetos basicos del algebra
Dirac, {1, oy, i0%, i}, coinciden con los elementos basicos del algebra de Pauli
porque 0,0 = (030, + 0j0%) = 5 (WY + 1) = WY = Ok; es la condicion
para que exista una base para el espacio tridimensional euclidiano. ¢ también
es la unidad pseudoescalar para el espacio euclidiano tridimensional y con-
muta con oy, es decir io, = oy, lo cual indica la semejanza con la unidad
imaginaria.

En &lgebra geométrica las matrices de Pauli, 3 = (93), 02 = (? )y
3 = (4 %), donde j := +/—1 es la unidad imaginaria, son vistas como
tres vectores basicos ortonormales para un espacio euclidiano tridimensional.
De la misma manera los elementos {7}, {ox} se interpretan geométricamen-
te como bivectores espacio-temporales y no como operadores en un espacio
espinorial abstracto. Mas atn, el algebra (real) de Pauli es isomorfa al al-

gebra matricial (real) de Pauli. De manera similar, las cuatro matrices de

Dirac en el algebra del espacio-tiempo, %o = (§ ;) v 71 = (2 _g’;), donde

Ok
~ o~ A~

010203 = v/—11, son vistas como cuatro vectores basicos ortonormales para
el espacio-tiempo (real).

De manera explicita, vy es el vector en el cono de luz que apunta hacia el
futuro y 7., es un conjunto dextrogiro de vectores espacio-temporales. El
vector 7y que apunta hacia el futuro caracteriza al marco de referencia de
un observador y mapea los bivectores espacio-temporales {0, = v} a los
vectores bésicos ortonormales del dlgebra de Pauli. Por lo tanto, el algebra
de Pauli se identifica con el algebra de un espacio en reposo, relativo a un
vector tipo tiempo 7y. Asimismo, el vector 7y determina un mapeo de cual-
quier vector del espacio-tiempo a un vector a = a*v, mediante la relacion
ayo = a -y + a N y. Consecuentemente, a -~y es la componente temporal 7
del vector a, y el bivector a A 7o se pude descomponer en el marco {0y} y
representa a un vector espacial relativo a un observador en el marco .

Cabe senalar que en D(i), el pseudoescalar ¢ conmuta con bivectores pero
anticonmuta con vectores y trivectores, mientras que en el algebra de Pauli
el pseudoescalr ¢ conmuta con los vectores y los bivectores. En D(i) se de-
finen cuatro tipos de operadores de conjugacion. Para verlo escribamos un



124 §B.3. Algebra geométrica del espacio-tiempo

multivector M € D(i) de la forma M = Mg+ My + Mg + My + Mp, donde
los subindices S, V, B, T y P indican las partes escalar, vectorial, bivectorial,
trivectorial (pseudovector) y pseudoescalar, respectivamente.

Definimos la conjugacion por reversion M — M inviertiendo el orden de los
productos que aparecen en M:

MI:M5+Mv+MB+Mp
= Mg + My — Mp — My + Mp. (B.42)

Dado que la reversion es independiente de cualquier base en el dlgebra, es un
tipo de conjugacion invariante.

Definimos la conjugacion espacio-temporal M +— M como

M = —iMi = —iMgi — iMyi — iMpi — iMyi — iMpi
= Mg — My + Mg — My + Mp. (B.43)

Es decir, la conjugacion espacio-temporal de M es la operaciéon que invierte
la direccion de todos los vectores del espacio-tiempo. Notemos que el multi-
vector M es par si M = M y es impar si M = —M.

Definimos la conjugacion espacial M +— M* como M* := vy9M~,. Esta opera-
cion depende de la eleccion de v, por lo que no es una conjugacion invariante,
y cambia {0} v {7} de marcos izquierdos a marcos derechos sin cambiar a

Y0, puesto que oy = Y00k = —0k ¥ Vi = Y0V Yo = (Y0, Vk)-

Definimos la conjugacion hermitiana M — M dada por Mt := vy M~,. Esta
operacion corresponde a la conjugacion hermitiana de M tomado como ma-
triz en el algebra de matrices de Dirac y dado que la conjugacion hermitiana
depende de la eleccion de 7, no es una conjugacion invariante.

En el algebra de matrices de Dirac las relaciones (B.29) no determinan a las
matrices de Dirac de manera tnica, ya que cualesquiera dos conjuntos de
matrices de Dirac {7} v {7,} estan relacionados por una transformacion de
semejanza,

Y= Ry R, (B.44)
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donde R es una matriz no singular, lo cual cambia la representacion de
matrices de Dirac. La condicién geométrica de que los 7, tienen que ser
vectores implica que se puedan escribir como 7, = a7, lo cual a su vez
implica la invarianza bajo reversion %_R = R_vu, 0 sea }_%'y; = %}_% o bien
ER%L}T1 = %R De tal manera que podemos elegir a R tal que RR = 1,
resultando R~! = R. Por tanto,

Y, = any, = Ry, R. (B.45)

Esta ecuacion describe una transformacion de Lorentz de un marco de vec-
tores {7x} a un marco de vectores {7, }. Més atn, podemos resolver para R
como funcioén de v, y de 7; solamente, lo cual implica que R es un multivec-
tor y que cada transformacion de Lorentz se puede expresar de esta forma
y (B.35) es una transformacion de Lorentz propia (conexa continuamente
con la identidad) si y solo si R es un multivector par tal que RR = 1, de
donde se sigue que R = texp(¢/2), para un bivector ¢. Asi, R es una rota-
cion de Lorentz y de hecho R es un campo espinorial real en el algebra del
espacio-tiempo.

§B.4. Electromagnetismo a la Maxwell

Podemos expresar Gs como la suma de una parte G; que consiste de los mul-
tivectores impares y una parte G5 que consiste de los multivectores pares:
Gs = G5 + G5 . Asimismo, G es una subalgebra de G3 y G5 o lo es. Por esta
razon, a la subalgebra G5 se le llama dlgebra espinorial para acentuar su ca-
récter geométrico, pues cada espinor de G representa una rotacion-dilatacion
en el espacio tridimensional €3 y a su vez representa a un subespacio Gi de
vectores en Gs.

Para cualquier multivector M € Gz se tiene M = M~ + M™, donde M~ =
a+ify MT = a+ib. Como i1 = 011 = 101,19 = 0% = 109,13 = 031 = 103 y da-
do que ioy son los tnicos bivectores linealmente independientes que se pueden
obtener de o, por medio del producto geométrico, entonces cualquier bivector
B € G5 se puede escribir como B = Byioy + Baioy + Bsios = i(Byoy + Baos +
Bsos) = ib, para escalares By. Asi, tenemos que M+ = al+Byiy + Bois+ Bsis,
con lo cual el conjunto de multivectores unitarios {1, 1, 72,73} son una base
para G y G4 es un espacio lineal de cuatro dimensiones. Notemos que los

bivectores {iy, 1,13} satisfacen que i = i3 = i3 = —iyigiz = —1.
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Los elementos de G5 fueron introducidos por primera vez por W. R. Hamilton
(1805-1865) y fueron llamados cuaterniones. Por tanto, el algebra espinorial
G5 v el algebra de cuaterniones son idénticas: los cuaterniones son espinores,
pues basta hacer P = 11 =107, ] = —lyg = —103 Y k= i3 = 1073.

Notemos que ao; A fos = iafos. Consecuentemente el bivector ao; A foy es
el dual del vector afos que es perpendicular al rectangulo orientado descrito
por el bivector y |aoy A fos| = |afBos|. Por tanto, a A b = ia x b, o equivalen-
temente, a X b = —ia A b, tomando a,b y a X b de tal manera que formen una
sistema derecho que coincida con el sistema definido por el pseudoescalar i y
la x b| es el area del paralelogramo a A b. Por tanto, el dlgebra vectorial que
J. W. Gibbs (1839-1903) introdujo en 1884 coincide con el algebra Gs.

Regresemos a las ecuaciones de Maxwell. El campo electromagnético se puede
escribir mediante ocho ecuaciones por los seis escalares ., &y, ., B,, By, B.,
(4.1), o bien mediante dos ecuaciones por un tensor antisimétrico, F), =
—F,,, (1.5)-(1.6), o bien por un par de ecuaciones mediante la 2-forma elec-
tromagnética F, (4.45)-(4.46). En algebra geométrica podemos describir al
campo electromagnético mediante una sola ecuacién con un solo bivector F',
lo cual se puede intuir si observamos que la descripciéon de las ondas electro-
magnéticas se lleva a cabo cabalmente mediante el uso de ntimeros complejos
que surgen de manera natural con significado geométrico, algebraico y fisico
(tomando por separa la parte real y la parte imaginaria).

Dados el biwvector electromagnético, F' = %F oy Ny y el biwector corriente
Jj= % 7", Ay, (comparar con la forma electromagnética y con la forma de
corriente), se pueden sustituir las dos ecuaciones tensoriales (4.15) y (4.16)
por dos ecuaciones multivectoriales, usando (B.10) y la anticonmutatividad
del producto externo, para el producto interno entre un vector y un bivector:

VO - (F™ 7y AN y) = AT " A s (B.46)
y
YO N (FHy, ANy,) = 0. (B.47)
O bien, usando el producto geométrico:
VOU(EFH vy N y) = 41 G775, A . (B.48)

Si definimos el simbolo V := ~4#0,, entonces tenemos que las ecuaciones de
Maxwell son VF' = 47j.
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