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Introduccion

El Problema de la Palabra o Problema de Dehn, es un problema pro-
puesto por el matematico Max Dehn en 1910. Dehn propuso un problema
similar al Entscheidungsproblem de David Hilbert:

Jexiste un algoritmo que determine si dos palabras arbitrarias,
escritas en términos de sus generadores, son iguales en un grupo
finitamente presentado?

Si bien hay grupos finitamente presentados donde si existe este algoritmo,
en 1947, Andréi Markov y Emil Post, demostraron de manera independiente
que existe un semigrupo finitamente presentado donde el problema de la
palabra no tiene solucién. Mas adelante Serguéi P. Novikov (1955), William
W. Boone (1957) y John L. Britton (1958), hicieron lo propio para grupos:
exhibieron un grupo finitamente presentado donde no existe tal algoritmo.

El presente trabajo aborda el teorema de Markov-Post: mostrar la exis-
tencia de un semigrupo libre y finitamente presentado donde no existe algo-
ritmo que determine si dos palabras arbitrarias, expresada en términos de
sus generadores, son iguales.

La técnica usada por Markov y Post son parte de la Légica Matematica y
el Algebra: la maquina de Turing, desarrollada en el Capitulo|2] y los grupos
libres, desarrollado en el Capitulo[l] Como consecuencia y aplicacién de éste
teorema se prueba en el Capitulo [3] el teorema de Novikov-Boone-Britton:
la existencia de un grupo finitamente presentado donde el problema de la
Palabra no tiene solucion.
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Capitulo 1

Grupos libres

El objetivo de este capitulo es conocer la estructura algebraica de W(X),
el conjunto de las palabras de un conjunto dado X, a partir de W (X) cons-
truir un grupo libre L y mostrar la existencia de presentaciones. Las palabras
positivas, los semigrupos libres y las presentaciones de grupos son la base
algebraica del teorema de Markov-Post. Este capitulo tiene como referen-
cia [11], [7] y [0].

1.1 Semigrupos y monoides

Definiciéon 1.1. Sea X un conjunto. Una palabra en X es una sucesion
finita w = 21 - - - x,, de elementos de X con n € Ny = NU {0}.

Segtn el contexto, a las palabras también se les llaman cadenas o cuerdas.

Al conjunto de todas las palabras sobre X, se le denota por W (X). Este
conjunto es no vacio, dado que la palabra vacia con cero letras, denotada
por 1, es parte del conjunto.

Definicién 1.2. La longitud |w| de una palabra w € W(X) es la cantidad
de letras o simbolos que la componen.

Ejemplo 1.1. La longitud de la palabra vacia 1 es cero, mientras que la
cantidad de letras en la palabra w = z1---x, es n.

Definicién 1.3. Dos palabras © = x1-+ 2, ¥y ¥ = Y1+ Ym en W(X), son
iguales si tienen la misma longitud, es decir n = m, y ademas x; = y;, para
todat=1,...,n.

Definicién 1.4. Sea W (X) el conjunto todas las palabras en X. Se define
una operacién binaria - : W(X) x W(X) — W(X) de la siguiente manera.
Paraz,ye W(X)conz =21 Zn YY=9Y1""Ym

Ty = TL Tyl Ym

11



Esta operacién es llamada la yuztaposicion o concatenacion de x y y, y lo
que hace es unir palabras. La concatenacién define en W (X) una estructura
algebraica.

Definiciéon 1.5. Un conjunto no vacio M y una operacién binaria x : M X
M — M es un semigrupo si la operacién es asociativa, es decir

(x*xy)*xz=xx(y=*z) paratodoz,y,z € M.

Definiciéon 1.6. Un conjunto no vacio M y una operacién binaria x : M X
M — M es un monoide si la operacion satisface las siguientes condiciones:

1) La operacién es asociativa, es decir,

(r*xy)*z==xx(y*z) paratodo z,y,z€ M

2) Existe un elemento llamado neutro e € M que satisface

exxr=x=xxe paratodozx € M.

La notacién usual para un monoide es (M, ), sin embargo, si no hay
confusién en la operacién, se le denotard simplemente por M. El siguiente
resultado es directo de la definicion.

Proposicién 1.1. Todo monoide es un semigrupo.

A menos que se especifique lo contrario, a partir de ahora, el conjunto
de los nimeros naturales N incluye al cero.

Ejemplo 1.2. En el conjunto de los niimeros naturales, N, la suma + :
N x N — N es asociativa y para cualquier nimero natural, el 0 es el neutro:
n+0=n. Asi (N, +) es un monoide.

Definicién 1.7. Sea (M, *) un monoide con notacién multiplicativa. Para
cualquier x € M y n € N se define

e si n=0
=Kz si n=1
2" s g si n>2

En cualquier monoide se cumplen las leyes de los exponentes, la demos-
tracion es directa de la asociatividad, usando induccion.

Proposicién 1.2 (Leyes de los Exponentes). Sea (M, *) un monoide. Para
cualquier x € M y m,n € N se cumple las siguientes propiedades:

i) ok g™ = gt

ZZ) (:En)m = pnm

12



1.1.1 El monoide W (X)

Teorema 1.3. Para cualquier conjunto X, el conjunto de las palabras con
la concatenacion (W (X),-) forma un monoide.

Demostracion. La definicién misma del producto en W (X) implica que la
palabra vacia 1, con cero letras, es el neutro

1$1$n:x1$n:$1xn1

La concatenacién de palabras es asociativa. En efecto, si x,y, 2z son las
palabras xj - Zn,y1 - Ym, 21 - - - 2k respectivamente; tanto la palabra (z -
y)-zy x-(y-z) tienen la misma longitud, n+m + k. Para demostrar que son
la misma palabra, sélo resta probar que para cualquier indice fijo, tienen los
mismos simbolos. Pero esto es directo de la definicién de concatenacién:

(‘Tl"‘mn‘yl"'ym)'Zl"‘zk:xl"‘xn'(yl"‘ym‘zl"'zk)‘

Ejemplo 1.3. Si X = (), entonces W(X) = {1} es el monoide trivial.

Definicién 1.8. Un morfismo f : (Mi,*1) — (Ma,*2) de monoides es
una funcién que cumple f(a *; b) = f(a) *2 f(b) para todo a,b € M; y
f(1ar,) = 1ag,. Si ademds f es biyectiva, f es un isomorfismo de monoides.

Ejemplo 1.4. Si X = {z}, las palabras en W (X)) son cadenas finitas de z’s.
Si la palabra de n letras se denota por z™, paran € N existe w = 2" € W(X)
tal que |w| = n. Ademds, es claro que |z" - 2™| = |2" | = n +m = |2"| +
|z™|, y asi, la funcién longitud |- | : (W(X),:) — (N,+) es un isomorfismo
de monoides.

Proposiciéon 1.4. Sean X un conjunto, M un monoide y f : X — M
una funcion arbitraria. Entonces existe un tunico morfismo de monoides f :
W(X) — M tal que f(x) = f(x) para todo x € X.

W(X)
X Su

f
Demostracion. Definimos f : W(X) — M de la siguiente manera.

1 si w=1

f(w):{f(xl)f(l'n) Si w=x1- Ty

13



La funcién f es un morfismo de monoides. En efecto, si wy =1+ -z, y
w2 = Y1 Ym

Flwr -ws) = f(@1-- T -y1 - Yom)
f@r) - f@n) - fly) - f(ym)

Para la unicidad note que si f : W(X) — M es otro morfismo con
f(z) = f(z) para toda = € X. Entonces para w = 1 - - - &, € W(X) se tiene

f@r--ma) = f(x1)- ... flzn)
=flz1) ... flan)
= f(z1) ... flan)
— o1+ ea)
Asf f(w) = f(w) para toda w € W(X) y f es tnico. O

Definicién 1.9. Sean u,v € W(X), se dice que u es un prefijo (sufijo) de v
si existe A € W(X) tal que v = u\ (v = \u, respectivamente).

Proposicién 1.5. Sean «, 3,7,6 € W(X) tales que a5 = 0.
i) Si o=y entonces = 6.
it) Si|a| = || entonces a = .
i11) Si |a] < |y|, entonces a es un prefijo de v y 0 es un sufijo de 3.
Demostracion. Sean a« = a1+ ap, =01 by, y=c1-- ¢ yd=dy--ds.
ar - apbi by =aB =8 =c1---cpdy - - dy
Entonces n +m =r + s.

i) Si 8 # J, entonces tienen diferente longitud o bien tienen al menos una
letra distinta en su expresion.
En el primer caso, |G| # |d|, la hipdtesis a = v implica n = r; por lo
tanto m +n # r 4+ s y asi a8 # vd, una contradiccién.
Si existe j con b; # d;, entonces tanto [3; y d; aparecen en af y 0
respectivamente. Nuevamente, la hipétesis || = |y| implica n = r y

por lo tanto las palabras af y 4 difieren en la letra m + j, lo cual es
una contradiccion.

En ambos casos tenemos una contradiccién y por lo tanto 8 = 6.

ii) Supdngase, por contradiccién, que v # . La hipdtesis |a| = ||, implica
necesariamente que existe i con a; # ¢;. Por lo tanto las palabras af y
~¢ difieren en el lugar i, una contradiccién.

14



iii) Si n = |a] < |y] = r. De la igualdad af = 0 se tiene que a; = ¢;
para toda 1 < ¢ < n y asi existen n + 1,...,r indices tal que b; =
Cnt1s---,b0j = ¢ para algiin 1 < j <r. Sea A = by - - - b;, entonces

fy:cl...cr:al...anbl...bj:aA

y asi « es prefijo de 7. De igual manera d es sufijo de .

1.2 Grupos y subgrupos

Definicion 1.10. Un grupo es un conjunto no vacio G junto con una ope-
racién binaria e : G x G — G que satisface las siguientes condiciones:

(1) La operacién es asociativa, es decir,

(rey)ez=xe(yez) paratodoz,y,zeq.

(2) Existe un elemento neutro e € G' que cumple

ree=1x=ecex para cualquier z € G.

(3) Para todo x € G existe y € G tal que

Tey=ec=yerw

Al elemento y se le llama inverso de z, y es denotado por 1.

Definiciéon 1.11. Si la operacién es conmutativa, = e y = y e x para todo
x,y € G, el grupo G es abeliano.

Al grupo se le denota por (G,e) para enfatizar la importancia de la
operacion binaria, si no es asi, se le denota simplemente como G.

Ejemplo 1.5. El conjunto Z de los nimeros enteros es un grupo con la
operaciéon suma, donde el cero es el neutro aditivo. Este grupo, denotado
(Z,+), es abeliano.

Ejemplo 1.6. Dado X un conjunto no vacio, el conjunto
Sx :={f:X — X | f es biyectiva}

y la composicién de funciones forman un grupo, donde la funcién identidad
1x es el neutro. Este grupo (Sx,o), llamado grupo de permutaciones, no
necesariamente es abeliano, solamente lo es si | X| < 1.

15



Los elementos de Sx se llaman permutaciones. Si X es un conjunto
finito de n elementos, es usual denotarlo por S, y es conocido como grupo
simétrico.

Ejemplo 1.7. El conjunto de matrices invertibles de n x n con entradas en
R y el producto usual de matrices forman un grupo, el cual se conoce como
grupo lineal general, denotado por GL(n,R) o GL,(R). Si n > 2, este grupo
no es abeliano.

Ejemplo 1.8. Los enteros médulo n con la suma de clases residuales forman
un grupo, denotado por (Z,, +,). Ademds, este grupo es abeliano y finito.

Si G es un grupo donde la operacion tiene notacién multiplicativa, se
define G = (z) = {2" : n € Z} como las potencias de x. Si la operacién de
G estd denotada de manera aditiva, entonces G = (x) = {nz : nZ} son los
multiplos de z.

Definicién 1.12. Un grupo G es ciclico si existe z € G tal que G = (z).

Los grupos (1.5)) y (1.8) son ciclicos, el primero es infinito y el segundo
finito.

Por comodidad el producto x e y en el grupo G se denotarda como zy.

Definiciéon 1.13. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo
de G, denotado por H < G, si satisface

(i) =,y € H entonces zy € H.
(i) x € H entonces 27! € H.

Observacion 1.1. Las dos condiciones anteriores se reducen a lo siguiente:
H < G siy sélo si para todo z,y € H se tiene zy~! € H.

Observacién 1.2. Si H < G y # € H, necesariamente ! € H, por lo
tanto e = zx~! € H. Asi, H < G si y sélo si H es un grupo con la operacién
de G restringida a H.

Ejemplo 1.9. Sea G = GL(n,R) el grupo lineal general. Dado que una
matriz invertible tiene determinante distinto de cero, el subconjunto

SL(n,R):={A € GL(n,R)| det(4) =1}
es un subgrupo de G. Este grupo es llamado el grupo lineal especial.

La interseccién de subgrupos es un subgrupo. De lo anterior se define el
subgrupo generado por un subconjunto.

Definiciéon 1.14. Sea G un grupo y S C G, el subgrupo generado por S
como la interseccién de todos los subgrupos de G que contienen a S, es decir,

(S) = ﬂ H.

SCHLG
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Proposicion 1.6. Sea G un grupo y S C G un subconjunto no vacio. En-
tonces el subconjunto

L::{s?--ﬁ;”\sjES;ij:il;jzl,...,n;nEN}

es un subgrupo de G. Ademdas, este subgrupo es el menor que contiene a S,
es decir, si H < G y S C H entonces L C H. En otras palabras, se tiene

L=(S)= () H

SCH<G

Demostracién. Es suficiente mostrar que dados z,y € L = xy~! € L. Para
mostrar lo anterior, basta observar que dados x = si' -+ s}F y y = 87" -+ - §}"

en L, entonces y~! = §,;““ “ con i; = =£1, por lo tanto y~! € L,

obteniendo lo deseado:

"81

zy t =8 sk 8

Sim g e L

m

Para mostrar lo restante, note que

por ser L uno de los elementos sobre los cuales se toma la interseccién. La
otra inclusion se obtiene del hecho de que los elementos de L son productos
de elementos de S 'y S C H, y por lo tanto

LC () H:=(9).
SCH<G

O]

Definiciéon 1.15. Un grupo G es finitamente generado, abreviado f.g., si
existe un subconjunto finito S C G tal que G = (5).

Ejemplo 1.10 (Grupo Diédrico). Sean > 3, el n-cicloc= (12 ---n) € S,
y o la siguiente permutacién

(1 2 3 4 .- i oo n—1 n
"\ nn-1n-2 - nt2-i -~ 3 2
El subgrupo D,, := (¢,0) < S,, se le conoce como grupo diédrico de orden

n. Méas adelante, se presentaran otras formas de visualizar a D,,, entre ellas,
como el grupo de simetrias de un poligono de n lados.

Definiciéon 1.16. Un elemento x de un grupo G tiene orden n si " = ey
n es el minimo entero positivo que cumple tal propiedad.

17



Proposicién 1.7. Sea n > 3 y G = (x,y) tal que z,y € G con o(zx) =
n,o(y) =2 y yry = v, entonces

_ 2 n—1 2. .3 n—1
G—{l,x,x,...,m Y, TY, Y, Y, ..., T y}
es un grupo con 2n elementos.

Demostracion. Si del lado derecho hay dos elementos iguales

xkyj — xTyS
entonces ¢~ = ¢*~J. A partir de la segunda ecuacién, o(y) = 2, se deduce
que zF77 = 40 =1 6 2¥7 = y! = y. Suponiendo cierto el dltimo caso,

x*7" =y, las siguientes igualdades también son ciertas

xkfr%»l — x(l,kfr)
= xy hipdtesis

1 1

=yz~! dado que yzy = 27! = yPay =y~
= (¥ ")2~! hipétesis

— xk—r—l

lo que implica z = 27!, es decir o(z) = 2, una contradiccién pues n > 3.
De esta manera sélo el primer caso es posible: 5" =1y y* 7 = 1, es decir
n|k —ry 2|s—j. Por consiguiente kK = r (mod n),s = j (mod 2) y G
contiene al menos los 2n elementos de

n

{1,$,$2, cey _1,%1‘%5623/,5531/, s ’xn—ly}

Reciprocamente, si z € G = (z,y), entonces z = " y"! - - - 2"k y*k donde
rj=20,...,n—1ys; =0,1. Dado que yry = x !

zFy si ) s; es impar
z =
x si ) s;j es par

y se tiene G = {1,35,:1;2, 2y xy, 2Py, 2By, .,:c”_ly}. ]

Corolario 1.8. El grupo diédrico D,, cumple:
(i) o(c) =n,o(c) =2 y oco = c .
(ii) |Dy| = 2n.

Demostracion. Para la primera afirmacién observe la descomposicion

c=02n)3n—-1)---(in—i+2)---(kn—k+2)

18



donde

- ”Tl si n es impar
5 sin es par
y por lo tanto
oo — 1 2 3 4 oon—1n 1
~\n n—-1 n-2 n-3 - 2 1)
La segunda afirmacion es directa de la proposicion. ]

Definicién 1.17. Sean (G, *) y (H,o) grupos. Una funcién f : G — H es
un morfismo de grupos si para todos a,b € G

flaxb) = f(a)o f(b).

Si ademads f es una biyeccién, se dice que f es un isomorfismo y en tal caso
se escribe G = H.

Ejemplo 1.11. Sea G un grupo. La funcién v, : G — G definida por

Yo(z) := aza™?

es un morfismo, llamado el morfismo conjugacion.

Definiciéon 1.18. Un subgrupo K < G es un subgrupo normal, denotado
por K <G, si gKg~!' = K para todo g € G.

Si K < Gy existe las inclusiones gK ¢! < K para todo g € G, entonces
K < G: reemplazando g por g~!, tenemos la inclusién g ' Kg < K, y esto
da la otra inclusién K < gKg~ 1.

El nicleo K de un morfismo f : G — H es un subgrupo normal: si

a € K, entonces f(a) = eq; si g € G, entonces

flgag™") = f(9)f (@) f(9)™" = f(9)f(9)~" =en,

y asi gag™! € K. Asi gKg~! < K para todo g € G, y por lo tanto K < G.
Ademas, todo subgrupo normal K es el nicleo del epimorfismo canénico
p:G—G/K.

Es claro que la interseccién de subgrupos normales es también un sub-
grupo normal.

Lema 1.9. La interseccion de cualquier familia de subgrupos normales de
G es un subgrupo normal de G.

Definicion 1.19. Sea G un grupo y X C G un subconjunto. El subgrupo
normal genrado por X es la interseccién de todos los subgrupos normales
que contiene a X,

(X)=(|{N<G|N<GyXcCN}

A este subgrupo también se le llama la clausura normal de X.
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Lema 1.10. Sea G un grupo y X C G. Si X = (), entonces (X)& = {1}.
Si X # 0, entonces su clausura normal (X)¢ es el conjunto de todas las
palabras sobre los conjugados de los elementos de X, es decir:

(X)¢ = {AT X e = £1,0 = gizg; " para alguna v € X,n € N}

Demostracion. Si X = ) es claro que su clausura es el subgrupo normal
trivial {1}. Si X # (), entonces se demostrard que

(X)¢ = {AT A e = £, = gizg; ' para alguna z € X,n € N}

Denotemos por S al cunjunto del lado derecho de la igualdad. Es claro
que si x,y € S el producto xy € S. Ademas el inverso de x es otro elemento
en Sy por lo tanto e = zz~! € S, asi S es un subgrupo de G.

Sigi=e€ Gy A\ = z; entonces gia:igi_l =x; y X C S. Ademas, si
A = gia:ig;1 y A= gj:cjg;1 estdn en S, el conjugado del producto A;\; es
b= glgirig; elgirigy g
= ggizig; ' (97 9)9j259; g
= (991)i(99:) " (99;)xi(9g;) " € 5

g NG~

Por lo tanto S contiene a todos los conjugados de sus elementos y entonces
S <1 G. En conclusién S es un subgrupo normal de G que contiene a X, asi

(X)= (| HCS
SCH<G

Por otro lado, si g; € Gy x; € X, entonces gixig;1 estd en (X)) pues
éste ultimo es un subgrupo normal de G. Y por definicién de grupo se tiene
que

(12197 ) (922295 1) - (gnTngn ) € (X)C
Il

Lema 1.11. Sea G un grupo y X C G un subconjunto no vacio. Entonces
la clausura normal de X estd dada por

(RYY = (gzg ' |ge G yx e X).

Demostracion. Sea N = (grg~'|g € Gy x € X). Es claro que N es
un subgrupo de G' y que contiene a X. Ademas, si gizg; 1 ¢ N, también

gglmgflg_l = (9g1)z(9g91)~! € N para todo g € G, por lo tanto N es
un subgrupo normal de G. Finalmente, todo subgrupo normal de G que
contenga a X, debe contener a N. Por lo tanto N = (X)©, O
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1.3 Grupos libres

Definicién 1.20. (Grupo Libre) Sea L un grupo, X un conjunto no vacio
y ¢ : X — L una funcién. L es libre con base X si para toda funcién
arbitraria f : X — G con G grupo existe un tinico morfismo ¢ : L — G tal

que f=poao.

L .
UT <p
X —>.‘ : G
f

Cuando sucede lo anterior, f = poua, se dice que el diagrama es conmutativo.

Proposicion 1.12. Bajo las condiciones de la definicion anterior, la fun-
cton o : X — L es inyectiva.

Demostracion. Supéngase que o(x1) = o(z2) para x1 # x2. Sea G un grupo
con al menos dos elementos distintos g1 y g2 v sea f : X — G tal que

f(x1) = g1y f(z2) = go. Entonces p(o(x1)) = p(o(x2)), por consiguiente
f(z1) = f(x2) y asi g1 = g2, lo cual es una contradiccién. O

L es libre sobre el subconjunto Im(o) y la funcién inclusién Im(o) — L
toma el lugar de o. Asi, un grupo libre siempre es libre sobre un subconjunto
y en este caso la conmutatividad del diagrama asegura que la restriccién de
v a X coincide con f, por lo tanto ¢ es la tnica extensién de f a L.

1.3.1 Existencia

A continuacién se mostrara la existencia de grupos libres, para ello se
haré la siguiente construccién.
Dado X un conjunto, considere el conjunto de simbolos

Xi:{xﬂzxeX}U{w*l:weX}

La expresién 27! sélo es un simbolo. También considere W (X*), el con-
junto de todas las palabras de X*. Una palabra w € W (X¥) es una sucesion
finita de simbolos de W (X¥) de la forma

Er
r

w=a'
conz; € X, ==F1yr>0.

Definicién 1.21. La palabra w = z3' - 25" es positiva si w = 1 o bien
€; = +1 para toda 1.

Una palabra es positiva, si es la palabra vacia o si todos sus exponentes
son positivos. Se define ahora una subpalabra como una subsucesién de la
sucesion original.
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Definicién 1.22. Una subpalabra de la palabra w = z{' - - - 257 es la palabra
vacia o una palabra de la forma v = xjj ceatbeon1<j<k<r

Esto es, v es una subpalabra de w si existen palabras (posiblemente
vacias) w' y w” tal que w = w'vw”.

Por el Teorema ([1.3)) se sabe que (W(X®),-) es un monoide. Para que
W(X™*) sea un grupo con la concatenacién se necesita primero definir el
inverso de cualquier palabra.

Definicién 1.23. Sea w € W(X™). Se define la palabra inversa de 1 como

palabia lysiw=af" 2 su palabra inversa es w™ = x5 - 27 €
W(X=).

En la siguiente proposicién sélo se considera W (X®) como monoide.
Lema 1.13. En el monoide W (X*) se cumple (w™)™1 = w.

Demostracidn. Primero observe que tanto w y su palabra inversa w™! tienen
la misma longitud por definicién. La afirmacién es directa de la definicion
observando que la palabra inversa invierte el orden de las letras de la palabra
original. O

Observacién 1.3. Si W(X¥) fuera un grupo con la concatenacién se cum-
plirfa w - w™' = 1 para toda w, en particular si w = z, sin embargo, la
igualdad z -z~ = 1 no se cumple: la longitud de z-z~! es dos, mientras que
la longitud de 1 es cero. Para resolver este problema se define una relacion
de equivalencia sobre las palabras.

1.3.2 Palabras reducidas

Definicion 1.24. Una palabra w es reducida siw =10 w = z1 -+, con
e XUX 1y Ti+1 F xi_l para toda 1 <17 < n.

Las palabras reducidas son aquellas que resultan después de eliminar

todos los pares de la forma za 1.

Definiciéon 1.25. Una transformacion elemental de una palabra consiste

de afiadir o eliminar un par de elementos de la forma zz .

Definicién 1.26. Sean wi,wy € W(X). Decimos que wy ~ ws si y sélo si
wo se obtiene a partir de wy por una sucesion transformaciones elementales.

Definiciéon 1.27. Sea X un conjunto. Una relacién ~ sobre los elementos
de X es de equivalencia si:

i) Es reflexiva: para todo x € X se cumple = ~ z.

ii) Es simétrica: si z ~ entonces y ~ z, para todo z,y € X.
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iii) Es transitiva: si z ~y y y ~ z, entonces = ~ z, para todo z,y, z € X.
Lema 1.14. La relacion ~ definida en es de equivalencia en W(X).

Demostracién. Supongamos que wi,wa, w3 € W(X). Es claro que wy ~
w1, dado que podemos anadir un par zz~! y luego removerla. Si w; ~ wsy
entonces como las transformaciones elementales son reversibles, podemos
revertir los pasos que se llevaron a cabo y asi obtener w; a partir de wo, por
lo tanto wy ~ w;. Finalmente, si suponemos w; ~ wg y we ~ ws, es claro
que wy ~ w3. Por lo tanto ~ es una relacién de equivalencia en W(X). O

Las palabras son una sucesién finita de simbolos, por lo tanto debe existir
un numero finito de transformaciones elementales entre palabras en la misma
clase de equivalencia.

Teorema 1.15. Cada clase de equivalencia de ~ contiene exactamente una
palabra reducida.

Demostracion. Si X = (), entonces existe una tinica palabra en X, la palabra
vacia 1, y es reducida. Si X # (), se demostrard primero que existe una
palabra reducida equivalente a w. Si w no tiene subpalabra de la forma
zz~ ! donde z € X U X!, entonces w es reducida. En otro caso, borramos
el primer par zz~! y obtenemos una nueva palabra w;, que puede ser vacia,
con |wy| < |w|. Y repetimos: si w; es reducida, nos detenemos; si existe una
subpalabra de la forma xzz~!, la borramos y obtenemos una palabra més
corta wy. Como las longitudes van decreciendo, este proceso termina con
una palabra reducida equivalente a w.

Para la unicidad. Supongamos que u y v son dos palabras reducidas en
la misma clase de equivalencia. Sea wy - - - wy, la sucesién minima de pala-
bras tal que w;41 es una transformacién elemental de w;, donde w; es una
transformacion de uw y v es una transformacién elemental de wy,.

Como u es una palabra reducida y u # v, entonces |wi| > |u|. Andloga-
mente dado que v es una palabra reducida podemos concluir que |w,| > |v].
Entonces la longitud de las palabras unidas v y v primero debe crecer y
después en algiin momento decrecer. Sea m el valor minimo tal que |wy,| >
|wp—1]. Para llegar a w,,, debemos anadir algin par aa" ' a wy,_1. Y después
removemos algtin bb~! para llegar a w,, 1. Tenemos tres opciones de como
se relaciona aa~! con bb~!. Y en cada caso se argumentara que wi - - - Wy, €s
la sucesién més corta posible de w;’s.

Supongamos aa~! = bb~!, en este caso tenemos wy,_1 = Wy41. Si aa”
y bb~! se traslapan parcialmente, entonces existe una subpalabra de la forma
aa"'a. Esto es, para obtener w,, debemos reemplazar algin a en w,,_ por
aa"'a y para obtener w,,41 debemos reemplazar el mismo aa~'a con a. Esto
€S Wy—1 = Wy41. Por dltimo supongamos que aa™' y bb~! son disjuntos.
En este caso podemos cortar la palabra entera simplemente removiendo

1
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Wm—1,Wm ¥ Wm+1. Repitiendo este proceso de cortar palabras, borraremos
todas las w;’s y concluimos que u = v. O

Sea [z] la clase de equivalencia de w. Nétese que en la clase de equiva-
lencia de w siempre se puede elegir un representante de la clase que sea una
palabra reducida.

Podemos ahora probar, respecto a lo anterior, que el conjunto de las
clases de equivalencia ~ forman un grupo libre con base X. El neutro es la
palabra vacia y la operacién es la concatenacién.

Teorema 1.16. Sea X wun conjunto no wvacio. Existe un grupo L y una
funcion o : X — L tal que L es libre con base X y L = (Im(0)).

Demostracion. Sea L = W (X)/ ~ el conjunto de todas las clases de equi-
valencia

L= {[w]|weW(X)}
Afirmacién 1.1. L es un grupo.

Sean vy, vy, w1, wy € W(X) tal que v ~ vy y wy ~ we. Por Teorema
existen palabras reducidas v,w € W(X) tales que v1 ~ v ~ vy y
w1 ~ W ~ Wws, entonces

V1w ~Y VW ~ VW9

y por lo tanto viw; ~ vows.

Se define el producto [w] - [u] := [wu], donde wu es la concatenacién
de palabras. Por lo anterior se tiene que este producto esta bien definido
y [w] - [1] = [wl] = [w] = [lw] = [1] - [w] y [w] - [w™'] = [ww™'] = [1] =
[wlw] = [w™!] - [w]. Adem4s, este producto es asociativo dado que para
cualesquiera u, v, w € W(X) se tiene que (wv)u = w(vu) € W(X) y asi

([w] - [v]) - [u] = [(wo)u] = [w(vw)] = [w] - ([v] - [u])

Por lo tanto (L, ) es un grupo: el neutro es la clase de la palabra vacia

[1] y el inverso de [w] es la clase de la palabra inversa [w™!], es decir, [w]~! =

[w™].
Afirmacion 1.2. L es libre con base X.

En efecto, sean o : W(X) — L el epimorfismo canénico de monoides,
o(w) = [w], G un grupoy f: X — G una funcién arbitraria.
Se define f : W(X) — G como

flaft-ar) =gt g

donde g; = f(x;). Sean v, w € W(X) tal que w ~ v, entonces v y w difieren
en su expresién escrita por un producto finito de subpalabras zz~! con
r € X; para estas expresiones es claro que f(zz~ 1) = f(z)f(z) "' =1gy

f() = f(w).
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Por lo tanto f estd bien definida.

Siz=af'--air yy=y/" -z se tiene

fla y) = fl@i oy -yt al)
=g g BT

= f(x)f(y)

con h; = f(ys), por lo que se goncluye que f es un morfismo de monoides.
Sea f: L — G dada por f([w]) = f(w). Por definicién de f se tiene

f ([w] - [v]) = f [wv])  definicién de producto en L

Por lo tanto f es morfismo de grupos. Ademds, por definicién de o, f v f,
respectivamente, se tienen las igualdades

fo(z) = f([2]) = f(z) = f(2)

para todo x € X, es decir, el tridngulo mayor del siguiente diagrama es
conmutativo:

L.

(

w(x) -t

L \ 7
j{ 7

f

@Q

Finalmente, si existe v : L — G otro morfismo de grupos tal que vo = f.

L .

T T
ol A
VRSN

entonces yo = Afa y tanto v y f coinciden en Im(c). Pero L = (Im(o)),
asi tiene que v = f. O

1.3.3 Algunas propiedades

Por la proposiciéon anterior, todo elemento del grupo libre construido
L, puede ser escrito de manera unica en la forma [w] con w una palabra
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€ en la

reducida, w = z{'--- 25" donde ¢; = £1,7 > 0 y no aparecen x°x~
palabra.

Por definicién de multiplicacién en L se tiene que [w] = [x1]' - - [z,]°7.
Multiplicando términos consecutivos que involucren el mismo término x;, se
deduce que, después de reetiquetar los s, el elemento [w] se puede escribir
de la forma [w] = [x1]% - - - [z5]"* con s > 0, [; es un entero no cero y x; # ;1.
Esta es llamada la forma normal de w.

La existencia de una forma normal es caracteristica de los grupos libres.

Teorema 1.17 (Forma Normal). Sea G un grupo y X un subconjunto de
G. Suponga que todo elemento g € G se puede escribir de manera Unica de
la forma g = :):lf -zl donde x; € X,5 > 0,1; # 0, entonces G es libre con

base X .

Demostracion. Sea L un grupo libre con base X y o : X — L la inyeccién
asociada. Existe un tnico morfismo 8 : L — G tal que So : X — G es el
funcién inclusién de X en G, es decir, fo = t.

I
Q

Como G = (X), el morfismo (3 es suprayectivo. Para la inyectividad,
note que si 5(z) = f(y) para algunos z,y € L, como S(z),B(y) € G = (X),
existen x1,...,%n,Y1,-..,Ym € X y exponentes l;, k; tal que

l1

aft el = Bla) = Bly) = i b

por la unicidad de la forma normal, se tiene que n = m,l; = k; vy ©; = y;
para toda 1 <4 < n y por consiguiente

z=o(x)o(z) =oy)* - o(ym)m = .

Por lo tanto 3 es inyectivo y [ es un isomorfismo de grupos, G =2 L, y
como L es un grupo libre con base X, G' también lo es. ]

Corolario 1.18. Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostracion. Sean G un grupo y X = {z4|g € G}. La funcién f :
X — G definida por f(z4) := g es una biyeccién. Si L es libre con base X,
entonces existe un inico morfismo ¢ : L — G que hace conmutar el siguiente
diagrama:

L
N
T\w
g N
\
X —G

f
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Es decir, po = f y ¢ extiende a f. Ademds ¢ es suprayectiva. En efecto,
sea g € G, como f es suprayectiva existe z, € X tal que p(o(zy)) = f(z4) =
gy asi existe z = o(z4) € L tal que ¢(z) = g. Por el primer teorema de
isomorfismo se obtiene G = L/Nucep. O

Las siguientes propiedades de grupos libres se basan en las propiedades
fundamentales de grupos abelianos libres que pueden ser consultadas en [7].

Definiciéon 1.28. Sean G es un grupo y a,b € G, el conmutador de a y b
es el elemento [a,b] := aba"1b™1 € G y el subgrupo conmutador

G' = {[a,b]]a,b € G)
es el subgrupo de G generado por todos los conmutadores.

Definiciéon 1.29. Sea = € G. Un conjugado para x es un elemento de
la forma azxa~™' para algin a € G. Al conjugado de z por a se le denota
mediante x°.

Lema 1.19. El subgrupo conmutador G’ es un subgrupo mnormal de G.
Ademds, si H < G, entonces G/H es abeliano si y sdlo si G' < H. En
particular G/G' es abeliano.

Demostracion. Sea f: G — G un morfismo de grupos. Entonces

f(la,b]) = f(aba™'b™") = f(a) f(b)f(a) £ ()" = [f(a), f(b)] € &'

y por lo tanto f(G") < G'. Ademas el inverso del conmutador [z, y] es [y, x].
Para ver la normalidad de G’ recuerde que un subgrupo H es normal si y
sélo si contiene todos sus conjugados. Dado que [z,y] € G’ se demostrara
que sus conjugados [z,y]* € G":

[z,y]* = a(zyz~ 'y o™ = (awa™)(aya™ ) (az " a ) (ay~ ) = [2%, 9.

Sea H < G. Si G/H es abeliano, entonces HaHb = HbHa para todo
a,b € G; esto es Hab = Hba, y asf ab(ba)™! = aba='b~! = [a,b] € H y por
lo tanto G’ < H. Inversamente, si G’ < H. Para todo a,b € G,ab(ba)~! =
[a,b] € G' < H, y as{ Hab = Hba; esto es, G/H es abeliano. O

Lema 1.20. Si L es un grupo libre con base X, entonces el cociente L/L'
es un grupo abeliano libre con base X, = {xL': = € X}.

Demostracion. Sea A es un grupo abeliano y sea f : X, — A una funcién
arbitraria. Sea f : X — A definida como f.(z) := f(«L"). Como L es libre
con base X, existe un unico morfismo ¢ : L — A que extiende a f,.



Paro todo a,b € L se tiene [a,b] € L' y asi L’ < Nucy. El grupo L/L’ es
abeliano por el Lema (1.19)) y por el Teorema del Factor, existe un morfismo
¢ : L/L' — A definido por p(wL') = p(w), que extiende a f.

L)L

N -
&JA \f
NN
X,——A
f

El morfismo ¢ esta bien definido, si w1 L' = woL” entonces wyw, el <
Nucy, ast p(w) := p(w1) = p(w2) = H(w2).

La extensién ¢ es tnica. Sea ¢ : L/L' — A otro morfismo de grupos
abelianos con ¥ (zL') = f(xL'). Siv: L — L/L es el epimorfismo natural,
entonces Yv : L — A es un morfismo con Yv(z) = (xL') = f(zL') = ¢(x)
para todo x € X, asi Yv = ¢ = ¢rv. Como v es epimorfismo, v es cancelable
por la derecha y ¥ = ¢. Por lo tanto L/L’ es libre con base X,. O

Los grupos libres con bases de la misma cardinalidad son isomorfos.

Proposicién 1.21. Sean L1 y Lo grupos libres con base X1 y Xo respecti-
vamente. Entonces | X1| = |X2o| si y sélo si L1 = Lo.

Demostracidn. Si ¢ : L1 — Lo es un isomorfismo, entonces Ly /L) = Lo/ LY.

En efecto, por Lema , el grupo abeliano L;/L} es libre con base
(X1)s :={zL]: x € X1}. Ademés, como X; es base de L se tiene |(X1).| =
| X1|, y por lo tanto | X;| = |L1/L}|. De manera andloga se obtiene |Xs| =
|Lo/ LY. Asi existen dos grupos abelianos libres, L1 /L) y Lo/L}, con bases
equipotentes |(X1).| = [(X2)«|, luego son isomorfos Li/L} = Lo/L, (ver
Apéndice . Es decir,

| X1| = |Ly/LY| = |La/Ly| = | Xa|.

Sea o1 : X1 — L1 y 02 : Xo = Lo las inyecciones dadas y f : X1 — Xo
una biyeccion. Existen 1 y @9 morfismos de grupos y diagramas conmuta-
tivos:

Ll. Lg.
T St T e 2
g1 g2
= N
X, ——1L Xo——1L
17 Lo 2l

es decir p101 = 02 f y 202 = o1 f 1. Asl prpaoe = pro1 [T = oo f [T = o
y el siguiente diagrama

Lo
T Y12
o9
o
Xo——> Ly
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también conmuta. Pero el morfismo identidad 17, en Lo también hace con-
mutar el diagrama, asi @109 = 11, por la unicidad. Con un argumento
similar se tiene pop; = 17, asi que ¢ es un isomorfismo y L1 = L. O

Definicion 1.30. Sea L un grupo libre con base X. El rango de L es la
cardinalidad de su base X.

La proposiciéon anterior afirma que el rango de L no depende de la elec-
cién del conjunto X, su base. Formalmente se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.22. §i L es libre con base X, entonces L es generado por X.

Demostracion. Es directo de la construccién del Teorema ([1.16)) tomando o
como el morfismo inclusién. O

Teorema 1.23 (Propiedad proyectiva). Sea 8 : G — H un morfismo
suprayectivo. Si L es libre y si o : L — H es un morfismo, entonces existe
v : L — G que hace conmutar el siguiente diagrama, By = a:

Demostracion. Sea L un grupo libre con base X. Si x € X C L, entonces
a(x) € H = Imp, asi existe g, € G tal que 5(g,) = a(x). Por la propiedad
universal de grupos libres se puede extender la funciéon x — ¢, a un unico
morfismo 7y : L — G, es decir y(z) = g,. Como Svy(z) = f(g.) = a(x) para
toda z € X y asi, X genera a L, y se sigue que v = a. O

1.4 Presentaciones de grupos

Todo grupo es cociente de un libre, el siguiente resultado es otra forma
de escribir el Corolario (1.18)).

Corolario 1.24. Sean G un grupo, X un conjunto y f : X — G una funcidn
tal que G = (Imf). Entonces el morfismo f: L(X) — G es suprayectivo y,

en particular, G = L(X)/Nucf.

Sea R el conjunto de generadores del subgrupo N del grupo libre L.
Como el grupo L esta totalmente determinado por X y el subgrupo normal
N lo estd por el conjunto R, el grupo G = L/N puede definirse dando un
conjunto cuyos elementos se llamaremos generadores de G y mediante un
conjunto R cuyos elementos llamaremos relaciones que definen G.
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Definicién 1.31. Sean G un grupo, X C G un subconjunto y R una familia
de palabras en X. G tiene generador X y relaciones R si G = L/N, donde
L es el grupo libre con base X y N es el subgrupo normal de L generado
por R.

El subgrupo N existe, mas atn, por el Lema (1.9), N = (R)“, es el
menor subgrupo normal de G que contiene a R, la clausura normal de R.

Definicién 1.32. El par (X | R) es una presentacion del grupo G = L/N.

Definicién 1.33. Un grupo G es finitamente presentado (o finitamente
relacionado) si tiene una presentacién con un nimero finito de generadores
y un conjunto finito de relaciones.

Pueden haber diferentes presentaciones de un mismo grupo. En tal caso,
se llamaran presentaciones isomorfas. Los siguientes ejemplos son grupos
finitamente presentados.

Ejemplo 1.12. El grupo Zs tiene por presentacion (x| z?).
En efecto, sea G = Zy, X = {z} y f: X — Z3 tal que f(z) = 1. Como
X C W(X) C L(X), por el ejemplo ([1.4), L(X) se puede ver de la forma

L(X)={z"|neZ}

Ademds la funcién f: L(X) — nZ dada por f (z) = 2", es un isomorfismo
de grupos. Sea f : L(X) — Zy definida como f(x™) := 7. En particular f es
suprayectiva y

Nucf = {z"| n € 2Z} = {z*"|n € Z} := (2?).

El primer teorema de isomorfismo afirma que Zy = L(X)/Nucf es precisa-
mente el isomorfismo G = Z /27 usual.

Lema 1.25. Sea D,, es el grupo diédrico. Si G = (x,y), cono(x) =n,o(y) =
2 yyry = 2”1, entonces G = D,,.

Demostracion. Sea f : D, — G dada por f(c*a7) := 2¥y. El grupo diédrico
tiene 2n elementos segin el ejemplo y la Proposicion asegura
que G tiene 2n elementos, por lo tanto f es una biyeccién.

Sean «, 3 € D,, = {c,0), entonces a = [[(cFo’) y B = [](c"o*) donde
0<k,r<nyjs=0,1por la Proposicién . Por lo tanto

fla-B) = ([ J(ce®) - T (co*))
= ([ (*e?) - (¢"0®))
= [[=") - "y
=1 ) - T1Ey)
= f(a) f(B)

Y asi f es un morfismo de grupos. O
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El grupo diédrico D,, tiene varias presentaciones, la siguiente es una de
ellas, como el grupo de simetrias de un poligono de n lados.

Proposiciéon 1.26. El n-ésimo grupo diédrico D,, tiene como presentacion
(p,o|p™ 0% popo).

Demostracion. Sea n > 2y a = 27/n. Consideremos los siguientes dos
elementos del grupo lineal general G Ly(R):

_ cosa sena o= 1 0
P=\ —sena cosa L0 -1
Sea D = {(p,0). Es claro que p" = 02 = 1. Por otro lado, un célculo
elemental muestra que po = op~!. Esto implica

D={cp: 0<i<?2 0<j<n}

Maés aun, calculando explicitamente los 2n elementos se puede ver que
son todos distintos y asi |D| = 2n. Por el Lema se tiene D= D, y D
es el n-ésimo grupo diédrico.

Sea ahora X = {r,s} conr # sysea f: X — D, tal que f(r)=py
f(s) = o. Por la propiedad universal de grupos libres, existe f : L(X) — D,,.
Se busca describir el nicleo de este morfismo.

Se afirma que Nucf = (r", s2,7srs™ 1)) es el menor subgrupo normal de
L(r, s) que contiene a 1", s? y rsrs™L.

Primero, observe que f(r") = (f(r))" = p" = 1. De igual manera se tiene
f(s) = f(rsrs™!) =1, asf {p", s, rsrs~'} C Nucf y es clara la inclusién
{(r™, 82, rsrs™1) C Nucf.

Para la otra contencién, sea G = L(r,s)/{{r", s?,rsrs~1)). La propiedad
universal del cociente asegura la existencia de un morfismo f : G — D,, que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

2

L(r,s) . D,
A

\ 7

G

Como f es suprayectiva, la conmutatividad implica que f es suprayectiva.
Si se muestra que G tiene a lo sumo 2n elementos, se concluird que tiene
exactamente 2n, que f es un isomorfismo y, en particular que

Nucf = {(r", 2, rsrs*1>>

como se afirm¢ arriba.
Sean 7,5 € G las clases de r y s respectivamente. Es claro que 7" =
1. Ademds, también se cumple 32 =1y 7-5=7s=sr"1l=5-r1 =37
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Es evidente que G = (7, 5). Por el Lema (1.25)), se concluye que G = D,,
y esto implica |G| = 2n, como se buscaba demostrar. Finalmente, se tiene

D, = L(r,s)/{r", 2, 7‘87’871».
O

Ejemplo 1.13. (z | @) es una presentacién del grupo libre Z. Esto es, los
enteros tienen por presentacién un generador y ninguna relacién.

1.5 Semigrupos y monoides libres

Algunos resultados presentados en el Capitulo[3 son para los semigrupos
libres y en particular para el monoide y semigrupo W (X), las palabras
positivas del conjunto X. En esta seccién se presentan algunos resultados
basicos sobre semigrupos y monoides libres.

Definicién 1.34 (Semigrupo libre). Sea M un semigrupo y X C M un
subconjunto. M es un semigrupo libre con base X si para todo semigrupo
S y toda funciéon f : X — S, existe un unico morfismo de semigrupos
@ : M — S que extiende a f, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

AN
\

X ——
fS

Por la Proposicion el conjunto W (X) es un monoide (y por lo tanto
un semigrupo), pero no necesariamente es un grupo. En la construccién del
semigrupo solo se consideran las palabras positivas, es decir, la palabra vacia
1ow=af" - 25 donde todos los exponentes g; = +1.

Definicién 1.35. Una congruencia en un semigrupo (M, ) es una relacién
de equivalencia en M tal que a =cy b = d implica a xb = cx*d.

Definicién 1.36 (Semigrupo cociente). Sea = una congruencia en un se-
migrupo (M, ). El semigrupo cociente es el conjunto de todas las clases de
equivalencia

M/ =={ld]|ac M}

con la operacién [a] - [b] := [a * b]. Este producto esta bien definido porque
= es una congruencia en el semigrupo M.

Andlogamente al Corolario (1.18]) se tiene que todo semigrupo es cociente
de un semigrupo libre.
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Ejemplo 1.14. Sea ¢ : (M,%;) — (IV,*2) un morfismo de semigrupos.
Entonces la relacién a = b si y sélo si p(a) = ¢(b) es una congruencia en
M. En efecto, es claro que es una relacién de equivalenciay sia =cy b=d

entonces ¢(a) = p(c) y ¢(b) = ¢(d) y por lo tanto
p(a*1b) = p(a) *2 p(b) = ¢(c) *2 p(d) = p(c*1 d),
asi a 1 ¢ = b *1 d. Esta congruencia es llamada Nuc ¢.

Teorema 1.27 (Primer Teorema de Isomorfismo para Semigrupos). Sea
@ : M — N un morfismo de semigrupos. Entonces Im(p) = {p(z)|x € M}
es un subsemigrupo de N y ademds M /Nuc(p) = Im(p).

Demostracion. Dado un morfismo de semigrupos ¢ : M — N, el nucleo
Nucp es una congruencia por ejemplo y por lo tanto, existe el semi-
grupo cociente M /Nucy = {[a] : a € M}.

Por otro lado el conjunto Im(yp) = {p(x)|lr € M} C N es claro que
es un subsemigrupo de N. La funcién ¢ : M /Nucy — I'm ¢ definida como
o(la]) = ¢(a) esta bien definida porque Nuc(yp) es una congruencia. Ademas
es un morfismo porque ¢ lo es. Finalmente para la inyectividad note que si
pla] = @[b] entonces que p(a) = ¢(b), es decir a = by ¢ es un isomorfismo.

O]

Ejemplo 1.15. Es facil ver que la interseccién de congruencias es otra
congruencia de M. Ademds si E C M x M es un subconjunto, la congruencia
generada por E es la interseccién de todas las congruencias que contienen a

E.

Definicién 1.37 (Presentacién de semigrupos). Sea M un semigrupo libre
con base X y {w; = u; : i € I'} una familia de ecuaciones con w;, u; € M. Se
define la congruencia = como la congruencia generada por el subconjunto
{(wi,wi)|lw; = u; : i € I} € M x M. El semigrupo cociente M/ = se dice
que tiene presentacion:

(X |w; = u; para todoi € )
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Capitulo 2

Computabilidad y la tesis de
Church-Turing

En este capitulo se introduce el concepto de méaquina de Turing, un
modelo matematico simple de una computadora. Independientemente de
su simplicidad, la maquina de Turing modela la capacidad de calculo de
una computadora de propositos generales. Se estudia la maquina de Turing
debido tanto a la clase de lenguajes que define (los conjuntos recursivamente
enumerables) como por la clase de funciones enteras que calcula (funciones
parcialmente recursivas).

La maquina de Turing y el concepto de algoritmo son la otra base del
teorema de Markov-Post, con ello se da un criterio para la solucién del
Problema de la Palabra para semigrupos. La primera parte del capitulo esta
basado en [4], la tesis de Church-Turing en [10] y |{12], y las secciones finales
en |7].

2.1 Maquinas de Turing

Se puede imaginar una maquina de Turing como una cinta, subdividida
en celdas, la cual se extiende infinitamente en ambas direcciones (izquierda
y derecha), y una cabeza que lee y escribe.

En el lenguaje cotidiano, cuando se habla de una maquina de Turing 7T,
realmente se refiere a su programa. Para describir tal programa se necesitan
los simbolos de programacion, que consisten de:

i) Los simbolos de la cinta sg,s1,...,8, que seran escritos en la cinta.
El simbolo sg se interpreta como blanco. Cada celda contiene un sélo
simbolo. A la coleccién de todos los simbolos de la cinta distintos de sg
se le llama el alfabeto X de T.

ii) Una lista infinita de estados internos qo, qi, . .. Al inicio de cada paso de
un célculo o cémputo, la cabeza lectora estard en uno de esos estados.
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En un programa de Turing sélo se usard un nimero finito de estados,
sin embargo se necesita un nimero no acotado de estados disponibles.

iii) Los simbolos de accion usados por el programa, que dird a la cabeza
lectora-escritora qué hard en relaciéon a la celda presente: L significa
moverse a la izquierda una celda, R significa moverse a la derecha una
celda. Ademas de Imprimir (escribir o borrar) un simbolo.

2.1.1 La maquina de Turing estandar

Definicién 2.1 (Méquina de Turing estdndar). Una mdquina de Turing T
es una séptupla
T - (Q727F75)QO7D7F)

donde: @ es el conjunto de estados internos, X es el alfabeto de entrada, I' es
un conjunto finito de simbolos llamado el alfabeto de la cinta, § es la funcion
de transicion, [ € T es un simbolo especial llamado el simbolo blanco, gy € QQ
es el estado inicial y F' C @ es el conjunto de estados finales.

En la definicién de méquina de Turing, se supone que ¥ C I" — {0}, es
decir, el alfabeto de entrada es un subconjunto del alfabeto de la cinta, que
no incluye al simbolo blanco. La funcién de transicién § esta definida como

0:QxI'—>QxT x{L,R}

El argumento de la funcién ¢ es la pareja ordenada (g, s;) formada por el
estado actual y el simbolo que lee en ese momento. El resultado es la terna
ordenada 0(¢;, s;) = (gj,s;,A); un nuevo estado, un nuevo simbolo sobre
la cinta (puede ser el mismo) y un simbolo de accién, L o R. que indica
el movimiento de la cabeza lectora-escritora, hacia la izquierda o derecha.
En general, § es una funcion parcial, esto es, puede no estar definida para
algunos valores.

Se puede imaginar una maquina de Turing como un computadora simple.
Tiene una unidad de procesador, la cual tiene memoria finita, su cinta es
un almacenamiento secundario de capacidad ilimitada. Las instrucciones
que puede llevar a cabo tal computadora son muy limitadas: puede leer un
simbolo sobre la cinta y utilizar el resultado para decidir qué hacer en el
siguiente paso.

La funcién de transicién § define como actia esta computadora, y fre-
cuentemente es llamado el programa de la méquina.

La maquina de Turing empieza en un estado inicial dado con alguna
informacién sobre la cinta. Entonces sigue una sucesién de pasos controlados
por la funcién de transicién §. Durante este proceso, el contenido de cada
celda sobre la cinta puede ser leido y cambiado muchas veces. Finalmente,
el proceso completo puede terminar, el cual en una maquina de Turing se
logra en un estado de detencion.
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Definicion 2.2. Una maquina de Turing se detiene si alcanza una confi-
guracion para la cual J, la funcién de transicién, no estd definida; esto es
posible porque § es una funcién parcial.

Se asume que para un estado final la funcién de transicién no estd de-

finida, asi la maquina de Turing se detendrd cuando entre en un estado
final.

Ejemplo 2.1. Considérese la maquina de Turing 77 = (Q, 3, T, 0, qo, 0, F)
dada por @ = {qo,q1}, ¥ ={0,1}, I' = {{0,0,1}, F = {q1} y la funcién de
transicion definida por

5(@[07 0) = (qUa ]-7 R)
(g0, 1) = (qo, 1, R)
6(g0,03) = (¢1, 0, L)

Si esta maquina de Turing inicia en el estado gg con el simbolo 0 bajo
su cabeza lectora-escritora, la regla de transicién aplicable es d(gp,0) =
(qo, 1, R). Entonces la cabeza lectora-escritora reemplaza 0 por un 1, y luego
se mueve a la derecha sobre la cinta. La maquina permanecerd en el estado
qo- Todo 0 subsecuente sera reemplazado por un 1, pero los 1’s no cambiaran
(o seréan reemplazado por el mismo simbolo). Cuando la maquina encuentra
el primer simbolo blanco, se movera una celda a la izquierda y se detendré
en el estado final ¢;.

Ejemplo 2.2 (Méquina copiadora). Dada una palabra w se disefiard una
maquina de Turing que dé como resultado la palabra ww. Por comodidad
sélo se trabaja con palabras de un sélo simbolo, el 1.

El proceso para construir la maquina es intuitivo:

1. Reemplazar todo los 1s por una .

2. Encontrar la x que estd més a la derecha y reemplazarla por un 1.

3. Desplazarse hasta el extremo derecho de la regiéon no vacia y en el
primer espacio en blanco crear un 1.

4. Repetir el paso 1 y 2 hasta que no haya maés xs.

Sean @Q = {q0,q1,92,q3}, X ={1l,x2}, T = {0, 1,2}, F = {g3} y la funcién
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de transiciéon dada por

6(q0,8) = (¢, 0, L)
(g0, 1) = (qo,z, R)
6(q1,0) = (¢3,00, R)
6(q1,1) = (q1,1, L)
6(q1,7) = (g2: 1, R)
6(¢2,8) = (¢1,1, L)
6(q2,1) = (g2, 1, R)

La méquina Th = (Q, %, T, 6, g0, d, F') se conoce como la méquina copia-
dora. Mds adelante se comprobara que, en efecto, copia o duplica palabras
de 1s.

2.1.2 Diagramas de transicion

Se usan graficas de transicion para representar maquinas de Turing. Se
etiquetan los vértices con los estados y las aristas con los siguientes tres
elementos: el simbolo actual de la cinta, el sTmbolo que lo reemplaza, y la
direccién en la cual la cabeza lectora-escritora se mueve.

Ejemplo 2.3. A partir de la funcién 0 se obtiene la siguiente gréafica de
transicién de la maquina 7T del ejemplo (2.1)):

1,1,R

0,1,R

Ejemplo 2.4 (Maquina con un loop infinito). Observe la maquina de Turing
de la siguiente figura, donde x representa cualquier simbolo 0 o 1:

Para obtener la funcién de transicién, supéngase que inicialmente la cinta
contiene 01 ..., con la cabeza lectora-escritora sobre 0. La méquina entonces
lee el simbolo 0, pero no lo cambia. Su siguiente estado es g1 y la cabeza
se mueve a la derecha, asi que ahora estd sobre el 1. Este simbolo también
es leido y se deja sin cambio. La maquina regresa al estado gy y la cabeza
lectora-escritora se mueve a la izquierda. Ahora se regresa exactamente al
estado original, y la sucesién de movimientos inicia otra vez. La funcién de
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transicién es entonces:

6(g0,0) = (q1,0, R)
6(q0,1) = (q1,1, R)
(q1,0) = (q0,0, L)
6(q1,1) = (q0,1, L)

La méaquina asociada a esta grafica de transicién es
T3 = (Q727F757 q0, D7F)

donde @ = {q0,q1},X ={0,1},T ={00,0,1} y F = {0}.

Para esta maquina es claro que, cualquiera que sea la informacién inicial
sobre su cinta, corre infinitamente, con la cabeza moviéndose a la derecha
e izquierda de manera alternada, sin hacer modificacién en la cinta. Este es
un ejemplo de una maquina de Turing que no se detiene. Andlogamente a
lo que pasa en Programacion, se dice que esta maquina de Turing entra en
un bucle infinito.

Ejemplo 2.5. Con ayuda de la funcién de transicién § se obtiene el diagra-
ma de transicién de la maquina de Turing copiadora del ejemplo (2.2)):

1,z,R 1,1,L

1,1,R

Toda configuraciéon estd completamente determinada por el estado actual
de la unidad de control, el contenido de la cinta, y la posicién de la cabeza
lectora-escritora.

Retomando la Definicién . Una palabra positiva es una sucesion
finita de simbolos del alfabeto con todos los exponentes positivos o la palabra
vacia.

Definicién 2.3. Sea T' = (Q, 3, T, 0, o, T, F') una maquina de Turing. Una
descripcion instantdnea « es una palabra positiva de la forma o = og;T,
donde o y T son s-palabras y 7 es no vacia, es decir, es una expresion de la
forma

5182 Sk—14iSkSk+1 """ Sn

donde I' = {s1, ..., s,} son los simbolos de la cinta y o,7 € W(T').
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Esta eleccion convenida es tal que la posicién de la cabeza lectora esta
sobre la celda que contiene el simbolo inmediatamente después de q.

La descripcién instantinea solo da una cantidad finita de informacién ha-
cia el lado izquierdo o derecho de la cabeza lectora. La parte no especificada
de la cinta se asume que tiene s6lo simbolos blancos; normalmente esos son
irrelevantes y no se muestran explicitamente en la descripcion instantanea.
Si la posicién del simbolo blanco es relevante en la discusion, aparecera en
la descripcién instantédnea. Por ejemplo, la descripcién ¢UJw indica que la
cabeza estd sobre la celda inmediata a la izquierda del simbolo w y esta
celda contiene un blanco.

El movimiento (¢, c) = (g2, €, R) se denota

abqicd — abeqgad

y es llevado a cabo si el estado interno es ¢, la cinta contiene abcd y la
cabeza lectora-escritora estd sobre c. El simbolo —* significa que hay un
numero arbitrario de movimientos.

Definicién 2.4. Sea M = (Q,%,T',6,q0,0, F) una maquina de Turing.
Para cualquier descripcién instantdnea sy - - - S,_1G;SgpSg+1 -+ S con s; € I'
v q; € Q. Un movimiento bdsico

81" Sk_1QiSkSk41" " Sn —> 81+ Sk—1bqjSky1 - Sn
es posible si y sélo si §(qi, si,) = (¢5,b, R). Un movimiento bdsico

51" S8k—1GiSkSk+1"""Sn —> 81" qjSk—10Sp41 " Sp
es posible si y sélo si §(qi, sk) = (¢5,b, L)
Definicion 2.5. Una descripcién instantanea a es terminal si no existe
descripcién instantdnea S tal que oo — 5.

Definicién 2.6. Si w es una palabra positiva en el alfabeto ¥ de T, en-
tonces T' computa o calcula w si existe una sucesion finita de descripciones
instantdneas a1 = qow, g, . . ., o, donde a; — a1 es un movimiento basi-
co, para toda i <n — 1, y o, es terminal.

Ejemplo 2.6. El cémputo de la maquina de Turing 7 del ejemplo (2.1),
sobre la entrada 00 es: gg00 — 1¢gp0 — 11gold — 11¢10 o bien
7000 —> 11¢; 0.

Ejemplo 2.7. La maquina 75 funciona correctamente. La palabra a duplicar
es w = 11. Entonces el cémputo realizado es
qoll — xqol — xxq0 — QLT — Tl
—zq11l = q1xll — 1211 — 11¢go1
— 1110 — 11¢111 — 11111
— q11111 — ;01111 — ¢31111
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Ejemplo 2.8. El ejemplo (2.4) muestra que la méquina de Turing nunca se
detiene, entra en un loop infinito del cual no tiene forma de salir. Se puede
representar usando la siguiente notacion especial:

*
a1qg —> OO0

lo cual indica que, a partir de una configuracién inicial ajqas, la maquina
entra en un bucle y nunca se detiene; no tiene descripcion instantanea final.

2.1.3 Aceptadores de lenguajes

Las maquinas de Turing pueden ser vistas como reconocedores o acep-
tadores de lenguaje en el siguiente sentido. Una palabra w es leida sobre la
cinta, con simbolos blancos en las otras celdas no usadas. La maquina empie-
za en un estado inicial gy con la cabeza posicionada en el primer simbolo del
lado izquierdo de la palabra w. Si después de una sucesién de movimientos
basicos, la maquina de Turing entra en un estado final y se detiene, entonces
w es considerada como aceptada. Recuerde que una palabra es una sucesion
finita de simbolos del alfabeto.

Definicion 2.7. Dado I' un alfabeto. Un lenguaje L es un subconjunto de
las palabras sobre I, es decir, L C W(TI").

Definicién 2.8. Sea T' = (Q, %, T, 4, qo, J, F) una maquina de Turing. El
lenguaje aceptado por T es el conjunto

L(T) = {w e W(X) : gow =" agsf para algin ¢r € F,a, 5 € W(X)}

La definicién anterior dice lo que sucede cuando w € L(T'). Pero no
afirma nada acerca del resultado de cualquier otra entrada. Cuando w ¢
L(T), una de dos cosas sucede: la méquina puede detenerse en un estado
no final o puede entrar en un bucle infinito y nunca detenerse. Una palabra
para la cual T no se detiene, por definicién, no esté en L(T).

Ejemplo 2.9. El lenguaje aceptado por la maquina de Turing 77 es
L(Ty) = {w|w contiene 0 y 1}

Ejemplo 2.10. Para ¥ = {0, 1}, disene una méquina de Turing que reco-
nozca el lenguaje que sélo contenga ceros.

Se inicia en el lado izquierdo de la entrada, la maquina lee cada simbolo
y comprueba si es un 0. Si es asi, deja el mismo simbolo y sigue moviéndose
a la derecha. Si encuentra un simbolo blanco sin encontrarse otro distinto
de 0, termina y acepta la palabra. Si el dato de entrada contiene un 1 en
alguna parte, la palabra no esta en el lenguaje buscado, y se detiene en un
estado no final. Para hacer el cémputo, dos estados internos @ = {qo,q1}
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y un estado final F' = {q;} son suficientes. Como funcién de transicién se
puede tomar:

5((]07 0) = (QOa Oa R)
5(q07 D) = (qla Dv R)
Mientras aparezca 0 bajo la cabeza lectora-escritora, la cabeza se movera
a la derecha. Si en algiin momento se lee un 1, la maquina se detendra en un
estado no final ¢g, dado que §(qp, 1) no esta definida. Observe que la méquina
de Turing se detiene en un estado final si empieza en estado ¢y sobre el
simbolo blanco. Por lo tanto 75 = ({qo, 1}, {0,1},{3,0,1}, 9,90, 0, {q:1}) es
la maquina buscada.

2.1.4 Funciones Turing-calculables

Las maquinas de Turing no sélo son interesantes como aceptadores de
lenguajes, sino que proporciona un modelo abstracto de computadora con-
vencional.

El dato de entrada para un computo son todos los simbolos no blancos
sobre la cinta en un tiempo inicial. Al concluir el cémputo, el dato de salida
serd lo que esté escrito sobre la cinta. Esto es, se puede ver a la maquina de
Turing 7', como una implementacion de la funcién f definida por w = f(w)
si

qow % qrw

para algin estado final g;.

Definicién 2.9. Dado un conjunto X y W (X) el conjunto de las palabras
en X. Una funcién f: D C W(X) — W(X) es Turing-calculable o Turing-
computable si existe una maquina de Turing 7' = (Q, X, T, o, O, F') tal que

qow **>qff(w) qr € ' paratoda w € D.

Ejemplo 2.11. La funcién f : N — N definida por f(n) := 2n, es Turing-
calculable. En efecto, por el ejemplo ([2.2)) existe una maquina de Turing T»
tal que

Jow ——= qaww ¢z € F para toda w € ¥

donde 1 € ¥, w se representa con una cadena de 1s segun la longitud de
ésta y g3 es el estado final de T5.

El siguiente ejemplo es tomado de [3].

Proposicién 2.1. La sustraccion propia de niumeros naturales © : NxN —

N definida como
m-—n sim>n
mon:= ]
0 stm<n

es una funcion Turing-calculable.
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Demostracion. Se probara que existe una méquina de Turing que calcula la
diferencia propia de dos niimeros naturales m y n, donde m aparece con m
ceros y n con n ceros separados por un 1 sobre la cinta, representados por
0™10™.

Sea Ty = (Q,%,1,6,q0,0,F) con Q = {qo,...,4}, & = {0,1}, ' =
{03,0,1}, F = {q6} y 0 se construye como sigue.

La méaquina empieza con 0™10™ en su cinta y se define § de tal manera
que se detenga en 0™, Ty sustituye de manera repetida el 0 del frente por
un espacio en blanco, entonces busca hacia la derecha un 1 seguido por un
0 y cambia el 0 por un 1. En seguida T se mueve hacia la izquierda hasta
que encuentra un espacio en blanco y entonces repite el ciclo. La repeticion
termina si:

i) Buscando hacia la derecha un 0, T4 encuentra un espacio en blanco.
Entonces, los n 0’s, que estdn en 0™10™ han sido cambiados todos a 1s
y n+ 1 de los m 0s se han cambiado por [l. T} sustituye alos n+1 1’s
por un 0 y después por n [I’'s dejando m — n 0’s en su cinta.

ii) Comenzando el ciclo, Ty no puede encontrar un 0 que se ha cambiado
a un espacio en blanco, debido a que los primeros m 0’s ya han sido
cambiados. Entonces n > m, de modo que m @ n = 0. T} sustituye
todos los 1’s y 0’s por L.

La funcion § se describe a continuacién.

1. 5(@070) = (quvR)

Comienza el ciclo. Sustituye el 0 del frente por .

2. 8(q1,0) = (q1,0, R)
6(q1,1) = (g2, 1, R)

Escruta hacia la derecha, buscando el primer 1.

3. 8(q2,1) = (q2,1, R)
(5((]270) - (Q?n 17L)

Escruta hacia la derecha saltdndose los 1’s hasta que encuentra un 0.
Cambia ese 0 por 1.

4. (5((]3,0) = (q3707L)
(5((]37 1) = (Q37 1) L)
(g3, 0) = (q0,00, R)

Se mueve hacia la izquierda a un espacio en blanco. Accesa al estado
go para repetir el proceso.
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5. 0(g2,0) = (@, 1, L)
6(qa,1) = (4,0, L)
6(qa,0) = (g4,0, L)
6(qa,00) = (46,0, R)
Si en el estado g2 se encuentra un [J antes que 0, se tiene la situacion
i) descrita anteriormente. Se accesa al estado g4 y se mueve hacia la

izquierda, cambiando todos los 1s por s hasta encontrar un [1. Este
[] se cambia de nuevo a 0, el estado gg es accesado y T se detiene.

6. 8(qo,1) = (g5,0, R)
5(Q57 0) = (q57 D7 R)
5(615, 1) = (q57 D7 R)

6(gs5,00) = (g6, 1, R)

Si en el estado gg se encuentra un 1 en lugar de un 0, el primer bloque
de 0s ha sido agotado, como en la situacién ii) anterior. Ty accesa al
estado g5 para borrar el resto de la cinta, entonces accesa al estado gg
y se detiene.

Una muestra del calculo de T4 sobre la entrada 0010 es:

00010 — [g1010 — 00g100 — 01g20
— 00g311 — Ogs011 — ¢3J011 — Ogp011
— O0¢ 11 — O01¢e1 — O011ge — O01gy1
— U0gq1 — Ogq — OO0gs

Sobre la entrada 0100, T4 se comporta de la manera siguiente:

q00100 — Og1100 — O1¢200 — Clg31100
— 30110 — Ogp110 — O0g510 — OO0gs0
— O000¢s — 00000

Asi, se ha demostrado que la sustraccion propia de nuimeros naturales
m On es una funcién Turing-calculable. O

Como se ha visto hasta el momento, lo que interesa de cualquier maqui-
na son las instrucciones que determina la funcién §, es decir, su programa.
El programa para una méquina de Turing T estara formado por un conjun-
to finto de instrucciones, llamadas cuddruplas, conformada de simbolos de
programacién. Cualquier cuddrupla @) tendrd la forma:

Q = ¢:SAg;
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donde g; y ¢; son estados internos, S el simbolo de la cinta y A el simbolo de
accién. Entonces, la instruccion o cuddrupla @ = ¢;S Ag; se lee de izquierda a
derecha: si T estd en un estado ¢; leyendo en la cinta el simbolo S, entonces
lleva a cabo la accion A y pasa a un nuevo estado interno g;.

Nota 2.1. De ahora en adelante, cuando se hable de una maquina de Turing,
se referird a su programa. Asi, una mdquina de Turing T consistird de un
conjunto finito de cuddruplas {Q1,...,Qn}, llamado el programa de Turing.

Ejemplo 2.12. El conjunto finito de cuadruplas

{q00Rqo, o1 Rqo, q050Lq1 }

obtenido a partir de la funcién de transicién § es el programa de la maquina
de Turing T} del ejemplo (2.1)).

Ejemplo 2.13. Para la maquina de Turing 75, la maquina copiadora del
ejemplo (2.2), el programa es el conjunto finito

{qos0Lq1, g1 Rqo, q150Rq3, (11 Lq1, 1z Rq2, ¢250Lq1, 21 Rgo}.

Ejemplo 2.14. El programa de Turing de la maquina con loop infinito, del
ejemplo (2.4)) es el conjunto finito de cuddruplas

{@00Rq1,q11Lqo}.

Los movimientos bésicos se clasificaran en cinco tipos de acuerdo al mo-
vimiento de la méquina. Esta clasificacion serd de utilidad en el Capitulo
por tal razoén el simbolo blanco [J es denotado por sy, la palabra vacia, para
estar acorde a la notacién de [7] usada en el siguiente capitulo.

Definicién 2.10. Sea T' = (Q,X%,T, 6, qo, S0, F') una maquina de Turing.
El par («, 8) de descripciones instantaneas es un movimiento bdsico de T,
denotado por o — f3, si existen s-palabras positivas (posiblemente la palabra
vacia sg) oy o’ € W(T') tal que una de las siguientes condiciones se cumple:
Mov. 1) a = 0g;sjo’ y B = oqsio’ donde g;sjspq € T

Mov. 2) a = og;s;jspo y = os;qsgo’ donde ¢;sjRq € T

Mov. 3) a =o0¢;s; y B = 0sjqso donde ¢;s;Rq € T

Mov. 4) o = ospg;sjo’ y B = oqsgs;o’ donde ¢;sjLg € T

Mov. 5) a = g;s;jo’ y B = qsosjo’ donde ¢;s;Lg € T
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Si a describe la cinta en un cierto tiempo, en el estado g; lee el simbolo
sj, entonces (3 describe la cinta en el siguiente estado ¢ de T' que lee el
simbolo s; después del movimiento.

La méquina realiza los movimientos 2) y 3) si su cabeza se mueve a la
derecha, donde el tipo 3) ocurre cuando la siguiente descripcién instantanea
la cabeza estd sobre el simbolo blanco sg. De manera similar, los movimientos
4) y 5) se llevan a cabo si la maquina se mueve hacia la izquierda y en el
tipo 5) la cabeza lee el simbolo blanco sy después del movimiento.

En el primer movimiento la maquina de Turing sélo cambia el simbolo
pero la cabeza no se mueve, es decir, hay que mostrar la existencia de otro
modelo de maquina de Turing, las que no mueven la cabeza y sdlo imprimen
un simbolo, y ademéas demostrar que hace todo lo que hace la maquina
estandar. Para probar la afirmacién, la tesis de Church-Turing y el concepto
de méaquina simuladora, serdn de gran utilidad.

2.2 La tesis de Church-Turing

La méaquina de Turing, planteada por Alan M. Turing en 1936, fue pro-
puesta por Church como un modelo matematico para describir procedimien-
tos.

Definiciéon 2.11. Un algoritmo es un procedimiento con un nimero finito
de pasos, cada uno de éstos preciso y suficientemente simple, y cuya ejecucion
(la del procedimiento) siempre termina.

Segun el contexto, por algoritmo también se entenderd como un proceso
mecénico, efectivo y calculable (ver [5] Pag. 165). Es intuitivo ver que todo
proceso llevado a cabo por una maquina de Turing T es mecanico, efectivo
y calculable. Es decir, el proceso llevado a cabo por una maquina de Turing
que se detiene es algoritmico. La afirmacion inversa se conoce como la Tesis
de Church-Turing.

La tesis de Church-Turing afirma que todo proceso que intuitivamente se
considere como algoritmo puede ser ejecutado por una méaquina de Turing.
Hasta el momento esta tesis se ha cumplido. La tnica manera de desacre-
ditarla es encontrando algin procedimiento que no pueda ser ejecutado por
una maquina de Turing y que sin embargo pueda ser calculado por alguna
maquina con mas capacidad que ella.

De la definicién de la maquina de Turing quedara suficientemente claro
que cualquier cémputo que se pueda describir con una de ellas puede ser
llevado mecédnicamente. También se puede demostrar que cualquier cémputo
que se pueda llevar a cabo en una computadora digital como se les conoce
hoy en dia, puede ser descrito a través de una maquina de Turing, para ello
puede consultar [12].

Hay otras formalizaciones de procedimientos que se puede demostrar
que son equivalentes a la maquina de Turing, reforzando la idea de que la
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definicién que di6é Turing a su maquina es suficientemente general como para
comprender la idea intuitiva que se tiene por un procedimiento. La Tesis de
Church-Turing afirma que cualquier proceso que se reconoce naturalmente
como algoritmo puede ser llevado a cabo por una maquina de Turing.

Tesis de Church-Turing. Toda solucion algoritmica para un problema
puede ser representado por un programa de instrucciones para alguna mdqui-
na de Turing.

En otras palabras todo procedimiento mecanico, efectivo y calculable
puede ser llevado a cabo por una maquina de Turing. Asumiendo cierta la
Tesis hay una equivalencia entre el concepto de algoritmo y el de Turing-
calculable. De ahora en adelante se asume cierta la tesis.

2.3 Equivalencia de maquinas de Turing

La definicién de méquina de Turing estdndar no es la Unica posible, hay
definiciones alternativas que pueden ser realmente ttiles.

Por la Tesis de Church-Turing, anadir al modelo estdndar de méquina
de Turing mas almacenamiento, no afecta la capacidad de cémputo de la
méquina. Cualquier calculo que realice, con un nuevo arreglo caerd en la
categoria de cémputo mecénico y podra ser llevado a cabo por un modelo
estandar.

Definicién 2.12. Dos mdaquinas de Turing, Ty 7', son equivalentes si
aceptan o reconocen el mismo lenguaje L(T) = L(T").

Sean 71 y T2 dos clases de maquinas de Turing. Si para toda maquina
de Turing 77 en 77 existe una maquina de Turing T en 75 tal que

L(Th) = L(T»)

se dice que la capacidad de cémputo de T3 es tanto como la de 77. Si el
reciproco también ocurre y para toda méquina 75 en 75 existe una maquina
Ty en T; tal que L(T1) = L(T3), se dice que 71 y T2 son equivalentes. Para
demostrar la equivalencia de méaquinas de Turing se usard la técnica de
simulacién.

2.3.1 MaAquina simuladora

Definicion 2.13. Sea T una maquina de Turing. Se dice que otra maquina
de Turing 7" puede simular un cémputo de T si T’ puede imitar el cémputo
de T de la siguiente manera. Dada «q, a1, s, . . . una sucesion de descripcio-
nes instantdneas del computo de T

« « [0 (6
0 T 1 T 2 T T n
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Entonces T” simula este cémputo si realiza

ao T/ al Tl aQ Tl e T/ an Tl

donde &g, &1, . . . son descripciones instantaneas, de tal manera que cada una
de ellas estd asociada a una tinica configuraciéon de T'. En otras palabras, si se
conoce el cémputo llevado a cabo por T”, se puede determinar exactamente
qué computos pudo haber realizado T, dada la correspondiente configuracion
inicial.

La simulacién de un tinico movimiento «; — ;41 de T puede implicar
varios movimientos de 7”. La configuracién intermedia en
~ * ~
Q; e Q41
puede no corresponder a una configuracién de T, pero esto no lo afecta si se
dice qué configuraciones de T” son relevantes. Siempre que se pueda deter-
minar a partir de los computos en T lo que T pudo realizar, la simulacién es
propia. Si 77 puede simular todo cémputo de T, se dice que T” simula T. Es
claro que si T’ simula T', T" hace un re-arreglo de las configuraciones de T,
asi que las maquinas Ty T" aceptan el mismo lenguaje y son equivalentes.
Para demostrar la equivalencia de dos clases de maquinas de Turing, se

mostrara que para toda maquina de la primera clase, existe una maquina
en la segunda clase que la simule.

2.3.2 Maquina con opcion de no mover la cabeza

En la definicién de méquina de Turing estandar, la cabeza lectora-escritora
se mueve a la izquierda o a la derecha. Algunas veces es conveniente proveer
una tercera opcién, que la cabeza permanezca en el mismo lugar después de
reescribir el contenido de la celda. Esto es, se puede definir una maquina de
Turing con la opcién de no mover la cabeza reemplazando § en la definicién
por

6:QxT —QxTI x{L,R,S}

donde S significa que no hay ningin movimiento en la cabeza lectora-
escritora. Esta opcién no extiende la capacidad de cémputo en la maquina
de Turing.

Teorema 2.2. La clase de mdquinas de Turing con la opcion de no mover
la cabeza es equivalente a la clase de mdquinas de Turing estindar.

Demostracion. Como una maquina de Turing con opcién de no mover la
cabeza es claramente una extensién del modelo estandar, es claro que toda
maquina de Turing estandar puede ser simulada por la méquina con opcién
de no mover la cabeza.
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Para demostrar el reciproco, sea T = (Q, %, T, 4, o, J, F') una maquina
de Turing con la opcién de no mover la cabeza y sea T = (Q, . 1,4, do, O, F)
una maquina de Turing estdndar. Supéngase que 7" es simulada por T'. Para
cada movimiento de 7", la mdquina simuladora T hace lo siguiente.

Si el movimiento de T” no involucra la opcién Stay de no mover la cabeza,
la médquina simuladora realiza un movimiento, esencialmente idéntico al
movimiento que simulard. Si S estd involucrado en el movimiento de T,
entonces 1" hard dos movimientos:

i) El primero: reescribe el simbolo y mueve la cabeza a la derecha.

ii) El segundo: mueve la cabeza a la izquierda y deja el contenido de la
cinta sin alterar.

La maquina simuladora se construye a partir de 7" definiendo § como
sigue. Para cada transicién §(g;,a) = (¢;,b, L o R) se define

0(Gi,a) == (qj,b,L o R)

Para cada S-transicién 0(¢;, a) = (gj,b,5) la correspondiente transicion

des

8 . 5((21’@) = ((jjsvba R)
0(gjs,c) = (gj,c, L) paratodacel’

De lo anterior, todo cémputo de T” tiene su correspondiente cémputo en

T, asi T simula T". Por lo tanto T' y T" son maquinas de Turing equivalentes.

O

2.3.3 Maquinas multicintas

Definicion 2.14. Una mdquina de Turing multicinta consiste de un control
finito con k cabezas lectoras y k cintas. Cada cinta es infinita en ambos
sentidos. La maquina define su movimiento dependiendo del simbolo que
estd leyendo cada una de sus cabezas, da reglas de sustitucién para cada
uno de los simbolos y direccién de movimiento para cada una de las cabezas.
Inicialmente, la maquina empieza con la entrada en la primera cinta y el resto
de las cintas en blanco.

Teorema 2.3. La clase de mdquinas de Turing multicintas es equivalente
a la clase de mdquinas de Turing estdndar.

Puede consultar la demostracién en [12].
Ademsds de las méquinas multicintas, existen otros modelos de maquinas
de Turing que son equivalentes a la estandar:

= Maquinas con una cinta extendida sélo en una direccidn.

= MAaquinas multidimensional, como aquella cuya cinta puede extenderse
infinitamente en méas de una direccién.
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2.4 La maquina universal de Turing

Las maquinas de Turing construidas hasta el momento fueron progra-
madas para realizar un determinado proceso, mientras que la computadora
digital es de propositos generales, se le puede reprogramar para que la misma
maquina pueda llevar a cabo cualquier proceso susceptible de ser programa-
do.

Una maquina Turing reprogramable, esto es, que sea capaz de llevar
a cabo cualquier proceso que se le indique, se le conoce como la mdquina
universal de Turing. Esta maquina es capaz de seguir cualquier programa
para cualquier maquina de Turing que se le dé como dato de entrada.

La maquina universal de Turing consiste de tres cintas:

» En la primera se encuentra el programa o la descripcién (la tabla) de
la maquina de Turing que debe simular.

= En la segunda cinta se encuentra lo que corresponde a la cinta de la
maquina de Turing a simular.

s En la tercera cinta se encuentra el estado en el que la méaquina de
Turing original se encontraria.

Para poder hacer esta simulacion se debe codificar la tabla original,
de alguna manera que sea suficientemente general, en este caso, usando
notacion unaria. Suponga que la maquina de Turing original tiene n estados
{q1,92,-..,qn}, esta lista ordenada de tal manera que q; es el estado inicial
v g2 es el tnico estado final. Se codifica a los estados mediante el indice:

g =1qp=11,...,q = 1"

Se hace lo mismo con los simbolos del alfabeto, reservando la palabra 1 para
el stmbolo blanco. En cuanto a la direccién de movimientos de la cabeza, se
hace la siguiente codificacion:

L=1,R=11

Para denotar a una transicién, se da una quinteta, donde se separan a los
elementos de la quinteta entre si con un 0. Por ejemplo, si los simbolos del al-
fabeto de la maquina original son {a, b, ¢, d, e}, la quinteta 11101011011110110
representa la transicién 0(gs, ) = (g2, ¢, R) en la maquina de Turing origi-
nal.

Al iniciar la méquina universal su funcionamiento, tiene en la primera
cinta la tabla de la maquina original. En la segunda cinta tiene la palabra
de entrada, pero codificada de esta manera, y en la tercera cinta tendra un
1, indicando que se encuentra en el estado inicial de la maquina original.

Cada transicién de la maquina original, la méquina universal M, la con-
sigue haciendo lo siguiente:
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i) Localiza en la primera cinta aquella quinteta en la que el primer com-
ponente sea igual al que se encuentra en la tercera cinta, y el segundo
componente sea igual al que se encuentra en la segunda cinta.

ii) Copia a la tercera cinta el tercer componente de la primera cinta (el
estado al que se transfiere).

iii) Sustituye la segunda cinta por lo que dice el cuarto componente.

iv) Interpreta el movimiento de la cabeza que se encuentra en el quinto
componente, moviendo acorde la cabeza de la segunda cinta.

Cuando la maquina universal M, no encuentra una transicién (la maqui-
na universal pararfa), M, se traslada a un estado donde verifica si se en-
cuentra o no en estado final (si el contenido de la tercera cinta es 11).

La construccién de la maquina universal de Turing M, es un proceso
sumamente detallado. Sin embargo, no es dificil hacerlo en un lenguaje de
programacién tradicional.

2.5 Subconjuntos recursivamente enumerables

Toda maquina de Turing determina dos conjuntos, las palabras que estan
en la cinta antes del computo y las palabras escritas después del cémputo.
En el primer caso, estan los subconjuntos recursivamente enumerables y los
subconjuntos recursivos.

Definicién 2.15. Sea S = {s1,...,8,} y Q:= W(S™) el conjunto de todas
las palabras positivas en S. Si T' = (Q, X, T, 9, qo, 0, F') es una méquina de
Turing cuyo alfabeto X contiene a S, se define el conjunto

e(T) :={w € Q| T calcula o acepta w}

y se dice que T' enumera e(T).

Definicion 2.16. Un subconjunto £ C € es recursivamente enumerable
(r.e.) si existe alguna méquina de Turing 7' que enumera E, es decir, si

E =¢e(T).

El conjunto F es recursivamente enumerable si E como lenguaje, es
aceptado por alguna méaquina de Turing 7', es decir, toda w € E es aceptado
por T

Ejemplo 2.15. El conjunto de los ntimeros naturales es un subconjunto
recursivamente enumerable. En efecto, existe la maquina de Turing 715 que
reconoce al conjunto de todos los niimeros naturales. Asi, existe

e(T2) = {n € N| T3 acepta n}
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Lema 2.4. Sea S un conjunto infinito numerable. Entonces su conjunto
potencia 2° es no numerable.

Demostracion. Sea S = {si,s2,$3,...} un conjunto infinito y numerable.
Entonces todo elemento t € 2° puede ser representado por una sucesién
de 0’s y 1’s, con 1 en posicion i si y sbélo si s; estd en t. Por ejemplo,
el conjunto formado por {ss, s3, s¢} estd representado por 01100100. ... Es
claro que, todo elemento de 2° puede ser representado por una sucesién de
ésta manera, y que tal sucesién representa un tnico elemento de 2°.

Si 29 es infinito numerable; entonces sus elementos pueden ser escritos
en algun orden, por ejemplo t1,ts,%3,..., y por lo tanto sus elementos se
pueden poner en una tabla, como la siguiente:

t @ 0 0 0 0
s 1 @ 0 0 0

En esta tabla, se toman los elementos que estdn en la diagonal princi-
pal, y se complementa cada entrada, es decir, se reemplaza cada 0 por un
1 y viceversa. En el ejemplo de la tabla, el elemento es 1100..., asi se ob-
tiene 0011... como resultado. La nueva sucesién a lo largo de la diagonal
representa algin elemento de 2°, sin pérdida de generalidad ¢;, para alguna
1. Pero no puede ser t; porque difiere de t; en s; por construccién. Por la
misma razon no puede ser to,t3 o cualquier otra entrada de los elementos
enumerados. Se llega a esta contradiccién al suponer 2° numerable, lo cual
debe ser falso. Por lo tanto 2° es no numerable. O

Como una consecuencia inmediata de este resultado, se puede demostrar,
que existen menos maquinas de Turing que lenguajes, asi debe haber un
lenguaje que no sea recursivamente enumerable. Pero antes, es necesario
demostrar que el conjunto de las maquinas de Turing es infinito numerable.

De la Nota , el programa o maquina de Turing, consiste de un con-
junto finito de cuddruplas de la forma ¢;SAg; donde cada una de las letras
estan en el conjunto numerable
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{R’ L) 50,51,52,---3;40,41,42, - . }

Se asigna un numero natural a cada una de las letras de la siguiente

manera:
R—0 L—1 g—2 qg+—4 ¢gp—6

Sogr+3 S1H=H s9—= 7
Definicion 2.17. Sea T una méquina de Turing con m cuadruplas
{00S141q1, - -, gmSmAmar}
se ordenan y concatenan las cuddruplas para formar la palabra
w(T) = qoS1A1q1 "~ + GmSmAmay
de longitud 4m.

Definicién 2.18 (Nimero de Godel). El nimero de Godel asociado a la
maquina 1" es

4m
G(T) =[]»
i=1

donde p; es el i-ésimo primo y e; es el nimero natural asignado en a la
i-ésima letra en w(T).

Ejemplo 2.16. El programa de Turing de la maquina 77 tiene 3 cuadruplas,
asi la nueva palabra concatenada

w(T1) = qo0Rqoqo1Rqoq0s0 L

es de longitud 4 - 3 y su correspondiente niimero de Godel es

12
G(T) =[]
=1

= 2235597211213717°19223%293311374
~ 9.7853562 x 103!

Ejemplo 2.17. El programa de Turing de la maquina 75 tiene 2 cuadruplas,
la palabra concatenada

w(T3) = qo0Rq1q11Lqo
tiene longitud 4 - 2. El nimero de Godel asociado a ésta maquina es
8
G(Ts) =[] pf"
i=1

= 22355074114137171192
~ 1.315796585 x 10?2
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Teorema 2.5. Erxiste una cantidad infinita numerable de maquinas de Tu-
Ing.

Demostracion. Primero se probarda que méaquinas de Turing distintas tienen
nimeros de Godel distintos.

Afirmacién 2.1. T # T siy sélo si G(T) # G(T").

En efecto, por nota , la maquina de Turing consiste del conjunto fi-
nito de cuddruplas en su programa. Asi, toda maquina 1" queda determinada
por la palabra w(T'), que consiste en la concatenacién de las cuddruplas del
programa de Turing. Por lo tanto, si T'y 7" maquinas de Turing distintas,
entonces las palabras w(T') y w(T") también son distintas y por lo tanto los
respectivos nimeros de Godel, por el teorema Fundamental de la Aritmética,
también son distintos.

Por la afirmacién anterior, se pueden numerar todas las maquinas de
Turing: Ty, Th,Ts, ..., Ty, ..., donde T precede a T si G(T) < G(T"). En
consecuencia, hay tantas maquinas de Turing como nimeros naturales. [J

Corolario 2.6. Para cualquier conjunto no vacio X, existe un lenguaje que
no es recursivamente enumerable.

Demostracion. Un lenguaje es un subconjunto de W(X), y todos y cada
uno de los subconjuntos es un lenguaje. Entonces el conjunto de todos los
lenguajes es exactamente 2" Como W (X) es infinito, el Lema ase-
gura que el conjunto de todos los lenguajes sobre W(X) es no numerable.
Pero el conjunto todas las maquinas de Turing es numerable por el Teorema
(2.5), v asi el conjunto de todos los lenguajes recursivamente enumerable es
numerable. Esto implica necesariamente que existe un lenguaje sobre X que
no es recursivamente enumerable. O

Esta prueba, aunque corta y simple, no es del todo satisfactoria. No es
constructiva y, mientras que asegura la existencia de un lenguaje que no es
recursivamente enumerable, no dice quién es.

2.6 Subconjuntos recursivos

Definicién 2.19. Sea S = {s1,...,8m} y Q = W(S™) el conjunto de todas
las palabras positivas en S. Un subconjunto E C €2 es recursivo si ambos,
FE y su complemento (2 — E son subconjuntos recursivamente enumerables.

Si E es recursivo, no existe una espera infinita para decidir si una palabra
positiva w estd o no en E. Si T es una maquina de Turing con e(T) = E y si
T" es una maquina de Turing con e(T") = Q — E, entonces para cada w € €,
o bien T calcula w é T’ calcula w. Es decir, se puede decidir en una cantidad
finita de tiempo si una palabra dada w estd o no en E: s6lo poniendo w en
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cada una de los dos maquinas T'y T’ corriendo simultdneamente, y una de
las dos se detendra.
Es claro que todo conjunto recursivo es recursivamente enumerable.

Lema 2.7. Todo subconjunto recursivo es recursivamente enumerable.

Asumiendo la Tesis de Church-Turing, si todo lenguaje que puede ser des-
crito directamente en forma algoritmica puede ser aceptado por una maquina
de Turing y asi es recursivamente enumerable, la descripcion de un lenguaje
que no es recursivamente enumerable debe ser indirecta. Sin embargo, es
posible. El argumento utilizado es similar al proceso de diagonalizacién de
Cantor.

Teorema 2.8. FExiste un subconjunto recursivamente enumerable de los
numeros naturales N que no es recursivo.

Demostracion. Por el Teorema ([2.5]), existe una cantidad infinita numerable
de méaquinas de Turing, se enumeran de la siguiente manera:

To, Tv. Ty, .. Th, ...
donde T precede a T" si G(T) < G(T"). Considere el conjunto
E ={neN:T, computa s},

entonces n € F siy solo si la n-ésima maquina de Turing T, computa n,
donde n se representa por 871“'1 :

Se afirma que E es un conjunto recursivamente enumerable. En efecto,
observe la siguiente figura:

=n.

Th Ty 15 T3 T T5
q151 Qs — q1s% st — ¢}
J« / Y / Y / 't /
12 22 Q32 042
v / v / v /
13 23 Q33
|
o4 a4
v /
a15

La segunda columna consiste de una sucesién de movimientos basicos de
la segunda méquina de Turing 77 = (Q1,%, T, d1,qo,, T, F1) que inicia con
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qols%. Como T7 computa 1, aqui representado por s%, ésta sucesion es finita
y se tiene

2 *
4o, 51 — > 4f W1

La n-ésima columna consiste de la sucesién de movimientos bésicos de
la n-ésima maquina de Turing T}, = (Qn, 2, T, 0y, qo,,, T, F},) que inicia con
q17. Por el mismo argumento T, computa n := s} y ésta sucesién es
finita

sttt ——qp,wn

Es claro que existe una enumeracioén del niimero natural n € E: siguiendo
las flechas en la figura, y tan pronto como se tome n en E se llega a una
descripcién terminal a,,; en la columna n.

Se construird una maquina de Turing 7™ que lleve a cabo esas instruc-
ciones.

Sea T = (Q*,%,T,0% ¢4, 0, F'*) una maquina de Turing con el mismo
alfabeto X y I' que las médquinas 7T, para toda n € N. Ademaés, sea Q* =
F*={q5}-

Entonces, ésta es una méaquina con el mismo alfabeto y un dnico estado
inicial y final llamado ¢g, y lo que hara es simular cualquier maquina T,
para ello la funcién de transicion es

Q" xT = Q*xT x {L,R} como & (gf,st™) := du(qo,,s'™)

., Qué hace esta maquina 1777 Dado n = s’f“ € 3, la méaquina definida
n+1

por la funcién de transicién 6* (g5, s7" ") busca la correspondiente maquina
Ty, v lleva a cabo 6,(qo,, 7). Como T,, computa n, existe una sucesién
finita y por lo tanto una descripcién instantanea terminal. Esto es, E es un
subconjunto recursivamente enumerable de N.

El argumento para probar que F no es recursivo es una variacion del

argumento diagonal de Cantor. Es suficiente demostrar que el complemento
E:={neN:n¢E}={necN:T, no computa s}}

no es un subconjunto recursivamente enumerable de N.

Suponga que E es 1.e., asf existe una maquina de Turing 7" que enumera,
E = ¢(T"); como todas las maquinas de Turing han sido listadas, T = T,
para algin m € N. Si m € E = ¢(T") = ¢(T},), entonces T}, computa s7
y asi m € FE, una contradiccién. Finalmente, si m ¢ E, entonces m € E y asi
Ty computa s por definicién de E; por lo tanto m € e(T,) = e(T") = E.
Entonces, E no es un conjunto recursivamente enumerable y por consiguiente

FE 1o es recursivo. O

Del teorema anterior se concluye que hay mas conjuntos recursivamente
enumerables que recursivos. La familia de los subconjuntos recursivos cum-
plen propiedades realmente utiles.
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Teorema 2.9. Sea Q0 un conjunto de palabras y E, E1, Eo C €.
i) Si E1 y Ey son recursivos, entonces Ey U Ey es recursivo.
it) Si E1 y Ey son recursivos, entonces E1 N Ey es recursivo.
iii) Si E es recursivo, entonces E¢ también es recursivo.
Es decir, la familia de conjuntos recursivos forman un dlgebra de Boole.

Demostracion. Sean FEq,FEy C ) subconjuntos recursivos, entonces tanto
b J b

Ey,Ef y Es, ES son recursivamente enumerables, asi existen méaquinas de

Turing T3, T} y T», T4 que calculan y enumeran Ey, ES, Ey y ES, respectiva-

mente:

G(Tl) = E1
G(Tll) =0 - E1
€<T2) = E2
e(Ty) = Q — Es

i) Para calcular y enumerar E1UF; se define T y T' dela siguiente manera:

T(w) =

T (w) siw e Ey ' (w) T{ (w) siweQ—Fy
w) =
To(w) siw € Fy Ty (w) siweQ— Fy

Por lo tanto e(f) =EUE ye(T)=0- (E1UE») y por consiguiente
FE1 U E5 es recursivo.

ii) La méquina T calcula y enumera Fqy N Es y la maquina T' calcula y
enumera ) — (E1 N E2). Por lo tanto E1 N Ey es recursivo.

iii) Si E es recursivo entonces existen Ty T’ maquinas de Turing que
calculan F y Q) — E respectivamente:

(T)=E=Q—(Q- E)
e(TY=Q—-F

Asi E°¢ = Q) — E es recursivo.

2.7 El problema de la detencion

Es un hecho que hay méquinas de Turing que frente a ciertas palabras de
entrada nunca van a detenerse (Ver ejemplo . Seria 1til saber, dada una
maquina de Turing 7" arbitraria y una palabra w € W(X), si T' se detendra
o no cuando procese a w.
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Si se tuviera una maquina de Turing H, que predijera el comportamiento
de otra maquina de Turing, seria equivalente a decir que todos los lengua-
jes recursivamente enumerables son recursivos; en lugar de alimentarle las
palabras a la T original, se le alimenta a H, junto con la descripcién de T
si ‘H dice que T va a detenerse, se echa a andar a T con la palabra w para
ver si la acepta o no. Si ‘H dice que no va a a detenerse al procesar w, se
sabe que T rechaza a w. Dada esta situacion, para una maquina de Turing
arbitraria y una palabra w se puede decir si T' la acepta o no, sin caer en el
ciclo infinito. Se demuestra que H no puede existir (ver [12], Capitulo 10).
A este problema se le conoce como el problema de la detencion o problema
de la parada.

Teorema 2.10. El problema de la detencion es indecidible, esto es, no existe
un algoritmo (una mdquina de Turing reconocedora) que pueda decidir si
una mdquina de Turing arbitraria se detendrd o mo frente a una palabra
arbitraria.

Definicion 2.20. Se reduce un problema P en uno o varios problemas

Py, ..., P, cuando se describe las soluciones de P en términos de las solu-
ciones a Py,..., P.
Lo natural es elegir a Pi,..., P, que sean mas sencillos que P, aunque

a veces serd necesario reducirlo en un problema mas complejo que ya tenga
solucién.

2.8 El problema de correspondencia de Post

Definiciéon 2.21. Una instancia del Problema de Correspondencia de Post
(PCP) consiste en dos listas, A = wy,...,wx y B = z1,..., ), de palabras
sobre algin alfabeto 3. Esta instancia del PCP tiene una solucion si existe

cualquier sucesion de enteros i1, 12, ...,%4, con m > 1, tal que
Wigy Wigy e v oy Wiy, = Ljpy Ligy e ooy Ly »
La sucesion i1, 19, . . ., %, €s una solucién a esta instancia del PCP.

Ejemplo 2.18. Sea ¥ = {0,1}. Sean A y B las listas de tres palabras cada

una, como se define en la tabla (2.1]).
En este caso PCP tiene una solucién. Sea m = 4,11 = 2,io = 1,i3 =1 ¢
14 = 3. Entonces

wowjwiwg = rox1rirs = 101111110.

Ejemplo 2.19. Sea ¥ = {0,1}. Sean A y B las listas de tres palabras que
se presentan en la tabla (2.2)
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| Lista A | Lista B

|
|

i] wi | = |
1] 1 111
2 | 10111 | 10
3| 10 0

Tabla 2.1: Una instancia del PCP

| [ Lista A | Lista B
|

il wi [ = |
1] 10 101
2| 011 11
3| 101 011

Tabla 2.2: Otra instancia del PCP

Supoéngase que esta instancia del PCP tiene una solucion 41,42, ..., m.
Es claro que 71 = 1, ya que ninguna palabra que comienza con we = 011
puede igualar a la palabra que comienza con x5 = 11; ninguna palabra que
comienza con ws = 101 puede igualarse a una cadena que comienza con
xg = 011.

Escribimos la palabra de la lista A encima de la correspondiente palabra
B. Hasta aqui tenemos

10
101

La siguiente selecciéon de A debe comenzar con 1. Por consiguiente is =
1 0 ig = 3. Pero is = 1 no funcionard, puesto que ninguna palabra que
comienza con wjw; = 1010 puede igualar a una palabra que comience con
x121 = 101101. Con i = 3 tenemos

10101
101011

Con la palabra de la lista B de nuevo excede a la cadena de la lista A
por el simbolo simple 1, un argumento similar al anterior muestra que iz =
iy = --- = 3. Por tanto existe solamente una sucesién de alternativas que
genera cadenas compatibles, y para esta sucesion, la palabra de B es siempre
un caracter mas larga. Por consiguiente esta instancia del PCP no tiene
solucién.

El PCP es un problema indecidible, para ver su demostracién puede
consultar [3].
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Capitulo 3

El teorema de Markov-Post

Novikov, Boone y Britton probaron de manera independiente que existe
un grupo finitamente presentado 3 para el cual no existe algoritmo que deter-
mine si una palabra arbitraria w, expresada en los generadores de B, sucede
o no que w =g 1. El teorema de Markov-Post asegura la misma afirmacion
para semigrupos. El objetivo de este capitulo es presentar este teorema y co-
mo consecuencia, demostrar el teorema de Novikov-Boone-Britton, ademas
de probar que el Problema de la Palabra para grupos finitamente presen-
tados no siempre tiene solucién. El contenido de este capitulo esta basado
en [7].

3.1 El Problema de la Palabra

En 1910, el mateméatico Max Dehn, formulé tres problemas de decisién
para grupos finitamente presentados: el problema del isomorfismo, el pro-
blema de conjugacién y el problema de la palabra, en el cual se pregunta si
existe un algoritmo para determinar si dos grupos son isomorfos, dos pala-
bras son conjugadas y si dos palabras son iguales, respectivamente. En este
capitulo se aborda el tercer problema, el problema de la palabra.

Definicién 3.1 (Problema de la Palabra). Sea G un grupo con presen-
tacion finita. ;FEziste un algoritmo que determine si una palabra arbitraria
w, expresada en los generadores de G, es o no la palabra 17

Definicién 3.2. Sea GG un grupo finitamente generado con presentacion
finita
G=(x1,....,zn|rj=1,j>1)

donde toda palabra (no necesariamente reducida) w € X = {x1,...,2,}
determina un elemento de G' (llamado wR, L es un grupo libre con base X
y R es el subgrupo normal de L generado por {r;,j > 1}). El problema de
la palabra para G tiene solucion si existe un algoritmo que determine si el

61



conjunto de preguntas de la forma: jw € W(X), entonces w = 1 en G7 tiene
por respuesta si o no.

3.1.1 Ejemplos de solucién

En algunos grupos el problema de la palabra tiene solucién. Se mostrara
que existe el algoritmo describiendo tal proceso de manera intuitiva.
Sea GG un grupo finitamente generado con presentacion finita

G=(z1,...,zn|1;=1,j>1)

Dado el conjunto X = {z1,...,2,} se ordenan todas las palabras en
W(X?*) de la siguiente manera:

s Primero la palabra de longitud cero: la palabra vacia 1.

= Después las palabras de longitud uno: x1, :L‘fl, T9, a:;l, R

s Luego las palabras de longitud dos puestas en orden lexicografico, es
decir, como en un diccionario:

r111 < xlazfl <T1T2 < -+ < :Eflxl < xflel <0 <K :U;lxgl

= Posteriormente las palabras de longitud tres en el mismo orden lexi-
cografico, y asi sucesivamente.

Se usa el siguiente orden en las palabras: wg, wy, we, ws, ... para definir
la lista £, donde la k-ésima pregunta cuestiona si wp =1 en G.

Teorema 3.1. El problema de la palabra para el grupo libre
G=(x1,...,2,|0),

finitamente generado y con presentacion vacia, tiene solucion.

Demostracion. El algoritmo es el siguiente:

1. Si |wg| = 0 o |wg| = 1, proceder al paso 3. Si |wi| > 2, subrayar el
primer par de letras adyacentes, si es de la forma a:ixi_l o xi_lxi; si no
es asi, subrayar las dos ultimas letras y proceder al paso 2.

2. Si el par de letras subrayadas es de la forma xm;l 0 x;lxi, eliminar
y proceder al paso 1. En otro caso, continuar con el paso 3.

3. Si la palabra subrayada es la palabra vacia, escribir w, = 1 detenerse;
si no es la palabra vacia, escribir wy # 1 y terminar el proceso.

O

Corolario 3.2. El problema de la palabra para grupos finitos tiene solucion.

Demostracion. El algoritmo es el mismo. O
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3.1.2 La maquina de Turing y el Problema de la Palabra

Por la Tesis de Church-Turing (seccion [2.2), el Problema de la Palabra
tiene solucién en un grupo finitamente presentado si y sélo existe una maqui-
na de Turing que lleve a cabo tal proceso algoritmico, mas precisamente, que
el conjunto sea recursivo. Por el Teorema , el conjunto W(X) sélo es
un monoide (y por lo tanto semigrupo), por lo cual, es necesario relacionar
el problema de la palabra con semigrupos libres, finitamente generados y
finitamente presentados.

Sea I' un semigrupo con generadores X = {x1,...,z,}y Q el conjunto de
todas las palabras positivas sobre X, entonces el problema de la palabra para
el semigrupo I tiene solucion si existe un algoritmo que determine, para un
par de palabras wy w’' € Q, si w = w’ en I'. Esta definicién informal da una
definicién precisa para la no solucion del problema.

Definicién 3.3. Sea I' un semigrupo con generadores X = {z1,...,z,} y
Q= W(X™) el conjunto de todas las palabras positivas en X. El problema
de la palabra para el semigrupo I' no tiene solucion si existe una palabra
wp € Q2 tal que el conjunto {w € Q: w = wp en I'} no es recursivo.

Si L es un grupo libre con base X = {z1,...,x,}, se considera el conjunto
Q de todas las palabras (no necesariamente positivas) en X como el conjunto
de todas las palabras positivas sobre el alfabeto {1, xl_l, R el

Definicién 3.4. Sea G un grupo con presentacién (z1,...,zn|A) y Q el
conjunto de todas las palabras sobre z1,...,z, (visto como el conjunto de
palabras positivas de {z1, xl_l, oy, 2,1 Y). El problema de la palabra para
G tiene solucion si el conjunto {w € Q:w =1 en G} es recursivo.

En otras palabras, en el grupo G tiene solucién para el problema de la
palabra si existe un algoritmo (méaquina de Turing) que responda con un si
o un no la igualdad w = 1, para cualquier w € ).

Teorema 3.3. Sea G un grupo finitamente generado con presentacion finita
G=(z1,...,zn|1rj=1,1<j<m)

Si Q es el conjunto de todas las palabras en {x1,...,x,}, entonces el con-
gunto E={w € Q:w=1en G} es recursivamente enumerable.

Demostracion. Se enlistan las palabras en {2 como lo hecho previamente al
Teorema : primero la palabra vacia, luego las palabras de longitud uno
con el orden z1, xfl, <oy Ty, m, b, después las palabras de longitud 2 en orden
lexicografico, después las palabras de longitud tres en orden lexicogréafico y
asi sucesivamente. A este conjunto lo denotamos por {wq, wy, we, w3, . . .}.

Andlogamente, se enlistan las palabras sobre el conjunto {ry,...,r,}y
denotamos a este conjunto por {pg, p1, p2, p3,- -}
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El grupo G = L/N donde L = (x1,...,2,) y N = (X) es la clausura

normal de R = {ry,...,7,}. Los elementos de N son de la forma wpw "
por el Teorema (|1.11)).

Como en la prueba del Teorema ({2.8)), al seguir las flechas en el siguiente
diagrama se enumera F.

wopowg woplwg - wop2wo w0P3w0
wipowy wiprwy’ wy pawy !
/ /
wzpowz wzplwz
L
w3 poWs !

O]

El problema de la palabra para un grupo finitamente presentado G tiene
solucién si y sélo si E es recursivo, si y sélo si, B ={w € Q: w # 1 en G}
es recursivamente enumerable, dado que E ya es recursivamente enumerable
por el Teorema ([3.3)).

En lo que sigue, si w y w’ son palabras (no necesariamente reducidas) de
un alfabeto X, se escribe w = w’ si w y w’ se escriben de la misma manera.

3.1.3 El Problema de la Palabra para semigrupos
Considere un semigrupo I' con presentacién
I'={X[a;=p;j€J}

Si w y w’ son palabras positivas sobre X, entonces es ficil ver que w = w’
en I' si y sélo si existe una sucesiéon finita

wW=w = we == wp = w.
Definicién 3.5. Una operacion elemental w; — w;q ocurre si o w; = oa;T
Y wi+1 = of3;7 para alguna j, donde o, 7 € W (X)) son palabras positivas o
Wit = 0BTy w; = 00T
Ejemplo 3.1. Sio = 5159 y T = 8485, entonces s951q1535455 — S0S153¢25455
es una operacion elemental.

Se asociard un semigrupo a una maquina de Turing 7' con estado de
detencion gg. Por conveniencia en la notacion, las s-letras y g-letras involu-
cradas en las cuadruplas de T seran sg,...,Sp ¥ qQo,---,qn- En lo que sigue
q v h son nuevas letras.
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Definicién 3.6. (Semigrupo asociado a una mdaquina de Turing) Sea
T una maquina de Turing con estado de detencién qq, el semigrupo I'(T),
asociado a T, tiene por presentacién:

F(T):(Q7ha807817'"7SM7QO7Q17"'7QN’R(T)>

donde el conjunto de las relaciones, es el conjunto finito R(T")

¢isj = @Sk St qisjspq €T (3.1)
¢sjsg = sjqsg siqsjRq €T (3.2)
gisjh = s;qsoh st gisjRq € T (3.3)
58qisj = qispsj siqisjLg €T (3.4)
hgisj = hqisos; si qisjLq € T (3.5)
9085 = qo (3.6)
sgqoh = qoh (3.7)
hqoh = q (3.8)

para toda 8 =0,1,..., M.

Ejemplo 3.2. La méquina de Turing 7} del ejemplo[2.T]tiene por cuddruplas
al conjunto finito

{@00Rqo, 01 Rqo, qos0Lq1 }.

Estas cuddruplas determinan las ecuaciones R(77):

qo0s = Oqops
qols = 1qos
hqod = hq10s,

donde s € {0, 1}. Por lo tanto T; tiene asociado el semigrupo finitamente
generado y finitamente presentado

F(Tl) = (q7 ha D: 07 17 q0, QI‘R(TI))

Los primeros cinco tipos de relaciones son sélo las sugeridas por los
movimientos basicos de T': sélo imprime un simbolo pero no mueve la cabeza
(ecuacién , la nueva letra h hace posible distinguir el movimiento béasico
del movimiento basico [3.3| cuando la cabeza se mueve a la derecha y para
distinguir el movimiento bésico [3.4] del movimiento [3.5] cuando se mueve a
la izquierda.

Definicion 3.7. Una palabra es h-especial si tiene la forma hah, donde «
es una descripcion instantanea.
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Observacién 3.1. Como T tiene estado de detencién qg, cada hah (con «
terminal) tiene la forma hogoTh, donde o y 7 son s-palabras y 7 es no vacia.
Por lo tanto, las tdltimas tres relaciones permiten escribir hah = ¢ en I'(T)
donde « es terminal.

hoqoTh = hogph  por ecuacién |3.6

= hgoh por ecuacién
=g por ecuacién (3.8

Lema 3.4. Sea T una mdquina de Turing con estado de detencion qy y
semigrupo asociado

P(T):(Q7h7807817"‘7SM7QO7q17”'7QN|R(T))

(i) Sean w y w' palabras sobre {sg, $1,...,SM,q0,q1,---,qN} con w Z q

yw # q. Siw — w es una operacion elemental, entonces w es h-
especial si y sélo si w' es h-especial.

(i) Siw = hah es h-especial, w' # q, yw — w' es una operacion elemental

de uno de los primeros cinco tipos, entonces w' = hf3h, donde o o — 3
0 B — «a es un movimiento bdsico.

Demostracién. (i) Como w % q y w’' # ¢ se asegura que tanto w y w’ no

son descripciones instantaneas terminales por la observacién [3.1

Si w — w’ es una operacién elemental entonces w = cary w' = o1y
a — [ es un movimiento basico. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer a = s;¢;Si+1 y 3 = $;Si+1qx- Si w es h-especial entonces

w = hO’Siqj'SH_lTh — hO’SZ'SZ‘_;,_lqkTh =

y w’ es h-especial. De manera similar se tiene que si w’ es h-especial
entonces w también es h-especial.

Sea w = hah una palabra h-especial y w’ una palabra que no sea
descripcién instantanea final. Por el inciso anterior, si w = hoat es
una palabra h-especial y w — w’ es una operacién elemental entonces
w’ es h-especial y w' = hofSTh, para algunas s-palabras o y 7.

Una operacién elemental en el semigrupo asociado I'(T") corresponde a
una substitucién usando una ecuacién en la relacién definida en tal
relacién en T'(T") en uno de los primeros cinco tipos corresponde a una
cuadrupla de la maquina de Turing 7', y una cuadrupla corresponde a
un movimiento bésico. Esto es, 0o « = 0 5 — «.

O
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Lema 3.5. Sea T una mdquina de Turing con estado de detencion qq, sea §2
el congunto de todas las palabras positivas en el alfabeto de T', y sea E = e(T).
Siw € Q, entonces

w € E siy s6lo si hqwh = q en I'(T)
Demostracion. Siw € €2, entonces existen descripciones instantaneas
a1 = qLw — Qg — - — O

donde a; — ;41 es una operacion elemental y «y involucra el estado final
go- Aplicando operaciones elementales en I'(T") de los primeros cinco tipos
en [3.6] y por el lema anterior se observa que

hgiwh = haith — hash — - -+ — hath

en I'(T'). Usando las tltimas tres relaciones y la Observacion [3.1|se tiene que
hath = q en T'(T).

Ahora veamos la suficiencia. Primero obsérvese que la igualdad en I'(T")
es una relacion simétrica, mientras que un movimiento basico o — [ no
implica necesariamente que § — « sea también un movimiento basico, asi
que la prueba serd diferente.

Si hqywh = q en I'(T), entonces existen palabras wq,...,w; en el con-
junto {h, so, S1,...,SMm,q1,q1,---,qN} ¥ operaciones elementales

hquwh = w1 — wy — -+ = wy = hgoh — ¢

Por el Lema [3.4] cada w; es h-especial, w; = ha;h para alguna descripcién
instantédnea ;. Por el inciso (i7) del lema anterior se tiene que a; — a1 0
ai+1 — a;. Se demostrard por induccion sobre t > 2, que todas las flechas
van hacia la derecha; esto es, para toda ¢ <t — 1, se tiene a; — ;1.

Es siempre cierto que a;—1 — oy, para a; terminal y asi ay—1 < o no
sucede. En particular, esto prueba que para el caso t = 2 es cierto. Supéngase
t > 2 y que existe alguna flecha hacia la izquierda. Como la ultima flecha
ay_1 — «¢ apunta a la derecha, se busca hacia atras hasta localizar una
flecha que apunte hacia la izquierda, por lo tanto existe un indice 7 con

Q1 < O — Q4]

Pero dado que los movimientos de la maquina de Turing T estan determi-
nados por la § que es una funcion no existe ambigiiedad con el préximo
movimiento de la maquina, asi que a;—1 = @41 ¥

Wi—1 = h()zi_lh = hOéi_Hh = Wi+1

Se puede asi eliminar w; y w;+1, de este modo se reduce t, y la prueba se
completa usando la hipétesis inductiva.

Finalmente, se tiene gqw — a9 — .-+ — a; es una sucesion de movi-
mientos bésicos con «; terminal (y o involucra el estado de detencién gp);
asi T' computa w y w € F. O
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3.2 El teorema de Markov-Post

Teorema 3.6 (Markov-Post). (i) Existe un semigrupo finitamente pre-
sentado

= (qvhaSOasl""75Maq0’q17---,8N‘R)
donde el problema de la palabra no tiene solucion.

(ii) No existe algoritmo que determine, para una palabra h-especial arbi-
traria hah, si hah = q en el semigrupo ~.

Demostracion. (i) SiT es una maquina de Turing con estado de detencién
qo y alfabeto A = {sq,s1,...,51}, sea  := WT(A) el semigrupo de
todas las palabras positivas en A y sea E = e(T') C Q el conjunto que
enumera (computa) 7.

Sea Q := WT(AU{q,h,q0,q1,--.,qn}) el semigrupo de todas las pa-
labras positivas sobre AU {q, h, g0, q1,-..,qn} donde qo,q1,...,qn son
las g-letras que aparecen en las cuadruplas de T'. Se denota por

E={weQlw=qenI(T)}

Sea ¢ : Q — Q definida por go(@ := hqrwh y se identifica  con
su imagen directa Q1 := ¢(Q) C Q; el subconjunto E C ) es ahora
identificado con

Ei:=¢p(F)={hqwh:weE}Cp) =N

Afirmacién 3.1. E; = EN Q.

N

) Es claro que Ej C Q4. Sea y = hquwh € E; para alguna w € E :=
e(T). Por el Lema w € E siy sélo si hqgwh = q € T', por lo tanto
= hquwh € E.

wy <

) Sea z € ENQy, entonces 2z € Q) = p(NQ) y existe w € Q tal que
= ¢(w) = hquwh. Ademés como z € F se tiene que

z = hquwh = q € I'(T).

Por el Lema|3.5|w € E'y asi z € Ej.

De lo anterior y dado que los subconjuntos recursivos forman un alge-
bra de Boole (2.9)) se tiene la siguiente afirmacién:

Afirmacién 3.2. E; es un subconjunto recursivo de €2y si y sélo si B
es un subconjunto recursivo de ().
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Sea T la maquina de Turing 7™ con estado de detencion ¢y del Teorema
2.8 as{ E y por lo tanto E; es un conjunto recursivamente enumerable,
pero no es recursivo.

Si E fuera recursivo, dado que los subconjuntos recursivos forman un
algebra booleana, F; seria recursivo y asi también F lo cual es una con-
tradiccién. Asi, para el semigrupo finitamente presentado v = I'(T™)
el problema de la palabra no tiene solucion.

En un argumento similar al inciso anterior, considere
S = {hah : hah = q en I'(T*) y hah palabra especial }
Si S fuera un conjunto recursivo de 2, entonces S N €2 serfa un sub-

conjunto recursivo de £21. Pero S N €2y = E1 no es recursivo.

Se concluye que no existe algoritmo que determine si dos palabras h-

especiales son iguales en v, o su equivalente, si sucede hah = q € v(T%).
O

Corolario 3.7. (i) Existe un semigrupo finitamente presentado

F:(q7q07'"7qN7807"'78M‘Fiqi2Gi:HiquKi7i€I>

donde el problema de la palabra no tiene solucion, con F;, G;, H;, K;
son s-palabras positivas (posiblemente vacias) y ¢, ¢i, € {¢,90,---,qn}-

(ii) No existe algoritmo que determine, para q;, arbitrario y s-palabras po-

sitivas X y Y, si Xq;;Y =q enT.

Demostracion. (i) Considere el generador h del semigrupo v = T'(T*)

(i)

como la tultima s-letra y re-indique esas s-letras de tal manera que
h=s M-

Las relaciones re-escritas en R(7™) ahora tienen la forma descrita y
cumple las condiciones del teorema de Markov-Post (3.6) y la afirma-
cién queda demostrada.

Sea Q9 := W™ (q,q0,--.,9N,50,---,5u) el semigrupo de todas las pa-
labras positivas sobre los generadores re-escritos de I'.

Considere los conjuntos
A={XqY: Xgq,Y=qen T}

donde X y Y son palabras positivas el semigrupo de s-palabras re-
escritas en el inciso anterior y

Sy ={spasy : a=o0q;Ty syasy =qenT}
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con o y 7 son palabras positivas de sg,...,sy—1 ( donde h ha sido
re-escrita como Spy).

Desde luego S5 es el subconjunto S del teorema de Markov-Post escrito
de otra manera. Ahora A N Qy = S5, como Sy no es recursivo, por ser
un algebra de Boole se tiene que A no es recursivo. Por lo tanto no
existe algoritmo que determine si dos s-palabras positivas son iguales,
o de manera equivalente, si tiene la igualdad X¢;;Y = ¢ €T

O

3.3 Aplicaciones del teorema de Markov-Post

3.3.1 El problema de la palabra para grupos

Para la prueba que sigue la igualdad de palabras en un grupo se reducira
a la igualdad de palabras en un semigrupo. Y es importante hacer notar
los exponentes, porque mientras que para un grupo una palabra arbitraria
tiene sentido, para un semigrupo sélo tienen sentido las palabras positivas,
es decir, de exponentes positivos.

Definiciéon 3.8. Sea X = sgll e sgm es una s-palabra (no necesariamente
m

positiva) entonces X7 = Sgy o sg

Nota 3.1. De la definicién anterior se observa que si X y Y son s-palabras,
entonces (X7)# = X y (XY)# = X#Y#,

Por el Corolario [3.7] se sabe que para una maquina de Turing T, existe
un semigrupo finitamente generado I' = I'(T") con la presentacién finita

F:(q7q07"'7qNa807"'7SM|Fiqi1Gi:HiqigKiyiEI)

donde Fj, G, H;, K; son s-palabras positivas (posiblemente vacias) y ¢;,, ¢, €
{¢,90,---,an}-

En lo que sigue se asociarda un grupo a una maquina de Turing T y se
demostrard que existe un grupo finitamente presentado donde el problema
de la palabra no tiene solucién como lo hace el teorema de Markov-Post si
se elige T' como la maquina T™ que se escribe en el capitulo

Definicién 3.9. (Grupo asociado a una méaquina de Turing) Sea T’
maquina de Turing con estado de detencion g, el grupo asociado a 1" tiene
por presentacién

B=B(T)=1(¢,q90,---,qN,50,---SM,Ti,t € Iz, t, k| R(T))
donde el conjunto de las relaciones R(T') es el siguiente conjunto finito
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xrS3 = ST (3.9)

TiS3 = SRLTT (3.10)

r g Giri = HY ¢, K, (3.11)
tTi = Y’it (3.12)

tr = at (3.13)

k?"i = T’ik (3.14)

kx = zk (3.15)

k(g 'tq) = (¢ Htq)k (3.16)

para toda ¢ € I y para toda 8 =0,..., M.

Ejemplo 3.3. La maquina de Turing 7} del ejemplo[2.1]tiene por cuddruplas
al conjunto finito

{200Rq, 01Rqo, qos0Lq1}-
Estas cuddruplas determinan las ecuaciones R(T}):
155 = sp2°
’I“i85 = SﬁZL"I“il’

riF} g, Giry = HY g, K;

tr; = r;t
tx = at
kr; = rk
kx = xk

k(g™ 'tq) = (¢~ 'tq)k

donde sg € {0, 1}, I un conjunto finito e i € I, F;, Gy, H; y K; son s-palabras.
Por lo tanto 77 tiene asociado el grupo finitamente generado y finita-
mente presentado

B(Ty) = ( q¢,q0,q1,03,0, 1,7,z t, k | R(TY) ).
Definicion 3.10. Si X y Y son s-palabras, definimos
(Xq;Y)" = X7q;Y
donde ¢; € {q,q0,-..,qn}

Definiciéon 3.11. Una palabra S es especial si S = X#qu, donde X y Y
son s-palabras positivas y ¢; € {q,qo,...,qn}
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Ejemplo 3.4. Si X = 101 y Y = 010 en la méquina de Turing 7} del
ejemplo [2.T] entonces la siguiente palabra es especial

(101g0010)* = (X qoY)* = X7 qoY = 1710711714010

Nota 3.2. Si S es una palabra especial, entonces S = X#qu, donde X y
Y son s-palabras positivas, y asi S* = (X#qu)* = (X#)#qu = X¢q;Y es
también una palabra positiva; por consiguiente S* determina un elemento
del semigrupo I'.

Lema 3.8. Sea L una palabra sobre {r,x} C B. Eziste L' otra palabra en
{r,z} tal que Lsg = sgL’ para cualquier simbolo sg.

Demostracion. Toda palabra sobre {r;,x} es una sucesién finita de elemen-
tos de la forma r¥z! con k, 1 > 0. Sin pérdida de generalidad se puede suponer
que L = r¥z!. La demostracién se hard por induccién sobre m la longitud
de L.

El resultado se cumple para m = 2. Si kK = 2 y [ = 0, entonces L =
r220 = r? y asf la relacién (3.10)) indica que
rsg = r(rsg) = r(sprre) = (rsg)are = (sgrre)ere = sg(era’re)

y existe L' = ara’rz € W({r,z}) tal que Lsg = r?sg = sgL’. De igual
manera, si L = %22 = 22 la relacién (3.9)) asegura las igualdades

2?sg = x(xsg) = v(spr?) = (vsg)a? = sg(a?x?) = spa’
y la existencia de L' = z* tal que Lsg = 2%s3 = sga* = sgL’. En el dltimo
caso para m = 2, es decir L = rx, se tienen las siguientes igualdades:

r(zsp) = r(sgz®) por la relacién ([3.9)

= (rsg)z?
= (sgzrz)r?  por la relacién (3.10)
= sg(zra®).

Por lo tanto existe L' = zrz® € W ({r,x}) de tal manera que
Lsg = (rz)sg = sp(zrz®) = sgl/.

Ahora supoéngase cierto el resultado para palabras de longitud m > 2.
Sea L = Lixz € W({r,z}), una palabra de longitud m + 1, es decir L; tiene
longitud m. Entonces

L35 = (Llib‘)Sg

= Lq(xsg)

= L1(spx?) por la relacién
= (L1sg)2”

= (sgL')x* hipétesis inductiva
= sp(L'z”)
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y por consiguiente existe L” = Lijz? € W({r,z}) tal que Lsg = sgL”.
Finalmente, en el otro caso, si L = Lir, la relacion (3.10) y la hipotesis
inductiva nos aseguran la existencia de Ly = L'(xrz) una palabra sobre
{r,x} tal que Lsg = sgLo y la prueba concluye. O

La prueba que sigue es vélida para cualquier maquina de Turing 7' con
estado de detencién ¢p. Utilizamos la notacién B para el grupo B(T) y '
para I'(T).

Lema 3.9. (i) SiV es una s-palabra positiva, entonces
rnV=VRenB y r;'V=VR enB
donde R y R’ son palabras sobre {r;,x} y R es positiva.
(i) Si U es una s-palabra positiva, entonces
Ufr,=LU% en B y U#r;1 —L'U* en B
donde L y L' son palabras sobre {r;,x}.
Demostracion. (i) Se probard que r;V = VR en B por induccién sobre
la longitud m > 0, donde V' = sg, ---sg,,. El resultado es cierto para
m = 0, dado que V resulta ser la palabra vacia, la palabra buscada

R = r; es positiva y se cumple

’I”iV:Tilzri:lTi:VR

Supdngase cierto el resultado para palabras de longitud m > 0. Sea
V =V’sg, ., una palabra de longitud m + 1 con V' una s-palabra de
longitud m, por hipétesis inductiva se tiene

riV = Ti(vlsﬁm-u) = (Tivl)85m+l = (V/Rl)sﬁm-u (3'17)

donde R; es una palabra positiva sobre el conjunto {r;, z}. Por el Lema
(3.8]) existe una palabra R € W ({r;,z}) que cumple la igualdad

R15p,,. 1 = 88,41 R
Finalmente, la iltima igualdad de la ecuacion se convierte en
V'(R18g,,,,) = V(s R) = (Vs . )JR=VR
de tal manera que se obtiene r;V = V R, como se buscaba.
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(ii) Se probara que U #ri_ 1 — L/U# en B por induccién sobre la longitud
m > 0, donde U = sg, ---sg,, y por lo tanto U# = 5/511"'5@,11- El
resultado se cumple para m = 0, con U# la palabra vacia U = 1 = U#
y L =r; ! la palabra sobre el conjunto {r;, z} que satisface

Utril =1 =17 = =07 1 = LU

3 K3 7

Supoéngase cierto el resultado para palabras de longitud m > 0. Sea
U# = U# S/g::.-&-l una palabra de longitud m + 1 con Ugéé una s-palabra
de longitud m

Utrt = (U§ 58, +1)7“;1
—Uo (s5, 5 T ):Uo (r xosﬂl xo)
= U0 (r; 551+ ) por la relacién
= (U7 )ﬂil
= (L U0 )s ., hipétesis inductiva
= L'(U's B +1)
=L'U*

con L' una palabra sobre {r;, z}.
O

Boone da un criterio para la existencia del algoritmo en el grupo asociado
B(T) en términos de la existencia del mismo en el semigrupo asociado I'(T").
El teorema de Markov-Post se reduce al siguiente lema:

Lema 3.10 (Boone). Sea T' una mdquina de Turing con estado de detencion
qo y semigrupo asociado I' = T'(T') (reescrito como en el Corolario . Si
S es una palabra especial, entonces

E(S7'tS) = (S~'S)k en B = B(T)
siy solo si S* =q en T'(T).

Demostracion. Si S = X#qu es una palabra especial con S* = X¢;Y = ¢
en el semigrupo I', entonces existe una sucesion finita de operaciones ele-
mentales tales que

S*=w; v ws —--w,=qen

donde, para cada v, una de las palabras w, y w41 tiene la forma U F;q;, G;V
con U y V s-palabras, y la otra tiene la forma U H;¢;, K; V. Por el Lema (3.9)),
existe una ecuacion en B:
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U#(Hf&qizKi)V = U#(rlei#qilGin)V por la relacién 3.11
= (U#Ti_l)Fi#qilGi(riV) asociatividad
= (L’U#)Fl-#qilGi(VR') por el Lema [3.9
= L’U#(Fi#qilGi)VR' asociatividad

donde L' y R’ son palabras en {r;, x}. De manera similar, vemos que existen
palabras L” y R” sobre {r;, z} tal que

UH(F# 4, G))V = U*(r; HY qi, K7 YV relacion 3.11
= (U*r))HY 4, Ki(r;'V)  asociatividad
= (L"U#)qui2K¢(VR”) por el Lema [3.9
=L'U #(HZ# qi, K;)VR" asociatividad

Como w, = wy41 en ' entonces
w,, = (F3qi,Gi)* = (Hiqi, Ki) = w}, 4
en B, de las primeras tres relaciones, se sigue que para cada v, se tiene
wy, = Lywy R, en B

para las palabras L, y R, sobre algunas r; y . Las palabras L = Ly ... L,
y R=R,_1...R; son palabras sobre {z,r;,i € I}, y

w] = L,w, R en B.
Pero wi = (S*)* =Sy w} = ¢* = ¢, asi que
S = LgR en B.

Como los generadores t y k conmutan con x y todas las r;, también
conmutan con L y R. Entonces, sustituyendo S se obtiene

kS™HSEIS™ 1S = k(R L)t (LqR) k™ (R ¢ 'Lt (LqR)
= kR '¢ Mgk ¢ 't '¢R conmutatividad de L, R con r, s
= R Ykq gk~ ¢ 't '¢)R conmutatividad de R con k
= R 'kq tq(¢ tqk) 'R asociatividad
=R 'R relacién 3.16
=1
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3.3.2 El teorema de Novikov-Boone-Britton

Teorema 3.11 (Novikov-Boone-Britton). Ezxiste un grupo finitamente
presentado B donde el problema de la palabra que no tiene solucion.

Demostracion. Sea T la maquina de Turing 7™ del Teorema de Markov-Post
. Si existiera un algoritmo que determine, para una palabra especial ar-
bitraria S, si kS~1tSk=1S~1¢t~1S = 1 en B(T*), entonces existe un algoritmo
para determinar S* = g en I'(T™). Pero el segundo inciso del Corolario
asegura que no existe tal algoritmo en I'(T™). O

Corolario 3.12. Sea T una mdquina de Turing con estado de detencion
qo que enumera un subconjunto E de Q (el conjunto de todas las pala-
bras positivas del alfabeto de T'). Si w € Q, entonces w € E si y sélo si
k(h~tqwh) = (h"tqrwh)k en B(T).

Demostracion. Por el Lema w € FE siy s6lo si hggwh = q en I'(T).
Pero en B(T), (hqywh)* = h™lqwh (la cual es una palabra especial), y el
Lema de Boone muestra que (h~'quwh)# = hquwh = ¢ en I'(T) si y s6lo si
k(h~tqrwh) = (b tqrwh)k en B(T). O

Con el Teorema de Novikov-Boone-Britton se muestra la existencia
de un grupo finitamente presentado B donde el Problema de la Palabra no
tiene solucién, la construccién de B es a partir del semigrupo finitamente
presentado 7 (Teorema de Markov-Post .

También se puede construir un grupo finitamente presentado B y mostrar
que si en B el Problema de la Palabra tiene solucion, entonces el Problema
en ~ tendria solucién, para su demostraciéon puede consultar el capitulo 12
de [7].
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Conclusiones

La principal aplicacion del Teorema de Markov-Post es al problema de
Dehn o Problema de la palabra. Del capitulo |[3[se deduce que este problema
tiene solucién en los siguientes grupos:

i) Grupos libres con presentacién vacia (Teorema [3.1)).
ii) Grupos finitos (Corolario [3.2)).

Existen grupos y semigrupos finitamente presentados donde tal algorit-
mo no existe. Sin embargo, la demostracién de su existencia es indirecta.
El problema se reduce al Problema de la detencién (seccién que es
indecidible.

Primero se asocia un semigrupo finitamente presentado I'" a la maquina
de Turing T™ del Teorema , que tiene asociado el conjunto E = e(T™) C
N, que es recursivamente enumerable pero no es recursivo. El Teorema de
Markov-Post demuestra que en este semigrupo no existe algoritmo para
determinar si dos palabras son iguales.

Utilizando el trabajo de Markov y Post, se asocia un grupo finitamente
presentado B a la maquina de Turing T™ y se da un criterio para la existencia
del algoritmo solucién del problema en B en términos de la existencia del
mismo en I (Lema . Finalmente, el Teorema muestra el grupo
finitamente presentado donde el problema no tiene solucién.
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Apéndice A
Teoria de Grupos

En este apartado se escriben algunos teoremas importantes que son men-
cionados en el presente trabajo. La teoria y demostracion puede ser consul-
tada en [2], [13] y principalmente en [7].

Grupos y subgrupos
Proposicién A.1. Sea (G,*) un grupo.
i) El neutro es unico: existe un unico e € G tal que para todo a € G

exa=a=axe.

ii) El inverso es tnico: existe un tinico a~* € G tal que para todo a € G

axa ' =e=a"'%a y ademds

(aH™ ! =a.

Proposicion A.2. Sea f: G — H un morfismo de grupos.
i) fleq) =em, donde eq y ey es el neutro de G y H respectivamente.
ii) Sia € G, entonces f(a™!) = f(a)~!.

i) Sia € G yn € Z, entonces f(a™) = f(a)".

Definicion A.1. Sea S < G un subgrupode Gyt € G

i) El subconjunto tS = {ts : s € S} es llamado clase lateral izquierda de

G.
ii) El subconjunto St = {st : s € S} es llamado clase lateral derecha de G.

iii) Al elemento t se le llama representante de la clase St.
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Dadas dos clases laterales, es natural preguntarse cuando éstas son igua-
les.

Lema A.3. Sea G un grupo y S < G. Entonces
i) Sa = Sb si y solo siab~! € S.
ii) aS = bS siy sélo sibla € S.

Teorema A.4. Sea S < G. El conjunto de clases laterales (izquierda o
derecha) forman una particion de G:

i) Sa # 0 para cualquier a € G.
ii) Dadas dos clases Sa y Sb, entonces Sa = Sb 6 Sa N Sb= .

iti) G es la union disjunta de las clases laterales de S, es decir, G =

Weeq Sa-

Proposicién A.5. Sea S < G, entonces el nimero de clases laterales de-
rechas de S en G es igual al numero de clases laterales izquierdas de S en

G.

El niimero de clases laterales izquierdas y derechas coinciden, ésto per-
mite definir el indice de S en G.

Definicion A.2. Sea S < G, entonces el indice de S en G, denotado por
[G : 5], es el numero de clases laterales derechas de S en G.

Si el grupo G es finito, existe una relacién entre el 6rden del subgrupo,
el érden del grupo y el nimero de clases laterales.

Teorema A.6 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y S < G,
entonces el drden de S divide al orden de G, es decir, |S| divide a |G| y

ademds |G : S| = |G|/|S].

Teoremas de Isomorfismos

Definicion A.3. Un subgrupo N < G es un subgrupo normal, denotado
por N <G, si gN = Ng para todo g € G.

Si un subgrupo N de G es normal, el conjunto de todas las clases laterales
puede definirse una operacién entre ellas y ser un grupo.

Teorema A.7 (Grupo cociente). Sea (G,-) un grupo y N <G un subgrupo
normal. Entonces el conjunto de las clases laterales G/N = {gN : g € G}
forma un grupo con la operacion x : G/N x G/N — G/N definida como

aN xbN := (a-b)N.
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Proposicion A.8. Sean G y H grupos, f : G — H un morfismo. Entonces:
i) Nucf ={z € G| f(x) € H} es un subgrupo de G.
it) Imf ={f(z) |z € G} es un subgrupo de H.
Teorema A.9 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — H un mor-
fismo de grupos con nicleo N. Entonces N es un subgrupo normal de G y

G/N = Imf.

La unién de subgrupos no necesariamente es un subgrupo, sin embargo,
si uno de ellos es normal, la unién si lo es.

Lema A.10. Sean S y T subgrupos de G y si uno de ellos es normal,
entonces ST = (TUS) =T8S, donde ST = {st:se€ S,t €T}

Teorema A.11 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea N y T subgrupos
de G con N normal. Entonces NNT es normal en T yT/(NNT) = NT/N.

El siguiente diagrama es una mnemotecnia para este teorema:

e

N’ T

7

NNT

Teorema A.12 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean H, K < G subgru-
pos de G tales que K < H < G y donde ambos, K y H, son subgrupos
normales de G. Entonces H/K es un subgrupo normal de G/K y ademds

(G/K)/(H/K) = G/H.
Teorema A.13 (Teorema de la Correspondencia). Sea K <G y seav : G —
G/K el epimorfismo natural. Entonces S — v(S) := S/K es una biyeccion
entre la familia de de todos los subgrupos S de G que contienen a K y la
familia todos los subgrupos de G/K.
Ademds, si denotamos S/K por S*, entonces:
i) T<S siysolosiT"<S*yl[S:T]=[S*:T%.
i) T <18 siysolosiT*<1S* yS/T = S5*/T*.
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Un diagrama mnemotécnico para este teorema es:

/\
/\/
/\/
\/

donde K* = K/K = {0} y G* = G/K.

Grupos Ciclicos

Un grupo G es ciclico si existe x € G tal que G = (x). Si G estd denotado
multiplicativamente, entonces G = (x) = {z" : n € Z}. Si la operacién de G
estd denotada de manera aditiva, entonces G = () = {nz : nZ}.

Teorema A.14. Toodo grupo ciclico es abeliano.
Teorema A.15. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
Lo siguiente es una caracterizacién de los grupos ciclicos finitos.

Teorema A.16. Un grupo G de orden n es ciclico si y sélo si, para cada
divisor d de n, existe a lo mds un subgrupo ciclico de G de orden d.

Recuerde que (Z,4) y (Zy, +n) son grupos ciclicos, el primero es infinito
y el segundo es finito. La siguiente afirmacién caracteriza los grupos ciclicos.

Teorema A.17. Sea (G, *) un grupo ciclico. Entonces:
i) Si G es de orden infinito, entonces (G, ) = (Z,+).

it) Si G es de orden finito n, entonces (G, ) = (Zn,+n).

Otros resultados importantes

Teorema A.18 (Teorema del factor). Sea f : G — L un morfismo de
grupos, H<1G tal que H C Nuc(f) yv: G — G/H el epimorfismo candénico.
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Entonces existe un tnico morfismo f : G/H — L que cumple fv = f, es
decir el siguiente diagrama conmuta:

G4f>L

G/H
Ademds se satisface:
i) f es un epimorfismo si y solo si f es epimorfismo.
ii) f es inyectiva si y sélo si Nuc(f) = H.
En el grupo de permutaciones se tiene el siguiente resultado importante.

Teorema A.19 (Teorema de Cayley). Todo grupo G puede ser incluido
como un subgrupo de Sq. En particular, si |G| = n, entonces G se puede
incluir como un subgrupo en Sy,.

Grupos Abelianos Libres

Lema A.20. Sea {Ay : k € K} una familia de subgrupos de un grupo G.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) G=) ek Ak

i1) Todo g € G tiene una unica expresion de la forma

gzzak

keK

donde ay, € Ay, los k son distintos y ax # 0 para un conjunto finito de
K's.

Definicién A.4. Un subconjunto finito X = {z1,...,2,} de elementos
distintos de cero de un grupo G es independiente si, para todo m; € Z,
> mx; = 0 implica m;x; = 0 para todo i. Un conjunto infinito X de
elementos distintos de cero en G es independiente si todo subconjunto finito
es independiente.

Definicién A.5. Un grupo abeliano L es libre si es una suma directa de
grupos ciclicos infinitos. Mas precisamente, si existe un subconjunto X C L
de elementos de 6rden infinito, llamado base de L, tal que

L= Z(az), es decir L & ZZ.

zeX
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Si X es una base de un grupo abeliano L, entonces todo u € L tiene una
unica expresién de la forma u = > my,x, donde m, € Z y m, = 0 para casi
todo x € X; esto es, m, # 0 para un ntimero finito de z’s.

Teorema A.21. Sea L un grupo abeliano libre con base X, G un grupo
abeliano arbitrarioy f : X — G cualquier funcion. Eziste un unico morfismo
p: L — G que extiende a f; esto es,

o(z) = f(x) para todo x € X.

Ademds, siuw =Y mgx € L, entonces p(u) =Y myf(u).

L .
X *: G
f

Corolario A.22. Todo grupo abeliano G es un cociente de un grupo abeliano
libre.

Teorema A.23. Dos grupos abelianos libres L =3 v (x) y K = > oy (y),
con bases X y'Y respectivamente, son isomorfos si y sélo si | X| = |Y].

Definicion A.6. El rango de un grupo abeliano libre es la cardinalidad de
su base.
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