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PREFACIO

Esta tesis se centra en conceptos que hemos englobado con el término
“secuencialidad”, y con ellos se llega a abordar un problema clasico de la
teoria de las algebras topologicas: la continuidad de las funcionales lineales
multiplicativas.

Uno de los principales objetos de estudio dentro del Analisis funcional son
los espacios vectoriales topologicos, y por supuesto, las funciones definidas en-
tre ellos que relacionan sus estructuras algebraica y topolégica; nos referimos
a las transformaciones (u operadores) lineales continuos. Y son de particu-
lar interés las transformaciones que toman valores en el campo de escalares
asociado al espacio vectorial, llamadas funcionales lineales. Los operadores
lineales han sido estudiados ampliamente en el caso de los espacios normados
y en particular, los de Banach (normados y completos). También han sido
muy estudiados en el caso de los espacios localmente convexos, en los cuales
se generaliza gran parte de la teoria desarrollada para los normados.

Una clase particular de espacios vectoriales topolégicos, son las dlgebras
topolégicas. La nueva operacién algebraica que en ellas se considera, el pro-
ducto, anade riqueza y complejidad a los temas y hace que las algebras
topoldgicas constituyan por si mismas una area del andlisis funcional. Ahi,
nuevos objetos a estudiar son las funcionales lineales multiplicativas, tam-
bién llamadas caracteres, es decir, las funcionales que ademés de ser lineales,
satisfacen que la imagen de un producto es el producto de las imagenes de
los factores.

Ernest A. Michael senala, en su su célebre monografia “Local multiplica-
tively -convex topological algebras” de 1952 que, de modo similar a lo que
sucedié con los espacios lineales topolégicos, donde con la convexidad local
se generaliz6 la nocion de espacio normado y se dio pie a extender la teoria
de los espacios de Banach, se tiene que con las llamadas algebras localmente
multiplicativamente convexas (o simplemente m-convexas) se generalizo la
nocién de dlgebras normadas, y se abrié la posibilidad de extender la teoria
de las algebras de Banach. De hecho, Warner afirma en [22] que las algebras
m-convexas y advertiblemente completas (una superclase de las completas)
poseen las propiedades fundamentales de las de Banach.

Es bien sabido que en un algebra de Banach toda funcional lineal multi-
plicativa es continua. Michael planted, en su monografia arriba mencionada,
la pregunta: ;es toda F-algebra conmutativa funcionalmente continua?; es
decir, jes continua toda funcional lineal multiplicativa definida en un édlge-
bra compleja, conmutativa, metrizable, completa y localmente m-convexa?
Actualmente, esta pregunta se conoce en el area como el «Problema de
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Michael», mismo que sigue abierto y que ha dado origen a muchas inves-
tigaciones y a la introduccién de nuevos conceptos con el fin de resolverlo,
inclusive asi fuese de manera parcial. Este es el caso de los conceptos de
algebra infrasecuencial, secuencial y fuertemente secuencial, definidos para
algebras localmente convexas por Taqdir Husain [9], Gerard A. Joseph [13] y
Taqdir Husain y Shu-Bun Ng [12], respectivamente, y que hemos agrupado
aqui con el nombre de secuencialidad.

Estas nociones son el tema central de la tesis, que tiene como base el
articulo «Infrasequential algebrasy de Husain. En ella presentamos y probamos
con todo detalle los resultados que ahi se exponen, algunos sin prueba ofreci-
da. Asimismo, en la tesis se desarrollan a plenitud ejemplos de algebras con
alguno de los tipos de secuencialidad. Al final, aparece la respuesta parcial
de Husain al Problema de Michael: la respuesta es afirmativa si el algebra es
ademés infrasecuencial. Se puede decir que un algebra es infrasecuencial si los
elementos de cualquier subconjunto acotado son «uniformemente» acotados,
en el sentido de Allan [2].

En esa parte final también introducimos, inspirados en las condiciones
C'y C'" dadas por Husain y Ng, la llamada condicién D, que es méas débil
que aquéllas. Un algebra topoldgica satisface esta condicién si toda sucesion
alejada de cero, tiene una subsucesion para la que las evaluaciones de alguna
funcional lineal multiplicativa quedan alejadas de cero.

Con las condiciones C'y C’ se prueban diversos resultados sobre la con-
tinuidad o acotamiento de funcionales multiplicativas y homomorfismos de
algebras. Usando la condicién D, observamos que algunos de esos resultados
siguen siendo vélidos con hipotesis més débiles a las originalmente estable-
cidas.

Se buscéd que este trabajo monografico fuera autocontenido en la mayor
medida posible. En el capitulo uno, se hace un resumen de las definiciones
y los resultados bésicos sobre espacios vectoriales topoldgicos, con énfasis en
los espacios localmente convexos. Es una parte del material visto general-
mente en un curso de licenciatura de Anélisis Funcional. La mayoria de las
definiciones dadas en el capitulo se presentan a manera de glosario para hacer
mas comoda la lectura. De algunos pocos resultados que ahi aparecen, sélo
se dan las referencias donde pueden encontrarse sus demostraciones, pero
cuando éstas no son muy extensas se hacen en el propio trabajo.

En el capitulo dos se estudian las dlgebras topoldgicas. Se dan resultados
sobre algebras de Banach, localmente convexas, m-convexas, metrizables,
(Q-élgebras y bornolégicas. Para dar la definiciéon general de Q-édlgebra se
presenta la operacién circulo y la unizacién de un algebra.

En el capitulo tres, se desarrollan algunos conceptos definidos por Allan
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[2]: elemento acotado, radio de acotamiento, algebra pseudo-completa y su
relacién con los conceptos de completez local y convergencia de Mackey. Con
estos tres capitulos nos allegamos los conceptos y resultados fundamentales
para el resto de la tesis.

En el capitulo cuatro se trabajan las tres nociones de secuencialidad. Se
presentan interesantes ejemplos de algebras con los diversos tipos de secuen-
cialidad; para darlos de manera plena, hay tres apéndices que auxilian en su
desarrollo: el primero sobre el espacio de los ordinales menores que el primero
no numerable; el segundo sobre el limite inductivo estricto y el tercero sobre
el espacio de funciones reales de prueba. Ademas, en este capitulo se relacio-
nan conceptos tales como radio espectral, radio de acotamiento, Q-algebra y
algebra fuertemente secuencial. Esto ultimo se basa en los articulos [2]| y [6].

Finalmente, en el quinto y ultimo capitulo, se prueban varios resultados
relativos a la continuidad o acotamiento de funcionales multiplicativas y
homomorfismos de algebras, debidos principalmente a Husain; uno de ellos
da la respuesta parcial afirmativa al problema de Michael, antes mencionada
Ademis, se introduce la condicion D y se le relaciona con la C' 'y C”.
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Capitulo 1

Preliminares

Comenzamos con los resultados bésicos sobre la teoria de espacios vec-
toriales topologicos. Se hace énfasis en la caracterizaciéon de los espacios
localmente convexos y se establecen condiciones para determinar cuando son
continuas las transformaciones lineales o las seminormas definidas en dichos
espacios. También dedicamos una seccién a la topologia débil y el espacio
dual.

1.1. Espacios Vectoriales

En todo el trabajo se supondra que los espacios vectoriales tendran como
campo de escalares a F = R o C a menos que otra cosa se especifique.

1.1.1. Subconjuntos especiales en espacios vectoriales

Supongamos que A es un subconjunto de un espacio vectorial X.

Conjunto absorbente: Decimos que A es absorbente si, para cada x € X,
existe A, > 0 tal que x € puA siempre que |u| > .

Conjunto balanceado: Si AA C A cuando |A| < 1, entonces A es balan-
ceado.

Conjunto convexo: El conjunto A es llamado convezro si Ax + uy € A,
cuando z,y € A, 0 < A\, p < 1y A+ pu = 1. A este tipo de sumas
Az + py se les llama combinaciones convezxas.

Se puede probar facilmente que uniones e intersecciones arbitrarias
de conjuntos balanceados son balanceadas, uniones arbitrarias e inter-
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secciones finitas de conjuntos absorbentes son absorbentes, e intersec-
ciones arbitrarias de conjuntos convexos son convexas. Una unién de
conjuntos convexos no necesariamente es convexa.

Disco: El conjunto A es llamado disco o absolutamente convezo, si es con-
vexo y balanceado. Equivalentemente, A es un disco si x,y € Ay
Al + |p| <1 implican que Az + py € A.

Envolvente convexa de A: Es el conjunto convexo méas pequeno que con-
tiene a A, es decir, la interseccion de todos los conjuntos convexos que
contienen a A, y lo denotamos como co (A). Tenemos [4, Teorema 4.2.3

(a)] que § §
co (A) = {z)\ﬂ?z T; € A, z)\l = 1}
=1 =1

Envolvente balanceada de A: Es el conjunto balanceado méas pequefio
que contiene a A, y lo denotamos como bl (4).

Envolvente absolutamente convexa de A: La envolvente absolutamente
convexa de A es el subconjunto be (A) de X, convexo y balanceado, més
pequeiio que contiene a A. Es facil ver que

n n
:U:Z)\Z‘ZL‘Z‘,TLZ 1, x; EA,Z|)\Z-| < 1}

be(A) = {x e X
i=1 i=1

Este conjunto coincide con co (bl(A)) .

Proposicion 1.1.1. La envolvente convexa de un conjunto balanceado es
balanceada.

Demostracion. Sean A balanceado y z € co(A). Entonces x = Y " | \iz;
conx; € A, N\; > 0 vparatodoiy > r A =181 |pl <1, pr =371 Nipa;
y como A es balanceado entonces pux; € A. Por lo tanto > ", \jux; es de
nuevo una combinacion convexa de elementos de A, es decir ux € co(A). O

Suma y producto de conjuntos Si B C X y « es un escalar, entonces
definimos: la suma A+ B={z+yl|r € A,y € B} y el producto a4 =
{ax |z € A}.

Cuando A tiene s6lo un elemento x escribimos = + B en lugar de {z} + B.

Proposicion 1.1.2. El conjunto A es convexo si y solo si A + SA =
(a+pB)A sia,p>0.
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Demostracion. La «parte si» es inmediata tomando «+ 8 = 1. Para la otra
parte, basta considerar el caso en que a, 3 > 0. Es claro que (o« + ) A C
aA+BA. Ahorasea x € aA+BA, es decir x = aaj + Bas con ay,as € A. Por

la convexidad de A, (ﬁ) ai + (%) az € A, o lo que es igual aiﬁ € A,

de donde z € (a+ ) A. O

Proposicion 1.1.3. La suma de dos subconjuntos convezos A y B de X es
un conjunto convexo.

1.1.2. Funciones (operadores o transformaciones) entre es-
pacios vectoriales

Sean X y Y dos espacios vectoriales.

Operador lineal Un operador lineal (o transformacion lineal, o funcion
lineal) de X en Y es una funcion T : X — Y tal que para z,y € X
y A € F se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. T(z+y) =T(z) + T(y) (aditividad);
2. T(Az) = AT (z) (homogeneidad).

Funcional sublineal Una funcién p : X — R es sublineal si se cumplen
las siguientes dos condiciones para x,y € X y A > 0:

L f(Az) = Af(x);
2. flx+y) < fl@)+ fy).

Transformacion bilineal Sean X,Y y Z tres espacios vectoriales. Una
funcién B : X x Y — Z es llamada bilineal si las transformaciones
T, (y) = B(a,y)y Ty (z) = B(x,b) definidas en Y y X, respectiva-
mente, son lineales paracadaaec X ybe Y.

Funcional lineal Una funcional lineal es un operador lineal f : X — F,
donde se considera a ' como espacio vectorial sobre s{ mismo,

Seminorma Una funcién p: X — [0,00) es una seminorma si se cumplen
las siguientes dos condiciones para x,y € X y A € F:
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Norma Una funcién ||-|| : X — R, es llamada una norma si dados z,y € X
y A € F, se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. ||z|] >0,y ||z|| =0 si y solo si z = 0;
2. [zl = [A[[]ll;
3. e +yll < ||l + llyl]-

Funcional de Minkowski Si A C X es absorbente, entonces la funcion
pa (z) = inf {\ > 0| z € AA} es llamada la funcional de Minkowski para
A. Esta funcion es sublineal y si A es ademds balanceado y convezo,
entonces p4 es una Seminorma.

Proposicion 1.1.4. Sean p,q dos seminormas en X yt > 0. Si q(x) <t
implica que p (x) < r entonces p (x) < Fq(x) para todo x € X

Demostracion. Como q( tz ) < t para todo € > 0 y todo z € X, en-

q(x)+e
tonces p <ﬁ> <, de donde p(z) < 7q () + F¢. Haciendo tender € a 0
concluimos lo que queremos. O

Esta proposicién se usard, sobre todo, cuando r =¢ = 1.

1.2. Espacios vectoriales topoldgicos (EVT)

Espacio vectorial topolégico Un espacio vectorial topoldgico (X, 7) es un
espacio vectorial X dotado de una topologia 7 tal que la suma es con-
tinua en X X X y el producto por un escalar es continuo en F x X, es
decir:

= Para cada a,b € X y cada abierto U € 7 tal que a + b € U, existen
abiertos U, U € Tcona € Uy ybe Uy talesquesix € Uy y y € Us,
entonces x +y € U;

= Dados \g € F,a € X,e >0y U € 7, con A\ga € U, existen § > 0
yV €71 cona€V tales que si |A— M| < 0 < ey ax €V, entonces
A eU.

Proposicion 1.2.1. En todo EVT, X, las funciones

vt : X — X definida como x — x + a (traslacion por a)
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» hy: X — X, con A # 0, definida como © — Az (homotecia de razén
A

son homemorfismos.

Demostracion. Podemos ver a la funcién ¢, como la composicién de las fun-
ciones x — (x,a) — x + a. La primera de ellas, con codominio en X x X,
tiene por componentes a la identidad y a la funcién constante a, por lo tanto
es continua. La segunda es la suma en X que por definicién es continua, y asi,
t, también lo es. Podemos ver claramente que su inversa es ¢, (z) = r — a,
que es continua por el mismo argumento. De donde, ¢, es un homeomorfismo.

Analogamente, hy es la composicion de  — (A, z) — Az, la primera
de ellas es continua de X en F por un argumento similar al del parrafo
anterior, y la segunda es el producto por un escalar en el EVT, por ende
hy también es continua. Su inversa es hy ' (z) = +2 que es continua por los
mismos motivos, por lo que h) es un homeomorfismo. ]

Envolvente cerrada absolutamente convexa: La envolvente cerrada ab-
solutamente convexa de A es el subconjunto de X, cerrado, convexo, y
balanceado, més pequeno contiene a A. Es facil ver que este conjunto
es:

be(A) = {x e X

xzzn:)\ixi,nz 1, x; GA,ZR:L\Z»\ < 1},

i=1 i=1

que coincide con co (bl(A)).

Sistema de vecindades de 0 Al conjunto de todas las vecindades de 0
en un EVT X lo llamamos el sistema de vecindades de 0 en X, y lo
denotamos como N (X) .

Teorema 1.2.1. [4, Teorema 4.5.1] Sea X un EVT. Toda vecindad de 0
es absorbente y existe una base de vecindades de 0, B, con las siguientes
propiedades:

(i) V € B implica V es balanceado

(i) Dado V € B existe U € B tal que U+ U C V.

Proposicion 1.2.2. Sea X un EVT. Dados B, una base de vecindades del
0en X yaxg € X, el conjunto {xg+ V' |V € B} es una base de vecindades
de xg .
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Demostracion. SiV € B, entonces g+ V es una vecindad de xg, ya que toda
traslacion en X es un homeomorfismo. Por otra parte, sea W una vecindad
de xg, el conjunto —zg + W es una vecindad de cero. Asi, existe V € B tal
que V C —xg+ W, conlo cual zg +V C W. O

Conjunto acotado Un subconjunto A de un EVT X se dice que es acotado
si para cada vecindad del cero V en X, existe Ay > 0 tal que A C uV,
si |u| > Av. O sea si es absorbido por cada vecindad de 0.

= Equivalentemente, A es acotado si para cada vecindad balanceada
V de 0 en X, existe Ay > 0 tal que A C AyV. (|16, Corolario
2.2.10])

» Asimismo, A es acotado si y solo si dadas una sucesion(x,) en
A y una sucesion (A,) en F tal que \, — 0, se cumple que
Ay, — 0 (|4, Teorema 6.1.4]).

s Kl trasladado de cualquier acotado es acotado.

Proposicion 1.2.8. Si una sucesion (xy,),—, en un EVT X converge, en-
tonces la sucesion es acotada.

Demostracion. Supongamos que x, — 0. Dada una vecindad balanceada
V' del cero, existe N > 1 tal que x,, € V para todo n > N; ademés como V es

absorbente, existen Aq,...,Ay_1 > 0 talesque z; € \;V,con1 <i< N —1.
Tomando A = méx (1, A1,..., An_1) se cumple que (z,) C AV; 0 sea (zy)-
es acotada. Como todo trasladado de un acotado es acotado, se sigue el
resultado. O

Proposicion 1.2.4. Sea X un EVT no nulo y Y wun subespacio propio.
Entonces int (Y) = (.

Demostracion. Supongamos que = € int (Y'). Luego, existe V € N (X) tal
que z+V C Y, oequivalentemente V C —x+Y =Y. Como V es absorbente,
dado cualquier z € X existe A > 0 tal que z € AV C AY C Y, lo que
contradice que Y es propio. O

Conjunto denso en ninguna parte Un subconjunto A de un espacio topologi-
co X es llamado denso en minguna parte si int (A) = 0.

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio topoldgico.

(a) Decimos que A C X es de la primera categoria de Baire en X si A es
la unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte. De lo contrario,
decimos que A es de la sequnda categoria de Baire en X.
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(b) Decimos que X es un espacio de Baire si todo subconjunto abierto
de X, distinto del vacio, es de la segunda categoria de Baire en X. Asi, si X
es un espacio de Baire, entonces es de la segunda categoria en si mismo.

Teorema 1.2.2. [/, Teorema 11.7.2] (Categoria de Baire) Todo espacio
(X, d) pseudométrico y completo, es de Baire.

EVT metrizable Un EVT X es llamado metrizable si su topologia esta da-
da por una métrica d invariante bajo traslaciones; es decir, d (z,y) =
d(x+z,y+z)siz,y,z € X. Asi, d(nx,0) < nd(x,0) para todo nat-
ural n y cualquier ¢ € X.

F-espacio Un EVT X es llamado un F-espacio si es metrizable y completo.

Teorema 1.2.3. Sea X un EVT metrizable. Sea V.C X un conjunto balan-
ceado. V' es una vecindad de 0 si y sdlo si absorbe cualquier sucesion en X
que converge a 0.

Demostracion. La parte «so6lo si» es cierta por la proposicién 1.2.3. Para
probar la otra, supongamos que V no es vecindad de cero. Entonces V' no
contiene ninguna bola abierta; de donde, B% (0) € V para todo n > 1.

n
Construyamos una sucesiéon tomando z, € B (0), con x,, ¢ V. Entonces
2
n

zn, € 1B1(0), o lo que es igual nx, € Bi (0), de donde na,, — 0. Luego,
como V absorbe a la sucesion, existe A S 0 tal que nx, € AV para todo
n > 1. Consideremos ahora ng > A, y entonces ngzy,, € AV C ngV por ser
V' balanceado; pero de la construcciéon de la sucesién también tenemos que
nx, ¢ nV para todo n > 1, lo cual es una contradiccion. ]

Teorema 1.2.4. [20, Teorema 2.17] Supongamos que B : X XY — Z es
una transformacion bilineal separadamente continua; es decir las transfor-
maciones lineales Ty (y) = B (a,y)y Ty () = B (z,b) definidas en Y y X,
respectivamente, son continuas para cado a € X yb €Y. Si X es un F-
espacio, Y es metrizable y Z es un EVT, entonces B es continua.

Espacio cociente Sea X un EVT y M C X un subespacio vectorial. La
relacion de equivalencia en X dada como x ~ y si y—x € M determina
el espacio cociente X /M. La funcién ¢ : X — X M que asocia a
cada x € X su clase de equivalencia T € X /M es llanada el operador
cociente. El espacio X /M es un EVT con las operaciones: T + ¢ =
TF+yy AT = Az, y la topologia cociente TQ que estd determinada
como sigue: U es abierto en la topologia cociente si y sélo si o=t (U)
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es abierto en X. Entonces, ¢ es un operador lineal, suprayectivo y ¢
es la maxima topologia para la cual ¢ es continua y con ella ¢ resulta
una funcién abierta.

Definicion 1.2.2. Sean Y un subespacio de un EVT X y Z un complemento
algebraico de Y, es decir X =Y & Z, como espacios vectoriales. Decimos
que Z es complemento topologico de Y si ademas la funcion ¢ : (Y x Z) —
Y @ Z, dada como (y, z) — y + z, es un homeomorfismo.

Teorema 1.2.5. [/, Teorema 4.9.2] Sean'Y un subespacio de un EVT X | y
Z un complemento algebraico de Y. Entonces Z es complemento topoldgico
de Y siy solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) La proyeccion Py de 'Y a lo largo de Z es continua.

Ast, Y tiene complemento topoldgico si y sdlo si exviste una proyeccion
continua de X sobre Y.

(b) El operador cociente Z =5 X Y tiene inversa continua. Asi, todo
complemento topoldgico de Y es homeomorfo a X /Y

1.2.1. Topologias vectoriales (lineales)

En esta subseccién suponemos que X es un espacio vectorial.

Una topologia 7 en X es llamada una topologia vectorial o lineal si (X, T)
es un espacio vectorial topolégico.

Las siguientes dos topologias son vectoriales.

Topologia inducida por una norma Sea || - || : X — R una norma. La
topologfa inducida por la norma es la determinada por la distancia
definida como d (z,y) = |y — z|.

Topologia inducida por una familia de seminormas Sea P = {p,} una
familia de seminormas definidas en un espacio vectorial X. Obten-
dremos un EVT asignandole a X una topologfa natural a partir de la
coleccién P. Consideremos un conjunto finito de seminormas p1, p2, ..., Pn
en P,y sea ¢ > 0. Definamos para todo a € X:

1<k<n

U(a,p1,p2,-..Pn,€) = {x €X| sup pp(r—a)< e}

La topologia en X que tiene a estos conjuntos como base es llamada
la topologia inducida por las seminormas {p,} y se denota usualmente
€omo Tp.
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Los conjuntos U (0,p1,p2, ... Pn,€) = {x € X [supj<p<npr (z) < 5} son ba-
lanceados, convexos y absorbentes.

Familia de seminormas saturada Se dice que una familia P = {p,} de
seminormas estd saturada si la seminorma max {p,, (z)|1 <i<n}

pertenece a P para cada subfamilia finita, no vacia, {pa,, .-, Pa, } de
P.

Espacios normados A la pareja (X, ||-||), donde || - || es una norma, se
le conoce como un espacio normado. A menos que se especifique lo
contrario, la topologia que consideramos en un espacio normado es la
generada por la norma.

Espacio localmente convexo Un EVT es llamado localmente convexo si
su topologia posee una base de vecindades de 0 compuesta por conjun-
tos convexos.

Teorema 1.2.6. Un espacio EVT es localmente convexro si y sélo si su
topologia estd inducida por una familia P de seminormas definidas en X.
El espacio es de Hausdorff si y sdlo si para cada x # 0 hay una seminorma
en la familia P que no se anula en x. En este caso se dice que P es una
familia separante de seminormas. La familia P puede tomarse saturada.

Demostracion. Las primeras dos partes son los teoremas [4, Teorema 5.5.1]
y |4, Teorema 5.5.2]. Si P es una familia de seminormas que generan la
topologia de X, entonces dada una subfamilia finita {p1,...p,} C P , el

conjunto U (0, p1, p2, . .. Pn, ) es igual al conjunto U | 0, lrilgi<x {pi} ,5). Por
<i<n
tanto, la familia {méq}){ {p}| @ C P finito y no Vacio} es saturada y genera
pe
la misma topologia que la original. O

Teorema 1.2.7. Sea X un espacio locamente convezo. Existe una base B de
vecindades de 0, con las siguientes propiedades:

1. V € B implica V es absolutamente convexo

2. Dado V e Bexiste U € Btalque U +U C V.

Demostracion. Por el teorema anterior existe una familia P de seminormas
que induce la topologia de X. Los conjuntos de la forma

U (p1:p2;---pn.€) = {ZE € X |maxp; (z) < 5}
1<i<n
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donde n > 1,p, € Py e > 0, forman una familia B con las propiedades
senialadas. ]

Teorema 1.2.8. Un subconjunto B de un espacio localmente convexo X es
acotado si y sélo si p(B) es un conjunto acotado en R para toda seminorma
p de cualquier familia P de seminormas que define la topologia de X.

Demostracion. Sean p € P y N (X) el conjunto de vecindades de 0. Supon-
gamos que B C X es acotado. Como U (p,1) € N (X), existe A > 0 tal que
B C AU (p,1); de donde p (z) < X para todo x € B.

Reciprocamente, supongamos que p(B) es acotado para toda p € P
y sea V € N (X). Existe U (p1,p2,...pn, &) vecindad bésica de 0 tal que
U (p1,p2,---Pn,€) C V. Ademaés, por hipotesis existen My, ... M, > 0 tales
que si x € B, entonces p; (z) < M; para todo 1 < i < n. Tomando M =
méx (M;), tenemos que p; (2%95) = 557Pi (x) < € para toda p; y * € B. Es
decir, 5772 € U (p1,p2,...Pn,€). Por lo tanto, B C %U(pl,pg, e DnyE) C
iﬂV, como queriamos probar. O

Conjunto bornivoro. Un subconjunto A de un EVT X es llamado bornivoro
si absorbe a cada conjunto acotado; es decir si B C X es acotado, en-
tonces existe 7 > 0 tal que B C AA si |A| > 7.

Espacio bornolégico Un espacio localmente convexo se llama bornoldgico
si todo disco bornivoro es una vecindad de 0.

Teorema 1.2.9. Todo espacio localmente convexo y metrizable X es borno-
légico.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.3, basta ver que todo disco bornivoro ab-
sorbe a las sucesiones convergentes a cero, lo cual es cierto por la Proposicién
1.2.3. O

Barril Un disco absorbente y cerrado en un EVT es llamado un barril.

Espacio barrilado Se dice que un espacio localmente convexo es barrilado
si todo barril es una vecindad de 0.

Teorema 1.2.10. Todo espacio localmente convexo, metrizable y completo
X, es barrilado.

Demostracion. Sea. B C X un barril. Por ser B absorbente, para cada = €
X podemos encontrar un natural n > 0 tal que x € nB, de donde X =
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U>2; nB. Como X es un espacio métrico completo, es de Baire; es decir, no es
unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte y como B es cerrado,
entonces existe algin ng > 0 tal que int (ngB) # . La multiplicacion por
un escalar es un homeomorfismo, por lo que int (B) # @. Sea z( € int (B),
luego existe una vecindad balanceada y convexa de cero V tal que zo+V C
B. Como V' y B son balanceados, —z¢g + V C B; por ende, %(mo +V)+
% (—x0+ V) C B, pues B es convexo; pero % (xo+ V) + % (—xo+ V)=V
porque V es convexo, de donde V C B, es decir, B es una vecindad de cero,
como querfamos probar. O

1.2.2. Continuidad de transformaciones

Transformacion acotada Sean X y Y dos espacios vectoriales topologicos.
Decimos que una funcion 7' : X — Y es acotada si T(B) C Y es
acotado siempre que B C X es acotado.

1.2.2.1. Continuidad de operadores lineales

Teorema 1.2.11. Sea T : X — Y un operador lineal entre EVT. Para las
condiciones siguientes.

1. T es continuo.

2. T es continuo en el 0.

3. T es acolado.

se tiene que 1) y 2) son equivalentes, y cualquiera de ellas implica 3)

Demostracion. Que 1) = 2) es inmediato. Para probar 2) = 1) tomemos
zo € X y una vecindad W de T (z¢). Existen V€ N (Y) y U € N (X) tales
que T (z9) +V C Wy T (U) C V. Entonces g + U es una vecindad de z
que satisface: T (z) € W siempre que z € xo+ U.

Probaremos ahora que 2) = 3). Sea B C X un conjunto acotado. Dada
V e N (Y), que podemos suponer balanceada, existe U € N (X) tal que
T (U) CV,y como B es acotado, existe A > 0 tal que B C AU. Por tanto,
T(B) C T (\U) C AV. 0

Teorema 1.2.12. Cuando X, Y son espacios normados y T : X — Y es
un operador lineal, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es continuo.

2. T es continuo en el 0.
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3. T es uniformemente continuo en X.
4. T es acotado.
5. Existe alguna vecindad U de 0 en X tal que T'(U) es acotado en Y.

6. Existe un nimero real no negativo M tal que ||Tz|| < M||x|| para cada
reX.

7. sup{||Tx|| |z € Bx} es finito, con By la bola unitaria.

Al nidmero sup {||Tx|| |z € Bx} lo llamamos la norma de T, que es de-
notado como||T||, y se cumple ||Tx|| < ||T||||z| para todo x € X.

Demostracion. En el Teorema 1.2.11 ya se probé la equivalencia de 1) y 2),
y también es inmediato que 3) implica cualquiera de las dos.

2) = 3) Dada € > 0 existe 0 > 0 tal que || Tz| < € si [|z]] < ¢. Para
x,y € X hacemos z = x — y, y entonces |T (z) =T ()| = ||IT (2)| < e,
cuando ||z — y| < §.

Asi, las tres primeras afirmaciones son equivalentes.

Por el Teorema 1.2.11, cualquiera de estas tres implica la 4).

4) = 5) La bola unitaria By, es decir la bola cerrada con centro en cero y
radio 1, es una vecindad acotada de 0 y al ser T" acotado se tiene que T (Bx)
es acotado en Y.

5) = 6) Sean U una vecindad de 0 que cumple 5) y Bs[0] C U. Como
T (U) es acotado, existe M’ > 0 tal que ||T (z)|| < M’ siempre que ||z|| < 4.

o) <

[l

Para cada 2 # 0 tenemos que o2 € B; [0] y asi,

que implica que ||T (z)|| < MT, |z||. Esta desigualdad también es valida si
|z|| = 0. Por tanto, se cumple 6)

6) = 7) Es inmediato.

7) = 2) Sean € > 0y M = sup{||Tz|||z € Bx}, entonces ||[Tz|| < M
para todo ¢ € Bx. Si § = +, entonces |lz|| < & implica ||[#££|| < 1. De
donde, HT (%) H < M. Por ende ||Tz| < € cuando ||z|| < § y T es continua

en 0. O

El espacio normado B (X,Y) La coleccion de todos los operadores linea-
les entre dos espacios normados X y Y se denota por B (X,Y) vy es
un espacio normado con la norma ||T'|| = sup {||Tz|||x € Bx}. Este
espacio es de Banach si y s6lo si Y es de Banach.
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Teorema 1.2.13. (Banach-Steinhaus) /4, Teorema 11.9.2] Sean X un
espacio de Banach, Y un espacio normado y F CB(X,Y) puntualmente aco-
tado, es decir para cada x € X existe My > 0 tal que ||T (z)|| < M, para
todo T € F, entonces |T|| < M para algin M >0 y todo T € F.

Teorema 1.2.14. Cuando (X,7p) y (Y,7q) son espacios localmente con-
veros y T : X — Y es un operador lineal, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. T es continua.

2. Para cada q € Q existen n > 1, p1,....,pn € P y M > 0 tales que
q(T (z)) < Mmax{p1 (z),....pn ()} para todo z € X.

Demostracion. Supongamos primero que 7' es continua. Sea ¢ € Q) y tome-
mos la vecindad del cero V = {y € Y|q(y) < 1}. Por la continuidad de T’
en 0, existen 6 > 0y p1,...,pn € P tales que ¢ (T (z)) < 1si p; (x) < § para
1<i<n.Sean x € X,y r >0, entonces:

p (semetsmrs) <9

oz
- (7 (gghm)) <

= o(T (@) < 5 (max {pi (2)} + 1)

Al hacer tender r a 0, obtenemos ¢ (T (z)) < %112;’2( {pi (z)} Por tanto,
<i<n

para M = % se satisface la desigualdad a demostrar.
Para ver que 2) implica 1), tomamos una vecindad bésica de cero arbi-
traria, V = {y|q1 (y) < &,...,qm (y) < e}. Para cada ¢; existen M; > 0y

pgi), o ,p,(f) € P, tales que ¢; (T (x)) < M; méx {pgi) (z),... ,pﬁf) (x)}, para

todox € X. Por tanto,siz € U = {x € X‘p? (r) <051 <i<m,1<j gni},
donde W = §;, entonces ¢; (T'(z)) < € para cada 1 <i < m. Asi, T
es continua en 0 y por consiguiente, en X. [

1.2.2.2. Continuidad de funcionales lineales

Para cuando el codominio de un operador lineal es el campo F tenemos
el siguiente resultado.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

Teorema 1.2.15. (Funcionales lineales continuas) Supongamos que x* es
una funcional lineal en un EVT X. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. La funcional x* es continua.

2. Existe una vecindad U de 0 en X tal que z*(U) es un subconjunto
acotado de F.

3. El nicleo, ker x*, de x* es un subconjunto cerrado de X.
4. ker x* no es un subespacio propio y denso de X.

Demostracion. 1) = 2) Existe U € N (X) tal que |2* (z)| < 1 para todo
x € U, por lo que U satisface 2)

2) = 1) Para ver el regreso basta probar que z* es continua en 0. Sean
e>0,UeN(X)y M >0 tales que |z* (z)] < M, siempre que = € U. Si
z € &, entonces M € U y [2* (z)| <.

1) = 3), ker z* es la imagen inversa de {0} bajo z*.

3) = 4) Si z* = 0, entonces ker z* es todo X, asi que no es un subespacio
propio. Si z* # 0 entonces ker x* = ker x* # X, por lo que ker z* no es denso
en X.

4) = 2) Supongamos que 2) no es cierto. Entonces z* # 0 y ker z* es
un subespacio propio de X. Tomemos xg ¢ ker z*. Sea U cualquier vecindad
de g y V € N (X) balanceada tal que xg +V C U. Como no se cumple
2), existe y € V tal que |2* (y)| > |2* (x0)] > 0. Tomemos A > 1 tal que
|z* (y)| = A|z* (x0)|. Existen escalares tales que [Ai| = [Aa| =1y Aiz* (y) =

Aezx* (x9), De donde, z* (x¢) = z* (%) Sea x1 = %\g, entonces —x1 € V

porque —/\)‘—/\12 = % < 1. Asi, xg—x1 € o+ V. Por otra parte, z* (zg — z1) =
0, o sea, xg — x1 € ker x*. Esto prueba que ker * es un subespacio propio y
denso de X, lo cual contradice 4). O

Teorema 1.2.16. Hahn-Banach (espacios normados) /4, Teorema 7.4.1]
Supongamos que y* es una funcional lineal acotada definida en un subespacio
Y de un espacio normado X. Entonces existe una funcional lineal acotada
x* definida en todo X tal que ||z*|| = ||y*|| y la restriccion de x* a Y es y*.
En otras palabras, la funcional y* se puede extender a una funcional lineal
acotada en X que tiene la misma norma.
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Teorema 1.2.17. Hahn-Banach (espacios localmente convexos) /8,
Proposicion 1 3§1] Supongamos que y* es una funcional lineal continua
definida en un subespacio Y de un espacio localmente convezo X. Entonces
existe una funcional lineal continua x* definida en X tal que la restriccion
de * a 'Y es la funcional y*.

Corolario 1.2.1. /8, Proposicion 2 3§1] Sea Y un subespacio cerrado de
un espacio localmente convexo X y que zg € X\ Y. Entonces existe una
funcional lineal continua z* definida en X tal que x* (zg) = 1 y la restriccion
de z* a Y es la funcional cero.

1.2.2.3. Continuidad de seminormas

Teorema 1.2.18. Una seminorma p : X — [0,00), en un EVT X, es
continua si y solo si es continua en 0.

Demostracion. S6lo hay que probar que la continuidad en 0 implica la con-
tinuidad en X. Sea € > 0, entonces existe V € N (X) tal que |p(x)| < € si
x € V. Sea xg € X y consideremos su vecindad xg + V. Dado =z € z¢9 + V,
tenemos que |p (z) — p (z0)| < p(z — zo) < €, donde la ltima desigualdad se
tiene porque x —xg € V. Por lo tanto, p es continua en cualquier g € X. [

Corolario 1.2.2. Una seminorma p : X — [0,00), en un EVT X, es
continua si y sélo V ={z € X |p(x) <1} es una vecindad de 0.

Demostracion. Si p es continua, claramente V es una vecindad de cero, pues
es la imagen inversa del abierto [0,1) de [0,00). Ahora sea ¢ > 0. Como V
es vecindad de cero también lo es €V, y para todo ex € €V se cumple que
p(ex) =ep(z) < g, es decir, p es continua en 0. O

De manera similar a como se probé el Teorema 1.2.14 se puede demostrar
el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.5. Sea (X, 7p) un espacio localmente convexo. Una semi-
norma q : (X,7p) — [0,00) es continua si y solo si existen n > 1,
Ply P € Py M > 0 tales que q () < M méx{p1 (z),...,pn (x)} para
todo x € X.

Teorema 1.2.19. Si P, es la familia de todas las seminormas continuas en
un espacio localmente convezo (X, 7p), entonces P C P. y Tp = Tp,,.
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Demostracion. Por el Corolario 1.2.2; toda seminorma en P es continua en
X, es decir P C P, por lo que 7p C 7p,. Para la otra contencion, pro-
baremos que Id : (X,7p) — (X,7p,) es continua. Sea ¢ € P¢, por ser
q: (X,7p) —> [0,00) continua, existen M > 0y p1,...,p, € P tales que
q(z) < ergégz (pi (x)), para todo x € X; pero ¢ (Id(x)) = q(z), por lo que

la desigualdad anterior demuestra la continuidad de la identidad (Teorema
1.2.14). O

Corolario 1.2.3. Sea (X, 7p) un espacio localmente convexo. Una seminor-
ma q : (X,7p) — [0,00) es continua si y solo si existe una seminorma
continua p en X tal que q (z) < p(z) para todo x € X.

Demostracion. El resultado se sigue de la Proposiciéon 1.2.5 y el teorema
anterior, ya que si n > 1, p1,....,pp, € Py M > 0, entonces p(x) =

M méx (p; (z)) es una seminorma continua en X. O
1<i<n

Corolario 1.2.4. Sea (X, 7p) un espacio localmente convexo. Una base de
vecindades del cero para la topologia Tp, dada por todas las seminormas
continuas en X, estd formada por los conjuntos de la forma {x|p(z) < 1},
conpe Po .

Demostracion. Sea U = {x eX |1121a'<x (pi(x)) < 5} una vecindad béasica
<i<n
del cero en 7p,. La funcional %1I£1é<x (pi (x)) es una seminorma continua en X.
<i<n
Si definimos ¢ (z) = L max (p; (v)), entonces {z ¢ (z) < 1} C U (p1,p2, . .- Pn, &),

€1<i<n
lo que prueba el corolario. O

Teorema 1.2.20. Sea X un espacio localmente convexo y P una familia
de seminormas que definen su topologia. Un operador lineal T :' Y — X,
definido en un EVT'Y es continuo st y sélo si poT es continuo para cada
peP.

Demostracion. Si T es continua, claramente p o T' es continua para toda
p € P, pues las seminormas de la familia P son continuas en la topologia que
definen (Corolario 1.2.2). Supongamos ahora que poT es continua para cada
p € P; basta probar que T es continua en (. Tomemos una vecindad bésica
de 0, U (p1,p2,---Pn,€). Por hipotesis, existen vecindades de 0, V1,...V,,
en Y tales que p; o T (V;) C (—¢,¢) para cada 1 < i < n. Para cualquier
z eV =ViNn...NV,, tenemos que p; (T'(x)) < ¢ para todo 1 <1i < n; es
decir, T (V) C U (p1,p2, - - - Pn, €), 1o que prueba que T' es continua en 0. [J
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1.2.2.4. Las F-normas y los espacios localmente convexos y metriz-
ables

Teorema 1.2.21. Un espacio localmente convexo X es metrizable si y sdlo
st su topologia estd generada por una sucesion creciente de seminormas qq <
. < qn < ... cuyos términos forman una familia separante de seminormas.

Demostracion. Supongamos primero que X es metrizable. En especial es
un espacio de Hausdorff y cualquier familia de seminormas que defina su
topologia debe ser separante. Sean P, la familia de seminormas continuas
en X, y d una métrica que genera su topologia; luego, el conjunto B =

Bi (0)|n > 1} es una base de vecindades del cero. Por tanto, existe p; €

P. tal que p; (z) < 1 implica x € B (0). Existe n; > 1 tal que si z €
B 1 (0), entonces p; (z) < 1; por otra parte, existe ps € P, tal que ps (x) < 1

1mphca xr € B i (0). Asi, p1 (x) < 1 siempre que pa2 () < 1. Procediendo

mductlvamente 'obtenemos: una sucesién (pn) en P. tal que:

(i) pn () < 1 siempre que pp41 () <1,y

(i) z € B1 (0) si pgya (2) <1,

con ng > },Z:, para todo k > 1. De (i) se sigue que p, () < ppt1 (2)
para todo z € X y n > 1. O sea, la sucesion de seminormas as{ definida es
creciente, y determina una topologia 7g que es claramente més débil que la
dada por P.. Veremos que coinciden.

Sea p € P, existe r > 0 tal que si y € B, (0), entonces p(y) < 1,y
existe k > 1 tal que - < r. Por (i) y lo anterior, tenemos que pj41 (z) <1
implica p (z) < 1. Entonces p (z) < pr41 (x) para todo z, y por tanto 7 es
més fuerte que la topologia dada por P., como queriamos probar.

Ahora supongamos que la topologia 7 de X esta dada por las seminormas
p1 < ... <p, <....y que ellas forman una familia separante. Definimos,
para z,y € X:

y)
:L‘ e —
) Z_: 2 pp (x —y) +1
que claramente es una meétrica invariante bajo traslaciones
Afirmamos que d define la topologia 7. Llamemos 74 a la topologia dada
por d, y sea € > 0. Consideremos la bola abierta B. (0) con centro en 0 y
radio € > 0. Existe N > 1 tal que ZZO:NH 2% < 5. Por consiguiente, si
pn(x) < %5, con 0 < d < min(1,5), entonces d(z,0) < e. Esto prueba que
Tqa C T
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Tomemos ahora la 7-vecindad {z € X |p, (z) <e}, conn > 1ye > 0.

Notemos que p,, () < € siy s6lo si pf&fﬁl < zf7- Entonces, d (z, 0) < 2%%

n (T .
pf(x()ll < - Es decir, 7 C 7. O

implica

En la demostracion del teorema anterior, usamos un caso particular del
siguiente hecho: Si (py,) es una sucesion de seminormas en un espacio vectorial
X que forman una familia separante, entonces la funcién

o0

L po(z—y)

es una distancia invariante bajo traslaciones.
Por otra parte, la funcién real no negativa definida como

— 1 pu(2)
tllp =3 oo Lo

satisface las siguientes propiedades para z,y € X:

1. ||z||p =0siysolosiz=0

2. [ Azl[p < lellpsi|Al <1

3. =z +yllr <zl +llyllr

4. [[Apz||p — 0 cuando n — oo, si (\,) es una sucesion escalar que

converge a 0

Ademés, H‘T - y”F = d(fE,y)
La propiedad (1) es bastante clara, y para comprobar (2) y (3), basta
recordar que para cualesquiera dos reales no negativos, a y b, sle (ful%q le: a <
b 1 An|pE(z 1

b 45 < 447 Ahora probaremos (4). Sea e > 0. Como P Palpr() b1 < 2F

para todo k > 1y todon > 1, existe K > 1 tal que Z?;K+1 %%

3 : K 1 |Mlpk(@) €
5. Asi, tenemos que [|Az|p < D opoy 3 Palpr ()41 T 2+ Como

f; 1 Pl (@)

B ALLLE 8 A )
2k ‘)\n|pk (:L‘) +1

k=1

cuando n — oo, existe N > 1 tal que ||Apz||p < esin > N y se cumple (4).
A cualquier funcién real no negativa ||-|| definida en X que cumpla de
(1) a (4), se le llama una F-norma. Es facil ver que d(x,y) = ||z — y||» es
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una distancia en X invariante bajo traslaciones, siempre que ||| es una
F-norma en X. La topologia generada por una F-norma es, por definicion,
la, determinada por esta distancia.

Como consecuencia de las propiedades caracteristicas de una F-norma
tenemos las siguientes:

6. Azl < ’ /\xHF si A < M (se sigue de (2))
7. Dados un escalar A y un natural N > || se cumple: |[Az||» < N ||z| &
(se sigue de (6) y (3))

Proposicion 1.2.6. Un espacio vectorial con la topologia generada por una
F-norma ||-||p es un EVT.

Demostracion. Continuidad del producto por un escalar. Supongamos que
An = Ay x, — x. Existe, por (6) y (7), un natural N tal que si n > N,
entonces

||)\nxn_)\x||F H(An_)\)(l"n_x)HF —|—H)\(xn—x)||F+ ||()\n_)\)33||F

<
< l(zn = 2)| AN (@0 = 2)[[p+ 1A = A |-

Como cada sumando tiende a 0, concluimos que || A\pz, — Az| z — 0.
Continuidad de la suma. Por la propiedad (3), ||zy + yn — (z +y)||p — 0
sity, >y Yy, > yen X. O

A partir del Teorema 1.2.21 y lo recién visto, tenemos los siguientes dos
resultados.

Corolario 1.2.5. Si un espacio localmente convexo X es melrizable, en-
tonces su topologia estd generada por una F-norma en X.

Proposicion 1.2.7. Supongamos que X es localmente convexo y metrizable,
y M es un subespacio cerrado de X . Entonces (X, M,1q) es localmente
convexo y metrizable.

Demostracion. La topologia cociente 7¢g es localmente convexa, ya que si U
es una 7 -vecindad de 0, entonces ¢! (U) es una vecindad de 0 en X, por
lo que contiene una vecindad convexa V' de 0 en X. Entonces, ¢ (V') es una
vecindad convexa de 0 en () y estd contenida en U. O sea, 7¢g tiene una base
de vecindades de 0 formada por convexos.

Sabemos que la topologia de X esta generada por una F-norma ||| .
Afirmamos que

[Zllg = inf [lo+ 2| p = dist (x, M) = inf ||yl
zeM y=x

=T

<
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es una F-norma en Q = A/I. S6lo comprobaremos la propiedad (4). Si (Ay)
es una sucesion escalar que converge a 0 y T € @, entonces 0 < [[A,Z[[o <
|Anz||p; de donde, ||A,z|lm — 0. )

Veremos ahora que la topologia 7; determinada por la distancia d induci-
da por [|-[| coincide con la topologia cociente 7q.

Sea U € N (Q), entonces ¢! (U) es una vecindad de 0 en X y por
tanto, existe, § > 0 tal que [|y[| < ¢ implica § € U. Si ||Z[|y < J, entonces
|z + 2|z < ¢ para algin z € M y por consiguiente, Z € U. Es decir,
B(? (0) C U. Esto prueba que toda 7g-vecindad de 0 lo es también en la
T7-topologia.

Reciprocamente, si B (0) es una bola abierta para la distancia d, en-
tonces ¢! (B (0)) = {a: eX ‘HTHQ < 8} = {z € X |dist(x,M) <e}, es
un abierto en (X,d) y asi B, (0) es una vecindad abierta de 0 en 7g. O sea,
toda 73-vecindad de 0 lo es también en la 7¢-topologia. O

1.2.2.5. Relacién entre la nocién de espacio bornoldgico y la con-
tinuidad de transformaciones

Teorema 1.2.22. Sea (X, T) un espacio localmente convezo X . Las siguien-
tes son condiciones equivalentes:

(a) X es bornoldgico

(b) Toda seminorma acotada en X es continua.

(¢) Toda transformacidn lineal acotada T : X — Y | donde Y es un
espacio localmente convexo, es continua.

Demostracion. Probaremos primero que (a) implica (b). Sean B C X acota-
do y p una seminorma en X acotada. Tomemos V = {x |p(z) < 1}. Por el
Corolario 1.2.2, s6lo hay que probar que V' es una vecindad del cero; para lo
basta ver que el disco V' es bornivoro. Por ser B y p acotados, sabemos que
existe M > 0 tal que p(z) < M para todo x € B, es decir p (%) < 1. Asi,
ﬁB C V,olo queesigual BC MV, y por tanto, V es bornivoro.

Probemos ahora que (b) implica (c¢). Sea ¢ una de las seminormas que
definen la topologia de Y; afirmamos que q o T es una seminorma acotada
en X. Claramente es una seminorma, pues q lo es y T es lineal. Si B C X
es acotado, entonces T'(B) C Y es acotado, por ende existe M > 0 tal que
q (T (B)) < M, lo que prueba nuestra afirmacion. Entonces, goT" es continua
por hipétesis, por lo que T es continua por el Teorema 1.2.20.

Por ultimo supongamos (c¢) y probemos que X es bornolégico. Sea V un
disco bornivoro y sea py su funcional de Minkowski, la cual es una semi-
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norma. Sea 7 la topologia de X, y consideremos la siguiente funcién entre
espacios localmente convexos:

Id: (X,7) — (X, {pv})

Sabemos que el operador Id es lineal y afirmamos que es acotado. Sea
B C X acotado. Por ser V' bornivoro, existe A > 0 tal que B C AV, y
entonces py (z) < A para todo x € B, o sea, B es py-acotado, lo que prueba
nuestra afirmacién. Entonces, por la hip6tesis, Id es continua. Sabemos que
{z € X |py (z) < 1} esta contenido en V' y es una vecindad abierta del 0
en la topologia dada por py. Por la continuidad de Id, es también una -
vecindad abierta contenida en V', y concluimos que V es vecindad de cero.
Asi, queda probado que X es bornologico. O

1.3. Topologias débiles

El espacio dual topolégico Sea X un EVT. El espacio dual topoldgico de
X, denotado como X*, es el espacio vectorial de todas las funcionales

lineales continuas en X. En el caso de que X es un espacio normado
X*=B(X,F).

La inmersion candnica de X en X** Sea X un espacio normado y * el
operador de X en X**definido como = — &, donde Z (x*) = * (x) para
todo x* € X*. Este operador es una isometria lineal y es llamado la
inmersion candnica de X en X .

Complecion de un espacio normado Si X es un espacio normado, en-
tonces la cerradura Cl(X) de la imagen X de X en X™** es un espacio
de Banach. Por tanto, C1(X) es «la» complecion de X.

Topologia débil La topologia débil en un EVT X determinada por un sub-
conjunto no vacio Y C X* denotada por o (X,Y), es la topologia de-
terminada por la familia de todas las seminormas de la forma p,» () =
|z*(z)] conz* €Y yx e X. Asi V C X es 0 (X,Y)-abierto o débil-
mente abierto si para cada a € V existen z7,...,z;, € Y y € > 0 tales
que:

Ula,z],...,z;) = {:I:GX

(rx—a)| < cVv
mas Jaia — o) << } €

En otras palabras, la topologia débil o (X,Y") es la topologia mas pe-
quena en X para la que todo elemento de Y es continuo. Cuando
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Y = X* entonces la topologia o (X,Y) = o (X, X*) es llamada sim-
plemente la topologia débil de X y se denota por w.

La topologia débil de un EVT (X, 7) es mas gruesa que la original, ya que
{z € X |mazi1<i<n|z}(x —a)| < e} € 7 si x} es una funcional lineal continua
en X paracadal <k <nyaée€ X.Portanto, todo T-acotado es w-acotado.
Los siguientes dos resultados nos dan el inverso de éste en dos clases de
espacios: la primera contenida en la segunda, pero damos el resultado para
ambas, pues la prueba del primero caso nos sirve para probar el segundo.

Teorema. Un subconjunto de un espacio normado es acotado si y sélo si es
w-acotado.

Demostracion. Supongamos que B # () es w-acotado. Asi, para cada x* €
X* existe My > 0 tal que p,= (z) = |z* (x)] < M, para todo = € B.
Consideremos la inmersiéon canénica * : X — X**. Entonces:

B = {teX™|zeB}
c {&eX™||&(*) < M,}.

Es decir, dada z* € X*, |2 (z*)| = |2* ()] < My~ para todo & € B.
Luego, por el teorema de Banach-Steinhaus (1.2.13), existe M > 0 tal que
|lZ]| = ||z]| < M, para todo z € B. O

Teorema 1.3.1. Un subconjunto de un espacio localmente convero es aco-
tado si y solo si es w-acotado.

Demostracion. Supongamos que B C X es w-acotado. Asi, sup,cp 2" (z)] <
0o, para todo z* € X*. Sean p cualquier seminorma continua en X, K, =
{r e X|p(z) =0}y X, = X/K,. Afirmamos que la funcional definida como
||3_3HXP :=p(x) para T € X, es una norma. Para ver que estd bien definida,
observamos que si x ~ y, entonces z —y € Kj,; es decir p (z —y) =0, lo que
implica que |p (z) —p(y)| < p(z —y) = 0, de donde obtenemos que p (z) =
p (y). Las propiedades: desigualdad del tridangulo y homogeneidad absoluta se
tienen porque p es una seminorma. Si H:EHXP = 0, entonces p () = 0, por lo
que z € K, o lo que es lo mismo = 0. Ahora consideremos 7 : X — X,
la aplicacion cociente, la cual es continua por la definicion de [|Z[|x 'y el

Teorema 1.2.14. Sean B, = 7 (B), X, la complecion de X, y y* € X, .
Notemos que la composicion X —— Xp < X, AN pertenece a X*, y
entonces sup,cp |y* ()| = sup,cp [y* ot o7 (x)| < oo. Por tanto, {z |x € B}
es w-acotado en X, y por el teorema anterior es acotado en la norma |-y .
De donde p (B) es acotado y por el Teorema 1.2.8, B es acotado en X. [
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Topologia débil* Sea X un espacio normado y @ la inmersién candnica
de X en X**. La topologia débil determinada en X* por @ (X) C X**
es llamada la topologia débil* de X*, denotada por w* o o(X*, X). En
otras palabras, la topologia débil* del dual de un espacio normado X
es la topologia méas pequena para X* tal que cada funcional lineal &
es continua . La familia de todas las seminormas de la forma p; (z*) =
|z* (z)], con z € X, y toda x* € X* induce la topologia w*.

Teorema de Alaoglu [4, Teorema 8.4.1] Sea X un espacio normado. En-
tonces Bx+ es wx-compacto.

Los espacios de Banach ¢! y ¢ El espacio de sucesiones absolutamente
sumables, denotado por ¢!, es el conjunto de sucesiones en IF que definen
series absolutamente convergentes:

fj\wmoo}

n=1

= {(:nn) cF

La suma y el producto por un escalar se definen entrada por entrada, y
la topologia esta dada por la norma

IG@a)lly = lzal
n=1

El espacio de sucesiones acotadas, denotado por £°°, es el conjunto de
las sucesiones (z,) en F tales que |z,| < M para algan M > 0 y para
todo n > 1. Consideramos en este espacio también las operaciones lineales
definidas entrada por entrada, y su topologia esta dada por la norma

1(zn)lloe = sup |zn] .
n>1

El dual de ¢! Podemos identificar el dual de ¢'con ¢, ya que cada fun-
cional lineal continua z*en ¢! es de la forma

2" ((zn)) = Zznxm
n=0

donde (z,) € £*°, y se cumple la igualdad||z*|| = ||(2,)]]

oo”

Teorema de Schur [7, Teorema 5.19] Una sucesién en ¢! converge a = en
la norma si y sélo si converge a x en la topologia débil w.



Capitulo 2
Algebras topoldgicas

Como su nombre indica, en este capitulo se desarrollardn los conceptos
necesarios para estudiar las dlgebras topologicas. Algunos de estos resultados
son exclusivos del area de las dlgebras, como los de espectro o Q-algebra, y
otros son generalizaciones de lo ya visto para espacios vectoriales.

En todo el capitulo supondremos que A es un algebra asociativa sobre F.
Escribimos (A, 7) para senalar que en A estamos tomando la topologia 7. Si
A tiene idéntico, éste se denota como e.

2.1. Invertibilidad

Supongamos que A tiene idéntico. Se dice que x € A es invertible si
existe y € A tal que zy = yx = e. En tal caso, y es llamado el inverso de z.
De modo similar se define cudndo z es invertible por la izquierda y por la
derecha y las nociones de inverso izquierdo y derecho. Si un elemento z tiene
inversos derecho e izquierdo, entonces estos coinciden y son el inverso de x.

El subgrupo multiplicativo G (A) Supongamos que A tiene idéntico. En-
tonces G (A) = {z € A|x es invertible } es un grupo multiplicativo con
el producto heredado de A.

Definicion 2.1.1. Supongamos que A tiene idéntico. Definimos el espectro
dez € Acomoo(x) ={NeF|x—Xe¢ G(A)}, que puede ser el conjunto
vacio, y el radio espectral en x como

r(z) = sup {[A[|A € o (z)}

donde sup @ = 0 y el supremo vale oo si o (x) no es acotado.

24



CAPITULO 2. ALGEBRAS TOPOLOGICAS 25

El radio espectral es positivo homogéneo, es decir:
r(ax) = ar(x)

para todo x € Ay a > 0, ya que para « > 0, A € o(x) si y solo si
al € o (ax).

Definicion 2.1.2. Una funcional lineal ¢ : A — F es llamada un caracter
o multiplicativa si satisface la propiedad multiplicativa: ¢ (zy) = ¢ (z) ¢ ()
para todo z,y € X.

Toda funcional multiplicativa ¢ no idénticamente cero en un algebra, A
con idéntico, cumple que ¢ (e) =1y ¢ (z) € o (z) para todo = € A.

Al conjunto de todas las funcionales lineales multiplicativas en A distintas
de la funcional cero se le denota por M7 (A). Asi

{f@Ifemt)}co@.

2.2. Algebras semitopolégicas y topolégicas

Producto algebraico de conjuntos Para B,C C A definimos su produc-
to algebraico como BC = {zy|x € B,y € C'}. Si B = {x}, escribimos
el producto BC como xC, en lugar de {z} C.

Definicion. Se dice que A con una topologia 7 es un algebra topologica

si con ella es un EVT y el producto A x A - /ll) es una funcién continua.
(a,b) a

En tanto que decimos que el dlgebra (A, 7) es semitopolégica cuando es un

EVT y el producto es sélo continuo en cada variable; es decir, cuando los

endomorfismos lineales L, : A - Ay R, : A — A son continuos para cada
r — —

axr X xra
a€ A.

Teorema 2.2.1. Supongamos (A,7) es un EVT. Entonces (A, T) es un dl-
gebra topoldgica si y solo si el producto es continuo en (0,0).

Demostracion. Sélo es necesario probar la parte «si». Sean xg,yp € A y
V C A una vecindad del cero. Buscamos Uy € N (A) tal que:

(xo+U1) (yo+U1) Cxoyo+V, o sea,
zoUr + Uy +U;-U;p CV
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Por la continuidad de la suma en A existe W € N (A) tal que W + W +
W C V, y por la continuidad del producto en (0,0) existe U € N (A) tal
que U -U C W. y podemos suponer que tanto U como W son conjuntos
balanceados. Existe A > 1 tal que xg € AU y yo € \U. Asi,

1 1 1 1
U+ -U —U-U U-U+U-U+=U-U
5U0)\ +)\ y0+)\2 C + +)\2
1
cC W4+W+W
c Vv

Por lo que U; := %U es una eleccion adecuada para la vecindad buscada.
O

2.2.1. ()-algebras

Definicion 2.2.1. Se dice que un élgebra semitopoldgica A con idéntico es
una Q-algebra si G (A) = {x € A|x es invertible } es un abierto de A.

Proposicion 2.2.1. Sea A un dlgebra semitopoldgica con idéntico. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes.

(a) A es una Q-dlgebra

(b) e estd en el interior (intG (A)) de G (A)

(c) intG (A) # O

(d) El conjunto S (G) ={x € Alr(x) <1} es una vecindad de 0.

Demostracion. Comenzaremos probando la equivalencia de las primeras tres
afirmaciones. Es claro que (a) implica (b) porque e es invertible y por (a),
G (A) = intG (a). También es inmediato que (b) implica (c).

Supongamos que intG (A) # . Sean y € G (A) cualquier invertible y
z € intG (A). Consideremos la funcién w — (yz~!) w; ésta es un homeo-
morfismo en A pues su inversa es w — (xy_l) w, y ambas son continuas al
ser A un algebra semitopoldgica. Tomemos un abierto V' que contenga a x
y tal que V' C G (A), entonces (yx_l) V es un abierto contenido en G (A4) y
y € V. Esto prueba que A es una Q-algebra.

Probemos ahora que (b) implica (d). Por hipotesis existe W vecindad del
cero, que podemos suponer balanceada, tal que e + W C G (A). Afirmamos
que W C S(G). Lo probaremos por contradicciéon, entonces supongamos
que W ¢ S (G). Luego, existe x € W tal que r (z) > 1, y entonces podemos
escoger 1 < |A| < r(z) tal que:
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de—x ¢ G(A), osea,
e—5¢G(A).

Por tanto, —% ¢ W, lo cual es una contradiccion, pues ‘})\‘ <1y Wes
balanceado.

Por dltimo, probemos que (d) implica (b). De la prueba anterior, se puede
conjeturar que e — %S(G) C G (A); supongamos pues que esto es falso, y
procedamos a llegar a una contradiccion. Sea z € S (G), tal que

e—1x¢ G(A), o sea,
2e—x ¢ G(A).

De donde, 7 (z) > 2, lo que contradice nuestra eleccion de x. O

Motivados por la nocién de invertibilidad, definiremos un concepto simi-
lar, que nos sera ttil especialmente en &lgebras sin idéntico. Dada un &lgebra
A, no necesariamente con idéntico, podemos definir la operacion circulo

roy=x+y—2xy
para x,y € A. Si zoy = yox = 0 diremos que z es casi-invertible; llamare-
mos a y el casi-inverso de x, y al conjunto de elementos casi-invertibles lo
denotaremos por G, (A). Obviamente 0 es casi-invertible con casi-inverso 0.
Si z oy = 0, entonces x es llamado un casi-inverso izquierdo de y y y un
casi-inverso derecho de z.

Proposicion 2.2.2. La operacién circulo tiene las siguientes propiedades:

(a) Es asociativa

(b) Six € A tiene casi-inverso izquierdo y casi-inverso derecho, entonces
estos coinciden. El casi-inverso de un elemento es unico

(c) Si A tiene idéntico, entonces x es invertible con inverso y, si y solo
st e —x es casi-invertible con casi-inverso e — .

Demostracion. (a) A partir de las definiciones tenemos:

zo(yoz) = z+(y+z—yz)—z(y+z—yz)
= THY+2z—Yz—TY — T2+ TYZ
= (e+y—ay)+z—(r+y—ay)z

(zoy)os.
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(b) Supongamos que y es casi-inverso izquierdo de x y z es casi-inverso
derecho de z. Como z oz =0=yozx, se tiene xz =z + z, yr = = + y. Por
otra parte,

y(xoz)= 0 =(yox)z

Yyr +yz —yrz = Yz + Tz —Yyrz
Yyr = Tz
r+y = x+=z2
Yy = =z

Si y y z son casi inversos de x, se sigue de lo anterior que coinciden.
(c) Si x es invertible y su inverso es y, entonces:

(e—z)ole—y) = (e—x)+(e—y)—(e—z—y+uay)
= 0.

Anélogamente, se puede probar que (e —y) o (e — z) = 0.

Ahora supongamos que (e — x) es casi-invertible y (e — y) es su casi
inverso. Entonces, (e — z) + (e —y) = (e — x)(e — y), de donde zy = e. De
modo similar se obtiene que yr = e O

En virtud de (c) de la Proposicion anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.3. Sea A un dlgebra semitopoldgica con idéntico. Entonces
Gy (A) es abierto si y solo si G (A) es abierto.

Demostracion. Supongamos que G, (A) es abierto. Sea x € G (A), de donde
e —x € G4 (A). Luego, existe V, vecindad balanceada de cero, tal que
(e —z)+V C G4 (A); afirmamos que z+V C G (A). En efecto, si z € z+V,
entonces (e — z) € (e —x) + V, por ser V balanceada; asi, (e — z) € G, (A4),
de donde z € G (A), como queriamos probar.

La prueba de que G, (A) es abierto si G (A) lo es, se sigue de modo
similar intercambiando entre si Gy (A) y G (A). O

Observacion 2.2.1. Por lo anterior, podemos extender nuestra definicién de
Q-4lgebra para todas las algebras semitopoldgicas, sin importar si tienen o
no idéntico, y decir:

» Una dlgebra semitopoldgica es Q-dlgebra si G, (A) es abierto en A.
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De manera similar a la Proposicién 2.2.1, se tiene la siguiente caracterizacion
para las @-algebras, con o sin idéntico.

Proposicion 2.2.4. Sea A un dlgebra semitopoldgica. Entonces, las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es Q-dlgebra.

(b) int (G, (A)) # 0.

(¢c) G4 (A) es vecindad de cero en A.

Demostracion. Es claro que (a) implica (c), pues 0 € G4 (A), y (c) implica
(b). Sélo queda probar que (b) implica (a).

Para x € A, definimos las funcionales L, : A — Fy R, : A — F. como
L.(r) =zoxzy R, (r) = z oz Estas son continuas porque A es un algebra
semitopolégica.

Tomemos = € G4 (A), con casi-inverso y, y a € int (G4 (A)). Entonces,

Looy (z) = (a+y—ay)ox
= aty—ay+z—(a+y—ay)z

= Q.

Anélogamente, Ry, () = a. Hagamos S = int (G, (A)), entonces Lgoly (S)
y R, L (S) son abiertos y

yoa

Ll (S) c {beAlbo(aoy) tiene casi-inverso } y

aoy

R;L(S) c {be€ A|(yoa)ob tiene casi-inverso }.

yoa

Asi, be L L (S)N R;L (S) implica que b tiene casi-inversos izquierdo y

aoy yoa
derecho, o sea, b es casi-invertible. De donde,

x € Loy, (S)N Ry (S) € Gq (A).
Es decir, G4 (A) es abierto, como queriamos probar. O

Definicion 2.2.2. Sea A un algebra. La unizacion de A es el algebra A, =
A x F, con las operaciones lineales usuales de parejas y el producto definido
como:

(z,a) (y, B) = (zy + azx + By, af)

para (z,a),(y,B) € A.. El idéntico de esta algebra es (0,1). Si A es un
algebra semitopoldgica, la topologia producto es la que se considera en A..
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Lema 2.2.1. Sea A un dlgebra semitopoldgica. El homomorfismo de dlgebras
i:A— A x {0} definido via la asociacion a — (a,0) es un isomorfismo y

Gy(Ae) N (A x{0}) =i (Gy(A)).

Demostracion. La primera afirmacién es inmediata. La segunda se obtiene
de que para x,y € A vy 8 escalar se cumple que

(2,0)0(y,8) = (z+y, B)— (zy+ Bz, 0)
= (1-B)z+y—=xy,B)=(0,0)

si ysolosizoy =0y S = 0.Y una equivalencia similar se tiene para
(y,8) 0 (,0) y youw. O

Lema 2.2.2. Sea A un dlgebra semitopoldgica. La funcion h : Ax(F\{1}) —
A dada como (z, ) — %= es continua y h™' (Gg(A)) = Gq(Ae).

Demostracion. La primer afirmaciéon se sigue de que la funcion (z,a) —
! 1 prod 1 funci i P 1
x, 1= ) y el producto por un escalar son funciones continuas. Para ver la se-

gunda sean (z,a) € Ax(F\ {1}) yy € A. Observamos que (1 —a) (1 — ) =

1si 8= 1 . Entonces

1 1 1
(xva)o(l_ay7/8> = ($+1_Cly7a+/8>_(1_axy+ﬁx+1ilay’aﬁ)

= ((1—5)w+y—1iaa¢y, 0)

B Lo 1 .
- =T T

De manera similar se tiene (ﬁy, B) o(xz,a) = <ﬁ$ +y— ﬁym, 0).

Entonces, <ﬁy,ﬁ> es el casi-inverso de (z, ) si y solo si y es el casi-

. 1
inverso de ;—z.

Por consiguiente, (z,«) es casi-invertible en A, si y so6lo si ﬁx =
h((z,a))loesen A. Esdecir, (z,a) € Gy(Ae) siysolosi (z,a) € h™1 (G,(A)).

O

Teorema 2.2.2. Sea A un dlgebra semitopoldgica. Entonces A, es una Q
dlgebra si y solo si, A es una Q-dlgebra.



CAPITULO 2. ALGEBRAS TOPOLOGICAS 31

Demostracion. Si A, es Q-algebra, entonces G4(Ae) N (A x {0}) es un abier-
to de (A x {0}). Por el Lema 2.2.1, G,(A) = i1 (G,(Ac) N (A x {0})). En-
tonces, G4(A) es abierto en A.

Reciprocamente, por el Lema 2.2.2, h=! (G,(A)) = G4(A.). Por lo que
A, es una @-édlgebra si A lo es. O

2.3. Algebras localmente convexas, m-convexas, metriz-
ables y bornolégicas

Definicién 2.3.1. Se dice que un algebra semitopologica (A, ) es local-
mente convexa si (A4, 7) es un espacio localmente convexo. Cuando (A, 7) es
un algebra topolégica y es también un espacio localmente convexo, entonces
se dice que (A, 7) es un algebra localmente convexa con producto continuo.

A partir del Teorema 1.2.14 obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.1. Sea 7 una topologia localmente convexa definida en
A y determinada por una familia P de seminormas. (A,7) es un dlgebra
localmente conveza si y sdlo si para a,b € A y p € P existen n,m >
1, p1yespn € P, q1yeeesqn € P, My > 0 y My > 0 tales que p(ax) <
Myméx{p1 (z),....pn (x)} y p(xb) < Mymax{q (x),...,qn ()} para todo
z e X.

Y con base en esta proposicién y el Teorema 1.2.19 obtenemos:

Teorema 2.3.1. (A,7) es un dlgebra localmente convexa si y sdlo si ex-
iste una familia de seminormas P que definen a T y satisface la siguiente
propiedad: dados a,b € A yp € P existe ¢ € P tal que p(azx) < q(x) y
p(xb) < q(x) para todo v € X.

Observamos que la parte «sé6lo si» se cumple para la familia Po de semi-
normas continuas para la topologfa 7.

Proposicion 2.3.2. Si (A, 1) es un dlgebra localmente conveza, entonces
el dlgebra (A, w), donde w es la topologia débil en A es también localmente
convera.

Demostracion. Sélo necesitamos probar que el producto es separadamente
continuo cuando en A se considera la topologia débil w. Es decir, que dados
a,b € A las transformaciones lineales L, : (A,w) — (A,w) y Rp: (A, w) —
(A, w) definidas como L, (x) = ax y Ry (z) = xb, son continuas.

Por hipétesis, Ly : (A,7) — (A, 7) y Ry : (A, 7) — (A, 7) son continuas.
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Por el Teorema, Proposicién 1.2.20 es suficiente ver que py«o Ly ¥ py o Ry
con w-continuas para todo z* € A* y esto es asi, ya que pu+ o Ly (z) =
2% (a2)] = Pavor, (2) ¥ poroRy (x) = [a* (2h)] = pyeon, (¢) ¥ "0 Laya*oR, €
A*. O

Proposicion 2.3.3. (A,7) es un dlgebra localmente convexa con producto
continuo si y sélo si existe una familia de seminormas P que definen a T
y satisfacen lo siguiente: para cada p € P existe ¢ € P tal que p(zy) <

q(r)q(y) siz,yeX.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.1, basta ver que el producto es continuo
en cero si y sélo si se cumple la condicién establecida. Supongamos que se
cumple dicha condicién, y consideremos la vecindad de 0 dada por V =
{z € Alméx (p1 (z),...,pn(z)) <€}, con p1,...p, € Py e > 0. Para cada
p; existe ¢; € P que cumple la condicién de la hipotesis. Consideremos ahora
la vecindad U = {x € A|méx (q1 (x),...,qn (x)) < /e}. Dados z,y € U
tenemos que p; (xy) < ¢ ()¢ (y) < € para todo 1 < i < n, por ende
U-UcV.

Ahora supongamos que A es un algebra localmente convexa con produc-
to continuo, y sea Po la familia de todas las seminormas continuas en A. Si
tomamos p € Pc y la vecindad del cero V ={z € A|p(z) <1}, existe U €
N (A) tal que U-U C V. Luego, existe ¢ € Pc tal que {z € Alq(z) <1} C
U. Como ﬁ, q(;/ﬁ € U, paratodor > 0, tenemos que (#) <m) €
V para todo r > 0; de donde, p (zy) < q(z) q (y).

Resaltamos de la prueba, para futuro uso, que la parte «s6lo si» se satis-
face para la familia Po de seminormas continuas para la topologia 7.

Seminorma m-convexa Una seminorma p en un algebra A es llamada m-
convexa si es submultiplicativa, es decir:

p(zy) <p(z)p(y)

sixz,y € A.

Proposicion 2.3.4. Sean A un dlgebra y U C A un conjunto absolutamente
convezo y absorbente. Si U es idempotente, es decir U - U C U, entonces su
funcional de Minkowski py es una seminorma m-conveza.

Demostracion. Sélo falta ver que py es submultiplicativa. Sean z,y € X,
entonces existen a, 8 > 0 tales que x € aU y y € BU. Asi, xy € afU - U C
afU. Entonces, py (zy) < af, y tomando infimo sobre a y 3, tenemos que

pu (zy) < pu (x) pu (y). O
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Definicién 2.3.2. Se dice que un algebra topologica (A, 7) es m-convexa si
7 estd definida por una familia de seminormas m-convexas.

Es claro que en toda algebra m-convexa se cumple la condicién estable-
cida en la Proposicién 2.3.3, por lo que un tipo particular de algebras local-
mente convexas con producto continuo, son las algebras m-convexas.

Lema 2.3.1. Sea (A, T)un dlgebra localmente conveza cuya topologia estd
dada por una familia P de seminormas. Si para cada p € P existe M, > 0
tal que p (xy) < Mpp (x) p (y) para todo x,y € X, entonces A es m-conveza.

Demostracion. Dada p € P, definamos ¢ (x) = M,p (x). Claramente estas
seminormas definen la misma topologia que P y son m-convexas, pues:

q(zy) = Mpyp(zy)
Myp (z) Mpp (y)
= q(z)q(y)-

X

O

Definicién 2.3.3. Se dice que un algebra semitopologica (A, 7) es metrizable
si es un EVT metrizable.

Definicién 2.3.4. Una algebra localmente convexa es llamada bornologica,
si es un espacio bornoldgico, es decir todo disco bornivoro es una vecindad
de 0.

Por el Teorema 1.2.9 tenemos:

Corolario 2.3.1. Toda dlgebra localmente convera y metrizable es bornols-
gica.

Definicion 2.3.5. Un élgebra semitopologica es llamada una F-algebra si
es un F-espacio

Proposicion 2.3.5. En toda F-dlgebra A el producto es continuo.

Demostracion. Por ser A semitopologica, los productos laterales son lineales
y continuos; y por ser A un F-espacio, es un EVT metrizable. Asi, se cumplen
las hipdétesis del teorema 1.2.4, y entonces el producto es continuo. O

Definicion 2.3.6. Un algebra es llamada una Bp-algebra si es una F-algebra
localmente convexa con producto, necesariamente, continuo.
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Muchos autores denominan dlgebra de Fréchet a la que aqui denominamos
By-dlgebra. Nosotros, al igual que otros, usamos la siguiente definicion.

Definicion 2.3.7. Un &lgebra es llamada de Fréchet si es una F-algebra
m-convexa.

2.3.1. Algebras cocientes localmente convexas y metrizables

Sea I un ideal bilateral de un &lgebra semitopologica (A, 7). En el espacio
vectorial topolégico Q=A T se define el producto @b = ab y entonces Q es
un algebra, ésta es llamada un dlgebra cociente. En A I se considera la
topologia cociente 7g que definimos para el cociente de un espacio vectorial
topolégico respecto a un subespacio.

Sabemos que el operador cociente @ : A — @ es lineal, suprayecti-
vo, continuo y abierto. Es también multiplicativo, ya que por definicién
¢ (a) g (b) = ¢ (ab).

El édlgebra (@, 7q) es semitopoldgica. Sea U una vecindad abierta de az,
entonces o~ ! (U) es una vecindad abierta de azx. Existe una vecindad abierta
V de x tal que aV C ¢! (U). De donde, ¢ (V) es una vecindad abierta de
Z tal que ap (V) C U. O sea, Lz : @ — @ es continuo (Definicién 2.2). De
modo similar se prueba que Rz : Q@ — @ es también continua y que cuando el
producto en A es continuo, entonces el producto en @ es continuo en (0,0),
y por tanto, continuo en @ x @ (Teorema 2.2.1),

Por la Proposicién 1.2.7 obtenemos lo siguiente.

Proposicion 2.3.6. Supongamos que A es un dlgebra localmente convexa
y metrizable e I es cerrado. Entonces (A/1,7q) es un dlgebra localmente
convexa y metrizable.

2.3.2. Algebras de Banach

Definicién 2.3.8. Supongamos que (4, |-||) es un espacio normado y un
algebra topolégica, entonces A es llamada un algebra normada. Si ademas
es completa, entonces es llamada un algebra de Banach

Proposicion 2.3.7. Si (A, ||-||) es un dlgebra normada, entonces existe una

norma ||-||; equivalente a ||-|| que satisface la propiedad submultiplicativa:
llzyll, < l|lzlly [lyll; para todo z,y € A. Si A tiene idéntico e, entonces hay
una norma ||-||, equivalente a ||-|| submultiplicativa y tal que ||e]|, = 1.

Demostracion. Como A tiene producto continuo y es localmente convexa al
ser normada, se sigue de la Proposiciéon 2.3.3 que existe una seminorma ¢
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continua en A tal que ||zy| < ¢(x)¢(y) para todo x,y € A; y por la con-
tinuidad de ¢, existe M > 0 tal que ¢ (x) < M ||z|| para todo x. De estas dos
desigualdades obtenemos que |lzy|| < M? ||z|| ||y||. Si definimos la seminorma
|-, como ||z||; = M? x|, es claro que ésta es un norma equivalente a ||-||
pues una es multiplo escalar de la otra, y ademas es submultiplicativa pues
oyl = M2 layl] < M2 (M? 2] Ig])) = 2], 1yl

Ahora supongamos que A tiene idéntico. Definamos entonces, para x € A,
llz||ls = || Lz||;; donde L, es el operador lineal L, (y) = zy y ||Lzll; es
su norma relativa a la norma ||-||; de A. Esta norma es submultiplicati-
va, pues si T y U son operadores lineales continuos en A, tenemos que
IT @ @)l < I, 1T @), < I, U], Jlz],. Tomando el supremo para
x en la bola de radio 1, concluimos lo que queremos. Ademads | L¢l|; =
sup {|lex|; [||z]l; <1} = 1, por lo que |le|l, = 1. Veamos ahora que |||,
es equivalente a ||-||;, y por transitividad también equivalente a |-||. Da-
da a € A, tenemos que |laz|; < |lal|; ||z|; para todo z € A, por lo que

|laz||; < |lal|; para todo ||z]|; < 1. Al tomar supremo para |[z||; < 1 con-

cluimos que ||Lg||; = ||lal|; < ||a||;. Por otra parte, por la continuidad de L,,
tenemos que [lafl; = [|Lq (e)ll; < [|Lally [lelly; es decir [lall; < [lefl; [lally; por
lo tanto las topologias generadas por ||-||; v |||/ son la misma. O

En lo sucesivo, siempre supondremos que si (A, ||-||) es un dlgebra nor-
mada, entonces ||| es submultiplicativa y |le|]| =1 si A tiene idéntico.

Teorema 2.3.2. Supongamos que (A, ||-||) es un dlgebra de Banach con idén-
tico. Entonces:

(a) |yl <1 implica e —y es invertible y (e —y) " = > y*

(b) A es una Q-dlgebra

(c) Si existe una sucesion (x,) en A tal que (znx) y (xxy) convergen a
e, entonces x es invertible

Demostracion. (a) Como |[y[| < 1, la serie 3 > ly||* converge, y como A es
de Banach, también Ziio y* converge. Por otra parte,

(e —y) (Zyk> = e yr—yd

~ o
DWW
k=0 k=1

= yoze
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De manera andloga se prueba que (Zio yk) (e —y) = e, por ende la
afirmacién es cierta.

(b)Por el inciso anterior, el abierto V = {x € Al|le — z|| < 1} es tal que
e €V C G(A). Asi, por la Proposicion 2.2.1, A es una Q-algebra.

(c) Como A es Q-algebra, e € intG (A), entonces existe N > 0 tal que
xyz € G (A), pues z,x — e. Por tanto, existe y € G (A) tal que y (xnz) =
e, de donde (yzy) es inverso izquierdo de z. De manera andloga podemos
obtener un inverso derecho para x, por lo que x es invertible. O

Proposicion 2.3.8. Sea A un dlgebra de Banach y ¢ : A — F una fun-
cional lineal multiplicativa. Entonces, ¢ es conlinua y ||p|| < 1. Si A tiene

idéntico e y v no es nula, entonces ||p| = 1.
Demostracion. Supongamos que [l¢|| = supjg|=1 [ (z)| > 1, luego existe
xo € A tal que ||zg]| =1y 1 < |¢(z0)|- Por consiguiente, existe un escalar

0 < A <1 tal que:

Ao (z0)| =1
lo (Azo)| =1

Entonces, |¢ (Azo)| = ¢ (sAzg), donde s es el signo de ¢ (Axp).

Si definimos x = sAxg, entonces ||z|| = |s||A]|lzo]] < |lxo| = 1. Asi,
el <1y o (x) =1 |

Notemos que .1, [|#f]| < iy flz|" v [lz]] < 1, por lo que la serie
Yoy |z||" converge. Como A es de Banach, la serie Yoo, a™ converge en A.
Sea y = Y22, x' y observemos que:

o0 oo
asg $z_§ = —x
i=1 =1

Al aplicar ¢ a ambos miembros, concluimos que ¢ (zy) — ¢ (y) = —¢ ().
Asi p(z) @ (y) = ¢ (y) — ¢ (x) o sea, ¢ (y) = ¢ (y) — 1, lo cual es absurdo.
Por tanto, ||¢| < 1.

Si A tiene idéntico e y ¢ no es nula, entonces ¢ (€) # 0y como ¢ (e) ¢ (e) =
¢ (e), tenemos que ¢ () = 1. De donde,||¢|| > |¢ (e)] = 1. O



Capitulo 3

Completez local

Este capitulo se ocupa de conceptos desarrollados por Allan y Mack-
ey relacionados sobretodo con el acotamiento de elementos en un &lgebra
topolégica. La parte de algebras pseudocompletas serd fundamental para
probar el Teorema 5.1.1, que se presenta méas adelante, y es un resultado
central para la tesis.

3.1. Espacios localmente completos

En esta seccion X es un EVT de Hausdorff, a menos que se diga otra
cosa.

Definiciéon 3.1.1. Denotamos por [y (X) a la coleccion de todos los sub-
conjuntos B C X tales que:

(i) B es absolutamente convexo.

(ii) B es cerrado y acotado.

El espacio normado (X (B), ||z|z)

Para cada B € f(X), sea X(B) el subespacio generado por B. Afir-
mamos que:

X(B)={ z|A€F,ze B}

Es claro que X(B) D {\x |\ € F, x € B}. Para probar la otra contencion,
tomamos = € X (B). Como 0 € B, podemos suponer que x = Y ;" ; \;x; con
x; € By X\ # 0 para algin 1 < ¢ < n. Sea a = > |\|, y consideremos

4r = « (Z;;l %) Notemos que Y, |\/XI| = 13|\ = 1; por ende
2 e€B,esdecirzr=al e { | e€C,xe B}

37
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Una vez caracterizado X (B), afirmamos que la ecuacion:

|zl g =inf {A > 0|z € A\B}

define una norma en X (B). Observemos primero que para cada x € X(B)
existe A > 0 tal que x € AB. Esto es obvio si x = 0 y en otro caso, existe
A € F no nulo tal que € AB y por tanto, tomando s como el signo de A,
tenemos = = |\| s~1B C |\| B, por ser B balanceado, y |\| > 0.

Es claro que ||0]|5; = 0y si ||lz]|5 = 0, entonces = € 1 B para todo n > 1.
De donde x = 0, por ser B acotado.

Sea o € F y supongamos que A > 0y « € AB. Luego ax € aAB y
aAB = |a|s7IAB C |a|AB, donde s es el signo de «, por lo que |a|\ >
||ax||p. Tomando el infimo sobre A, concluimos que |o|||z||p > ||ax||p. Si
a # 0 entonces, por la desigualdad anterior, se sigue que |1{|az||p > ||z||p;
o sea, |||laz||p > |a||z||p v por consiguiente, |al||x||p = ||az||p; igualdad
que también se tiene para a = 0.

Finalmente, si \; > 0y x; € \;B para ¢ = 1,2, entonces x1 + x2 €
(A1 + A2) B, por ser B convexo; de donde Aj + Ay > ||z1 + x2|| 5, y tomando
el infimo sobre A1y A2, obtenemos: ||z1|| 5 + [|z2||g > [|z1 + 22| 5-

A menos que se diga otra cosa, se supondré que la topologia asociada
a X(B) es la inducida por |-||5. Esta topologia es mas fuerte que su
topologia como subespacio de (X, 7). Para ver esto probaremos que la funciéon
Id : (X(B),|I'|lg) — (X,7) es continua. Sea V una vecindad de cero en
X; luego, existe r > 0 tal que B C 7V, es decir, %B C V. Asi, escogiendo
0 <e <1 tenemos que ||z|; < e implica € AB C 1B C V para algiin
0 < A < g, como queriamos probar.

Proposicion 3.1.1. 5i X es un espacio localmente convexo, entonces la en-
volvente cerrada absolutamente convera C' de un acotado B de X es acotada
y por ende, pertenece a By (X).

Demostracion. Dada una seminorma continua p en X, existe M > 0 tal
que p (x) < M para todo = € B. Tomando una combinacion absolutamente
convexa y ., \jz; de elementos de B, tenemos que

p(ZM%‘) < Z\)\z\p(%)
i—1 i—1
< Zn:P\z‘\M
<
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Por tanto, la envolvente absolutamente convexa be (B) de B es acotada.
Tomemos ahora z € C' = be (B). Existe una red (z,) C be (B) tal que z, —
x. Entonces, por la continuidad de p, p (z,) — p (z); pero p (z4) < M para
toda «, de donde p (z) < M. O

Proposicion 3.1.2. Sean B € Sy (X) y (zn) una sucesion de Cauchy en
X (B). Entonces la sucesion converge a x en X(B) si y sélo si converge a x
en X.

Demostracion. Vimos que la topologia de la norma ||-|| 5 en X(B) es mas
fuerte que la que tiene como subespacio de X. Se sigue pues que si una
sucesion en X (B) converge a x en ese espacio, entonces también converge a
zen X.

Reciprocamente, supongamos que (z,,) es de Cauchy en X (B) y z, — =
en X. Por ser de Cauchy, podemos construir una sucesién estrictamente

creciente de enteros {ny} tal que si n,m > ny, entonces ||z, — sl 5 < Qk%

En particular, Ha:nk+1 — xnkHB < 2’@%

Afirmamos que la sucesiéon de conjuntos (acnk + 2%B) es decreciente.
Debemos entonces probar que para todo k se cumple: @y, , + 2,C%B -
T, + %B, o dicho de otro modo: dado un elemento de la forma @y, , + Zk%b,

con b € B, existe by € B tal que:

1 1

2k+1b = T, + 271707

Tngt1 +
es decir,

1 1
(Tngpr = Tny) + S0 = 5xbo (3.1)

Esto es asi, ya que como H:L’nk+l — Xy, HB < Qk%, entonces (wnk“ - :rnk) €
Q,C%B. Sea ¢ € B tal que @y, , — Tp, = 2,6%0. Sustituyendo en el lado

izquierdo de (3.1) se obtiene 2,6%0—1— #b =1 (%b), y como B es convexo

= o
entonces %b € B, que es justamente el elemento buscado by . Esto prueba
nuestra afirmacion.

Al ser B cerrado, p, —i—%B también lo es. Como la sucesion (xnk + 2%B)
es decreciente, se cumple que xp; € Tpn, + Q%B para todo 57 > k, y por tanto
el limite = de la sucesion (x,) pertenece a x,, + Q%B, para todo k > 1. Esto
implica que x € X (B) y || — x,||g — 0 cuando k — o0, lo que muestra
que la subsucesién (zy, ) converge a x en X (B), y como la sucesion (z,) es
de Cauchy en X (B), ésta tendra el mismo limite. O
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Definicion 3.1.2. Decimos que X es un espacio localmente completo si
cada uno de los espacios normados X (B), con B € [, es de Banach.

Observacion. A este tipo de espacios también se les llama pseudo-completos,
pero reservaremos este nombre para las algebras, pues para ellas varfa la
definicién

Proposicion 3.1.3. Si X es un espacio secuencialmente completo, entonces
es localmente completo.

Demostracion. Sea B € fy. Como la topologia dada por la norma en X (B)
es mas fuerte que la inducida por 7, toda sucesién de Cauchy en X (B) lo es
en la topologia 7 y por tanto, converge en esta topologia. Por la proposicién
anterior, la sucesion converge en X (B). O

3.2. Convergencia de Mackey

En esta seccién X denota un espacio localmente convexo de Hausdorff,
a menos que se diga otra cosa.

Proposicion 3.2.1. Sean (x,) una sucesion en X y x € X. Las tres si-
guientes condiciones son equivalentes:

1. Emnisten un subconjunto acotado B C X y una sucesion de reales posi-
tiwos (gy) tal que e, — 0 y x, — x € £, B para todon > 1

2. Existen un subconjunto acotado B C X y una sucesidn de reales posi-
tiwos (gy,) tales que e, <1, e, = 0 y &, — x € £, B para todo n > 1

3. Existe un disco cerrado y acotado B C X tal que x,,x € X(B) para
todon > 1y ||z, — z||p — 0 cuando n — co.

Se dice que {x,} converge en el sentido de Mackey a x, o simplemente que
es Mackey-convergente a x, si satisface cualquiera de las tres condiciones
anteriores

Demostracion. 2) = 1) Es obvio.
1) = 3) Consideremos la envolvente cerrada absolutamente convexa C'
de B |J{z}. Tenemos que C € [y y por hipétesis. z, —z € ¢,B C ¢,C

i) (xn, —x) € C, y entonces z, (v, —z) € X(C) y

para todo n. Asf, z, (2
n

l|zn, — z||c < en, por la definicién de la norma. Como &, — 0, entonces
||zn, — z||c — 0 cuando n — oo.
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3) = 2) Definimos &, = ||z, — z||p + %. Tenemos que z, — = € ,B
v €, — 0. Por tanto, existe N > 1 tal que ¢, < 1 si n > N. Hagamos
By =BUJ{2(x, —z)|1 <n < N}. Entonces B; es acotado y si redefinimos
enpparal <n < N como g, = %, Entonces z,, — x € £, B1 para todon > 1,
en — 0y e, <1 para cualquier n > 1. ]

Proposicion 3.2.2. Sean (x,,) una sucesion en X . Las tres siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Emisten un subconjunto acotado B C X y una sucesion de reales pos-
itivos {en} tales que e, — 0 y z, — Ty, € €,B para todo m > n y
n>1.

2. Ezisten un subconjunto acotado B C X y una sucesion de reales posi-
tiwos {e, } tales que e, < 1, e, — 0 y Xy — X4y € £, B para todom > n
yn > 1.

3. Eziste un disco cerrado y acotado B C X tal que x,, € X(B) para todo
n>1y {z,} es de Cauchy en (X(B), || - ||B)-

Se dice que {x,} es de Cauchy en el sentido de Mackey, o simplemente
Mackey-Cauchy, si se satisface cualquiera de las tres condiciones anteriores.

Demostracion. (2) = (1) es obvio.

(1) = (2) Sabemos que existe N € N tal que n > N implica ¢, < 1.
Sea By = B|J2e1BJ---J2enB. El conjunto By es acotado. Sabemos que
(p — Tm) € €, B si m >n yn > 1. En particular,

2(xp — ) € 26,B C By

sil<n<Nym>n.Dedonde,
1
(xn_xm)giBO

sil<n<Nym>n.

Asi pues, sustituyendo en la sucesion (e,) aquellos ,, con 1 < n < N,
por %, obtenemos una sucesion (gy,) que converge a 0, que cumple ¢, < 1
para todo n y por construccion (x, — ;) € enBgsim >nyn > 1.

(1) = (3) Consideremos la envolvente cerrada absolutamente convexa
By de B|J{z1}. Entonces By € p(X) y como x; — x,,, € €1B para todo
m > 1, tenemos que x,, € X(By) para todo n > 1. Por hipotesis tenemos
que Ty — Ty € B CepBysim >nyn > 1. Asi, ||z, — 2w, < €n, si
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m >nyn > 1, por la definicion de la norma. Como &, — 0, entonces (x,)
es de Cauchy en (X (By), || - ||B)-

(3) = (1) Existen un disco cerrado y acotado By y una sucesion (N) es-
trictamente creciente de naturales tales que ||z, — zm||B, < £ si n,m > Nj.
La sucesion (z,) es de Cauchy en X y por tanto, acotada. Asi, B} =
{z1 —xm|m>1}J---U{zn, —2m|m > N1} es un conjunto acotado, al
igual que B=Bg|JB;. Definimos e1 = 1si 1 < n < Ny y e, = % si
N < n < Ngyqq, para k > 1. Tenemos que x, — ©,,, € €,B8 para todo
m>nyn>1lye, —0. O

Definicion 3.2.1. Si toda sucesion Mackey-Cauchy en X es Mackey-convergente,
entonces se dice que X es Mackey-completo.

Proposicion 3.2.3. Sea (x,,) una sucesion en X.

(a) Si (x,) es una sucesion Mackey-Cauchy, entonces es una sucesion de
Cauchy en X

(b) Si (xn) es una sucesion Mackey-convergente a x, entonces converge
axenX.

Demostracion. (a) Si (zy) es una sucesion Mackey-Cauchy, entonces es una
sucesion de Cauchy en X (B) para algin B € [y. De donde (z,,) es de Cauchy
en X, pues la topologia dada por [-|| 5 es mas fuerte que la de X.

(b) Anélogamente, si (z,) es una sucesion Mackey-convergente a x, en-
tonces (z,) a x en X (B) para algan B € fy, asi que (z,,) converge también
axen X. O

Lema 3.2.1. Supongamos que (xy,) es una sucesion en X para la que existe
un disco cerrado y acotado B C X tal que z, € X(B) para todon > 1y
{zp} es de Cauchy en (X(B), || -||B). Si (z,) es Mackey-convergente a x,
entonces © € X (B) y (z,,) converge a x en X (B) .

Demostracion. Por la Proposiciéon anterior, (x,) converge a x en X y por la
3.1.2, (zp,) converge a x en X (B) . O

Teorema 3.2.1. El espacio X es Mackey-completo si y sélo si es localmente
completo.

Demostracion. Supongamos que X es Mackey-completo. Sean B € [y y
(2,) una sucesion de Cauchy en X (B). Luego, (x,) es una sucesion Mackey-
Cauchy, y por ende es Mackey-convergente a algin z, al ser X Mackey-
completo. Por el lema anterior, z € X (B) y (x,) converge a z en X (B); es
decir X (B) es de Banach, como queriamos probar.
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Supongamos ahora que X es localmente completo, y sea (z,,) una sucesion
Mackey-Cauchy. Asi, (z,) es una sucesion de Cauchy en algin X (B), con

B € fy; al ser X un espacio localmente completo, x,, M r para algin
xz € X (B); o sea, (zy) es Mackey-convergente a . O

3.3. Algebras pseudo-completas. Radio de acotamien-
to

En esta seccién suponemos que A es un édlgebra localmente convexa de
Hausdorff.

Definicién 3.3.1. Denotamos por 51 (A) a la coleccion de todos los sub-
conjuntos B C A tales que:

(i) B es absolutamente convexo.

(ii) B es cerrado y acotado.

(iii) B es idempotente.

Veremos que en este caso A(B) es un algebra, ||-||5 es una norma de
algebra, es decir, es submultiplicativa, y la bola unitaria de A (B) es B.

Sean x,y € A(B); luego x € \iB y y = A\aB, con A\, Ay € F. Como B es
idempotente, tenemos que xy € A\j A2 B, 0 sea, xy € A (B). Por ende, el espa-
cio vectorial A (B) es un algebra. Ademas,||zy| z = inf {A > 0jzy € AB} <
A1Az. Calculando el infimo del lado de derecho, obtenemos que ||-|| 5 es una
norma submultiplicativa.

Si & € B, claramente ||z||z < 1. Y si |z]|g5 < 1, escogemos 7 tal que
|z]|5 < 1 < r. Entonces € rB, y al hacer tender r a 1 por la derecha,
concluimos que x € B. O sea, la bola unitaria de A (B) es B

Definicion 3.3.2. Decimos que un elemento = € A es acotado si para algin
escalar X # 0, el conjunto {(Az)" | n € N} es un subconjunto acotado de A.
El conjunto de todos los elementos acotados de A se denota como Ajg.

No debe confundirse este concepto con el hecho de que el conjunto {z}
es acotado.

Es claro que todo elemento de un &lgebra normada es acotado, pues
escogiendo A > ||z|| se tiene que H(%)TLH < H%Hn < 1, y en consecuencia el
conjunto {(Az)" |n € N} es acotado.

Proposicion 3.3.1. Un elemento x de A es acotado si y sdlo existe X > 0
tal que (A\z)" converge a 0.
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Demostracion. Si existe A > 0 tal que (Az)" — 0, entonces x es acotado,
por la Proposicién 1.2.3.

Supongamos ahora que x € A es acotado, es decir, que existe A € F
tal que el conjunto {(Az)"|n € N} es acotado. Luego, 5 (Az)" — 0, pues

n n
5w — 0 donde s es el signo de A. O sea, (%‘x) — 0. O

Proposicion 3.3.2. Si A es un dlgebra localmente conveza, entonces la en-
volvente cerrada absolutamente convera C de un conjunto B C A idempo-
tente es idempotente.

Demostracion. Seanx =Y ;" Nz yy = 27]":1 ;5 en la envolvente absolu-
tamente convexa be (B) de B. Entonces, zy = > 1| >0 Aiptjwy;. Como B
es idempotente, z;y; € B para todo i y todo j; ademés, )", Z;”:l [Aipj| =

(g INel) (327 Il ) < 1. Por lo tanto, @y € be (B).

Tomemos ahora x € be(B) y y € C. Existe una red (yo) C be(B) tal
que Yy, — ¥. Por la continuidad del producto por la izquierda tenemos que
LYo — xy, por lo tanto zy € be (B) = C. Es decir, be(B) - C C C.

Finalmente si z,y € C, entonces existe una red (z,) C bec(B) tal que
zo, — x. Por la continuidad del producto por la derecha tenemos que

Toy — xy. Por tanto, zy € C (= O). O

Proposicion 3.3.3. La envolvente absolutamente conveza y cerrada C de
un conjunto B C A idempotente y acotado, pertenece a 1 (A).

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.1.1 y la anterior. O

Corolario 3.3.1. Si x €A es acotado, entonces para algin escalar X, la
envolvente absolutamente convezra cerrada B, de {(A\x)" |n > 1} pertenece a
B1(A) y se tiene
A= |J AM®B).
)

Bepi(A

Demostracion. La primera parte es inmediata por la proposiciéon anterior, y
entonces es claro Ag C Upeg, (4) 4 (B). Ahorasea x € A(B). Existen Ag > 0
y zo € B tales que z = Aoxg, y asi ||| g5 < Ao. Sea A > 0 tal que Ay < 1,
entonces:

I(Az)" | < [IAz]p < (Aho)" -

Entonces (A\g)" — 0y (Az)" — 0 en la norma |[-||z. Como la
topologia dada por la norma es méas fuerte que la inducida por la de A,
(Azx)" — 0 en A. Por tanto, x € Ap. O
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Definicion 3.3.3. Se dice que una subcoleccion Sy C 51 (A) es basica, o
base de B (A), si para cada By € 5 existe algin By € (s, tal que By C By
y asi, A (Bl) CcCA (BQ)

Corolario 3.3.2. Sea 52 una base de B1 (A). Entonces

A= | A(B).
BeB2
Demostracion. Por el Corolario 3.3.1, Upeg, (a) A (B) = Ag. Como B2 C
B1(A), tenemos que Upeg, A(B) C Upeg,(a) A(B) = Ao. Por otra parte,
si x € Ao, entonces v € A(B) con B € 1 (A). Existe By € [ tal que
r € A(B)C A(By). O

Corolario 3.3.3. Supongamos que A tiene idéntico. La coleccion
B={Bepi(A)l|ec B}

es una base de By (A) y
A= ] AB).

BeB

Demostracion. Sea B € (1 (A), entonces por la Proposicion 3.3.3, la envol-
vente absolutamente convexa y cerrada B, de B U {e} pertenece a (1 (A).
De donde, se siguen los dos resultados. O

Definicion 3.3.4. Se dice que A es pseudo-completa si el dlgebra A (B) es
de Banach para todo B €f; (4).

Observacion 3.3.1. Es claro que si A es localmente completo como espa-
cio localmente convexo, entonces A es un algebra pseudo-completa, ya que
B1(A) C Bo(A). De los resultados de la secciéon anterior se obtiene el sigu-
iente.

Teorema 3.3.1. Si A es
(a) Mackey-completa, o bien,
(b) secuencialmente completa,
entonces A es un dlgebra pseudo-completa.

Demostracion. Para probar (a), notemos primero que si A es un &lgebra
Mackey-completa, entonces es un EVT Mackey-completo. Por el Teorema
3.2.1, A es un espacio localmente completo, y por la observacién anterior A
es un algebra pseudo-completa. La parte (b) se obtiene por la Proposicion
3.1.3 y la observacién anterior. O



CAPITULO 3. COMPLETEZ LOCAL 46

Proposicion 3.3.4. Si 81 (A) tiene una base Ba tal que A(B) es de Banach
para todo B € By, entonces A es pseudo-completa.

Demostracion. Sean B € 1 (A) y By € (32 tales que B C Bsy. Asi, A(B) C
A(B3). Para x € A(B) tenemos

|z, = Mmf{\>0rec By}
lz|lz; = nf{A>0]|ze B}

El primer conjunto de los lados derechos contiene al segundo, y en conse-
cuencia ||z|| 5, < [[z]|5 en A(B). De donde, si (z,,) es una sucesiéon de Cauchy
en A(B), entonces es una sucesion de Cauchy en A(B3) y entonces converge
en este espacio, y por tanto en A. Usando la Proposicion 3.1.2, concluimos
que (z,,) converge en A(B). O

Definicion 3.3.5. Sea xz € A. El radio de acotamiento de x se define como

1 n
ﬁ(x):fnf{)\>0‘{</\m> In > 1} es acotado en A},

donde inf ) = co.

Observacion 3.3.2. Si r > [ (x), entonces (%x)n — 0, ya que existe 0 <

A < r para el cual {(%x)n In>1} es acotado en A y entonces (%w)n =
(3)" (G2)" —0.

r

Proposicion 3.3.5. La funcidén radio de acotamiento (B (x) tiene las siguien-
tes propiedades:

1. B(x) >0 para todo z € A; 5(0) =0
2. B (x) es real si y s6lo si x € Ay.
3. B(Ax)=|\p(z)size AysiA\eF, donde 0-00=0

4. Si |A| > B(x), entonces (ﬁ

(%x)n — O cuandon — ooy {(%x)n In > 1} es acotado en A.

x)n — 0 cuando n — oo0. De donde,

5. B(z)=f{A>0 ’(%m)n — 0 cuando n — oo}

6. Si P es una familia de seminormas que define la topologia de A, en-
tonces

3=

f (x) = suplimsup (p ("))
peP
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Demostracion. 1. Dado x € A, hay dos casos posibles: §(z) = oo, o 8 (x)
es el infimo de escalares mayores a cero. En ambos casos, 8 (z) > 0. Como
{(30)" |n > 1} = {0} es acotado para todo A > 0, concluimos que 3 (0) = 0.
2. Notemos que 3 () es real siy solo si, existe A > 0 tal que {(A\z)" |n > 1}
es acotado en A; es decir, si y s6lo si z € Ayp.
3. Supongamos que 3 (z) # oco. Si A > 0, entonces el resultado es cier-

to por propiedades del infimo, y para A = 0 el resultado es obvio. Como
p((%m)n) = p((%x)n) si |a] = 1, se sigue que f(ax) = [(x) siempre
que |a| = 1. Para A € F, tenemos que A = |A|s con |s| = 1, de donde,
B (\z) = 8 (A sz) = A B ().

Sea 3 (x) = 00.Si A =0, entonces A\ (x) =0-c0o=0y B (\x) =5(0) =
0. Por altimo, para |A| > 0, tenemos que ]/\| B (xz) = oo y también f (A\z) =
00; pues si 3 ()\w) < Ao, entonces [ (z) < I>\| lo que es una contradiccion.

n
4. Sea |A| >  (z). Por la Observacion 3.3.2 (Wx> — 0. Para cualquier

n
seminorma continua p en X se tiene p ((%x)n) =p ((ﬁx) ) — 0.

5. Si f(z) = oo, entonces inf {)\ >0 ‘(%x)n — 0} = 00, ya que es el
infimo del conjunto vacio. En otro caso, se tiene que

B (x) ginf{)\>0’<ix>n—>0}

y sir > B (x), entonces r € {)\ >0 } (%x)n — 0}. Haciendo tender r a (3 (x),
concluimos que B (z) > inf {A > 0| (%m)n —0}.
(f) Probemos primero que 3 (z) > sup,ep limsup (p (x”))% Esto es ob-

vio si B (x) = oo. En otro caso, sea A > 0 tal que (%x)n — 0. Dadape P,
existe NV > 1 tal que si n > N, entonces:

r((5)")
pa") <

p(a™)» <
h'msup(p(w”)) <A\

<1
A",

>

3=

3=

Por tanto, 8 (x) > limsup (p (:6”))% Por ser p arbitraria, tenemos que,

I
8(2) > sup,cp limsup (p (a™) -
1
Probaremos que sup,¢cp limsup (p (z"))» > B (x). Esto es obvio si el lado

1
izquierdo es infinito. En otro caso, sea a > sup,¢ p limsup (p (z"))" . Luego:
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3=

a > limsup (p (z™))» para todo p € P
1
Para p € P existe un natural N, tal que o > SUp,,> N, P (z™)n. Entonces
n > N, implica

a™ > p(z"),
1>p((5)")-

Por tanto, existe M, > 0 tal que M, > p((%)n) para todo n > 1.
Entonces, {(%)n} es acotado, de donde o > [ (z). Hacemos tender a a

).
sup,,e p limsup (p (x”))%, y obtenemos sup,¢ p limsup (p (x"))% > B (z). O



Capitulo 4

Secuencialidad en algebras
localmente convexas

Presentamos aqui las nociones de algebra fuertemente secuencial, secuen-
cial e infrasecuencial. Se prueban algunas relaciones entre ellas mismas o con
otros conceptos planteados anteriormente, como el de radio de acotamiento,
que guarda una fuerte vinculaciéon con la secuencialidad. Ademads, se mues-
tran detalladamente muchos ejemplos de estos tipos de 4lgebras y se hacen
distinciones entre los mismos. Se recomienda apoyarse en los apéndices, lis-
tados al final de la tesis, para una mejor comprensioén de los ejemplos.

4.1. Las tres nociones de secuencialidad

Definicién 4.1.1. Sea A un algebra localmente convexa y de Hausdorff.

1. A es fuertemente secuencial si existe una vecindad U de 0 tal que para
todo z € U, 2¥ — 0 cuando k — oco.

2. A es secuencial si para cada sucesion (x,,) tal que x,, — 0, existe m > 1
tal que x¥, — 0 cuando k — oo.

3. A es infrasecuencial si para cada conjunto acotado B C A existe A >0
tal que para todo x € B, ()\z)k — 0 cuando k — oco. En este caso cada
elemento x € A es acotado.

Observacion 4.1.1. Notemos que si se cumple (2), entonces x,, — 0 cuando
n — oo en A implica que existe una subsucesion (xnj) de (z,) tal que

zF — 0 cuando k& — oo para todo j. Ademas, observemos que si (3) se

nj

49
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satisface para A, entonces también se satisface para cualquier escalar o que
. k k k
satisfaga 0 < |a| < A, ya que (az)” = ($)" (Az)".

Ejemplo 4.1.1. Toda &algebra normada A es fuertemente secuencial.
Consideremos U = {z € Al||z|| < 1}. Entonces, si z € U, tenemos que
Jz]|* — 0.

La siguiente proposicién, nos dice que toda algebra normada es secuencial
e infrasecuencial:

Proposicion 4.1.1. Con la notacion de la definicion anterior, tenemos que
(1) implica (2), y (2) implica (3).

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que x,, — 0 y sea U una vecindad de
0 para la que se cumple (1). Existe m > 1 tal que x,, € U sin > m ; de
donde , z¥ — 0 cuando k — oo.

(2) = (3): Supongamos que A cumple (2) pero no (3). Entonces existen
B C A acotado y una sucesion (z,) en B tal que (%”)k no tiende a cero
cuando k — oo, para todo n > 1; pero (%) — 0 cuando n — oo porque
B es acotado, por lo que dicha sucesion no satisface (2), lo cual es una
contradiccion. O

Las implicaciones opuestas no son ciertas. En la siguiente subseccién
mostraremos ejemplos de un algebra infrasecuencial que no es secuencial, y
de una secuencial que no es fuertemente secuencial.

FEn sentido positivo tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.2. Si A es metrizable, entonces las condiciones fuerte-
mente secuencial y secuencial coinciden en A.

Demostracion. Supongamos que A es secuencial pero no fuertemente secuen-
cial. Entonces, para cada Bi (0) existe x,, € B (0) tal que 2¥ - 0 cuando
k — oo. Como la sucesion (gsn) claramente tiende a 0, se contradice que A
es secuencial. I

Proposicion 4.1.3. Sila unizacion A. es infrasecuencial, secuencial o fuerte-
mente secuencial, entonces A tiene la propiedad correspondiente.

Demostracion. Solo probaremos el caso en que A, es fuertemente secuencial.
Sea U vecindad de cero en A, para la que se cumple la condicién dada en
la definicion de fuertemente secuencial. Entonces, existe una vecindad V' de
0 en A tal que V x {0} C U. Sabemos que (z,0)* = (z%,0) — 0 cuando
k — oo, para todo (z,0) € V x {0}; de donde 2*¥ — 0 cuando k — oo, para
todoxz € V. O
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Proposicion 4.1.4. Sea o7 la clase de todas las dlgebras infrasecuenciales.
Entonces & es cerrada bajo las siguientes operaciones:

(a) subdlgebras

(b) productos finitos

(c) cocientes, cuando el dlgebra original es metrizable

(d) unizacion

Demostracion. (a) Si B C A es una subdlgebra, entonces cada conjunto
acotado en B con la topologia relativa, es también acotado en A. Por ende,
el resultado se sigue de que A es infrasecuencial.

(b) Sean {Ai,...,A,} C &/. En A; X ... X A, consideramos la topologia
producto y las operaciones lineales usuales y el producto entrada por entrada.
Sea B C A; x ... x A, acotado. Como las proyecciones P; : A; X ... X
A, — A; son funciones lineales continuas para todo 1 < ¢ < n, entonces
B; = P;(B) esacotadoy B C By X...xBy,. Como cada A; es infrasecuencial,
existen A1, ..., A, reales positivos tales que ()\sz)k — 0 cuando k — oo para
cada z; € B; y 1 < i < n. Escogiendo A = min (A1,...,\,), tenemos que
AP (x’f, ,xﬁ) — 0 para toda n-ada x = (z1,...,2n) en By X ... X B, y en
particular, cuando = € B.

(c) Sea I un ideal bilateral del algebra infrasecuencial y metrizable A. La
topologia del algebra cociente Q = A /I esta dada por la F-norma

[Zllq = infy==llyll,

donde ||-|| es una F-norma que define la topologia de A.

Supongamos que @ no es infrasecuencial. Existe un subconjunto acotado
B de @ tal que para cualquier A > 0, es falso que ()@)k — 0 cuando k — oo
para todo T € B. Asi, para cada n > 1 escojamos T, € B tal que (%En)k -+
0 cuando £ — oco. Sea n > 1 y escojamos y, € A tal que 7, = %En y
llyn | < H%anQ + 1. Entonces la sucesién (y,) converge a 0 en A, puesto

que H%TTLHQ — 0 al ser (T,) una sucesion acotada en Q. Como (y,) es una

sucesion acotada en A, existe A > 0 tal que ()\yn)k — 0 cuando k& — oo para
todo n > 1. Escogiendo n suficientemente grande, tenemos que (%yn)k -0

cuando k — oo, y por tanto, (#fn)k — 0 cuando k — co. Esto contradice
la eleccion de T,.

(d) Sea A un algebra topolégica infrasecuencial y A. su unizacion. La
topologia de A, = A x T es la producto y en este caso estd dada por las
seminormas de la forma ¢, (a,) = p(a) + ||, con (a,a) € Ac y p en una
familia P de seminormas que definen la topologia de A. Por ende, un conjunto
U x V es acotado en A, si y s6lo si U es acotado en Ay V es acotado en F.
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Si tomamos B C A, acotado, entonces B C U x V, con U acotado en A
y V acotado en F, pues las proyecciones son lineales y continuas. Al ser A y
o™

F algebras infrasecuenciales, existe A > 2 tal que p (%) — 0y T 0
cuando n — oo, para todo (a,«) € U x V' y toda seminorma p € P.

Afirmamos que g, <((;/\°‘2))Z — 0 cuando n — oo para todo p € P. Por
las dos convergencias sefialadas al final del parrafo anterior, sabemos que

o™

para p € P, existe M, > 0 tal que p (i—i) T < M, para todo n > 1.
Para cada n > 1, tenemos

(a,0)" = (;Z:l <Z> a"Fak, a”) :

de donde,

o(i#7) < m (50

n— o]

= () ()

_ z”:i ) o™ p (@) | fon|
- Pt a \ k) oan—k)\n—k 9k)\k on)\2n

2" p(a*)) | o
Mp (ZXR 2k)\k: > + on)\2n’
k=1

donde en la dltima desigualdad usamos que (Z) < 2" paratodo 1 <k <n.

IN

., ak
Para probar nuestra afirmacién, basta ver que <ZZ1 i—:% — 0

cuando n — oo; lo que es cierto, ya que
" on k n
a 2
> < M
A 2k )k AP
k=1

v > 2 O

4.1.1. Ejemplos

4.1.1.1. El algebra C* (R) con la topologia estricta [ es infrase-
cuencial, pero no secuencial

Sea A = C* (R) el 4lgebra de las funciones escalares continuas y aco-
tadas, definidas en R, con la topologia estricta [3; es decir, la topologia defini-
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da por la familia de seminormas P = {p, |¢ € Cf (R) }, donde C (R) =
{¢ € C*(R) |¢ >0 y se anula al infinito } y cada py estd dada por:

py (f) =sup|f (z)| ¢ (z).
z€eR
Entonces,
1. A es localmente convexa con producto continuo
2. No es secuencial
3. Es infrasecuencial

La notacion B para esta topologia no deberd confundirse con la usada para el
radio de acotamiento.
1. Si f,g € A, entonces:

Py (f9) = Sup 1f (@) 1g ()| ¢ (x)
= ilelg\f($)|\/5(fﬂ)\g($)|\/ﬁg(ff)
S sup |f (@) V6 (x) Sup 9 (2)] Vo (2)

= pys(frz(9).

La seminorma p, /5 € P porque V¢ es no negativa y se anula al infinito.
Por la Proposicion 2.3.3, (C* (R), ) es un algebra localmente convexa con
producto continuo.

Para probar las afirmaciones (2) y (3) requerimos del siguiente resultado.

Lema 4.1.1. Un conjunto es B-acotado si y sdlo si es uniformemente aco-
tado, es decir acotado en la norma uniforme de C* (R).

Demostracion. Para probar la suficiencia supongamos que B C A es uni-
formemente acotado, entonces hay un real M > 0 tal que |f (x)] < M para
todo f € By todo z € R. Sea ps una de las seminormas que definen a f3.
Al ser ¢ una funcién que se anula al infinito, es también acotada, y por ende
existe N > 0 tal que ¢ () < N para todo x € R. Entonces py (f) < MN.
Por ende, B es -acotado.

Probemos ahora la afirmacion reciproca. Supongamos que B C A es [3-
acotado pero no es uniformemente acotado; asi, existen sucesiones (f,) en B
y (z,) en R, tales que |f, (2,)| > n para todo n € N.
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Afirmamos que |x,| — oo. En efecto, si esto no pasa, existen M > 0y
una subsucesion (:Un]) de (z,) tales que (z‘nj) C [-M, M]. Sea ¢ la funcion
definida como:

0 si |z > M+1

z+M+1 si —M-1<zx<-M
¢ (z) = .

1 st —M<x<M

—x+M+1 ssM<z<M+1

Asi, pg ( fnj) > ‘ In; (xnj) ‘ ¢ (an) > nj, contradiciendo el hecho de que
B es p-acotado. Por tanto, |x,| — co.

Construiremos una subsucesion (x,, ) de (z,), y una sucesion (1) de in-
tervalos compactos en R disjuntos y cada uno con interior no vacio y centrado
en x,,. Comencemos con x,, = =1, y I; un intervalo compacto de longitud
positiva con centro en x,,. Como |x,| — 0o, existe ny > n4 tal que x,, ¢ I;
existe también un intervalo compacto con interior no vacio Is con centro en
Zn,, vy tal que It N Is = . Procedemos de manera inductiva, supongamos
definidos hasta el k-ésimo elemento x,,, y el intervalo Iy, con las propiedades
establecidas. Existe xy, ,, con ngq1 > ng, tal que @y, ¢ (L U...UIL), y ex-
iste un intervalo compacto I 11 de longitud positiva y con centro en xp,  , tal
que I3 N (1 U...UI) = Q. Por tanto, quedan construidas la subsucesion
(@n,) de (zp) y la sucesion (Iy). Supongamos que I = [, — Ok, Tn, + O]
para todo k.

Sea ¢, la funciéon dada como:

0 six & Iy
- ac—(acnk —(Sk) .
Pny, (7) = § ———2 six € [y, — Ok, Tn,]
Tny, —|—5IZ—$

5 ST € [Ty, Tn, + Ok

La cual claramente es continua, no negativa, menor o igual que 1 en todo
punto y se anula fuera de I;. Dada una sucesion de reales positivos (cg),
convergente a cero, definimos una nueva funcién ¢ = Y7 ckpn,. Veamos
que ¢ es continua, y para ello probemos ahora que la sucesién de sumas
parciales satisface una condicién uniforme de Cauchy. Sean x € R, e >0y
N2>1 tal que si k > N entonces ¢, < €. Escogiendo m > n > N se cumple
que:
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Z CrPn,, (iL')

k=n+1

m
< Z Ckn, () < €.

k=n+1

n m
> crpn, () = > crpn, (@)
k=1 k=1

para todo x € R.

La altima desigualdad es cierta porque x pertenece a lo méas a uno de los
intervalos I, por lo que ¢y, (z) # 0 a los mas para un subindice j.

Veamos ahora que ¢ se anula al infinito, o sea, que fuera de un compacto
se hace tan pequefia como queramos. Sea € > 0 y consideremos el compacto
LU...UINy.Six ¢ I U...UlIy, entonces ¢ (x)=0 o bien|p (z)| = cx < &
para una unica k > N; por ende, ¢ se anula al infinito, y entonces tendra
asociada una seminorma de las que generan la topologia de A.

Tomando (c) = (ﬁ) y la ¢ correspondiente a esta eleccion, tenemos
que:

Py (fnk)

Y

() -

Contradiciendo el hecho de que B es S-acotado. Por consiguiente, B es
uniformemente acotado, concluyendo la prueba. O

v

PRUEBA DE QUE EL ALGEBRA A = (C* (R), ) ES INFRASECUENCIAL,
PERO NO SECUENCIAL:
Sea (fy) la sucesion en A dada como:

0 stx<n-—1
fn@)=qrx—(n—-1) sin—1<zxz<n
1 six>n

Para cada n > 1 definimos la funciéon

0, stz <n—1
r—(n—1) sin—1<z<n
n+1—=x sin<rxr<n+1
0 str>n-+ 1.

on () =
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Entonces,

pon (15) = 1fa()F 6 ()
= 1.

Asi, (fff) no tiende a cero cuando k — oo, en la topologia £, para todo
n > 1y por tanto, A no es secuencial.

Por otra parte, sea B C A un subconjunto S-acotado. En virtud del lema
anterior, existe p > 0 tal que sup,cp |f(2)] < p para f € By x € R. Si

k
A= i y ¢ € Cf (R), entonces py ((/\f)k> = SUp,cr (@) ¢ (), por lo

que (/\f)lC — 0 cuando k£ — o0, en la topologia 3, para todo f € B. Es decir,
A es infrasecuencial.

4.1.1.2. Elalgebra C ([0,€2)) de las funciones escalares con la topologia
compacto-abierta, es un dlgebra secuencial, pero no fuerte-
mente secuencial

Sea [0, ) el espacio de los ordinales estrictamente menores que el primer
ordinal no numerable €2, con la topologia del orden (ver Apéndice A). Con-
sideremos el algebra C ([0,92)) de las funciones escalares y continuas con
dominio en [0, ), al cual le daremos una topologia localmente convexa, que
veremos que es m-convexa. Sea f € C ([0,9)).

Para cada cada compacto K C [0,€), definimos la seminorma pg (f) =
sup,ex |f (z)|. A la topologia dada por estas seminormas se le llama la
topologia compacto-abierta en C (]0,52)). Como la familia de seminormas es
saturada, para construir la base usual de vecindades bésicas de 0 basta tomar

una sola seminorma. En efecto, dadas pk,,...,pk,,, el conjunto K = K; U
... UK, es compacto, y px = mazx (pk,)-
1<i<n

Notemos también que si K C [0, 2) es compacto, la familia {[0,z + 1) |z € K}
es una cubierta abierta de K, por lo que

KcC[0,z+1)=[0,a]

para alguna z € K.
El espacio C ([0,9)) con la topologia compacto-abierta, posee las siguien-
tes propiedades:

1. Es un 4algebra m-convexa

2. No es Q-algebra
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3. Es secuencialmente completa
4. Es secuencial
5. No es fuertemente secuencial.

Demostracion. (a) Sean f,g € C (]0,1)). Tenemos que:

pr (fg) = Sup |f (@)] g ()]
< sup |f (z)|sup |g (v)]
reK reK
= PK (f)pK (g)

como queriamos probar.

(2) Sean K C [0,9) compacto y € > 0. Probaremos que el conjunto
{feC([0,92)]|pr (f —1) < e}, donde 1 representa la funciéon constante con
ese valor, tiene al menos un elemento que no es invertible.

Sea z € K tal que K C [0, z]. Definimos la funcién f : [0,9) — C como:

- fL vz
0 siy>x+1

Claramente f es continua en [0,2), ya que es constante en los cerrados
[0,z] y [x 4+ 1,9Q). Ademas, px (1 — f) < e por la definicion de f,y g no es in-
vertible, pues se anula en {2 (en una infinidad de puntos). Por la Proposicion
2.2.1, C([0,9)) no es Q-algebra.

Para ver que se cumplen las propiedades (3) y (4) requerimos del siguiente
lema:

Lema 4.1.2. Sea (A, 7) un dlgebra topoldgica de Hausdorff en la que estd
definida una norma de dlgebra |||, que determina una topologia mds fuerte
que 7 y tal que (A, ||-||) es de Banach. Si toda sucesion de Cauchy segin T lo
es segun la norma, entonces (A, T) es secuencialmente completa y secuencial.
Asi, una sucesion en A convergen segin T si y sélo si lo hace segun la norma

Demostracion. Probemos primero que A es secuencialmente completa. Sea

(x,) una sucesion de Cauchy en 7; luego, (z,,) es de Cauchy segtn la norma,

por hipétesis. Como (A4, ||-||) es de Banach, x, LI para alguna x € A; y

, . ., . T
como esta topologia es mas fuerte que 7, también se tiene que x, — z. O
sea, (A, T) es secuencialmente completa, como queriamos probar.
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Ahora probemos que A es secuencial. Sea (z,) tal que x,, — 0 en 7.
Luego (z,,) es de Cauchy en 7, y por ende también en la norma. Entonces,
(xy) tiene limite en (A, |-]|]), por ser éste un espacio de Banach, y como 0

es el limite de (z,,) en una topologia més débil, concluimos que x, —— 0.

Asi, existe N > 1 tal que ||zn|| < 1, lo que implica que z%, — il 0 cuando
’ q ) q p q N

k — oo; al ser 7 una topologia mas débil, se tiene que xﬂ“v 50, lo que
termina la prueba del lema. ]

PRUEBAS DE (3) y (4). Por el Teorema A.2.9, dada f € C (]0,Q2)) existe
z € [0,Q) tal que f es constante en [z,2). Claramente [0, z] es compacto
en [z, (), pues es cerrado en el compacto [0,Q]. Por tanto, f es acotada en
[0,9), asi que la norma del supremo |||, estd definida en C([0,£2)). La
topologia dada por |[|-||,, es mas fuerte que la compacto-abierta, ya que para
|||l se toma el supremo en todo [0,Q) y para las seminormas pyx se toman
en subconjuntos compactos K C [0,9). El algebra (C([0,€)),-||) es de
Banach.

Sean € > 0 y (f,) una sucesion de Cauchy en la topologia compacto-
abierta. Tomemos una sucesion (z,,) C [0,Q) tal que f,, es constante a partir
de z,, y consideremos s = sup (z,,), el cual es menor que 2 por el Teorema
A.1.1. Como [0,s] y [s,s+ 1] son compactos de [0,Q) y (f) es de Cauchy
en la topologfa compacto abierta, existe N > 1 tal que pj 4 (fn — fi) <€y
Plesit) (fn — fin) < £ 5in,m > N. Es claro que sup,c(s piq) oo (@) — fon (2)] =
SUPyes,0) | fn (%) — fm (z)], pues cada elemento de (f,,) es constante en [s, 2).
De donde, n,m > N implica || f, — fim|l, <€, por lo que (f,,) es de Cauchy
en la norma ||-|| . Asi, por el lema anterior, A es secuencialmente completa
v secuencial.

Por lo visto en el parrafo anterior, tenemos que una sucesion en C ([0,€2))
converge en la topologia compacto-abierta si y s6lo si converge en la uniforme.
En cualquier caso los limites coinciden.

PRUEBA DE (5) Supongamos que A es fuertemente secuencial; luego,
existen € > 0 y un compacto K C [0,), tales que si px (f) < &, entonces
f* — 0 cuando k — o0, en la topologia compacto-abierta. Afirmamos que
los elementos de la vecindad U = {f € C'([0,9Q)) [px (f —1) < e} de 1, son
invertibles. Sea f € U y hagamos g = 1 — f. Entonces,

(Zg> (oo d") Zg —Tilg

:l—g 1.
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Como pg (g) < €, concluimos que para la sucesion (g,) = (Z::o gk> se
cumple que (1 —¢g)gn = gn (1 —g) — 1 cuando n — oo. Por otro lado,
sabemos que (C ([0,€9)),||-||,,) es un algebra de Banach y las dos convergen-
cias anteriores también se dan en esta topologia. Por (c) del Teorema 2.3.2,
1—g = f es invertible. Asi pues, U es una vecindad de 1 compuesta por ele-
mentos invertibles, lo que implica, de acuerdo a la Proposicion 2.2.1, que A
es una -algebra. Esto contradice (2), por consiguiente A no es fuertemente
secuencial. O

La propiedad (5) se sigue también de la Proposicion 4.3.1 (a), que probaremos
més adelante y que relaciona las nociones de @-algebra, m-convexidad y
completez secuencial con la de fuertemente secuencial.

4.1.2. Ejemplos de algebras secuenciales

4.1.2.1. El algebra C[0,1] de las funciones en [0, 1] escalares y con-
tinuas, con la topologia 7 de la convergencia uniforme en
subconjuntos compactos y numerables

La topologia 7 est4 dada por las seminormas de la forma:

pi (f) = sup |f (z)|

zeK

con K C [0,1] compacto y numerable.
Esta algebra es

1. m-convexa
2. Secuencial

Es evidente que el dlgebra es m-convexa.

También es claro que la norma |[|f[|, = sup,ep|f (z)], cumple que
pic (£) < Iflle para todo K y f € CT0,1), ¥ (C[0, 1], |F].) es un élgebra
de Banach.

Para ver que C'[0, 1] es secuencial basta ver, por el Lema 4.1.2, que toda
sucesion de Cauchy segtin 7 también es de Cauchy con respecto a ||| .

Sea pues (f,) una sucesion de Cauchy en (C[0,1],7), y supongamos
que (fn) no es de Cauchy con respecto a ||-||. Entonces, existe ¢ > 0 tal
que para todo N > 1, |[fn — fn|loo = € para algin n > N; o en otras
palabras, |f, () — fn (z)| > € para algin x € [0, 1]. En particular, tomando
ny = 1, existen ng > ny1 y x1 € [0,1] tales que |fn, (x1) — fn, (z1)] > €;
procediendo inductivamente, podemos construir una subsucesion (fy,) de
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(fn) y una sucesion (zj) en [0,1], tales que | fn,,, (z) — fn, (x%)| > € para
todo k > 1. Como [0, 1] es compacto, existe una subsucesion (zy,, ) de (zy)
que converge a algun z € [0, 1].

Consideremos ahora el subconjunto compacto y numerable K = {z} U
{zk, :m >1} de [0,1]. Existe M > 1 tal que pg (f”km+1 — f”km) < e i
m > M, lo que implica que:

|fnkm+1 (mkm) - fnkm (zkm)‘ <eg
si m > M. Esto contradice nuestras construcciones de (fy,) y (zx). Por con-
siguiente, (f,) es de Cauchy con respecto a la norma |||/, como queriamos
probar.

4.1.2.2. El algebra /' de sucesiones escalares absolutamente sum-
ables con la topologia débil y la convoluciéon (x) como
producto

oo
n=0"

El producto de (ay,) (bn)og € €' esta definido como:

n

(an) * (bn) = aobo, agb1 —+ albo, a0b2 + a1b1 + CLQbo, cey Z ajbn,j, ...
=0

Y consideramos en esta dlgebra la topologia débil w = o (81, foo).
Esta algebra es:

1. Localmente convexa
2. Secuencial

Con las operaciones lineales y la norma usuales, y el producto arriba consid-
erado, ¢! es un algebra normada con la norma usual, ya que:

(an) * )y = DD ajba-;

n=0 |j=0
(o.¢] o0

< 3 lagl Y 1ol
n=0 n=0

ESIRICSIE
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L w) es un 4lgebra localmente

Por la Proposicion 2.3.2 tenemos que (E
convexa.
Por el Teorema de Schur (pdgina 23), una sucesion en ¢! converge con

respecto a w si y solo si converge con respecto a la norma ||-||;.
) . [
Asi, dada (x,) en ¢! tal que z, —5 0, tenemos que también x, —> 0.

Como toda élgebra normada es secuencial, existe m > 1 tal que xfn m 0
cuando k — oo, de donde x¥, 5 0 cuando k —» oo y entonces (51, w) es
secuencial.

4.2. Relacion entre las tres nociones de secuencia-
lidad y el radio de acotamiento

En la seccion supondremos que A es un édlgebra localmente convexa de
Hausdorff.

Hay una relacion entre las nociones de secuencialidad y la funcién radio
de acotamiento 5.

Teorema 4.2.1. El dlgebra A es

(a) Infrasecuencial si y sdlo si B es acotada en A (o sea, la imagen de
cada acotado es acotada)

(b) Secuencial si y sélo si 5 es secuencialmente continua en 0

(¢) Fuertemente secuencial si y sdlo si 5 es continua en 0.

Demostracion. (a) Sea B C A acotado. Supongamos que A es infrasecuen-
cial. Luego, existe A > 0 tal que (Az)® —» 0 para todo = € B. Entonces,
B(x) < % para todo x € B, por lo que 3 es acotada. Ahora supongamos que
B es acotada, entonces existe M > 0 tal que 5 (z) < M para todo = € B.

Por ende, (ﬁx)k — 0 para todo = € B, y entonces A es infrasecuencial.
(b) Supongamos que A es secuencial. Si 8 no es secuencialmente continua

en 0, entonces existe una sucesion (z,) en A tal que z, — 0y 5 (z,) - 0.

Hay un real ¢ > 0 y una subsucesion (z,,, ) tal que 8 (z,,, ) > € para todo

m > 1; es decir, 8 (%Tm) > 1 para todo m > 1. Claramente, x”g—m — 0,y

k
. x .
como A es secuencial (%) — 0 cuando k — oo para algtin mg. Esto

implica que B (;Enmo) < g, lo cual es una contradiccion.

Para probar la parte «si», supongamos que 3 es secuencialmente continua
en 0 y sea (x,) una sucesion en A tal que z,, — 0. Existe N > 1 tal que
B (zn) < 1; es decir, (xN)k — 0. O sea, A es secuencial.

(c¢) Supongamos que A es fuertemente secuencial. Luego, existe una vecin-
dad balanceada del cero V tal que ¥ — 0 cuando k — oo, para todo € V;
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de donde, B (z) < 1. Sea e > 0, entonces 5V es una vecindad del cero, y para
todo elemento x € V' se cumple que 8 (%x) = 5B (z) < e. Por consiguiente,
B es continua en 0.

Para probar la otra implicacién, observamos que de la continuidad de 8
se sigue que existe una vecindad V' de cero tal que 8 (z) < 1 para todo z € V,
es decir ¥ — 0 para todo = € V, con lo que se concluye la prueba. O

Lema 4.2.1. Supongamos que A es conmutativa y con producto continuo.
Definimos C = {x € X |[{z"|n > 1} es acotado}. Entonces C es un disco
idempotente.

Demostracion. Sean x,y € C. Probemos primero que C es idempotente.
Sea V € N (A); como el producto es continuo, existe W € N (A) tal que
W-W C V. Como z,y son acotados, existen Az, A, > 0 tales que (z") C A, W
y (y") € \yW. Por ser A conmutativa, (zy)" = (z") (y") C AgA,W - W C
Az Ay V. Por tanto, zy € C, es decir C' es idempotente.

Probemos ahora que es un disco. Sea p una seminorma continua en A y
supongamos que |A| + |u| < 1. Como A es conmutativa,

n—1
Az + py)" = p"y" + "™ + Z < Z ) AF =k gkyn=k,
k=1

Existen una seminorma continua ¢ y M > 1 tales que p (zw) < ¢ (z) ¢ (w)
yp("),q@),p(y"),q(y") < M para todo n > 1. De donde,

p(O+ )™ <A pE)+ |l p(y +Z< )\A " p ()

S A"p ™)+ pl"p(y +Z( >|A i q<$k>q<yn_k)
k=1

,_.,_.

2 n ki, n—k
< ()W
k=0
= M? ([N + |ul)" < M?
Por tanto, Az + py € C' 'y C' es también un disco. O

Proposicion 4.2.1. Supongamos que A es conmutativa, con producto con-
tinuo y que todo elemento de A es acotado. Entonces la funcidn radio de
acotamiento [ es una seminorma submultiplicativa.
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Demostracion. Por el inciso (2) de la Proposiciéon 3.3.5, 8 (z) < oo si x €
A. Sea C = {z e X|[{z"|n>1} esacotado}. Como A = Ay, para todo
x € A existe A # 0 tal que Ax € C. Podemos ver que § es la funcional de
Minkowski de C'. Entonces, por el lema anterior y la Proposicién 2.3.4, 5 es
una seminorma submultiplicativa. ]

Teorema 4.2.2. Si A es conmutativa, con producto continuo, bornoldgica e
infrasecuencial, entonces A es fuertemente secuencial.

Demostracion. En la Definicion 4.1.1 se hizo notar que si A es infrasecuen-
cial, entonces A = Ap; luego, por la proposiciéon anterior y el Teorema 4.2.1,
08 es una seminorma acotada, de donde 8 es continua por Teoremal.2.22.
Finalmente, usando de nuevo el Teorema 4.2.1 (c), concluimos que A es
fuertemente secuencial. O

4.3. Igualdad entre los radios espectral y de aco-
tamiento

En esta subseccion suponemos que el algebra A tiene idéntico e.

Teorema 4.3.1. Supongamos A tiene idéntico y r(x) = B (x) para todo
x € A. Entonces, A es una Q-dlgebra si y sélo si es fuertemente secuencial.

Demostracion. Supongamos primero que A es una Q—algebra. Entonces ex-
iste V € NV (A) balanceada, tal que e +V C G (A4). Afirmamos que U = 3V
es la vecindad buscada para comprobar que A es fuertemente secuencial.
Sean z € U y |\ > % Tenemos que 2z € V, de donde —§ = —g—f\ eV, por
ser V balanceada. Asi, \e —x =e—§ €e+V C G (A). Por ende \ ¢ o (),
lo que implica, que S (z) = r (x) < % De donde, 2™ — 0 y A es fuertemente
secuencial.

Supongamos ahora que A es fuertemente secuencial. Por el teorema Teo-
rema 4.2.1 (c), B es continua en cero, asi que 37! (—o0,1) es abierto. De
donde, el conjunto {x € A|B(x) <1} ={x € A|r(z) <1} es una vecindad
de cero, asi que A es una @-algebra, por la Proposicion 2.2.1. O

En |21, Teorema 2| se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.3.2. Si A es un dlgebra complleja m-conveza y secuencialmente
completa, entonces r (x) = sup lim po(xy)n para todo x € A, donde {p,} es
o Moo

cualquier familia de seminormas m-convezxas que definen la topologia de A.

De este teorema y del apartado (6) de la Proposicion 3.3.5, obtenemos:
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Corolario 4.3.1. Si A es un dlgebra compleja m-conveza y secuencialmente
completa, entonces r (x) = [ (x) para todo x € A.

Recordemos que
S(A) ={x € Alr(x) <1}

donde r es la funcién radio de espectral. Este conjunto se relacionard con
D(4) = {a € A3 () < 1}

Lema 4.3.1. Si B C A es balanceado y e — B C G(A), entonces B C S(A).
Si A es pseudo-completa, entonces e — D(A) C G(A).

Demostracion. Para la primera parte, tomemos z € B y |A| > 1; basta
probar que A ¢ o (x), es decir, que x — Ae € G (A). Esto ocurre si y sélo si
e — 5 € G (A), lo cual es cierto porque B es balanceado y e — B C G(A).

Para la segunda parte, tomemos = € D (A). Como [ (x) < 1, existe
0 < |\ <1, tal que la sucesion (f—:) tiende a 0. Entonces la envolvente cer-
rada absolutamente convexa B del conjunto {i—i\n > 1} es un disco acotado
cerrado e idempotente (Proposicion 3.3.2).

Es claro que ||z]| 5 < A < 1, por lo que la serie ) >° , ||z||z converge. Por
hipétesis, (A (B), ||-|| 5) es un algebra de Banach; por tanto, la serie > > 2™
converge en A (B) y la sucesion (z") tiende a 0 en esta algebra. Los mismos

dos hechos suceden entonces en A. Como
(Shopam) (e =) = (e —2) (Thoyan) = e — k!
concluimos que e —z € G (4). O
<

Corolario 4.3.2. Si A es pseudo-completa, entonces D(A) C S(A) yr (z)
B ().

Demostracion. El conjunto D (A) es balanceado porque [ (—z) = [ (x)
(Proposicion 3.3.5 (3)), asi que D(A) C S(A) por el lema anterior. La se-
gunda parte es obvia cuando f(x) = oo. Supongamos que [ (z) < ooy
tomemos 3 (z) < a, o equivalentemente, 3 (£) < 1. Entonces r (£) < 1, es
decir r (z) < «a. Haciendo tender o« — f3 (z) por la derecha, concluimos lo
que queremos. ]

Allan [2] introduce, para un algebra compleja localmente convexa con
idéntico A y todo x € A, el llamado espectro de Allan de x, que se denota
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como o4 (x) y se define del modo siguiente: co € o4 () si z ¢ Ao, es decir,
x no es acotado; y un complejo A € o 4 (z) si x — e no tiene inverso acotado.
El radio espectral (de Allan) r 4 asociado a este espectro es

ra=sup{|A\ €C®|A€aoy(x)},

donde C*® = CU {0} y sup {oo} = cc.

En |2, Teorema 3.12] se prueba que 5 (z) < ra (x) para todo x € A.

Es claro que si A = Ay, entonces o4 (z) = o (z) y ra (z) = r (x). A partir
de esto y el corolario anterior tenemos

Corolario 4.3.3. Si A es un dlgebra compleja, A = Ay y es pseudo-completa,
entonces 7 (x) = [ (x) para todo x € A.

Por todo lo anterior, obtenemos:

Proposicion 4.3.1. Supongamos que A es un dlgebra compleja que cumple
cualquiera de las sigutentes dos condiciones:

(a) A es un dlgebra m-conveza secuencialmente completa

(b) A= Ay y A es pseudo-completa.

Entonces, A es una Q-dlgebra si y sélo si es fuertemente secuencial.

4.4. Algebras metrizables pseudo-Banach

En esta seccion A es un algebra localmente convexa.

Definicion 4.4.1. La envolvente idempotente de un subconjunto B de un
algebra es el minimo subconjunto idempotente del algebra que contiene a B
y coincide con (o2, B™.

Lema 4.4.1. Si cada acotado de A es absorbido por algin B € 51 (Definicion
3.8.1), entonces la envolvente idempotente de un conjunto B € By (Definicion
3.1.1) pertenece a [.

En los siguientes tres resultados X es un espacio localmente convexo y
melrizable.

Lema 4.4.2. Si (x,) es una sucesion en X que converge a cero, entonces
L2, — 0 para alguna sucesién (ry,) de reales positivos que converge a 0.

Tn

Demostracion. Existe n; > 1 tal que =, € B; (0) para todo n > nj. El
conjunto %B 1 (0) es una vecindad de cero porque las homotecias son home-
2

omorfismos, asi que existe ny > nq tal que x, € %B; (0) para todo n > ns.
2
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Procediendo inductivamente, podemos construir una sucesién creciente de
naturales nq < ng < ... < ng... tal que x, € %B; (0) para todo n > ng
k
y todo k > 1; o equivalentemente, kx, € Bi (0) para todo n > ng y to-
k
do k > 1. De este modo, definiendo r, = 1si1 < n < ny, yr, = % si
ng < n < ngy1, tenemos que r,, — 0y %wn € Bi (0) para todo n > ng; o
n k

1

o

sea, —xy — 0. 0

Lema 4.4.3. Una sucesion (x,) Mackey-converge a cero en X si y solo si

(%xn> — 0 en X para alguna sucesion (ry) de reales positivos que converge
a 0.

Demostracion. Si (z,,) es Mackey-convergente a cero, también converge a

cero en X, y el resultado se sigue del lema anterior. Supongamos ahora que

(%:pn> — 0en X, con r, — 0. Sea B la envolvente cerrada absolutamente

oo
convexa del conjunto acotado {%xn} . Luego, z, € X (B) y ||lznllg < ™

n=
para todo n > 1. Entonces (z,) converge a 0 en X (B); es decir, Mackey-
converge a cero en X. O

Teorema 4.4.1. La convergencia de una sucesion en X en el sentido de
Mackey es equivalente a su convergencia en X.

Demostracion. Se probd en la Proposiciéon 3.2.3 que la convergencia de Mack-
ey implica la convergencia en X . Para la otra parte, basta probar el resultado
para las sucesiones convergentes a cero, pues las traslaciones son homeomor-
fismos. Por los dos lemas anteriores: si (x,) converge a cero en X, entonces
es Mackey-convergente a cero. O

Definicion 4.4.2. Un &lgebra pseudo-completa en la que cada acotado es
absorbido por algin B € 1 es llamada un algebra pseudo-Banach.

Proposicion 4.4.1. Si cada acotado de A es absorbido por algin B € (1,
entonces A es infrasecuencial.

Demostracion. Sea, By acotado en A. Existe B € f1 y A > 0 tales que
By C AB. Por tanto, ||z||g < X para todo z € By, lo que implica que

(ﬁ)n — 0 en A(B) cuando n — oo. Al ser mas fuerte la topologia

n
dada por ||-||5 que la de A, concluimos que (ALH) — 0 en A para todo
T € By. ]
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Teorema 4.4.2. Si cada acotado de A es absorbido por algin B € f1,
entonces una sucesion (ry,) en A converge a x en el sentido de Mackey si y
sélo (xy) y x pertenecen a A(B) para algin B € 1 y x, — x en A(B).

Demostracion. La Parte «si» se sigue de la Proposicion 3.2.1.

Parte «so6lo si». Existe una acotado By tal que (z,) y = pertenecen a
A(By) y ©, — x en A(By). Por hipétesis, existen B € 1 y A > 0 tales
que By C AB; de donde A (By) C A(B), y por tanto (z,) y  pertenecen a
A(B), v I'lz < IIllg,, de donde se sigue el resultado. O

Teorema 4.4.3. Si A metrizable y pseudo-Banach, entonces A es fuerte-
mente secuencial.

Demostracion. Basta probar que A es secuencial, por la Proposicion 4.1.2.
Tomemos pues una sucesion (x,,) tal que x,, — 0. Por los teoremas probados
en esta seccion, existe B € ;1 tal que x, — 0 en A (B); asi, existe m > 1
tal que ||z,|| 5 < 1, de donde 2%, — 0 en A (B) cuando k — oo. Por ende

z’ﬁn — 0 en A cuando k — 0o, como queriamos probar. ]

4.5. Secuencialidad en limites inductivos de alge-
bras topolégicas

FEn esta secciéon, usaremos los resultados del limite inductivo de espacios
vectoriales topologicos, presentados en el Apéndice B.

4.5.1. Limite inductivo de algebras normadas

Teorema 4.5.1. Supongamos que (A1, |-||;) C (A2, |‘|l) C ... es una suce-

oo
sion creciente de subdlgebras normadas de un dlgebra A tales que A = |J A,
n=1
y la inclusion iy, @ Ay, — Apt1 tiene norma menor o igual que 1 para cada

n > 1. Entonces la topologia T en A, del limite inductivo asociado al sistema
{An,in}, es m-conveza.

Demostracion. Sea S = {\ = (A\,) |0 < A\, <1 para todo n > 1}. Para cada

o0
A € S tomamos la envolvente convexa de Cy de C = |J A\, By, donde B,
n=1
(o.]

es la bola unitaria cerrada en A,. Tenemos que |J A\,B, es balanceado
n=1
porque cada A, By, lo es, y entonces Cy C A también es balanceado. O sea,

C) es la envolvente absolutamente convexa de C. Ademés es absorbente,
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pues contiene a A, B, para cualquier n > 1. Por ultimo, veamos que C) es
idempotente. Por la Proposicién 3.3.2, basta probar que C' es idempotente.
Notemos que esto es cierto si Ay, By, - Ay Bry C ApyBh,, con ny < ng, y esto
sucede, ya que

||/\n1$n1>‘n2$n2||n2 [Any | [Ans | ||5CmHn2 ”xnznm

<
< [l s 2 [, 120, 115,
< Al

donde la segunda desigualdad se tiene porque la inclusién A, — A,, tiene
norma menor o igual a 1 si n < m, es decir ||-||,, < |I]],,-

Sea p)y la funcional de Minkowski de C'y. Entonces py es m-convexa, por
la Proposicion 2.3.4. Afirmamos que {px},cg genera la topologfa 7.

Sean A € S, n > 1y x € A, Si|z|, < 1 entonces \yz € Cy; de
donde, py (z) < i Por la Proposicion 1.1.4, py (z) < ﬁ ||z]|,, . Por ende,
{Pr} cg genera en A una topologia m-convexa, 7, tal que la inclusion 4, :
A, — (A, T) es continua para cada n > 1. Por consiguiente, la topologia
localmente convexa del limite inductivo 7 asociada al sistema {i,, : A, — A}
es mas fuerte que 7,; en sfmbolos 7, C 7.

Por otra parte, sea ¢ una seminorma 7-continua en A. Como la inclusion
in @ Ap — (A,7) es continua para cada n > 1, existe una sucesiéon A\ =
(An) € S tal que \yB, C {z € A, : ¢(v) < 1} para cada n > 1; de donde
C\ C {x € A:q(x) <1}, pues el conjunto de la derecha es convexo, y si
pa () < 1, entonces g (z) < 1; o sea, ¢(z) < py(x) para todo z € A. De
aqui se sigue que 7 C 7. ]

4.5.2. Limite inductivo estricto de algebras normadas y m-
convexas

Por el teorema de la subseccién anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.5.1. Sea (A4, ||-|]), un dlgebra normada y {A,} una sucesion
creciente de subdlgebras de A cada una con la topologia inducida por la
norma en A, tales que A = U Ay Entonces {An,in}, donde iy : A, — A es

la inclusion, es un sistema mductwo estricto de espacios localmente convezros
y la topologia del limite inductivo estricto de este sistema es m-conveza.

Teorema 4.5.2. Sea A, un dlgebra m-conveza y { A, } una sucesion creciente
de ideales de A, cada uno con la topologia inducida por la de A y tales que

o0
A = |J An. Entonces {An,in}, donde ip : A, — A es la inclusion, es un

n=1



CAPITULO 4. SECUENCIALIDAD 69

sistema inductivo estricto de espacios localmente convezos y la topologia T
en A del limite inductivo estricto de este sistema es m-conveza.

Demostracion. El sistema {A,,i,}, es un sistema inductivo estricto de es-
pacios localmente convexos, ya que cada A, es un subespacio topoldgico de
Apt1. Sea @ la familia de todas las seminormas en A que son m-convexas y
continuas.

Sea V € N (A,7), donde N (A, 7) es la base de vecindades del 0 para
7, vista en el Teorema B.1.1. Para cada k > 1 , existe pp € @ tal que
Vi = {x € Xk |pp () <1} C VN Ag. Para cada n > 1 definimos W,, =
{z € Ay |pr () < 1si 1 <k <n},elcual es un disco absorbente en A,,. Hag-

o0
amos W = U W, entonces W es balanceado y absorbente en A.

n=1

Se cumple que W C V| pues z € W, implica p, (x) < 1, de donde
x eV, CVNA, C V. Ademas W es idempotente, ya que si x € W,
y € Wi vy n < m, entonces xy € A, , por ser A, un ideal, de donde,
i (2y) < pr (z)pr (y) < 1si 1<k <ny entonces xy € W,,.

Sea U la envolvente convexa de W. Entonces U es un disco idempotente.
Ademas, U es absorbente por contener a W, y U C V por ser V convexo y
cumplirse que W C V. Como U es absolutamente convexo y W,, C U N A,
para cada n > 1, tenemos que U € N (A, 7). Por tanto, la coleccion de
todos los discos idempotentes U asi construidos es una base de vecindades
del 0 para la topologia 7 del limite inductivo estricto, por lo que ésta es
m-convexa. [

Corolario 4.5.2. Si se cumplen las hipdtesis del teorema anterior y cada
A, es cerrado en A, entonces A es infrasecuencial si cada A, lo es.

Demostracion. Sea B C A acotado. Entonces, por la Proposicion B.1.5, B C
A, para algin n > 1 y es acotado ahi. Como A, es infrasecuencial, existe
A > 0 tal que para todo = € B, ()\:c)k — 0 en A, cuando k — oco. Como la
topologia de A,, estd inducida por la de A, la sucesién converge también en
A. O

4.5.3. Ejemplos

Ejemplo 4.5.1. Sea F(N ¢l algebra de las sucesiones escalares que se esta-
cionan en cero, con las operaciones lineales y el producto definidos entrada
por entrada, y con la topologia 7 del limite inductivo estricto determinada
por el sistema inductivo de algebras de Banach {F",i,}, donde para cada
n, F" es el ideal de F(Y) formado por la sucesiones cuyos términos son 0 a
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partir del lugar n + 1, con la norma del supremo de FN y 4, : F* — Frtl
es la inclusion. Entonces (F(N),T) es un algebra:

1. m-convexa

2. completa, barrilada y bornolégica

3. no metrizable

4. infrasecuencial, mas aun fuertemente secuencial.

En efecto, por el Teorema 4.5.1, (F(N), 7') es un algebra m-convexa.

Por el Teorema 1.2.10 y el Corolario 2.3.1 cada F™ es barrilada y bor-
noldgica, Se sigue del Teorema B.1.2 y las Proposiciones B.1.7 y B.1.6 que
(F(N), T) es un algebra completa, barrilada y bornolégica,

Por el Teorema de categorfa de Baire, (IE‘(N),T) no es metrizable, pues
FO = (Jo°, F" e int (F") = int (F") = @ en (FM, 7).

Por ser un algebra normada, F" es infrasecuencial para todo n > 1.
Luego, por el Corolario 4.5.2, (F(N),T) es infrasecuencial y por el Teorema
4.2.2, (F(N),T) es fuertemente secuencial.

Ejemplo 4.5.2. Sea Cy (R) el édlgebra de funciones escalares continuas

definidas en R y cuyo soporte supp (f) = {z € R|f () # 0} es compacto,

dotado de la topologia 7 del limite inductivo estricto determinada por el

sistema de algebras de Banach {C [-n,n]: n > 1,4,}, donde cada C [—n,n]

estd formada por las funciones en Cpyo (R) con soporte en [—n,n| y cuya

topologia es la inducida por la norma del supremo definida en Cpp (R).
Entonces Coo (R, 7) es un algebra:

1. m-convexa

2. completa, barrilada y bornolégica

3. no metrizable

4. infrasecuencial, mas aun fuertemente secuencial.

En efecto, por el Corolario 4.5.1, la topologia de limite inductivo estricto en
Co (R) es m-convexa.

Por el Teorema 1.2.10 y el Corolario 2.3.1 cada C [—n, n] es barrilada y
bornolégica, Se sigue del Teorema B.1.2 y las Proposiciones B.1.7 y B.1.6
que Coyo (R) es un élgebra completa, barrilada y bornolégica,
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Por las Proposiciones B.1.4 y 1.2.4, int ((C [—n, n])) =int (C'[-n,n]) =
@ en (Cyo (R),7), asi que de nuevo por el Teorema de Categoria de Baire,
Coo (R) no es metrizable.

Por los mismos argumentos usados en el ejemplo anterior se tiene que
Coo (R) es infrasecuencial, mas atn fuertemente secuencial.

Ejemplo 4.5.3. Sea (Z(Q2),T) el algebra de funciones de prueba en un
abierto  C R, con las operaciones usuales de funciones y la topologia T
del limite inductivo estricto dada por el sistema inductivo estricto de las
algebras de Fréchet {2 (K;)};2, (ver Apéndice C).

Entonces (7 (), 7T) es un algebra

1. m-convexa

2. completa, bornolégica y barrilada
3. no metrizable

4. Q-algebra sin idéntico

5. fuertemente secuencial.

En el apéndice C se hace ver que la sucesion creciente {2 (K;)}i2, v 2 ()
con la £ (£2)-topologia satisfacen las hipotesis del Teorema 4.5.2) y asi
(2(Q),T) es un algebra m-convexa.

También se prueba que cada Z (K;) es un algebra (ideal de 2 (92)) de
Fréchet, por tanto bornolégica y barrilada, y cerrada en 2 (K;y1). Por lo
visto en el apéndice B (Proposiciones B.1.6 y B.1.7), (Z (), T) es completa,
bornolégica y barrilada.

Por las Proposiciones B.1.4 y 1.2.4, int (@ (Ki)> = int (2 (K;)) = O en
(2(Q),T). Por el Teorema de Categoria de Baire, (Z (2),7) no es metriz-
able.

Probaremos que 7 (Q2) es una Q-algebra. La norma || ||, = sup,ecq | f (z)]
definida en Z () es T-continua ya que

Mo = qos. (F) = ma D ‘
oo |20y = q0,5; (f) %%;él}()l) f(x)

Entonces, V ={f € 2(Q) || fll, <1} esuna vecindad de 0 en la topologia
del limite inductivo.
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Por otra parte, dado f € 2 (Q2), observamos que f o g = 0 (donde o es
la operacion circulo) para alguna g € 2 (Q2), si y sblo si g = % pertenece
a 7 (Q); en otras palabras, f tiene casi-inverso en Z (Q2) si y solo si f # 1
en (). Por consiguiente, V' C Z, () y se sigue de la la Proposicion 2.2.4 que
2 (Q) es una Q-algebra.

Por el Teorema 2.2.2, su unizacién Z (1), es una @Q-algebra y por la
Proposicion 4.3.1, 7 (Q2), es fuertemente secuencial. Finalmente, por la Proposi-
cion 4.1.3, 7 () es fuertemente secuencial.



Capitulo 5

Continuidad de caracteres

Para terminar esta tesis, se hace uso de todo lo visto para probar conclu-
siones sobre la continuidad de caracteres y homomorfismos de algebras. Son
dos los principales resultados a tomar en cuenta en este capitulo: el Teorema
5.1.1, cuya prueba es larga y usa mucho material visto en el trabajo, y que
da origen a dos corolarios similares al Problema de Michael; y el segundo
es la introduccién de la condicién D, aportacién original de esta tesis, que
generaliza las dos condiciones planteadas por Husain y Ng v que nos permite
dar una respuesta parcial a dicho Problema en Teorema 5.2.2. Se presenta
un ejemplo de un algebra que satisface nuestra condicién D, asi como un
ejemplo de una que no la satisface.

5.1. Infrasecuencialidad y continuidad de caracteres

En la seccion supondremos que A es un dlgebra localmente convera de
Hausdorff y con producto continuo. St tiene idéntico, éste se denotard por e.

Lema 5.1.1. Sea A secuencialmente completa. Si (x)) es una sucesion en
A que converge (débilmente) a 0 y C' es la envolvente cerrada absolutamente
conveza de {xy |k > 1}, entonces

C = {z UETk ‘(,uk) e } (5.1)

k=1
y C es acotado.

Demostracion. Afirmamos primero quesi Y oo || < 00, entonces > oo | (kT
converge en A. Sea p una de las seminormas que generan la topologia de A.

73
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Como (xy) converge (débilmente) a 0, existe M > 0 tal que p (zx) < M para
todo k > 1. Sea € > 0 y supongamos que m > n, entonces:

m n m
p <Z HkTh — ZMk%) < Z |bklp (k)
k=1 k=1 k=n+1
m
< M Z |k |
k=n+1

Como > 727, |uk] < oo, existe N € N tal que si m > n > N, en-
tonces Y " o |uk| < 57 Al escoger de este modo los indices, tenemos que
p (i1 Hky) < €. Por tanto, la sucesion (3, prar) es de Cauchy, y
como el dlgebra A es secuencialmente completa, el limite > 72 | upxy existe.
Queda probada nuestra afirmacién, y se sigue que el conjunto

S = {Z/%S% >l < 1}
k=1 k=1

estd bien definido en A.

Sea Cj la envolvente absolutamente convexa de {zy |k > 1}, es decir C =
Co. Es claro que los elementos de S son limites de sucesiones (D) _; ApTg),,
en Cg; por ende, S C C.

Sea x = Y ;_; MZg, con Yy [Ag| < 1. Tomando py = 0 para todo
k > n, tenemos que x =y o | upy € S, de donde Cy C S.

Para terminar de probar la igualdad (5.1) basta ver que S es cerrado.

Consideremos ¢ el espacio de las sucesiones escalares convergentes a cero,
y recordemos que cf = 1. Si p = (ux) € £, entonces f, € ¢ es la funcional
lineal definida como f, (A\n) = > .02 inAn para toda sucesion (\,) € co,
y se cumple que ||f,|| = [|g|[1. Consideremos ahora los espacios (¢, w*)
y (A, w). Las topologias w* y w estan dadas por seminormas de la forma
Py (F) = 1F ()] con (An) € o ¥ € &, 3 pile) = |h(z)| con h € A* y
x € A, respectivamente.

Definimos el operador lineal T": (¢, w*) — (A, w) como T (fu) = > pey Mk,
y afirmamos que T es continuo. En efecto, dada h € A*, tenemos

Ph (ZMWk) = > uh ()
k=1 k=1

= |fu (h(zk))|
= P(h(ay)) (fu) >
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pues (h(zk)) € co, ya que h es continuo y (zj) converge (débilmente)
a 0. Por tanto, T es continua. Por el teorema de Alaoglu sabemos que
U = {fuec|llfull =llull <1} es compacto en la topologia w*, y como
T es lineal, continuo y T (U) = S, concluimos que S es convexo y débil-
mente compacto en A. Asi, es débilmente cerrado y por tanto, cerrado, como
queriamos probar.

También tenemos que como, C' = S es débilmente compacto, entonces es
débilmente acotado y por tanto, acotado, segiin el Teorema 1.3.1. O

Corolario 5.1.1. Sean A secuencialmente completa yy € A. Si la sucesidn
(yk) converge (débilmente) a 0 y C es la envolvente cerrada absolutamente
conveza de {yk]k: > 1}, entonces C' es cerrado, acotado, absolutamente con-
vexo e idempotente.

Demostracion. El resultado se sigue del lema anterior y la Proposicién 3.3.3,
pues {yk\k > 1} es idempotente. ]

Corolario 5.1.2. Con las hipdtesis del corolario anterior, tenemos que el
dlgebra A (C) (ver Seccion 3.8 ) es un dlgebra de Banach y conmutativa.

Demostracion. Con base en el lema anterior y el Teorema 3.3.1, s6lo resta
ver que A(C) es conmutativa. Sean u,v € C, es decir u = > oo, uey¥ vy
v =332 My con D200 k] < 1y 32 [Ak| < 1. Afirmamos que:

00 k
uY = Z [Zyi/\kﬂi] ka. (5.2)

k=1 Li=1

Para cada k£ > 1 sean:

k n
ap = Zﬂz‘/\kﬂm Ap = Zakka
—1

i=1 k
n n
Un =Y my", Vo= Mgt
k=1 k=1
Wy =V — 0.
Con estas notaciones, debemos probar:

limUyv = lim A,,. (5.3)

n—o0 n—0o0
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Observamos que:

Ay = mAy? A+ (e + ped) y? + 4 (padn + -+ ) Y
= (i My? + padoy® + - + Ay ) +
(2 My + -+ 21y ) 4 Ay
= 1YV + p2y* Vo1 + -+ + pny™ Vi
=y v+ wn) + poy® (U wp—1) + o 4 py™ (v wr)
= Unv + pywy, + poy*wp—1 + - + pny™wr.

Hagamos z, = pi1yw, +/L2y2wn,1 ~+ ...+ upy"wy para cada n. Para tener
la igualdad (5.3), solo debemos probar que lim,,_,o 2, = 0.

Sea P, la familia de seminormas continuas en (A, 7). Parap € P,y e >0
arbitrarias, existe ¢ € P, tal que p (zy) < g (z) ¢ (y) para todo x € X. Como
(yk) converge (débilmente) a 0 y w, —> 0 en A, existen M >0y N > 1
tales queq(yk) <My q(wy) < Mparatodok > 1,y q(w,) < g7sin>N
. Asi, para n > N tenemos:

p(m) < p(wipmy” + -+ wnpy—(v—1yy" N Y) +
+p (WN 1Ny N+ W)
< P (wipny™) + -+ p (W p—(v-1yy" V) +
+p (v 1Ny )+ p (wnpy)
< M2 (lpnl 4+ + [pnev-1)|) + & (pn—n|+ -+ |pal)

De donde:
o0
limsupp (z,) < ¢ [Z \m\] <e
i=1
Por ser ¢ arbitraria, concluimos que lim,_,« p (2,) = 0, lo que demuestra

la igualdad (5.3) y se sigue (5.2).
Intercambiando los papeles de v y v tenemos:

00 k

k41,

VU = Nittk1—i | Y°
k=1 \i=1

00 k
uw = Z [ZMMkH—i] yh
i=1

k=1
= > (Zle )\iﬂk—l-l—i) yh

= vu

de donde,
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Teorema 5.1.1. Si A es secuencialmente completa y (débilmente) infrase-
cuencial, entonces toda funcional lineal multiplicativa en A es acotada.

Demostracion. Supongamos que existe una funcional lineal multiplicativa f
en A que no es acotada. Sea B C A acotado tal que f(B) no es acotado en
F. Como A es (débilmente) infrasecuencial, existe A > 0 tal que para todo
z € B, (Ax)" converge (débilmente) a 0 cuando k — oo; y como f no es
acotada, existe una sucesion (z,,) en B tal que |f(zy)| > n para todo n > 1.

Sea m suficientemente grande para que mA > 1, y hagamos y = Az,,.
Como z,, € B, tenemos que (y*) = (Azy)* converge (débilmente) a 0
cuando £k — oo. Sea C la envolvente cerrada absolutamente convexa de
{y*|k > 1}. Del Corolario 5.1.2, obtenemos que A (C) es un algebra de Ba-
nach. Recordemos que, como se vio en la la Proposicién 2.3.8, toda funcional
lineal multiplicativa en un algebra de Banach tiene norma menor o igual que
1; luego, se cumple que |f (2)| < ||z]| para todo z € A(C). Ademaés, sabe-
mos que la bola unitaria en A(C') es justamente C. Tras estas observaciones,

vemos que:
1 < m
< Alf (@m)
/(W)
<yl <1
Lo cual es una contradiccién. Por tanto, f es acotada. O

Corolario 5.1.3. Si A es secuencialmente completa, bornoldgica y (débil-
mente) infrasecuencial, entonces es funcionalmente continua; es decir, toda
funcional lineal multiplicativa definida en A es continua.

Demostracion. Sean € > 0y f una funcional lineal multiplicativa en A. Por
el teorema 5.1.1, f es acotada. Por el inciso (c¢) del Teorema 1.2.22 f es
continua.

El siguiente resultado responde afirmativamente la prequnta de Michael
en un caso particular. ]

Corolario 5.1.4. Toda dlgebra de Fréchet (débilmente) infrasecuencial es
funcionalmente continua.

Demostracion. Esto se sigue del corolario anterior y del hecho de que toda
algebra de Fréchet es bornologica (Corolario 2.3.1), completa y localmente
convexa con producto continuo. ]
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Proposicion 5.1.1. Supongamos que A es secuencialmente completa y f
es una funcional lineal multiplicativa. Si x € A es tal que la sucesion (z™)
converge (débilmente) a 0, entonces |f (z)| < 1.

Demostracion. Supongamos que |f ()| > 1, yseay = %; entonces, f (y) =
1. Sea C la envolvente cerrada absolutamente convexa de {z" |n > 1}. Por
el Corolario 5.1.2 A(C) es un algebra de Banach. Por la Proposicion 2.3.8,
la restriccion de f a A (C) es continua. Claramente {y"|n>1} C A(C), y
ademas [|z|| < 1. Entonces,

e < |75
< 1
= F@r

Por lo que, y" M 0 cuando n — o0, y como f es continua en A (C),
tenemos que f (y") — 0; pero f (y") = f(y)" = 1 para todo n, lo cual es
una contradiccion. Por ende, |f (z)] < 1. O

5.2. La condicién D

Para concluir introducimos aqui una condicién que llamaremos D, la
cual nos permitird dar el Teorema 5.2.1 que tiene como corolarios algunos
de los resultados publicados en [11] y [12]|. Esta condicién esté inspirada en
otras dos, distintas a las nociones de secuencialidad, que también ayudan a
determinar la continuidad de caracteres y méas en general de homomorfismos
de algebras. Nos referimos a las condiciones C' y C’, que fueron definidas por
Husain y Ng en distintos articulos. En [10] se introduce la condicién C' sin
darle ese nombre; y en [9] se presenta la condicion C’, siguiendo lo hecho en
[11] para algebras reales, donde era llamada la condicion C.

Sea A un &lgebra semitopolégica sobre F y (y,,) una sucesion en A.

» Una sucesion (y,) en A satisface la condicion () si existe una funcional
lineal multiplicativa en A, para la que inf,, |f (y,)| > 0.

= Decimos que una sucesion (y,,) en A satisface la condicion (xx) si existe
una sucesion (fy,) de funcionales lineales multiplicativas en A, para las

aue ity | fin (ya) > 0.
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= Si A es un élgebra normada y toda sucesion (y) en A, con ||y,| > 1
para todo n, satisface la condicion (xx), entonces se dice que A satisface
la condicion (C)

» El algebra A satisface la condicidn (C") si toda sucesion (y,) en A tal
que y, - 0y y, # 0 para todo n, satisface la condicion (k).

» El dlgebra A satisface la condicion (D) si toda sucesion en A que esta
fuera de alguna vecindad de 0 tiene una subsucesion que satisface (x),

Es claro que las condiciones (*) y (**) son equivalentes, pues en (**) no
se requiere que las funcionales sean distintas entre si. Sélo incluimos (**)
porque fue la propiedad que usaron Husain y Ng para definir sus condiciones
(C) y (C).

Es obvio que para que pueda darse cualquiera de las condiciones an-
teriores, es necesario que el conjunto M7 (A) de todas las funcionales li-
neales multiplicativas en A distintas de la funcional cero, sea distinto del
vacio. Tal es el caso, por ejemplo, cuando A es un algebra conmutativa com-
pleja de Fréchet con idéntico, en cuyo caso o (z) = {f(x)|f e M(A)} y
r(z) = sup{|f ()| | f € M(A)}, donde

M(A) = {f € M#(A)| f es continua}.

El campo F satisface la condicion (D), pues el tnico funcional lineal
multiplicativo en [ es la identidad.

Proposicion 5.2.1. Tenemos las siguientes relaciones entre las condiciones
recién definidas:

(a) Si en un dlgebra normada A se cumple la condicion (C'), entonces se
cumple la (D).

(b) Si en un dlgebra topoldgica A se satisface (C'), entonces se satisface
(D).
(¢) Si en un dlgebra topoldgica A se satisface (D), entonces toda sucesion
(yn) en A tal que y, - 0, tiene una subsucesion que satisface (x).

Demostracion. Sélo probaremos (a). Supongamos que se satisface (C) y sea
(yn) una sucesion en A fuera de una vecindad de 0 de A. Entonces existe
r > 0 tal que HyTTLH > 1 para todo n. Por tanto, la sucesion (yT") satisface
(*) y lo mismo sucede para (yy). O

La condicion (C”) tiene la siguiente consecuencia para algebras de Fréchet.
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Proposicion 5.2.2. Supongamos que A es un dlgebra de Fréchet con idén-
tico. Si A satisface la condicion (C"), entonces para cada x € A, con x # 0,
su radio espectral v (z) cumple que v () = supsep# () |f (2)] = oo

Demostracion. Supongamos que existe z # 0 tal que |f (z)] < a < oo para
toda f € M# (A). Sea (y,) la sucesion definida como 42, = T y yon_1 = -

para todo n > 1. Entonces, y, # 0 para todon > 1y y, - 0. S5i f es
cualquier funcional lineal multiplicativa en A, entonces:

f [f (yn)| < f[f (y20)]
o
< mf(2) =
< inf (n> 0
Lo cual contradice la condicién (C'). Por tanto, r (z) = sup s+ (a) |f ()]
00. ]

Corolario 5.2.1. La condicion (C') no se cumple bajo cualquiera de las
siguientes hipdtesis:

(a) A es un dlgebra de Banach con idéntico.

(b) A es un dlgebra de Fréchet que es Q-dlgebra con idéntico.

Demostracion. (a) Supongamos que A satisface la condicion (C’). Por la
Proposicion 2.3.8, || f|| < 1 para todo f € M# (A). Asi |f (x)] < ||z]|, por lo
que sup e pr#(ay | f ()] < oo para todo z € A. Esto contradice la Proposicion
9.2.2.

(b) Supongamos que A satisface la condicion (C”). Afirmamos que para
cada a € A, su espectro o (a) es acotado. Supongamos que no es acotado;
luego, existe una sucesion (\,) en o (a) tal que A\, # 0 para todo ny [A\,| —
0o. Asi, para todo n se cumple

a— e ¢ G(A), esdecir,
v —e¢G(A),
de donde, al hacer tender n a infinito, concluimos que —e ¢ G (A), lo cual

es un absurdo. Por tanto, nuestra afirmacion es cierta y o (a) es acotado, y
entonces sup e pr#(ay | f (2)] < 0o. Esto contradice la Proposicién 5.2.2. [

Observacion 5.2.1. Con la hipotesis (b) del corolario anterior, se tiene que
o (a) no sélo es acotado sino que es compacto.
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Demostracion. Claramente la funcién

A:C — A
A — a—)e

es continua. Sabemos que G (A) es abierto porque A es una Q-algebra, por
lo que A7 (G (A)) es abierto, y tenemos

ATHG(A) = {MeClla—Xe) €G(A)}
— C\{AeCllr—A) ¢ G (A)}
= C\o(a).

Por lo tanto, o (a) es cerrado. O

Como el corolario anterior sugiere, es dificil encontrar ejemplos de al-
gebras que satisfagan la condicion C' o la C’, y de hecho Husain y Ng no
exhiben ninguno en sus articulos. Afortunadamente, para nuestra condicion
D no tenemos este inconveniente.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos el algebra C ([0,1]) de las funciones conti-
nuas de [0,1] en R, con la topologia de convergencia puntual, es decir, la
topologia dada por las seminormas m-convexas p; (f) = |f (t)|, para cada
t€[0,1]y f € C([0,1]). Sea (fy) una sucesion en C ([0, 1]) que esta fuera
de una vecindad de cero. Existen p;,,...,py, v r > 0 tales que para cada
n > 1, p, (fn) > 7 para alguna 1 < ¢ < k. Asi, si consideramos la uni6n
{n|py, (fn) = r}u...U{n|p, (fn) > r}, alguno de estos k conjuntos debe ser
infinito, con lo cual podemos construir una subsucesion (fy,,) y un funcional
lineal multiplicativo ¢y, (f) = f (t;), que satisfacen inf,, |, (fn,,)| > r > 0.
Por ende, el dlgebra C ([0, 1]) satisface la condiciéon D.

Para comprobar que nuestra condicién no es demasiado laxa, exhibimos
ahora un ejemplo de un algebra que no satisface la condicién D.

Ejemplo 5.2.2. Consideremos el élgebra C (]0,2]) de funciones escalares
continuas en [0, 2], con la topologia dada por la norma del supremo. Sea (fy,)
la sucesiéon dada por

nx si0<zx < %
fo (@) =X —nx +2 si%§m<%
0 siZ <ax<2
Podemos ver que ||fn|l, = 1 para todo n > 1, por lo que (f,) esta

fuera de una vecindad de cero. Sin embargo, como los funcionales lineales
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multiplicativas en C ([0, 2]) son de la forma ¢; (f) = f(t) para algin ¢ €
[0, 2], siempre existe m > 1 tal que 2 < t, de donde inf,, |y (f1)| < ¢ (fm) =
0. Por lo tanto, la sucesion (f,) no tiene ninguna subsucesion que satisfaga
la condicion (x); es decir, el dlgebra C' ([0, 2]) no satisface la condicion D.

Ahora, usaremos la condicién D para probar los resultados concernientes
a la continuidad de homomorfismos de &lgebras, comenzando por el siguiente
lema.

Lema 5.2.1. Sean A un dlgebra topoldgica secuencialmente completa y (ym) 00—,
una sucesion en A que converge a 0. Si A es:

(a) metrizable o bien

(b) localmente conveza,

entonces existen una sucesion (cn) 0>, en A y una subsucesion (zp) 52,
de (ym) 35— tales que ¢, = 2z, + 2,1 para todo k > 1.

Demostracion. En esta primera parte de la prueba solo usaremos que A es
un algebra topoldgica.

Sea (gm) &_, la sucesion de funciones gy, : A — A definida recursi-
vamente como: gg es la identidad de A, g1 (71, 22) = 1423, Y gm (X1, ooy Trmt1) =
91 (21, gm—1 (T2, .o, Tyy1)) st m > 1.

Afirmamos que cada g,, es continua para todo m > 1 . La funcién gg es la
identidad en A y por tanto, continua. En tanto que g1 (z1,x2) = p1 (z1,22)+
p2 (z1,22) 2, donde p;, con i = 1,2, son las proyecciones del producto A x A,
que son continuas, al igual que la funcién x — z? definida en A. Asi, g; es
también continua.

Supongamos que la afirmacion es cierta para algin m > 1. La funcion

Im+1 (T1, ooy Tmy2) = g1 (X1, gm (2, ..., Tm42)) €s la composicion
gr1o ((Pr(21,.s Tmy2) s (gm © P2) (21, .0s Tiny2)))

donde Py ((1,...,Zm+2)) = 21y P2 ((#1,..1; Tm+2)) = (T2, ..., Tpng2). Como
todas las funciones en la composicién son continuas, ésta también lo es.
Para m > 1 tenemos

Im (T1, ey Ty 0) = gm—1 (T1, e, Tin) (5.4)

En efecto, g1 (71,22) = x1 + 23; de donde, g1 (71,0) = x1 = go (21) -
Supongamos cierta la igualdad para algtin m > 1. Entonces, por definicién
v la hipétesis de induccién:

Im+1 (T1, s Tmy1,0) = g1 (21, gm (22, ..o, Trmt1,0))
= 01 (xlagm—l (932, ~~733m+1))
= dm (l’l,...,l'm+1).
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con lo que queda probada la igualdad (5.4)

En la segunda parte de la prueba construiremos la subsucesion (z,) 52,
de (ym) po=1-

a) Supongamos que A es metrizable. Llamemos d a la distancia invariante
bajo traslaciones que define la topologia de A. Tomemos una sucesion (e&y,)
de reales positivos tal que Y o &, < co.

Hagamos z; = y1 y supongamos que se han definido z1, 2o, ..., z,, con
Zj = Ym; ¥ 1 =mp <mg <--- < my. Por la continuidad de las funciones
gm y en vista de que (ym,) 5_; converge a 0, existe un natural N tal que

d(.qn-i—l—j (Zj7 XY} Zn7yN) y Gn+1—j (Zja ceey Bmy 0) < é&n

para 1 < j < n. Sea my41 el menor natural N que cumple lo anterior y es
mayor que my,. Definimos 2,41 = Ym,,. Queda definida una subsucesion
(2n) 22 de (ym) 5°_;, que por construccion y la igualdad (5.4), satisface

d(Gn+1—j (Zjs s Zny Znt1) » Gn—j (Zj, s 2n) < En (5.5)

parral<j<nyn>1.

Sea k > 1. Probaremos que (gp—k (2k, .-, 2p)) p>k €s de Cauchy en Ay
por tanto, convergente. Fijemos k > 1. Por la desigualdad (5.5), obtenemos
que ¢ > p > k implica

1d(gq,k (Zks s 2p) s Gp—k (Zhs - 2q)
S gl;p d(.gn+1—k (zk) ceey Zn-i—l) sy Gn—k (Zku ceey Zn)
< Zzo:p En-

O

Y como Zflo:p €n — 0 cuando p — o0, concluimos que la sucesion
(gp—k (Zk, .-, 2p)) p>k €s de Cauchy.

b) Si A es localmente convexa, entonces a partir de donde inicia a) en
la prueba, se sustituye d por cualquiera de las seminormas ||-|| que definen
la topologia de A, con los cambios formales correspondientes, vy se concluye
que (gp—k (Zk, - 2p)) p>k €5 de Cauchy para la seminorma |-|.

Finalmente, construimos la sucesion (cg)pe ;.

Por lo visto en la prueba en a) y b), vy al ser A secuencialmente completa,
tenemos que (gp—r (2k, ..., 2p)) p>k converge para cada k > 1, digamos a cy.

Por definicion,

It (Zhs s 2p) = 91 (s Gp b1 (Zhr1s s Tp)) = 2k + Gyt (Zhtls ooy Tp)°

para todo k£ > 1. Al hacer tender p a oo, concluimos que ¢ = 2z + ciﬂ para
todo k > 1.
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Teorema 5.2.1. Sea A un dlgebra topoldgica real secuencialmente completa.
Si A es:

(a) metrizable o bien

(b) localmente conveza, y

B es un dlgebra real topoldgica, que satisface la condicion (D). Entonces
todo operador lineal T : A — B tal que T (:cQ) = T(SL‘)2 para T € A, es
secuencialmente continuo. En el caso (a), T es entonces continuo.

Demostracion. Supongamos que T no es secuencialmente continuo. Existe
una sucesion (z,,) en A tal que z,,, = 0y Tx,, - 0; asi, podemos supon-
er que la sucesion (Tx,,) que se queda fuera de una vecindad de 0 en B.
Por la condiciéon (D), existen una subsucesion (z,,,) y una funcional lin-
eal multiplicativa f en B, tales que ¢ = infy|f (T (zy,))] > 0. Clara-
mente (x’%) — 0 y como el producto en A es continuo, se cumple que

("25)" —0.
N2 . . .
Hacemos y, = (:ch) . Del lema anterior, se sigue que existen una sub-
sucesion (2,) = (yx, ) de (y) y una sucesion (c,,) en A tales que ¢, = zp+c2 4
para todo n > 1.

Entonces,

F@y = 7 (r(te)

> (s (r () =

y T (cn) =T (2n) + T (¢ng1)? para todo n > 1 .
Tenemos, pues

F(T(e)) = [T (z0)) + f(T (ens))?
> 1+ f(T (cat1))?

para todo n > 1. De donde, f (T (cn))2 >f(T(cn)>1y

n

F(T(@) = 14141+ f(T () 2
para todo n > 1, lo que es absurdo. O

Obtenemos los siguientes corolarios.



CAPITULO 5. CONTINUIDAD DE CARACTERES 85

Corolario 5.2.2. [10, Teorema 1 y Teorema 2] Sean A y B dos dlgebras
reales, la primera m-convera conmutativa y secuencialmente completa, y la
seqgunda de Banach conmutativa y que satisface (C). Si el operador lineal
T : A — B es tal que T(2%) = T(x)? para todo x € A, entonces T es
acotado. En particular, toda funcional lineal real multiplicativa definida en
A es acotada.

Demostracién. Por el teorema anterior, T es secuencialmente continuo y de
esto se sigue que es acotado. O

Hemos enunciado el corolario anterior como se hace en [10, Teorema 1y
Teorema 2|, pero como vemos en la prueba no es necesario que A y B sean
conmutativas, como tampoco lo es que B sea completa.

Corolario 5.2.3. [11, Teorema 1, Corolario 1]Sean A y B dos dlgebras
topoldgicas reales metrizables y completas, y supongamos que B satisface
(C’). Si el operador lineal T : A — B es tal que T(z%) = T(x)? para to-
do x € A, entonces T es continuo. En particular, cada homomorfismo de
dlgebra entre A y B es continuo.

Nuevamente vemos que en el Corolario anterior sobran hipotesis. No es
necesario que B sea metrizable y completa, sino sélo topolégica.

Corolario 5.2.4. Si A es una By-dlgebra (o Fréchet) real, entonces A es
funcionalmente continua.

Motivado por este resultado y para finalizar este trabajo, daremos el
siguiente, que mezcla la nocién de secuencialidad con la condicién D y que
responde parcialmente de modo afirmativo el Problema de Michael

Teorema 5.2.2. Sean A, B dos dlgebras localmente convezas con producto
continuo y secuencialmente completas, tales que A es secuencial y B satisface
la condicion D. Entonces todo homomorfismo de dlgebras T : A — B es
secuencialmente continuo. En particular, toda funcional lineal multiplicativa
en A es secuencialmente continua.

Demostracion. Supongamos que T no es secuencialmente continua. Existe
una sucesion (z,) en A tal que z, — 0y Tz, - 0. Existe una subsuce-
sion de (Tx,) que se queda fuera de una vecindad de 0 de B. Podemos
suponer, cambiando, de ser necesario, (z,) por una subsucesion, que es la
propia sucesién. Tomemos y, = %T xr, para cada n. Por hipdtesis existen
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una funcional lineal multiplicativa f en B y una subsucesion (y,, ) tales que
e = infg |f (yn, )| > 0; es decir,

)foT(%>‘22 (5.6)

para todo £ > 1. Hagamos z; = w% para cada k > 1; entonces z — 0
cuando k — 00, y como A es secuencial, existe kg > 1 tal que y Zgy — 0
cuando m — oo. Ademés, como T' es un homomorfismo de algebras, foT es
una funcional lineal multiplicativa. Por la Proposicion 5.1.1, |f o T (zx,)| =

Txy, Tn
f (;0)’ <1, y por la desigualdad (5.6), |fr, o T ( :0 )‘ > 2, 1o que es

una contradiccion. Asi, Tx, — 0y T es secuencialmente continua. O




Apéndice A

El espacio [0, ()

A.1. El espacio [0, )]

Tomaremos como axioma que existe un conjunto A no numerable, bien
ordenado, con elemento maximo €, y tal que para todo z € A distinto de €2, el
conjunto de sus predecesores S (z) = {y € A|y < x} es a lo més numerable.
Los elementos de A son llamados ordinales, y 2 es llamado el primer ordinal
no numerable. Si denotamos por 0 al elemento minimo de A, a partir de ahora
escribiremos [0, Q] en lugar de A. El espacio [0,Q) = [0,Q] \ {Q} es llamado
el espacio de los ordinales estrictamente menores que el primer ordinal no
numerable. En este apéndice trabajaremos sobre el espacio [0, 2], teniendo
siempre presente que [0,€2) es un subespacio.

Un ordinal z € [0,9Q] es llamado el inmediato sucesor de y, si = es el
minimo ordinal mayor que y. Un ordinal y es llamado el inmediato predecesor
de x, si x es el sucesor inmediato de y.

Los espacios [0, ] y [0,Q) tienen las siguientes propiedades bésicas:

» Hay ordinales en [0, 2] que no tienen predecesor inmediato, por ejem-
plo, €, va que si x fuera su predecesor inmediato, entonces €2 seria el
minimo ordinal mayor que z, pero como € es el elemento maximo, ten-
driamos que y < x para todo y € [0,2) y entonces, A = S (x) U {z, Q}
seria a lo mas numerable, lo que es una contradiccién.

Un ordinal de [0, Q] es llamado ordinal limite si no tiene predecesor inmedi-
ato.

» Todo elemento en [0,(2) tiene sucesor inmediato, y éste es menor que
Q. En efecto, como = < , existe en [0,9] el minimo ordinal y mayor
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que x. Si y = {2 entonces x seria su predecesor inmediato, lo cual ya
vimos que no es posible.

» El conjunto [0,€2) contiene una copia de los naturales: llamemos 1 al
sucesor inmediato de 0, 2 al sucesor inmediato de 1, y asf sucesivamente.
El orden de esta copia es igual al orden natural.

= En [0,Q] todo subconjunto no vacio tiene supremo ( el supremo es, por
definicion, el minimo de las cotas superiores del conjunto).

Teorema A.1.1. Si B C [0,9Q) es numerable y no vacio, entonces sup B <
Q.

Demostracion. Es claro que el conjunto:

C={ye€[0,9]|y < zparaalgunax € B} = U S(x)u{z}
zeB

es numerable, por lo que C' # [0, Q]. Sea v el primer elemento de [0, 2] que no
estd en C. Entonces y ¢ C'siysolosiy >, es decir C ={y € [0,9Q] |y < ~v}.
Por ende, «y tiene una coleccién de predecesores a lo mas numerable, de donde
v < £ y «v es una cota superior de B, por lo que sup B < v < €. O

A.2. Topologia del orden

Ahora construiremos una topologia para el espacio [0,9Q] y a [0,9) le
daremos la de subespacio. Consideremos la topologia 7 que tiene como sub-
base a los conjuntos de la forma:

0,2) = {yel0,Qfy <z}
(,9] = {yel0,9Qz<y}

conx < Qyz>1.
Sean z,y,z,w € [0,Q] conz <Ny z>1 2z <wyy< z. Entonces:

[0,z2)N[0,w) = [0,2)
(z, QN (y, 9]
0,2)N(z,Q] = (x,2).

I
—
8
=
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donde, (z,2) = {y € [0,9Q] |z < y < z}. Observamos que (z,z) =0 siz < z.
Por lo tanto, una base para la topologia 7 est4 dada por los conjuntos de

la forma [0, 2), (z,Q] y (z,2),conz <Q,z>1yz <z
El espacio ([0, 2], 7) y su subespacio [0, 2) poseen las siguientes propiedades:

Proposicion A.2.1. [0,9) es 1 -numerable.

Demostracion. Una base local del ordinal 0 es el conjunto [0, 1). Siz € (0, ),
una base local de x estd dada por la familia {(a,z +1)},_,, la cual es a lo
méas numerable. Por ende, [0,2) es 1-numerable. ]

Proposicion A.2.2. [0,9) es abierto en [0,2]. Asi, 2 es cerrado.

Demostracion. Si x € (0,52), entonces el abierto béasico (0,z + 1) cumple
que z € (0, +1) C [0,9Q). Ademas, 0 € [0,1) C [0,9), lo que termina la
prueba. O

Proposicion A.2.3. [0,9] es Hausdorff.

Demostracion. Sean x < z. Si existe x < y < z, entonces los abiertos bésicos
[0,9) v (y,Q] separan a x y z. Si no existe tal y, entonces x es el predecesor
inmediato de z; asi, los abiertos bésicos [0, z) = [0, 2] y (z, Q] = [z, ] separan
ary z. ]

Proposicion A.2.4. [0,)] es compacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de [0, €], y consideremos:

C ={y €1[0,9]|[0,y] escubierto por unasubcubierta finitadel/ } .

Existen Uy, U; € U que contienen a 0 y 1 respectivamente; luego 0,1 €
Uy U U, o lo que es igual, [0,1] C Uy UU;. Por ende 1 € C, es decir C' # .
Sea a = sup C, entonces 1 < a y veremos que o € C. Sea U € U tal que
a € U. Si a =, existe un abierto basico (z,] tal que (z,Q] C U, y si
a < Q, existe z < « tal que (z,a+ 1) C U. En ambos casos, podemos
encontrar x < y < « tal que y € C; es decir, hay una subcubierta finita de
U para [0, y]. De donde a € C, ya que [0,a] C [0,y] UU.

Por otra parte, si o < §2, entonces ao+ 1 € C, pues [0, + 1] = [0,a] U
{a + 1}, lo que es imposible. Por tanto, a = (2. O

Definicion A.2.1. Sea X un espacio topologico y (x,) C X una sucesion.
Decimos que x € X es punto de aglomeracion de (x,) si para toda vecindad
V de x se tiene que x, € V para una infinidad de indices n.
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Proposicion A.2.5. [0,9Q) es numerablemente compacto.

Demostracion. Por el Teorema [14, Teorema 92.3], basta ver que toda suce-
sion (z,,) C [0,€2) tiene un punto de aglomeracion.

Como [0,Q] es compacto, también es numerablemente compacto. Por el
teorema recién citado, (z,) tiene un punto de aglomeracion = € [0, Q)]; pero
Q no puede ser tal z, pues por el Teorema A.1.1, sup (z,) < Q y entonces,
(sup (x,) + 1,9 no contiene puntos de (z,). Por ende z € [0,Q), como
querfamos probar. O

Proposicion A.2.6. [0,9) es compacto por sucesiones.

Demostracion. Se sigue del hecho de que es 1-numerable y numerablemente
compacto ([14, Teorema 92.5]). O

Proposicion A.2.7. [0,Q) no es separable y por consiguiente, [0, Y] tampoco
lo es.

Demostracion. Si B C [0,9) es algin subconjunto numerable, entonces
sup B <  por el Teorema A.1.1, de donde (supB+1,Q2)N B = . Por
tanto, [0,2) no es separable. O

Proposicion A.2.8. [0,9) no es compacto.

Demostracion. La coleccion {[0,z 4+ 1) |z € [0,€Q) } es una cubierta abierta
de [0,€). Sin embargo, para cualquier subcoleccion finita {[0,z;)};, de la
cubierta, tenemos que (méx (z;) +1,Q) € Ui, [0, z;). Por tanto, {[0, z;) }i;
no cubre a [0,), lo que muestra que [0,2) no es compacto. O

Proposicion A.2.9. Toda funcion continua f : [0,Q) — F es eventual-
mente constante; es decir, existe s € [0,2) tal que f es constante en (s, 2).

Demostracion. Afirmamos que para todo n > 1 existe r, € [0,2), tal que
|f(r) = f(ra)| < L sir > r, Supongamos que no es cierto, entonces ex-
isten ny > 1 y una sucesion (ry) en [0,1), estrictamente creciente, tales
que |f (re+1) — f (re)| > nio para todo k > 1. Tenemos que sup (1) <
y T — sup (rg) por ser creciente la sucesion;. Sin embargo, la sucesion
(f (rx)) no es convergente, por no no ser de Cauchy. Esto contradice la con-
tinuidad de f y prueba nuestra afirmacién.

Tomemos la sucesion (r,) con la propiedad senalada y sea s = sup {r,|n > 1}.
Tenemos s < Q y si r > s, entonces|f (r) — f (r,)| < 1 para todo n > 1.
Como [0,) es compacto por sucesiones, existe una subsucesion (r,, ) de
(rn) tal que 7, — 7o para algin ro € [0,€). Entonces, r > s implica
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|f(r) = f(rn)] < % para todo £ > 1 y al hacer tender k a oo, concluimos
) = [ (ro)- O



Apéndice B
Limite inductivo

Definiciéon. Un espacio vectorial X sobre F junto con una familia (X;);.; de
espacios localmente convexos y operadores lineales ¢;: X; — X |, parai € I, es
llamado un sistema inductivo. A la méaxima topologia localmente convexa en
X que hace continua a cada ; se le llama la topologia del limite inductivo
asociada al sistema (X, ¢;);c; v (X,7) es llamado el limite inductivo del
sistema.

La topologia indiscreta es localmente convexa y hace continua a cualquier
funcién cuyo codominio esté topologizado con ella. De esto se sigue que
siempre existe la topologfa del limite inductivo

B.1. Limite inductivo estricto de espacios localmente
convexos

Obtendremos en esta seccion lo que se llama el limite inductivo estric-
to, a partir de un sistema inductivo de espacios localmente convexos con
propiedades adicionales a las pedidas anteriormente.

Definicién B.1.1. Sean (X, 7,) una sucesion creciente de subespacios lo-
o0
calmente convexos de un espacio vectorial X tales que X = |J X, y (Py)

una sucesion de familias de seminormas tales que cada P, induge ia topologia
Tpn. Supongamos que la inclusién i, : X;, — X,,41 s un homeomorfismo sobre
su imagen; es decir, la topologia de X, est4 inducida por la de X, 1. Sea P
la familia de todas las seminormas p en X tales que p|x, es T,-continua para
cadan > 1. A la topologia localmente convexa 7p determinada por P se le lla-
ma la topologia del limite inductivo estricto para la familia {(X,,,i,) [n > 1}.
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Observamos que P es una familia saturada; més atn, coincide con la colec-
cién de todas las seminormas continuas para 7p .

Por 1.2.5, decir que p|x, es continua para cada n > 1 es equivalente a
pedir que exista una seminorma 7,-continua p, tal que p(x) < p, (x) para
todo x € X,,.

En lo que sigue (X, ), X, P y 7p tienen el mismo significado que
en la definicidon anterior, y cuando no haya confusion escribiremos sdlo T,
omitiendo el subindice P.

Proposiciéon B.1.1. La topologia 7 es la topologia de limite inductivo para
la familia {X,,i,}, es decir es la mdzima topologia localmente convexa en
X que hace continua a cada inclusion v, : X, — X.

Demostracion. Sean ¢ € P y n > 1. Notemos que ¢ (i, (z)) = ¢q(z) =
q|x, () para todo = € X, y q|X,, es una seminorma 7, —continua. Asi, por
el Teorema 1.2.14 y la Proposicion 1.2.5, ¢, es 7-continua. Ahora sea 7/ una
topologia tal que ¢, : X,, < X es continua para cada n > 1, y sea ¢ una
seminorma en X, 7/-continua. Dado n > 1 existe una seminorma 7,,-continua
pn tal que ¢'|x, (2) = ¢ (tn (z)) < pp, (x) para todo x € X, por lo que ¢'|x,,
es Tp-continua para cada n > 1. Asi, ¢ € P y entonces, 7/ C 7. ]

Teorema B.1.1. Sea N (X) la familia de todos los subconjuntos V. C X
que son balanceados, converos y tales que VN X,, € N (X,,), donde N (X,,)
es el sistema de todas las vecindades de cero en X,, . Entonces N (X) es una
base de vecindades del cero para la topologia T.

Demostracion. Si V€ N (X) entonces V es absorbente en X, pues V N X,
es absorbente en X, para todo n > 1. Si p es su funcional de Minkowski en
X, p es una seminorma en X. Como V N X, es vecindad del cero en X,
existe una seminorma 7,-continua p, tal que {z € X,, |p, (z) <1} C V C
{z € X |p(x) <1} (recordamos que p(z) < 1 para todo = € V, por ser p la
funcional de Minkowski de V). De donde, p (x) < p,, (x) para todo z,, € X,,
es decir plx, < pp. Por tanto, p € P, y como {x € X |p(z) <1} C V
concluimos que V' es una vecindad del cero en la topologia 7.

Seape PyV ={ze X|p(x) <1} EntoncesV es absorbente, balan-
ceado y convexo. Ademas V N X, = {z € X, |p|x, () <1}, y como p|x,
es una seminorma T,-continua tenemos que V N X,, € N (X,,). Por lo tanto
V € N (X) y como toda 7,-vecindad del cero en X contiene un conjunto del
mismo tipo que V, se sigue que N (X) es una base de vecindades de 0 en la
topologia 7. O
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Corolario B.1.1. 57 B es un subconjunto acotado en algin X,, entonces B
es acotado en X.

Demostracion. Sea p € P. Como B es acotado en X, y p|x,, es 7,-continua,
existe M > 0 tal que p|x, (B) < M, por ende B C X es acotado. O

Proposiciéon B.1.2. Dada una seminorma continua p en un subespacio Z
de un espacio localmente convexo Y, existe una seminorma q en Y tal que

p=q|z.

Demostracion. Como Z es un subespacio de Y, existe una seminorma qq :
Y — F continua en Z tal que p (z) < qo (z) para todo z € Z. Consideremos
los conjuntos V ={y €Y |q(y) <1} y W ={z¢€ Z|p(z2) < 1}, entonces
VNnZ cW. Tomemos en Y la envolvente convexa U de V U W, la cual es
una vecindad balanceada y convexa del cero en Y, y entonces su funcional de
Minkowski ¢ es una seminorma continua en Y. Si z € Z y p(z) < 1 entonces
q(z) <1 porque z € W, por tanto g (z) < p(z) para todo z € Z.

Para probar que se da la igualdad de p y ¢q|z, tomemos ahora z € Z tal
que q(z) < 1. Para ¢(z) < A < 1 se cumple que z € AU, asi, existe una
combinacion convexa av + fw, conv € V. y w € W, tal que z = Aav + Afw.
Si o > 0 entonces v = iz— gw € VNZ C W; por tanto, p(v) < 1y
asi p(z) < Aap (v) + ABp (w) < A(ap(v) + Bp(w)) < A. Si a = 0 entonces
p(z) = Ap (w) < A. En ambos casos tenemos que p(z) < A. Al hacer tender
A — 1 por la izquierda, concluimos que p(z) < 1. Por tanto, p(z) < q(2)
para todo z € Z. Esto junto con lo antes probado, nos dice que p = ¢q|z. O

Corolario B.1.2. Dada una seminorma p, en X,, T,-continua, eriste una
seminorma pp+1 en Xpi1, Tny1-continua, tal que pp = ppi1lx,, -

Corolario B.1.3. Dados n > 1 y una seminorma p, en X,, T,-continua,
existe una sucesion (pn_,_r)f,il tal que cada ppyr €s una seminorma en Xy,
Tpr-CONHINUG , Prgr = Dngr1| Xty Y Pn = Pnir|x, para todo r > 1.

Demostracion. Construiremos la sucesion (pp4r) -, por induccion. Por el
corolario anterior, para r = 1 existe una seminorma p,+1 en X,11 que es
Tn+1-continua y tal que p, = pn41lx,. Supongamos ahora que se han cons-
truido ppt1, - .., Pner con las propiedades correspondientes. Por el corolario
anterior existe una seminorma ppi,+1 €0 Xnir4+1 qUE €S Tpipq1-continua y
tal que ppir = pn+r+1|Xn+r~ Entonces, p, = pn+r|X" = pn+r+1|Xn; termi-
nando la definicién por induccién. O
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Corolario B.1.4. Seann > 1 y p, : X, — R una seminorma 7,-continua.
Eziste una seminorma p € P tal que p|x, = pn-

Demostracion. Tomemos la sucesion (ppyr) ey

Definimos la seminorma p en X como p|x

como en el corolario anterior.
wir = DPnir para cada r > 1y
P‘Xi = pn|X¢ sil <i<n. Como p,ir = pn—ﬁ-r—}-l‘Xn_H Y Pn = pn—&-r‘Xn para
todo r > 1, esta seminorma esta bien definida y por su definiciéon pl|x,, es
T continua para todo m > 1, por lo que p € P. O

Corolario B.1.5. Supongamos que (ny) es una sucesion estrictamente cre-
ciente de naturales, p es una seminorma T,, -continua en X,, y pk+1|Xnk =
pr para cada k > 1. Entonces existe una seminorma p € P tal que p\Xnk =

Pk-

Demostracion. Definimos la seminorma p en X de la siguiente manera: si
n > 1, plx, = pk|Xnk, donde k es el primer natural tal que n < ng. Es
claro que p|x, esta bien definida porque (X)) es creciente, (X,,) es una
subsucesion y pyt1|x,, = pr. Tenemos p|x, = pj por definicion y p|X, =
pr| Xy es 7, continua para todo n > 1, por tanto, p € P. O

Proposicion B.1.3. La topologia de limite inductivo estricto en X induce
la topologia T, de cada X, y es de Hausdorff si cada (X, 1,) lo es.

Demostracion. Por la Proposicion B.1.1 tenemos que 7|x, C 7, para cada
n > 1. Y dada una seminorma p, en X,,, 7,-continua, existe, por el Corolario
B.1.4, una seminorma p € P tal que p|x, = pp. Asi que por el teorema 1.2.14
se tiene que 7, C T|x,,-

Sea z € X distinto de 0. Como = € X,, para alguna n > 1 y cada X,
es de Hausdorff, existe una seminorma p, en X, que es 7,-continua y tal
que py, (z) # 0. Por el Corolario B.1.4, existe una seminorma p € P tal que
p(x) # 0; es decir, (X, 7) es de Hausdorff. O

Proposicion B.1.4. Si cada X, es cerrado en X, +1 entonces X, es cerrado
en X para todon > 1.

Demostracion. Sea x € X \ X,,, entonces = € X, 4, para algin r > 1. Como
Tm+1 induce la topologia 7, en X,, para cada m > 1y X,, es cerrado en
Xn+1, entonces X, es un subespacio cerrado de X,,1,. Existe una seminorma
DPntr €0 Xpip, que es Tpip.-continua, tal que p,i, (z —y) > 1 para todo
y € X,,. Por el Corolario B.1.4 p (z — y) > 1 para una seminorma p € P , es
decir x ¢ X, . Osea, X, =X, . O
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Lema B.1.1. Sea Z wun subespacio cerrado de un espacio localmente con-
vexo Y. Si yo ¢ Z entonces existe una seminorma continua p en'Y tal que
p(Ayo + 2) = |A| para todo z € Z y X\ € F. En particular p (yo) = 1.

Demostracion. Por el Corolario (1.2.1) existe f € Y™ tal que f(yo) =1y
f(Z) = 0. La seminorma p (y) = |f (y)| cample lo que queremos. O

Lema B.1.2. Supongamos que cada X, es cerrado en Xp41 y B C X es
acotado en X, entonces B C X, para algin n > 1.

Demostracion. Supongamos que B ¢ X,, para para todo n > 1. Parang = 1
tomemos z1 € B\ X,,,. Existe ny > ng tal que x1 € X,,,. Existe 9 € B\ X,,,,
con ng > ni, tal que x3 € X,,, e inductivamente podemos encontrar una
sucesion de naturales (ny), estrictamente creciente, y una sucesion (x,) en
B tales que i, ¢ X, ,, pero i € Xy, .

Sea pg la seminorma idénticamente cero en X,,. Por el lema anterior, ex-
iste una seminorma p; que es 7, -continua y tal que p1 (z1) =1y p1 (Xp,) =
0.

Consideremos Z = X,,, ® (x2) y definamos ¢z : Z — F como

g2 (x + Axa) = p1 (x) + 2|\

Es claro que ¢ es una seminorma en Z porque pi,|-| son seminormas
(continuas) en X,, y (z2), respectivamente. Notemos que si z € Z, q2 (2) =
p1 (P1(2))+2| P (2)], donde Py, P; son las proyecciones de Z en X, y (z2),
respectivamente.

En el cociente Z X, se tiene que zg + Aox2 € =+ Axa si y solo si
A — X\ = 0. Por consiguiente, x + Az2 = Ar2 y en consecuencia la restriccién
del operador cociente (x3) — Z,X,, es un homeomorfismo. El Teorema,
1.2.5 nos dice que las proyecciones Pj, P, son continuas, asi que go también
lo es. Como Z C X,,, existe, por la Proposicién B.1.2, una seminorma ps en
Xny, Tnp-continua, tal que pa|z = g2, de donde p2 (z2) =2y p2|x,, = p1-

Continuando este proceso inductivo, podemos construir una sucesion de
seminormas (pi) tal que cada py es una seminorma en X, , 7, -continua,
pk+1|Xnk = pr v Pk (x) = k. Por el Corolario B.1.5 existe una seminorma
continua p en X tal que P‘Xnk = pi, v entonces B no es acotado con respecto
a p, lo cual es una contradicciéon. Por tanto, B C X,, para alginn > 1. [

Proposicion B.1.5. Supongamos que cada X, es cerrado en Xn41 y B C
X. El conjunto B es acotado en X si y solo st B C X, para alginn y B es
acotado en X,,.
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Demostracion. Parte «solo si». Por el lema anterior B C X,, para algin n.
Sabemos que dada una seminorma p,, en X,,, existe p € P tal que p|x, = pn,
y como p es acotada en B, se tiene que p, (B) es acotado.

La parte «si» es el Corolario B.1.1. O

Lema B.1.3. Supongamos que (x;),.; es una red de Cauchy en X y denote-
mos con 7 el orden en I. Existe m > 1 tal que para cada pareja (i,V) €
I x N (X) eziste j 2 i tal que xj € V + X,

Demostracion. Supongamos falso el resultado. Para cada n > 1 existe una
pareja (in, Vi) € IXN (X) tal que j 7 i, implica que z; ¢ V,,+X,,. Podemos
tomar las vecindades V,, de manera que Vi D V, ..., sustituyendo V,, 1 por
Via+1 NV, cuando sea necesario. Definimos:

o0
V =co (U VnﬂXn>
n=1

Como V,NX,, e N (X,,) y V,NX,, C VNX, entonces VNX, € N (X,,)
para todo n > 1, y como ademés V es balanceado y convexo se sigue que
V € N (X) por el teorema B.1.1.

Afirmamos que V C V,, + X, para todo n > 1. Dado que el conjunto
Vi + X, es convexo para todo n > 1y por la definicién de envolvente convexa
basta ver que V,,, N X,, C V,, + X,, siempre que m,n > 1. Si m < n entonces
Voo N Xy C Xy, C X, CVyy+ Xy, ysim > n entonces V,, N X,, CV,,, C
Vo C V4 Xy Asl, V C V, + X,

Al ser (z;);c; una red de Cauchy existe ig € I tal que x; — xz;, € V
para toda j = ip. Sea n > 1 tal que x;, € X,,. Entonces j 2 iy implica que
zj € V+ X, CV,+ X,; de donde, j 2z max (io, in) implica z; € V;, + X,
lo que contradice la eleccion de (iy, V4,). O

Teorema B.1.2. Supongamos que cada X, es cerrado en X,1. Entonces,
X es completo si y sdlo si cada X, es completo.

Demostracion. Supongamos que X es completo. Sean n > 1y (xi)z‘e(l,z)
una red de Cauchy en X,. Dados p € P y ¢ > 0 existe i9 € I tal que
plx, (z;i —xj) < esii,jZio. O sea, (2;),c; es una red de Cauchy en X y
por ende, converge a algin = € X. Por ser X, cerrado en X (Proposicion
B.1.4) , concluimos que x € X,.

Reciprocamente, supongamos que cada X, es completo y (z;);c; es una
red de Cauchy en X. En el conjunto I x A (X) definimos el orden parcial
dado como (k, V) = (K, V') sik Z k' y V C V', el cual claramente dirige
a I x N (X) porque 77 y el orden inverso dado por la contencion, dirigen a
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cada factor de I x N (X). Para cada (k, V') definimos x(, ) := x; con j 2 k
y z; € V + X, donde m,j y x; son como en el lema anterior, y para cada
T(k,v) sea 37?Z vy € Xm tal que z, 1) — x?z vy € V.

Afirmamos que (m’&?v)) EV)} es una red de Cauchy en X,,. Dada
Vo e N(X), sea W € N (X) tal que W + W + W C Vj: Por ser (z;);c; de

Cauchy, existe ig € I tal que z; — zy € W si 4,4 7 1.
Tenemos:

x?fc,V} —x?}c,,vl) = (x’(?,’;,v) — w(k,V)) + (x(k‘,V) — .’L'(k/}v/)) + <$(k/,vl) — x?}i/’vl))

Luego (k, V), (K, V') = (ig, W) implica:

Ty — Twyny € W+ W +W)N X, CVoN X,

Lo que prueba nuestra afirmacion. Asi, (ZL’Z’; V)>( : converge en X,,,
’ EV

digamos a x. Veremos que x; — x en X.

Dada Vp € N (X) sea W € N (X) tal que W + W + W C V;. Existen
io € I'y (ki,V1) tales que z; —x; € Wsi 4,7 22 dg Yx?]i,v) —zeWnX,,si
(k,V) = (k1,V1). Podemos tomar k1 = igy Vi C W.

Como

Tk —T = (xk - x(kl,vl)) + (x(kl,vl) - x?lz,%)) + (x?lz,%) o x)

tenemos: k 7 ki implica z, —x € W+ W + W C Vp; es decir, x, — @
en X. O

Proposicion B.1.6. Si cada X, es cerrado en X411 y es bornoldgico, en-
tonces X es bornoldgico

Demostracion. Sea p una seminorma acotada en X; por el teorema 1.2.22,
basta ver que p es continua, lo que en este caso equivale a que restringida a
cada X, sea continua. Si B C X, es acotado, también es acotado en X por el
corolario B.1.1, entonces p|x, es una seminorma acotada en X,,, y como X,
es bornologico se sigue que p|x, es continua, como queriamos probar. O

Proposicion B.1.7. Si cada X, es barrilado, entonces X es barrilado.

Demostracion. Sea B C X un barril; luego, B N X, es un barril. Por ende
BN X, € N(X,), pues X,, es barrilado. Asi, por el Teorema B.1.1, B €
N (X) y X es barrilado. como querfamos probar. O



Apéndice C

El algebra & (1)

En este apéndice, 2 C R"™ es un abierto no vacio y Ng = NU {0}.
Paran>1y a = (aq,...ap), B = (B1,...0n) elementos de N, defini-
mos:

o =1+ ...+ an
ol =oq!. . ay!

s f<asif; <aq;paratodo 1 <i<mn.

(g)zﬂmo‘fﬁﬂ)ﬂiﬁﬁ“

= Si f: 02 CR"— C. entonces D*f (z) = Za -+ L f (2) en caso de

— qJ..an t 5 o9
dxnn 6:31 1

que existan estas derivadas parciales en x.

Formula de Leibniz Si D¢f y D%g existen, entonces:

(%

D“fQZZgga < 5 >Df3fDa—/9’g

C.1. El algebra &> (02)

Sea £ (Q) el algebra de las funciones f : @ — R tales que f tiene
derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes en 2. Dotemos a £%° (£2)
con la llamada £ (Q2) —topologia que estd dada por las seminormas:

Pa,k (f) = sup |[D*f (z)]
zeK

99
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donde av € Nj y K C €2 es compacto no vacio.
En todo lo que sigue se considera esta topologia en £ (Q2) .
La familia Q de seminormas de la forma

¢,k (f) = max sup ‘D’Bf (m)‘
|5|§TJ:EK

con r namero natural y K C {2 compacto, genera la misma topologia.
En efecto, sean o € Njj y K C € es compacto. Claramente py x < ¢r K
si || < r. Por otra parte, dada ¢, , tenemos que:

ar.xc (F) = mixpg s (f).
Por el Teorema 1.2.14, (Id,{pa.x}) — (Id,{qa,x}) es continua; de
donde, {pa,x} y {grx} generan la misma topologia.

Proposicion C.1.1. £ (Q) es m-conveza.

Demostracion. Sean f,g € £ (Q),y qrx € Q. Para cada |o| < r,la formula
de Leibniz implica que

su “fg(x su e Br(x =By (x
pID" g (x) < pﬂza(ﬁ)\DfUHD g(@)

zeK zeK <

<y ( j ) 4 () e (9)

BLa
< MTQT,K (f) qr, K (g)

(0%

donde M, = méxa <, (ZM ( p )) Por tanto, g (£9) < Mraric (F) drc (9).

Por el Lema 2.3.1, £ (£2) es m-convexa.

Lema C.1.1. Existe una sucesion creciente S de compactos K1 C Ko C ...
en Q, tales que K; C int (K;y1), y todo compacto de Q estd contenido en
algun conjunto de esta sucesion.

Demostracion. Si Q es todo R™, entonces la sucesion B; [0] cumple lo que
queremos. Supongamos ahora que 2 C R”. Definimos:

()

Kl':Bi[O]ﬂ{xeR”

d(z,R"™\ Q) > - }

~
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El conjunto {x e R ‘d (z, RMN\Q) > 1 } esté contenido en €2, pues

d(z,R"™\ Q) = 0siysolosi z € R"™\Q

y dicho conjunto es cerrado, al ser d(-,R™\2) una funcién continua. Por
ende, K; C B;[0] es un compacto de Q. Ademés, es claro que K; C B;+1 (0)N
{x e R" )d(w,R"\Q) > 24%1 }, el cual es un abierto contenido en K11, de
donde K; C int (K;4+1). Por ultimo, si K C € es compacto, existe i > 1
tal que K C B;[0] y K C {z e R" }d(x,R”\Q) > 21}, donde, la segunda
contencion es cierta porque d (-, R\ ) alcanza su maximo en el compacto
K, y el maximo es positivo, pues K C €. O

Proposicion C.1.2. £ (Q) es metrizable.

Demostracion. Para cada ¢, g en Q existe K; en la sucesion S construida en
el lema anterior, tal que ¢, k < ¢, k;. Concluimos que la topologia de £ (2)
estd determinada por la familia numerable de seminormas {¢, g, |r,i > 1}, asi
que £ () es metrizable, por el Teorema 1.2.21. O

Proposicion C.1.3. £ (Q) es bornoldgica.
Demostracion. Se sigue del Teorema 1.2.9. U

Proposicion C.1.4. Sea (g;) una sucesion de funciones reales en Q C R”,
con derivadas parciales continuas de primer orden en . Si (g;) y (%)

convergen uniformemente en todo compacto no vacio de 2, para todo 1 <
1 < n, entonces:

(a) El limite puntual g de la sucesion (g;) existe en Q, ylim;_,o % (x) =
g—ai(:c), para cada 1 <i<n yx e Q.

(b) La funcion g y sus derivadas parciales de primer orden, son continuas
en 2.

Demostracion. Para cada x € Q, lim;j_, g; (z) existe porque todo subcon-
junto de 2 de un sélo punto es compacto, y de este modo queda definida la
funcién g.

Veamos ahora que la funcién limite puntual g cumple la segunda parte
de (a). Sean z € Q, con z = (21,...,2n), 1 < i < ny D C Q un dis-

. dg; .
co abierto, centrado en z. Como (g;) y (%) convergen uniformemente
1

en D, se tiene que al fijar todas las coordenadas de z excepto la i-ésima,
obtenemos las funciones ¢' (x) = g(21,...,2i—1,%, Zit1,- - -, 2n); 9; () =

dg; _ 0g;
g] (Zl,---,Zi_1,$,2i+1,--.,zn) y dr — Ox; (Zlv"'7zi—lax7zi+17"'7271) que
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determinan sucesiones de funciones reales tales que en un intervalo abierto,
: . d i _ d i

centrado en z;, convergen uniformemente. Por tanto, lim; . a9 = a9 en
. . . , 9g; _ 0Og

dicho intervalo. En especial, lim; o0 7 (2) = 72 (2).

) Como para cada 1 < i < n se cumple que las convergencia g; — g y

aij_ — % son uniformes en todo disco cerrado contenido en €2, y ambas
K2 K2

son sucesiones de funciones continuas, por hipétesis, concluimos que g y sus

derivadas parciales de primer orden son continuas en €. ]

Decir que una sucesion (f;) es una sucesion de Cauchy en £%° (Q) signifi-
ca que P o (fj/ — fj) — 0 cuando j,j" — oo. para todo compacto no vacio
K C Qy todo a € Ny, lo que equivale a que para cada o € Ny la sucesion
(D™ fj)j es uniformemente de Cauchy en cada en cada compacto no vacio
K C Q. y por tanto, converge uniformemente en cada uno de estos conjun-
tos. En particular, al tomar o como la n-ada 0, tenemos que (f;) converge
uniformemente en cada compacto a su limite puntal y por tanto, éste es una
funcién continua, pues cada f; lo es.

Lema C.1.2. Si (f;) es una sucesion de Cauchy en £ (Q), entonces para

todo1 <i <mnyr >1 se tiene que la sucesion (%;Jij) es de Cauchy en
i/

E> ().

Demostracion. Sean 1 < i < n,r > 1, K C Q compacto no vacio y a =

(a1,...a,) € Ng. Por hipotesis pgx g (fjr — fj) — 0 cuando j,j’ — oo para
cualquier 8 = (f1,...05,). En particular esto sucede cuando §; = a; + 1,

Br = oy para k # i. Asi, pra (aagfl — %;?) — 0 cuando j,j'00. Esto
prueba que (%;J:?) es de Cauchy en £ (Q2). O
i/ m

Corolario C.1.1. Sean (f;) una sucesion de Cauchy en £ (Q) y f su limite

puntual en Q. Entonces, para todor > 0 y todo 1 < i < n, la sucesién (%;]:])

(3

" , ,
converge puntualmente a ax{, la convergencia es uniforme en compactos y
K2

gmé, para 1 < i <mn, es continua en Q.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre r. Sabemos que el resul-
tado es cierto para r = 0 y la proposicién anterior muestra que también lo
es para r = 1.

Supongamos ahora que vale para algin r > 1. Por el lema anterior,

T F . r+1 ¢
(%Ifrj ) y (88;1# ff ) convergen uniformemente en compactos de € para todo
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1 < i < n. Aplicando la proposicién anterior a la sucesiéon (%;?)j, con
1 <4 < n, obtenemos:
0 I f; 0 of
lim I (z) = x
j—o0 Ox; O] (z) Ox; 0z ()
8r+1f
= o577 (@)
Ox;
paratodox € Qy g;% (x), para 1 <i < n, es continua en €, O

Proposicion C.1.5. £ (Q2) es completa.

Demostracion. Sean (f;) un sucesion de Cauchy en €% (Q) y f su limite

puntual en Q. Consideremos pg o, con a = (ai,...,a,) € Ng. Probaremos

PK,«a . . .
que f € £°(Q) y fj — f. Por el corolario anterior, podemos concluir
que % fi(x) — 8‘1% (), con convergencia uniforme en compactos y
1 1

ad;fl f (z) es continua en Q. Por el Lema C.1.2, la sucesion (%ﬁ) es una
1 1

sucesion de Cauchy en £ (), se sigue, de nuevo por el Corolario C.1.1 que

g 1 ) ] . .
gxwaaxi‘” i () — ;ﬂg—aga‘l—ul (x), con convergencia uniforme en compactos

2 1 2 1

HX2 1 . . . .

802702 aax =1 f (x) es continua en Q. Procediendo inductivamente, tenemos que

2 1
§on 9o2 9™ aon 822 9™ i
i(z) — x) en §2, y esta convergencia

oz 8257 9701 1 (x) oz 8252 97T (x) Y g

0%2 9“1
... Sag ool
O0zy~ Oz

a arbitraria f € €% (Q) y pr.o (fj — f) — 0, como querfamos probar. [J

. [ .
es uniforme en compactos y aiann (x) es continua en . Al ser
[

Proposicion C.1.6. £ (Q) es barrilada.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.2.10. O

C.2. El algebra 7 (2) de las funciones de prueba

Para cada K C ) compacto no vacio, definimos:

P (K) ={f € &= (Q) |supp (f) C K}

con la topologia inducida por la de £ (Q2), donde supp (f) = {z € Q|f (x) #0}
es el soporte de f. Entonces Z (K) es una subalgebra cerrada de £ (),
pues si (fj) C Z2(K)y fj — f en £ (), claramente supp (f) C K. Por
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lo tanto, Z (K) es un algebra m-convexa, metrizable, completa, bornologica
v barrilada.
Definimos

2 Q) ={f €&E>®(Q)|supp (f) escompacto}.

El espacio Z (§2) como subalgebra topologica de £ (Q2) es un algebra
m-convexa y cada & (K) es un ideal de Z (Q2) y su topologia coincide con la
inducida por la Z ().

En 2 () se consideraré otra topologia. Si (K,) es la sucesion creciente de
compactos construida en el Lema C.1.1, entonces (Z (K,)) es una sucesion
creciente de algebras y

2@Q) =] 2 (Kn).
n=1
Tenemos que Z (K,) es cerrado en 7 (K, 11) y la inclusion

in : .@(%/) — -@(Kn—l-l)

es un homeomorfismo sobre su imagen para cada n > 1.

Damos a Z () la topologia 7 del limite inductivo estricto asociado al
sistema {Z (Ky) , in},~1- De acuerdo al Teorema 4.5.2, el algebra (7 (), T)
es un algebra m-convexa la cual es llamada el dlgebra de las funciones de
prueba (test) en (2.

Observacion C.2.1. Para definir las algebras aqui consideradas podemos
tomar funciones complejas en lugar de reales. Usando las relaciones de éstas
con sus partes reales e imaginarias, y lo visto para las funciones reales, pode-
mos obtener los resultados correspondientes para dichas algebras complejas.
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