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Capitulo 1

Introduccion

Este texto tiene como objetivo presentar el método de forcing de modo que el lector
pueda aprender la técnica de iteraciones y la forma de aplicarla, sin la necesidad de profun-
dizar en los tecnicismos que justifican por qué el método funciona. Para ello, tomaremos
el enfoque axiomatico que el Dr. Michael Hrusak utiliza en el libro de teoria de conjuntos
que esta escribiendo junto con el autor de esta tesis, y profundizaremos en algunos de los
resultados ahi expuestos; més aln, se espera que gran parte de este texto pase a formar
parte de dicho libro.

Fijaremos como meta final la demostracion de la consistencia relativa del axioma de
forcing propio. Esto porque la complejidad del mismo axioma y la cantidad de conoci-
mientos requeridos para entender la prueba, nos presentan un camino rico en teoria, que
podemos utilizar para entender gradualmente el método de forcing y las iteraciones, asi
como algunos resultados correspondientes a la teoria de modelos, pero 1tiles en la teoria
de conjuntos.

Iniciaremos presentando algunos de los elementos bésicos de la teoria de conjuntos.
Daremos un vistazo a las relaciones, las funciones y los nimeros ordinales y cardinales.
Dedicaremos una seccién a hablar de los 6rdenes parciales, que son objetos clave para
el desarrollo del método de forcing. Terminaremos el capitulo con una introduccién poco
formal a la teoria de modelos y explicaremos el uso y utilidad de los modelos clase.

En el siguiente capitulo introduciremos el método de forcing, mostraremos los prin-
cipios que asumiremos de manera axiomatica y analizaremos algunas de las propiedades
bésicas de la relacion de forcing. Expondremos la relacién entre las extensiones genéricas
y las propiedades combinatorias que puede tener el orden con el que se estd forzando. En
las ultimas dos secciones del capitulo introductiremos las iteraciones. Inicaremos utilizan-
do el forcing de Cohen para ejemplificar el uso de la més sencilla de las iteraciones: el
forcing producto. Posteriormente daremos la definicién formal de iteracién de dos pasos
y lo ejemplificaremos con el forcing random.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

En el cuarto capitulo presentaremos la prueba de la consistencia relativa del axioma de
Martin. Utilizaremos dicha demostracién para introducir al lector a la idea de iteraciones
infinitas, técnica que posteriormente retomaremos para el axioma de forcing propio.

Dedicaremos los ultimos dos capitulos del texto a hablar del axioma de forcing propio.
En el primero de ellos explicaremos qué son los clubs y conjuntos estacionarios tanto en el
sentido tradicional como en el sentido de Jech. Esto para poder hablar de lo que significa
que un forcing sea propio y su equivalencia modelo teorética. Dentro del iltimo capitulo,
expondremos la prueba de la consistencia relativa del axioma de forcing propio y los con-
ceptos necesarios para desarrollarla. Iniciaremos explorando la existencia de los cardinales
supercompactos y su relacion con la existencia de las funciones de Laver. Posteriormente,
analizaremos las iteraciones infintas con soporte numerable y sus propiedades de preser-
vacién respecto a forcings propios. Concluiremos el texto con la demostracién mencionada
y enunciaremos un par de aplicaciones que reflejen la utilidad de este axioma.

Este texto esta dirigido a estudiantes de licenciatura o posgrado que dominen los te-
mas correspondientes a los primeros dos cursos de teoria de conjuntos impartidos en la
facultad de ciencias; para estudiar con mayor profundidad los temas bésicos se recomienda
consultar [1]. Si bien el texto no profundizard en temas fuera del drea de la teorfa de con-
juntos, el lector logrard tener mejor comprensién de las ideas si cuenta con conocimientos
basicos de topolgia, teoria de la medida y andlisis matematico.



Capitulo 2

Elementos basicos

Axiomas de la teoria de conjuntos

La axiomatizacién actualmente aceptada de la teoria de conjuntos y sobre la cual
estaremos trabajando consta de los siguientes axiomas:

1. axioma de existencia - 3z (z = x);

2. axioma de par -V Vy 3z Vw (w € z > w =z Vw=y);

3. axioma de unién - Vz 3z Vw (w € z > Jy € z (w € y));

4. axioma de extensionalidad - Vz Vy (z =y < Vw(w € 2 & w € y));
5. axioma de potencia - Vz 3z Vw (w € z <> w C x);

6. axioma de comprension - Dada una férmula ¢ con una variable libre,

Ve 3z Vw (w € z <3 w € x A p(w));

7. axioma de reemplazo - Dada una férmula ¢ con dos variables libres tal que si
o(z,y) = p(x, z), entonces y = z, se tiene que

Ve dz Vw (w € z > v € x (v, w));
8. axioma de infinito - 3z (0 € x AVy € = (yU {y} € x))

9. axioma de eleccién - Vo Vy €z (y #0 — [[,c, v # 0)*;

10. axioma de regularidad - Vz (z #0 — Jy €z Vw €z (w € y)).

IHyEI y denota al conjunto de las funciones f: y — |Jy tales que para cualquier z € y, f(z) € z.
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Cabe aclarar que la lista anterior contiene 8 axiomas y 2 esquemas de axiomas, los cua-
les son reemplazo y comprension, que en realidad representan listas infinitas de axiomas,
uno para cada férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos.

Ademds de los conjuntos, nos daremos el lujo de hablar de ciertas colecciones de
conjuntos de la forma {x : p(z)}, donde ¢ es una férmula del lenguaje de la teoria de
conjuntos. A dichas colecciones le llamaremos clases y, aunque todos los conjuntos son
clases, existen clases que no son conjuntos, a estos objetos les llamaremos clases propias.
Obsérvese que hablar de una clase C', es hablar sobre los conjuntos que cumplen la férmula
que define a C; por lo tanto, no podemos cuantificar sobre clases, pues estariamos cuan-
tificando sobre férmulas y éstas no son elementos del universo de la teoria de conjuntos.
El hecho de que no podamos cuantificar sobre férmulas es la causa de que tengamos que
utilizar esquemas de axiomas en lugar de una lista finita.

Funciones y relaciones

Desde el punto de vista de la teoria de conjuntos, las funciones y relaciones no son
mas que conjuntos de pares ordenados con algunas propiedades especiales. Nosotros nos
permitiremos hablar de funciones clase y relaciones clase, es decir, clases que satisfacen
las propiedades que hacen que un conjunto sea una relacién o una funcién.

Dados z y y conjuntos, decimos que el conjunto {{z},{z,y}} es el par ordenado de z
y ¥y, lo denotamos como (z,y). El producto cartesiano de X y Y es la clase {(z,y) : z €
X ANy € Y}, la denotamos como X x Y.

Es facil ver que esta definiciéon de par ordenado satisface las propieddades tipicas que
se le pide a este objeto. Diremos que una clase R es una relacion si todos sus elementos
son pares ordenados. A continuacién se enlistan algunas de las propiedades y notacién
para una relacién R:

» dadas clases X y Y, diremos que la clase {(z,y) : (z,y) e RAz € X ANy€Y}esla
restriccion de R a X x Y y la denotamos como R | X X Y;

= dada una clase X, denotamos a la restriccién de R a X x X como R [ X;

» dom(R) = {z : Jy ((x,y) € R}, dicho conjunto es el dominio de R;

» im(R) = {y: 3z ((x,y) € R}, dicho conjunto es la imagen de R;

» para cualesquiera conjuntos x,y, escribimos x R y para denotar que (z,y) € R;
» R es refleziva si para cualesquiera z € dom(R), = R x;

= R es transitiva si para cualesquiera z,y,z,siz Ry y y R z, entonces = R z;

= R es stmétrica si para cualesquiera x,y, si ¢ R y, entonces y R x;



= R es de equivalencia si es reflexiva, transitiva y simétrica;
» R es antireflexiva si para cualquier z, ~(z R x);

= R es antisimétrica si para cualesquiera z,y, si x Ry y y R x, entonces x = y.

Diremos que un conjunto f es una funcidn, si es una relacién y para cualquier x €
dom(f), existe un tnico y € im(f) tal que (z,y) € f. Tenemos las siguientes propiedades
y notacién para una funcién f:

» dada una clase X, escribimos f [ X para denotar a la clase {(z,y) : (z,y) € fAz €
X}, obsérvese que esta notacién tiene un significado distinto cuando f es funcién

ademaés de ser relacién;

= dadas unas clases X y Y, escribimos f: X — Y para expresar que f es una funcién
con dominio X e imagen contenida en Y

» dadas unas clases X y Y, escribimos f; X — Y para expresar que f es una funcién
con dominio contenido en X e imagen contenida en Y, a dichas funciones se les
conoce como funciones parciales.

» para cualesquiera conjuntos z,y, escribimos f(z) = y para denotar que (z,y) € f;

» dada una clase A, f"A={b:3a € A (f(a) =b)}, decimos que f”A es la imagen de
A bajo f;

» dada una clase B, f~![B] = {a : 3b € B (f(a) = b)}, decimos que f~1[B] es la
1magen inversa de B bajo f;

» f es inyectiva si para cualesquiera x,y € dom(f), si f(x) = f(y), entonces = = y;

s dadas unas clases X y Y, f: X — Y es sobre si para cada y € Y, existe ¢ € X tal
que f(z) = y;

= dadas unas clases X y Y, f: X — Y es biyectiva si es inyectiva y sobre;

» dada una clase Y y un conjunto A, 4Y denota a la clase de todos los conjuntos que
son funciones con dominio A e imagen contenida en Y.

Naturalmente si las clases R o f son conjuntos, entonces las clases definidos a partir de
ellas, como el dominio, imagen, imagen directa e imagen inversa, también son conjuntos.
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Numeros ordinales y cardinales

En esta seccién mencionaremos algunas de las definiciones y propiedades importantes
relativas a los nimeros ordinales y cardinales. Evitaremos las pruebas porque se pueden
ser encontradas en la literatura fécilmente, en particular en [1].

Definicion 2.1. Decimos que un conjunto z es transitivo si todo elemento de = esta
contenido en z.

Alternativamente podriamos decir que x es transitivo si €] x es una relacién transitiva.
En adelante utilizaremos la notacién (X, R) para denotar que R es una relacién contenida
en la clase X x X. Algunas veces escribiremos (X, R) en lugar de R para resaltar al
dominio de la relacion.

Definicion 2.2. Un conjunto « es un numero ordinal si:
1. « es transitivo y
2. (a, €[ @) es un buen orden.

Recordemos que (X, R) es un buen orden si, R C X x X, R es un orden parcial
estricto? y todo subconjunto de X tiene un elemento R-minimo®. Obsérvese que estamos
tratando a la pertenencia € como una relacién contenida en o X «, haremos este tipo de
cosas muy a menudo e incluso podriamos hablar de € como una relacién clase sobre el
universo.

Definicion 2.3. Sea o un ntmero ordinal, decimos que
» s(a) = aU{a}, a dicha s la llamamos operacion sucesor;

= « es un numero natural si (o, 3] «) es un buen orden, donde > es la pertenencia
inversa;

» « es un ordinal sucesor si existe un ordinal 3 tal que o = s(f3).

= « es un ordinal limite si es no vacio y no es ordinal sucesor, denotaremos a la clase
de los ordinales limite como Lim.

Bajo esta definicién lo nimeros naturales son aquellos ordinales que podemos construir
a partir del conjunto vacio utilizando Unicamente la operacién sucesor, por ello denota-
remos como 0 al conjunto vacio y como n al conjunto que resulta de aplicar n veces
la operacion sucesor al 0. Denotaremos como w al conjunto de los nimeros naturales y
escribiremos ON para denotar a la clase propia de los niimeros ordinales.

2R es transitiva y antireflexiva.
32 es R-minimo en una clase Y si para cualquier y € Y, si « # y, entonces =(y R z).



Proposicién 2.4. Si a es un nimero ordinal, entonces a = {5 € ON : § € a}.

Proposicién 2.5. Si A un conjunto de ordinales, entonces | JA es un nimero ordinal.
Diremos que dicho ordinal es el supremo del conjunto A.

Definiremos el orden < en la clase ON como « < [ siy solo si a € 8 y utilizaremos los
dos simbolos indistintamente. Se puede probar que < es un orden total en ON, es decir, <
es un orden parcial estricto y, dados «, 8 € ON, se cumple que a < fo < aoa=0y
solo una de ellas. También podemos decir que < es un buen orden sobre ON en el sentido
de que todo subconjunto (en realidad toda subclase) de ON tiene un elemento <-minimo,
esta ultima propiedad es lo que nos garantiza el principio de induccién transfinita.

Teorema 2.6 (Induccién transfinita). Sea ¢ una férmula del lenguaje de la teoria de
conjuntos, entonces

Va € ON (VB < a (p(B)) — ¢(a)) = Va € ON ¢(«)

En otras palabras, si el hecho de que una propiedad se cumpla para todos los ordinales me-
nores que un ordinal o implica que o cumple dicha propiedad, entonces todos los ordinales
cumplen la propiedad.

La primera parte de la implicacion es equivalente a probar que dada una formula ¢:
1. ¢(0);
2. YVa € ON (p(a) = p(s(@)) y

3. Ya € Lim (V8 < a (¢(8))) = ¢(«a).

Utilizaremos las dos formas de la induccién indistintamente, dependiendo de cual sea
mas conveniente. Nétese que podemos restringir esta induccién a cualquier ordinal, por
ejemplo, el enunciado restringido a w se veria del siguiente modo:

Vn € w (Ym <n (p(n)) = ¢(m)) = V¥n € w (p(n)),

que representa a la induccién fuerte para los ntimeros naturales.

Teorema 2.7. Sea A un conjunto tal que (A, R) es un buen orden, entonces eziste un
tinico o € ON tal que (A, R) = (o, €)*. Decimos que dicho a es el tipo de orden de
(A, R) y lo denotamos como ot(A, R). En caso de que sepamos de qué orden hablamos,
escribiremos unicamente ot(A).

Existe una definiciéon recursiva para la suma y el producto de ordinales, pero la si-
guiente equivalencia refleja mejor el tipo de estructuras que se obtienen al realizar las
operaciones. Antes de la definicién recordemos que <xxy es el orden lexicogrdfico para
X XY, si se cumple que

“Existe f: A — a biyectiva tal que para cualesquiera a,b € A se tiene que a R bsiy solo si f(a) € f(b).
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(x0,Y0) <xxvy (z1,y1) sty solosi zg <x z1 0 (xo =21 ¥ Yo <y Y1)
Definicion 2.8. Sean «, 8 ordinales, definimos la suma y el producto de ordinales, como
= a+f=ot(({0} x &) U ({1} x B));
- 0B =ot(d x a),
donde los productos estan ordenados con el orden lexicogtafico.

Con el axioma de eleccién podemos garantizar que para cada conjunto A existe un
buen orden <4 para A, esto junto con el teorema 2.7 nos asegura que existe un ordinal
a4 v una biyeccién de un ordinal g4 a A. Nos gustaria considerar a a4 como el tamano
de A, sin embargo, nada nos garantiza que el ordinal a4 sea Unico.

Definicion 2.9. Decimos que un ordinal x es un numero cardinal, si dado v < k no existe
una funcién biyectiva de « a k.

Siguiendo esta idea de “tamano”, diremos que un conjunto es infinito si no hay un
nimero natural con el que se pueda biyectar. Se puede ver facilmente que w es el primer
cardinal y se puede demostrar que existen tantos cardinales como ordinales, mas atn,
enumeraremos a los ntimeros cardinales infinitos usando a los ordinales de forma que
W = wWo, Y Wa es el a-ésimo nimero cardinal. Asi, si 3 < «, entonces wg < wq. Denotaremos
al cardinal sucesor de un cardinal x como k™, es facil ver que k™ es mayor que el sucesor
de x como ordinal siempre que k sea infinito, de hecho, todo cardinal infinito es un ordinal
limite, aunque no todo ordinal limite es un cardinal.

Dado un conjunto A denotaremos como |A| al tinico cardinal con el que |A| es biyec-
table. Con esta notacion podemos definir las operaciones de artimética cardinal.

Definicion 2.10. Sean « y p dos cardinales, definimos la suma, producto y exponencia-
cién cardinal como

=kt p=[rUpl;
" K= (R X p;

» kH = |FK|, frecuentemente denotaremos al conjunto #x como k*, si nos referimos al
conjunto de funciones o al cardinal quedara claro por el contexto en que utilicemos
esta notacion.

Teorema 2.11 (Cantor). Dado un conjunto A no eziste una funcion biyectiva de A a

P(A). Mds aiin, |A| < |P(A)] = 24

El teorema anterior es el que nos permite asegurar que existe un cardinal mayor que
w v, de hecho, motiva la hipétesis del continuo, que denotamos como CH y que podemos
escribir sencillamente como
2% = w1.



El dltimo concepto del que hablaremos en esta seccién es la cofinalidad de un ordinal
@, que intuitivamente es la minima cantidad de saltos de longitud menor a || que debemos
realizar para llegar del 0 a «. En general si (X, R) es un orden total y A C X, decimos
que A es R-cofinal en X si Vo € X Ja € A (x R a), es decir, si A es no acotado en X.

Definicion 2.12. Sean « y (8 ordinales.

1. Diremos que 3 es cofinal en « si existe una funcién f : 3 — « tal que f’f es
€-cofinal en a.

2. Se le llama cofinalidad de o al minimo ordinal cofinal en «, y se denota como cof ().
3. Si a = cof(a), decimos que « es regular.
4. Si o # cof («), decimos que « es singular.
Proposiciéon 2.13. Sea o un ordinal, entonces
1. cof(a) es un cardinal;
2. st « es limite y no cardinal, entonces o es singular;

3. st a es un ordinal limite, entonces cof(Ry) < a;

+

4. si o es un ordinal, entonces a™ es reqular.

Ordenes parciales

Dado un conjunto A, un subconjunto P de A y una relacién <p sobre P decimos que
(P,<p) es un orden parcial si y solo si <p es transitivo, reflexivo y antisimétrico. En
algunos casos necesitaremos que el orden sea estricto, en cuyo caso solo pediremos que sea
transitivo y antireflexivo, usualmente los denotaremos con el simbolo <p. Para aligerar la
notacién escribiremos unicamente < o < cuando el contexto no propicie confusiones.

Usualmente los 6rdenes parciales que nos interesan tienen un elemento maximo al cual
denotaremos como 1lp, dichos érdenes son los elementos clave para desarrollar el método
del forcing y por lo mismo, los llamaremos nociones de forcing o inicamente forcings.

Definicion 2.14. Sea P un forcing y p, g € P. Decimos que p es compatible con g, denotado
como p || g, si existe r € P tal que r < p y r < ¢. En caso contrario, decimos que p y ¢
son incompatibles y lo denotamos como p L q.

La nocién de compatibilidad nos permite definir los siguientes conceptos importantes
para el desarrollo del método de forcing.

Definiciéon 2.15. Sea P un forcing y p € P, decimos que
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1. D C P es un subconjunto denso debajo de p°, si todos elemento de D es menor o
igual que p y para cada ¢ < p, existe r € D tal que r < g;

2. D C P es un subconjunto predenso debajo de p, si todo elemento de D es menor o
igual que p y para cada ¢ < p, existe r € D tal que r || g;

3. A C P es una anticadena debajo de p, si todo elemento de A es menor o igual que
py dados ¢q,r € A, ¢ L r. Si, ademas, A es maximal con respecto a la contencion,
diremos que A es anticadena mazimal debajo de p;

4. G C P es un filtro, si dados r,q € P:

msireGyr<gq,entoncesq€e Gy
» sir € Gyqé€ G, entonces r || q.

Es natural preguntarnos cuando podremos intercambiar un forcing por otro y obte-
ner los mismos resultados, para ello se necesita que los 6rdenes sean lo suficientemente
parecidos en el siguiente sentido.

Definiciéon 2.16. Sean P y Q dos forcings e i: P — Q, decimos que

1. 7 es un encaje, si preserva orden e incompatibilidad, es decir,

Vp,r€P (p<r—i(p) <i(r)) A(p Lr—i(p) Li(r));

2. 1 es un encaje regular, si es un encaje y

VgeQIpePVreP (r|p—ilr)| q);

3. i es un encaje completo, si es un encaje regular y dadan € wy p1,...,pn € P:

dgeQVmen+1(q<ilpm)) >IpePVmen+1(i(p) <pm);

4. i es un encaje denso, si su imagen es un subconjunto denso de Q.

Algunas veces en lugar de la definicién anterior de encaje regular, utilizaremos las
siguientes equivalencias:

= si A C P es una anticadena maximal, entonces i’ A es una anticadena maximal en
Q;

= si D C P es predenso, entonces ¢’ D es un subconjunto predenso de Q.

5En caso de que p sea 1p omitiremos las palabras “debajo de p”.
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A continuacién listamos algunas sencillas pero importantes propiedades combinatorias
que pueden tener los forcings.

Definicion 2.17. Sea P un forcing, decimos que
1. P es sin datomos, si Vp € P 3¢, <p (¢ L r);
2. P es separativo, siVp,q €P (p£q—3IreP (r<pArLq));

3. P tiene la condicion de la cadena contable, abreviado cce, si toda anticadena de P
es a lo méds numerable;

4. dado un cardinal k, P tiene la k-cc si toda anticadena de P tiene cardinalidad menor
que K;

5. P es o-cerrado, si toda cadena de P numerable tiene una cota inferior en P;

6. dado un cardinal k, P es k-cerrado si toda cadena de P con cardinalidad menor que
k tiene una cota inferior en P.

En este trabajo siempre que hablemos de un orden parcial, asumiremos que es sin
atomos y separativo.

Recursion y buena fundacién

Pensemos en cémo funciona la recursién en los niimeros naturales. Digamos que quere-
mos definir una funcién f como la funcién factorial, entonces para definir f(n+1) debemos
tener definido f(n), pues f(n+ 1) = f(n)- (n + 1). De este modo podemos seguir hasta
que lo tnico que sea necesario conocer sea f(0). Obsérvese que la idea clave es llegar a
algin punto donde la funcién ya esta definida.

Siguiendo esta idea, para definir una funcién con dominio el universo bastaria que
para cada conjunto conociéramos el valor de la funcién en cada uno de sus elementos,
pero jcomo saber si este proceso termina? Esto es justo lo que nos garantiza el axioma de
buena fundacién y la razén por la que es tan importante para el desarrollo del método de
forcing.

Proposiciéon 2.18. No existe una cadena descendente de conjuntos ordenada por la per-
tenencia (€), ademds, el elemento minimo de toda cadena mazimal es el conjunto vacio.

Demostracién. Supongamos que existe un conjunto {z,, : n € w} tal que z,41 € z,
para cada n, entonces por el axioma de regularidad, existe m € w tal que z; ¢ x,, para
ninguna j # m, pero esto contradice que x,,1+1 € x,,. Para la segunda parte, supongamos
que {x, : n < m} es una cadena descendiente maximal y que z,, # (), entonces existe y
tal que y € x,, por lo que la cadena original no era maximal. ]



12

CAPITULO 2. ELEMENTOS BASICOS

La proposicién anterior formaliza nuestra idea y nos permite enunciar el teorema de
recusion.

Teorema 2.19. Dado un conjunto o clase A y una funcion (clase) F': AxV — V, donde
V es el universo. Entonces eziste una unica funcion (clase) G: A — V tal que

Ve e A (G(x) = F(z,G | x)).

Omitiremos la demostracién del teorema porque solo es una generalizacién de la de-
mostracién del teorema de recursion para nimeros naturales, la cual puede ser encontra-
da facilmente en la literatura. Existen algunas otras versiones del teorema de recursion
equivalentes pero con ligeras variaciones que pueden resultar ttiles en ciertos casos, por
ejemplo, versiones donde F' utiliza inicamente un argumento.

Mas adelante presentaremos algunas funciones cuya existencia se puede formalizar
por el teorema anterior y, aunque evitaremos entrar en detalles sobre sus construcciones
recursivas, vale la pena aclarar que es el teorema de recursiéon el que nos permite usar
libremente dichas herramientas.

Modelos y relativizacion

Aunque nuestro acercamiento a la teoria de modelos sera limitado y, en muchos aspec-
tos informal, en esta seccién trataremos de establecer los conceptos bésicos de estructuras,
modelos, modelos clase y submodelos elementales. Esto con el fin de avanzar de una ma-
nera mas fluida en las secciones siguientes, sin embargo, se recomienda al lector interesado
en teoria de conjuntos que profundice en los temas aqui mencionados.

En la légica matematica, un lenguaje es una coleccion de simbolos para constantes,
relaciones y funciones que posteriormente tienen una interpretacién en un universo. El
lenguaje de la teoria de conjuntos consta tunicamente de un simbolo de relaciéon binaria
que se interpretard como la pertenencia.

Diremos que una estructura 2 para un lenguaje £ es una sucesién finita formada
por un conjunto A (el universo de 2A) y las interpretaciones de los elementos de L en
2. Formalmente debriamos ser mas cuidadosos con la distincion entre los elementos de
L como objetos sintacticos y sus interpretaciones dentro de la estructura. Pero por el
momento, tal diferencia no es relevante para nosotros.

Utilizando los simbolos usuales de la logica de primer orden, podemos construir enun-
ciados del lenguaje L. Diremos que una estructura 2l es un modelo para una coleccién de
enunciados ¥, si cada uno de los enunciados de ¥ es verdadero en 2, después de realizar
las interpretaciones correspondientes de los elementos de £. Como ejemplo, consideremos
el axioma del vacio como enunciado del lenguaje £ = {R}, es decir, el enunciado

dz Yy =(y R x).
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Dicho enunciado puede ser verdadero en una estructura donde no se hable de la perte-
nencia, un ejemplo de ello es la estructura 2 que tiene como universo al conjunto {a, b}
de dos elementos distintos y tal que R se interpreta en 2 como la relacién {(a,b)}. Como
—(bRa)y —(a Ra), A es modelo del axioma de vacio.

Para denotar que 2 es modelo de una coleccién de enunciados 3, escribimos 2 = X,
del mismo modo, si queremos decir que cierto enunciado ¢ es verdadero en 2, escribimos
2A = ¢. Formalmente no definimos qué significa que un enunciado sea verdadero en una
estructura 2, para este trabajo bastard con tener una idea intuitiva de la verdad. Sin
embargo, es importante tener en mente algunas de las caracteristicas de la nocion de
verdad de Tarski para una estructura 20 de un lenguaje L:

1. si ¢ es un enunciado de £, entonces 2 = —p si y solo si A ¥ ¢;
2. si ¢ y 9 son enunciados de £, entonces A = o A siysolosi A E ¢y AE Y,
3. si ¢ y 1 son enunciados de L, entonces 2 = ¢ V1 siy solo si A = ¢ o A | 9

4. si ¢ es una férmula de £ con una variable libre, entonces 2 = 3z (¢(x)) si y solo si
existe a € A tal que A = ¢(a);

5. si ¢ es una férmula de £ con una variable libre, entonces 2 |= Vz (¢(x)) si y solo si
para toda a € A se cumple que A = p(a).

Como ya mencionamos, los axiomas de ZFC son enunciados de un lenguaje que tiene
como unico elemento a una relacién binaria. Y como ya vimos con el axioma del vacio,
los modelos de ZFC no necesariamente tienen que interpretar a esta relaciéon como la
pertenencia, pero resulta mucho maés conveniente si si lo hacen. A dichos modelos les
llamaremos mddelos estdndar de ZFC. Ademads, si una estructura para el lenguaje de
la teoria de conjuntos es de la forma (M, €), escribiremos M en lugar de (M, €) para
referirnos a ella. Por ejemplo,

M =3z Yy —(y € x).

Aunque en la definicién de modelo pedimos explicitamente que el universo sea un
conjunto, nos daremos el lujo de permitir que los modelos puedan ser clases propias. Por
ejemplo, el universo V es modelo de ZFC, mas atn, el universo constructible L es una clase
propia, modelo de ZFC. Esto nos lleva al concepto de relativizacién.

Dada una clase M obtenemos la relativizacion de una férmula ¢ a M al acotar a todos
los cuantificadores de ¢ con M y la denotamos como ¢™. Como ejemplo mostramos el
enunciado del axioma del par:

Vo Yy Iz Vw(w € z <> w=xVw=y),
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y a su relativizacion a M:
Vee MVYye M 3ze MVYweM (wezew=zVw=y).

Diremos que una férmula ¢ es verdadera en M si todos sus parametros son elementos de
M y o™ es verdadera en el universo. En caso de que M sea un conjunto y no una clase
propia, esta nocién de verdad coincide con la nocién de verdad tradicional.

Definicién 2.20. Decimos que un conjunto (o clase) z es transitivo si
Yy (yexz —yCua).

Es facil ver que si una clase M es transitiva, entonces M es modelo del axioma de ex-
tensionalidad. Mas atn, la nocién de igualdad en M coincide con la nocién de igualdad de
cualquier otra clase transitiva. En ese sentido, diremos que una férmula ¢ es absoluta para
clases transitivas si es verdadera en toda clase transitiva que contenga a sus parametros.
Del mismo modo, una férmula puede ser absoluta para modelos de ZFC o para cualquier
tipo de clases con alguna propiedad particular.

Proposiciéon 2.21. Si ¢ es una formula con todos sus cuantificadores acotados, entonces
@ es absoluta para clases transitivas.

Cuando los cuantificadores no son acotados no podemos dar resultados tan generales
como el anterior, pero podemos asegurar que “los existes suben” y “los para todos bajan”.
Es decir, si M y N son clases transitivas con M C N, y ¢(z) es una férmula de una sola
variable con parametros en M, entonces

» si Jzp(x) es cierta en M, entonces Jzp(x) es cierta en N y
» si Vap(z) es cierta en N, entonces Vro(x) es cierta en M.

A continuacién enlistamos algunos de los conceptos que son absolutos para modelos
transitivos de ZF — P, es decir, modelos de todos los axiomas de ZFC sin potencia ni
eleccion.

= ser un conjunto transitivo;
= ser un ordinal;

= ser un ordinal sucesor;

= ser un ordinal limite;

= ser un numero natural;

= ser el conjunto de todos los ntimeros naturales;
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= ser una relacién;

= ser una funcién;

= ser una biyeccidn;

= ser un conjunto finito;

= ser la suma a + 3, donde « y 8 son ordinales.

A menudo utilizaremos argumentos de absolutez sin decir explicitamente en dénde
y cémo se estdn aplicando, se espera que el andlisis de los ejemplos anteriores dé la
habilidad necesaria para rellenar los huecos. Regularmente los argumentos se siguen de
que un modelo con dichas caracteristicas tiene todo lo necesario para enunciar y verificar
cierta propiedad.

El concepto de relativizaciéon no se limita a los modelos estandar; por ejemplo, si N
es una clase y R es una relacién sobre N, podemos relativizar el axioma del par a (N, R)
del siguiente modo:

Vee NVye NIze NYVwe N (wRzw=zxVw=y).

Como hicimos previamente, diremos que un enunciado del lenguaje de la teoria de
conjuntos es cierto en (N, R) si su relativizacién es cierta en el universo. Habra ocasiones
en que, aunque (N, R) no sea estandar, la relacién R se comportard bastante parecido a
la pertenencia en el sentido de la siguiente definicién.

Definicion 2.22. Sea N una clase y R una relaciéon binaria sobre N, decimos que

= R es bien fundada sobre N si para todo subconjunto A de N existe x € A tal que
—(y R x), para todo y € A;

» R es tipo conjunto sobre N si para todo z € N, la clase {y : y R z} es un conjunto;
= R es extensional sobre N si

Vee MVYye N (x=y<VzeN (z Rz < z Ry)).

El siguiente teorema nos permite asegurar que una estructura (M, R) que cumple
dichas condiciones, en efecto, se comporta como la pertenencia.

Teorema 2.23 (Teorema del colapso de Mostowski). Sea R wna relacion binaria bien
fundada, extensional y tipo conjunto en una clase N. Entonces existe una unica clase
transitiva M tal que (N, R) es isomorfa a (M, €). Es decir, existe una funcion m: N — M
biyectiva tal que si p es una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos con n variables
libres y x1,...,xy, € N, entonces la relativizacion de p(z1,...,x,) a (N, R) se cumple si
y solo si la relativizacion de p(m(x1),...,m(xy)) a (M, €) se cumple.
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La idea para demostrar el teorema del colapso de Mostowski es construir, utilizando
el teorema de recursién, una funcién 7: N — V tal que w(x) = {n(y) : y R x}, para cada
x € N,y definir M = im(7). Dicha 7 ser el isomorfismo entre M y N. De la idea de la
demostracion podemos ver que el modelo N se colapsa a una parte inicial del universo,
de ahi el nombre del teorema.

El teorema de Lowenheim-Skolem y los submodelos elemen-
tales

Aunque nosotros solo utilizaremos modelos de ZFC o de ZF — P, enunciaremos el
concepto de submodelos elementales y el teorema de Lowenheim-Skolem en su versién
para cualquier estructura.

Definicion 2.24. Sea 2 y 5 estructuras para un lenguaje L. Decimos que B es subes-
tructura de 2, si

= ¢l universo B de B estd contenido en el universo A de A;

= si R es uno de los simbolos de relaciéon de £ interpretado en 2, entonces R | B es el
mismo simbolo de relacién interpretado en 8;

= si f es uno de los simbolos de funcién de £ interpretado en 2, entonces f | B es el
mismo simbolo de funcién interpretado en B;

= la interpretacién de cada constante del lenguaje es la misma tanto en 2, como en
B.

Ademss, diremos que B es una subestructura elemental de 2, denotado como B < A
si dada una férmula ¢ del lenguaje £ con n variables libres y z1,...,z, € B, se tiene que

B E o(x1,...,2,) siysolosi A Ep(x,...,2T,).

Usualmente usaremos la palabra submodelos en lugar de subestructuras y diremos que
N es un submodelo elemental de M si (N, €) < (M, €,).

Teorema 2.25. Sea 2 una estructura para un lenguaje L con universo A, k un cardinal
tal que max(|L]|,w) < Kk < |A| y S C A con |S| < k. Entonces existe una estructura B tal
que S estd contenido en el universo de B, |B| =k y A < B.

Del teorema anterior podemos garantizar que dado un modelo de ZFC, podemos en-
contrarle muchos submodelos elementales. Sin embargo, los teoremas de incompletud de
Godel nos garantizan que no podemos encontrar un modelo de ZFC cuyo elemento sea un
conjunto sin suponer previamente la existencia de otro modelo de este tipo. Es por ello que
nosotros realizamos pruebas de consistencia relativa, es decir, suponemos que ZFC tiene
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un modelo para luego construir otro modelo donde se cumplan los axiomas o enunciados
que nosotros deseamos.

Aunque no podamos construir un modelo conjunto de ZFC, si existen conjuntos que
modelan dnicamente una parte de los axiomas. Ejemplos de ello son algunos estratos de
la jerarquia de los conjuntos bien fundados, explorada en [1], y las familias de conjuntos
hereditariamente menores que cierto cardinal. Estos tltimos son los que utilizaremos en
este trabajo.

Definicién 2.26. Sea x un conjunto. Denotamos como trcl(z) a la cerradura transitiva
de x, es decir, al minimo conjunto transitivo que contiene a x.

Es sencillo probar que dado un conjunto z, la cerradura transitiva de z siempre existe,
mas aun, la podemos construir cerrando x bajo la pertenencia w veces.

Definiciéon 2.27. Sea 6 un cardinal infinito. Decimos que
» un conjunto x es hereditariamente menor que 6 si [trcl(x)| < 0;
» H(0) denota al conjunto de todos los conjuntos hereditariamente menores que 6.

Teorema 2.28. Sea 0 un cardinal infinito, tenemos que
= [H(O)| =2y

w 510 es un cardinal reqular no numerable, entonces H(0) es modelo de ZFC — P. El
hecho de que sea modelo del axioma de eleccion se sigue de que estamos asumiendo
el axioma de eleccion para el universo.

La segunda propiedad enunciada en el teorema anterior nos permite considerar a algu-
nos conjuntos H(6) como submodelos del universo, en el sentido que si 6 es lo suficiente-
mente grande, ciertas verdades se cumplirdn en H(0) si y solo si se cumplen en el universo.
Ademas, los submodelos elementales de los conjuntos H () pueden ser utilizados para pro-
bar importantes resultados combinatorios. Daremos un ejemplo de esto demostrando el
lema del A-sistema, resultado que necesitaremos mas adelante en el texto.

Decimos que una familia D es un A—sistema si existe r tal que para cualesquiera
di,ds € D, r =di; Ndos.

Lema 2.29 (A—sistema). Toda familia no numerable de conjuntos finitos contiene un
A—sistema no numerable.

Demostracion. Sea A = {aq, : @ < wi} una familia no numerable de conjuntos finitos,
podemos suponer que cada a, es un subconjunto de wi, por lo que A € H(wq). Por
Lowenheim-Skolem, un submodelo elemental numerable M de H(ws) tal que A € M. Sea
0 = w1 N M, como M es numerable existe a < wy tal que aq g M,sear =a,NJ, estar
serd la raiz de nuestro A—sistema.
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Obsérvese que si a < d, entonces H(wz) = a es numerable, y por absolutez w € M,
por lo que, por elementalidad, M = « es numerable. Del mismo modo, si « € M y a > 6,
entonces « es no numerable en M. Tomemos S un ordinal numerable en M, entonces
B < 4, por lo que

H(w2) Er CagANag \ 7 #0Amin(as \ 7) > 3,

en particular,
Hw)Edac A(rCana\rAmin(a\r) > f),

y por elementalidad,
MEZJac A(rCana\rAmin(a\r) > f).
Como tomamos un ordinal cualquiera que fuera numerable en M,
MEVE<w Jae A(rCaAa\r Amin(a\r)> )
y finalmente, utilizando de nuevo la elementalidad, concluimos que
H(wy) EVB<wy dae A(rCaAa\rAmin(a\7r) > f).

Ahora construiremos recursivamente un A—sistema D = {d, € A: a < w;}. Para ello
fijemos un ordinal o < w; y supongamos que ya hemos construido d¢ para cada § < a,

consideremos ( := sup{méx(de) : { < a}. Por la regularidad de wy, £ < wi, entonces
existe a € A tal que 7 C a, a\ 7 # 0 y min(a \ ) > f3, definamos d, como dicha a. Esta
construccién garantiza que D es un A—sistema no numerable. O

Terminaremos la seccién con un poco de notacién. En caso de que un conjunto A
tenga una definicién, denotaremos como AM al conjunto obtenido de interpretar dicha
definicién en la clase M. Por ejemplo, w{\/l es el primer ordinal en M para el cual no existe
una biyeccién con w en M; (P(A))M es el conjunto de todos los subconjuntos de A que
son elementos de M y el conjunto (H(6))™ es el conjunto de todos los elementos de M

cuya cerradura transitiva tenga cardinalidad menor que 6 en M.
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Forcing

Aclaremos que el enfoque de esta tesis es axiomadtico, es decir, asumiremos que el
método de forcing cumple ciertas propiedades sin necesidad de demostrarlas, pues algunas
de estas pruebas son muy técnicas y no aportan familiaridad con el uso del método. Del
mismo modo trataremos de explicar lo mejor posible los pasos méas importantes para el
desarrollo y comprensién del método del forcing, mientras que evitaremos ahondar en
demostraciones que correspondan a otras areas de la matematica, o bien, en aquellas que
interrumpirian el flujo de la informacién y que por tanto afectarian el objetivo didactico
de este trabajo.

Principios de forcing

De aqui en adelante M denotard un modelo transitivo numerable de ZFCy P € M un
forcing.

Definicién 3.1. Decimos que G C P es un filtro P-genérico sobre M, si D NG # () para
todo D € M subconjunto denso de P.

Teorema 3.2 (Rasiowa-Sikorski). Sea P € M wun forcing y p € P. Entonces existe un
filtro P-genérico G sobre M con p € G.

Demostracion. Enumeremos a la familia de subconjuntos densos de P como {D,, : n €
w}, esto se puede hacer porque M es un modelo numerable. Construiremos una cadena
decreciente de elementos de P de modo que

= po € Doy po < p;

» para cada n > 0, pp+1 € Dpt1 Y Pnt1 < Pn-

Sea G={¢qeP:3Incw (p, <q)}, G es el filtro buscado. O
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Ya que P es un elemento de M y M es modelo del axioma de comprensién, podria pare-
cer que G es un elemento de M, el detalle clave es que la enumeracién de los subconjuntos
densos de P en M no tiene que ser un elemento de M.

Definicion 3.3. Sea G C P un filtro P-genérico sobre M.

1. Definimos recursivamente la funcion valg : M — V tal que

valg(z) = {valg(y) : 3p € G (y,p) € z}.
2. Definimos la extensién genérica de M por G como

MI[G] = {valg(z) : & € M}.
3. Diremos que y es un nombre para z € M[G], si valg(y) = .

El método de forcing nos permite crear modelos que tengas “mas” cosas a partir de un
modelo base M. La belleza de esta técnica es que no solo nos permite construir extensiones
sino que podemos hablar de sus elementos a partir de nombres, es decir, elementos que
ya estaban en M pero que bajo una decodificacién, resultan ser elementos de la extension
generalmente muy distintos al elemento original.

La definicién anterior deja un amplio margen para lo que queramos llamar nombre, en
realidad, podemos considerar a cualquier elemento de M como nombre, aunque muchas
veces su valuacion sea vacia o carezca de importancia. A continuacién daremos de manera
recursiva una definicién maés especifica, pero en tanto sea posible trataremos de referirnos
a los nombres como la idea superficial de la definicién anterior.

Definicion 3.4. Si P € M es un orden parcial, decimos que una relacion @ € M es un
P-nombre si dado z € & existe un P-nombre ¢ y un p € P tal que z = (9, p).

Si bien podemos tener muchos nombres para un mismo objeto, definiremos el nombre
canénico para r € M como

T ={(y,1p): y € x}.

Independientemente del filtro genérico G' que elijamos, podemos garantizar que valg (&) =
x; de este modo podemos concluir que M C M][G]. De manera similar, dado un filtro
genérico G, definimos

I'={(pp):peP},

dicho conjunto es tal que valg(f‘) = @G, por lo tanto, G € M[G].
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Definicion 3.5. Sea p € P, ¢ una férmula con n variables libres y @1, ..., %, nombres
en M. Decimos que p forza ¢(i1,...,2,), si para cada filtro P-genérico G sobre M, con
p € G se cumple que

MI[G] E p(valg(1), ... ,valg(xy))

y lo denotamos como
plE “p(@1,...,25)".

La notacién del punto arriba de los simbolos (&) es utilizada frecuentemente en la
literatura, pero es muy comun que su significado varie de un autor a otro; a continuacién
explicamos qué significara para este trabajo y se recomienda al lector que revise este
detalle al consultar cualquier libro que utilice esta notacién. Aunque todo elemento del
modelo base puede ser un nombre, escribiremos & para resaltar que estamos pensando a
& como nombre y que solo nos interesan las propiedades que tiene como nombre. Cuando,
al contrario, no nos interese el comportamiento de un elemento x € M como nombre, lo
escribiremos sin el punto. Dentro de las férmulas de forcing evitaremos escribir nombres
canénicos, es decir, escribiremos p IF “p(z)” para referirnos a la férmula p I “p(&)”.

Dado P € M un orden parcial y G un filtro P-genérico, tenemos los siguientes principios
que, aunque en realidad son teoremas, asumiremos como axiomas. Pues sus demostraciones
no son relevantes para aprender a aplicar el método y los formalismos involucrados escapan
a los objetivos de este trabajo.

Principio 3.6 (M[G] es modelo). M[G]| es un modelo estindar transitivo numerable de
ZFC con los mismos ordinales que M y es el minimo modelo estandar transitivo numerable
que extiende a M y tal que G € M[G].

Principio 3.7 (Toda verdad en M|G| esta forzada). Si #1,...,2, € M y
e(valg(z1),...,valg(2,)) es un enunciado con todos sus pardmetros enlistados tal que
M|G] E ¢(valg(21),...,valg(Ey)), entonces existe p € G tal que pl- “p(&1,...,2,)".

Principio 3.8 (Maximalidad). Sip € G, ¢ es una formula con una variable libre y
plE “Fx o(x)”, entonces existe y € M tal que p - “p(y)”.

Principio 3.9 (Definibilidad). La relacion I es definible en M, es decir, si ¢ es una
formula con n variables libres, hay una formula 1 con n + 2 variables libres tal que

plE “o(21,...,2,)7 siy solo si M = ¢(P,p,d1,...,%n).

Como ultimo detalle sobre nuestra notacién, supongamos que tenemos un elemento
x € M[G], entonces sabemos que existe un nombre ¢ € M tal que valg(y) = x. Para evitar
decir esto cada vez que sea necesario, denotaremos como £ a un nombre cuya valuacion
sea .

La relacién de forcing (IF) cumple algunas propiedades bésicas que vale la pena tener
en mente:
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» siplk “p” y g < p, entonces q I- “¢”;

» si P € M es un forcing, G es un filtro P-genérico con p € G y M [G] = ¢, entonces
existe ¢ < p en G tal que ¢ I+ “p”;

= si p I “p”, entonces existe ¢ < p tal que g IF “—p”;

= p WS Ao

= plE“pAY” siysolosiplk “p” ypl- “Y”;

= pl- “=¢” siy solo si para todo ¢ < p se tiene que g ¥ “p”;

» plk “p V7 siy solosi el conjunto {r <p|rl- “p” Vrlk “)”} es denso bajo p;

» plk “Va (p(2))” siy solo si para cualquier nombre a, p Ik “p (a)”

Forcings k-cc y k-cerrados

En esta seccién veremos que este tipo de drdenes tienen propiedades importantes
de preservacion de cofinalidades y cardinalidades. Ademads, estableceremos algunas otras
propiedades que nos permitiran acotar el tamano de ciertos conjuntos en la extension
genérica desde el modelo base.

Recordemos que k es un cardinal en M si y solo si no existe una biyeccién en M
entre algin ordinal més pequeno y k, pero jqué pasa en M[G]? Tipicamente M[G] es un
modelo con mas elementos y, en particular, con mas funciones, resulta natural preguntarse
si aparece alguna funcién de un ordinal més pequeno en x. Dicha pregunta motiva nuestra
siguiente definicion.

Definiciéon 3.10. Sea P un forcing. Decimos que

» dado k un cardinal en M, P preserva k como cardinal si

1p I+ “k es un cardinal”;

= dado un ordinal o € M, P preserva la cofinalidad de « si para cualquier ordinal 6,
M = cof(a) = 6 implica que 1p I+ “cof(a)) = 07;
= P preserva cardinalidades, si P preserva k como cardinal, para todo cardinal x;

= P preserva cofinalidades, si P preserva la cofinalidad de «, para todo ordinal «.

Proposicién 3.11. Sea P € M un forcing y k un cardinal reqular en M. Entonces, si P
preserva cofinalidades mayores o iguales a k, P preserva cardinalidades mayores o iguales
a kK.
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Demostracion. Como P preserva cofinalidades mayores o iguales a x, P preserva x como
cardinal y preserva a todo cardinal sucesor mayor o igual a k. Fijemos 6, tal que 6 es
un cardinal limite en M mayor que x. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que
hay o < 6 tal que existe, en M[G], una funcién f: a — k suprayectiva. Trabajando en
M, |a| < 0, sea 0y = max{|a|T,x}. Como 6 es un cardinal limite, 6y < 6, ademés, 6 es
regular y mayor o igual a x, por lo que es un cardinal en M[G]. Obsérvese que en M[G],
a < 6y <0, porlo que  C im(f) y, como consecuencia, #y no es un cardinal de M[G], lo
cual es una contradiccién. d

Si bien en las extensiones genéricas pueden aparecer nuevos subconjuntos de un ele-
mento del modelo base, resulta que, de cierto modo, ya conocemos un poco de su estructura
desde el modelo original.

Lema 3.12 (Representa01on de nombres). Sea P € M wun orden parcial y sean p € P,
B, A e M tales que p I+ “B C A”. Entonces para cualquier a € A,, existe una anticadena
A, C P mazimal debajo de p y existe fo: Aq — 2 tal que si G C P es un filtro P-genérico
con p € G, entonces

valg(B) ={a € A:3q€ Ay NG (falq) =1)}.
Demostracion. Dado un elemento a € A, el conjunto
Dzz :{quq”_ “CLGB”\/Q”‘ “(Z¢B”}

es denso debajo de p. Sea A, una anticadena maximal debajo de p contenida en D,, que
existe por el Lema de Zorn, y f,: Ay — 2 tal que f, (q9) = 1siysolosigl- “a e B”. O

Definicién 3.13. Sea P € M un forcing, p € P y A € M. Decimos que B es un nombre
p-estandar si para cada a € A, existe una anticadena A, maximal debajo de p y existe
una funcién f,: A, — 2 tal que

B:{(daQ):QGA/\qua/\fa(Q)zl}'

Observe que el lema anterior nos garantiza que, dado A € M, los nombres p-estandar
son suficientes para nombrar a todos los subconjuntos de A forzados por un elemento p.

Corolario 3.14 (Representacnon de nombres). Sea P € M un orden parcial y p € P, sean
f A, B € M tales que p IF “f A — B”. Entonces para cualquier a € A, existe, en M, una
anticadena A, mazimal debajo de p y fo: Aq — B tal que si G C P es un filtro P-genérico
con p € G, entonces

valg(f)(a) = b si y solo si Ig € A, NG fa(q) =b.
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Demostracién. Obsérvese que pl- “f C Ax BAVa e A b e B ((a,b) € f). Para cada
(a,b) € Ax B, sean Aap) Y fap) s Awap) — 2, los conjuntos construidos como en la demos-
tracién del lema anterior. Para cada a € A, definamos A, = {q € Upcp A(ap)  flap) (@) =
1}, dicho conjunto es una anticadena maximal debajo de p por cémo se definieron las fun-
ciones f(, ) en la demostracién del lema anterior. Como p I “Va € A3!b € B ((a,b) € f )7,
podemos definir, para cada a € A, una funcién f,: A, — B tal que f,(q) = b si y solo si

f(a,b) (Q) =1 O

Definicion 3.15. Sea P € M un forcing, A, B € M y p € P. Decimos que ¢ es un nombre
p-estandar para una funcion entre A y B si para cada a € A, existe una anticadena A,
maximal debajo de p y una funcién f,: A — B tal que

g:{((aab)>Q) : (avb) EAXB/\QEAa/\fa(Q):b}'

Del mismo modo que para subconjuntos, los nombres p-estandar son suficientes para
cubrir a todas las funciones entre elementos del modelo base que son forzados por un
elemento p.

Corolario 3.16 (Lema del tubo). Sean x,P € M tales que x es un cardinal en M y P
es un forcing con la k-cc. Sean A,B,g € M y p € P tales que pl- “Gg: A — B”. Entonces
existe, en M, F': A — P(B) tal que para cualquier a € A,

1. |F(a)| <Kk y
2. plk “g(a) € F(a)”.

Demostracion. Para cada a € A, tomemos A, y f, como en el corolario anterior. Sea
C = H{im(fs):a€ A} ysea F: A — P(C) tal que para cada a € A, F(a) = im(f,). Se
sigue de la definicién de F' que para cualquier a € A, p IF “g(a) € F(a)”, con lo que se
prueba (2), mientras que (1) se sigue de que para cualquier a, |A,| < k. O

El corolario anterior es particularmente 1til, si lo aplicamos a funciones cofinales entre
ordinales.

Teorema 3.17. Sea x un cardinal no nuumerable. Todo forcing con la k-cc preserva
cofinalidades mayores o iguales a k y, como consecuencia, si k es reqular, también preserva
cardinales mayores o iguales a K.

Demostracion. Sea P un orden parcial con la k-cc en M y sea G un filtro P-genérico sobre
M. Sean o € M tal que cof(a) > k y sea < cof(a) un ordinal. Sea f € M[G] una
funcién de 8 a «, basta probar que im(f) no es cofinal en «. Por el corolario 3.16, existe
F:p3— P(a),en M, tal que

1. |F(§)] < kK, para todo £ < 8,y
2. M[G] EVE < B (f(§) € F(E)).
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Como, en M, cof(A\) > k > w, para cada £ < 3, existe 7¢ < A tal que F'(¢

) € ve. Entonces
v 1= sup{ye : £ < B} es menor que A\ y |Jim(F) C v, por lo tanto im(f) C

-
<A O

Los forcing k-cerrados hacen lo mismo que los x-cc pero “por abajo”, es decir, preservan
las cofinalidades menores o iguales a k. Obsérvese que la idea clave de la demostracién
anterior es que, aunque puedan existir nuevas funciones de k a A, nunca seran funciones
cofinales. Por otro lado, si forzamos con un orden k-cerrado, nunca apareceran nuevas
funciones cuyo dominio sea un ordinal menor a k y codominio un elemento del modelo
base.

Proposiciéon 3.18. Sean P € M un forcing k-cerrado, a < k un ordinal en M, X € M,
G un filtro P-genérico sobre M y f: a — X una funcion en M[G]. Entonces f € M.

Demostracion. Sea p € G tal que p IF “f: a — X7. Basta demostrar que el conjunto
D:={¢<p:3h(h:a— X ANqlF “i:h”)}

es denso bajo p.

Fijemos ¢ < p y construyamos recursivamente un par de sucesiones {p¢ € P : £ < a}
y {ze € X : £ < a} tales que

1. po < g;
2. V&0,61 < a (S0 < &1 = pey > pey);
3. V€ <a (pe - “f(&) = z¢”).

Empecemos por el paso base. Sabemos que ¢ I+ “Jz € X (f(z) = 0)”, por lo que el

conjunto X' :={r<qg:3zxe M (rl- “i(O) = z)”} es no vacio, tomemos py € X' y ¢ tal
que p IF i (0) = z¢”. La construccién para el paso sucesor  + 1 es andloga cambiando 0

por £ + 1y g por pe. La construccién para el paso limite es analoga cambiando 0 por v y
p por una cota inferior de la cadena {r¢ : & < v}.

Una vez que ya estdn construidas dichas sucesiones, tomemos, utilizando que P es
k-cerrado, una cota inferior r para {p¢ : { < a} y definamos h: o — X tal que para cada
£ < a, h(§) = z¢. Podemos concluir que € Dy, por lo tanto, D es un subconjunto denso
bajo p. O

Corolario 3.19. Todo forcing x-cerrado preserva cofinalidades menores o iguales a k.

Demostracion. Sea A un cardinal tal que cof(\) < k. Supongamos, para llegar a una
contradiccién, que existe 0 tal que M =6 < cof (M), y que en M[G] existe f: § — X\ una
funcién cofinal. Por la proposicién anterior, f € M, por lo tanto, M = 6 > cof()\), lo cual
es una contradiccién. O
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Forzando con productos y el forcing de Cohen

El principio 3.6 nos garantiza que dado un filtro P-genérico sobre M, el modelo M[G]
también serd un modelo estandar transitivo numerable, por lo que nada nos impide tomar
otro forcing Q € M[G], un filtro H, Q-genérico sobre M[G] y construir la correspondiente
extensién genérica M[G|[H]. La importancia de las iteraciones radica en poder encontrar
otro forcing P; sobre M y un filtro Pi-genérico G tal que M[G]|[H| = M|[G;]. Empezare-
mos analizando el caso més sencillo, donde tanto P como Q pertenecen al modelo original
M.

Dados dos forcing P, Q, podemos ordenar a su producto cartesiano lexicograficamente,
es decir,

(p,q) <pxq (P/,q)siysolosip<pp'yq<qq.

P x Q asi ordenado es un forcing con el elemento (1p,1lg) como méximo. Ademads, las
funciones ip: P — P x Q e ig: Q — P x Q definidas como ip(p) = (p, 1q) € ig(q) = (1p,q)
resultan ser encajes regulares. En adelante asumiremos que el producto esta ordenado de
esta manera a menos que se especifique lo contrario.

Teorema 3.20 (Lema del producto). Sean P,Q € M forcings, G C P, H C Q. Los
siguientes son equivalentes:

1. G x H es un filtro P x Q-genérico sobre M ;
2. G es un filtro P-genérico sobre M y H es un filtro Q—genérico sobre M[G];

3. H es un filtro Q-genérico sobre M y G es un filtro P-genérico sobre M[H].

Ademds, si una de las condiciones se cumple, entonces M[G][H| = M[H][G] = M|G x H].

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Basta probar que, en general, si K es un
filtro P x Q-genérico sobre M, entonces G; = i5'[K] es un filtro P-genérico sobre M
y Hy = 151[[(] es un filtro Q-genérico sobre M[G1]. Obsérvese (p,q) € K si y solo si
(p,1) € Ky (1,q) € K, lo que equivale a que p € G y q € H;. Por lo tanto K = G1 x H;.

Es facil ver que si D € M es un subconjunto denso de P, entonces Dy := D x Q es
denso en P x Q, se sigue de la observacion previa que G1ND # (). Fijemos E C Q un denso
en M[G4], y sea p € G1 tal que p |- “I es un subconjunto denso de Q”, consideremos el
conjunto

Ey={(r,q) ePxQ:3py <7 (plF “q € E")}.

Afirmamos que FEj es denso bajo (p,1). Para demostrarlo, fijemos (pg, qo) < (p, 1), enton-
ces _
polk “Ir (re EAr <q)”.
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Sea Gy un filtro P-genérico con py € G, en M[Gp] existe s € Q Nwalg,(E) tal que s < qo,
entonces existe p; < pg tal que p1 IF “s € E” y, por lo tanto, (po,s) € Fj. Finalmente,
como FE; es denso en P x Q, se sigue que Hy N E # (.

Demostremos que (2) implica (1). Es claro que G x H es un filtro. Fijemos D € M un
subconjunto denso de P x Q y consideremos, en M[G], al conjunto

Dy :={q €Q:3po € G (po,q) € D}.

Como G € M[G], D1 € M|G], si demostramos que D; es un subconjunto denso de Q,
entonces existird ¢o € H y po € G tal que (po,qo) € D, lo que completa la prueba. Para
ver que D es denso fijemos ¢ € Q, y consideremos el conjunto

E:={peP:3¢ <q(pq) e D},

este conjunto es denso,, pues D es denso. Asi, existen pg € GN E y qo € Q tales que
(po, qo) € D, se sigue que qo € D1y qo < ¢, que es lo que buscdbamos.

La equivalencia entre (3) y (1) se demuestra de manera anédloga. Obsérvese que como
G x H € M|G x H], podemos asegurar que G € M[G x H] y, por el principio 3.6, M[G] C
MG x H]. Del mismo modo, por extender a M[G] y contener a H, M |G|[H] € M|G x H].
De manera similar G x H € M[G][H], por lo tanto, M [G][H] = M[H][G] = M|Gx H]. O

Para mostrar una aplicacion de nuestro primer método de iteracién utilizaremos el
forcing de Cohen, que es uno de los 6rdenes mas estudiados y de los mas sencillos para
empezar a construir extensiones genéricas. Dado un conjunto I, se define el forcing de
Cohen como

Cr={p1—2:|p| <w},

con un orden <c, tal que para cualesquiera dos condiciones p, q € Cy,
P=<c;qrq<p

Aunque [ puede ser un conjunto cualquiera, si I = k con k un cardinal, diremos que
Cy es el forcing para agregar x reales de Cohen, la razén de este nombre quedard mas
clara con ayuda de una definicién y un par de proposiciones.

Definicién 3.21. Decimos que = € 2% es Cohen sobre M si el conjunto G := {z | F :
F € [w]=*} es un filtro C,-genérico en M.

Obsérvese que si G es un filtro Cj-genérico, entonces | JG € 2. En el caso I = w,
UG es un real que, tipicamente, se encuentra en M[G] pero no en el modelo base M, en
otras palabras, al forzar con C, agregamos al menos un real de Cohen.

Lema 3.22 (De descomposicién para Cy). Sea I un conjunto y J C I. Entonces Cy =
CJ X CI\J'
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Demostracion. Definamos i: C; — C; x Cp; tal que i(p) = (p [ J,p [ I\ J). Dicha
funcién es biyectiva y preserva el orden. O

Si J C I, denotaremos al encaje natural ic,: C; — C; x Cp ; como .

El lema anterior sugiere que podemos aplicar el lema del producto para demostrar
propiedades interesantes sobre este forcing, sin embargo, primero es necesario hablar un
poco del espacio topoldgico 2¢ (equipado con la topologia producto), y su relacién con el
arbol binario 2<%,

Definicion 3.23. Introduciremos algunas nociones sobre el drbol binario.

1. Si s € 2<%, definimos al cono de s como

(s) ={re2<¥:sCr}.

2. Decimos que T' C 2<% es un drbol, si para cada r € T existe 7’ € T tal que r C 1’ y
para cada n € dom(r), r [n € T.

3. Decimos que T' C 2<% es un drbol nunca denso, si T es un arbol y para cada r € T
existe s € 2<¥ tal que r C sy (s)NT = .

4. Si T C 2<% es un 4rbol, definimos al conjunto de las ramas de T' como

[T]={z€2*:VYnzx|neTl},

de manera similar, si s € 2<%,

[s] ={x €2¥:s Cx}.

En general, se pide a los arboles que el conjunto de todas las condiciones mayores a
un elemento dado sea un buen orden. Obsérvese que nuestros drboles ya cumplen esta
propiedad por el solo hecho de ser subconjuntos de 2<%,

El lector familiarizado con topologia recordara que si X es un espacio topdgico, en-
tonces N C X es nunca denso siy solo si para cada x € X \ N existe una vecindad V' de
x tal que VN N = (). El iniciso (3) de la definicién anterior estd fntimamente relacionado
con los conjuntos nunca densos de 2%, pues un conjunto N C 2% es cerrado nunca denso
si y solo si existe un drbol 7' C 2<“ nunca denso tal que N = [T].

Obsérvese que si fijamos un drbol T' C 2<% en M, el conjunto [T] puede ser distinto si
se construye en M o se construye en el universo. El siguiente teorema es testigo de esto.

Teorema 3.24. Un real ¢ € 2¥ es Cohen sobre M si y solo si para cada drbol nunca
denso T C 2<% conT € M, c ¢ [T).
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Nétese que el teorema anterior habla del conjunto [T'] construido en el universo y no
del conjunto [T]M.

Recordemos que si X es un espacio topolégico, decimos que Y C X es magro si es
unién numerable de subconjuntos nunca densos de X. En el caso de 2%, podemos asumir
que un conjunto magro es unién numerable de conjuntos cerrados nunca densos.

Definicion 3.25. Un subconjunto X de 2% es un conjunto de Luzin, si para cualquier
subconjunto magro N de 2, X N N es numerable.

Como aplicaciéon del forcing producto construiremos un mddelo que contenga un con-
junto de Luzin del tamaiio maximo posible, es decir, de tamafo ¢ !. Para ello necesitamos
calcular el valor de ¢ en la extension que se obtiene de forzar con el orden C,. Iniciaremos
dando una cota superior, y nos ocuparemos de la cota inferior dentro de la demostracion
del resultado mencionado.

Lema 3.26. Sea k un cardinal en M tal que M = K = k y sea G un filtro Cy-genérico
sobre M. Entonces M|G| = ¢ < k.

Demostracién. Primero veamos, por contrapuesta, que C, tiene la ccc. Sea A C C, no
numerable, entonces existe un A-sistema A’ C A no numerable con raiz r. Se sigue que
existe o: r — 2 tal que Ag := {p € A’ : p | r = 0} es no numerable, en particular, tiene
dos elementos distintos y cualesquiera dos elementos de Ag son compatibles, por lo tanto,
A no puede ser anticadena.

Obsérvese que cada elemento de 2* en la extensiéon tiene que ser nombrado por algin

elemento de C,, y |Cx| = k. Como C, tiene la ccc, hay a los mds (k“)“ - 2¥ posibles
nombres p-estandar, pero k¥ = k, por lo que k > w y (k) > 2“. Por lo tanto, hay
k- k = K posibles funciones en la extensién genérica. O

Una idea muy util al trabajar con iteraciones es dividir el orden con el que se va a
forzar en dos partes, de tal modo que después de forzar con la primera parte ya aparezcan
objetos que tienen propiedades que nos interesan en la extensién genérica. El siguiente
lema nos sugiere como partir el orden cuando el objeto que queremos que aparezca es una
funcién entre elementos del modelo base.

Lema 3.27. Sean k un cardinal en M y G un filtro Cy-genérico sobre M. Sean ademds
A Be My f:A— B en M[G]. Entonces eziste J C k con |J| < méx(|A|,w) tal que
f € M[H], donde H = i;'[G].

Demostracion. Sea p € GG tal que p I+ “i: A — B”, por el corolario 3.14, para cada a € A,
existe una anticadena A, maximal debajo de p, y una funcién f,: A, — B tal que f(a) = b

!¢ se utiliza para denotar el tamafio del continuo, es decir, ¢ = |“2|.
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si y solo si existe ¢ € A, NG tal que f,(q) = b. Sea J = {dom(p) : Ja € A (p € A,)},
como C, tiene la ccc, |J| < A. Finalmente, por la definicién de H, el conjunto

{(a,b) : 3¢ € AuN H (falq) =)}
estd en M[H]|, y dicho conjunto es igual a f. O

Teorema 3.28. Sea k un cardinal en M tal que k¥ = k. Sea G un filtro C,-genérico
sobre M. Entonces hay un conjunto de Luzin de cardinalidad ¢ en M[G].

Demostracion. Para cada a < k, definamos g4 : w — 2 tal que go(m) = (JG)(a-w+m).
Primero demostraremos que si o # [3, entonces g, # g3 y, posteriormente, veremos que el
conjunto A = {gs : @ < K} es de Luzin en M|G].

Sean «, 8 < k ordinales distintos, consideremos el conjunto
Bupi={g€Cx:Inew (gla-w+n) £q(B w+n)}.

Para ver que dicho conjunto es denso, fijemos p € C, como p es finita, existe m € w tal que
a-w+m ¢ dom(p)y f-w+m ¢ dom(p). Definamos ¢ = pU{(a-w+m,0), (f-w+m,1)},
claramente ¢ < py q € E, g. Podemos concluir que g, # gg. Como consecuencia, en M[G]
hay al menos k reales, por lo que M[G] =k > ¢y, por el lema 3.26, M[G] = k = ¢.

Demostremos que A es un conjunto de Luzin. Fijemos un subconjunto magro de 2“
N € MIG], entonces N = | [T3,] con cada T}, un subérbol nunca denso de 2<¢, podemos

new
identificar a N con un real z € M[G]. Por el lema anterior, existe J C k con |J| < |z| = w

tal que si H = ic,[G], entonces N € M[H]. Se sigue que J intersecta a lo mas a una
cantidad numerable de segmentos de la forma [o - w, @ - w + w).

Por la proposicién 3.24, para concluir basta demostrar que si a < k es tal que J N

@ w,a-w+w) = 0, entonces g, es Cohen sobre M[H]. Sean Gy, = z[;lw a-w—i—w)[G]
y K = i;\lju[aw oot [G], por el lema del producto, M[G] = M[H]|G,.][K]| y Gy, es
C.-genérico sobre M[H], se sigue, por definicién, que g, es Cohen sobre M[H]. O

Antes de concluir esta seccién, analizaremos un poco maés el trabajo que realizamos en
la demostracién anterior. Una vez que fijamos N € M[G]| magro, decimos que podemos
identificarlo con un real x, dicha identificacién se hace de la siguiente manera. El arbol
binario 2<% tiene tamafio w, entonces cada uno de los subdrboles T}, est4 identificado con
una funcién z,,: w — 2, por lo que podemos identificar a la unién de sus ramas con una
funcién 7': w X w — 2 y, naturalmente, podemos cambiar x’ por una funcién z: w — 2.

Cuando garantizamos que x € M[H], al mismo tiempo garantizamos que para cada n,
el érbol T,, € M[H]. Nétese que, al ser T, un subconjunto de 2<% T}, puede o no estar en
el modelo base, pero una vez que estd en M[H| el teorema nos garantiza que g, ¢ [T},].
Es un detalle crucial, pero facil de pasar por alto, que en el teorema 3.24 se asegura que
ga & [T}, en el universo y no solo go ¢ [T),]M 1.
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Ademds de servir como ejemplo del uso del lema del producto, este 1ltimo teorema
debi6 haber dejado claro que, en efecto, el forcing C, agrega k reales de Cohen.

Iteracion de dos pasos y el forcing random

En la seccién anterior vimos que forzar con P x Q equivale a forzar primero con un
orden P y luego con un orden Q que también pertenece al modelo base. Si el segundo orden
no pertenece al modelo base, utilizaremos la iteracion de dos pasos, que nos permite hablar
de las propiedades de forcing del segundo orden parcial mediante su nombre.

Definicion 3.29. Sea P un forcing y Q, iQ y éQ P-nombres tales que
1p IF “(Q, §Q> es un forcing con elemento maximo iQ”.

Decimos que la iteracion de dos pasos de Py Q, denotada como P x Q, es el conjunto tal
que

(p,§) eP+QsiysolosipeP, jedom(Q)ypl “GgeQ.

Por el principio de definibilidad (3.9), la iteracién de dos pasos pertenece al modelo
base. P x Q es un forcing, si le damos el siguiente orden:

(P1,d1) <p,o (Posdo) <> p1 <p po Ap1lF “41 <o Go”-

Denotaremos al encaje natural de P en P%Q como i: P — PxQ, dicho encaje estd definido

como i(p) = (p, 1g).

Obsérvese que si en la definiciéon anterior no pedimos que para cualquier elemento
(p,q) € PxQ, p € dom(Q), entonces P x Q resultaria ser una clase propia. Es por ello
que tomamos a Q como un P-nombre, que por definiciéon es una relacién. Si quisiéramos
utilizar el concepto general de nombre, tendriamos que escribir

(p,q')EP*Q siy solo sip e Py dpy e P tal que (q,po)erpll— “Ge Q.

No se hizo de este modo porque, ademds de ser mas facil de escribir y recordar, es conve-
niente que el lector entienda poco a poco la nocién de P-nombre y las ventajas que ésta
tiene.

Recordemos que, en la seccién anterior, fue el lema del producto el que nos permitié
forzar con un solo orden en lugar de dos. Como era de esperarse, tenemos un resultado
parecido para la iteracién de dos pasos.
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Teorema 3.30. Sean P+Q € M una iteracion de dos pasos y K un filtro P x Q-genérico.
Sean G = i~ 1[K] y H := {valg(q) : ¢ € dom(Q)Avalg(q) € valg(Q)AIp € P ((p,q) € K)}.

Entonces G es P-genérico sobre M, H es valg(Q)-genérico sobre M|G] y K = GxH, donde
GxH={(p,q) eP+xQ:peGAvalg(j) € H}.

Demostracion. Para ver que G es P-genérico sobre M, fijemos D un subconjunto denso de
P y definamos en M el conjunto D’ = {¢ € dom(Q) : 3p € P p IF “¢ € Q”}. Afirmamos que
el conjunto D x D’ es denso en P*Q. Sea (p, q) € P*Q, por la densidad de D, existe pg € D
tal que py < p. Ademds, por definicién, p I “G € Q”, por lo que py I- “¢ € Q7. Por lo tanto,
(po,4) € Dx D'y (po,q) < (p,§). Como K es PxQ-genérico, existe (p,§) € KN (D x D'),
entonces (p, 1) € K, de donde p € i 1[K] = G.

El hecho de que G sea P-genérico garantiza que H € M|[G]. Procederemos a probar
que es valg(Q)-genérico. Sea E un subconjunto denso de valg(Q). Como toda verdad es
forzada, existe p € G tal que p I+ “E es un subconjunto denso de Q”, consideremos el
conjunto

Ei:={(r,q) ePxQ:rlF“ge E"}.
Afirmamos que E; es un conjunto denso debajo de (p, iQ). Sea (p1,q1) € P*xQ con p; < p,

entonces p; - “Igo (qo € E A qo < ¢1)”. Por el principio de maximalidad, existe § € M

tal que p1 IF “5 € E A s < q1”, pero s podria no estar en dom((i))7 veamos que siempre
podemos encontrar un representante. Sea G un filtro P-genérico con p; € G4, entonces

hay algin 7 € dom(Q) tal que valg($) = valg(r), y como toda verdad es forzada, existe
p2 < pi1 tal que pa IF 7 € E AT < g1, entonces (p2,7) < (p1,¢1) y (p2,7) € En.

Sea (po,¢) € E1NK, entonces pg € Gy po IF “¢ € E7. Por lo tanto, M[G] k= valg(q) €

valg(Q) A valg(g) € valg(E) y, como consecuencia, E N H # (). Con esto concluimos que

H es valg(Q)-genérico sobre M[G].

Demostremos que K = G * H. Por lo demostrado anteriormente, G * H estd bien
definido. Tomemos (p,q) € G * H, por la defincién de G, existe (p, 1Q) € K y, por la
definicién de H, existe py € G tal que (po,q) € K. Como K es un filtro, existe (p1,41) €
K tal que (1) < (p. o). (po.d). entonces py < p y pi b “@i < ". Por lo tanto,
(p1,d41) < (p,q), y en consecuencia, (p,q) € K. Para probar que K C G x H, basta ver que

si (p,q) € K, entonces (p, lQ) € K, de donde p € G y, por la definicién, valg(¢) € H. O

Para ejemplificar el uso del teorema anterior, utilizaremos el forcing random, que no
es mas que un orden de las clases de equivalencia de conjuntos medibles no nulos en 27.

En adelante, cuando hablemos del espacio 2!/ asumiremos que estd equipado con la
topologia producto, que tiene como base al conjunto

By ={B”:p;] = 2A\|p| <w},
donde B? := {f €2l : p C f}.
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Definicién 3.31. Denotamos como Baire(2/) a la minima o-algebra generada por la
base By, es decir, al minimo conjunto que contiene a By y que es cerrado bajo uniones
numerables y complementos.

Aunque aqui mostramos la definicién exclusivamente para espacios 2/, podemos aplicar
esta definicién a cualquier espacio X, si fijamos una base I para X. Observe que si ademas
X es segundo numerable, entonces Baire(X) es el conjunto de los borelianos de X.

Ademés de ser un espacio toplégico, podemos pensar al espacio 2/ como un grupo
topolégico localmente compacto, por lo tanto, tiene una medida de Haar pj. Se puede
encontrar m&s informacién sobre medidas de Haar en [4], a nosostros nos basta saber que
dicha medida cumple que

» si B” es un elemento de By, entonces p(BP) = ﬁ, y

» todo elemento de Baire(2) es p7-medible.

Una vez que establecimos que el espacio 2! tiene una medida, podemos definir la
siguiente relacién sobre P(27)

A~ Bsiysolosi AAB e N(21), (%)

donde NV (27) := {A € 2T : u;(A) = 0} y A es la diferencia simétrica. Por comodidad,
denotaremos a N (21 ) como N7, ademds, si un conjunto tiene pj-medida 0, diremos que
es pr-nulo, o solo nulo, si no hay riesgo de ambigiiedades.

Lema 3.32. La relacion definida en (x) es de equivalencia (denotaremos a la clase de
equivalencia de A como [A]n;, ), ademds, el conjunto cociente (denotado como B(I)) es un
algebra booleana si lo equipamos con las siguientes operaciones:

- [A]NI N [B}NI = [A N B]NI;
- [A]/\/] v [B}NI =[AU B]NI;

= Al = 29\ Al -

1= [QW]NI'

Demostracion. La relacién ~ es trivialmente simétrica y reflexiva, para ver que es tran-
sitiva fijemos A, B, C' € Baire(2!) tales que A ~ B y B ~ C. Podemos escribir a AAC
como (AAB)A(BAC) y, como la diferencia simétrica de dos conjuntos nulos es nula, se
sigue que A ~ C.

Para la segunda parte recordemos que un algebra booleana debe cumplir las siguientes
propiedades:
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1. asociatividad: x A (yAz)=(xAy)AzyazV(yVz)=(zVy)Vz;
2. conmutatividad: ztAy=yAxyzxVy=yVuz;

3. absorcién: z A (xVy)=zxzyzV(zAy) =ux;

4. distributividad de A sobre V: zV (yAz)=(zVy)A(zV 2);

5. complemento: tA—-x=0yzV-z=1

Sean A, B,C € Baire(2!), a continuacién probaremos que se cumplen las propiedades.

Los primeros 4 incisos se siguen de las propiedades basicas de algebra de conjuntos.
Para el inciso 5 basta ver que

[Aln, A=[Aly, =[AN 25\ Ay, = [0, =0

[Alng V=Alyy = [AU I Ay = 27y = 1.

O]

Dada un algebra boolena, podemos darle un orden < de manera natural definiéndolo
como p < ¢ si y solo si pV q = q, esto nos permite forzar con ellas.

La medida en Baire(2!) induce una medida en el dlgebra booleana B(I). Se puede pro-
bar, utilizando dicha medida, que B(I) tiene la ccc. Ademds, B(I) es un algebra booleana
o-completa?, estas dos propiedades implican que B(I) es un &lgebra booleana comple-
ta3. Aunque omitiremos la prueba de estos hechos, daremos una definicién que motiva su
importancia y, mas adelante, utilizaremos esta propiedad para probar uno de los lemas
clave de esta seccién. Los resultados no demostrados de esta seccion se pueden encontrar
enunciados para 2“ y su conjunto de borelianos en [3]; las pruebas para esta seccién se
generalizan de manera natural.

Definiciéon 3.33. Sea B un algebra booleana completa y ¢ un enunciado del lenguaje
de la teorfa de conjuntos, definimos el valor booleano de ¢, denotado como [¢], como el
supremo del conjunto de todos los elementos b € B tales que

bl <7

Es claro que el valor booleano siempre existe, si el dlgebra booleana es completa.

2Un 4lgebra booleana B es o-completa, si todo subconjunto numerable de B tiene supremo.
3Un slgebra booleana B es completa, si todo subconjunto de B tiene supremo.
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Cabe mencionar que el teorema de dualidad de Stone nos asegura que podemos in-
tercambiar un forcing por un algebra boolena completa y viceversa, lo que nos permite
accesar a las propiedades de los valores booleanos siempre que sea conveniente. Mds sobre
el teorema de dualidad de Stone se puede consultar en [2].

Definiremos a los reales random de manera similar a como definimos los reales de
Cohen, con la pequefia diferencia que los definiremos para cualquier espacio 2! y no solo
para 2.

Definicién 3.34. Decimos que r € 2! es I-random sobre M, si existe un filtro B(I)-
genérico G sobre M tal que {r} =({B € M : [B]x, € G}.

En la definicién anterior cometimos un abuso de notacién que se volvera comun para el
resto de la seccion, el cual es el de utilizar los mismos simbolos para objetos en M y para
sus definiciones interpretadas fuera de M. Observe que cualquier elemento de Baire(2I )
tiene una receta para construirse en términos del conjunto de las funciones parciales finitas
de I a 2 (el cual es absoluto para cualquier modelo transitivo que contenga a I), dicha
receta puede codificarse como una funcién. Entonces la expresion

{r} =M{B € M:[Bly, €G},

quiere decir que r es el Unico elemento tal que r pertenece a la interpretaciéon de la
definicién de B en el universo, para cada B tal que la funcién que lo define esta en M y
con [B]n;, € G.

Se puede probar que dado un filtro G, B(I)-genérico,
(B eM:[Bly, € G =B : piI = 2A|p| <wA[B ]y, € G}.

Esto nos garantiza que para cada filtro G, B(I)-genérico, existe un dnico real /-random r
como en la definicién anterior. Entonces

g IF “Fz ({2} ={B”: |p| < w A [Bn; } € f‘)”,

por lo que, por el principio de maximalidad, existe un nombre 7; tal que {valg(r;)} =
({B € M : [B]n, € G}, para cualquier filtro G, B(I)-genérico. Diremos que un nombre
con esta tultima propiedad es un nombre candnico para un real I-random y utilizaremos
77 para denotar a uno de estos nombres.

Proposicién 3.35. Una funcién r € 2! es I-random sobre M si y solo si para cada
subconjunto nulo N € Baire(QI), r no pertenece a la interpretacion de N en el universo.

No demostraremos la proposiciéon anterior para evitar entrar en detalles de topologia
y medida, pero detengdmonos un momento para entender este resultado. Observemos
que si un conjunto I pertenece a M, entonces el conjunto de funciones parciales finitas
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{p: p;I — 2} también es un elemento de M. Ahora, dado un conjunto nulo N € Baire(2),

podemos escribirlo como N = () U,, donde U, es un abierto Baire para cada n, entonces
new
N tiene un c6digo (una receta para construirse). La proposicién nos dice que si un conjunto

N es nulo en 2/, podemos seguir la receta para construirlo en el universo y r no estard
en el conjunto que obtengamos. Nétese que tanto la medida como el cédigo dependen
Unicamente de elementos de M, por lo que si un conjunto es nulo en M, entonces es nulo
en cualquier modelo que lo extienda.

Definiciéon 3.36. Decimos que un conjunto es de Sierpinski si X NN es numerable para
cada subconjunto nulo N de 2%.

El lector podréd darse cuenta que la definicién de un conjunto de Sierpinski es muy
similar a la de un conjunto de Luzin, y como en la seccién anterior, lo utilizaremos para
ejemplificar el uso de la iteracén de dos pasos. Demostraremos que existe un conjunto de
Sierpinski de tamano ¢ = x en el modelo resultante de forzar con B(k).

Para aligerar la notacién, dado un real r, I-random, escribiremos M [r] para referirnos
a la extensién M[G], donde G es el filtro que se garantiza en la definicién 3.34.

Lema 3.37. Sea I un conjunto tal que I = Jy U Jy con Jy y J1 conjuntos ajenos y sea
Y C 2 =270 x 271 Entonces

1. {x€2%:Y, € N} es medible en 270;
2. Y €Nj siysolosi{re2:Y, ¢ N} € Ny,.
Donde siz €2 yY €2l Y, :={yc2/:(z,y) €Y}
El resultado anterior se conoce como el teorema de Fubini y su demostracién escapa

a los objetivos de este texto, pero se puede encontrar més al respecto en [4].

Formalmente, para nuestros siguientes resultados deberiamos de introducir el concepto
de funcidn Baire, sin embargo, hablar de ellas nos desviaria demasiado. Por lo que las
pensaremos como funciones que podemos utilizar en la definicion de conjuntos sin que
éstas causen que el nuevo conjunto no sea Baire.

Lema 3.38 (Baire reading of names). Sean Jo, J1 conjuntos ajenos, sean B € Baire(270)
y f € M tales que [B] I “f € 2717, Entonces existe una funcion F: B — 27t Baire tal

que si T es un real I-random sobre M con r € B, entonces M[r] = F(r) = val,(f).

Demostracion. Para cada j € J; y cada i € 2 tomemos C’; e [f() = i] A [B] tales que
{CJQ, C’jl} es una particién de B.

Definamos F': B — 271 tal que
F(z)(j) =isiysolosize C’;
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Sea r un real I-random con r € B, resta ver que M([r] | F(r) = valr(f). Fijemos j € Jj,
si Mr] = val(f)(j) = i, existe [C] < [B] tal que r € C y [C] IF “f(j) = ¢”; entonces
[C] < [C’;], por lo que r € C’]i- y F(r)(j) = i, que es lo que buscdbamos. O

Lema 3.39. Sean I,Jy,J1 € M y tales que [ = JyU Jy y JoNJy = (. Sea X tal que
1B(J0) - “X € Ba1re(2‘]1)” Entonces existe Y € Baire(2!) N M tal que 1g(sy) IF “Y;, o=

X7

Demostracion. Por argumentos relacionados con la construccién recursiva de la o-algebra
Baire(270) y que, por ser propios del drea de teorfa descriptiva de conjuntos, no menciona-
remos aqui, existe un conjunto Y’ € Ba1re(21) N M tal que 1B( nlF 3z e 200 (Y, = X)”.

Por el principio de maximalidad, existe f tal que 1g(p) IF f € 2% A Y X7 Para dicha

f, tomemos F: 270 — 271 como en el lema anterlor, entonces IB(JO) - “F(rj,) = f7.
Sea Y = {(z,y) : (F(),y) € Y'}, como Y’y F' son Baire, Y € Baire(27), se sigue que
lg(sp) IF “Yi,, = X7

O

Lema 3.40 (De descomposicién para B(k)). Sean I,Jy,J1 € M conjuntos tales que
I=JyUJyyJonJy =0. Se tiene que

1. siry es I-random sobre M, entonces rj, := 1y | Jo es Jo-random sobre M y rj =
1 [ J1 es Ji-random sobre M|r,];

2. si vy, es Jo-random sobre M y rj es Ji-random sobre M|ry,], entonces r; :=
rj, Ury, es I-random sobre M.

Demostracion. Para (1). Sea A € Baire(270)NAN,, el conjunto B := {f € 2T : f | Jy € A}
estd en N7, por lo que 77 ¢ B, entonces rj, ¢ A.

Ahora veremos que 7, es Ji-random sobre M(ry,]. Sea X € Baire(J1) NNy, N M]r ]
v sea X € M un nombre tal que

lB(J()) H_ “X Gle /\ (2,( ENJl — X :X”),

dicho nombre existe por el principio de maximalidad. Por el lema anterior existe Y €
Baire(270 x 271) N M tal que
1g(se) IF “Y5,, = X7

Afirmamos que Y € Aj. Supongamos que no y sea Z = {z € 270 : Y, ¢ N, }, entonces,
por el lema 3.37, Z ¢ Nj,.

Tomemos Z' C Z tal que Z' € Baire(27°) \ . Como [Z] < 1g,), [Z] IF “X € Nj,”,
entonces [Z'] IF “Y;, € Ny,” por lo que si r es un real Jo-random con r € Z, M[r] |=
Y, € Nj,, por lo que r ¢ Z, lo cual es una contradiccién,, pues r € Z' C Z.



38

CAPITULO 3. FORCING

Demostremos (2). Sea Y € Baire(270 x 271) N A; N M, supongamos que r; € Y.
Consideremos Z := {z € 270 : Y, ¢ N}, por el lema 3.37, Z € Nj,, y como 7y, es
Jo-random, 1, ¢ Z. Por lo tanto, M[ry] E Y,, € Ny y 1y ¢Y;, , finalmente se sigue
querr¢Y. O

Con la notacién que introducimos para la iteraciéon de dos pasos, el teorema anterior
nos dice que si I = JyU Jy con Jy y Jp conjuntos ajenos, entonces forzar con B(I) es
equivalente a forzar con B(Jp) * B(Jy).

Consideremos un conjunto A € Baire(2"%), para construirlo se ven involucrados tinica-
mente un nimero numerable de elementos de x, diremos que dicho conjunto es el soporte
de Ay lo denotaremos como supp(A). Es claro que el soporte de todo conjunto Baire es
numerable.

Teorema 3.41. Sea M un modelo de ZFC+ k“ = k, y sea r € 2% un real k-random sobre
M. Entonces en M|r] existe un conjunto de Sierpinski de tamano c.

Demostracion. Para cada o € k, definamos x,: w — 2, como x4(n) = r(a - w + n).
Demostraremos que S := {2, : @ < k} es un conjunto de Sierpinski de tamano .

Para ver que es de tamafio £ veamos que si a < [3, entonces = # xg. Sean ro =1 |
0,0 wtw)yrg=r|[f -w,B w+w). Observemos que x4 € M|ry], ademds {z} € N,,.
Tenemos que xg € M[ro, Urg] y, por el lema de descomposicion, r3 es B([5-w, 5w +w))-
random sobre M |r,]. Se sigue que x5 no pertenece a ningun elemento de N, N M[ry]. Por

lo tanto, xg ¢ {Ta} ¥y Ta # 3.

Sea N € M|r] un conjunto nulo de 2%, sin pérdida de la generalidad N es Gy, entonces
hay una funcién ¢ : w — 2 que codifica a N. Sea B € Baire(2") tal que [B] IF “c € 2¥”.
Por el lema 3.38, podemos concluir que es suficiente una familia numerable de elementos
{4, C B :n € w} para decidir la existencia de ¢ y sus valores en M|r]. Consideremos el
conjunto

W'={a<k:3n€w (supp(4,) N[a,a-w+w)#0)}
Es claro que dicho conjunto es numerable, por lo que el conjunto W := |J [o, - w+w)

acW’
tambiés es numerable. Podemos concluir que si ryy = r [ W, entonces N € M[ry],

adem4s, como W’ es numerable, NNS es numerable, pues solo hay una cantidad numerable
de ordinales « tales que r | [a - w,a w4+ w) C ry. Para cada ordinal g ¢ W', r |
[B-w,B w+w)es k\W-random (lema 3.40), ademds, como corolario de ese mismo lema
podemos decir que M[r] = M[rw]|[r | &\ W], lo cual completa la demostracién de que S
es un conjunto de Sierpinski.

De la existencia de S, podemos concluir que M|[r] = k > ¢. Por otro lado, sabemos,
por el lema 3.38, que toda funcién ¢ € 2 N M]r| estd determinada por una cantidad
numerable de elementos de Baire(2"); por lo que si logramos probar que [Baire(2%)]|“ = k&,
tendremos que M|[r] = k = ¢. Basta demostrar que |Baire(2)| = &, esto se sigue de que
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la base de Baire(2") tiene a lo més k - 2¥ = k elementos, entonces cada uno de los wy
pasos de su construccién recursiva es de tamano k. Finalmente, la uniéon de w; conjuntos
de tamano k tiene tamano a lo mas wy - kK = k. O

La idea principal de la demostracion anterior es que las iteraciones nos permiten avan-
zar hasta un punto conveniente de la extensién donde podamos garantizar la existencia de
un objeto en particular, por ejemplo, la existencia de un conjunto nulo; y a partir de ahi,
seguir extendiendo pero ahora con acceso a informacion extra que nos permite utilizar
otras herramientas.






Capitulo 4

La consistencia del axioma de
Martin

En este capitulo extenderemos la técnica del forcing iterado para poder realizar una
cantidad infinita de pasos, posteriormente la utilizaremos para construir un modelo del
axioma de Martin. Ademadas de servir como ejemplo, esta construcciéon es similar a la
técnica utilizada para demostrar la consistencia del axioma de forcing propio, por lo que

es un buen primer acercamiento a nuestro resultado principal.

Iteracién con soporte finito

En el capitulo anterior vimos que podemos realizar iteraciones de dos pasos, por lo
que, inductivamente, es sencillo construir iteraciones finitas tan grandes como queramos.
Sin embargo, para poder realizar iteraciones de longitudes infinitas necesitaremos anadir

algunas condiciones para hacernos cargo de los pasos limite.

Definicién 4.1. Sea a un ordinal limite. Consideremos una sucesién ((Pg,Qg) : 8 < «).

Decimos que un conjunto P, es una a-iteracion con soporte finito si

1.

2.

Po = {0};
si B < a, entonces Pg es un forcing;

si B < ayp e Pg, entonces p es una funcién tal que dom(p) € [5]<%;

. si 8 < a, entonces Qﬁv éQg y ng son Pg-nombres tales que

1p, IF “(Qs Zq,) es un forcing con elemento méximo 1o,

.sif<a,peP,y B €dom(p), entonces p(8) € dom(Qg) y p(B) # iQB;
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6. si B3 <aypecPgii, entonces p [ 3 € Pg;

7.si B<a,p€Ppgy1y B e dom(p), entonces p [ S+ “p(B) € Qg”;
8. si B < ay po,p1 € Pgy1, entonces pg <p, , p1 siy solo si

= dom(p;) € dom(po),
»po[B<p,p1[BY
= 3 € dom(pg) Ndom(p1) = po | B “po(B) <g, p1(B)”;

9. si f < a es un ordinal limite, entonces p € Pg si y solo si para cualquier { < f3,
pl&ePg

10. si B < « es un ordinal limite y pg, p1 € Pg, entonces

po <p, p1siysolosiVE < B (po|§<p,p1l§).

Obsérvese que las condiciones de la definicién anterior nos garantizan que para cons-
truir una a-iteraciéon con soporte finito, unicamente necesitamos definir Qg, para cada
B < a, pues los conjuntos Pg quedan determinados automdticamente.

Podriamos alterar la definicién anterior para que los elementos de Pg tengan dominio
B en lugar de tener dominio contenido en 5. En cuyo caso, necesitariamos pedir que
el conjunto {{ < B : p(&) # iQﬁ}, conocido como el soporte de p, sea finito, para cada
p € Pg. Las dos formas de definir la iteracién son equivalentes, y aunque esta iltima forma
parece ilustrar mejor la idea de soporte finito, utilizaremos la primera, pues resultard mas
sencilla de manipular. Ademads, nuestra definicién nos permite escribir a una a-iteracién
con soporte finito como

Po = | J Ps.

B<a

Proposicién 4.2. Sean a un ordinal limite, P, una a-iteracion con soporte finito y
B,& € a tales que B < §. Entonces la identidad id: Pg — P¢ es un encaje regular.

Demostracion. Basta ver que la identidad preserva anticadenas maximales. Sea A C Pg
una anticadena maximal y tomemos p € P¢. Sabemos que p [ 3 € Pg, entonces existe
r € A tal que 7y p | B son compatibles en Pg. Fijemos ' € Pg tal que r/ <p, 7Y
r <p, p [ B, se sigue que U\l B) <p, 7,p. Por lo tanto,, A es un anticadena
maximal de Pg.

O

Teorema 4.3. Sea o un ordinal limite y sea P, una a-iteracion con soporte finito tal que
para cada B < «a, 1p, I- Qg tiene la ccc”. Entonces Py tiene la ccc.
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Utilizaremos induccién transifinita para demostrar el teorema anterior. Con el fin de
encargarnos del paso sucesor, primero probaremos el resultado equivalente para la iteracion
de dos pasos.

Lema 4.4. Sea P x Q una iteracion de dos pasos tal que P tiene la ccc y 1lp IF
‘Q tiene la ccc”. Entonces P x Q tiene la ccc.

Demostracion. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que el conjunto A =
{(Pa;sda) : @ < w1} es una anticadena en P x Q. Consideremos el nombre i := {(&,pa) :
a < wi} y fijemos G un filtro P’genérico sobre M, se sigue de la definicién de valuacion,
que el conjunto valg(z) es el conjunto de los ordinales « tales que p, € G.

Veamos que valg(#) es numerable, como 1p I “Q tiene la ccc”, basta probar que el
conjunto {p, : o € valg(%)} es una anticadena. Supongamos que no es una anticadena,
entonces existen [y, 51 € valg(Z) tales que valg(ds,) || valg(ds,). Tomemos r € G con
r < pgy,Pg, ¥ tal que 7 IF “4g, || 4g,”. Por el principio de maximalidad, existe ¢ tal que
(r,d4) < (Pgy»48s) (P81 48, ); lo cual no es posible, pues estamos asumiendo que A es una
anticadena. Por lo tanto, valg (&) es una anticadena y, como consecuencia, es numerable.

Como lo anterior fue demostrado para cualquier filtro P-genérico, 1p I+ “|2| = w”,
entonces 1p Ik “If: w — w; (¢ = im(f))”, y por el principio de maximalidad existe
feMtalquelp I “f:w — w /\im(f) = 3”. Como P tiene la ccc, wi! coincide con el wy
de cualquier extensién genérica. Aplicando el lema 3.14, existe F': w — P(w1) tal que para
cualquier n € w, |F(n)| < wi y 1p IF “f(n) € F(n)”. Debido a que w; es regular, existe
B < w1 tal que im(F') C 3, entonces 1p I+ “& C 7. Tomemos G un filtro P-genérico sobre
M con pg € G, entonces M[G] = B € valg(&), por lo que M[G] |= B € 3, lo cual no puede
pasar. La contradiccién viene de que 1p IF “|#| = w”, lo que a su vez es consecuencia de
que A sea una anticadena no numerable. Por lo tanto, P % Q tiene la ccc.

O

Regresando a la definicién de a-iteracion, se puede ver que dado § < «, P¢y1 es isomor-
fo a P¢ x Q¢, por lo que el lema anterior nos garantiza el paso sucesor en la demostracién
del teorema. Para terminar, basta revisar que para cada ordinal limite v < «, P, tiene la
cce.

Demostracion. Del teorema 4.3 Fijemos A C P, no numerable. Consideremos la fami-
lia B = {dom(p) : p € A}, B es una familia de conjuntos finitos. Entonces existe un
A—sistema B’ de tamano w; con raiz R, y como R es finito, existe S < «y tal que R C 3. El
conjunto {p | 5 : p € B’} estd contenido en Pg, y por la hipétesis de induccién, Pg tiene la
cce. Por lo tanto, existen pg, p1 € B tales que pg [ 8y p1 | B son compatibles en Pg. Tome-

mos s € Pg tal que s < pg | B,p1 | B, es facil ver que s := sU(po\ (po | £))U(p1\(p1 | B))
es menor o igual que pg y p1, por lo que A no puede ser una anticadena. ]
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Obsérvese que el hecho de que cada elemento de P, tuviera soporte finito fue pieza
clave para la demostracién del teorema anterior. De hecho, el teorema es falso si se permite
que los elementos del forcing tengan dominio numerable en lugar de finito.

La consistencia del axioma de Martin.

El azioma de Martin, dentado como MA, es el primero y mas sencillo de los axiomas
de forcing. Asegura que si P es un forcing con la ccc, y D es una familia de menos de
¢ subcojuntos densos de P, entonces existe un filtro para P que intersecta a todos los
elementos de D. Recordemos que la existencia de un filtro genérico no es trivial, de hecho,
el siguiente resultado ilustrara por qué pedimos que las familias de densos tengan tamano
menor a .

Proposicién 4.5. Existe una familia D de ¢ subconjuntos densos de C, tal que para
cualquier filtro G C C,, hay D € D tal que GN D = ().

Demostracion. Para cada f € 2 y cada n € w, sean

Dy ={peCy,:3Im e dom(p) (f(m)# p(m))}

E,={p€C,:n€dom(p)},

es claro que cada uno de estos conjuntos es denso y que hay ¢ de ellos. Veamos que la
familia D := {Dy : f € 2*} U{E, : n € w} cumple el enunciado. Supongamos, para llegar
a una contradiccién, que existe un filtro G C C,, que intersecta a todos los elementos de
D. Como G intersecta a todos los conjuntos E,, |JG € 2¥, sea g = |JG. Sabemos que
G N Dy # 0, entonces existe p € C, y m € w tal que p C g y p(m) # g(m), lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, no puede existir un filtro que intersecte a todos los elementos
de D. O

Definicién 4.6. Dado un cardinal #, denotamos como MA(#) al enunciado que afirma
que si P es un orden parcial y D es una familia de 6 subconjuntos densos de P, entonces
existe un filtro G C P tal que para cualquier D € D, G N D # ().

Es claro que el forcing C,, tiene la ccc, por lo que la proposicién anterior nos asegura
—MA(c), lo que implica que para cualquier 8 > ¢, =MA(6). Por otro lado, el teorema de
Rasiowa-Sikorski nos garantiza MA(w). Si queremos probar que en un modelo se cumple
el axioma de Martin, tendremos que probar que en dicho modelo se cumple cada instancia
MA(6), para lo que a su vez necesitarfamos probar el enunciado de MA(f) para cada orden
P con la ccc. El siguiente lema nos facilitara el trabajo.

Proposicién 4.7. Sea 6 un cardinal, entonces MA() es equivalente a que para cualquier
forcing P con |P| < 0 y para cualquier familia D de 6 subconjuntos densos de P, ezista un
filtro G C P tal que para cualquier D € D, GN D # (.
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Demostracion. Demostraremos la direccion no trivial utilizando submodelos elementales.
Sea P un forcing con la ccc de tamano § y sea D = {D¢ : & < 6} una familia de ¢
subconjuntos densos de P. Sea k un cardinal regular lo suficientemente grande tal que
DU{P} C H(k). Por el teorema de Léwenheim-Skolem, fijemos /N un submodelo elemental
de H(k) de tamano 6 y tal que DUOU {0} U{P,1p,<p} C N.

Sea Q = PN N, queremos probar que Q es un orden parcial con la ccc, con elemento
méximo 1p y tal que para cualquier { < 6, D N Q es un subconjunto denso de Q. Proba-
remos Unicamente la afirmacién sobre los densos y que Q tiene la ccc, lo demaés se sigue
de manera analoga. Sea £ < 0, y p € Q, entonces

H(x) =3¢ (¢ € De Ag < p),
por elementalidad,
N = 3q (g€ DeNg<p),

entonces existe ¢ € N tal que
NEqeDeNg<p,

y de nuevo por elementalidad,
H(rk) Eq€ DegNg<p,

por lo tanto, existe ¢ € D¢ N Q tal que ¢ < p.

Ahora veremos que Q tiene la ccc, para ello basta ver que si dos condiciones son incom-
patibles en Q, entonces son incompatibles en P, o, equivalentemente, si dos condiciones de
Q son compatibles en P, entonces son compatibles en Q. Sean ¢y, g1 € Q tales que

Hkr)EIr(rePAr<qgAr<aq),

por elementalidad,
NEIr(rePAr<gAr<q),

entonces existe r € N tal que
NErePAr<gAr<q,

por lo tanto existe r € Q tal que r < qo, q1.

Como Q tiene la ccc y tamano menor o igual que 0, existe un filtro G C Q tal que para
cualquier £ < 6, GN D¢ # (. Como Q C P, el conjunto {p € P :3g € G (¢ < p)} es el
filtro testigo para MA(6). O

Naturalmente podemos suponer que todos los érdenes parciales son de la forma («, <)
con o un ordinal y <C a X . Y gracias a la proposicién anterior, si queremos demostrar
MA(0), podemos considerar inicamente a los érdenes parciales de la forma (6, <).
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La idea para costruir un modelo donde se cumpla el axioma de Martin es forzar con una
iteracién con soporte finito, de modo que todo orden a considerar aparezca en algin paso
de la iteracién. De esta forma también apareceran los filtros genéricos correspondientes a
dicho orden y seran elementos de la extensién resultante de forzar con el orden completo.

Para determinar qué tan larga debe ser dicha iteracién, necesitamos contar la cantidad
de nombres en el modelo base necesarios para cubrir todos lo 6rdenes de la extension.

Lema 4.8. Sean P € M un forcing, a € M un ordinal, p € M y <y € M tal que
p IF Yo, g) es un forcing con la ccc”. Entonces existe un nombre 1p-estandar < € M
tal que pIF “<=<,”.

Demostracion. Es claro que (o, €) es un orden parcial con la ccc en cualquier extensién
generlca entonces 1p forza que existe <, tal que (a,<,) es un forcing con la ccc y si
(o, ) es un forcing con la ccc, entonces <,= <y. Por el principio de maximalidad,
podemos tomar un nombre <I; € M para dicho <,.

En particular, 1p IF “<y € a x o, entonces, por el lema 3.12, existe un nombre
1lp-estandar < tal que 1lp IF “< = <;”. Por lo tanto, p IF “<Jy = <”. O

Si en el enunciado del lema anterior agregamos que
pIF “Dg es un subconjunto denso de (o, <g)”,

entonces podemos asegurar que existe un nombre 1p-estandar D tal que pI- “Dy = D”.

Lema 4.9. Sean Q y P forcmgs tales que P C Q y la identidad de P a Q es un encaye
regular, sean o un ordinal y < un nombre 1p-estdndar tal que 1g I+ “a, <) tiene la ccc”
Entonces 1p I “(a, Q) tiene la ccc”

Demostracidn. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que =(1p IF “(a, <)”). En-
tonces existe p € P tal que p IF “(a, <) no tiene la ccc”. Consideremos G un filtro Q-genéri-
co sobre M con p € G y sea F' = G NP, demostraremos que F es un filtro P-genérico
sobre M.

Para ver que F' es un filtro fijemos pg,p1 € F, ambas condiciones son elementos de
G, entonces pg y p1 son compatibles en Q, y como la identidad es encaje, pg y p1 son
compatibles en P. Sea D ={p € P :p<pyA(p L p1 Vp <pi)}, D esun denso bajo po.
Tomemos una anticadena A C D maximal bajo pg, como la identidad es encaje regular,
A es una anticadena maximal bajo py en Q, por lo que existe p € G N A. Es claro que
p e GNP yp<p, pues sipy p; fueran incompatibles en P, serian incompatibles en Q,
porque la identidad es encaje. Para probar que F' es P-genérico basta ver que intersecta
a todas las anticadenas maximales de P. Tomemos A C P una anticadena maximal de P,
como la inclusién es un encaje regular, A es una anticadena maximal de Q y como G es
Q-genérico, se signe GNA#Dy GNAC FNA.
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Obérvese que, por como definimos los nombres 1lp-estandar, todas sus segundas coor-
denadas estdn en P, esto es cierto para los elementos de sus elementos y asi sucesivamente.
Por lo tanto, valg(<) = valp(<Q), y valg(Q) € M[F]. Como p IF “(a, <) no tiene la ccc”,
existe, en M[F], una anticadena A no numerable de (o, valp(<)). Nétese que M[F] C
MG/, entoces A € M[G], lo cual es una contradiccion. O

A continuacién construiremos la iteracién buscada. Sea k € M un cardinal regular no
numerable tal que M | 2<% = k. Queremos construir una s-iteracién con soporte finito
P, tal que

—_

. |P¢] < K para cada & < k;

[\)

- Pkl = K;

3. si £ < K, entonces P¢ tiene la ccc;

4. 1 < |dom(Q¢)| para una cantidad cofinal de ordinales & < k;
5. si § < K, entonces 1p, I “Qg tiene la ccc”.

Para la construccion, fijemos una funcion f: k — kX k biyectiva tal que para cualquier
a € K, si f(a) = (ag, a1), entonces ap < a. Supongamos que ya hemos construido Pg¢ y

procedamos a definir Q¢. Consideremos la sucesién de pares {(ag , ﬁg ) i pu < Kk} tal que

para cada u < k, o/g <Ky ﬂg es un nombre 1p,-estandar para un subconjunto de ag X ozg

y tal que todo par (o, <) que cumpla esas dos propiedades es un elemento de la sucesién.
Dicha sucesion sf tiene longitud a lo més &, pues dado o < &, hay alo mas |a x a-|P¢|¥-2¢
posibles nombres 1p -estandar para subconjuntos de o X «, y dicho producto es menor o
igual a k, porque 2<% = k.

Sean [y u tales que f(&) = (B, ), por la elecciéon de f, B < & Consideremos el
nombre 1pB—estandar 4,8 Por el lema 4.2, <]6 es un nombre 1p§—estandar pues todas
las anticadenas de Pﬁ tamblen son anticadenas de P¢ y comparten el mismo elemento
méximo. Si 1¢ Ik “(aly g, ﬁ> tiene la ccc”, hagamos Q¢ = (ag, 51’5}, de lo contrario, fijemos
Qg tal que 1p, IF Qg = {(0}”. Con esto queda definida nuestra iteracién P, veamos que
cumple las propiedades que queriamos.

Como ag < K, [Pe] < |Pe| + |Pe x ag| < K, esto prueba (1). El inciso (3) se sigue
del teorema 4.3. El inciso (4) se sigue de que hay érdenes ccc de cualquier cardinalidad
menor a Kk y que K es regular. Esto ultimo, junto con los argumentos del inciso (1),
nos garantiza que |P,| = k. Con esto finalizamos la construccién de P, procedamos al
resultado principal de la seccién.

Teorema 4.10. Sea G un filtro P,-genérico sobre M. Entonces

MIG] |= MA.
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Demostracion. Primero probaremos que para cada cardinal 6 < k, M[G] &= MA(#). Esto
nos garantizard que M|[G ] = k& < ¢. Fijemos # < k, por la proposicién 4.7 y el lema
4.8, basta fijar & < # y < un nombre 1p _-estdndar tal que 1p_ IF “(a, <) tiene la ccc”
y probar que el enunciado se cumple para dicho orden. Sea D = {Dg : f < 60} una
familia de subconjuntos densos de (a, valg(<)), para cada 3 podemos escoger un nombre
1p, -estandar Eg tal que Valg(E"ﬁ) = Dg. Obsérvese que la cantidad de elementos de Py
utilizados en la construccion de los nombres antes mencionados es menor que K, y como
K es regular, existe £y < k tal que todos los nombres mencionados se construyen a partir
de PEO‘

Por el lema 4.9, 1p, I+ “a, ﬁ)”, entonces existe u < & tal que < = ﬁgo, fijemos & tal
que f(&) = (&, p). Ademds, Peyq = Pe x (o, <'1g0) y por consecuencias de la prueba del
lema 4.9, G N Pgyq es un filtro Pe-genérico sobre M. Por el teorema 3.30, M[G N Pgi]
tiene un filtro de (v, valg (< 5)) que intersecta a todos los conjuntos densos de («, valg(<))
que se encuentren en M[G N P¢|, y, por la eleccién de o, estos son todos los densos que
nos interesan.

Resta ver que M[G] | k = ¢. Como & es no numerable, sabemos que k¥ = k, ademsés,
|P.| = k y Py tiene la ccc. Por lo que podemos utilizar los mismos argumentos que dimos
en el lema 3.26 para asegurar que M[G] = ¢ < k. Finalmente, como para cualquier
cardinal 0, M[G] = MA(0), M|G] = V8 < k (6 < ¢). Por lo tanto, M[G] = k < ¢, que es
lo que queriamos demostrar. O

En esta prueba se resalta una vez més el hecho de que las iteraciones nos permitan
detenernos en algin paso intermedio conveniente, para luego seguir forzando con acceso
a la informacién que se obtuvo al analizar el lugar dénde nos detuvimos. En la siguiente
seccién dicha idea se llevara ain mas lejos, encajando una iteracién en otra mas larga con
mas informacién.



Capitulo 5

Forcings Propios

Hasta el momento hemos hablado del modelo base desde afuera, es decir, nosotros
vemos al modelo como un conjunto con un comportamiento especial. Esto representa un
obstaculo, pues si queremos hablar de cosas que tienen una definicién, como los conjuntos
H(#), nos vemos obligados a especificar dénde estamos realizando la interpretacion, lo que
a futuro hard mas pesada la notacién. En adelante, cambiaremos este comportamiento y
observaremos al modelo desde adentro, méas atun, nos daremos el lujo de pensar que lo
que estamos extendiendo es el universo V para construir un universo més grande V[G].
Aparentemente, este cambio deja de lado la formalidad, sin embargo, inicamente estamos
realizando un cambio en nuestra forma de hablar.

Por el cambio de lenguaje terminaremos diciendo cosas como “x € V”, y aunque
parezca sin sentido, o innecesario, nos sirve para decir que z es un elemento del modelo
base.

Los conjuntos estacionarios en el sentido tradicional

Sabemos que cada nimero ordinal ordenado por la pertenencia es un orden total,
y como tal, podemos darle la topologia del orden, que tiene como base al conjunto de
los intervalos abiertos. Se puede ver que la siguiente definicién coincide con las nociones
tipicas de un conjunto cerrado y no acotado en dicha topologia.

Definicion 5.1. Sea ~ un ordinal limite, decimos que
» C Ces cerrado, si para cualquier X C C tal que JX € v, X € C;
= C' C v es no acotado, si para cualquier 5 < -y existe a > 3 tal que a € C;

= S C v es un conjunto estacionario, si para cualquier conjunto cerrado y acotado

CCrv SNC #0.
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A un conjunto cerrado no acotado le llamaremos club que abrevia “close and unboun-

ded”.

Continuaremos la seccién enunciando. aunque no siempre demostrando, algunos resul-
tados para resaltar las importantes propiedades combinatorias de este tipo de conjuntos.

Proposicién 5.2. Sea v un ordinal limite con cofinalidad no numerable y sean Cy, Cy
clubs en . Entonces Co N Cy es un club en ~.

Demostracion. Es facil ver que la interseccién de dos cerrados es cerrado. Para demostrar
que la interseccién es no acotada basta fijar & < ~ y construir una sucesién creciente
{hn € CHUC] : a < w} tal que

u CQECcho>a,y
= para cualesquiera i € 2 y n € w, si ¢, € Cj, entonces cp+1 € C1—; v ¢ < Cpt1-

Como Cy y Cq son cerrados, es claro que |J ¢, € Cy N Cy, y por la primera condicidn,
ncw
dicho elemento es mayor que . O

La demostracion anterior se puede generalizar para una cantidad numerable de clubs
{C}, : n € w}, para ello basta pedir que la sucesién {¢, : n € w} sea tal que ¢y € C1, c1 €
Ci,co € Cy, c3 € C1, cq € O, c5 € Cp y asi sucesivamente de manera trenzada. Si ademads
pedimos que < sea un cardinal regular, podemos asegurar que la intersecciéon de toda
familia de clubs de tamano menor que - es un club. Por otro lado, no podemos garantizar
que la interseccién de una familia de ~ clubs es un club, pero si que su interseccion
diagonal es un club (proposicién 5.4). La demostracién, que no incluiremos aqui, hace uso
del siguiente lema.

Lema 5.3. Sea x un cardinal reqular no numerable. Entonces para cada f: Kk — K, el
conjunto {y < k : 7y es un ordinal limite y f"v C v} es un club en k.

Proposicién 5.4. Sea k un cardinal regular no numerable y sea C = {Cy C a: o < K}
una familia de clubs. Entonces el conjunto {a < k: V§ < a (a € C¢)}, conocido como la
interseccion diagonal de la familia C, es un club en k.

El siguiente teorema, conocido como Pressing Down Lemma o lema de Fodor es una
de las herramientas bésicas para probar que un conjunto es estacionario o construir uno
de ellos.

Teorema 5.5. Sea x un cardinal no numerable, S C k un conjunto estacionarioy f: S —
K una funcion tal que para cada o # 0, f(a) < a. Entonces existe p < r tal que f~'(p)
es un conjunto estacionario.
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Demostracion. Supongamos, para llegar a una contradiccion, que no existe dicho p. En-
tonces existe una familia {C¢ C x : £ < r} de clubs de « tal que para cada § < &,
f7HE) N Ce = 0. Sea A la interseccién diagonal de dicha familia, por el lema anterior, A

es un club. Fijemos a € SN A, entonces a € [ Cg, por otro lado, f(a) < «; se sigue que
(<a

a € Cf(a), lo cual es una contradiccion pues a € f~1(f(a)). O

Para ejemplificar el uso de conjuntos estacionarios analizaremos el espacio w1 equipado
con la topologia del orden.

Proposicién 5.6. Toda funcion continua g: w1 — R es eventualmente constante, es decir,
existe a € wy tal que para toda B > «a, g(B) = g(a).

Demostracion. Construiremos una sucesién de ordinales {ay, € w1 : n < w} tal que

Vn € w B,y > an (l9(8) —g(y)] <277). (%)

Una vez construida dicha sucesién, tomaremos « := [J{a, : n € w}, se sigue que si
B,7 > a, entonces g(8) = g(v).
Fijemos n € w y construyamos a,,. Sea Lim el conjunto de los ordinales limite menores
a wi, es claro que Lim es un club, por lo que también es un conjunto estacionario. Para
caday € Lim,sea Ul = (g(y) =2~ g(y)4+2=(+D) por continuidad, el conjunto {8 <
v : ¢"[B,7+1) C U}} es no vacio. Sea 8 < v el minimo de dicho conjunto. Definamos
fn: Lim — wy tal que para cada v € Lim, fy(y) = Y. Claramente f, cumple las hipdtesis
del lema de Fodor, entonces existe o, tal que f,, () es un conjunto estacionario. Veamos
que ay, satisface (x). Sea 3,7 > a;, como todo conjunto estacionario de w; es no acotado,
existe ¢ € f~ (o) tal que € > B,~, entonces g” [, E+1) C U7, en particular, g(), g(7v) €
Uy, y como consecuencia, [g(3) — g(v)| < 2.
O

La proposicién anterior tiene como consecuencia que wi es un espacio pseudocompacto,
es decir, que toda funciéon continua a los reales es acotada. Terminaremos la secciém
caracterizando los subespacios metrizables de wi, haciendo uso una vez méas del lema de
Fodor.

Proposicién 5.7. Todos los subespacios numerables de wy son metrizables.

Demostracion. Basta probar que para cualquier o < wi, podemos encajar el intervalo
[0, ], como orden, en los racionales. Demostraremos esto por induccién sobre «.

Si a = 0, la afirmacién es clara. Supongamos que [0, a] estd encajado en Q, podemos
suponer que existe un encaje e: [0,a] — QN (0,1), definamos e; : [0, + 1] — (0,2) N Q
como e [g 4= €y e1(a+1) =1, es claro que e; es un encaje.

Sea 7 < w; un ordinal limite, y sea (a,, : n € w) una sucesién creciente y cofinal
en v con g = 0. Por la hipétesis de induccién, para cualquier n € w existe un encaje
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en: [om, amy1) = o 2%, ZZié #)QQ Sea e : [0,v] — [1,2] tal que e | [ap, apt1] = en
y e(y) = 2, se sigue que e es un encaje de [0,7] en [1,2] N Q. .
0

Proposicién 5.8. Si A C w; contiene un club, entonces wi \ A es metrizable.

Demostracion. Sea A C wy tal que existe C' C A cerrado no acotado. Sea o € w; \ C'y
consideremos el conjunto {8 € C': 8 < a}. Como C es cerrado, apr = {f € C: < a}
es un elemento de C' y sea a,, = min{f € C : o < f}. Como (aps, oy,) es numerable,

(aar, o) es metrizable, entonces  |J  (aar, @) = wi \ C' es metrizable. O
acwi\C

Recordemos que un espacio topoldgico es paracompacto si toda cubierta abierta tiene
un refinamiento abierto localmente finito. A su vez, un refinamiento de una cubierta U es
otra cubierta V con la propiedad que para cada V € V, existe U e Y tal que V C U. Y
una coleccion U de subconjuntos de un espacio X es localmente finita si para cada x € X
existe una vecindad de = que intersecta solo a una cantidad finita de elementos de /.

El siguiente teorema nos permite hablar de los espacios metrizables utilizando la nocién
de paracompacidad, la cual estd méds relacionada con la combinatoria. Dicho teorema y
més sobre paracompacidad se puede consultar en [5].

Teorema 5.9. Todo espacio metrizable es paracompacto.
Teorema 5.10. Un subespacio X C wy es metrizable si y solo si X no es estacionario.

Demostracion. El reciproco se sigue de que el complemento de todo subconjunto que
contenga a un club es metrizable.

Probemos la implicacién. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe S C
w1 estacionario y paracompacto. Para cada o € S, sea U, = [0,a+1) yU = {U, : a € S}.
Sea V un refinamiento de U localmente finito. Si « € S es un ordinal limite, fijemos §, < «
tal que [5,, a4+ 1) intersecta tinicamente a un ntmero finito de elementos de V. Definamos
f:S — w tal que f(a) = Ba, si a es limite, y f(a) = B, si @ = 5+ 1. Entonces, por el
lema de Fodor, existe v € wy tal que f~!(y) es estacionario.

Veamos que existe @ € S tal que [y, + 1) intersecta a una cantidad infinita de
elementos de V, con esto llegaremos a la contradiccién buscada. Definamos recursivamente
una sucesion creciente {a, € f1(7) : n € w} y una sucesién {V,, € V : n € w} tales que

= si my m son nimeros naturales distintos, entonces V,, # V,,,, y

» para cualquier n € w, a, € Vi, y Vy, C Uq,, -

Realicemos la construccién. Para el paso base basta tomar ag € f~'(y) y Vo € V con
ap € Vp, que existe pues V es cubierta. Para el paso sucesor supongamos que ya tenemos
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definidas las sucesiones hasta el paso n. Como U es refinamiento de V), existe ap11 > an
tal que a1 € f1(7), Vi C Uy, fijemos V,,11 € V tal que ayyi1 € Vig1.

Sea o € f~!(7) un ordinal limite tal que a > J{a, : n € w}. Obsérvese [y,a + 1)
intersecta a cada uno de los V,,, por lo que « es el elemento de S buscado. ]

Conjuntos estacionarios generalizados

Existe una definiciéon para conjunto cerrado y acotado que generaliza a la version de la
seccion anterior para conjuntos que no son ordinales. Le llamaremos definiciéon de conjunto
cerrado y acotado generalizado, y sera la que utlizaremos para definir a los forcings propios.

Definicién 5.11. Sea X un conjunto y C C [X]=%, decimos que
» C es no acotado, si Va € [X]=* Ic € C (a C ¢);

» C es cerrado, si dada una sucesién {¢, € C : n € w} tal que ¢, C ¢,41, se tiene que

U en € C;

ncw
s (C es un club, si es cerrado y acotado;

= un conjunto S C [X]|¥ es estacionario, si intersecta a todo club de [X]=“.

Volvamos por un momento al lema 5.3 de la secciéon anterior. Basicamente nos dice
que el conjunto de todos los ordinales limite que sean en algin modo cerrados bajo una
funcién es un club. Podriamos cambiar el conjunto de los ordinales limite por un club
cualquiera, y el enunciado seguiria siendo cierto, lo cual nos indica que todo club contiene
otro club de este estilo. Esta es la idea clave para la “equivalencia” que mostraremos a
continuacién.

Definicién 5.12. Sea X un conjunto y f: [X]<* — [X]=“. Decimos que a € [X]=% es
un punto de cerradura de f, si para todo conjunto finito a’ C a, f(d') C a.

Lema 5.13. Sea X un conjunto y f: [X]<¥ — [X]|=%, y sea C; el conjunto de los puntos
de cerradura de f. Entonces Cy es un club.

Demostracion. Iniciaremos probando que Cf es cerrado. Fijemos una cadena {c, € C :

n €w}yseac= |J ¢, Tomemos a un subconjunto finito a de ¢, entonces existe n € w
new

tal que a C ¢, y, como ¢, es un punto de cerradura de f, se sigue que f”a C ¢, C c. Por
lo tanto, c € Cy.

Para ver que C es no acotado, fijemos a € [X]|=*. Construiremos una sucesién {c, €
[X]=¥ : n € w}. Sea ¢y = a, suponiendo que tenemos definido ¢, sea c,11 = J{f(b) :
b € [cn]<“}, entonces ¢, 11 € [X]S¥ pues, como ¢, es numerable, solo tiene una cantidad

numerable de conjuntos finitos. Tomemos ¢ = |J ¢,, ¢ € [X]S*, por un razonamiento
new
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similar al del parrafo anterior, ¢ es un punto de cerradura de f. Por lo que a € ¢, y como
consecuencia, C'y es no acotado. ]

Lema 5.14. Sea X un conjunto y C C [X]|=¥ un club. Entonces existe una funcion
X% — [X]=¥ tal que si Cf es el conjunto de todos los puntos de cerradura de f,
entonces Cy C C.

Demostracion. Definiremos f de manera recursiva sobre el tamano de los elementos de
[X]<“. Sea f(0) = 0 y para cada x € X, sea f(z) tal que f(z) € C y x € f(x), esto
se puede hacer porque C es no acotado. Supongamos que ya definimos f para cualquier
subconjunto de X de tamafio n, fijemos x € [X]"*! y sea f(x) un elemento de C tal que
U{f(a) : a € [z]"} C f(x). Dicha f(x) existe porque la unién es numerable y C' es no
acotado. Para probar que Cy C C, fijemos un elemento a := {a, : n € w} de Cy, y para
cada n, sea b, = {a,, : m < n}. Se sigue de la definicién de f que para cualquier n € w,
f(bn) € f(bns1) y f(by) € C, y como C es cerrado, ¢ := |J f(b,) € C. Claramente a C c,

new
pues si b € by, entonces b € f(b,). Por otro lado, ¢ C a pues, como C es el conjunto

de puntos de cerradura de f, para cada n € w, f(b,) C a. Por lo tanto, a = ¢ y como
consecuencia Cy € C. O

Podemos refinar atin maés el resultado anterior si en lugar de usar funciones con imagen
en los subconjuntos numerables de X, tomamos funciones con imagen contenida en X. Sea
g: [X]<¥ — X. Diremos que un conjunto b € [X]=¥ es cerrado bajo g, si para cualquier
subconjuntos finito y no vacio a de b, g(a) € b.

Proposicién 5.15. Sean X un conjunto, g: [X]<¥ — X y C, la familia de todos los
subconjuntos numerables de X cerrados bajo g. Entonces Cy es un club.

Demostracion. Sea f: [X]<% — [X]=“ tal que para cada a € [X]|<¥, f(a) = {g(a)} vy
f(0) = 0. Por el lema 5.13, el conjunto C, compuesto por todos los puntos de cerradura
de f, es un club. Es claro que Cy = C, pues

be Cr e Vae b (f(a) Ch)
& Va € b= (g(a) € b)
& bedy.

O]

Teorema 5.16. Sea X un conjunto y C' C [X]=% un club. Entonces existe g: [X]<¥ — X
tal que Cy C C, donde Cy es la familia de todos los subconjuntos numerables de X cerrados
bajo g.

Demostracion. Supondremos que existe A un cardinal tal que X = A, podriamos evitar
esto tomando un buen orden para X, pero eso implicaria hacer mas pesada la notacion.
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Sea f: [\]<* — [A\]=“ definida como en la demostracién del lema 5.14. Para cada n € w,
fijemos g,,: [\]<“ — X tal que para cualquier a € [\|<%, f(a) = {gn(a) : n € w}.

Sea h : w — w X w una biyeccién tal que h = (hg, h1) y para cada n € w, hi(n) < n.
Sea g: [A\|<“ — X tal que para cada o < A\, g({a}) =a+1,ysincw\2ya={ay, €
X :m < n} estd ordenado de manera creciente, entonces g(a) = gnn)({Q0; - - - A (n) })-
Resta ver que C, C C, para ello demostraremos que C,; C Cy, donde Cy es el conjunto
de todos los puntos de cerradura de f. Fijemos b € Cy, a € [b]<¥ y n € w, basta ver que
gn(a) € b. Como a es finito, existe m € w tal que a = {ayp, ..., } ordenado de manera
creciente. Como h es una biyeccién, existe m’ > m tal que ho(m') = n y hi(m') = m.
Ademés, b es infinito, pues si a € b, entonces g({a}) € by g({a}) = a+ 1, por lo que
existen m’ — m elementos a;,11, ...,y € b mayores que a,,. Se sigue que

9({ao, .. s am}) = gnomn ({0, - - s anymy ) = gn{a0, - .., am})
y 9{ao, ..., a0 }) € b, pues b € Cy, lo que completa la prueba. O

El resultado del teorema anterior es tan relevante que algunos autores definen club
como exactamente estos conjuntos Cy. Esto se debe a que comtinmente no nos interesan
los clubs como tal, sino el filtro que estos generan y, por el teorema anterior, dicho filtro
es el mismo que el generado por los conjuntos Cj.

Proposicién 5.17. La interseccion de dos clubs es un club.

Demostracion. Sea X un conjunto y Cp, C1 C [X]=* clubs. Es facil ver que la interseccién
es cerrada. Para ver que es no acotada, fijemos a € [X]=* y, de manera similar a la
demostracién de la proposicién andloga de la seccién anterior, construyamos una sucesion
{¢n : n € w} tal que

mceCoyaCcy
= para cualesquiera ¢ € 2 y n € w, si ¢, € C;, entonces cp11 € C1—; y ¢ C Cpy1-

De nuevo es claro, por ser cerrados, que |J ¢, pertenece tanto a Cy como a C1, por lo
new
que podemos concluir que la interseccién es no acotada. ]

Del mismo modo que en la seccién anterior esta demostracién se puede generalizar
para la interseccién de una cantidad numerable de clubs.

Proposicién 5.18. Sea X un conjunto y {C, C [X]=¥ : x € X} una familia de clubs en
[X]=¥. Entonces la interseccion diagonal, es decir, el conjunto

A:={ce [X]SMZV(L'EC (ceCy)}

es un club.
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Demostracion. Veamos que A es un conjunto cerrado. Sea D = {d, € A : n € w} una
cadena creciente numerable y sea d = |JD. Fijemos x € d, entonces existe n € w tal
que = € d,, y como D es una cadena, se cumple que para cada m > n, x € d,,. Por la
definicion de A, se sigue para cada m > n, d,, € C,. Por lo tanto, d € C,, pues C, es
cerrado.

“, utilizaremos fuertemente que

Para probar que A es no acotado, fijemos a € [X]
cualquier interseccién numerable de clubs es un club. Construyamos una sucesién {d,, €

[X]=%:n € w} tal que

ndoe (N CryaCdy,y

rEaQ

» para cualquier n € w, dp41 € () Cry dy C dpya.
J?Edn

Sea d = |J d,. Es claro que a C d, resta ver que d € A. Fijemos x € d, entonces existe
new
n € w tal que x € d,,. Por construccion, para cada m > n, x € d,,, entonces para cada

m >n, dpy1 € Cyp y, como C, es cerrado. d € Cy, que es lo que queriamos demostar. [J

Como era de esperarse, tenemos un resultado que generaliza al importante lema de
Fodor. Omitiremos su demostracion, pues es similar a la prueba del lema de Fodor de la
seccion anterior, pero utilizando la interseccién diagonal definida en el teorema anterior.

Teorema 5.19. Sea X un conjunto, S C [X]=% un conjunto estacionario y f: S — X
una funcion de eleccion Entonces existe xg € X tal que f~1(x¢) es estacionario.

La siguiente proposicion analiza la relacién entre los conjuntos estacionarios de un con-
junto y los conjuntos estacionarios de sus subconjuntos y superconjuntos. Este resultado
nos sera util més adelante.

Proposiciéon 5.20. Sean X y Y conjuntos tales que Y C X. Se cumple lo siguiente.

1. §i S C [X]=¥ es un conjunto estacionario, entonces el conjunto S’ := {xNY : x € S}
es estacionario en Y .

2. 8i S C[Y]S% es un conjunto estacionario, entonces el conjunto S’ := {x € [X]|=% :

zNY €S} es estacionario en X.

Demostracion. (1) se sigue de que si C' es un club de [Y]=¥, entonces el conjunto C’ :=

{re[X]=¥:2NY € C} es un club de X.

Para (2) probaremos que el conjunto de las intersecciones de elementos de un club de
[X]=¥ con Y, contiene a un club de [Y]=¥. Por el lema 5.14, basta demostrar que para cada
funcién f: [X]<¢ — [X]=¥, existe una funcién fy: [Y]<¢ — [Y]=% tal que para cualquier
y € Cy,, existe x € Cy tal que y = xNY, donde C' y Uy, son los conjuntos de los puntos de
cerradura de fy fo, respectivamente. Para cada b € [Y]<%, sea , = ({z € Cf : b C z}.
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Fijemos b y veamos que z; es un punto de cerradura de f. Sea a € [zp]<%, si z € Cy es
tal que b C x, entonces z C x y, en particular, a € [z]<¥, por lo que f(a) C z. Por la

definicién de wy, f(a) C xp. Definamos fo: [Y]<¢ — [Y]=¥ como fo(b) = 2, NY.

Para probar que dicha fy funciona, tomemos y € Cy, enumerado como {y, : n € w}.
Para cada n, sea a, = {ym : m < n}, se sigue, por definicién, que para cada n € w,
Tq, C Za,,,  Sea x = |J Zq,, como Cy es un cerrado, € Cf y claramente y C 2 NY,

new
resta ver que x NY C y. Sea a € x NY, por definicén existe n € w tal que a € z,,,
entonces a € fy(ay). Se sigue que a € y, pues y es un punto de cerradura de fy. O

Terminaremos la seccion con un resultado que nos permite encontrar clubs cuyos
elementos son submodelos elementales de algiin modelo dado. Esta herramienta resultara
muy util en la siguiente seccién, pues daremos una equivalencia de ser forcing propio en
términos de submodelos elemenetales.

Proposiciéon 5.21. 5i B es una estructura para un lenguaje £ con universo B, entonces
el conjunto C := {A € [B]=¥ : A es el universo para una estructura 2 tal que 2A < B} es
un club.

Demostracion. Veamos que es no acotado. Sea A’ € [B]<%, por el teorema de Lowenheim-
Skolem existe una subestructura elemental 2 de 28 con universo numerable A tal que
A" C A, se sigue que A € C. El hecho de que C sea cerrado se sigue de que la unién de
una cadena numerable de subestructuras elementales es una subestructura elemental, y
de que la unién numerable de conjuntos numerables es numerable. O

Forcings Propios

La nocion de forcing propio fue introducida por Shelah en 1982, con el fin de abstraer
los elementos que concedian a los forcing ccc y o-cerrados sus propiedades de preservacion.
Iniciaremos con una definicién que depende totalmente de método del forcing, y que ilustra
las propiedades de preservacion de las que hablabamos. Posteriormente pasaremos a una
definiciéon modelo tedrica.

Definicién 5.22. Un forcing P es propio, si preserva conjuntos estacionarios de [A\]<¢,

para cada cardinal A\ no numerable. En otras palabras, P es propio si dado S C [A]% un

conjunto estacionario en M se tiene que 1lp IF “S es estacionario”.
Veamos un pequeno pero importante ejemplo, para entender esta definicion.

Proposicién 5.23. Sean P un forcing propio, G un filtro P-genérico y A\ un cardinal no
numerable. Si a es tal que V]G] = valg(a) € [\|S¥, entonces existe b € [A\|=* en el modelo
base tal que V[G] = valg(a) C b.
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Demostracion. Trabajando en V[G] es claro que el conjunto C = {x € [\=¥

valg(aé) C x} es un club. Fijemos S C [A\]S* un conjunto estacionario, entonces
V[G] & S es estacionario. Por lo tanto, V[G] E SNC # 0, y como S es un elemen-
to del modelo base, se cumple lo que queriamos. ]

La proposicién anterior tiene como corolario que todo forcing propio preserva a wi.
Existen algunos resultados referentes a colapsos y preservacién de cardinales al forzar con
ordenes propio, pero para los objetivos del texto bastara con saber que w; se preserva.

Como era de esperarse, tanto los forcings con la ccc como los forcings o-cerrados
resultan ser forcing propios.

Proposiciéon 5.24. Si P es un forcing con la ccc, entonces P es propio.

Demostracion. Sea A un cardinal, C un nombre y p € P tal que
plF“C e [Ny C es un club”.

Demostraremos que existe un club C” en el modelo base tal que p I+ “C’ C C”, lo que
implicard que todo conjunto estacionario del modelo base siga siendo estacionario en la
extension.

Sea ¢’ = {a € [\ : p IF “a € C”}. Es claro que p I+ “C’" C C”, falta probar que
C es un club para concluir la prueba. Sea {¢, € C' : n € w} una cadena creciente y sea

c= |J cn. Obsérvese que
necw

plF“C esun club y Vn € w (cn € CAey, C cn+1)”,

por lo tanto, p IF “c € C7.

Para demostrar que C’ es no acotado fijemos a € [A\]“. Construiremos una sucesién de
nombres {¢, : n € w} tal que

» plE“Ynew (¢, Cénr1)NaCé’ y

» existe ¢ tal que pl- “c= |J ¢,”.

new

Una vez que se cumplan estas dos condiciones y como p IF “C es un club” podemos
concluir que p IF “c € C”.

Realizaremos la construccion recursivamente definiendo ademads una sucesién de con-
juntos {a, € [\]* :n € w} tal que:

1. apg = a.
2. plF “ay, C¢é,”.

3. plF “cp C anst”.
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Supongamos que para alguna n tenemos construido a, y construyamos ¢, y ani1. Como
p Ik “C es no acotado” y por el principio de maximalidad, existe un nombre ¢, tal que p IF
“n C énNéy € C”. Como consecuencia, existe un nombre f tal que p IF “f: w — AAf"w =
¢,”. Por el lema del tubo (3.16), existe F': w — P(A) tal que F(m) es numerable para

cadam ewyplk “Ym e w (f(m) € F(m))”. Se sigue que si definimos a,+1 = |J F(m),
mew
entonces p IF “¢, C ant1”-
Finalmente, por las propiedades (2) y (3) se sigue que pI- “ |J an, = | ¢é.”, ademés
ncw new

las propiedades (1) y (2) garantizan que p IF “a C é”. O

Obsérvese que para los forcings ccc nos preocupan dos cosas, que aparezcan nuevos
subconjuntos numerables de k y que aparezcan nuevos clubs. En el caso de los forcings
o-cerrados, solo nos preocupa que aparezcan nuevos clubs, pues, por el resultado 3.18, los
forcing o-cerrados no agregan subconjuntos numerables de un ordinal.

Proposiciéon 5.25. Si P es un forcing o-cerrado, entonces P es propio.

Demostracion. Sea S C [AS* un conjunto estacionario y, utilizando el teorema 5.16,
supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe p € Py ¢ € M tal que

plE“g: N<Y =5 AAVz € S Jy € [2]<¥ (¢(y) ¢ x)”. ()

Sea 0 un cardinal regular no numerable lo suficientemente grande tal que
P,P(P),p,g,\,P(A\) € H(0). Como H(f) es transitivo, H(#) = p IF “g: [\ — \".
Sea C' el conjunto de los submodelos elementales de H(f) que tienen a P y a A, por la
proposicién 5.21, C es un club. Por la proposicion 5.20, existe N € C' tal que si x := NN,
entonces x € S. Obsérvese que x € H(0), pues P(\) € H(6).

Enumeremos <% = {a,, : n € w\ 1}. Construyamos un par de sucesiones {p, € P :
necw}ly{a, €x:née€w\l} de modo que

= Po=D
» para cualquier n > 1, H(0) = py Ik “g(an) = a”, y
= para cualquier n € w, pp > ppy1 ¥ ap € 2.

Realicemos la construccién recursivamente. Supongamos que ya tenemos p,,, sabemos
que H(0) = pn Ik “g: [\]=¥ — X, entonces

HO)E W <p,3d €@ IF“glant1) =),
y, como N es un submodelo elemental de H (),

NE3 <p, I e @ IF“glans1) =a).
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Entonces existe pp+1 EPNN vy a1 € AN N tales que ppy1 < pp y

N = png1 IF “glan) = any1”,

y, por elementalidad,
H(G) ): Pt IF “g(an) = anpt1”-
Esto termina la construccion.

Como P es o-cerrado, existe un elemento ¢ € P que es cota inferior para {p, : n € w},
entonces
H(G) ): q = ¢<g//x<w g 7.

Veamos que como consecuencia ¢ I “¢”’2z<% C 2”. Sea G un filtro con ¢ € G, entonces G
es un filtro P-genérico sobre H(#), pues P(P) € H(0), por lo que todo denso de P en H ()
es un denso de P en V. Como ¢ € H(f) y H(0) es transitivo, la valuacién de ¢ segin G en
H(0) coincide con la valuacién de ¢ segtin G en V y, como el enunciado no tiene variables
libres, se sigue que

V[G] [ valg(g)"a=* C a.

Por lo tanto, ¢ IF “¢"2<% C 27, lo cual contradice (x), pues ¢ < p. O

Si regresamos a la definicion de la relacién I, nos daremos cuenta que tnicamente la
definimos para modelos estdndar transitivos de ZF — P, sin embargo, el conjunto N de
la demostracién anterior no tiene por qué ser un modelo de este tipo, lo que nos lleva a
preguntarnos por qué podemos decir cosas como

N ): Pn+1 IF “g(an) = apt1”.

Por el principio de definibilidad, existe una férmula ¢ del lenguaje de la teoria de conjuntos
tal que

9

Pn+1 I- “g(an) = O[n+1’ si Yy solo si @(P7pn+1a Qp, anJrl)?

y, por ser una féormula del lenguaje de la teoria de conjuntos con parametros en N, tiene
un valor de verdad en N. Es dicho valor lo que nos interesa, sin importar qué signifique
la interpretacion de la formula ¢ en N.

El uso del conjunto H(#) de la demostracién anterior nos sugiere que no necesitamos
conocer a todo el universo para saber cudndo un forcing P es propio. Es esta la idea
principal para la equivalencia médelo tedica de la definicién de forcing propio.

Definicién 5.26. Sean 6 un cardinal regular, M un submodelo elemental de H(6) y P
un forcing tal que P,<p,1p € M. Decimos que p € P es una condicién (M, P)-genérica,
si para cada D € M subconjunto denso de P, D N M es un subconjunto predenso debajo
de p'.

!No pediremos que todo elemento de D N M sea menor que p, pero si que para cada ¢ < p, exista
r€ DNM tal quer || q.
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Observacion 5.27. Si 0 es un cardinal reqular y X € H(6), entonces P(X) C H(0)

Observacion 5.28. Si P es un forcing y 0 es un cardinal reqular con P € H(0), entonces
1p Ik 9 es un cardinal reqular”.

El nombre “condicién (M, P)-genérica”proviene del hecho de que estas condiciones
forzan que los filtros genéricos intersectan dentro del modelo, a todo conjunto denso que
pertenece al modelo.

Proposicién 5.29. Sean P, 8 y M como en la definicion anterior y sea p € P. Los
stquientes enunciados son equivalentes

1. p es (M,P)-genérica;
2. para cada D € M subconjunto denso de P, pl- “DNM NT #07;
3. para cada A € M anticadena mazimal de P, pl- “ANMNT %07

Demostracion. El hecho de que (1) y (2) sean equivalentes se sigue de propiedades bésicas
de los conjuntos densos y los filtros. Probemos que (2) implica (3), el reciproco se prueba
de manera similar. Sea A € M una anticadena maximal, entonces

H(0) =3D CP (D es denso debajo de p y Vpy € D Ip1 € A (po < p1)),
por lo que, por elementalidad, existe D € M tal que
H(0) = D es denso debajo de p y¥pg € D Ip1 € A (po < p1).

Esto es suficiente para asegurar (3), ya que los filtros genéricos son cerrados hacia arriba.

O]

Teorema 5.30. Sea P un forcing. Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. P es propio.

2. Para todo cardinal regular 6 con P € H(0), existe un club C C [H(0)]=* de sub-
modelos elementales de H(0) tal que para cada M € C, P,<p,1p € M y para cada
p € PN M, hay una condicion ¢ < p que es (M, P)-genérica.

3. Existe un cardinal reqular @ con P € H(0) y existe un club C C [H(0)]=¥ de sub-
modelos elementales de H(0) tal que para cada M € C, P,<p,1p € M y para cada
p € PN M, hay una condicion q < p que es (M, P)-genérica.
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Demostracion. Primero haremos una observacién general. Por la proposicién 5.21, tene-
mos que para todo cardinal regular 6 tal que P € H(#), el conjunto

Co:={M c [H®)]*: M < H() AP, <p,1p € M}

es un club.

Iniciaremos demostrando que (1) implica (2) por contrapuesta. Asumamos que existe
un cardinal regular no numerable 0 tal que P € H(f) y que no satisface (2). Sea S’ C Cy
el conjunto de todos los M € Cy tales que existe un elemento de M NP que no se puede
extender a una condicién (M, P)-genérica. Tenemos que S’ es un conjunto estacionario,
pues si ¢/ C [H(0)]=* es un club, entonces C' N Cy es un club, y como # no cumple
(2), C"'NS" # 0. Sea f: 8" — |JS tal que para cada M € S’, f(M) € PN M y no
existe una condicién menor o igual que f(M) que sea (M,P)-genérica. Por el lema de
Fodor, existe p € P tal que f~!(p) es estacionario. Tomemos S := f~!(p), probaremos
que p IF “S no es estacionario”.

Sea G un filtro P-genérico con p € G. Construiremos, en V[G], un club C C (H(9))V
tal que V[G] = SNC # (). Trabajando en V[G], sea 6y > 6 un cardinal tal que G € H(6y)
y sea Cp el club de submodelos elementales numerables de H(6p) que tienen a G como
elemento. Por la proposicién 5.20, el conjunto

{M e [(HO)]™: M =< (H(6))Y AP, <p,1p € M AIM' € Co (M' N (H(6))Y = M)}

es un club de (H(6))V.

Afirmacién. Si M € CNV y D € M es un subconjunto denso de P, entonces MNDNG #
0.

Demostremos la afirmacién. Fijemos M € C'y sea M’ € Cy tal que M'N(H(9))V = M.
Sea D € M, entonces D € V, y como G es P-genérico, D NG # (. Ademas, D C H(6y)
y G € H(bp), por lo que H(6y) E D NG # (), por elementalidad, M' = D NG # (), por
lo tanto, existe r € D N G N M'. Por otro lado, P C (H(#))Y, entonces D C (H(H))V,
podemos concluir que r € DN (H(A))V N M' NG = DN M NG. Esto concluye la prueba
de la afirmacion.

Para ver que V|G| = S N C = (), basta probar que para cada M € C NV, hay una
condicién menor o igual que p que es (M, P)-genérica. Fijemos M € C' NV, entonces

V[G] E para cada D € M, si D es un subconjunto denso de P, entonces DN M NG # (.

Entonces existe ¢ < p en G tal que
g “si D € M es un subconjunto denso de P, entonces D NT N M # (7.

Es claro que si D € M es un subconjunto denso de P, entonces ¢ forza que D es un
subconjunto denso de P. Por lo tanto, por la proposicién 5.29, ¢ es una condicién (M, P)-
genérica.
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Hasta el momento tenemos que V[G] = C NS # 0, por lo que S no es estacionario en
V[G]. Finalmente, si tomamos A\ = |H ()|, la biyeccién entre A y H () nos permite concluir
que existe un subconjunto estacionario de [A]S“ que no es estacionario en la extensién,
por lo tanto, P no es un forcing propio.

Demostremos que (2) implica (1) por contrapuesta. Supongamos que P no es propio,
entonces existe un cardinal \, un subconjunto estacionario S de [A\]<¥, C' un nombre y
p € P tal que

plF “C esun club de [A]|S¥ y SNC = (7.

Sea # un cardinal regular tal que P, S, C, [A]=% € H(f). Consideremos los conjuntos

C'={Mec[H®)*:M=<H®) AP,1p,<p,\,C,p € M}

S :={Mc[H@®)|=*:MnXecS}

Sabemos que C’ es un club de [H(#)]=“, y, por la proposicién 5.20, S’ es un subconjun-
to estacionario de [H(6)]=*. Como la interseccién de cualesquiera dos clubs es un club,
podemos asegurar que Sy := S’ N C’ es un subconjunto estacionario de [H(8)]<*. Demos-
traremos que para cada M € Sp, no existe una condicién g < p que sea (M, P)-genérica;
de este modo se cumplird —(2), pues todo club tiene interseccién no vacia con Sy.

Tomemos M € Sy y supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe una
condicién g < p que es (M,P)-genérica. Como M es numerable, M N A\ es numerable,
entonces podemos escoger una sucesiéon de conjuntos finitos {x, C M N A : n € w} tal

que |J z, = M N A, y como cada z, es finito, podemos asegurar que para cada n € w,
new
xn € M. Queremos construir una sucesién de nombres {a, € M : n € w} tal que

» para cada n € w, pl- “a, € C” y
= para cadan € w, plF “a, Uxy C ant1”.

Construyamos dicha sucesién recursivamente. Sabemos que H(#) = 3a (p IF “a € C7),
por lo tanto, podemos obtener el ag € M deseado por elementalidad. Supongamos que ya
tenemos construido a,. Sabemos que H(#) = p Ik “C es no acotado”, entonces

H) =3a (plF“a € CANapUz, Ca”)

y, por elementalidad, podemos encontrar el a,+1 deseado.

Afirmacién: Si ¢ € M es un nombre tal que p I- “4 € [A\|S¥”, entonces ¢ I “4 C M N\".

Demostremos la afirmacién. Por elementalidad, podemos fijar un nombre f € M tal
quep - “f: w — Aa C im(f)”. Veamos que si tomamos n € w, entonces q I+ “f(n) e M”.
Fijemos n € w, sea D, = {r e P:r LpV3Ia € X (r I “f(n) = a)”}, dicho conjunto es
denso en P, y es un elemento de M, pues todos los pardmetros utilizados para definirlo
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estdan en M. Como ¢ es una condicién (M, P)-genérica, D, N M es predenso abajo de q.
Supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe gg < p tal que qo IF © f (n) ¢ M”.
Sabemos que existe q; € M N D, tal que ¢ || go, por elementalidad existe « € M N A tal
que ¢ IF “f(n) = a”, entonces q; I+ “f(n) € M”, lo cual contradice la existencia de go.
Con esto termina la prueba de la afirmacién.

Por la afirmacién anterior, ¢ I+ “a, € M N X’ para cada n € w. Como ¢ IF
“Ces cerrado” y |J &, = M N A, podemos concluir que ¢ IF “M N A € C”, lo cual

new

es una contradiccién, pues M NAe Sy pl- “CNS =0".

El hecho de que (2) implique (3) se cumple trivialmente, pues siempre existe un car-
dinal 6 regular lo suficientemente grande tal que P € H(6).

Demostremos que (3) implica (2). Sea 6 testigo de (3) y sea C' el club garantizado por
(3) para 6. Tomemos un cardinal 6y tal que P € H(0;), existen dos casos.

Caso 1: 6; < 6. Consideremos el conjunto
C':={M e [H(6)]=*: M < H(61) AP, <p,1p € MAIM € C (M =M nH))},

dicho conjunto es un club. Veamos que C’ funciona. Sean M € C' y p € M. Por definicién,
existe M’ € C tal que M'NH (A1) = M, entonces p € M’, por lo que existe una condicién
q < p que es (M',P)-genérica; probemos que ¢ también es una condicién (M, P)-genérica.
Sea D € M un subconjunto denso de P, entonces D € M’, y por la proposicién 5.29,
qlF “M'nDNT #¢". Como P e H(6;), D C H(6;), entonces M’ N D = M N D, por lo
tanto, ¢ IF “M N DNT # 0", que es lo que querfamos demostrar.

Caso 2: 0; > 6. Por la demostracién del inciso (2) de la proposicién 5.20, existe un
club C’ de submodelos elementales numerables de H(6;) tal que para cualquier M € C’,
P,<p,1p € M y M N H(f) € C; veamos que dicho C’ funciona. Sean M € C' y p € M,
como P C H(A), p € MNH(H), entonces existe M’ € C tal quep € M'y M’ = M NH(0),
por lo que existe una condicién ¢ < p que es (M’,P)-genérica. Sea D € M, entonces
D € M’ pues P(P) C H(#). Del mismo modo que en el caso anterior, DN M = DN M’
yqlF “MnDNL #§". m

Anteriormente dijimos que dado un modelo no transitivo, no queda claro lo que signifi-
ca la relacién de forzar dentro del modelo, de hecho, no es claro qué cosa es una extension
genérica de dicho modelo. Si bien es posible hablar del conjunto M [G] sin importar las
propiedades de M, podria pasar que en M |G| aparezcan elementos de V que no estin en
M. El hecho de que extendamos con un forcing propio, nos garantiza que podemos evitar
este comportamiento que resulta, de cierta forma, patolégico.

Observacién 5.31. Sea P un forcing, 6 un cardinal regular con P € H(0) y G un filtro
P-genérico sobre V. Como 0 se preserva, H(0)[G] C (H(9))VI, esto nos garantiza que
cualquier © € H(0)[G] NV estd en H(), por lo que el comportamiento patoldgico del que
se hablé en el pdrrafo anterior tampoco ocurre con H(0).
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Proposicién 5.32. Sea P un forcing, 0 un cardinal reqular tal que P € H(0) y M < H(6)
con P, 1p,<p€ M. Si G es un filtro P-genérico y existe una condicion p € G que es (M, P)-
genérica, entonces M[G]NV = M.

Demostracion. Consideremos z € M, aunque dentro de M podemos interpretar la cons-
truccién del nombre canénico &, no podemos garantizar que valg (") = . Necesitaremos
de la elementalidad entre M y H () para probar que M C M|[G]. Sabemos que

HO) =3z (plk “@=37),
por elementalidad, existe £ € M tal que
MEpl ‘e =32

por lo que p I+ “& = 7, que es lo que queriamos.

Demostremos que M[G] NV C M. Sea & € M tal que valg(&) € V. Consideremos el
conjunto

Di={g:3y (gl “i=§")VVy (g & £}

D es un subconjunto denso de P, ademas, la definicién de D se puede interpretar en
M y, por la observacion anterior y la elementalidad de M, el conjunto obtenido de dicha
interpretacién coincide con D. Como p es una condicion (M, P)-genérica, p IF “DNM nr #*
()", entonces existe ¢ € G N D N M. Como valg(i) € V y q € D, existe yp tal que
q Ik “& = go”. Por la observacién anterior, yo € H(#), entonces

H(0) =3y (¢ IF “& =77),

y por la elementalidad de M, existe y € M tal que

HO)EqlF e =757,
por lo que valg(z) € M. O

Ahora que sabemos que, utilizando un forcing propio, podemos extender los submo-
delos elementales de H(#) de una manera “adecuada”, veremos que estas extensiones
también son modelos de ZF — P. M4&s atin, la elementalidad se conserva al extender.

Proposicién 5.33. Sea P un forcing, 0 un cardinal reqular tal que P € H(0) y M < H(6)
conP,1p, <pe M. Si G es un filtro P-genérico y existe una condicion p € G que es (M, P)-
genérica, entonces M |G| < H(0)[G].

2En esta expresioén, & se refiere a ™.
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Demostracion. Realizaremos la demostracion por inducciéon sobre la construccién de
férmulas. Es rutinario ver que el enunciado es cierto para férmula atémicas, negacio-
nes y conjunciones; falta probar que dada una férmula ¢ con n + 1 variables libres y

cualesquiera x1, ..., x, € M[G] se tiene que si H(0)[G] = 3z (p(z,x1,...,2,)), entonces
MI[G] E Fz (p(x,z1, ..., 2p)).
Sean ¢ y x1,...,x, € M[G] como en el parrafo anterior y sean &1,...,4, € M tales

que para cada i < n, valg(#;) = x;. Dentro de M, definamos el conjunto
D={reP:3& (rlk “p(z,41,...,2,)") Vrik “=(3z (p(z,Z1,,...,2n)))" },
dicho conjunto estd en H(0) y, en H(#), se ve como

{reP:(HO) Iz (rlF “p(@,21,...,2,)"))VHO) Er Ik “=(Fz (o(z,Z1,,...,21)))")},

por lo que es un subconjunto denso de P. Como p es una condicién (M, P)-genérica,
plF “MNDNT # (7. Se sigue que existe & € M y r € GN M tal que H(A) |=
r Ik “o(&,21,...,%,)", entonces H(0)[G] = ¢(valg(Z),z1,...,2,). Por lo tanto, por la
hipétesis inductiva, M[G] = ¢(valg(Z), z1,. .., x,), lo que concluye la demostracién. [

Observacion 5.34. Sea P un forcing y sea 6 un cardinal reqular tal que P € H(0), en
la observacion 5.31 vimos que H(0)[G] C (H(0))VI®). En realidad, podemos cambiar esta
contencion por una igualdad. Se sabe que para cada nombre & tal que 1p IF “c € H(6) "3,
existe y € H(0) tal que 1p IF “¢ = y”. La construccion se realiza de manera recursiva y se
puede encontrar en [7]. Como consecuencia, se tiene que para cualquier filtro P-genérico,

H(6)[G) = (H(9))V 1T,

Terminaremos la seccion probando que el resultado 5.32 caracteriza a las funciones
(M, P)-genéricas. Mds aun, restringir el enunciado a la clase de los nimeros ordinales es
suficiente.

Proposicién 5.35. Sea P un forcing, 6 un cardinal regular tal que P € H(0) y M un
submodelo elemental numerable de H(0) tal que P,1p,<pc M. Sip € P es tal que p I
“M[I')NON C M7, entonces p es una condicion (M,P)-genérica.

Demostracion. Sea D € M un subconjunto denso de P y G un filtro P-genérico sobre V
con p € G, necesitamos demostrar que DN M NG # (). Sabemos que, en H(#), existen un
ordinal A y una biyeccién f: A — D. Por elementalidad, podemos suponer que tanto A
como f son elementos de M. Como cualquier filtro P-genérico sobre V es P-genérico sobre
H(0), existe un nombre & € H(#) tal que p forza que & es el minimo ordinal £ tal que
f(€) € DNT; por elementalidad, podemos tomar dicho & en M. Por la hipétesis, existe
un ordinal @ € M tal que valg(2) = «, entonces f(a) € My f(a) € DNG. Por lo tanto,
DNMNG#0Dy pes una condicién (M, P)-genérica. O

3 Aquf se habla de la definicién de H(0), no de H(0) como elemento del modelo base.



Capitulo 6

El axioma de Forcing Propio

El Azioma de Forcing Propio, abreviado como PFA, es el enunciado que asegura que
si P es un forcing propio y D es una familia de w; subconjuntos densos de P, entonces
existe un filtro G C P que intersecta a todos los elementos de D. Es en realidad, el
mismo enunciado que MA(w;) cambiando ccc por propio. La prueba de su consistencia
relativa también es similar a la del axioma de Martin, sin embargo, necesitamos un par
de herramientas mas antes de aventurarnos a la demostracién.

Cardinales supercompactos

Los cardinales supercompactos son un tipo de cardinales grandes, que reciben ese nom-
bre pues, de existir, sus propiedades implicarian que deben ser mayores que casi cualquier
otro cardinal cuya existencia se pueda probar en ZFC. Los cardinales grandes tiene la
peculiar caracteristica de que no se ha probado si su existencia es consistente con ZFC,
pero si se ha demostrado que es consistente que no existan.

Iniciaremos con una definicién combinatoria de los cardinales supercompactos y dedi-
caremos el resto de la seccion a su caracterizacién con submodelos y encajes elementales.

Definicién 6.1. Sean k y A cardinales. Decimos que un ultrafiltro & C P([A]<") es
K, A-normal si:

1. U es k-completo, es decir, U es cerrado bajo intersecciones de menos de x elementos;
2. paracadaa < A\, {a € [A|<F:a€a} €U,y

3.siAelUy F:A— Xes una funcidon de eleccion, entonces existe o € A tal que
F~a)eUu.

Diremos que el conjunto utilizado en (2) es el cono de a 'y lo denotaremos como (a).
Obsérvese que el inciso (3) es muy similar a lo que asegura el lema de Fodor para conjuntos
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estacionarios. Por lo mismo, y para ahorrarnos tiempo, diremos que U cumple Fodor si U
tiene dicha propiedad.

Definicion 6.2. Un cardinal k es supercompacto, si para cada A > k existe un ultrafiltro
K, A-normal.

Sean M y N clases, decimos que j: M — N es un encaje elemental si dada una
férmula ¢ con n variables libres y para cualesquiera elementos z1,...,z, € M, se tiene
que

M = o(x1,...,2,) sty solosi N = e(j(z1),...,7(zn)).

Como se menciond anteriormente, existe una equivalencia de cardinales supercompactos
que hace uso de los encajes elementales. Estos encajes frecuentemente tendran como domi-
nio clases propias y, por lo tanto, no seran elementos del universo. Esta pequena libertad
va mas alla de la forma de hablar que adoptamos desde el capitulo anterior. Aunque si
haremos algunas observaciones méas al respecto, en general asumiremos que existen las
herramientas necesarias para formalizar los encajes. Dicha formalizacién, ademas de ser
complicada, es bastante técnica y queda fuera del alcance de este trabajo. En el caso
de encajes del universo en alguna clase, pediremos que los encajes sean distintos de la
identidad.

Definicion 6.3. Sean M una clase transitiva y j: V — M un encaje elemental. Decimos
que el punto critico de j es el minimo ordinal « tal que j(a) # « y lo denotamos como

crit(j).
Lema 6.4. Si M es una clase transitiva y j: V — M es un encaje elemental, entonces

1. si 0 es un cardinal tal que para todo o < 6, j(a) = «, entonces j | H(0) es la
funcion identidad;

2. existe un cardinal k tal que crit(j) = k.

Demostracion. Demostraremos (1) utilizando induccién sobre los nimeros cardinales. Co-
mo base, obsérvese que con una sencilla induccién sobre los niimeros naturales se puede
probar que j | H(w) es la identidad. Sea 6 un cardinal tal que j(f) = 6, y para todo
cardinal p < 0, j(u) = py 7 | H(u) es la identidad. Supongamos que el enunciado no se
cumple para 6, por la base de induccién, existe z € H () no vacio y tal que = es €-minimal
tal que j(x) # x. Como = € H(6), existe f: § — = tal que z = im(f), se sigue, por ele-
mentalidad y por la transitividad de M, que j(z) = im(j(f)). Fijemos o < 6, sabemos
que j(a) = ay j(0) = 0, entonces, por elementalidad,

M = dom(j(f)) = 0 Aj(f)(e) = j(f(a))

y, por la eleccién de z, j(f(a)) = f(a). Se sigue que im(j(f)) = {j(f(a)) : @ < 0} =
{f(a) : @ < 0} =z, lo cual es una contradiccién a la eleccién de z.
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Demostremos (2). Obsérvese que por el inciso anterior, existe un ordinal « tal que
crit(j) = a, de lo contrario j | V seria la identidad, pero en nuestra definicién de encaje
pedimos que esto no sucediera. Supongamos, para llegar una contradiccion, que « es un
ordinal no cardinal, es decir, existe 5 < a y una biyecciéon f: 8 — «. Por elementalidad,

M = j(f) es una biyeccién de S a j(«).
Fijemos v tal que a < v < j(«). Existe £ < (3 tal que

M = j(f)(&) =~

Por otro lado ¢ € dom(f), entonces existe vy tal que f(§) = 7. Como v < ay & < a,
7(v0) =0y J(§) =&, se sigue que

N EG(NHE) =N =,
lo cual es una contradiccion, pues vg < a < 7. ]

Teorema 6.5. Un cardinal xk es supercompacto si y solo si para cada A > Kk existe una
clase transitiva M y un encaje j: V — M tal que

1. crit(y) = k;
2. A< j(k), y
3. [M»C M.
A un encaje que cumpla estas caracteristicas le llamamos encaje K, A-supercompacto.

Empezaremos por probar la implicacion del teorema. Fijemos x y A cardinales tales
que A > k y fijemos un filtro x, A-normal .

Definicién 6.6. Sean f y g funciones con dominio [A]<*, decimos que
1. f=ygsiysolosi{aec[N<": f(a)=yg(a)} €U;
2. g€ [f] siysolosig=y f;
3. 9] €u f] si y solo si {a € \<" : g(a) € fla)} € Us
4. la clase Ult(U) := P\]GV/:L{ es la K, A\-ultrapotencia de U;

5. dado un conjunto z, Cy: [\]<* — M es tal que para toda a € [\|<*, Cy(a) = x;
6. ju: V — Ult(U) es tal que para cada conjunto z, jy(x) = [Cy];

7. d: [N]=" = [A\]<" es la funcién identidad.
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Estaremos utilizando la notacién de la definciéon anterior para el resto de la seccién.
Obsérvese que podemos ver facilmente que la relacién =;; es de equivalencia, por lo que
la definicén de ultraproducto tiene sentido. El uso de los ultraproductos estd basado en
el teorema de Los, que enunciaremos a continuacién, pero que no demostraremos. Las
pruebas pueden ser encontradas en [6] y [9].

Teorema 6.7 (LoS). Siy es una férmula con n variables libres y [f1], ..., [fn] € Ult(U),
entonces

Ult(U) = o(1,...,20) sty solo si {a € [N :V Eo(fila),..., fn(a))} €U.
Corolario 6.8. Ult(U) tiene las siguientes propiedades:
1. si [f], g € ULW), entonces [f] €y lg] si y solo si Ultd) = [f] € [g];
2. si [f],lg] € ULt(U), entonces [f] =y lg] si y solo si ULtd) = [f] = [g];
3. ju es un encaje elemental de (V,€) en (Ult(U), €y).

Podria parecer que introducir notacién para funciones tan triviales como la identidad es
una pérdida de tiempo, no obstante, nos permite visualizar algunas pruebas y propiedades
de manera maés sencilla. Por ejemplo, podemos reescribir a & como

{X SN [d] €y ju(X)},
pues si tomamos X C [A\]<", entonces
d] €u ju(X) & {ae€ [N~ :d(a) e Cx} el

s{ac[N:aeX}elU
S Xel.
Nuestro siguiente paso es aplicar el teorema del colapso de Mostowski a Ult(U) para

construir una clase transitiva en la que podamos encajar a V. La siguiente proposicion
nos garantiza que, en efecto, Ult(U) cumple con las hip6tesis necesarias.

Proposicién 6.9. La clase (Ult(U), €y) es bien fundada y tipo conjunto.

Demostracién. Primero veamos que es tipo conjunto. Fijemos f: [\]<* — V. Dada U € U,
podemos definir el conjunto

Fy={g: U—|Jim(f) : Va € U (g(a) € f(a))}.

Sea F = |J Fy, por el axioma de remplazo, la clase {[g] : ¢ € F} es un conjunto. Por
veld
otro lado,

{lg] : 9] €u [f]} = {lg] : g € F}.
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Para ver que es bien fundada, tomemos una sucesién {[f,] € Ult(U) : n € w} de modo
que para cada n, [fn+1] €y [fn]. Para cada n, sea

Un ={a € A" fus1(a) € fu(a)}-

Por la definicién de €, cada U, es un elemento de U, entonces [\ U, # 0. Tomando a
new
en dicha interseccién, encontramos una sucesion €-decreciente infinita en el universo, lo

cual no puede pasar, pues V es modelo de ZFC.
O

Por el teorema del colapso de Mostowski, sabemos que existe una clase transitiva My,
y un isomorfismo 7: Ult(U) — My. Es facil ver que la composicién 7 o j;; es un encaje
elemental de V a M. Diremos que dicha composicién es el encaje U-canonico de V.

Lema 6.10. Sea j el encaje U-candnico de V, entonces
1w (ld]) = 5" A,
2. U ={X C\<":j"\ej(X)}.
Demostracion. Sea [f] € Ult(U), entonces
m([f]) € =([d]) < [f] €u [d]
e {aeN™: f(a) €d(a)} €U
s{ac N : fla)ca} el
sdacr{ac N : fla)=a}elU (%)

Sdaue ) (f=yCa)

& Jae A (n([f]) = m([Cal) = j(@)).

(*) se sigue de que U cumple Fodor y de que U tiene a todos los conos como elementos.
Esto prueba (1), y (2) se sigue de la forma alternativa de escribir a U. O

a

Lema 6.11. Sea h: [A]<" — k tal que h(a) = ot(a). Entonces A = w([h]).

Demostracion. Sea o un féormula tal que
o(a,a) siy solo siot(a) = «,

entonces
V |=Va € A" (¢(h(a), a)),
por lo que

My [ Va € [N (0(j(h)(a), a)).

Por lo tanto j(h), calcula el tipo de orden en M. Ademds, j es inyectivo y preserva el
orden, por lo tanto, 7\ tiene tipo de orden A, se sigue que j(h)(j”)\) = .
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Si demostramos que My = 7([h]) = j(h)(5”)), entonces, por la transitividad de My,
se cumpliria que 7w(h) = \. Basta demostrar que [h] =y jis(h)([d]), lo cual es sencillo, pues
Ch(a) = h y d(a) = a por definicién, entonces {a € [A]<* : h(a) = Cp(a)(d(a))} = [N="
que trivialmente estd en U. Por lo tanto, 7([h]) = A. O

Con la siguiente proposiciéon concluiremos la demostracién de la primera parte del
teorema.

Proposicién 6.12. Si j es el encaje U-canonico de V, entonces j es un encaje Kk, A-
supercompacto.

Demostracion. Necesitamos probar que
1. M€ j(k);
2. sl a < K, entonces j(a) = o
3. [My]» € My.

Para probar (1), obsérvese que [h] €y [Ck] pues, {a € [A\|<" : h(a) € K} = [\]<".

Demostraremos (2) por induccién sobre «.. Por elementalidad, j(0)) = (. Fijemos a < &
y supongamos que para cada < «, j(f) = B. Veamos que a C j(«). Sea f < a, por
la hipétesis de induccién, tenemos que w([C]) = 5. Por lo que basta demostrar que
[C5] €y [Cal, lo cual es cierto, pues {a € [\|<* : B € a} € U. Para la otra contencién,
tomemos [f] € Ult(U) tal que [f] €y [Ca], entonces {a € [\]<%: f(a) € a} € U. Sea

A= ﬂ YN {a € [N~ f(a) € a},

B<a

sabemos que A € U, pues U es k-completo. Ademds, para cada f < «a, (8) € U. Sea
g = f | A, entonces g es una funcién de elecciéon y como U cumple Fodor, existe § < «
tal que g~ 1(B) € U. Por lo tanto, {a € A : g(a) = B} € U. Como U es filtro, {a € [A\]<":

f(a) = Cg(a)} € U, se sigue que [f] =y [Cg] y 7([f]) = j(B) = B. Por lo tanto, j(a) = a.
Demostremos (3). Fijemos A € [My]* enumerado como {7 ([f,]) : @ < x}, y definamos

g: [A]<F = V como g(a) = {fala) : « € a ANVS < k (fz(a) = fala) = B € a)}; veremos
que 7([g]) = A. Para demostrar que A C 7([g]), fijemos o < K, entonces

m([fa]) € 7([9]) < [fa] €u lg]
s {a €[N : fala) €gla)} €U
s{aceN:acal el
< (o) €U,

la utlima equivalencia es cierta porque U es k, A-normal.
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Demostremos que 7([g]) C A. Fijemos f tal que [f] €y [g], entonces el conjunto

U:={ae[N™:f(a) € g(a)}

es un elemento de . Tomemos la funcién h: U — X tal que para cada a € U,

h(a) = min{a : fo(a) = f(a)}.

Por la definicién de g, h es una funcién de eleccién, y como U cumple Fodor, existe 5 tal
que h=1(B) € U. Se sigue que [f] =y [f5], que es lo que querfamos demostrar. O

Con esto termina la demostracion de la implicacién del teorema 6.5. Para la demos-
tracién del reciproco, fijemos dos cardinales A y kK con A > k y fijemos M e i tales que
i: V — M es un encaje k, A-supercompacto. Sea

U={AC N "N ei(A)}, (%)

obsérvese que para que U pueda ser no vacio, se requiere que i’\ € M, lo cual se cumple
porque ¢ es un encaje x, A-supercompacto. Probaremos que U es k, A-normal.

Iniciemos demostrando que U es k-completo. Sea p < kK y sea Y = {X, : o < u}
un subconjunto de U, obsérvese que como i(u) = p, i(Y) = {i(Xs) : @ < p}. Por la
definicién de U tenemos que "\ € i(X,) para cada o < p, entonces i"A € (i(Y). Se
sigue que "\ € i((Y)) v, por lo tanto, Y € U.

Veamos que todos los conos estan en . Sea o < A, tenemos que
i({@)) = {a € (V)] 1 i(a) € a},

el cual es claramente un elemento de U pues, trivialmente, i(a) € " X. Obsérvese que esta
definicién de i({«)) se estd interpretando en M y no en V.

Falta probar que U cumple Fodor. Fijemos A € U y una funcién de elecciéon F': A — .
Por elementalidad, i(F): i(A) — i(\) es una funcién de eleccién, en particular, i(F)(i"\) €
i\, por lo que hay a < A tal que i(F)(i"\) = i(a), entonces "\ € i(F)~l(i(a)) =
i(F~1(a)). Por lo tanto, F~'(a) €U y U es k, \-normal.

Con esto terminamos la prueba del teorema 6.5. Vale la pena resaltar que en (%),
durante esta ultima demostracion, estamos utilizando el encaje ¢ para definir un conjunto
dentro del universo; por ello necesitamos asumir que el encaje “existe” en el sentido de
que es definible por una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos.

Supongamos que existe un cardinal supercompacto k, sean M una clase transitiva e
i: V= M el encaje k, A-supercompacto garantizado por x. Como vimos en la demostra-
ci6n anterior, el conjunto U = {A C [A]<" : "\ € i(A)} es un ultrafiltro k, A-normal.
Resulta ser que ni el modelo M, construido a partir de este ultrafiltro, ni el encaje U-
candnico de V necesariamente coinciden con M e 4, respectivamente. Pero la siguiente
proposicién nos asegura que, hasta cierto punto, tienen que ser parecidos.
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Proposicién 6.13. Sik, \,\U,j y M son como en el pdrrafo anterior, entonces existe un
encaje elemental 1: My — M tal que | | H(AT) es la identidad y 1o j =i.

Demostracion. Sea l: My — M tal que para cada [f] € Ult(UU), I(x([f])) = i(f)([E"N).
Para ver que los valores de I no dependen de los representantes, obsérvese que

m([f)) =n(lg]) & {a € N : fla) = g(a)} €U
& i"A€ fae i)™ :i(f)(a) = i(9)(a)}
S i(f)["N) = i(g)(@"N).

Veamos que [ es encaje elemental. Fijemos una formula ¢ con n variables libres y

[fil,- .., [fn] € Ult(U), entonces

Ult) | o((fils- - Ufal) & {a € NV = o(fila),- .., fula)} €U
& {ae N : M o(i(f1)(i(a), ..., i(fa)(i(a))} €U
oM 'Z (P(i(fl)(i/,)‘)ﬂ AR Z(fn)(z,/)‘))

Es claro que ¢ = [ o j, pues si tomamos x € V', entonces

1(i(2)) = Ur([C2]))) = i(Ca)(i"N) = Ci(a) (" N) = i(x).
El hecho de que [ sea la identidad en H (A1), se sigue de que [My|* € My y [M]* € M. [

Como ya mencionamos, los cardinales supercompactos son un tipo de cardinales gran-
des, para darnos una idea de su tamano los compararemos con otros cardinales grandes
mas faciles de entender.

Definicion 6.14. Sea k un cardinal no numerable.

» x es medible, si existe un utlrafiltro U C P(k) que sea k-completo y no principal, es
decir, que no sea generado por un solo elemento.

» K es inaccesible, si 20 < k para cada 0 < k.
= x es fuertemente inaccesible, si es regular e inaccesible.

El concepto de cardinal fuertemenete inaccesible es més faéil de entender y nos da
una mejor idea de que tan grandes son los cardinales grandes. Ademads, se puede probar
facilmente que si k es un cardinal fuertemente inaccesible, entonces el k-ésimo estrato de
la jerarquia de los conjuntos bien fundados es un modelo de ZFC, es decir, k es tan grande
que dicho estrato ya es suficiente para el desarrollo de la teroria de conjuntos.

Probaremos que todo cardinal supercompacto es medible, y que todo cardinal medible
es fuertemente inaccesible. Aunque no lo demostraremos, es bueno saber que , bajo ciertas
suposiciones, existen modelos donde hay cardinales fuertemente inaccesibles no medibles
y cardinales medibles no supercompactos.



Proposicién 6.15. Todo cardinal supercompacto es medible.

Demostracion. Sea k un cardinal supercompacto, sea M una clase transitivay j: V. — M
un encaje k, k-supercompacto. Sabemos que x es no numerable, pues por la elementalidad
de j, j(n) = n para cada n € w; por lo tanto, w C M y, por elementalidad, j(w) = w.
Consideremos el conjunto

U={UCk:rejlU)y}.

Veamos que U es ultrafiltro. Es claro que ) ¢ U y que x € U. Fijemos Uy, U; € U,
entonces k € j(Up) N j(Ur), por lo que

M = j(Uo) Nj(Ur) # 0,

podemos concluir, por elementalidad, que Uy N Uy # (. La prueba de que U es cerrado
hacia arriba y de que todo subconjunto de k o su complemento estan en U se realizan de
manera analoga.

Veamos que U es no principal. Supongamos que U es principal, obsérvese que como U
es ultrafiltro, existe o < k tal que {a} genera a todo U, pues podemos partir a cualquier
elemento de U € U con tamano mayor a uno en dos pedazos ajenos tal que uno de ellos
estd en U. Por elementalidad,

M Ve (€€ j({a}) & &= j(a)),

y sabemos que j(a) = « .Por lo tanto k ¢ j({a}), lo cual es una contradiccién.

Veamos que U es k-completo. Sea p < k y fijemos una funcién f: p — U y sea

X = () f(«); probaremos que k € j(X). Como j(u) = p, por elementalidad,
a<p

M EVa (2 € j(X) & Va < u (2 € j(f)())).

Para terminar basta ver que para cada o < p, j(f(a)) = j(f)(«), lo cual es cierto pues
para cada «a < p, j(a) = a. Por lo tanto, U es k-completo. O

Obsérvese que lo unico que utilizamos del encaje j en la demostracién anterior, es
que fuera elemental y que k fuera el punto critico. Se puede probar, con argumentos
de ultrapotencias similares a los que utilizamos en esta seccién, que la existencia de un
cardinal medible equivale a la existencia de un encaje elemental del universo en alguna
clase transitiva con punto critico en dicho cardinal. Al ver esta equivalencia, no deberia
sorprendernos que los cardinales supercompactos surgieran como una generalizacién de
los cardinales medibles. Vale la pena comentar que los cardinales medibles reciben ese
nombre pues los ultrafiltros inducen una medida que toma valores en el {0, 1} y que tiene
propiedades interesantes, se puede consultar mas sobre el tema en [9].

Proposicién 6.16. Todo cardinal medible es fuertemente inaccesible.



76

CAPITULO 6. EL AXIOMA DE FORCING PROPIO

Demostracion. Fijemos un cardinal medible k. Sea U C P(k) un ultrafiltro x-completo y
no principal.

Primero probaremos que es regular. Supongamos, para llegar a una contradiccion, que
existe § < k tal que cof(k) = 6 y sea {a¢ : £ < 0} una sucesién creciente y cofinal de k.
Obsérvese que como U es no principal, para cada § < k, el conjunto x \ {5} estd en U.

Como U es k-completo, para cada § < 6, el conjunto Ug := (] &\ {8} es un elemento
,8<O¢§
de U. Como 6 < k, () Ue € U, pero la sucesién es cofinal en k, por que () € U, lo cual
£<o

contradice que U sea un filtro.

Ahora demostremos que k es inaccesible. Fijemos 6 < x y supongamos, para llegar
a una contradiccién, que existe una funcién inyectiva f: k — P(6). Para cada o < 0,
consideremos a los conjuntos U := {{ < k:a € f(O)} y UL :={¢6 <k :a ¢ f)).
Como U es un ultrafiltro tenemos que UY, € U, para alguna i € 2. Para cada o denotemos

como U, a dicho conjunto. Como 6 < k y U es k-completo, (| U, € U, llamemos U a
a<f
dicha interseccién. Para llegar a una contradiccién, probaremos que U tiene tinicamente

un elemento. Tomemos fy, 51 € U. Obsérvese que para cada a < 0, si a € f(fp), entonces
Bo € UY, por lo que U? € U, se sigue que By € U2, y como consecuencia o € f(B1).
Del mismo modo si a ¢ f(fo), entonces a ¢ f(/31). Por lo tanto f(Bo) = f(B1) vy, por la
inyectividad de f, By = B1. O

Corolario 6.17. Si k es un cardinal supercompacto y j: V — M es un encaje elemental
con punto critico k, entonces j | H(k) es la funcion identidad.

Demostracion. Se sigue de que k es un cardinal limite y regular junto con el lema 6.4. [

Como 1ultimo resultado de esta seccién, probaremos la existencia de las funciones de
Laver, las cuales son un tipo de funciones de adivinaciéon y nos ayudardan a “encargarnos”
de los forcing propios en la iteracion que utilizaremos para construir un modelo del axioma
de forcing propio.

Definicién 6.18. Sea k un cardinal. Decimos que L: k — H (k) es una funcion de Laver,
si para cualquier cardinal regular A > k y para cualquier A € H()), existe un ultrafiltro
k, A-normal U, tal que j(L)(k) = A, donde j es el encaje U-canénico de V.

Teorema 6.19. Si k es un cardinal supercompacto, entonces existe una funcion de Laver.
Demostracion. Sea ¢ una férmula tal que ¢(u, g,v) siy solo si

1. u y v son cardinales regulares;

2. p<v

3.9t p— H(p),y
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4. existe A € H(v) tal que para cualquier ultrafiltro v, y-normal U, si j es el encaje
U-canénico de V, entonces j(g)(n) = A.

Diremos que un conjunto A que sea como en (4) es un testigo para ¢(u, g,v), y denota-
remos como vy, al minimo cardinal v tal que ¢(u, g, v).

Afirmacién: Si dados p < Kk y g, existe v tal que p(u, g,v), entonces vy, < k.

Para probar la afirmacién, fijemos un cardinal p < k'y ¢g: p — H(u) tales que para
cada v < Kk, ~¢(u, g,v). Probaremos que para cada n > k, =¢(p, g,n).

Tomemos cardinales n > u y N > 2P ([ =+l y sea i: V — M un encaje k,\-
supercompacto. Sabemos que

VEWW <k (~p(u,g,v))
entonces,
M = Vv <i(k) (—=p(i(p),i(g),v))-

Ademas, i(u) = p, porque p < crit(i). Por el lema 6.4 y el hecho de que g € H(k),
i(g) = g. Por lo tanto,

M Vv <i(k) (mp(p, g,v))-

Como X es lo suficientemente grande y [M ]X C M, M tiene a los ultrafiltros 7, u-
normales, por lo tanto, ¢(u,g,n) es falsa en el universo. Esto termina la prueba de la
afirmacion.

Continuemos con la prueba del teorema. Supongamos, para llegar a una contradiccién,
que no existe una funcién de Laver. Para cada f: x — H(k), sea Ay > x el minimo cardinal
regular tal que existe un conjunto A € H(Ay) que es un contraejemplo. Sea A tal que para
cada f: k — H(k), A > 2P 791,

Fijemos < un buen orden para H(k) con tipo de orden &, que existe porque |H (k)| =
2<F y K es un cardinal fuertemente inaccesible. Sea

B ={p < k: pes un cardinal regular y Vg: u — H(p) (v (o(p,g,v))}.
Definiremos L: k — H (k) recursivamente de modo que
» sipu ¢ B, entonces L(p) =0,y
» si u € B, entonces L(y) es el <-minimo testigo para (i, L | pt,vg ).
Sea i: V — M un encaje k, A-supercompacto, entonces
1.i(«) [ H(k) =<,y

2. i(L) | k= L.
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Sea X = i(L)(k), X # 0 pues M | k € i(B), pues estamos suponiendo que no
hay funciones de Laver y para cada F': K — H(k), M tiene a todos los ultrafiltro s, As-
normales. En particular,

M = p(k,i(L) [ K, Ai(Lye)-

Por elementalidad,
M [=i(L)(k) es el i(<)-minimo testigo de ¢ (r,i(L | k), Ni(L1x)));
y por las observaciones anteriores,
M = X es el <-minimo testigo de ¢(k, L, Ar).

Una vez més, como Az, es mucho menor que A, M tiene todos los ultrafiltros de [Ap]<",
entonces
V = X es testigo de ¢(k, L, Ar)

Consideremos el conjunto
U:={aec N :i")\ei(a)},

como ya vimos U/ es un ultrafiltro. Sea j el encaje U-candénico de V y sea [ como en la
proposicién 6.13. Obsérvese que j(L)(k) = 171 (i(L)(x)) = I71(X). Ademés, X € H(\) C
H(X). Por lo tanto, [(X) = X, y como consecuencia, j(L)(x) = X, lo cual contradice que
X sea testigo de p(k, L, A\1). La contradiccién proviene de suponer que no existen funciones
de Laver, por lo que hemos acabado la prueba del teorema. O

Iteracion con soporte numerable

A diferencia de lo que sucede con los érdenes que tienen la ccc, ser o-cerrado no se
preserva bajo iteraciones con soporte finito, pero si bajo iteraciones con soporte numerable.
Como ser forcing propio es una propiedad maés fuerte que ser o-cerrado, podria ser que
para preservar forcings propios fuera necesario pedir més condiciones al soporte, pero
afortunadamente, este no es el caso y probaremos que nos basta con el soporte numerable.

Definicién 6.20. Sea a un ordinal limite. Consideremos una sucesién ((Pg,Qg) : 5 < «).
Decimos que un conjunto P, es una a-iteracion con soporte numerable si

L. Po = {0};
2. si B < o, entonces Pg es un forcing;
<w

3. si B < aype Pg, entonces p es una funcién tal que dom(p) € [5]=%;

4. si 8 < a, entonces QB= éQﬁ y iQﬂ son Pg-nombres tales que

1, I “(Qs, <q,) es un forcing con elemento méximo 1o, ”;
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5. 81 < a,p€Pyy B € dom(p), entonces p(f) € dom(Q/g) y p(B) # iQB;

6. si B<aypecPgii, entonces p | B € Pg;

7.si f<a,pePgyry B edom(p), entonces p [ B “p(B) € Qg”;
8. si B < ay po,p1 € Psi1, entonces pg <p,,, p1 siy solo si

= dom(p1) € dom(po),
=po [ B<p,m1 By
= B € dom(po) Ndom(p1) = po [ B “po(B) <q, P1(B)";

9. si f < a es un ordinal limite, entonces p € Pg si y solo si para cualquier { < /3,
pl&ePg

10. si 8 < « es un ordinal limite y po, p1 € Pg, entonces

po <p, p1 siysolosi V€ < B (po | § <p, p1l§).

Tenemos un resultado similar al de iteraciones con soporte finito sobre la preservacion
de condiciones de cadena, con la diferencia de que la cardinalidad que se preserva depende
de la longitud de la iteracién.

Proposicion 6.21. Sea k > wy un cardinal reqular y P, una iteracion con soporte nu-
merable tal que para toda B < K, Pgy1 tiene la k-cc. Entonces P tiene la k-cc.

Demostracion. Sea S = {a € k : cof(a) > w}. El conjunto S es trivialmente estacionario
pues dentro de cada club podemos construir una sucesién creciente de tamano wi y su
limite estard en dicho club. Consideremos un conjunto A := {p¢ : £ < x} contenido en P
y enumeremos a S como {ag : § < k}. Como el dominio de todas las condiciones de P,
es numerable, para cada { < K, dom(pg) N ¢ estd acotado en ag. Sea f: S — & tal que
f(ce) es cota superior para dom(pg) N ¢ dentro de a, entonces, por el lema de Fodor,
existe o < k tal que f~!(a) es estacionario.

Como los conjuntos estacionarios son no acotados, podemos construir facilmente un
conjunto S’ := {fs € f1(a) : § < K} tal que para cada § < k, dom(pg;) C Bs+1. Como P,
tiene la k-cc, existen dgp, 01 y p € P, tales que g < 61 y p <p,, PBs, [ o, pg,, | Obsérvese
que dom(pg, )N (dom(pg, )\a) = 0, por lo tanto, pUps, [ (k\a)Ups, | (k\a) <p, P D5, -
Por lo tanto, A no es una anticadena, por lo que toda cadena de P, tiene tamano menor
que K. [

Las iteraciones con soporte numerable preservan forcings propios en el mismo sentido
que las iteraciones con soporte finito preservan forcings con la ccc. Para la demostracién
necesitaremos una equivalencia de la definicién de forcing propio que hable de submodelos
elementales, pero no de clubs.
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Lema 6.22. Sea P un forcing. Entonces P es propio si y solo si existe un cardinal reqular
0 con P € H(0) tal que para cualquier submodelo elemental numerable M de H(6) con
P,<p,1p € M y para cualquier p € PN M, existe una condicion q < p que sea (M,P)-
generica.

Demostracion. El reciproco es claro pues, para cualquier 6, el conjunto de todos los sub-
modelos elementales numerables de H(f) es un club. Demostremos la otra implicacién.
Sea 6y el minimo cardinal tal que P € H (). Sea 6 un cardinal regular lo suficientemente
grande tal que H(0y) € H(#), fijemos un submodelo elemental numerable M de H(6)
con P, 1p, <pe M. Obsérvese que en H () se cumple que existe un cardinal regular p con
P € H(u) y un club C de H(u) tal que para cada N € C, si p € NNP, entonces p se puede
extender a una condicién (N, P)-genérica. Por elementalidad, podemos tomar dichos u y
C en M; ademds, por el teorema 5.16, podemos suponer que existe g: [H(u)]<* — H(u)
en M tal que C es la familia de subconjuntos numerables de H(u) cerrados bajo g.

Sea N = M N H(u), veamos que N € C. Sea a € [N]<¥, como a es finito, a € M,
entonces g(a) € M N H(u) = N. Resta ver que podemos extender cualquier condicién de
M NP a una condicién (M, P)-genérica. Fijemos p € M NP, como P C H(u), p € N,
entonces existe una condicién ¢ < p que es (N, P)-genérica. Sabemos que P(P) C H(u),
se sigue que ¢ también es una condicién (M, P)-genérica.

O

Si un cardinal  cumple el lema anterior, diremos que 8 es testigo de que P sea propio.
Como era de esperarse, antes de probar que la iteracién con soporte numerable de forcings
propios es propia, demostraremos que el resultado se cumple para la iteracién de dos pasos.

Lema 6.23. Sea PxQ una iteracion de dos pasos tal que P es propio y 1p IF “Q es propio”.
Entonces P x Q es un forcing propio.

Demostracion. Sea 6§ un cardinal testigo de que P sea propio y tal que P x Qe H(9)y1lp
forza que 6 es testigo de que Q sea propio.

Afirmacién. Sea M un submodelo elemental numerable de H () con P x Q, éP*Q’ iP*Q €

M. Sea (p,q) € Px Q tal que p es una condicién (M,P)-genéricay ¢ € M. Entonces existe
7 tal que
plk“re€Qy 7 <qyr esuna condicién (M[I'],Q)-genérica”.

Demostremos la afirmacién. Sea G un filtro P-genérico con p € G. Por la proposicién
5.32, M[G] = H(6)[G], ademas valg(Q), vala(¢) € M[G]. Como val(Q) € (H(6))VI% y 0
es testigo de que valg(Q) es propio, existe un elemento de valg(Q) que extiende a valg(q)

y que es (M[G],valg(Q))-genérico. Como G puede ser un filtro cualquiera con p € G,
plF “existe 7 tal que r € Q y r < ¢ y r es una condicién (M [I'], Q)-genérica”,

el principio de maximalidad nos garantiza el nombre buscado, lo que termina la prueba
de la afirmacién.
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Fijemos un submodelo elemental numerable M de H(0) tal que PxQ, lP*Q’ <p.0€ My

fijemos (p, ) € P*QN M, veamos que podemos extender (p, ¢) a una condicién (M, P Q)-
genérica. Como 6 es testigo de que P sea propio, existe una condicién pyg < p que es

(M, P)-genérica. Sea ¢y € dom(Q) la condicién garantizada en la afirmacién anterior. Es
claro que (po, 4o) < (p,q), veamos que (po, Go) es una condicién (M, P * Q)-genérica.

Sea D € M un subconjunto denso de P Q y sea G x H un filtro P % Q-genérico sobre
V con (po, §o) € G x H. Podemos definir, en M, el nombre

E = {(#,s) : (s,7) € D},

la densidad de D implica que Valg(E) es un subconjunto denso de valg(Q). Nétese que

valg(F) € M[G], entonces M[G] Nvalg(E) N H # 0, fijemos 7 € M tal que valg(r1) estd

en dicha interseccién. Como valg(71) € valg(FE), existes (s,72) € D tal que
H(0)[G] = s € G Avalg(ra) = valg(r1),
entonces existe p; < pg en G tal que existe (s,72) € D de modo que
HO) =plF“seT Ay =77,

Obsérvese que el nombre I" puede ser definido en M, entonces, por elementalidad, podemos
tomar (s,72) € D N M de modo que

H@) =pLlF“seD Avg=1".

Veamos que (s,72) € G * H. Como p; € G, s € G, del mismo modo, como p; € G,
valg(r2) = valg(r1) € H. Con esto concluimos que (s,72) € M N D NG x* H.

Como todo filtro P % Q-genérico es de la forma G * H, (po, 4o) forza que cualquier filtro
genérico intersecta a D dentro de M. Por lo tanto (pg, o) es una condicién (M, P * Q)-
genérica y P *x Q es un forcing propio. O

El teorema principal de la seccion se seguird de la generalizacion de la afirmacién
utilizada en la prueba del lema anterior. Sea P, un a-iteraciéon con soporte numerable.
Dado 8 < «, podemos encontrar un P,-nombre Rg tal que para cualquier filtro Gg,
P s-genérico sobre V,

V[Gg] = valg,(Rg) = {p | [8,a) :p EPa Ap | a € G}

Decimos que dicho nombre es un cociente de la iteracion. El forcing P, se puede encajar
densamente en Pg x Rg, por lo que es equivalente forzar con cualquiera de ellos. Para evitar
confusiones escribiremos I-g para denotar que estamos forzando con Pg y denotaremos
como fg al nombre canénico para los filtros Pg-genéricos.
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Teorema 6.24. Sea P, una «-iteracion con soporte numerable tal que para culquier
8 < a, 1|:>[3 [ “Qg es propio”. Sea 0 un cardinal reqular lo suficientemente grande tal que
para cada B < a, 1p, forza que O es testigo de que QB es propio y sea M un submodelo
elemental numerable de H(0) con Py,1p,,<p,€ M. Sean f < o en M, p € Pg una
condicion (M,Pg)-genérica y sea ¢ € M un Pg-nombre tal que p l-g “G € Rg ?. Entonces
eziste r € Py, tal que v es una condicion (M,Py)-genérica, v | B =p yplg “r | [B,a) <
q'77.

Demostracion. Realizaremos la demostracién por induccién transfinita. El paso sucesor se
sigue de la demostracion del lema anterior. Para el paso limite, fijemos un ordinal limite
a tal que para cualquier £ < «a, el enunciado es cierto. Fijemos 3, M, p y ¢ como en las
hipotesis del lema. Sea v = a N M, como M es numerable, existe una sucesion creciente
{Bn : n € w} cofinal en v tal que By = B. Enumeremos como {&, : n € w} al conjunto
de todos los P,-nombres £ € M tales que 1lp, IFo “¢ es un ordinal”. Encontraremos la
condicién (M, Py )-genérica buscada utilizando la proposicién 5.35.

Construiremos una sucesion de ternas {(pn,Gn, fin) : 7 € w} tal que pg = p, p IFa,
“go £ ¢” y para cada n € w,

1. pn € Ps,, py es una condicién (M, Pg, )-genérica y ¢, y fin son Pg -nombres;

2. Pn Ik, “dn € Rg, VMDA fin € M[Tp, ) A dn Ik, “6n = fin” A (>0 = gy <
Gn—1 1 [571705])”1;

3. Pn “_Bn “Pn-s—l f [arwan—l—l) < Qn Fan—l—l”-

Realicemos la construccién. Para el paso base ya tenemos definido pg, tomemos un
filiro Gg,, Pg,-genérico con py € Gg,. Denotemos como Rg, a valg, (Rg,) ¥ como g
a V&]Gﬁo (¢). Sea H un filtro Rg,-genérico con ¢ € H, sabemos que existe un ordinal
£ € H(9)[Gg,] tal que VangO*H(f.o) = &, entonces existe ¢ € H con ¢ < ¢ tal que
q II—RB0 “p = £”. Por la elementalidad entre M y H, podemos tomar Pg,-nombres /iy y
do en M que cumplan (2). Para el paso inductivo, supongamos que ya hemos construido
pn v repitamos la construccién del paso base cambiando pg por p, v ¢ por ¢,, esto nos
da gn, y fin, que cumplen (1) y (2). Para obtener una condicién p,+1 que cumpla (1) y (3)
basta aplicar la hipdtesis de la induccién transfinita a py, ¢n, ¥ Bnt1-

Ahora que tenemos construida dicha sucesion, fijemos r = | J,,,, Pn, entonces r € P,
por lo que r € P, resta ver que r es la condicién buscada. Es claro que r | f = p, ademas,
no solo se cumple que p l-g “r | [3,a) < ¢”, sino que para cada n € w,

P, 1 [Bny @) < ¢n” (%)

1

La expresién gn H—R[; “6, = fun” significa que dado un filtro Gg,,, Pg,-genérico sobre V, y dado un

filtro H, valg, (Rgn )-genérico sobre V[Gg,] con valg, (¢gn) € H, valg, (fin) = valGBn*H(én).
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Obsérvese que todo ordinal que pueda aparecer en alguna extensién de M tiene un nombre
¢ tal que
1p,, ko “€ es un ordinal”.

Entonces, para ver que r es una condicién (M, P, )-genérica, basta demostrar que para
cualquier filtro G y cualquier n € w, Valg(én) € M. Esto se sigue de que si Gg, es la
retriccién de G a Pg,, entonces r [ 3, € Gg,, y como se cumple (*) y r [ 3, es una
condicién (M, Pg,)-genérica, valg(&,) = valg, (fin) € M.

O

Corolario 6.25. Sea P, una a-iteracidn con soporte numerable tal que para culquier
B <a,lp, - Qg es propio”. Entonces Py es un forcing propio.

Demostracion. La prueba se sigue de tomar S = 0 en el teorema anterior. O

Al ver el enunciado de este corolario, podria parecer que demostrar el teorema anterior
es mucho mas de lo que necesitamos para la prueba del corolario. Pero si uno trata
de demostrar el corolario de manera inductiva, notard que, de cierto modo, se necesita
garantizar que las condiciones de iteraciones intermedias del forcing se puedan completar
y extender a condiciones genéricas. Esta es la idea detrds del teorema y la razén por la
que fue necesario probarlo.

La consistencia del Axioma de Forcing Propio

Como mencionamos anteriormente, el Axioma de Forcing Propio, denotado como PFA,
es el enunciado que asegura que si P es un forcing propio y D es una familia de wy
subconjuntos densos de P, entonces existe un filtro G de P que intersecta a todos los
elementos de D. La idea para probar su consistencia relativa es similar a la utilizada para
el axioma de Martin; construiremos una iteracién con soporte numerable de tal modo que
en algin momento nos “encargaremos” de cada forcing propio del modelo base.

En adelante asumiremos la existencia de un cardinal supercompacto, al cual denotare-
mos como k. Primero realizaremos la construccién del forcing propio con el que forzaremos.
Sea L: k — H (k) una funcién de Laver y construyamos una k-iteracién con soporte nu-
merable P,. Fijemos 8 < k y supongamos que ya hemos construido Pg, definamos Qg del
siguiente modo:

» si L(B) = (Q,D) y, Q y D son Ps-nombres tales que 1p, forza que Q es un forcing
propio y D es una familia de menos de x densos de Q, entonces Q/g = Q;
= 1p, IF “Qp = {0}”, en otro caso.

Como la iteracion con soporte numerable de forcings propios es propio, podemos ase-
gurar que el paso P, de la iteracién es un forcing propio. Ademas, cada Pg, con 8 < &, es
de tamano menor que k, demostremos esto 1ltimo por induccién transfinita.
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Es claro que |Pg| < k. Supongamos que |Pg| < k. Por definicién todo elemento de Pg;
es o un elemento de Pg, o un elemento de P4 unido con un elemento de {3} x dom(Qg).
Claramente {@} tiene tamafio menor que x y todo elemento en la imagen de L tiene
tamafio hereditariamente menor que #. Por lo tanto, [{8} x Qg| < & y |Pg11| < #. El paso
limite se sigue de que por la regularidad de &, si 8 < &, entonces existe un cardinal p < &
tal que Pg tiene a lo més |u“ x p*| < k elementos.

Como consecuencia tenemos que todo Pg con 8 < & tiene la s-cc, por lo tanto, por la
proposicién 6.21, P, tiene la x-cc. Ademads, k es un cardinal regular, entonces x preserva
ordinales mayores o iguales a k.

Teorema 6.26. Sean G un filtro P,-genérico, Q un forcing propio en V|G| y D una
familia de menos de k densos de Q en V[G]. Entonces existe un filtro de Q en V[G] que
intersecta a todos los elementos de D.

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, podemos suponer que el orden Q es un
ordinal o equipado con un orden <. Podemos garantizar que existen nombres Q y D
tales que

1p, IF “Q es propio y D es una coleccién de menos de x densos de Q”.

En efecto, 1p, forza que existen <, y Dy tales que
» (a0, <q,) €s un forcing propio;
» Dy es una coleccién de menos de k densos de (ag, <qq), ¥
» si (ay, <'1> es un forcing propio y 12 es una coleccién de menos de x densos de Q,

entonces g =<4y ¥ 72 = Dy.

Sea 6 un cardinal regular tal que 1p,_ forza que 8 es testigo de que Q sea propio y sea
A >0k Sea L: k — H(k) una funcién de Laver, entonces existe una clase transitiva
M y un encaje , A-supercompacto j: V. — M tal que j(L)(k) = (Q, D). Tenemos que
Q,D € M, pues M es transitivo. Obsérvese que, por elementalidad,

M = j(P,) es una iteracién de longitud j(k),

dicha iteracién se construye interpretando la construccién de P, en M utilizando j(L) en
lugar de Ly j(k) en lugar de k. Pero recordemos que j(L) [ k = L, por lo que para cada
a < K, Py es el a-ésimo paso de la iteracién j(P). Ademas, el conjunto P, obtenido como
el paso k de la iteracion en M coincide con el P, del universo y, por lo tanto, G es un
filtro P,-genérico sobre M.

Trabajemos en M. Sabemos que la iteracién j(P,) tiene longitud mayor a s y utiliza
a j(L) como guia, veremos que el conjunto Q,, correspondiente a esta iteracion, es el
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nombre Q que habfamos fijado. Como ya tenemos que j(L)(k) = (Q, D), basta demostrar
la siguiente afirmacién.

Afirmacién. En M se cumple que 1p,_ forza que Q es un forcing propio.

Demostremos la afirmacion. Sea Gy un filtro P,-genérico sobre V, veamos que, en

M|[Gy), 6 es testigo de que valg,(Q) es propio. Para ello basta probar que (H(8))VI¢l =

(H(0))M%) y que ([H(0)]=)VIF] = ([H ()]5+)MIGl,

Primero veremos que [M[Go]]* C M[Go]. Sea {valg,(i¢) : ¢ < A} una familia de
elementos de M[Go]. Como [M]* C M, {(i¢ : £ < A} € M, entonces el conjunto X :=
{(#¢,1p,) : € < A} estd en M. Por lo tanto, valg,(X) = {valg,(i¢) : £ < A} y es un
elemento de M[Gy].

Es claro que (H(6))MIGol C (H(6))VICol. Para probar la otra contencién, supongamos
que existe z € (H())VIGl\ (H(9))MICol, Por definicién |trcl(z)| < 6 < X, tomemos
y € trcl(z) el €-minimo elemento de trcl(x) tal que y ¢ M[Gp]. Tenemos que |y| < A, por
lo que {z : z € y} es una coleccién de menos de A elementos de M[Gy], entonces y € M |Gy,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (H(6))VIGol C (H(6))MI[Col, Finalmente, como
A > w, ([H(9)]=2)VIG] = ([H(#))=+)MICol, Esto termina la prueba de la afirmacién.

Para nuestro siguiente argumento uitilizaremos que si p € P, entonces j(p) = p. Esto
se sigue de que j [ H(k) es la identidad y de que p € H(k). En efecto, im(L) C H(k) vy,
como k es un cardinal regular, dom(p) € H (k).

Como j(Py) es una iteracién en M, podemos concluir que, dentro de M, P11 = P, Q.
Asi, j(P.) = P.xQxR, para algtin R. Sea H * H, un filtro j(P,)-genérico sobre V, entonces
el filtro H := G * Hy x Hy es un filtro j(P)-genérico sobre V, estos filtros también son
genéricos sobre M. Obsérvese que, por elementalidad, si & es un P,-nombre, entonces j (&)
es un j(P,)-nombre. Ademds, si p € G, entonces j(p) € G x Hy * Ha, esto porque j(p) = p
ypeQG.

Podemos levantar el encaje j a un nuevo encaje j*: V|G| — M[H] tal que
j*(valg(z)) = valg(j(2)). Veamos que j* estd bien definido, para ello basta probar que
si & y y son tales que valg(z) = valg(y), entonces valy (j(4)) = valg(j(y)). Sea p € G
tal que p IF “& = ¢”, entonces j(p) I+ “j(&) = j(¥)” y, del parrafo anterior, sabemos
que j(p) € H. Por lo tanto, valy(j(z)) = valg(j(9)). La prueba de que j* es un encaje
elemental se sigue de la misma manera.

Sabemos que el filtro Hy es un filtro (P, )-genérico sobre V, entonces Hy N D # (), para
cada D € D. Consideremos K’ := {j*(p) : p € H1}, por nuestra eleccién de A, |K'| < A,
entonces K’ € M[H], pues [M[H]]* € M[H]. Dentro de M[H], sea K el j*(valg(Q))-
filtro generado por K’. Por ahora asumamos que K intersecta a todos los elementos de
§*(valg(D)), entonces

M[H] |= existe un filtro de j*(valg(Q)) que intersecta a todos los elementos de j*(valg (D)),

y por elementalidad,

V[G] E existe un filtro de valg(Q) que intersecta a todos los elementos de valg(D).
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Por lo tanto V[G] = PFA. Falta probar que dicho conjunto K si intersecta a todos los

elementos de j*(valg(D)).

Obsérvese que si a < k, entonces, por elementalidad, j(&) es el j(P,)-nombre canénico
para j(a). Pero a < crit(j), entonces j(cv) es el j(P,)-nombre candnico para «. Por
definicidn, j*(valg(d)) = valg(j(&)). Por lo tanto, j* (o) = «, para toda o < k. Sabemos
que existe p < k tal que |D| = u, entonces existe una funcién f: p — P(Q) tal que
D = im(f). Por elementalidad,

M[H] = dom(j*(f)) = py j*(D) = im(j(f))-

Es claro que si tomamos « < k 'y p € f(a), entonces j*(p) € j7*(f)(5*(«)), pero j*(a) = a,
por lo tanto, j*(p) € 7*(f)(«). Podemos concluir que si p € Hy N f(«), entonces j*(p) €
K nj*(f)(«), por lo tanto, K intersecta a todos los elementos de D. O

Corolario 6.27. Si G es un filtro P,.-genérico sobre V, entonces V[G] = PFA.

Demostracion. Por el teorema anterior, basta probar que V|G| = k = wy. Trabajemos en
V[G]. Sea o < k un ordinal infinito y consideremos el forcing

Col(a,wr) = {p;w1 = a: |p| < w},

ordenado por la contencién inversa. Este forcing es o-cerrado, por lo que es propio. Para
cada 8 < «, sea

Dg = {p € Col(a,w1) : p € im(p)}.

Cada uno de estos conjuntos es denso en Col(a,w;) y en total hay menos de k de ellos,
entonces existe un filtro G que los intersecta a todos. Se sigue que | J G es una funcién con
dominio contenido en w; e imagen «, por lo tanto, |a| < w;.

Como k es regular y P tiene la k-cc, k es un cardinal en V[G]. Por lo tanto, V|G| E
K = wo. ]

Con esto completamos la prueba del enunciado principal del texto. Vale la pena resaltar
que aunque el camino fue largo, no era posible tomar atajos si lo que queriamos era lograr
entender la prueba de la consistencia del axioma de forcing propio. Esta demostracién
utiliza conceptos basicos de légica y nimeros ordinales, necesita fuertemente del manejo
de submodelos elementales, hace uso de los colapsos y érdenes bien fundados, y se basa en
la técnica de iteraciones de longitud infinita que introducimos con el axioma de Martin.
Se espera que el analisis llevado a cabo en este texto sobre cada uno de estos temas sea
suficiente para que el lector, mas alld de entender una prueba, ahora tenga bases firmes
para adentrarse en las profundidades del complejo, variado y bello universo de la teoria
de conjuntos.
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Algunas aplicaciones del axioma de forcing propio

Terminaremos el texto enunciando un par de aplicaciones del axioma de forcing propio.
Esto nos servira para darnos una idea de la importancia de la consistencia de este axioma,
no obstante, no realizaremos ninguna prueba en esta seccién. Nuestro primer resultado es
conocido como el axioma de coloraciones abiertas y se denota como OCA.

Dado un conjunto cualquiera X, podemos pensar que una funcién c: [X]? — 2 es una
coloracién que pinta, con dos colores, a los subconjuntos de X con 2 elementos. En este
sentido, podemos decir que un subconjunto Y de X es monocromdtico, si existe ¢ € 2 tal
que para cualquier conjunto {yo, %1} € [Y1?, ¢c({yo,11}) = i.

Teorema 6.28 (Ramsey). Dada una coloracion c: [w]?> — w, ewiste un conjunto mono-
cromdtico de w de tamano w.

Por muy sencillo que parezca, el teorema de Ramsey no se cumple para la mayoria de
los cardinales no numerables. De hecho, se sabe que un cardinal k que cumpla el teorema
de Ramsey debe ser un cardinal débilmente compacto, que entra en la categoria de los
cardinales grandes.

El axioma de coloraciones abiertas nos indica que cierto tipo de coloraciones de los
espacios métricos separables se comportan de una manera agradable.

Definicién 6.29. Sea X un espacio métrico separable y c¢: [X]?> — 2 una coloracién.

Decimos que la coloracion c es abierta, si para cualesquiera a,b € X tales que ¢({a, b}) =0,
existen abiertos ajenos U, y V tales que a € U, b € V y para cualesquierax € U yy € V,

c({z,y}) = 0.

Definicién 6.30 (Axioma de coloraciones semiabiertas (SOCA)). Si X es un espacio
métrico separable no numerable y ¢: [X]? — 2 es una coloracién abierta, entonces existe
un subconjunto de X no numerable y monocromatico.

Definicién 6.31 (Axioma de coloraciones abiertas (OCA)). Si X es un espacio métrico
separable no numerable y c¢: [X]? — 2 es una coloracién abierta, entonces se cumple
alguno de los siguientes enunciados:

1. X contiene un subconjunto no numerable y monocroméatico de color 0;

2. X es una unién numerable de subconjuntos monocromaéticos de color 1.

Se puede ver que OCA implica SOCA. Pero el resultado que nos interesa es el siguiente.
Teorema 6.32 (Todorcevi¢). PFA implica OCA.

Con esto nos hemos dado una idea de las implicaciones que tiene PFA si lo aplicamos,
por ejemplo, al espacio métrico separable de los ntimeros reales.

La siguiente aplicacién responde una pregunta aparentemente muy sencilla sobre to-
pologia.
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Definicion 6.33. Decimos que un espacio toplégico es un S-espacio si es regular y here-
ditariamente separable, pero no Lindeldf.

La existencia de un S-espacio se puede probar asumiendo que existe un drbol de Suslin,
es decir, un arbol de tamafio wy en el cual toda cadena y toda anticadena sea numerable. A
su vez, la existencia de estos arboles se puede probar asumiendo el principio de diamante
de Jensen, el cual se cumple en el universo constructivo de Godel. Demostrar que los
S-espacios podian no existir resulté ser un problema bastante mas complicado.

Teorema 6.34. PFA implica que no existen S-espacios.

Se recomienda al lector interesado consultar la tesis de maestria de Osvaldo Guzman
Gonzalez [8], texto en el que se exponen los dos ejemplos aqui mencionados, junto con
algunas otras aplicaciones del axioma de forcing propio.
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