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Introduccion

La teoria de grupos topoldgicos de transformaciones estudia los in-
variantes bajo movimientos (o transformaciones) que ocurren en cierto
espacio topologico bajo la accién de un grupo dotado de una topologia.
Esta teoria se origina con la definicién de geometria como el estudio de
invariantes bajo un grupo de transformaciones dada por Felix Klein,
y con el estudio de las simetrias de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales que realizo el matematico noruego Sophus Lie.

Cuando el grupo actuante tiene la propiedad de ser compacto se
obtienen muchos resultados fuertes y herramientas que no estan dispo-
nibles para el caso de los grupos no compactos. No obstante, al consi-
derar unicamente los grupos compactos estamos excluyendo a muchos
otros que resultan interesantes dentro de la teoria, por ejemplo, a los
flujos de ecuaciones diferenciales en los cuales el grupo actuante, R o
C, es localmente compacto.

En consecuencia, se ha buscado generalizar la teoria de grupos com-
pactos que se tiene para que englobe también clases de grupos no com-
pactos. Es en esta biisqueda en donde surge el concepto de accién pro-
pia, cuya funcién es ayudar a que los grupos localmente compactos
recuperen las propiedades presentes en los grupos compactos.

Este trabajo consta de tres capitulos. En el primer capitulo revisa-
remos los principales resultados de topologia general que ocuparemos
a lo largo de este trabajo, asi como la definicién y las propiedades mas
importantes de redes. En el segundo capitulo revisaremos la defini-
cion de grupo topologico de transformaciones y algunos resultados de
la teoria que se desarrolla con ellos, en particular revisaremos el caso
de los grupos topoldgicos de transformaciones para grupos compactos.
Por 1ltimo, en el tercer capitulo veremos las tres definiciones de accion
propia mas importantes en la literatura y la relaciéon que existe entre
ellas, asi como las condiciones bajo las cuales son equivalentes.

Este trabajo fue realizado gracias al apoyo del programa PAPIIT-
UNAM IN-17511.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Topologia general

En esta seccién recordaremos algunas definiciones y resultados im-
portantes de topologia general que estaremos utilizando a lo largo de
este trabajo. Para consultar las pruebas o profundizar en més resulta-
dos se puede consultar [1] 6 [2].

Algunos de estos conceptos son los relacionados con compacidad,
por lo que recordaremos dichas definiciones y algunas de sus propieda-
des.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una familia de abier-
tos {Us}icr es una cubierta abierta de X si X C |J,., Ui, también
diremos que {U;}ier cubre a X. Si un subconjunto, {U;}jcrs, de {U;}icr
cubre a X, diremos que es una subcubierta de {U,;}ic;.

Definicion 1.1.2. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es
compacto si para toda cubierta abierta {U;}ic; de X eziste una sub-
cubierta finita {Uy,--- Uy} de {U;}icr que cubre a X. Si K es un
subconjunto de X tal que es compacto con la topologia relativa a X,
entonces diremos que K es un subconjunto compacto de X.

Definicién 1.1.3. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X,
st A es compacto, entonces decimos que A es precompacto.

Definicion 1.1.4. Un conjunto X es localmente compacto si para
toda x € X y para toda V' vecindad de x, existe una vecindad precom-
pacta U de x tal que x €e U CU C V.

Los axiomas de separacién nos permiten poner ciertas restriccio-
nes a los espacios topoldgicos con los que trabajamos, las definiciones
de dichos axiomas cambian dependiendo de la literatura consultada,
por lo que para evitar cualquier tipo de confusion, enunciaremos las
definiciones de dichos axiomas.

Definicion 1.1.5. Decimos que X es un espacio Ty si para cualesquie-
ra dos puntos x,y € X existe un abierto U de X tal que {UN{z,y}| = 1.
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Definicion 1.1.6. Decimos que X es un espacio T si para cualesquie-
ra dos puntos x,y € X existen dos abiertos U y V tales que x € U,
yeV,perox ¢V, ye¢ U.

Proposicién 1.1.1. Un espacio X es Ty si y solo si para todo x € X,
{z} es un conjunto cerrado.

Definicion 1.1.7. Decimos que X es un espacio Ty o de Hausdorff si
para cualesquiera dos puntos x,y € X existen dos abiertos ajenos U y
V tales que x € U, y € V.

Los conjuntos compactos nos permiten generalizar las propiedades
que cumplen los conjuntos finitos, en particular, algunas propiedades
que se cumplen para puntos de un espacio topologico. Como ejemplo
a continuacién veremos una caracterizacion de los espacios Hausdorff
relacionada con espacios compactos.

Proposicion 1.1.2. Un espacio es Ty si y solo si para cualquier par
de conjuntos compactos ajenos Ky y Ko existen dos vecindades ajenas
UyV de Ky y Ky respectivamente.

Definicion 1.1.8. Decimos que X es un espacio T3 si para cualquier
punto x y cualquier cerrado F de X que no contenga a x existen dos
abiertos ajenos U y V tales que x € U, F C V. S, ademds, X es T}
diremos que es regular.

Por otro lado, se puede caracterizar a los espacios 715 como sigue:

Proposicién 1.1.3. El espacio topologico X es Ty si y solo si para
todo punto x y todo abierto U que contiene a x existe otro abierto V'
tal quez € VCV CU.

Definicion 1.1.9. Decimos que X es un espacio T3% st para cualquier
subconjunto cerrado F' y cualquier punto x que no pertenece a F', eriste
una funcion continua f : X — R tal que f(x) = 0 y, para todo y en
F, fly) = 1. Si, ademds, X es T decimos que es completamente
regular.

Definicion 1.1.10. Decimos que X es un espacio Ty si para cualquie-
resquiera cerrados F'y E de X existen dos abiertos ajenos U y V tales
que F e U, EC V. Si, ademds, X es 'l diremos que es normal.

Ademas se puede ver que los axiomas de separacién cumplen que
todo espacio normal es completamente regular, todo espacio completa-
mente regular es regular, todo espacio regular es T, y todo espacio T;
es T; 1 para todo i € {2,1}.
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Cuando restringimos nuestra teoria a los espacios de Hausdorff ob-
tenemos nuevos resultados en los conjuntos compactos y localmente
compactos.

Proposicion 1.1.4. X es un espacio de Hausdorff localmente com-
pacto st y solo si para todo x € X existe una vecindad U tal que U es
compacto.

Proposicién 1.1.5. Todo subconjunto compacto de un espacio de Haus-
dorff es cerrado.

Teorema 1.1.1. Todo espacio localmente compacto y Hausdorff es un
espacio de Tychonoff.

Definicion 1.1.11. Para cualquier funcion f : X — 'Y, definimos la
grdfica de f como el conjunto:

{(z,y) e X XY [ [f(2) =y}

Teorema 1.1.2. (Teorema de la grdfica cerrada) Sea X un espacio
topolégico y'Y un espacio de Hausdorff compacto, entonces la grdfica
de f es cerrada si y solo si f es continua.

Definicién 1.1.12. Una funcion suprayectiva p : X — Y es una
tdentificacion o funcion cociente si Y tiene la topologia cocien-
te, es decir, un subconjunto U de Y es abierto si y sélo si p~1(U) es
abierto. Al espacio Y con la topologia cociente se le conoce como es-
pacto coctente de X.

La topologia cociente es la mas fina que hace que la funcion p :
X — Y sea una funcién continua.

Es posible probar que la composicién de funciones cocientes es nue-
vamente una funcién cociente.

Proposicién 1.1.6. Toda funcion suprayectiva, continua y abierta (o
cerrada) es una funcidn cociente.

El regreso de la proposicién 1.1.6 no es cierto en general, es decir
existen funciones cocientes que no son abiertas o cerradas.
Las funciones cocientes cumplen la siguiente propiedad universal

Proposicién 1.1.7 (Propiedad Universal del Cociente). Sea p: X —
Y una funcion suprayectiva y continua, la topologia cociente es la unica
que cumple que para cualquier espacio 7 vy cualquier funcion f:Y —
Z, f es continua si y solo si f op es continua.
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X 5y
le
Z

Teorema 1.1.3. (Teorema de Transgresion) Sea p: X — Y una fun-
cion cociente. Toda funcion continua f : X — Z que envia cada fibra
p Yy) en un tnico punto de 7 induce una tinica funcién continua

fv:Y—>Ztalquefp:f

X 5y
Klf
Z

Es importante mencionar que si p : X — Y es una funcién cociente,
el espacio cociente en general no preservard las propiedades de X, en
particular los axiomas de separaciéon como podemos ver en el ejemplo
1.1.1.

Ejemplo 1.1.1. Sea R el conjunto de los niimeros reales con su topo-
logia usual y sea Y = {0,1}. Definimos la funcién p: R =Y,

0 st €@
p(ﬂ?):{ 1 si e R\Q
Notemos que p es suprayectiva, por lo que podemos darle a 'Y la to-
pologia cociente con respecto de p. Dado que ni Q ni R\ Q son abiertos,
la topologia de Y es la topologia indiscreta, por lo tanto, Y no es ni
siquiera Ty pues no es posible separar el punto 0 del punto 1, pero es

cociente de R, que un espacio métrico que cumple con todos los axiomas
de separacion.
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1.2. Redes

Muchas de las pruebas que se realizan en este trabajo utilizan el
concepto de red y sus propiedades. La definicién de red es una gene-
ralizacion de las ampliamente conocidas sucesiones y es por eso que
presentamos una introduccion y algunos resultados importantes sobre
redes. Para profundizar mas en las proposiciones y en las pruebas de
esta seccién se puede consultar [1].

Definicion 1.2.1. Sea A un conjunto diferente del vacio, con una re-
lacidn binaria <. Entonces (A, <) es un preorden si:

» a < « para todo o € A (reflexiva)
» ap <y, a9 = g implica o < az (transitiva)

Se dice que un conjunto preordenado (A, =) es un conjunto diri-
gido si ademds cumple:

s Para todo o, o’ € A existe o' tal que a < " y o' <
Naturalmente, la notacién a > b significa que b < a.

Definicion 1.2.2. Una red en un conjunto diferente del vacio X es
una funcion r : A — X donde (A,=) es un conjunto dirigido. Al
punto r(«) se le denota x4, por lo que la red suele denotarse (x4)aca
o simplemente (x,). Si E C X y para todo o € A tenemos x, € E,
decimos que (z,) es una red en E.

De ahora en adelante, cuando hablemos de la red (z,), a menos

que se mencione explicitamente, supondremos que el conjunto dirigido
donde se encuentran los indices de la red es A.

Definicién 1.2.3. Se dice que A’ es un conjunto cofinal en A cuan-
do satisface que para todo o € A existe o/ € A’ tal que o < o,

Notemos que un conjunto cofinal es un conjunto dirigido.

Definicién 1.2.4. Una funcion s : B — A, donde B y A son conjuntos
dirigidos, es una funcion creciente cofinal si cumple que:

1. Si py = [y entonces s(f1) = s(5a)
2. Para toda o € A eziste B € B tal que a < s(f3), es decir, la
imagen de B bajo s, s(B), es un conjunto cofinal en A.

Definicion 1.2.5. Una subred de la red r : A — X es la composicion
de una funcion creciente cofinal s : B — A, donde B es un conjunto
dirigido, sequida de la red r.

Si escribimos ag en lugar de s(f), podemos denotar a una subred
(75(8))per cOMO (Tay)sen, 0 también lo denotamos como (z).
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Definicién 1.2.6. Sea (r,) una red en X. Decimos que © € X es un
punto limate o de convergencia si para cada vecindad V' de x existe
un oy € A tal que v, € V para todo o > «g. Si sucede lo anterior,
decimos que la red (z,) converge a x y lo denotamos (z4) ~> T

Una red puede converger a varios puntos, el conjunto de todos los
puntos de convergencia es denotado como limyc4 x, 6 lim x,.

Definicion 1.2.7. Un punto z € X es un punto de acumulacion o
adherencia de la red (z,) si para cualquier o € A y para cualquier
abierto V de z, existe un o = « tal que xo € V.

Ejemplo 1.2.1. El conjunto N de los naturales con la relacion usual
< constituye un conjunto dirigido, por lo que toda sucesion (x,) es un
caso particular de una red, una subsucesion (x,,) es una subred. Las
definiciones usuales de convergencia y punto de acumulacion coinciden
con las correspondientes definiciones en redes.

Ejemplo 1.2.2. Sea N una base local de x en un espacio topoldgico
X, entonces (N, D), donde el preorden es D, es un conjunto dirigido.
Ya sabemos que D es transitiva y reflexiva, ahora, dadas dos vecindades
basicas Vi y Vo existe una vecindad bdsica V3 contenida en Vi NV, por
lo tanto (N, D) es dirigido. Un conjunto N’ es cofinal si es una base
local de x. Por otro lado, toda red (xy)yven en X construida de tal
manera que Ty € V para todo V € N converge a x.

La siguiente proposicion nos muestra la relacion entre los puntos de
acumulacién y los puntos de convergencia.

Proposicién 1.2.1. Sea (z,) una red en X. Se tiene:

1. Si xo ~ x entonces x es un punto de acumulacion de (x,) y
toda subred de (x,) converge a x.

2. z es un punto de acumulacion de la red (x4) siy sdlo existe una
subred de (z,) convergente a z.

Una de las ventajas de trabajar con redes es que nos brindan una
caracterizacion de los conjuntos abiertos y cerrados de un espacio to-
pologico.

Proposicién 1.2.2. Sea X un espacio topoldgico. Entonces:

= Un subconjunto F' de X es cerrado si y sélo si, para toda red
(Ta)aca tal que x4 ~> x y xo € F para toda o € A, tenemos
que v € F.

» Un subconjunto V de X es abierto si y solo si, para todo x € V'
y toda red (Tq)aca tal que x, ~> x, existe un oy € A tal que
To €V para todo a = .
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Las redes también nos dan una caracterizacién 1til de los puntos
cerradura.

Proposicién 1.2.3. Sea E un subconjunto de un espacio X. Entonces
x € E siy solo si existe una red (x,) en E tal que converge a x.

DEMOSTRACION. =) Si # € E, para cada vecindad V' de z existe
un punto zy € V. Entonces, construimos la red (zy) en E con indices
en el conjunto dirigido (N, D), que es la misma red del ejemplo 1.2.2,
por lo tanto (zy) ~ .

<) Ahora supongamos que una red (z,) en E converge a z en X,
entonces, toda vecindad V' de = contiene puntos de la red y por lo tanto
intersecta a E, por lo que z € E. [

Las redes también nos ayudan a dar una caracterizacion de los
conjuntos compactos, como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2.4. X es compacto si y sélo si toda red X tiene una
subred convergente X.

El siguiente problema nos resultara de gran utilidad pues da una
caracterizacion de la continuidad de una funcién en términos de redes.

Proposicién 1.2.5. Una funcion f: X — Y es continua en xy si y
sélo si siempre que una red (x,) converge a xo en X, la red (f(xy))
converge a f(xq) en Y.

DEMOSTRACION. =) Si f es continua en xy y T, ~ 2 en X, para
toda vecindad V de f(zq) en Y, existe una vecindad U de z; tal que
f(U) € V, por lo que existe un indice « tal que z, € U para todo
a = «g. Por lo tanto, f(z,) € V, lo cual significa que f(z,) ~ f(z0).

<) Probemos esta parte por contradiccién. Supongamos que f no
es continua en 1z, entonces alguna vecindad Vj de f(z() no contiene
a f(U) para toda vecindad U de xg, por lo que para toda U vecindad
de zp podemos elegir xy € U un punto tal que f(xy) ¢ Vy. De este
modo, tenemos que por construccién la red (xy) converge a xq, pero
(f(xzy)) no converge a f(xg), lo cual es una contradiccién a nuestra
hipétesis. ]

En los espacios de Hausdorff las redes se portan muy bien pues no
hay redes que converjan a mas de un punto.

Proposicion 1.2.6. Un espacio X es de Hausdorff si y solo si ninguna
red en X converge a mds de un punto.

DEMOSTRACION. =) Demostremos por reduccién al absurdo, su-
pongamos X es de Hausdorff y que existe una red (z,) que converge a
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dos puntos distintos = y y. Sean U y V vecindades de = y y respecti-
vamente tales que U NV = (), entonces, como (Ta) converge a r existe
o' tal que si a > o/, entonces o € U. Analogamente, existe o tal que
a > o, entonces a € V. Como A es un conjunto dirigido, existe ay
tal que ag = o' vy ag = ", entonces para todo a = «q tenemos que
o € Uy z, €V, lo cual es una contradiccién pues U y V' son ajenos.
Por lo tanto, si X es Hausdorff ninguna red puede converger a mas de
un punto.

<) Lo probaremos por contraposicion. Supongamos que X no es
de Hausdorff, entonces existen = y x' puntos distintos de X de manera
que cada vecindad V de z se intersecta con una vecindad V' de z'.
Definamos el conjunto:

A={(V,V') | V vecindad de z,V'vecindad de x’}

Y definimos el orden (V, V') < (U, U")si V D U y V' D U'. Enton-
ces, (A, <) es un conjunto dirigido. Eligiendo z v,y € VNV" obtenemos
una red (z(v,y7)) que converge a x y a «’ en X. O



Capitulo 2

Nociones basicas

2.1. Grupos topoldgicos

En este capitulo presentaremos las nociones basicas de los deno-
minados grupos topoldgicos de transformaciones. A lo largo de este
trabajo, nos ocuparemos unicamente de los espacios topoldgicos com-
pletamente regulares y simplemente los llamaremos espacios topoldgi-
cos; en caso de no tratar con ellos, lo mencionaremos.

Los grupos topoldgicos son el resultado del estudio conjunto de la
teoria de grupos y de la topologia. Tal y como lo indica su nombre, un
grupo topoldgico es un conjunto con estructura de grupo y de espacio
topolégico donde ambas estructuras se relacionan de manera adecuada.
Lo anterior motiva la siguiente definicién:

Definicion 2.1.1. Un conjunto G con una operacion binaria * y una
familia de subconjuntos T de G se llama grupo topologico si:
1. (G, %) es un grupo;
2. (G, 1) es un espacio topoldgico;
3. La funcion de multiplicacion p: G x G = G, u(g,h) =g=*h y
la funcién de inversion 1 : G — G, 1(g) = g~ son continuas.

Un grupo topolégico se denota como la terna (G, *,7) o, si no hay
ambigiiedad, simplemente como G. En ocasiones el simbolo de opera-
cion binaria puede no escribirse, por lo que ¢ * h suele denotarse como
gh. El elemento neutro del grupo G suele denotarse es o, en caso de
que no haya confusion, se denota simplemente como e.

Si Ay B son subconjuntos de G' entonces denotamos

AB ={ab : a € Abe B}

En el caso que A = {a}, simplemente lo denotamos aB y andlogamente
para Ab.

Si A es un subconjunto de G, definimos A" recursivamente de la
siguiente manera:

Al=4
AT = Am1A
11
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El inverso de un subconjunto de G lo denotamos

AV ={a"" i ac A}

Proposicién 2.1.1. Sea (G,*) un grupo y T una topologia de G. En-
tonces (G, *,7) es un grupo topoldgico si y solo si la funcion de division
p:GxG— G, plg,h) =g*ht, es continua.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que GG es un grupo topoldgico,
entonces la multiplicacion del grupo y la inversién son funciones conti-
nuas por lo que p(g,h) = p(g,t(h)) es continua.

<) Ahora, si p es continua, notemos que ¢ se puede factorizar como
se muestra en el siguiente diagrama

X—f>G><G

\ l”
G
donde f: G — G x G, es el encaje f(g) = (eq, g), implicando que ¢

es continua. Ademas (g, h) = p(g,¢(h)) por lo que p es continua. [J
Ejemplo 2.1.1.

1. Cualquier grupo G puede ser visto como grupo topologico. Si
dotamos a G de la topologia discreta entonces G es un grupo
topolégico pues las funciones de multiplicacion e inversion son
continuas.

2. El conjunto R™ con la topologia usual y con la operacién de
suma es un grupo topologico.

Definicién 2.1.2. Sea G un grupo topolégico y sea g € G un elemento
fijo, entonces las funciones Ly : G — G, Ly(x) =g*xv y Ry : G — G,
Ry(x) = x % g son llamadas la traslacion izquierda por g y la
traslacion derecha por g, respectivamente.

Las funciones que acabamos de definir nos ayudaran a probar mu-
chas de las propiedades que se cumplen en los grupos topolégicos que
no son validas en los espacios topoldgicos en general.

Teorema 2.1.1. Sea G un grupo topoldgico, para un g € G sean L,
y Ry las traslaciones izquierda y derecha respectivamente y sea t la
inversion en G. Entonces:

1. Las funciones L, y R, son homeomorfismos de G' en si mismo.
2. La funcion 1 también es un homeomorfismo de G en si mismo.

DEMOSTRACION.
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1. Basta probar la afirmacion para una de las funciones, el otro
caso es completamente analogo, por lo que lo probaremos pa-
ra la traslacion izquierda, L,. Primero veamos que L, es una
biyeccién. Si L,(z) = Ly(y), entonces gz = gy, y multiplican-
do por el inverso de g por la izquierda de la igualdad tenemos
que x = y. Asi, L, es inyectiva. Ahora, si y € G entonces
Ly(g'y) = g9 'y =y y por lo tanto L, es suprayectiva, por lo
que concluimos que L, es biyectiva.

La funcién L, es la restriccion de la funcién p al conjunto
{g} x G, por lo que es continua. La inversa de L, es la funcién
L,1, la cual es continua, por lo tanto L, es un homeomorfismo.

2. Veamos que la inversién es una biyeccién. Si t(z) = i(y), en-
tonces 271 = y~! y, dado que G es un grupo, los inversos son
unicos, por lo que x = y, asi que es inyectiva. Si y € GG entonces
t(y~') = y, por lo que ¢ es suprayectiva. Con esto concluimos
que ¢ es una biyeccién.

Por definicién de grupo topolégico ¢ es continua, ademas es
su propia inversa, por lo tanto es un homeomorfismo.

OJ

Definicion 2.1.3. Decimos que un espacio topoldgico X es homogéneo
st para todo par de puntos x,y € X existe un homeomorfismo h: X —
X tal que h(z) = y.

Proposicion 2.1.2. Todo grupo topologico es un espacio homogéneo.

DEMOSTRACION. Sea GG un grupo topoldgico y sean z,y € G, si
definimos h = L,,-1, tenemos que h(z) = Ly-1(z) = yz~ 'z = y,
ademas, por el teorema 2.1.1 tenemos que L, ;-1 es un homeomorfismo,
por lo tanto existe un homeomorfismo h : G — G tal que h(z) = y, es

decir G es un espacio homogéneo. 0

La ventaja de trabajar con espacios homogéneos es que podemos
generalizar las propiedades locales a todo el espacio, esto nos permite
incluso analizar a los espacios en un tinico punto y en el caso de los
grupos topolégicos tenemos un elemento del espacio muy especial, el
neutro del grupo.

Estos son los resultados principales de la teoria de grupos topolégi-
cos que usaremos en este trabajo. Para mayores referencias sobre la
extensa teoria de grupos topoldgicos, véase [3]
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2.2. Grupos topologicos de transformaciones

En esta seccion presentaremos una introduccién a la teoria de gru-
pos topolégicos de transformaciones, para profundizar mas en los temas
y definiciones de dicha teorfa se puede consultar [4] o [5].

Definicion 2.2.1. Sean G un grupo topolégico y X un espacio to-
pologico. Una accion de G en X es una funcion continua 6 : Gx X —
X que satisface:

1. O(e,x) = x para cada x € X
2. 0(g,0(h,z)) = 0(gh,x) para cualesquiera g,h € G y cada x €
X.

En este caso decimos que X es el espacto fase de la accion 6.

Si no hay riesgo de confusién, denotaremos a #(g,x) como g * x o
simplemente como gux.

Definicion 2.2.2. Un grupo topolégico de transformaciones es
una terna (G, X,0) donde G es un grupo topoldgico, X es un espacio
topoldgico y 0 es una accion de G en X.

También decimos que X es un G—espacto, y en caso de que no se
mencione supondremos que la accion es 6.

La accion € de G en X induce para cada g € G la funcién:
0,: X = X, 0,(x) =6(g, )

a la cual llamaremos traslacién por g.

Proposicién 2.2.1. Sea (G, X, 0) un grupo topoldgico de transforma-
ciones. Entonces, para todo g € G' la funcion 0, es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Dado que 6, es la restriccién de 6 al conjunto
{9} x X y por la continuidad de 6, tenemos que 6, es continua.

Ahora, veamos que tiene inversa continua. Primero notemos que
f. = Idx, donde e € G es el neutro del grupo y la funcién Idx es
la identidad en X. También notemos que 0,,(z) = (gh)r = g(hz) =
6,(0n(x)). Por lo tanto 0., = 6,06,

Entonces, tenemos 6, 00,1 = 0,,-1 = 0, = Idx. Andlogamente,
0,1 08, = Idx. Por lo tanto, 8,1 = (0,) ', es decir, f, tiene una
inversa continua, asi que es un homeomorfismo. [

Observemos que, si tenemos un subconjunto S de G y dado que 0,
es un homeomorfismo de X en si mismo, muchas de las propiedades de
S se preservaran bajo traslaciones. Por ejemplo, si S es abierto entonces
¢S también lo serd; lo mismo pasa si S es cerrado, compacto o conexo.
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Para facilitar nuestro trabajo con los grupos topoldgicos de transfor-
maciones a continuacion enunciaremos algunos términos y notaciones
con los que trabajaremos de manera frecuente.

Definicién 2.2.3. Sea X un G—espacio y sean H C G, x € X y
A C X. Entonces tenemos las siguientes definiciones y notaciones:

» El conjunto HA = {ha : h € H,a € A} se llama la H-
saturacion de A y si H = G simplemente decimos la satu-
racion de A. Cuando H = {g} se denotard {g} A = gA.

s A es un conjunto invariante en X respecto a la accion 0 si
GA=A.

» G(r) = {9z : g € G} es la 6rbita de x. Al conjunto de
orbitas se le denota por X/G. Por otro lado, la proyeccion
orbital se define como la funcién 7 : X — X/G, donde w(x) =

» Bl conjunto G4 = {g € G : gA = A}, es el estabilizador de
A. Si A= {x} se denotard G.,.

sz es un punto fijo si G, = G. Al conjunto de puntos fijos
lo denotaremos por XY .

Las siguientes proposiciones, que nos daran informacion muy util
sobre las definiciones anteriores, se trabajardn sobre un grupo topoldgi-
co de transformaciones (G, X, 0).

Proposicién 2.2.2. A es un conjunto invariante si y solo si gA C A
para todo g € G.

DEMOSTRACION. Es claro que si A es un conjunto invariante en-
tonces gA C A para todo g € G.

Supongamos ahora que gA C A para todo g € G, en particular
g 'A C Aentonces A = (g9 ')A =g(g'A) C gA, de donde tenemos
la igualdad gA = A. Por lo tanto GA = UgeG gA = A. O

Proposiciéon 2.2.3. El estabilizador G 4, cuando A # (), es un subgru-
po de G.

DEMOSTRACION. Sea g € G4, entonces gA = A, por lo que A =
g7t A, es decir, g7 € G4. Ahora, sean g,h € G, asi, (gh)A = g(hA) =
gA = A. Por lo tanto G4 < G. ]

Si A = {z}, al grupo G, se le llama el grupo de isotropia de x.
Dado que G4 es un subgrupo, podemos considerar el conjunto
G /G 4 de clases laterales y dotarlo de la topologia cociente.

Proposicién 2.2.4. Dos drbitas o bien son iguales o bien son ajenas.
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DEMOSTRACION. Sean x; y =5 dos puntos de X. Supongamos que
sus Grbitas no son ajenasy sea x € G(x1)NG(x2), entonces existen g; y
g2 € G tales que g1x1 = & = gox9. De este modo, x; = gflgzxg € G(x9)
y 29 = g, ‘111 € G(z1) y por lo que G(z;) C G(x3) C G(z1), por lo
tanto G(z1) = G(x2). O

El espacio de 6rbitas 6 espacio orbital de un GG—espacio es el
espacio topolégico conformado por el conjunto de érbitas X /G dotado
de la topologia cociente respecto a la proyeccién orbital 7 : X — X/G,
es decir, un subconjunto U € X/G es abierto si y sélo si 7 1(U) es
abierto.

Es importante notar que cuando mencionamos la 6rbita de x nos
podemos referir al subconjunto del espacio X o a un elemento del es-
pacio X/G para evitar confusiones denotaremos con ¥ a la orbita de
x vista como elemento de X/G y seguiremos denotando con G(z) a la
orbita de x vista como subconjunto de X.

Proposicién 2.2.5.
1. Si U es un conjunto abierto en X, entonces SU es abierto para
todo subconjunto S de G.
2. S8i F' es un conjunto cerrado en X, entonces SF' es cerrado para
todo conjunto finito S de G.

DEMOSTRACION.

1. Sea U un abierto de X, entonces SU = qus gU es abierto por
ser unién de abiertos.

2. Sea F' un cerrado de X, entonces SF = Uges gF" es cerrado por
ser union finita de cerrados.

O
Corolario 2.2.1. La accion 0 : G x X — X es abierta.

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la proposicién 2.2.5,
pues si S es un abierto de G'y A es un abierto de X, entonces #(Sx A) =
SA. O

Recordemos que en general una funcion cociente no es abierta, pero
en el caso de la proyeccién orbital de un grupo topoldgico de transfor-
maciones tenemos que siempre es abierta.

Proposicién 2.2.6. La proyeccion orbital m: X — X/G es abierta y,
cuando G es finito, m es también cerrada.

DEMOSTRACION. Sea U un abierto de X, entonces 7~ '7(U) = GU
es abierto por la proposicién 2.2.5, pero X/G tiene la topologia cociente
por lo que 7(U) es un abierto en X/G.
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Cuando G es finito, si C' es un cerrado en X, entonces, 7 ‘7 (C) =
GC' es cerrado por la proposicién 2.2.5, y por lo tanto 7(C') también
es cerrado en X/G. O

Del mismo modo en que sucede en el resto de las ramas de las
matematicas, una vez definido nuestro objeto de estudio, queremos
saber condiciones de igualdad o equivalencia para éste. A continuacion
presentaremos una forma de ver cudndo dos espacios topolégicos sobre
los que actua un mismo grupo son equivalentes.

Definicion 2.2.4. Sean X y Y dos G—espacios, decimos que una fun-
cion continua ¢ : X — 'Y es equivariante cuando ¢(gz) = go(x) para
todo x € X y todo g € G.

Proposicion 2.2.7. Sean X y Y dos G—espacios con proyecciones
orbitales m: X — X/G yn' Y = Y/G y sea ¢ : X =Y una funcion
equivariante. Entonces:

1. ¢ induce una unica funcién continua ¢/G : X/G — Y/G, tal
que ™o =¢/Go.

X —* .y

Wl lﬂ,

2. 81y Y — Z es equivariante, entonces o ¢ : X — Z es

equivariante y (Y o ¢)/G = (¢ /G) o (¢/G).

3. Si ¢ es un homeomorfismo, entonces ¢+ : Y — X es también
equivariante, ¢~ /G = (¢/G)™' y X/G =Y /G

DEMOSTRACION.

1. Sea 7 € X/G un elemento arbitrario. Entonces, 7~!(7) = G(x)
para algin x € X, por lo que

("0 ¢)(n (7)) = (7' 0 9)(G(z)) = 7' (Go(x)) = b(x)

Por lo tanto, 7' o¢ envia las fibras 7! a un tinico punto en Y/G,

entonces por el teorema de transgresién 1.1.3 existe una tinica

funcién continua ¢/G : X/G — Y/G tal que 7’ 0o ¢ = ¢/G o 7.

2. Sity Y — Z es equivariante, entonces (o) (gx) = ¢(go(z)) =
g(¢ o ¢)(x), por lo tanto 1)¢ es equivariante.

Ahora, si 7" : Z — 7Z/G es la proyeccion orbital, entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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X sy_¥v .z

L b

Entonces, 7" oto¢ = (¢/G) o (¢/G) om, pero por el primer
inciso (¢ o ¢)/G es la unica funcién que cumple 7 o (¢ 0 ¢) =

(¥ 0 ¢)/G om, por lo tanto (0 ¢)/G = (V/G) o (¢/G).

3. Si ¢ es un homeomorfismo, entonces tenemos:

¢ H(gz) = ¢ H(g(dod () = (67 0 d)g(¢ ' (x)) = gb ' (x)
Por lo tanto, ¢~! es equivariante.
Ahora, notemos que la identidad en X, Idyx : X — X, es
una funcion equivariante, y que Idy om = 7o Idyq, es decir,
que el siguiente diagrama es conmutativo:

X I Ly

ﬂl lﬂ
X/G — X/G

Id)(/G

No obstante, por el primer inciso, la tnica funcién de X/G
en X/G que hace dicho diagrama conmutativo es Idx /G, por
lo que Idx/G = Idx;c. Con este resultado y por el segundo
inciso tenemos:

Idy/ =1dx/G=(po¢ ')/G=(¢/G)o (¢ /G)
Como el inverso de una funcién es tinico, entonces ¢~' /G =
(¢/G)', v asi, (¢/G)~" es continua, por lo que X/G = Y/G.
O

Definiciéon 2.2.5. Sean X y Y dos grupos topologicos de transfor-
maciones que comparten el mismo grupo G, decimos que (G, X,0) y
(G,Y,¢) son equivalentes si existe un homeomorfismo equivariante
entre X y'Y. También se dice que los G-espacios X y'Y son equiva-
lentes y se denota X =5 Y.

A continuacion veremos la definicion de diferentes tipos de acciones.
Definicién 2.2.6. Sea (G, X,60) un grupo topoldgico de transforma-
ciones. Entonces decimos que una accion es:

» trivial si G(x) = G, para todo x € X.
» libre si G, = {e}.
» efectiva o fiel si NyexG, = {e}.
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s transitiva si solo tiene una orbita, o, lo que es lo mismo, para
todo 1 y 19 € X existe g € G tal que 11 = gxs.

Proposicién 2.2.8. Sea (G, X, 0) un grupo topoldgico de transforma-
ciones. Si la accion es transitiva, entonces el espacio X es homogéneo.

DEMOSTRACION. Sean z; y x5 dos puntos arbitrarios de X. Dado
que la accién es transitiva, existe g € G tal que x; = gxo, por lo tanto,
el homeomorfismo 6, : X — X manda z; a x,. O

Ejemplo 2.2.1.

1. Sea G =R, X =R y0: RxR — R 0(r,(x1,20)) =
(x1 4+ r,29). En este caso las orbitas son lineas rectas y los
grupos de isotropia son triviales, por lo que la accion es libre.

FiGurA 1. La accion de trasladar horizontalmente.

2. Sea G un grupo topoldgico, entonces la funcion multiplicacion
W es una accion de G sobre si mismo (g, h) = gh. Sea g1 y g2
elementos de G, entonces (9195, 92) = 919, 92 = g1. Por lo
tanto la accion de G sobre G es transitiva.

De la misma manera, st H es un subgrupo de G, H actia
sobre G restringiendo la funcion multiplicacion. En este caso la
orbita de g € G es la clase lateral derecha Hg.

3. 8i (G, X,0) es un grupo topoldgico de transformaciones y si
x € X, podemos restringir la accion 0 a la orbita de x y tenemos
la accion Olgw)(g', 92) = ¢'gx. Por lo tanto, G(x) es un G—
espacio.

4. Si H es un subgrupo, y si G/H = {gH : g € G} es el espa-
cio formado por las clases laterales izquierdas con la topologia
cociente, entonces G actia sobre G/H de la siguiente manera:
0(g',gH) = g'gH.

La funcion 6 es una accion pues 6(e,gH) = egH = gH y
tenemos que:

0(g1,0(92,9H)) = 0(g1, 929H) = 91929H = 0(9192. gH)
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Definicién 2.2.7. Sea (G, X,0) un grupo topoldgico de transformacio-
nes, entonces para cada v € X la accion 0 induce una funcion continua:

0" G — X,

0%(g) = gx
a la cual llamaremos movimiento sobre x.
Notemos que la imagen de 67 es la drbita de =, G(x).

Proposicién 2.2.9. Sea X un G-espacio, entonces los grupos de iso-
tropia son cerrados.

DEMOSTRACION. Sea z € X, entonces {z} es cerrado pues X es
Hausdorff y por lo tanto 7', entonces por la continuidad de #* tenemos

que (0%)"!(z) = G, es cerrado. O

Sabemos por el ejemplo 2.2.1 que Gy G(r) son G—espacios. Y
dado que @ es accién, entonces 6%(gh) = (gh)x = g(hx) = g6*(h). Por
lo tanto, 6% es equivariante.

Para la siguiente proposicion necesitamos recordar que el estabili-
zador es un subgrupo de G y que el conjunto de clases laterales de un
subgrupo de G es un G—espacio.

Proposicién 2.2.10. Sea (G, X, 0) un grupo topoldgico de transforma-
ciones, sea x € X y 0* : G — G(x) el movimiento sobre x. Entonces
la funcion

0% : G/G, — G(x)
0% (9Ga) = g
estd bien definida, es biyectiva, continua y es equivariante.

DEMOSTRACION. Primero veamos que la funcién estd bien definida,
sean g v h elementos de G tales que gG, = hG,, entonces h ‘g € G,
y por lo tanto

htlgr ==z
gr = hx
07(9G.) = 07(hG,)
De este modo 6% estd bien definida.

Ahora veamos que es biyectiva. Sea gr € G(z), entonces, como
67 (9G,) = gz, tenemos que es suprayectiva. Sean g,h € G tales que
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9Gy # hG,, entonces, h™'g ¢ G,. Por lo tanto,
htgx # x
gr # hx
02(9G,) # 6°(hG.)

Es decir, 67 es inyectiva, por lo que es biyectiva.
Sea ¢ : G — G /G, la funcién cociente ¢(g) = gG,. Entonces tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

G - G2)

N T

G/G,

Verifiquemos que cumple las condiciones del teorema de transgre-
si6n (1.1.3). Tenemos que ¢ '(gG,) = {h € G : h™lg € G,} y si h es
un elemento arbitrario de ¢ ' (gG,), entonces h gz = z y asi, hx = gz.
Es decir, 6%(h) = 0" (g) para todo h € ¢ '(9G.), por lo tanto 6* envia
los puntos de la fibra ¢~'(gG,) en un tnico punto; ademas dado que ¢
es una funcion cociente, entonces, por el teorema de transgresion, existe
una unica funciéon continua f tal que fqg = 6*. Sin embargo, tenemos
que el diagrama de arriba es conmutativo y como la funcién f es tinica,
entonces f = 9_“3, por lo que 0= es continua.

Finalmente, 6 es equivariante pues 07(g(hG,)) = 0%(ghG,) =
ghx = g0 (hG.,). O
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2.3. Acciones de grupos compactos

Al suponer la compacidad de un grupo topoldgico G, se obtiene una
teoria muy rica y llena de muchos resultados en el estudio de los grupos
topoldgicos de transformaciones en los que actia G. En su libro [5],
Bredon se encarga de estudiar exclusivamente los G-espacios cuando G
es compacto. En esta seccién revisaremos algunos de estos resultados.

Proposicion 2.3.1. Sea un G un grupo topolégico compacto y X un
G—espacio, entonces la accion 0 : G X X — X es una funcion cerrada.

DEMOSTRACION. Sea F' un cerrado de G x X y sea z € O(F),
entonces por la proposicién 1.2.3 existe una red (ga,Za)aca en F' tal
que lim g,z = 2.

Como G es compacto, por la proposicién 1.2.4, la red (gq)aca tie-
ne una subred (gs)sep convergente a un elemento ¢g en G. Dado que
la inversién ¢ : G — G, 1(g) = g~ ! es una funcién continua, por la
proposicién 1.2.5 tenemos que la red (gﬁ’l) converge a ¢g~'. Entonces:

lim x5 = lim g[;l(g/gl'ﬁ) =g 'z
Por lo tanto lim (gs,75) = (9,9 'x) € F, pues F es cerrado y las redes
en F sélo convergen a puntos en F. Entonces gg 'z = z € 0(F). Por
lo que §(F) = 6(F). O
Proposicion 2.3.2. Sea X un G-espacio, con G un grupo compacto 1y
sea x € X. Entonces:

1. Para todo A cerrado de G y C cerrado de X, el conjunto AC
es un cerrado de X.
2. La proyeccion orbital m: X — X/G es cerrada.

DEMOSTRACION.

1. Por la proposicion 2.3.1 tenemos que 6 es cerrada y como A x C'
es cerrado en G x X entonces §(A x C') = AC es cerrado.

2. Sea C' un conjunto cerrado en X. Dado que X/G tiene la topo-
logia cociente, entonces 7(C') es cerrado si y sélo si 7 '7(C) =
GC es cerrado, lo cual es cierto por el primer inciso de esta
proposicion.

]

Proposicién 2.3.3. Sea (G, X, 0) un grupo topoldgico de transforma-
ciones con G compacto y x € X, entonces:
1. El movimiento 6* : G — G(z) es una funcidn cerrada.
2. La funcion 6% : G/G, — G(z) es un homeomorfismo equiva-
riante.
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DEMOSTRACION.

1. Sea F' un conjunto cerrado en G, dado que G es compacto
entonces F' es compacto. Como 67 es continua, entonces 6% (F)
es un compacto de G(z). Ademds, dado que todo subconjunto
compacto de un espacio Hausdorff es cerrado, entonces 67(F)
es cerrado.

2. Ya sabemos que 0% es una funcién biyectiva, continua y equi-
variante, probaremos que es cerrada. Sabemos que el siguiente
diagrama es conmutativo:

G - Q)

N

G/G,

Entonces, si F' es un cerrado de G/G,, tenemos 0%(F) =
fzoqoq Y (F) = 6°oq *(F). Como ¢ es continua, ¢ '(F)
es cerrado. Asimismo, por el inciso pasado sabemos que 6% es
cerrada, por lo que 8% og~!(F) es cerrado. Concluimos que 6% es
una funcién cerrada, por lo cual es también un homeomorfismo
equivariante.

]

Proposicién 2.3.4. Sea X un G-espacio, con G un grupo compacto y
sea x € X. Entonces:

1. Las orbitas son compactas y cerradas.
2. Los grupos de isotropia G, son cerrados y compactos.

DEMOSTRACION.

1. Dado que G es un subconjunto compacto, es también un cerrado
en su propia topologia, podemos afirmar por la proposicién 2.3.3
que el movimiento es una funcion continua y cerrada. De este
modo, 0*(G) = G(x) es compacto y cerrado en X.

2. Por la proposiciéon 2.2.9 los grupos de isotropia son cerrados, y
dado que G es compacto, entonces (G, también lo serd, puesto
que los conjuntos cerrados contenidos en compactos también
son compactos.

OJ

Proposiciéon 2.3.5. Sea X un G-espacio con G compacto, toda ve-
cindad U de un conjunto invariante A de X contiene una vecindad
invariante W tal que A C W C U.
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DEMOSTRACION. Sea A un conjunto invariante de X y U una ve-
cindad que contiene a A, definimos V = (X/G)\7(X \U) y afirmamos
que V es un vecindad de 7(A). Primero notemos que, por la proposicién
2.3.2, la proyeccion 7 es cerrada y por lo tanto V' es abierto.

Ahora probaremos que m(A) C V, para eso demostraremos que
(X \U) € X/G\ 7(A). Procedamos por contradiccién, supongamos
que existe z € X \U tal que w(x) ¢ X/G\7(A), olo que es equivalente
n(xz) € m(A). Entonces como A es invariante, G(x) C A, esto implica
que © € Ay esto contradice que A C U. Por lo tanto, n(X \ U) C
X/G\ 7(A), que es equivalente a 7(A) C X/G\n(X \U)=V. Por lo
tanto, como A es invariante, 7 lmw(A) = A C 7 (V).

Ahora veamos que 7 (V) es invariante. Para eso basta notar que
si z € 7 Y(V), entonces 7(z) € 7r (V) = V, por lo que G(x) =
77 '7(z) € 7~'(V). Entonces, para cualquier g € G, gv € 7' (V).

Por tltimo, veamos que 7 '(V) C U. Sea v € V, como V = X/G \
7(X \ U), entonces 7 '(v) N X \ U = 0, y por lo tanto, 7 '(v) C U.
Esto significa que 7 (V) C U.

Por lo tanto, el conjunto 7 (V') es una vecindad invariante tal que

AcaY(V)cCU. O

En el ejemplo 1.1.1 mostramos un caso en donde el espacio cocien-
te de un espacio T3§ no necesariamente es T?%v y dado que estamos
trabajando con espacios completamente regulares nos gustaria que el
espacio de érbitas sea un espacio completamente regular también. En la
siguiente proposicion veremos que si el grupo G es compacto, se cumple
esta propiedad.

Proposicion 2.3.6. Sea X un G-espacio con G un grupo compacto y
proyeccion orbital T : X — X/G. Si X es T; entonces X/G es T;, para
i€ {1,2,3,4}.

DEMOSTRACION. Si X es un espacio 7}, entonces cada punto es
cerrado, y por la proposicion 2.3.2 la proyeccion orbital es cerrada. Asi
7(z) = T es un cerrado en X/G para todo x € X, por lo tanto X/G es
T;.

Si X es un espacio T5, entonces tomemos dos puntos z; y o de
X/@G, los conjuntos 7 '(z7) y m !(73) son dos drbitas ajenas. Dado
que las dérbitas son compactas cuando G es compacto y como X es
T, entonces por las proposiciones 1.1.2 y 2.3.5 existen dos vecindades
ajenas e invariantes U y V de n~'(21) y 7! (23) respectivamente, por
lo que 7(U) y 7(V') son dos vecindades ajenas de 77 y 5.

El caso cuando X es T3 6 T, es completamente analogo a el caso de
1. O
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Cuando se pierde la propiedad de que el grupo que actia sobre
X es compacto, se pierden muchos de estos resultados, ain cuando el
grupo sea localmente compacto. Esto lo podemos ver en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 2.3.1. Sea G = (R*,-) el grupo multiplicativo de los reales
positivos, sea X = R? y 0 : RT™ x R* — R?, definida como 0(r,z) = rz.

Notemos que G((0,0)) = (0,0), y si (z,y) € R*\ {(0,0)} entonces
G(z,y) = {(sz,sy) : s € (0,0¢),(z,y) € R?}. Porlo tanto, si (z,y) #
(0,0), la érbita G(z,y) no es cerrada pues no contiene al punto (0,0),
el cual es punto de acumulacion, en adicion tampoco es compacta.

El espacio de drbitas R?/RT, no es Ty pues todas las vecindades
del punto (0,0) € R? contienen a una bola con centro en (0,0), por lo
tanto el tinico abierto de R*/RT™ que contiene a m((0,0)), donde 7 es
la proyeccion, es el espacio total.

Todo esto sucede a pesar de que RY es un grupo topoldgico local-
mente compacto y metrizable.

.
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FicurA 2. Accién cuyas orbitas no son cerradas ni compactas.

Ejemplo 2.3.2. Sea G =R y X =T = S' x S' ¢l toro, y sea a un
numero irracional. Definimos a la accion

G(t, (Zl7 22)) = (216(27#), 226(27T’iat))

La accidn es libre, para todo (z1,22) € S' x S' tenemos que Ry, ,,) =
{e}. Las orbitas se enredan de manera infinita alrededor del toro y son
un conjunto denso. Por lo tanto, para toda vecindad de (z1, z9) existen
una infinidad de arcos ajenos de su orbita. De este modo, la funcion

0Gr2) R/R(,, 2y = R = R(21, 22)

no es un homeomorfismo.
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F1curA 3. Orbita en el toro irracional.

F1GURA 4. Orbita en el toro irracional en otro modelo
del toro.



Capitulo 3

Acciones propias

3.1. Acciones Cartan propias

Como vimos en la seccién pasada, los grupos localmente compactos
pierden algunas de las propiedades que tienen los grupos compactos,
por lo que, si queremos generalizar dichas propiedades, debemos pedirle
ciertas condiciones a la accién del grupo G.

A continuacion veremos la definicién de un tipo especial de acciones
en G—espacios, las acciones propias. La definicion de dichas acciones
fue dada en 1960 por Palais en [4], y fue usada para extender algunas
propiedades presentes en las acciones de grupos compactos de Lie hacia
las acciones de grupos localmente compactos.

Definicién 3.1.1. Sean U y V' subconjuntos de un G-espacio X, defi-
nimos el transportador de U en V| al cual denotamos (U, V'), como:

(U V)={geG|gUnV #0}

Proposicién 3.1.1. Sean U, V' dos subconjuntos de un G-espacio X,
entonces (U, V) =(V,U)"!

DEMOSTRACION. Tenemos que gU NV = g(U N g 'V), entonces:

(UV)={9€G|gUnV #0} ={g € G|g(Ung™'V) # 0} =(V,U)"'

]

Definicién 3.1.2. Sean U y V subconjuntos de un G-espacio X, deci-

mos que U es delgado relativo o'V si (U, V) tiene cerradura compacta

en G. S1 U es delgado relativo consigo mismo entonces decimos que U
es delgado.

El orden de los conjuntos no importa en la definicién de delgado
relativo, como podemos notar en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.2. Sean U y V' subconjuntos de un G-espacio X,
entonces U es delgado relativo de V' si y solo si V' es delgado relativo
de U.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 3.1.1 tenemos que (U, V) =
(V,U)~', porlo tanto, si (U, V') es precompacto, también lo serd (V, U) ™"

27
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y dado que la funcién inversion ¢ : G — G es un homeomorfismo,
L((V,U)"') = (V,U) también es precompacto. O

Proposicion 3.1.3. Sean U y V subconjuntos delgados relativos de un
G-espacio X, entonces también lo son:

1. Cualesquiera dos traslaciones de U y V.
2. Cualesquiera dos subconjuntos U' C U y V' C V.

DEMOSTRACION.

1. Lo probaremos para el caso en el que las dos traslaciones son
izquierdas, cuando son derechas o una es izquierda y la otra es
derecha, es andlogo.

Sean ¢U y g2V traslaciones de U y V. Afirmamos que
92(U, Vg = (91U, 92V'). Sea 9299, " € g2{U, V)gy ' asi,

(92997 ) 91U 0 gV = gogU N g5 V.

Dado que g € (U, V), existe z € gU NV por lo tanto gyx €
929UNg,V, entonces (9299, ' )g1UNgV # 0, es decir (gagg, ') €
(01U, g2V').

Ahora sea g € (g.U, goV') entonces gg:U N goV # (), por lo
tanto:

95 991U N gy tgaV #£ )
95 g UNV #0

Lo que significa que g5 'gg1 € (U, V), por lo tanto g €
92(U.V)g; . Con esto tenemos que go(U, V)gy ' = (91U, g2V')
y dado que la traslacién es un homeomorfismo se tiene que
(U, V) es precompacto, entonces go(U, Vg, ' = (iU, g2V) es
precompacto.

2. Tomemos dos subconjuntos U' C U y V' C V. Si (U, V') es
vacio se implica que es precompacto, por lo tanto supongamos
que no es vacio. Afirmamos que (U, V') C (U, V) Sea g €
(U', V"), entonces gU' N'V' # ), pero gU" C gU y V' C V,
entonces () # gU' NV’ C gU NV, por lo tanto g € (U, V).

Como (U, V") € (U,V) y dado que el operador cerradura
es monotono tenemos (U', V') € (U, V), y por la compacidad

de (U,V), entonces (U',V') es compacto por ser un cerrado
contenido en un compacto.

O

Definicion 3.1.3. Sea G un grupo topolégico localmente compacto.
Sea X un G-espacio, decimos que X es un espacio propio en el
sentido de Cartan o espacio de Cartan si cada punto x de X
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tiene una vecindad delgada. También decimos que la accion de G sobre
X es Cartan prop:ia.

Algunas de las propiedades que se cumplen cuando el grupo que
actiia en un G-espacio es compacto, también se cumplen en el caso en
que tenemos un G-espacio de Cartan, como las que veremos a conti-
nuacion.

Proposicién 3.1.4. Sea G un grupo localmente compacto. Sea X un
G-espacio de Cartan y v € X, entonces:

1. Las orbitas son cerradas en X .
2. El grupo de isotropia de x es compacto.

DEMOSTRACION.

1. Sea y € G(x) y sea U una vecindad delgada de y. Por la propo-

sicién 1.2.3, sabemos que existe una red (go%)qaca en G(x) que
converge a ¥, entonces existe ag € A tal que g, € U para todo
a > Q.

Sea o = «ag entonces g, € U y sabemos que

(gaggol) (gaom) = Ga

ademds como o y gao estan en U, tenemos que (gagg, ) €
(U,U) para todo a » «.
Por lo tanto, la red (g9, )axa, €std contenida en el compac-

to (U, U), y por la proposicién 1.2.4 existe una subred (gsg,. ) se s
convergente.

La traslacion derecha R, ~es una funcion continua, entonces
por la proposicion 1.2.5 la red

(Ry,, (98900 ))peB = (9890, Yao)sen = (98)pen
converge a un elemento g de G.
Por el primer inciso de la proposicién 1.2.1 sabemos que
toda subred de una red converge al mismo punto, entonces:

y = lim g,z = lim ggz = gz
Por lo tanto y = gx € G(z). Concluimos asi que G(z) =
G(x).
. Sea V una vecindad delgada de z. Entonces {x} C V, por la
proposicién 3.1.3 tenemos que el conjunto ({z},{z}) = G, es
precompacto, pero los grupos de isotropia son cerrados, por lo
tanto (G, es compacto.

]

Por la proposicién anterior tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.1.1. Sea G un grupo localmente compacto. Sea X un G-
espacio Cartan propio Ty entonces X/G es un espacio T;.

DEMOSTRACION. Dado que X/G tiene la topologia cociente, en-
tonces {z} es cerrado si y solo si 77'(z) = G(z) es cerrado, lo cual es
cierto por la proposicién 3.1.4, por lo tanto X/G es Tj. (]

A pesar de que los espacios de Cartan preservan algunas de las
propiedades que cumplen los G—espacios con G compacto, sigue sin
ser una buena generalizacion a los grupos localmente compactos. En
el siguiente ejemplo mostramos que la propiedad de heredar el axioma
de separabilidad T, al espacio de Orbitas no es cierta en general en los
espacios de Cartan.

Ejemplo 3.1.1. Sea X ={(z,y) e R? : -1 <z <1}, yG=R.
Definimos la accion 6 de R en X como:

a) 9(t7 (_17 7/0)) - (_17 Yo — t)
¢) Para (x9,90), con —1 < xg <1, sea Iz 4, la traslacion vertical

s </ 2
de la grdfica de la funcion y = =, tal que (20, Yo) € T (ag.y0)-
Definimos 0(t, (xo,y0)) como el punto (x,y) en Iy tal que
la longitud del arco de T'(5, ) entre (xo,y0) y (2,y) es |t y
x es mayor o menor que Ty dependiendo de si t es positivo o

negativo.

FicurA 1. Orbitas de la accién € en X.
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Notemos que si K C X es un conjunto acotado, entonces K es
delgado si y sélo si no interseca al mismo tiempo a las lineas v =1 y
x = —1. Por lo tanto, X es un R—espacio de Cartan.

Pero notemos que la R saturacion de cualquier abierto que conten-
ga a la orbita de R((—1,y)) interseca a cualquier abierto de la drbita
R((1,y)), pues las rectas x = 1 y x = —1 son asintotas de las grdficas
U(z0.40), €ntonces no podemos separar a dichas orbitas en dos abiertos
invariantes. Por lo tanto el espacio de drbitas X/G no es Ty

Proposicién 3.1.5. Sea G un grupo localmente compacto. St X es un
G-espacio de Cartan y x € X, entonces el movimiento inducido por x,
67: G — G(x), 0°(g9) = gz, es una funcion abierta.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 2.1.2 sabemos que G es un
espacio homogéneo, por lo tanto, basta probar que si U es una vecindad
de e en G, entonces §7(U) = Ux es abierto en X. Supongamos ahora
que no es abierto, entonces existe una red (gqo)aca tal que g, ¢ U(x)
pPero gox ~~ .

Si que g, € UG, tenemos asi que g,x € U(x), pero sabemos que
gaxr ¢ U(x) se implica que g, ¢ UG,.

Afirmamos que ninguna subred de (gq)aca converge a un elemento
de G,. Supongamos que si, entonces sea (g,),er una subred tal que
limg, = g € G, como g € G, C UG, y dado que U es abierto,
tenemos que UG, es abierto, por lo tanto existe v, tal que g, € UG,
para todo v > 7y, lo cual es una contradiccion pues ningin g, pertenece
a UG,.

Sea V una vecindad delgada de x. Como g,x ~~ x, entonces existe
una subred (gs)sep tal que ggz € V, dado que z € V' y gz € V,
tenemos que (gg)ses C (V, V) C (V, V). Este dltimo es compacto pues
V es delgado, por lo tanto, por la proposicién 1.2.4, lared (gs)sep tiene
una subred que converge a un elemento g € G.

De este modo, dado que en los espacios Haussdorff las redes tienen
un tnico punto de convergencia y dado que toda subred converge al
mismo punto que la red, tenemos que gr = lim g,x = z, por lo tanto
g € G, lo cual contradice que ninguna subred de (g,) converge a un
elemento de GG,. Por lo tanto U es abierto. ]

Proposicion 3.1.6. Sea G un grupo localmente compacto. Si X es un
G—espacio de Cartan y x € X, la funcion biyectiva 6% : G/G, — G(x),
9gG, — gx, es un homeomorfismo equivariante.

DEMOSTRACION. Sabemos que la funcién 6% se factoriza como en
el siguiente diagrama
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G - G2)

N

G/G,

donde ¢ : G — G/G, es la funcién cociente, por lo tanto si tene-
mos un abierto U de G/G, su preimagen bajo ¢, ¢~ '(U), es un con-
junto abierto de U, y dado que 6* es abierta, entonces 6%(¢ 1 (U)) =
07qq~ (U) = 6%(U) es abierto.

Podemos concluir que 6% es abierta, continua, biyectiva y equiva-
riante, por lo que es un homeomorfismo equivariante. 0
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3.2. Acciones Bourbaki propias

Nicolas Bourbaki nos presenta otra definicién de accion propia en su
obra [6]. Antes de continuar necesitamos definir lo que es una funcién
perfecta y ver algunas de sus propiedades.

Definicion 3.2.1. Sean X y Y espacios topoldgicos, decimos que la
funcion continua f : X — 'Y es perfecta, si:

1. f es cerrada,
2. para todo y € Y, su fibra f~(y) es compacta.

Notemos que todo homeomorfismo es una funcién perfecta, pero
como vemos en el siguiente ejemplo no toda funcién perfecta es homeo-
morfismo:

Ejemplo 3.2.1. Consideremos los espacios X = {1,2}, Y = {0} con
la topologia discreta, y sea h : X — 'Y la funcion constante h(x) = 0,
dicha funcidn es continua, cerrada y la fibra f~'(0) = {1,2} es un
conjunto compacto, pero no es un homeomorfismo pues h no es una
biyeccion.

Las siguientes propiedades nos ayudaran al momento de trabajar
con funciones perfectas y la demostracion de las mismas se puede en-
contrar en [1].

Proposicion 3.2.1. Sea f : X — Y wuna funcion perfecta, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

1. La composicion de funciones perfectas es perfecta.

2. El producto de dos funciones perfectas es perfecta.

3. Para todo cerrado C de X la restriccion flo : C — Y es per-
fecta.

4. Sig: X — Z es perfecta, entonces la diagonal de f y g, (f,9) :
X =Y XZ, (f,9)(x)=(f(x),g(x)), también es perfecta.

Una definicién intimamente relaciona con la de funcion perfecta es
la de funcién propia.

Definicion 3.2.2. Sea f : X — Y wuna funcion entre dos espacios
topoldgicos, decimos que f es propia si la preimagen de cualquier con-
junto compacto de Y es compacto en X.

Proposicién 3.2.2. Sea f: X — Y una funcion continua entre dos
espacios topoldgicos. Si f es perfecta entonces f es propia.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién perfecta. Sea K un
subconjunto compacto de Y y sea U = {U,}aca una cubierta abierta
de f~'(K). Entonces para todo k € K tenemos que U es una cubierta
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abierta para f (k). Dado que f es perfecta entonces f (k) es com-
pacto, por lo que existe una subcubierta abierta finita de U que cubre a
f1(k), es decir, para todo k € K existe un subconjunto finito 3, C A
tal que (k) C Uxeg,Ux. El conjunto X \ Upeg, Uy es cerrado en X,
por lo tanto f(X \ Uaep,Ua) es cerrado en Y, pues f es cerrada por ser
perfecta. Entonces el conjunto

Vi =Y\ f(X \ Uxe, Un)

es abierto en Y. Notemos que V}, contiene a k, por lo que K C Ugcg Vi

y, dado que K es compacto, existe una subcubierta abierta finita de
Ukex Vi que cubre a K, es decir, existe un subconjunto finito {ky, ko, ..., k,} C
K tales que K C U ,Vj,. Como cada subconjunto 3 C A es finito en-
tonces el conjunto de indices B = U], 3, es unién finita de conjuntos
finitos, por lo tanto B es finito. Por como construimos a Vj tenemos

que Vi, C Uyxep, Uy, entonces

JHE) € fHUL Vi) C UneUa

es decir, encontramos una subcubierta finita de I que cubre a f~!(K),
entonces f1(K) es compacto, por lo tanto f es propia. [

Ambas definiciones, la de funcién perfecta y funcion propia, son
equivalentes cuando el espacio Y es localmente compacto, donde f :
X — Y. Esta y otras equivalencias las podemos resumir en la siguiente
proposicion, cuyas pruebas se pueden encontrar en [4], [6] y en [1].

Proposicién 3.2.3. Sean X y Y espacios topoligicos con Y local-
mente compacto y [ : X — Y wuna funcion continua. Entonces son
equivalentes
= f es perfecta,
= f es propia,
s [ es universalmente cerrada, es decir, para cada espacio Z, la
funcion fx 15 : X x Z =Y x Z es cerrada,
» Para cada red (x4)aca de X tal que (f(Ta))aca converge a un
puntoy € Y, existe una subred (x5)gep de (To)aca que converge
a un punto x € X tal que f(x) =1y.

Definicion 3.2.3. Sea X un G-espacio, decimos que X es un espacto
propio en el sentido de Bourbaki o espacio Bourbaki propio
si la funcion continua 6 : G x X — X x X, definida como:

i(g, ) = (z, gz)

es perfecta. En este caso diremos que la accion de G en X es propia
en el sentido de Bourbak:.
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Por la proposicion 3.2.3 y de la definicion 3.2.3 tenemos la siguiente
definicion alternativa que nos sera muy 1til pues nos permite trabajar
con redes.

Corolario 3.2.1. Sean G un grupo topoldgico y X un G—espacio. En-
tonces, X es Boubaki propio si y sélo si dados x, y € X, para cada
red (ga) de Gy para cada red (z,) de X tales que (x,) converge a x y
(gaa) converge a vy, existe una subred (gz) de (ga) que converge a un
g € G tal que gx = .

Sabemos que si tenemos un espacio X entonces, X x X es localmente
compacto si y sélo si X es localmente compacto, de este hecho y por la
proposicion 3.2.3 y de la definicién 3.2.3, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. Sea X un G-espacio con X localmente compacto, X
es un espacio Bourbaki propio si y solo si la funcion § : GX X — X x X,

d(g,x) = (z, gx) es propia.
Lema 3.2.1. Sea X un espacio compacto, entonces la proyeccion ms :
X XY =Y, m((zx,y) =y es una funcidn perfecta.

DEMOSTRACION. Primero veamos que 7 es una funcién cerrada.
Sea C' un subconjunto cerrado en X X Y, queremos ver que my(C') es
un subconjunto cerrado en Y. Sea (¥q)aca una red contenida en 7y (C)
tal que (y,) ~ ¥, queremos probar que y € my(C').

Dado que y, € m(C), podemos elegir para todo o € A un punto
o € X tal que (24,Ys) € C. Por la compacidad de X tenemos que
existe una subred (z3)sep de (Za)aca tal que converge a un punto
z € X. Entonces, tenemos (z3) ~» = y que (yg) ~ y, por lo tanto
(zg,yp) ~ (z,y), y dado que C es cerrado, entonces (z,y) € C, por lo
tanto y € my(C).

Ahora, si y € Y, entonces mo({y}) = X x {y}, el cual es compacto
por la compacidad de X, por lo tanto ms es una funcion perfecta. [

Proposicién 3.2.4. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio, en-
tonces:

1. La accion 6 de G en X es una funcion perfecta, 0 : Gx X — X.
2. La proyeccion orbital m : X — X/G también es perfecta.
3. La accion de G en X es Bourbaki propia.

DEMOSTRACION. 1. Consideremos la funcién ¢ : G x X —
G x X dada por «a(g,z) = (g,gz). Por la continuidad de la
accién 6 tenemos que « es continua y su inversa es a~'(h,y) =
(h, h~'y), por lo que es un homeomorfismo. Entonces, tenemos
el diagrama conmutativo:
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Gx X —2-GxX

x 1”2
X
Como G es compacto, por el Lema 3.2.1 7, es perfecta. Por
lo tanto # = w5 0 .

2. Para verificar que 7 es cerrada, sea A C X cerrado, p(A) es
cerrado si y sélo si p~'(p(A)) lo es. Entonces,

7' (1(A)) = GA = (G x A)

es cerrado pues G X A es cerrado en G x X y 0 es perfecta.
Ademads, por la continuidad del movimiento inducido 6%, tene-
mos que cada fibra es compacta p~ () = G(z) = 0°(G) pues
G es compacto. Por lo tanto, 7 es perfecta.

3. Para ver que X es un G-espacio Bourbaki propio observemos
que ¢ es la diagonal de 7y y 0, es decir § = (m,0), por lo que
es perfecta.

O

Para los resultados posteriores necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.2. Sean X y Y dos espacios topologicos y sea f: X — Y
una funcion continua, abierta y suprayectiva. Definimos el conjunto
K ={(z,y) | f(z) = f(y)}, el cual es un subconjunto de X x X. En-
tonces, Y es un espacio de Hausdorff si y solo si K es cerrado.

Proposicién 3.2.5. Sea G un grupo topologico y X un G—espacio
Bourbaki propio. Entonces X/G es de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sea R = {(z,y) € X x X |n(z) = 7n(y)} el
producto fibrado de la proyeccién orbital 7 : X — X/G. Entonces,
X/G es de Hausdorff si y sélo si R € X x X es cerrado. Como
0 : Gx X — X x X es perfecta, en particular es cerrada, por lo
que §(G x X) = R es cerrado. O

Proposicién 3.2.6. Sea G un grupo topologico y X un G-—espacio
Bourbaki propio. Entonces, para cada v € X se tiene:

1. El movimiento inducido 6 : G — X es una funcién perfecta.

2. El subgrupo estabilizador G, es compacto.

3. La orbita G(z) C X es cerrada.

4. La funcion biyectiva 0° : G/G, — G(x) es un homeomorfismo
equivariante.

DEMOSTRACION.
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1. Si restringimos § a la preimagen 6 '({z} x X) = G x {z}
tenemos que es una funcién perfecta, pues G x {x} es cerrado
de G x X. Ahora observemos que 6 se factoriza como

Gx {z} 2= {2} x X

/| |-
G—" X
donde f es el homeomorfismo f(g) = (g,z). Luego, 6 =
m0 [ es perfecta.

2. Ahora, G, = (#%)~'(x) es compacto pues 6 es perfecta.

3. Como 6% es perfecta entonces #*(G) = G(x) C X es cerrado.
4. Finalmente, consideremos el siguiente diagrama conmutativo
G—" -x
b
G/Gy T~ G(x)

donde i : G(z) — X es la inclusion y p: G — G/G, es la
proyeccién. Sea C' C G/G, un subconjunto cerrado, entonces
tenemos

0=(C) = 0=(pp™'(C)) = 6" (p~'(C))
es cerrado en X y por lo tanto en G(z).
UJ

Los GG—espacios Bourbaki propios se definen en general y no requie-
ren que el grupo sea localmente compacto. Sin embargo, en el caso en
que el grupo G es localmente compacto, las acciones Bourbaki propias
tienen una caracterizacion que nos resultard muy 1til para extender
nuestra teoria y generalizar las propiedades de los grupos compactos,
ademas de que nos permitird comparar nuestra definicion de accion
propia con otras definiciones.

Teorema 3.2.1. Caracterizacion acciones Bourbaki propias.
Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. La accion de G en
X es propia en el sentido de Bourbaki si y solo si para cualesquiera
z,y € X ezisten vecindades V,,V, en X de x y y respectivamente,
tales que son delgadas relativas entre ellas.

DEMOSTRACION. Si GG es compacto, la cerradura de cualquiera de
sus subconjuntos es compacta, luego, por el resultado obtenido en la
Proposicion 3.2.4, la caracterizacién se cumple para cualquier G-espacio
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con V, = V, = X. Consideremos entonces el caso cuando G no es
compacto.

=) Supongamos que la accién de G en X es Bourbaki propia. Sea
G* = G U {oo} la compactacién por un punto de G. Consideramos la
grafica de la acciéon T' = {(g,z,9z) | g € G,z € X} como subconjun-
to de G* x X x X. Afirmamos entonces que I es cerrado en G* x X x X.

Sea [ ={(g,9) | g € G} la grifica de la inclusién G — G*, enton-
ces, por el teorema de la grafica cerrada (1.1.2), I'" C G'x G* es cerrado.
Usando el homeomorfismo canonico de G x G* a G* x G podemos su-
poner que I'' C G* x G es cerrado. Dado que la accién de G en X es
Bourbaki propia la funcién 6 : Gx X — X x X, §(g,z) = (z, gx) es per-
fecta y la funcion Idg+ : G* — G* también es perfecta, recordando que
el producto de dos funciones perfectas es una funcién perfecta, entonces
tenemos que Tdg- X0 : G*XGXx X = G*x X x X, (g,9,2) = (g, %, 9x)
es perfecta.

Como I" ={(g9,9) | g € G} C G* x G es cerrado entonces I'' x X C
G* x G x X es cerrado, por lo tanto la imagen

(Idg x )(I" x X) = {(g,,92) | g € G,z € X} =T
es un cerrado de G* x X x X.

Dado que el producto de el producto de espacios regulares es un
espacio regular, tenemos que G* x X x X es regular, ademas

({oo} x X x X)NT' =10

entonces, para cualesquiera z, y € X existen vecindades 1, V, en
X de z e y respectivamente y un subconjunto compacto K de G tales
que ((G\ K) U {oo}) x V; x V, es una vecindad de (oo0,z,y), en el
espacio G* x X x X, ajena a I.

Supusimos que G no era compacto, asi que K ; G, lo que implica
que G\ K # (. Sea h € G\ K, entonces ({h} x V, xV,)NT =0, y por

la definicién de T' tenemos que hV, NV, = () entonces
g€ G| gVanV, £0} = (V,,V;) C K

y como K es compacto de G tenemos que (V,,V)) tiene cerradura
compacta en G.

<) Ahora supongamos que para cualesquiera z,y € X existen ve-
cindades V,,V,, en X de z y y respectivamente, tales que son delgadas
relativas entre ellas y veamos que 6 : Gx X — X x X, d(g,z) = (x, gx)
es perfecta.
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Sea F' C (G x X) cerrado, mostraremos que §(F) C (X x X) es ce-
rrado. En efecto, sea (z,%) € 6(F). Entonces, existe una red (ga, To)aca
en F' tal que 0(ga, o) ~ (7,7y). Por la definicién de 6, esto sucede si y
s6lo si Ty ~ Ty goTe ~ y. Sean V,, V, vecindades de = y y delgadas
relativas entre ellas. Entonces, existe un indice «q tal que x, € V, para
cada o = g y existe un a; = o tal que goz, € Vj para cada o = .
En este caso,

JaTa € goVy NV, para cada o = .

Esto significa que la red (gq)axa, €std contenida en (V;, V;). Como este
ultimo conjunto tiene cerradura compacta en (G, debe existir una subred
convergente (gs)gen de (ga)a>a,- Si gs ~ g, entonces como zz ~> ,
tenemos (g,z) € F = F. De dénde (z, gr) € 6(F). Como la accién es
continua, gsrs ~> gz, asi que gr =y, por lo que (z,y) € §(F), lo que
implica que 0(F) es cerrado.

Observemos finalmente que para (z,y) € X x X, la fibra corres-
pondiente es un conjunto compacto.

0 (@, y) = {(9:2) | (2,92) = (z,9)} = {(g,2) | gz =y} = (z,y) x {z}
Pero (z,y) C G es cerrado y estd contenido en (V,,V,), por lo que es
compacto al igual que la fibra. O

Proposicién 3.2.7. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y
X un G—espacio. St X es un espacio Bourbaki propio, entonces X es
un espacio Cartan propio.

DEMOSTRACION. Sea z € X un elemento arbitrario, dado que G
es localmente compacto, por lel teorema 3.2.1 existen dos vecindades
V vy U de x delgadas relativas. Dado que UNV Cc Uy UNV CV, por
la proposicién 3.1.1 tenemos que U NV es una vecindad delgada de =z,
por lo que X es Cartan propio. 0]
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3.3. Acciones Palais propias

En su trabajo [7], Palais dio una definicién de accién propia maés
fuerte que la dada por Cartan. Esta es la definicion mas usada en la
literatura y al tipo de acciones que define se les llama acciones Palais
propias o simplemente acciones propias.

Definicién 3.3.1. Un subconjunto S de un G-espacio X es un sub-
congjunto pequeno de X si cada punto de X tiene una vecindad del-
gada relativa a S.

Definicion 3.3.2. Sea G un grupo topolégico localmente compacto.
Sea X un G-espacio, decimos que X es un espacto propio en el
sentido de Palais si cada punto X tiene una vecindad pequena. En
este caso decimos que la accion del grupo G en X es Palais propia
o simplemente propia.

Notemos que la definicion de espacio Cartan propio es local, pues
las vecindades delgadas sélo son delgadas relativas consigo mismas,
mientras que la definicién de Palais propio es global. Es por esto que
tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3.1. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces,
cada G—espacio Palais propio es Cartan propio.

DEMOSTRACION. Sea X un G —espacio propio en el sentido de Pa-
lais y x € X. Sea S una vecindad pequena de z y V una vecindad de
x delgada relativa a S. Entonces, por la proposicién 3.1.3, VNS CV
es una vecindad delgada de . 0]

Los espacios Palais propios también son una generalizacién de los
espacios Bourbaki propios.

Proposicién 3.3.2. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto.
Si X es un G—espacio Palais propio, entonces es un G—espacio Bour-
baki propio.

DEMOSTRACION. La prueba de este hecho se sigue inmediatamente
de la definicién de espacio Palais propio y de la caracterizacion de los
espacios Bourbaki propios, este tltimo visto en el teorema 3.2.1. ]

Como corolario directo de esta proposicién tenemos que en los es-
pacios Palais propios se cumplen todos los resultados que tenemos para
los espacios Cartan propios y los espacios Bourbaki propios.

Corolario 3.3.1. Sea G un grupo localmente compacto. Sea X un
G—espacio Palais propio, entonces:

m Las orbitas son cerradas en X.
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El grupo de isotropia de = es compacto.

» 5i X es un espacio Ty, entonces X/G es un espacio Ty.

Si X es un espacio Ty, entonces X/G es un espacio Ts.

La funcion biyectiva 6° : G/G, — G(z), gGy — gz es un
homeomorfismo equivariante.

Lema 3.3.1. Sea G un grupo localmente compacto y X un G—espacio.
Si f: X = R es continua y H C G es compacto, entonces la funcion:

p: X >R
¢(2) = sup f(gz)
geEH

es continua.

DEMOSTRACION. Sea z € X y £ > 0. Tanto la accién de G en X
como f son continuas, por lo que para todo g € GG existen vecindades
Wy, C GdegyV,CX de z tales que

|f(hy) — f(g2)| < e

para cualesquiera h € W,, y € V,.

El conjunto {W,}, € G es una cubierta para G' y en particular
para H, por la compacidad de H, existen ¢q,...,¢, € GG, tal que H C
Ui, Wy,. Definimos Vy = (., la vecindad correspondiente de z.

Entonces, para cada y € Vg y cada g € H existe i € {1,...,n} tal
que g € W,,. Como y € Vy C Vj,,

|f(gy) — f(g2)| <e

por lo tanto

|sup f(gy) —sup f(g2)| <e
geEH geH

Es decir, ¢ es continua en z. ]

Existen espacios que son Bourbaki propios pero no son Palais pro-
pios. A continuacién mostramos un ejemplo de un espacio que a pesar
de ser Bourbaki propis no cumplen con ser Palais propio. Dicho ejemplo
se encuentran en el articulo [8], el cual se recomienda consultar para
profundizar més en el ejemplo.

Ejemplo 3.3.1. Sean M y N wariedades suaves de dimension finita
con M compacto y tales que dim(N) > dim(M). Sea Imm (M, N) el
espacio de las inmersiones suaves que van de M a N. Si consideramos



42 3. ACCIONES PROPIAS

el grupo de Lie de Fréchet Dif f(M) de todos los difeomorfismos de
M, entonces

¢:Dif f(M)x Imm(M,N)— Imm(M,N)

o(f,9)=gof

es una accion suave que es Bourbaki propia, de hecho el espacio de orbi-
tas Imm(M,N)/Dif f(M) es un espacio de Hausdorff, pero el grupo
Dif f(M) no es localmente compacto, por lo que la accién no es Palais
propia.

La propiedad de ser Palais propio resulta ser aiin mas fuerte que
ser Bourbaki o Cartan propio, pues si el espacio fase es de Tychonoff
también lo sera el espacio de orbitas. La prueba de dicho resultado
se encuentra en [7], pero se utilizan resultados de teoria de la medida.
Aqui presentamos una prueba mas elemental, la cual puede encontrarse
en [9].

Proposicién 3.3.3. Sea G un grupo localmente compacto y X un G-
espacio propio y de Tychonoff, entonces X/G es de Tychonoff.

DEMOSTRACION. Sean 7 € X/G y F C X/G un cerrado tal que,
T ¢ F.Sear:X — X/G la funcién orbital y supongamos que =
7(z) para algin x € X. Si F' = 7~!(F), entonces F' C X es cerrado,
invariante y ajeno a la 6rbita G/(z). Mostraremos que existe una funcién
continua e invariante ¢ : X — [0, 1] tal que ¢(G(z)) =1y ¢(F) = 0.

Sea U C X una vecindad pequena de x. Como X es de Tychonoff,
existe una funcién continua f : X — [0, 1] talque f(z) =1y f(X\U) =
0. Para cada z € X definimos ¢ como

¢(z) = sup f(g2).

geqG

Veamos que ¢ es invariante. En efecto, para cada h € G, z € X,
tenemos

¢(hz) = sup f(g(hz)) = sup f((gh)z) = sup f(tz) = ¢(z)
geq geG teG
pues Ry, : G — G, Ry(g9) = gh es un homeomorfismo en G. Es claro
que ¢(G(z)) =1y ¢(F) = 0. Ahora probaremos la continuidad de ¢.
Sea x € X. Dado que U es una vecindad pequena, existe una ve-
cindad V' C X de z tal que K = (U,V) es compacto. Sea y € V,
afirmamos que
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En efecto, pues si g ¢ K~', entonces g' ¢ (U, V), es decir, g~'UN
V = (). Por lo tanto, dado que y € V, tenemos que y ¢ g U o, lo que
es lo mismo, gy ¢ U. Por lo que f(gy) = 0.

Por la compacidad de K y por el lema 3.3.1 tenemos que ¢ es
continua en V' pero como tomamos un z arbitrario tenemos que ¢ es
continua es todo X.

Como ¢ es invariante, se factoriza a través de la proyeccion orbital
p vy una funcién continua ¢:

X —20,1]

| A

X/G
Por lo tanto, ¢(Z) =1y ¢(F) = 0. O

A continuacion presentamos dos ejemplos interesantes de acciones
Palais propias, que muestran su importancia y presencia en la literatura
matemadtica. El primer ejemplo se encuentra en [10] y el segundo en
[11].

Ejemplo 3.3.2. Diremos que un espacio métrico (X,d) es propio,
o de Heine-Borel, si todas las bolas de radio finito tienen cerradura
compacta. Si (X,d) es un espacio métrico propio entonces su grupo

Iso(X)={f: X = X : d(f(x), fly) = d(z,y)} de todas las iso-

metrias de X es localmente compacto y la accion:

¢:1s0(X)x X - X
o(f,x) = f(z)

es Palais propia.
Ejemplo 3.3.3. Denotemos con cc(R™) al hiperespacio de todos los

subconjuntos compactos no vacios del espacio euclidiano R™, n > 1,
equipado con la métrica de Hausdorff:

dy (A, B) = max{supd(b, A),supd(a, B)}
beB acA
donde d es la métrica euclidiana en R™.
Denotaremos con c¢b(R"™) al subespacio de cc(R™) que consiste de
todos los cuerpos compactos convexos de R™ de interior no vacio.
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Sea T, : R" —» R", T,(z) = v+ x la traslacion por el vector v y sea
GL(n) el grupo general lineal, es decir, el grupo de todas los automor-
fismos lineales de R". Denotemos por Aff(n) al grupo de transforma-
ciones afines de R", es decir:

Aff(n)={¢oT, : ¢ € GL(n), v € R"}.

Tenemos que para todo g € G y todo A € cb(R™) el conjunto gA =
{ga : a € A} tiene interior no vacio por lo que gA € cb(R™), entonces
podemos definir la accion:

¢ Aff(n) x cb(R") — cb(R")
o(f, A) = [lA]

dicha accion es continua y es Palais propia.

Ya hemos visto que si G' es localmente compacto entonces todo
G —espacio Palais propio es Bourbaki propio y que todo G—espacio
Bourbaki propio es Cartan propio. A continuacién veremos en qué casos
estas definiciones coinciden.

Lema 3.3.2. Sea G un grupo localmente compacto. Si X es un G-
espacio de Cartan y X /G es reqular, entonces X es un G-espacio propio
en el sentido de Palais.

DEMOSTRACION. Sea x € X y U una vecindad delgada de z en X,
Sea m : X — X/G la proyeccién orbital, sabemos por la proposicién
2.2.6 que 7 es abierta. Entonces 7(U) es un abierto de m(x) = T en
X/G.

Como X /G es un espacio regular, existe una vecindad abierta W
en X/G tal que x € WcWwc 7©(U). Por lo tanto, W = wil(/Wv) es

una vecindad abierta e invariante de G(z) en X y F' = 77'(W) es un
conjunto cerrado e invariante de G(x) tal que z € G(x) C W C F C
7' (U) = G(U). Definimos O = W NU y afirmamos que O es una
vecindad pequena de =z € X.

Si y € G(U), entonces existe g € G tal que y € gU vy, por la
proposicion 3.1.3, tenemos que gU es vecindad abierta de y delgada
relativa a U; ademds, por la misma proposicién, gU es delgado relativo
a 0.

Siy ¢ G(U), entonces X \ F' es una vecindad abierta e invariante
de y. Ademds dado que O C W C F, entonces (X \ F,0) = 0 por lo
que X \ F es delgado relativo a O. Por lo tanto, X es un espacio Palais
propio. [
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Lema 3.3.3. Sea X un espacio localmente compacto y f: X — Y una
funcion sobreyectiva, continua y abierta. Entonces, Y es localmente
compacto.

DEMOSTRACION. Sean y € Y y V una vecindad de y. Dado que f
es suprayectiva, existe x € X tal que f(z) =y y por la continuidad de
f tenemos que f~!'(V) es una vecindad de z. Como X es localmente
compacto, existe una vecindad de z, U, tal que x €¢ U c U C f~'(V),
y U es compacto. Por lo tanto, f(z) =y € f(U) C f(U) CV,y dado
que f es abierta y continua tenemos que f(U) es abierto y que f(U)
es compacto. Ademds sabemos que todo subconjunto compacto en un
espacio Hausdorff es cerrado, entonces f(U) es cerrado y dado que la
cerradura de un conjunto es el menor cerrado que lo contiene, tenemos:

ye fU)CfU)CfU)CV
Por lo tanto, Y es localmente compacto. [

Teorema 3.3.1. Sea G un grupo localmente compacto. Si X es un
G-espacio localmente compacto, entonces son equivalentes:

i) La accion de G en X es propia en el sentido de Bourbaks.
ii) La accion de G en X es propia en el sentido de Cartan y X/G
es Hausdorff.
iii) La accidn de G en X es propia en el sentido de Palais.

DEMOSTRACION. 7) = ii). Esta implicacién se sigue de las propo-
siciones 3.2.5 y 3.2.7.

i1) = 1ii). Como la proyeccién orbital 7 : X — X/G es conti-
nua, abierta y suprayectiva y como X es localmente compacto, por el
lema 3.3.3 se sigue que X/G es localmente compacto. Por hipdtesis,
X/G también es de Hausdorff, entonces por la proposicién 1.1.1 X/G
es (completamente) regular. Y, por el lema 3.3.2, X es propio en el
sentido de Palais.

i11) = 1) Se sigue de la proposicién 3.3.2. O

3.4. Acciones propiamente discontinuas

En su articulo [7] R. Palais menciona que la eleccién del nombre de
la acciones propias viene de la definicion clasica de accién propiamente
discontinua en la teoria de grupos discretos, puesto que en el caso de
que el grupo topolégico G sea discreto, es decir esta dotado de la to-
pologia discreta, entonces una accién (Palais) propia serd propiamente
discontinua.
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En la literatura matematica existen diferentes definiciones de accion
propiamente discontinua, primero veamos una de las definiciones mas
usadas y después la relacién que existe entre algunas de las demas
definiciones de accién propiamente discontinua y las acciones propias.

Definicion 3.4.1. La accion de un grupo discreto G en un espacio X
se llama propiamente discontinuo si cada par de puntos x,y € X
existen vecindades U de x y V de y tales que gU NV # () para todos
los elementos g € G, salvo para una cantidad finita.

Esta definicién aparece en [12] y en [13], en [14] la definicién es la
misma pero se pide la condicién de que el espacio fase de la accion sea
localmente compacto.

Proposicion 3.4.1. Si G es un grupo discreto y X es un G—espacio
Palais propio entonces la accion de G en X es propiamente discontinua.

DEMOSTRACION. Sean z.y € X, dado que X es Palais propio exis-
te una vecindad pequena, S de x. Como S es pequena, para y € X
existe una vecindad U tal que es delgado relativo con S es decir el
conjunto (S, V) es precompacto, por lo que (S,V) es compacto. En
la topologia discreta los conjuntos compactos son finitos por lo tanto

(S, V) es finito, y como

(S, VY={geG|gSNV £0} C (S, V)

entonces ¢S NV # () solo para una cantidad finita de g € G, por lo
tanto la accién de GG en X es propiamente discontinua. ]

En el caso de que el el espacio fase X sea localmente compacto te-
nemos las siguientes equivalencias con dos de las definiciones de accion
propiamente discontinua, cuya prueba podemos encontrar en [13].

Proposicién 3.4.2. Sea G un grupo discreto y X un G—espacio lo-
calmente compacto, entonces los siguientes son equivalentes:

a) X es Palais propio.

b) Para cualquier conjunto compacto K C' Y, KN (gK) = para
todo g € G salvo una cantidad finita.

¢) La accion de G en X es propiamente discontinua.

DEMOSTRACION. Probaremos que (a) implica (b). Supongamos que
la accion de G en X es Palais propia, entonces X es un espacio Bourbaki
propio y por la proposicion 3.2.2 la funcién § : G x X — X x X es una
funcién propia. Si K C X es compacto, entonces el conjunto

¢ (K xK)={(g,7) eGx X |z€K,gr € K}
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es compacto. Por lo tanto la proyeccion de ¢~ (K x K) a G es compac-
to y por lo tanto finito, pues G es discreto. En esta proyeccién estan
incluidas todas las ¢ € G tales que KN (gK) # 0, por lo que (a) = (b).

Ahora supongamos que se vale (b) y probemos (¢). Dado que X es
localmente compacto, para cualquier par de puntos z,y € X existen
vecindades precompactas U y U’, de x y y respectivamente. Sea K el
conjunto compacto U UU’, entonces por la hipétesis de (b) el conjunto
de las g € G tales que K N (gK) = (es finito, lo que implica que la
accion es propiamente discontinua, es decir implica (c).

Finalmente, supongamos que se vale (¢) y probemos (a). Sea L un
subconjunto compacto arbitrario de X x X. Como X es propiamente
discontinuo, para cualquier (z,z') € L, existen vecindades U y U’, de x
y z' respectivamente, tales que gUNU’ # 0, ademas U x U’ es vecindad
de (z,z"). Si repetimos el mismo procedimiento para todo (z,z') € L
entonces obtenemos una familia de vecindades U x U’ que forman una
cubierta abierta de L y como L es compacto existe una cantidad finita
de dichas vecindades, Uy x U{,...,U,, x U,,, que cubren a L.

Para cada i € {1,...,n}, el conjunto S; = {g € G | U; N (¢7'U!) #
0} es finito, entonces S = S U---U S, vy K = m(L) C Y. Entonces
tenemos que d~'(L) esté contenido en el conjunto compacto S x K. Es-
tamos trabajando con espacios de Hausdorff y los conjuntos compactos
son cerrados en los espacios de Hausdorff, por lo que L es cerrado en
X x X y, como § es continua, 6 (L) es un subconjunto cerrado de un
conjunto compacto, por lo que es compacto, entonces ¢ es una funcién
propia y como X es localmente compacto por el corolario 3.2.2 ¢ es
perfecta, por lo que la accion de G en X es Bourbaki propia y por
el teorema 3.3.1 y por la compacidad local de X, la accion es Palais
propia. Por lo que (¢) = (a) O

En la definicion de propiamente discontinuo algunos autores, como
Bredon en [15], piden que exista una vecindad (U,U) = {e} donde e
es el neutro del grupo, en lugar de pedir que (U, U) sea finito. En [13]
tenemos el siguiente corolario de la proposicion 3.4.2, relacionado con
dicha definicién de accién propiamente discontinua.

Corolario 3.4.1. St G es un grupo discreto que actua libremente en
un espacio localmente compacto X Palais propio, entonces todo punto
x € X tiene una vecindad U tal que U N (gU) = O para todo g # e,
donde e es el neutro de G.



48 3. ACCIONES PROPIAS

DEMOSTRACION. Por la proposicién 3.4.2 (¢), existen vecindades
Uy U de x tales que U N (gU") = () para todo g € G, excepto para
una cantidad finita de elementos del grupo e, g1, ..., g, € G. Dado que
la accion es libre y X es Hausdorff, para cada g; existen vecindades
ajenas W; de x y W/ de g;x. Sea

U=UnUNWiN (g W0 W 0 (g, "W).

Veamos que U cumple las propiedades deseadas. Primero notemos
que U es una vecindad de z. Ahora sea g € G consideremos dos casos:

Caso 1. Si g = g; para alguna i € {1,...,n}, yseay € UcC g; ‘W!
entonces g;y € W/, el cual es ajeno de W; y, como UcC W;, W/ también
es ajeno a U. Esto prueba que U N (¢;U) = 0.

Caso 2. Si g € G no pertenece al elemento {e, g1, ..., gm}, entonces
para cualquier y € UcC U', tenemos que gy € gU’, el cual es ajeno a
U y, como UcC U, U’ también es ajeno a U.

Por lo tanto U N (g[j') = () solo para g = e. O
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