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FLUJO DE UN LIQUIDO COMPLEJO R

(r’ ¢7 Z)
r

V(1)
Ca

P(z,t), Po, AP(z,t)

Na

Ra

(G, G}
{G'(w), G (w)}
{n"(w), n”"(w)}
W

Q

(V)

{Qv, On}

Re

Im

{Jo, J1}

T(w)

1(%)

(@)
n(t)

NOMENCLATURA
Radio del capilar [m];
Modulo elastico [Pa];
Longitud del capilar [m];
Flujo volumétrico [m3/s];
Constante de integracion [1];
Velocidad axial [m s];
variable paramétrico [1];
Coordenada de tiempo [s];
Coordenadas cilindricas [m, 1, m];
Radio esférico del capilar [m];
Velocidad de flujo volumétrico [m3 s];
Concentracion del componente A [mol/m3];
Presion, presion constante y diferencia de presion [Pa];
Potencia [J/s];
Exponente de la ley de potencia [1];
Altura del capilar [m];
Conductividad térmica [W m™* K1];
Viscosidad compleja [Pa];
Presion termodinamica [N/m3];
Coeficiente de difusion del componente A en el componente B
[m?/s]
Densidad de flujo molar [kmol/s];
Reaccion quimica [mol];
Médulo elastico y mddulo viscoso [Pa];
Médulo real e imaginario [Pa];
Viscosidad real e imaginaria [Pa s];
Velocidad de flujo mésico [kg/s];
Flujo volumétrico [m3/s];
Velocidad media [m/s];

Flujo volumétrico viscoelastico y newtoniano [m?/s];
parte real [1];

parte imaginaria [1]

Funciones de Bessel de orden cero y primero [1]
Funcion de transferencia [1];

Eficiencia o aumento en el flujo volumétrico [1];

Promedio del flujo volumétrico pulsatil u oscilatorio en la pared

[1];

Funcidén estocastica estacionaria [1];
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D/DT

(P)

Operador de Stokes [1/s];
Potencia pulsatil promedio [1];
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Parametro de perturbacion [1];
Funcion viscosidad [Pa s];
Viscosidades a bajo y alto corte [Pa s];
Funcion fluidez [1/Pa];

Fluidez a primer orden [1/Pa];

Escalar rapidez de deformacion [s™];

Primera y segunda diferencia de esfuerzos [1];

Tiempo estructural [s];

Tiempo de relajacion de Maxwell a bajo corte [s];
Tiempo de relajacion de Maxwell a alto corte [s];
Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa];

Componentes normales del tensor de esfuerzos [Pa];

Esfuerzo en la pared [Pa];

Funcion estructural [Pas];
Coordenada angular [1];

Densidad del liquido [kg/m?];
Viscosidad newtoniana [Pa s];
Operador temporal de fluidez [1];
Funcioén viscosidad compleja [Pa s];
Segunda funcion de estructura [1];
Frecuencia angular [1/s];

Funcion delta de Dirac [1];

Variables y nUmeros adimensionales
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Numero de Reynolds [1];
Numero de Womersley [1];

Funcion viscosidad real e imaginaria [1];
Médulo real e imaginario [1];

Flujo volumétrico real [1];

Funcion fluidez [1];

Frecuencia angular [1];

Tiempo [1];
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Vector, diadas y tensores

\%
V&V

Vu
D=D"

Otros simbolos

0

{sen,cos}
||

#

{(), (O}
eX

3

{v,vs}

{d/dt, d/d £}
{919z, I3t

J

Vector velocidad [m/s];

Producto diadico del vector de velocidad [m?/s?];
Tensor rapidez de deformacion [1/s];

Fuerza de cuerpo [N/m3];

Tensor de esfuerzos [Pa];

Tensor vorticidad [1/s];

Tensor gradiente de velocidad [1/s];

Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s];
Segundo invarante del tensor rapidez de deformacion [1/s];
Tensor de esfuerzo cortante [Pa];

Vector posicion [m];

Vector director [m];

Aceleracion de las fuerzas gravitacionales [m/s?];
Vector de flujo de calor [W m?];

Tensor de deformacion [1]

Transpuesta del tensor de deformacion [1/s]

Transpuesta de una matriz [1];
Operador gradiente [m™];
Operador divergencia [m™];

Operador Laplaciano [m];

Derivada convectiva superior del modelo de Maxwell [1/s];
Traza de una matriz [1];

Valor promedio [1];

Funcion seno y coseno [1];
Producto vectorial cruzado [1];
Determinante [1];
Diferente de zero [1];
Producto tensorial de punto simple y doble [1];
Funcioén exponencial [1];
Factor geométrico [m?];
Operadores de superficie nabla y nabla [m]
Constante pi [1]
Derivada del tiempo espacial [s™];

Derivaciones del tiempo espacial y temporal [m?, s1;
Raiz cuadrada [1];
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det ||
{o0,%,#,c }

Subindice

{b. ¢}
{rz, rr, 60, zz}

Superindice
"=d/dt, =d?/dt?
T

\Y

Determinante [1];
Infinito, aproximadamente, aproximadamente igual,

proporcionalmente [1;]

Se refiere a los fluidos interiores y exteriores [1];
Se refiere a los componentes del tensor de esfuerzo [1];

Se refiere a la primera y segunda derivada [s?, s];
Se refiere al transporte de un tensor [1];
Se refiere a la derivada del tiempo conectivo superior [1];
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Deformacioén:

Ecuacién constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Esfuerzo en la pared:

Estado estacionario:

Fluido:

Fluido biolégico:

Fluidos complejos:

Flujo cortante:

Flujo homogéneo:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no newtoniano:

Flujo oscilante:

GLOSARIO
Cambio de posicion de un punto material a otro.

Ecuacion que relaciona las variables dinamicas en
un sistema (Rapidez de deformacion, Esfuerzo,
Deformacion)

Ecuacion diferencial parcial que representa la
conservacion de materia en un sistema fisico.

Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.
Esfuerzo evaluado en la pared.

Estado en el que ninguna propiedad dinamica del
sistema depende del tiempo.

Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante
sufre una deformacion continua e
irreversiblemente.

Son las diferentes excreciones y secreciones que
provienen del organismo.

Son aquellos que presentan comportamiento
reoldgico en estado estacionario y no
estacionario.

Flujo que se aplica una fuerza tangencial al
sistema que se deforma continua e
irreversiblemente.

Es el flujo en la cual las propiedades del sistema
no dependen de la posicion.

Fluido que tiene una densidad constante.

Son aquellos donde la viscosidad muestra una
relacion lineal entre el esfuerzo cortante y la
velocidad de deformacion.

La viscosidad no muestra una relacion lineal entre
el esfuerzo cortante y la velocidad de
deformacion.

Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a
una funcién periddica.
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Flujo pulsatil:

Fluido viscoelastico:

Flujo volumétrico:

Frecuencia Angular:

Funcion de Transferencia:

Funcidén estocéastica:

Gradiente:

Modelo de Jeffreys:

Modelo de Maxwell:

Moédulo elastico

Médulo viscoso

Mdédulo complejo

Rapidez de deformacion:

Sangre:

Reologia:

Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil
representado por una funcibn matematica
estocastica.

Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa
y otra elastica.

Volumen por unidad de tiempo.

Se refiere a la frecuencia del movimiento circular
expresada en proporcién del cambio de angulo.

Relaciona la variable de entrada y salida en un
estado dindmico.

Funcién probabilistica que evoluciona en el
tiempo.

Operador matematico espacial que fisicamente
describe los cambios de la propiedad respecto al
espacio.

Ecuacidén geoldgica viscoelastico lineal que acopla
un solvente con un polimero.

Ecuacion constitutiva que describe el estado
viscoelastico de un sistema en el régimen de
rapideces de deformacién bajas (viscoelasticidad
lineal).

Esta asociado con la energia almacenada en el
material, y se mide en pascal.

Estd asociada con la energia disipada por el
material, y se mide en pascal.

Es el médulo del vector obtenido como suma de
las contribuciones de los mdédulos elasticos y
ViSCOSO0S.

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Fluido bioldgico que presenta dos fases y que es
viscoelastico.

Ciencia que estudia la deformacién y el flujo de
materia cuando es sometida a un esfuerzo.
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Tensor de Esfuerzo:

Tiempo de relajacion:

Tiempo de retardo:

Velocidad promedio:

Viscoelasticidad lineal:

Viscoelasticidad no lineal:

Viscosidad:

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3)
en el cual se describe el estado de las fuerzas en
un elemento de control.

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un
estado de equilibrio después de un periodo.

Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al
equilibrio debido a la aplicacion de un esfuerzo
cortante.

Es la velocidad axial promediada a través del area
de flujo.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el
fluido presenta repuestas viscosas y elasticas.

Es la regién a medias y altas deformaciones, en
donde el fluido presenta repuestas viscosas y
elasticas.

Es una medida de la resistencia a fluir de un
material.
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EFECTO DEL GRADIENTE DE PRESION PULSATIL EN EL
FLUJO DE UN LIQUIDO COMPLEJO

RESUMEN

En este trabajo, se estudia el efecto del gradiente de presion pulsatil de un
fluido bioldgico viscoelastico (sangre humana con hipercolesterolemia) en un capilar
de radio r=a y longitud axial z=L. Para describir la transferencia de momento y
reologia se suponen las siguientes condiciones: (i) proceso isotérmico, (ii) fluido
incompresible, (iii) estado no estacionario, (iv) fluido viscoelastico, (v) los efectos
gravitacionales son despreciables, (vi) el sistema (fluido) es deformado continua e
irreversiblemente por un gradiente de presion pulsatil en la direccion z y (vii) la
reologia del sistema de flujo es descrita por la ecuacion constitutiva del modelo de
Maxwell, de un modo y de tres modos aplicada a un sistema biologico particular
(sangre con colesterol), la cual acopla los mecanismos elésticos y viscosos en el
sistema.

Al combinar la ecuacion de momento con la ecuacion constitutiva reoldgica
(Maxwell), se obtiene una ecuacion diferencial parcial lineal que describe los
cambios de la velocidad debido a la inercia y la viscoelasticidad, inducidos por el
gradiente de presion pulsatil. Suponiendo, que la funcién velocidad es continua, el
espacio temporal es transformado al espacio de frecuencias utilizando el operador
de Fourier.

Al aplicarse la condicion de no deslizamiento, se obtienen expresiones
analiticas para el perfil de velocidad, el flujo volumétrico y la funcion de
transferencia, que relaciona la variable de entrada (Flujo volumétrico viscoelastico)
con la salida (gradiente de presion pulsatil o en términos del flujo volumétrico
newtoniano), las cuales dependen del nimero adimensional de Womersley, el cual
relaciona los mecanismos oscilatorios y viscosos respectivamente, y el tiempo
reducido de Maxwell. Fisicamente, el tiempo reducido se puede interpretar como un
cociente entre las viscosidades del solvente y del polimero.

A partir del célculo de la funcion de transferencia se obtienen la parte real e
imaginaria, las cuales muestran curvas discontinuas y resonantes respectivamente,
y se ven afectadas por las propiedades materiales del medio, asociados a los
nameros adimensionales caracteristicos en el sistema

Finalmente, las bondades y predicciones del modelo de Maxwell son
probadas con datos reométricos de sangre con contenido de colesterol y se
demuestra la concordancia entre las proyecciones tedricas y los datos
experimentales, todo esto en el ambito del régimen de viscoelasticidad lineal o
deformaciones bajas.

Palabras claves: Funcidon de transferencia, viscoelasticidad lineal, modelo de
Maxwell, Sangre humana con contenido de colesterol.
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ABSTRACT

In this work, the effect of the pulsatile pressure gradient of a biologic
viscoelastic liquid (human blood with hypercholesterolemia) in a capillary of radius
r=a and axial length z=L was studied. To describe the momentum transfer and
rheology, the following conditions are assumed: (i) isothermal process, (ii)
incompressible fluid, (iii) non-steady state, (iv) viscoelastic fluid, (v) the gravitational
effects are negligible, (vi) the system (fluid) is continuous and irreversibly deformed
by a pulsatile pressure gradient in the axial z direction, (vii) the flow system rheology
is described by the constitutive equation of the Maxwell model, in a way and in
three ways applied to a particular biological system (blood with cholesterol), which
couples the elastic and viscous mechanisms in the system.

By combining the momentum equation with the rheological constitutive
equation (Maxwell), a linear partial differential equation that describe the changes in
the velocity gradient due to inertia and viscoelasticity is obtained, all of this induced
by a pressure gradient. Assuming that the function is continuous, the temporary
space is transformed to the frequency domain using the Fourier operator.

Assuming the non-slip condition, analytical expressions for the velocity
profile, the volumetric flow and the complex transfer function, which relates the input
variable (viscoelastic volumetric flow)) to the output (pulsatile pressure gradient or in
term of Newtonian volumetric flow), are obtained as a function of Womersley's
dimensionless number, which, relates the oscillatory and viscous mechanisms
respectively, and the Maxwell reduced dimensionless time. Physically, the reduced
time can be interpreted as a quotient between the viscosities of the solvent and the
polymer.

From the calculation of the transfer function, the real and imaginary parts are
obtained, which show discontinuous and resonant curves respectively, and are
affected by the properties material of the medium, associated with the characteristic
dimensionless numbers in the system.

Finally, the benefits and predictions of the Maxwell model are tested by blood
rheometric data with cholesterol content and agreement between the theoretical
projections and the experimental data, all this in the field of linear viscoelastic
regimen or low deformations, is demonstrated.

Keywords: Transfer function, linear viscoelasticity, Maxwell model, human blood
with cholesterol content.
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FLUJO DE UN LIQUIDO COMPLEJO

La investigacion de flujos pulsatiles y oscilantes ha tenido gran relevancia en
muchas ramas de la ciencia, y su aplicacion es muy diversa, desde sistemas
bioldgicos, polimeros, materia blanda y fluidos complejos (Bird et al. 1977). Por
ejemplo, i) en los sistemas bioldgicos, se tienen las células ciliadas externas que
son las causantes de amplificar el sonido que entra al oido externo (Abou-Daka et
al. 2012, Herrera-Valencia et al. 2015). La forma en que estas lo hacen, es
cambiando su curvatura por efecto de los campos eléctricos y al entrar en
resonancia, estas liberan la energia en el sistema, la cual se amplifica. ii) El flujo
electro-osmotico en la sangre se produce cuando un farmaco se libera y por difusion
entra al torrente sanguineo en forma de particulas (Afonso et al. 2015). iii) El
corazén bombea y expulsa la sangre en forma de un gradiente de presion pulsétil y
al combinarse con las particulas, se presenta un fendmeno electro-osmatico
acoplado con un flujo pulsatil sanguineo (Afonso et al. 2015). Uno de los ejemplos
mas estudiados es el flujo pulsétil sanguineo, el cual se genera por efecto del
corazén humano. El corazén actia como bomba peristéltica lo que induce un
gradiente de presion pulsétil, lo que permite que la sangre circule con mayor
facilidad en el sistema circulatorio (Herrera-Valencia et al. 2017). iv) Otra de las
aplicaciones de los sistemas pulsatiles es en la ciencia de polimeros en extrusion
de polimeros con boquillas oscilantes (Casualli et al. 1990). Estas, se colocan al
final del extrusor y al oscilar se aumenta la temperatura de procesabilidad en el
sistema (Herrera-Velarde y Mena 2000, 2001; Herrera-Velarde et al. 2003).
Finalmente, v) el estudio de los medios porosos a través de la permeabilidad
dindmica y estatica en funcién de la frecuencia y las propiedades materiales de los
sistemas empleados (tensoactivos cationicos), para describir la relacion entre la
variable de entrada (flujo volumétrico viscoelastico) y la de salida (gradiente de
presion pulsatil o en términos del flujo volumétrico newtoniano) (Del Rio 1993; Del
Rio y Castrejon-Pita 1997; Del Rio et al. 1998a,b). En las siguientes secciones se
presentara el estado del arte del flujo oscilante.

1.1 Flujo pulsétil.

Actualmente, existen en la literatura dos grandes clasificaciones en fluidos
oscilantes. El primero de estos, es el flujo a gradiente de presion pulsatil y el
segundo, es el flujo vibratil a gradiente de presion constante. Los calculos mas
interesantes en los dos sistemas, son la eficiencia en el flujo volumétrico o el
aumento de flujo volumétrico y la fraccion de potencia empleada por efecto de las
oscilaciones, y se define por las siguientes ecuaciones:

I(%)_@(gﬁx]_oo (1.1-1a)
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VP,
P(%):<Q° Q> QVhy %100 (1.1-1b)
O

En la Ec. (1-1a) <Q (t)> representa el flujo perturbado (pulsatil u oscilante) y
Qo es el flujo a gradiente de presion constante. Las Ecs. (1-1ay 1-1b) es una forma
de cuantificar los efectos que produce la perturbacion pulsatil u oscilante en el flujo
volumétrico (Barnes et al. 1989; Bird et al 1987; Phan-Thien 1978, 1980 a,b, 1982;
Phan-Thien y Dudek 1982 a,b). Sobre estos sistemas se han publicado una gran
cantidad de trabajos tedricos y experimentales con el fin de analizar estos
interesantes problemas (Barnes et al. 1969, 1971; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002;
Herrera et al 2009, 2010, 2017).

Los flujos oscilatorios y vibréatiles sean aplicado en fluidos no-newtonianos:
(i) viscosos inelasticos y (ii) viscoelastico lineales y no lineales, (iii) complejos
(macromoléculas, cristales liquidos, sistemas micelares, polimeros asociativos,
coloides, sangre, etc.) (Barnes et al. 1969, 1971; Casualli et al. 1990; Davies et al.
1978; De Andrade Limay Rey 2005, 2006; Herrera-Valencia et al. 2009, 2010, 2016,
2017; Herrera y Rey 2014; Herrera-Velarde y Mena 2000, 2001; Herrera-Velarde et
al. 2003; Manero y Mena 1977; Manero y Walters 1980; Lin et al. 2015; Moyers-
Gonzalez y Owen 2010; Moyers-Gonzalez et al. 2008a-c, 2009; Phan-Thien 1978,
1980a,b, 1982; Phan-Thien y Dudek 1982a,b).

Las principales conclusiones de estos trabajos, son mencionadas a
continuacion:

I. La eficiencia o aumento en el flujo volumétrico (Ec. 1-1a), dependen de la
amplitud de las perturbaciones, frecuencia angular y de las propiedades
materiales de los liquidos (viscosidades a bajo y alto corte, y los tiempos de
relajacion) (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002).

Il.  Para que existan aumentos en los dos sistemas (gradiente de presion pulsatil
y perturbacion oscilatoria en la pared) el liguido analizado debe ser
adelgazante al corte, i.e., la funcién viscosidad debe cambiar por efecto de la
rapidez de deformacién (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002,
Barnes et al. 1969, 1971; 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Herrera et
al. 2009, 2010, 2017).

[lIl. El maximo en las curvas resonantes (eficiencia o aumento en el flujo
volumétrico vs gradiente de presion) esta determinado por un acoplamiento
de las propiedades viscoelasticos del material (Phan-Thien 1978, 1980a,b,
1982; Phan-Thien y Dudek 1982a,b).
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V. Experimentalmente se demostrd que, para algunos valores de frecuencia, la
eficiencia aumenta mientras que algunas investigaciones muestran el
comportamiento opuesto, i.e. decreciente (Barnes et al. 1989; Bird et al.
1987).

1.2 Antecedentes.

Los primeros estudios del flujo pulsatil se centran en el trabajo de Fredrickson
(1964), el cual estudio el flujo pulsatil de un fluido de Maxwell. (Bird et al. 1977)
(Problema V4, primera edicion). En su trabajo Fredrickson postula que las variables
cinematicas y dinamicas se pueden expresar como el producto de una funcién que
depende de la posicién, y del tiempo a través de una funcion exponencial compleja.
Los resultados de Fredrickson, demostraron que el flujo volumétrico, depende de la
densidad, propiedades geométricas del sistema y de un cociente de funciones de
Bessel, las cuales proveen curvas resonantes y discontinuas en el espacio complejo
asociados a las oscilaciones de estas funciones especiales. En forma adimensional,
el flujo volumétrico pulsétil en el régimen inercia-viscoelasticidad lineal, el grupo
adimensional que describe los mecanismos involucrados, el numero de Reynolds,
Deborah o Womersley (Del Rio 1993; Del Rio y Castrejon-Pita 1997; Del Rio et al,
1998a,b).

1.2.1 Régimen de viscoelasticidad lineal.

En el régimen de viscoelasticidad lineal, muchos investigadores han
trabajado el modelo de Maxwell, por su simplicidad. Del Rio et al. (1998) estudio el
flujo pulsétil sanguineo para el modelo de Maxwell. Suponiendo estado no
estacionario, y despreciando términos no-lineales, se demuestra que el flujo
volumétrico se puede expresar en términos de una funcidon de transferencia
compleja reducida, que es el cociente de la funcion de transferencia dinamica y
estatica (tiempos largos). En sus resultados, ellos analizaron el efecto de la inercia
y viscoelasticidad en la respuesta dindmica del flujo entre la variable de entrada
(gradiente de presion) y la de salida (flujo volumétrico viscoelastico). Bajo ciertas
condiciones fisicas, el sistema muestras curvas de tipo resonante, lo que implica un
aumento entre el gradiente de presion y el flujo volumétrico (Del Rio 1993; Del Rio
y Castrejon-Pita 1997; Del Rio et al, 1998a,b). Sus resultados tedéricos fueron
alimentados con datos de sangre fresca y obtuvo resultados aplicados a la relacién
gradiente de presion-flujo volumétrico, todo esto con un enfoque de aplicacion a la
bio-reologia. El estudio de la funcion de transferencia es un concepto que ha sido
aplicado al estudio de la permeabilidad dinamica en medios porosos (Lopez de Haro
et al. 1996).
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Inspirado en el trabajo del Del Rio et al. (1998), Dakka et al. (2012) y Herrera-
Valencia et al. 2015, Gutiérrez-Aguilar et al. 2017, estudian los mecanismos
oscilantes en las células ciliadas externas, que se pueden describir como los
mecanismos bioldgicos que tiene el cuerpo humano para amplificar el sonido. Ellos
obtuvieron una funcién de transferencia compleja en funcién, de las variables de
entrada (campo eléctrico) y la de salida (curvatura o flujo volumétrico). La
comparacion entre los dos mecanismos, es que en ambos la resonancia es vital
para sus procesos biolégicos y esta depende de las propiedades materiales del
sistemay es gobernada por los grupos adimensionales que describen la interaccion
o relacidbn entre los mecanismos, e.g. inerciales-viscoelasticos, oscilatorios-
ViSCosos, etc.

1.2.2 Aproximaciones matemaéticas en el flujo oscilatorio.

La solucién de las ecuaciones acopladas en el flujo oscilatorio: (i) pulsatil y
(i) vibratil, han sido muy variadas. En el régimen newtoniano se han deducido
expresiones analiticas para el aumento del flujo volumétrico y la potencia. Los
resultados muestran que, no existe aumento en el fluido newtoniano debido a que
la viscosidad es constante, mientras que la potencia utilizada por efecto del flujo
pulséatil es mayor que a gradiente de presion constante (Bird et al. 1977). En el
régimen viscoelastico lineal se ha utilizado la transformada de Fourier, con el fin de
obtener una relacion entre el gradiente de presion pulsatil y el newtoniano (Del Rio
et al. 1988). Por otra parte, el problema de incorporar un gradiente de presion
pulsatil en la ecuacion de movimiento ha sido punto de partida en esquemas per
turbativos.

Vp(H)=Vp, (1+en(t)) (1.2-1)

En la ecuacion anterior, € es un parametro de pequefez, n(t) es una funcion
estocastica que describe las desviaciones del gradiente de presion constante. A
partir de este hecho, muchos autores han demostrado que el problema del flujo
pulsatil es de tipo perturbativo, en donde las variables perturbadas son la velocidad
axial, el flujo volumétrico, rapidez de deformacién, el esfuerzo cortante, etc. (Phan-
Thien 1978, 1980a-c, 1982; Phan-Thien y Dudek 1982a, b; Herrera et al. 2009,
Herrera-valencia et al. 2010, 2016, 2017). El esquema perturbativo aplicado a las
ecuaciones que describian el flujo pulsatil fue resuelto hasta el segundo orden.
Noétese, que en el esquema perturbativo de Phan-Thien el orden cero, corresponde
al fluo homogéneo en estado estacionario, el primer orden a los mecanismos
inerciales y el segundo a los elasticos. Su esquema perturbativo, permitio obtener
las siguientes conclusiones: a) EI aumento en el flujo volumétrico es un efecto de
los mecanismos adelgazantes al corte, b) EIl maximo de las curvas resonantes se
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debe a un acoplamiento entre las propiedades viscoelasticas del sistema y c) el
efecto de la frecuencia es la de aumentar el maximo en las curvas resonantes.

Los resultados de los trabajos del grupo de investigacion de Phan-Thien
fueron obtenidos con diferentes liquidos viscosos y viscoelasticos como: (i) Ley de
Potencia, (ii) Modelo de Tanner acoplado con la ecuacién constitutiva de Carreau,
modelo constitutivo de Goddard-Miller, etc.

Por otra parte, los métodos numéricos son fundamentales en la descripcion
del flujo pulsatil. Muchos de ellos, se basan en diferencias finitas, elemento o
volumen finito y métodos de Galerkin, etc (Davies et al. 1978; De Andrade Lima y
Rey 2005, 2006; Manero y Walters 1980; Owen 2006; Moyers-Gonzalez y Owen
2006, 2010; Moyers-Gonzalez et al. 2008a-c, 2009). Algunos autores han ocupado
sofisticados programas que permiten mediante una interfaz modelar los efectos del
flujo pulsétil en sistemas complejos como cristales liquidos (De Andrade Limay Rey
2005, 2006).

1.2.3 Resultados experimentales y computacionales.

Los trabajos mencionados antes demostraron que la eficiencia o el aumento
al flujo volumétrico dependen de la amplitud de las perturbaciones, de la frecuencia,
de las propiedades adelgazantes al corte del liquido y de la ecuacion constitutiva
que se utiliza para describir el flujo. El estudio de flujos oscilantes tiene una amplia
historia, y muchos de ellos estan basados en liquidos poliméricos de alto peso
molecular (Barnes et al. 1989: Bird et al. 1987). Barnes et al. (1969) presentaron
una disertacion tedrica y experimental acerca del flujo pulsatil en una tuberia de
radio constante. Como liquido de estudio utilizaron una solucion de poliacrilamida y
sus calculos tedricos estuvieron basados en consideraciones inelasticas (es decir,
en donde los mecanismos viscosos son dominantes sobre los elasticos) y los
pardmetros de la ecuacion constitutiva fueron extraidos directamente de datos
reométricos. Para su trabajo experimental utilizaron los siguientes valores de
amplitud, radio del cilindro y frecuencia: (i) e= 0.2, (ii) ® = 0.88 rad/s y (iii) R = 0.16
cm. Sin embargo, en la parte experimental de su trabajo, para una solucién de
poliacrilamida de 1.5y 8 % en peso se obtuvo un aumento del 20 y 8 %
respectivamente. Sus predicciones tedricas demostraron la misma tendencia que
la parte experimental pero cuantitativamente hubo una diferencia por un factor de 2
con los experimentos. La discrepancia ente los resultados tedricos y experimentales
fue asociada a los efectos elasticos del flujo sobre la poliacrilamida. Por esta razén,
Walters y Towsend (1970) estudiaron el flujo pulsatil de un liquido viscoelastico
caracterizado con un modelo corrotacional de cuatro constantes tipo Oldroyd-B. Sus
predicciones fueron similares a las de Barnes et al. (1969). Ellos demostraron que
la eficiencia depende de la amplitud de la perturbacion y que, para un cierto valor
critico del gradiente de presion, se aprecian aumentos considerables en el flujo
volumétrico. Ademas, sus calculos tedricos demostraron que la eficiencia es una
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funcidén creciente o decreciente de la frecuencia para un gradiente de presion
constante.

1.2.4 Discrepancias entre lateoria y la experimentacion.

Por otra parte, y en la misma linea, Barnes et al. (1971) estudiaron el mismo
problema, utilizando datos visco-métricos para alimentar su modelo. Las
conclusiones principales de su trabajo basado en el modelo Newtoniano
Generalizado son:

0] a bajas frecuencias, los resultados experimentales con una solucién
de poliacrilamida demostraron que el flujo volumétrico perturbado
decrece conforme aumenta la frecuencia de las pulsaciones y

(i) a frecuencias altas la eficiencia aumenta conforme la frecuencia de las
pulsaciones lo hace.

De acuerdo con esto, existen discrepancias entre los resultados tedricos con
el modelo viscoelastico de cuatro constantes propuesto por Walters y Towsend
(1970) y los resultados tedricos-experimentales de Barnes et al (1971).

Por estos motivos, los métodos computacionales empleados para resolver
ecuaciones diferenciales parciales no lineales han sido de gran interés con el fin de
obtener resultados mas precisos en la obtencion de la eficiencia. Towsend (1973)
resolvio el flujo pulsati como un problema de valor inicial mediante un algoritmo
computacional basado en un esquema perturbativo y utilizando un método numérico
tipo Runge-Kutta clasico de cuarto orden. Una de las ventajas de éste es su gran
estabilidad computacional y versatilidad en las cantidades fisicas importantes
(amplitud de la perturbacion, frecuencia, propiedades materiales de la ecuacion
constitutiva etc.).

Para el intervalo de frecuencias que utilizaron, Barnes et al. (1971) y Edwards
etal. (1972) estudiaron la eficiencia y la potencia requerida para el sistema de flujo
a gradiente de presion pulsatil. Para caracterizar su liquido, utilizaron dos modelos
viscosos (ley de potencia y Ellis) y resolvieron el problema de valor inicial empleando
un método de diferencias finitas. Sus principales conclusiones incluyeron, que el
aumento en el flujo volumétrico no depende de la frecuencia de las pulsaciones,
solamente de su amplitud y del indice del modelo de ley de potencia, asociado con
las propiedades adelgazantes del liquido.

Sin embargo, la potencia requerida para mantener el flujo pulsatil es siempre
positiva, lo que implica que no existe ninguna ventaja de tipo energética en bombear
un liquido viscoso mediante un gradiente de presion pulsatil. Por dltimo, ellos
concluyeron que la diferencia entre sus resultados y los de Barnes et al. (1971)
estdn asociados a las ecuaciones constitutivas que fueron empleadas en los
experimentos.
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Por otra parte, en la mayoria de los trabajos, los efectos inerciales y elasticos
son despreciados en el calculo de la eficiencia. Por esta razon, Davies et al. (1978)
analizaron el flujo a gradiente de presion pulsatil incorporando los mecanismos
mencionados anteriormente. Para caracterizar su liquido viscoelastico, utilizaron un
modelo de Goddard-Miller, el cual demostro las mismas discrepancias entre la teoria
y la parte experimental mencionadas por Barnes et al. (1971). Sus conclusiones
principales son enlistadas a continuacion:

0] Los mecanismos inerciales y elasticos no son los responsables del
aumento en el flujo volumétrico,

(i) La discrepancia entre la teoria y los datos experimentales han sido
asociados a flujos secundarios.

(i)  Elaumento en el flujo volumétrico depende fuertemente de la curva de
viscosidad que se empleé.

Conclusiones similares a las de Davies et al. (1978), han sido obtenidas por
diferentes investigadores, utilizando diferentes ecuaciones constitutivas Phan-Thien
resolvid los dos sistemas de flujo (gradiente de presion pulsatil y perturbacion
oscilatoria en la pared). Mediante desarrollos perturbativos-estocasticos y
numericos, con un numero considerable de ecuaciones constitutivas (Tanner,
newtoniano generalizado, redes no afines, Wagner, fluidos débilmente elasticos
etc.). Las conclusiones principales de sus trabajos fueron:

(1) Para que exista aumento en el flujo, la funcion viscosidad debe
disminuir con el segundo invariante del tensor rapidez de
deformacion, es decir, el liquido debe ser adelgazante al corte.

(i) La eficiencia o el aumento del flujo volumétrico es muy sensible al tipo
de ecuacion constitutiva que se utilice.

(i) El valor del gradiente de presién al cual se obtiene el maximo en las
curvas eficiencia-gradiente de presion, esta determinado por un
acoplamiento entre las propiedades viscoelasticas de los liquidos.

(iv) De acuerdo con su esquema perturbativo, la eficiencia es un
fenémeno de segundo orden en el parametro de expansiéon (amplitud
de las perturbaciones).

Finalmente, existen una gama de posibilidades de estudio en el flujo pulsatil
o vibratil en el régimen de viscoelasticidad no-lineal acoplada con diferentes
mecanismos. Sin embargo, en este trabajo nos enfocaremos en el régimen de
viscoelasticidad lineal, i.e. bajas deformaciones. El objetivo es desarrollar una
metodologia para estudiar cualquier sistema viscoelastico lineal, utilizando una
formulacion basada en la transformada especial de Fourier. Para ello, queremos
obtener una expresion, que permita cuantifica el efecto de las propiedades
pulsatiles y materiales del flujo newtoniano al viscoelastico. Por eso, en_este
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proyecto de licenciatura, se tomara como base las siguientes restricciones

para modelar el flujo de un fluido viscoelastico pulsatil y su aplicacion en

sangre humana con colesterol utilizando la transformada de Fourier.

A)

B)

C)

D)

E)

F)

Las principales restricciones son descritas a continuacion:

Para describir el flujo pulsétil, se modela el flujo sanguineo en un capilar de
radio constante, es decir, no existe cambios en el radio por efecto de la
longitud axial. Se desprecian la vascularizacion de las venas y solo se
describe el efecto del flujo pulsatil en una vena.

Para caracterizar nuestro fluido utilizamos el modelo viscoelastico de
Maxwell, el cual, contiene dos propiedades materiales como las son: tiempo
de relajacion y modelo elastico de Maxwell. Este sistema acopla la
contribucion de un fluido newtoniano asociado al solvente y uno viscoelastico
de Maxwell, el cual, describe la solucion polimérica.

Para describir la cinematica del fluido en el sistema, despreciamos los efectos
convectivos de la ecuacion de movimiento resultando un modelo dindmico
lineal que combina los efectos viscoelasticos con los de la inercia.

Para resolver la ecuacion dindmica lineal se utiliza el formalismo de Fourier,
el cual, nos permite obtener expresiones cerradas para la velocidad y el flujo
volumétrico y analizar la respuesta dinamica oscilatoria en el sistema.

El flujo volumétrico dinAmico es funcién de la fuerza motriz asociada al
gradiente de presion, propiedades geométricas, propiedades del medio como
son: (i) viscosidad y (ii) densidad del fluido y finalmente de la funcion de
transferencia compleja que incluye los efectos inerciales y viscosos mediante
un cociente de funciones de Bessel que proporcionan un comportamiento
oscilante y resonante en el sistema.

Los mecanismos de transferencia de energia y de masa no son tomados en
cuenta, debido a que la complejidad de nuestro sistema aumentaria porque
se habria que acoplar en la ecuacion de momento, la de energia y masa.

Hasta este momento, existen varias preguntas que deben ser contestadas

las cuales son formuladas a continuacion:

v

La funcidbn de transferencia depende solamente de los numeros
adimensionales del medio, es decir, es independiente del fluido. En este
caso, se puede separar el problema en utilizar las ecuaciones empiricas de
la Tabla (1) y modelar el fluido con alguna de las ecuaciones constitutivas de
la Tabla (2).

El efecto de las propiedades del fluido debe influir en la funcion de
transferencia combinado con la fuerza motriz, i.e. no solamente las
propiedades del diametro y geométricas sino también las propiedades
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materiales del fluido (funcién de fluidez, densidad, etc.) y el gradiente de
presion.

Por dltimo, la funcién de transferencia, depende de las propiedades
materiales, y nos proporciona las desviaciones del comportamiento
newtoniano por los efectos de los mecanismos oscilatorios y viscoelasticos
del medio.

1.3 Objetivos.

En esta seccidn, se presentan el objetivo general, los objetivos particulares

y la hipétesis del trabajo de esta investigacion.

1.3.1 Objetivo General.

El objetivo esencial del presente trabajo, es contribuir al entendimiento del
efecto de gradiente de presion pulsatil de un fluido viscoelastico lineal caracterizado
por el modelo de Maxwell.

1.3.2 Objetivos particulares.

v

Establecer un modelo dinamico lineal que involucre los mecanismos
inerciales viscoelasticos lineales a partir de la ecuacion de momento y la
ecuacion reolégica constitutiva de Maxwell.

Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar la
ecuacion dinamica lineal y que se obtengan grupos adimensionales que
describan los mecanismos fisicos que gobiernan al sistema de estudio.

Aplicar el formalismo de Fourier para resolver la ecuacion dinamica lineal
propuesta y obtener una expresion analitica que relacione el perfil de
velocidades y el flujo volumétrico asociado con el gradiente de presion
pulsatil.

Obtener expresiones analiticas para el perfil de velocidades, flujo volumétrico
y la funcion de transferencia real y compleja, tomando en cuenta los efectos
inerciales de la ecuacion de momento.

Utilizar datos reométricos de un fluido viscoeléstico biologico (sangre con
trastornos alimenticios: hipercolesterolemia) provenientes de la literatura, con
el fin de alimentar los resultados analiticos obtenidos y analizar sus
predicciones con datos reales.
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1.4 Hipétesis.

Si el efecto de agregar un gradiente de presion pulséatii médica el flujo
volumétrico en el sistema, entonces, este se calculara a través del aumento de flujo
en funcién de los numeros adimensionales caracteristicos y las propiedades
materiales asociados a estos.

Por otro lado, y debido a las aplicaciones cientificas y tecnoldgicas acttuales
y potenciales de los liquidos no-newtonianos, asi como a la ausencia de resultados
analiticos simples que permitan contrastar las predicciones numéricas y las
observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad de la
investigacion, contenida en el presente proyecto de tesis de licenciatura. Para este
efecto, la distribucién y el contenido del material de la presente tesis se muestran
en la Fig. (1.1).

1.5 Distribucion del material de la tesis de licenciatura

Este documento esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo |,
contiene la introduccion al problema y los antecedentes, las cuales involucra los
objetivos e hipoétesis. En el capitulo Il, se discute el marco teérico en donde se ven
los elementos béasicos de fendmenos de transporte, reologia de fluidos complejos,
las ecuaciones de continuidad y transportes basicos, el modelo teérico, la variable
y los grupos adimensionales, asi como, las propiedades estocasticas de la serie
aleatoria de Fourier n (t) utilizada para describir el ruido en el sistema acoplado. En
el capitulo I, se discute el problema fisico, y el modelo constitutivo empleado junto
con las restricciones matematicas, fisicas y bioldgicas del sistema de trabajo. En el
capitulo 1V, se presenta el modelado mateméatico en estado estacionario, en el
régimen viscoso, mientras que en el régimen de viscoelasticidad, son analizados el
lineal (bajas deformaciones) y no lineal (altas deformaciones). En el régimen de
viscoelasticidad lineal, la ecuacién diferencial lineal se resuelve por transformada
de Fourier, obteniéndose la funcién de transferencia, mientras que a deformaciones
altas (viscoelasticidad no-lineal) por un método perturbativo a ordenes: primero y
segundo respectivamente. En todos los casos, se obtiene soluciones analiticas para
la fluidez, flujo volumétrico, aumento de fluidez y potencia pulsatil. En el capitulo V,
se presentan las predicciones de los modelos tedricos desarrollados y se obtiene
las predicciones de los mismos, variando los grupos adimensionales
correspondientes. En el capitulo VI, se describe el andlisis de resultados,
conclusiones y trabajo a futuro. Los apéndices al final de esta tesis muestran los
resultados matematicos mas importantes. Por otro lado, y debido a las aplicaciones
cientificas y tecnolégicas actuales y potenciales de los liquidos no-newtonianos, asi
como la ausencia de resultados analiticos simples que permitan contrastar las
predicciones numéricas y las observaciones experimentales, se justifica plenamente
la originalidad de la investigacion, contenida en el presente proyecto de tesis de
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licenciatura. Para este efecto, la distribucion y el contenido del material de la
presente tesis se muestran en la Fig. (1.1).

4 CAPITULO | )
INTRODUCCION
ANTECEDENTES

OBJETIVOS E HIPOTESIS

\_

CAPITULO Il
MARCO TEORICO

CAPITULO Il
SISTEMA FiSICO

!

CAPITULO IV
MODELADO TEORICO

v

CAPITULO V

SIMULACION Y ANALISIS DE
RESULTADOS

!

CAPITULO VI

CONCLUSIONES
TRABAJO A FUTURO

Figura 1.1 Organizacion del trabajo desarrollado en la tesis.
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2.1 Hemorreologia: Sangre humana.

La reologia es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos en término
de dos pardmetros principales: el esfuerzo y la deformacién (flujo). La sangre
humana es un fluido de reologia compleja, porque la viscosidad de la sangre no es
proporcional al esfuerzo aplicado, es decir, es un fluido no newtoniano que cuenta
con caracteristicas adelgazantes al corte (cuanto mayor sea el esfuerzo aplicado
menor es su viscosidad). Esto se debe en parte a la formacion de estructuras
transitorias (que se destruyen por el flujo) de muy corta duracién, cuyo tamario e
intensidad dependen de la concentracién de colesterol total, ente otros factores
(Calderas et al 2013).

El estudio de la sangre presenta un reto a nivel cientifico, ya que el primer
paso se concentra en la caracterizacion de la misma y, el segundo, el efecto de
trastornos alimenticios que inducen diferentes patologias en el cuerpo humano,
entre las cuales se pueden citar:

(1) la hiperglucemia asociada con la diabetes tipo | y Il, que se han
declarado como epidemia nacional,

(i) la hipercolesterolemia asociado con el colesterol alto que afecta las
arterias y que provocan los infartos al miocardio,

(i) el cancer que es un desequilibrio en la produccion de glébulos blancos
y todo tipo de enfermedades de trasmision sexual.

La sangre humana es un fluido con funciones dentro del cuerpo humano,
entre ellas la entrega de oxigeno, la remocion de di6xido de carbono de tejidos
distales, y el transporte de nutrientes y metabolitos. Los trastornos metabdlicos en
la actualidad dan problemas que atafien a los seres humanos cada vez con mayor
frecuencia: estos se atribuyen a un sin numero de factores de estrés, medio
ambiente, alimentacién y genéticos, como el hipercolesterolemia familiar. De los
multiples trastornos metabolicos presentes en un ser humano, la
hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol en sangre > 200 mg/ dl)
tiene grandes repercusiones en la fisiologia cardiovascular. La sangre es un fluido
con dos fases perfectamente diferenciadas: una suspensiéon de células (eritrocitos
y leucocitos) que llamaremos fase dispersa en un medio liquido, y el plasma (agua,
sales, proteinas y metabolitos), que llamaremos fase continda. La viscosidad de la
sangre depende directamente de la relacién entre la cantidad de células, el
contenido de proteinas y metabolitos en el plasma. El colesterol total junto con los
triglicéridos, son las sustancias que mas afectan la reologia de la sangre humana.
La sangre con concentraciones aumentadas de colesterol total presenta
caracteristicas bioquimicas y mecanicas diferentes de las de la sangre con
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concentraciones normales; la diferencia de viscosidad entre ambas es del orden de
10 veces mayor (Calderas et al 2013).

2.1.1 La sangre humana: un fluido no newtoniano.

La sangre humana se ha considerado en algunas investigaciones como un
fluido newtoniano, es decir, en muchas simulaciones y articulos, se supone que su
viscosidad no depende del esfuerzo aplicado. Esto no es cierto, para que la sangre
se comportara asi, tendria que estar diluida. La sangre esta compuesta de células
suspendidas en un medio liquido (plasma) y la interaccion entre las células depende
de la velocidad a la cual se mueve el fluido; cuando dicho fluido esta estatico, la
repulsion entre las células de la sangre, debida a la carga negativa de sus
membranas, el contenido de colesterol total y triglicéridos interactian en un balance
tal que los eritrocitos no coalescen en estructuras estables, esto ocurre solo cuando
la sangre esta en presencia de un anticoagulante como el &cido etilen-diamin-tetra-
acético (EDTA) y no existe una patologia asociada (Calderas et al. 2013; Bird et al.
2002).

2.1.2 Las propiedades del flujo de la sangre dependen de varios factores.

La sangre es un fluido con reologia compleja, cuyas propiedades de flujo
resultan afectadas por la orientacion y deformabilidad de las células sanguineas.
Las propiedades de agregacion transitoria de las células sanguineas, en este caso
los globulos rojos y las plaguetas, obedecen a una teoria que sostiene que las
macromoléculas, como el colesterol, promueven la agregacion transitoria de los
eritrocitos, ya que se interponen entre una célula y otra y generan puentes entre sus
membranas para reducir la interaccion electrostatica natural entre estas (Calderas
et al. 2013).

2.1.3 Por qué la sangre humana se comporta como un fluido no newtoniano.

Un fluido newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola
fase, no tiene particulas en suspension que puedan interactuar, ademas de que su
estructura quimica es simple por ser una molécula pequefia compuesta solo por un
atomo de oxigeno unido a dos atomos de hidrégeno. Por esta razon, el agua en
estado liquido tendra la misma viscosidad independientemente de la rapidez con la
gue se deforme. La sangre, por otro lado, es un sistema que esta formado por una
fase continua (plasma), que en esencia es un fluido newtoniano, pero tiene
particulas en suspension (fase dispersa) que interactian entre si con el plasma.
Esta fase dispersa esta compuesta de células cuyas membranas tiene una carga
eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto da lugar, a un sistema
complejo cuya respuesta reoldgica es muy variada dependiendo del sistema de flujo
y las condiciones en las que se estudie. La Fig. (2.1) ilustra las predicciones del
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modelo de Carreau con datos reométricos de sangre humana con niveles de
colesterol normales. En el reograma, se observa que la curva presenta
adelgazamiento al corte, es decir, a mayor velocidad de corte la funcion viscosidad
disminuye. A bajas rapidez de deformacion, la sangre muestra una viscosidad
constante, i.e. los hematocritos forman conglomerados de particulas y todas las
estructuras estan orientadas al azar (fase dispersa) y por lo tanto mayor resistencia
al flujo (Estado S1 en la Fig. 2.1).

0.035

E ®=rad/s @
0.03 @
158, : -

0.025 - |

0.02

0.015 ___ | EStadO2 :S2

0.01

FUNCION VISCOSIDAD |Pas]|

S, : Estructura compacta
0.005 - S, :Estructura- transitoria

S, :Estructura-destruida

00— HHHH— e H—
1.E-4 1.E-3 1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1E+2 1E+3 1.E+4
RAPIDEZ DE DEFORMACION [1/s]

Figura 2.1 Funcion viscosidad vs rapidez de deformacion para un individuo
sin colesterol. La curva tedrica (roja) fue obtenida con el modelo de Cross.
Los datos reométricos fueron obtenidos mediante un reémetro de cono y
plato. El reograma muestra dos zonas a viscosidad constante y una zona
intermedia tipo ley de potencia.

Fuente: Moreno, L., Calderas, F., Sdnchez Olivares, G., Medina Torres, L., Sdnchez
Solis, A. and Manero, O. (2013). La sangre humana desde el punto de vista de la
reologia. Materiales avanzados, (20), pp. 33-37.

A una rapidez de deformacion critica, la sangre presenta un cambio en su
viscosidad asociada a que los constituyentes de esta (eritrocitos, fase dispersa) se
orientan mas en la direccion de flujo, lo que da origen a estructuras que cada vez
se oponen menos al flujo y por lo tanto la viscosidad disminuye, i.e. el sistema
presenta adelgazamiento al corte. Por dltimo, a rapidez de deformacion alta
[100 s, el sistema presenta una segunda zona de viscosidad constante en donde
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la viscosidad del hematocrito es del orden de la del plasma. Estas estructuras no
son estables pues al dejar de fluir, el sistema recobra su estructura original y la
viscosidad se eleva. Dentro del cuerpo humano, la sangre estd sometida a
rapideces de deformaciéon del orden de 1-100 s que corresponde a la parte central
del reograma tedrico (Calderas et al. 2013; Moreno et al. 2015; Herrera-Valencia et
al. 2016, 2017). Se puede observar que la viscosidad de la sangre depende de las
propiedades de agregacion de los glébulos rojos, y esta obedece a una teoria muy
simple la cual sostiene que las macromoléculas (colesterol, por ejemplo) promueven
la agregacion de los eritrocitos ya que se interponen entre una célula y otra
generando puentes entre sus membranas lo cual reduce la interaccion
electroestatica natural entre dos células.

2.1.4 Como se estudia la sangre en un red6metro.

La sangre, como cualquier otro fluido, puede estudiarse mediante técnicas
reométricas. La sangre humana para su estudio se debe de obtener de voluntarios
sanos, sin coagulopatia en curso, mediante la aplicacion en un torniquete a la altura
del musculo biceps que genera turgencia para realzar las venas cefalicas y basilica.
Se procede a realizar una puncién y extraer sangre (5 mL aproximadamente) en un
tubo adicionado con EDTA para evitar la coagulacion de la sangre durante el
ensayo. Los ensayos efectuados se hacen en situaciones de flujo controlado como
el denominado flujo de corte simple en estado estacionario, en el que fluido se
coloca entre un disco y un cono (con un angulo pequefio cercano a un grado) del
mismo didmetro, el cono gira a una velocidad angular controlada y se determina la
viscosidad a diferentes velocidades de giro. La temperatura es controlada durante
la prueba y se trata de mantenerla en condiciones similares a las de una persona
sana (temperatura cercana a los 37 grados Celsius). El equipo que controla la
temperatura, la velocidad de giro del cono y mide el torque generado se denomina
redmetro. En este caso se utiliza un equipo de la marca TA Instruments modelo AR-
G2, con geometria de cono y platos a una temperatura de 37 °C. Para caracterizar
los fluidos, se han utilizado diferentes ecuaciones constitutivas. Las investigaciones
realizadas en este campo, se han basado en el estudio de liquidos newtonianos y
no newtonianos. Los flujos oscilantes en sus dos versiones, han sido caracterizados
con diferentes ecuaciones constitutivas para liquidos débilmente elasticos y
viscoelasticos. La mayoria de estos trabajos, han empleado diferentes ecuaciones
reologicas (Calderas et al. 2013; Moreno et al. 2010).

2.2 Aproximaciones matematicas.

En las dltimas décadas, el estudio del flujo oscilante se ha centrado
basicamente en métodos analiticos y numeéricos avanzadas, con el fin de obtener
resultados que describan con mayor precision la parte fenomenologica de estos
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sistemas fisicos utilizado diferentes ecuaciones constitutivas. Por otra parte, existen
trabajos en la literatura donde las técnicas perturbativas antes descritas no son
aplicables, por lo que se debe recurrir a métodos variacionales y computacionales
tipo Galerkin (Herrera et al. 2009).

Tabla 1. Modelos viscoelasticos mas representativos en la descripcion del

flujo pulsatil.
Régimen Modelos Modelo Reoldgico Funcién Viscosidad
Ley de
Potencia 0‘=2T](HD)D n(IID):m(n- 2(D:D))
(Ostwaeld)
n( Ic)z%
Ellis o=2n(1,)D 1{6]
Gy
1
() = —— —
Reinner _ 4 Y0 " Yoo
VISCOSO Phillipoff ¢=2n(II,)D P o] ?
=
GS
n(p)=n, + no_nj ()2
Carreau o=2n(1I,)D [1+(X|IID|) J
Hershel- _ N n-l
Bulkles o =2n(1l,)D (I, )= I +m(IL, )
6+k0§c=2noD n= Mo 3
Maxwell 1+, —
ot
VISCOELASTICO 5 ; rn £
LINEAL ot
6+, —06=2n (l+7\ —jD n="g
Jeffre M 0 J 0
ys ot ot 1+2, <
ot
Convectiva
Superior \ v D En corte es la misma que el
- de C+An0=2N fluido Newtoniano
VISCOELASTICO Maxwell

NO LINEAL :
En corte es la misma que el

- = Ay D
Oldroyd-B O+ Ay e =2m, [D+ JD] fluido Newtoniano

Es preciso destacar, que esta tesis solo abordara fluidos no newtonianos
viscoelasticos lineales (Modelo de Maxwell).
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Tabla 2. Definiciones de las variables dinamicas de la tabla 1.
Unidades
MKS

Nombre

Tensor de esfuerzo

Tensor rapidez de
deformacion

Funcién viscosidad

Segundo-invariante del
tensor rapidez
deformacion
Tiempo de relajacion
de Maxwell
Tiempo de retardo de
Jeffreys

Viscosidades a bajo y
alto corte

Derivada convectiva
superior de Maxwell

Simbolo

AM

AJ

no
Neo

Pa

1/s

Pas

1/s

Pas

1/s

Nombre

Pascal

Inverso de segundo

Pascal-segundo

Inverso de segundo

Segundo

Segundo

Pascal segundo

Inverso de segundo

A pesar de existir distintos tipos de ecuaciones, a todas ellas se les exige una

serie de requisitos:

a) La relacion entre esfuerzo y deformacion debe ser independiente de
rotaciones o traslaciones impuestas al fluido.

b) Debe ser independiente del sistema de coordenadas elegido.

c) Larespuesta del material debe ser independiente de lo que ocurra en los
alrededores de los distintos elementos; es decir, para un elemento de
fluido se debe satisfacer las condiciones de contorno, pero al margen de
esto, su comportamiento deberia ser independiente de lo que les ocurra
a los elementos vecinos.

2.3 Fendmenos de transporte.

Los fenomenos de transporte, se define como la rama de la termodinamica
irreversible que estudia los mecanismos de transporte de momento, energia y masa.
Estos, pueden ser estudiados a nivel macroscopico, microscopico y molecular (Bird
et al. 2002; Bird et al. 1987). La ecuacion diferencial parcial basica de transporte
puede ser descrita en término de la derivada material DX/dt (Bird et al. 2002; Bird et

al. 1987):
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D 0
—X=| =+V.V | X=-V-Y+f

Tabla 3. llustra las variables dinamicas involucradas en las ecuaciones
basicas de transporte de cantidad de movimiento, energia y masa
respectivamente.

Mecanismo de

X Y
transporte
MOMENTO v VOV _plso .
SHSRETA U =pCpT “kVT c:D
MASA C/_\ NA :_CDABVXA +XA (NA +NB) RA
CONTINUIDAD p pV 0

El primer término de la Ec. (2.3-1), representa la derivada material de la
propiedad X, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través del negativo
de la divergencia del flux Y y por ultimo, el término que esta relacionado a las fuerzas
de bulto (momento), trabajo irreversible en contra de las fuerzas viscosas o
viscoelasticas (energia) o la generacién por reaccion quimica (materia), (Bird et al.
2002; Bird et al. 1987).

2.3.1 Ecuacién de transporte de cantidad de movimiento.

La ecuacion de momento, se basa principalmente en la segunda ley de
newton del movimiento en un medio continuo, la cual puede ser escrita de la
siguiente manera (Bird et al. 2002; Bird et al. 1987):

0
a(pV)+V-[pV®V]:—Vp +V-6 +pg (2.3-2)

En la Ec. (2.3-2) p es la densidad del liquido, V es el vector de velocidad,
V®V es el producto diadico de los vectores de velocidad, p es la presion
termodinamica en el sistema, o es el tensor de esfuerzos que puede ser de
naturaleza viscosa o viscoelastico, y g es el vector aceleracion de la gravedad, que
en el campo terrestre es una constante igual a 9.81 m/s?.
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Si el fluido que describe la relacion del tensor de esfuerzos con el tensor
rapidez de deformacion es lineal, i.e. que la potencia es del tensor rapidez de
deformacion es uno,

6=2uD=p(VV+VV') (2.3-3)

y suponiendo que el proceso es isotérmico (temperatura constante), la Ec. (2.3-2)

se transforma en la ecuacion de Navier-Stokes para los fluidos newtonianos (Bird et
al. 1987, 2002):

o DV p( 0

ot

Dt +V- VJV = —Vp +uV*V+pg (2.3-4)

La Ec. (2.3-3) es base para describir la dinamica de flujo en fluidos
newtonianos y ha sido ampliamente estudiada analitica y numéricamente en
geometrias simples y complejas (Bird et al. 1977) (Capitulos 2,3).

2.3.2 Ecuacion de transporte de energia.

La ecuacion de energia se puede interpretar como una extension de la
primera ley de la termodindmica a un sistema irreversible, en donde el tiempo si es
una variable importante, ya que, desde el punto de vista clasico, no es tomada en
cuenta.

DU (0
—=|=+V.V|U=-V.g+e:D
Dt (at j iy (2.3-5)

Si suponemos que la energia interna del sistema de estudio, se puede
expresar como el producto de la densidad, la capacidad calorifica a presién
constante, la temperatura en el sistema, i.e. U = pCpT + cte, y suponiendo que el
flux de calor y el gradiente de temperaturas se pueden expresar en su forma mas
simple, i.e. lineal y la constante de proporcionalidad no depende de la temperatura,
i.e. es constante, la ecuacion de transporte toma la siguiente forma (Bird et al. 1987,
2002):

DT 0
pCpE—pCp(at+V-VjT:kV2T+G:D (2.3-6)

La Ec. (2.3-6) describe la evolucion temporal y espacial de la temperatura
como funcion como una consecuencia del flux de energia, y del trabajo irreversible
realizado por un agente externo sobre los mecanismos viscosos (Bird et al. 1987,
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2002). La Ec. (2.3-6) es punto de partida en el estudio de transferencia de calor en
diversos sistemas en donde el transporte molecular de energia (conduccién),
conveccién (natural y forzada) y disipacion viscosa es importante. Si consideramos,
que el fluido es newtoniano, i.e. satisface la Ec. (2.3-3), por lo que:

pCp%_pCp(st+V-VJT:kV2T+2u(D:D) (2.3-7)

La Ec. (2.3-7) es punto de partida para estudiar los problemas de disipacion
de fluidos newtonianos en geometrias simples.
2.3.3 Ecuacién de transporte de masa.

La ecuacion que describe los cambios espaciales y temporales del flujo molar
puede ser descrita a través de la siguiente expresion:

D[?tA :(QJrv.ijA:—V-NAJrRA (2.3-8)

ot

La Ec. (2.3-8) es punto de partida para estudiar los problemas de
transferencia de materia en diferentes sistemas fisicos (Bird et al. 2012) (Capitulo
18).

N, =—CDps VX, + X5 (N4 +Ng) (2.3-9)

La Ec. (2.3-9) puede ser reescrita en términos de la velocidad global del
sistema:

N, =—cD,;VX, +C,V (2.3-10)

Al sustituir la Ec. (2.1.10) en la Ec. (2.1-8), se obtiene:
DC, (0
e (8t +V- VjC =D, V°’C,+R, (2.3-11)

La Ec. (2.3-11) describe los cambios temporales y espaciales de la
concentracion de la especie por efecto de los mecanismos difusivos y de generacion
asociados a la reaccion quimica Ra. Si la reaccion quimica es modelada mediante
la siguiente ecuacion de ajuste:

=—k C\ (2.3-12)

Al substituir la Ec. (2.3-12), en la Ec. (2.3-11), se tiene:
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bC, (0

Dt V V C DABV C k Cn (23_13)

La Ec. (2.3-13) describe los cambios espaciales y temporales de la
concentracion como funcién de los mecanismos difusivos y de reaccion quimica
respectivamente (Bird et al. 1987, 2002).

2.3.4 Reologia.

La Reologia es la disciplina cientifica que se dedica al estudio de la
deformacion y flujo de la materia cuando es sometida a un esfuerzo (Bird et al. 1987,
2002). Su objetivo esta restringido a la observaciéon del comportamiento de
materiales sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente
un modelo matematico que permita obtener las propiedades mecénicas del material.
Un sistema es capaz de fluir debido a las fuerzas cortantes que se le apliquen, i.e.
el sistema fluye debido a una deformacion continua e irreversible que se le aplique.
Una de las propiedades materiales mas importantes en reologia es la viscosidad,
gue se puede interpretar como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser
deformados cuando son sometidos a un esfuerzo (Bird et al. 1987, 2002).

2.4. Tensores.

En esta seccion, se presentan los fundamentos de reologia como son: (i) Los
tensores basicos y (ii) ecuaciones constitutivas que describen la naturaleza del
material de estudio. En mecanica del medio continuo, una ecuacion constitutiva
describe la relacion entre las variables dindmicas en el sistema, en particular el
esfuerzo y la deformacion, i.e. o = f(g).

2.4.1 Tensor de deformacion.

El tensor de deformacion es un tensor de segundo orden, el cual nos describe
la deformacion relativa de un medio continuo con respecto a una variable. El tensor

de deformacion es adimensional debido a que [ui] = L;[Xi] =L . Matematicamente,
se puede representar de la siguiente manera (Bird et al. 1987, 2002):
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ou, du, au,
OX oX  OX
ou, Ou, du
vu= X y z (24'1)
oy oy oy
ou, odu, ou,
0z 0z 0z

Se observa, que el tensor de deformacion carece de unidades por ser el
cociente de dos longitudes caracteristicas.

2.4.2 Tensor gradiente de velocidad y su traspuesta.

Al tomar la derivada temporal del tensor de deformacion, obtenemos el tensor
gradiente de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera (Bird et
al. 1987, 2002):

ou, du, ou,
OX OX OX
AVERLN o W P (2.4-2)
dt o oy oy
ou, ou, ou,
0z 07 0z

A diferencia del tensor de deformacion, el tensor gradiente tiene unidades de
inverso del tiempo.

2.4.3 Tensor rapidez de deformacién.

El tensor gradiente de velocidad fisicamente, nos da informacion acerca de
la evolucion de la deformacién en el medio continuo, y sus unidades son de inverso
de tiempo. El tensor gradiente de velocidad VV puede ser descompuesto en una
parte simétrica D = (VV)s y otra anti simétrica W = (VV)a llamados tensor rapidez
de deformacion y tensor de Vorticidad (Bird et al. 1987, 2002):

1 1
VV:E(VV+VVT)+§(VV—VVT):D+W (2.4-3)

En coordenadas cartesianas (X, Y, z), el tensor rapidez de deformacion puede
ser descrito matematicamente en la siguiente forma matricial (Bird et al. 1987,
2002):
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VX 1(ovy . vx) 1 ( oVz . GVXJ
OX 2\ oX oy 2\ OX 0z
o= (vv vy )| [ A% 2 vy vz W
2 2\ oy  oX oy 2l oy oz
L(ovx avz) 1favy avz) — ovz
2\ oz oX 2\ oz oy 0z

Es importante notar, que el tensor rapidez de deformacion es un tensor de
segundo orden simétrico, esto implica que su transpuesta es igual al tensor, i.e.
D=D'. Fisicamente, esta matriz simétrica nos da informacion acerca de la rapidez
con la que es deformado un elemento de control en el sistema (Bird et al. 1987,
2002).

2.4.4 Tensor de Vorticidad.

El tensor de Vorticidad en coordenadas cartesianas se define de la siguiente
manera (Bird et al. 1987, 2002):

0 1(dVy oVvx 1(%_8ij
2\ 0oX oy 2\ ox 0z
1 1(oVvx oV 1(oVz oV
W=2(vV-(v)')=| 7| S22 0 LY (245
2 2 oy  OX 2 oy oz
1(8Vx_§yz) ifovy vz 0
2\ 0z OX 2\ oz oy

El tensor de Vorticidad, es de segundo orden, anti-simétrico, es decir,
W =-WT'. Fisicamente, nos da informacion acerca de las rotaciones de los
elementos materiales en el medio continuo (Bird et al. 1987, 2002).

2.4.5 Tensor de esfuerzos.

Al igual que los tensores anteriormente definidos, el tensor de esfuerzos, es
de segundo orden, el cual, se puede describir como una matriz simétrica de 3x3
formada por nueve elementos. Los elementos fuera de la diagonal principal son
llamados esfuerzos cortantes, mientras que los elementos en la diagonal principal
son llamados esfuerzos normales (Bird et al. 1987, 2002). Observe que, los
esfuerzos cortantes inducen el movimiento del elemento material de control,
mientras gque los elementos en la diagonal principal modifican la forma geométrica
de este, pero no su volumen de control. La representacion del tensor de esfuerzos
se puede expresar como:
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O ny Oy,

6=|c, o, © (2.4-6)

yX yy yz

zx Gzy Oz

Matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es
simétrico, es decir, los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales.

2.5. Ecuaciones constitutivas.

2.5.1 Fluido newtoniano.

Desde el punto de vista de la reologia, los fluidos newtonianos son aquellos,
gue no importa la rapidez con la que sean deformados, su viscosidad permanece
constante. Matematicamente, un fluido newtoniano se caracteriza por cumplir la Ley
de Newton, es decir, que existe una relacion lineal entre el esfuerzo cortante y la
rapidez de deformacién. La ecuacion tensorial basica de este tipo de fluidos, se
define como:

6 =2uD=p(VV+(VV)') (2.5-1)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana py se
mide en Pa s (en Sl). En la Ec. (2.5-1) los tensores de esfuerzo cortante y rapidez
de deformacioén {c, D} tienen unidades de Pa y s en el sistema internacional de
unidades. Por definicion, todos aquellos fluidos que no siguen la Ec. (2.5-1) son no-
newtonianos.

2.5.2 Fluidos no newtonianos.

Desde el punto de vista tecnolégico e industrial, los fluidos no-newtonianos,
son punto de partida en la mayoria de los procesos industriales y el estudio de
nuevos materiales, incluyendo aplicaciones tecnoldgicas e investigacion basica.

Las suspensiones densas, lodos, emulsiones, soluciones de polimeros de
cadena larga, soluciones jabonosas, fluidos biolégicos, alimentos liquidos, pastas,
pinturas, suspensiones de arcillas y mezclas de hormigdén son, en general, no-
newtonianos. La relacion entre esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion para
fluidos no newtonianos no es lineal. Estos fluidos a su vez se diferencian en
dependientes e independientes del tiempo.

En este punto, la viscosidad no es constante y depende de la rapidez con la
que se deforme, temperatura, presion, composicion, frecuencia y pH (Bird et al.
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1987, 2002). La ecuacion basica del fluido no-newtoniano inelastico se puede
expresar como:

6 = 2n(1l,) D =n(Il,)(VV +(VV)') (2.5-2)

En la Ec. (2.5-2) n(IID) es la funcion viscosidad generalizada, la cual

depende del segundo invariante del tensor de rapidez de deformacién, de la

siguiente forma:
I, :,fZ(D:D) (2.5-3)

En la Ec. (2.5-3) D:D es el doble producto tensorial del tensor rapidez de
deformacion. Este escalar nos da informacion del tipo de flujo que se esta
estudiando, i.e. flujo cortante, extensional o una combinacién de estos (Bird et al.
1997, 2002). La Ec. (2.5-2) es validad para fluidos no-newtonianos viscosos, para
incorporar los mecanismos elasticos se debe de modificar esta para tomar en cuenta
este mecanismo.

2.5.3 Viscoelasticidad lineal.

La viscoelasticidad es un tipo de comportamiento reoldgico que presentan
ciertos materiales que exhiben tantas propiedades viscosas con propiedades
elasticas cuando se deforman. Un material viscoelastico, es un material para el cual
existe una relacién lineal entre los tensores de esfuerzo y rapidez de deformacion.
Matematicamente, la relacion mas simple de un material viscoelastico lineal puede
ser expresado de la siguiente manera (Bird et al. 1987, 2002):

(n1) a (n2)
ES‘F T+ B pe —— & (2.5-4)

6+A(1)§6+'--+A(nl) =
Existen diversos modelos constitutivos para materiales viscoelasticos
lineales dependiendo los valores de los coeficientes A 'y B de la Ec. (2.5-4). Los
modelos viscoelasticos mas comunes son: (i) Maxwell, (ii) Jeffreys, (iii) Burgers, etc.
Todos estos modelos descomponen son combinaciones de resortes y dispositivos
de friccion (émbolos) lo que genera los diferentes tipos de ecuaciones constitutivas.
En la Fig. (2.2) se observa un dispositivo clasico que representa al modelo
viscoelastico mas sencillo conocido como fluido viscoelastico de Maxwell.
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Figura 2.2 Se ilustra el Modelo de Maxwell en término de un piston y un resorte,
el piston describe la parte viscosa (disipativa) y el resorte la parte elastica
(recuperacién).

Fuente: Zamora Cisneros, D. (2016). Transformada de Fourier aplicada a la
permeabilidad dindmica de un fluido bioldgico viscoelastico: sangre humana.
Licenciatura. Universidad Nacional Auténoma de México. Facultad de Estudios
Superiores Zaragoza.

Y otros modelos, que representan los efectos viscosos, siendo estos modelos,
interpretables en términos de muelles y amortiguadores. Cada uno de estos
modelos difiere en la disposicién de los muelles y amortiguadores. Ademas, solo
son aplicados a fluidos con gradientes de desplazamiento extremadamente
pequeno.

2.5.4 Modelo de Maxwell.

El modelo de Maxwell (Fig. 2.1) se puede describir como la suma de una
contribucion viscosa y otra elastica que esta asociada con la recuperacion:

’Y = YNewton +YH00k (2-5'5)

Derivando la deformacion total, se tiene lo siguiente:

Y = YNewton+,YHook (25'6)

La contribucién de Newton y de Hooke se sustituye en la expresion anterior:

. . . 6 O o c 1 0
= =+ -t — |= —4+——0 25-7
'Y YNeMon YHook no Gt (GO j 612 ( )

Multiplicando la Ec. (2.5-7) por la viscosidad, se obtiene la siguiente
expresion:

"o :c+m§c=(1+&ijc (25-8)

° (G

Ly
g

:‘\\‘

"
&
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Si se define el tiempo de relajacion de Maxwell, como Ao = no/Go por lo que
la expresion anterior toma la forma:

P .
(1-0— g—oajc Mo Y (25_9)

Finalmente, si el tensor que describe la evolucion de la deformacion ¥y se

expresa en términos del tensor rapidez de deformacion, i.e. Y=2D, por lo que,
se tiene el modelo tensorial de Maxwell:

0
c+koac =2n,D (2.5-10)

El modelo de Maxwell predice que el esfuerzo decaera exponencialmente
con el tiempo en un polimero sometido a deformacion constante, lo cual se ajusta
bastante bien a lo observado experimentalmente para muchos polimeros liquidos.
Sin embargo, una limitacion importante es que no predice el comportamiento de
flujo lento (creep) de muchos polimeros ya que en este caso predice un aumento
lineal de la deformacion con el tiempo si el esfuerzo es constante, sin embargo, la
mayor parte de los polimeros muestran una tasa de deformacion decreciente con el
tiempo. Por otra parte, este ecuacion esta limitada solamente a deformaciones
bajas, mientras que los procesos industriales trabajan a deformaciones moderadas
y altas respectivamente, por lo que, se necesitan ecuaciones diferentes al modelo
explicado por la Ec. (2.5-7) (Bird et al. 1977, 2002) (Capitulo 8 de Bird et al. 2002).

2.6 Pruebas de flujo.

2.6.1 Flujo cortante en estado estacionario.

En esta prueba, la muestra es deformada por medio de un esfuerzo cortante
el cual se puede representar por medio de dos placas paralelas en las cuales se
aplica una fuerza en direccion del flujo, de tal manera, que la transferencia de
momento se da en la componente ortogonal a la velocidad (eje coordenado y) como
se muestra en la Fig. (2.3).
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EL PLATO SUPERIOR SE MUEVE A VELOCIDAD CONSTANTE

|

v, =y

P!
Figura 2.3 llustra el flujo cortante simple en un sistema de placas paralelas. El
fluido es cortado y se produce un flujo homogéneo (es decir, un sistema en
donde, las variables dindmicas del sistema dependen de la posicion).

Fuente: Zamora Cisneros, D. (2016). Transformada de Fourier aplicada a la
permeabilidad dindmica de un fluido biol6gico viscoelastico: sangre humana.

Licenciatura. Universidad Nacional Autdonoma de México. Facultad de Estudios
Superiores Zaragoza.

v >

En el flujo cortante simple, las matrices de los tensores de esfuerzo y rapidez
de deformacion toman la forma:

1(oVz 0oVx
0 | —+—
GXX 0 GXZ 2( ax az j
¢=| 0 o, 0 D= 0 0 0 (2.6-1)
0
G,, c,, 1(0Vx +8VZ 0 0
2\ oz OX
Sustituyendo las Ecs. (2.6-1) en la Ec. (2.5-7) se tiene lo siguiente:
1(oVz 0oVx
0 = —+—
GXX O GXZ a GXX O GXZ 2( aX az j
0 o, O +koa 0 o, 0 [=2n, 0 0 0
GZX 0 c5ZZ GZX O GZZ 1 aVX aVZ
—+— 0 0
2 az OX
(2.6-2)
Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (2.6-2)
1,2 o =n,3
Ay~ 10 = Mo Ve (2.6-3a)
ot
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0 0

(1+k0 &j(cxx —ow) = (HKO 5] N, =0 (2.6-3b)
0 0

[1+7‘0 aj(cw _GZZ) :(H;‘o aJNz =0 (2.6-3c)

En estado estacionario, este modelo se reduce al newtoniano, i.e.

ze = nO YXZ
N,=0 (2.6-4a-C)
N,=0

2.6.2 Funciones materiales del modelo de Maxwell.

Las funciones materiales, nos describen la naturaleza fisica del material
sometido a flujo. En corte existen tres principales: (i) La funcién viscosidad, (i) El
primer coeficiente de esfuerzos normales y (iii) el segundo coeficiente de esfuerzos
normales. A partir de las Ecs. (2.6-4a) se tiene lo siguiente:

a) Funcion viscosidad:

n(m} 5=, (2.6-5)
’YXZ

b) Primera diferencia de esfuerzos normales:

y= 2% g (2.6-6)

y=29"% g (2.6-7)

Por lo tanto, en estado estacionario, el modelo de Maxwell en un flujo cortante
simple coincide con el modelo de Newton de los fluidos viscosos, y la primera y
segunda diferencia de esfuerzos normales son cero.
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2.6.3 Flujo oscilatorio de baja amplitud.

En flujo oscilatorio se estudia la respuesta mecanica del material por lo que
el modelo de Maxwell toma la siguiente forma en el espacio de Fourier de las
frecuencias:

(1+h, i) 0, () =y 7(0) (2.6-8)

Dividiendo el esfuerzo y la rapidez de deformacién, se obtiene la viscosidad
compleja:

n(io) = (.;(lm) = 1;;0 = (2.6-9)

La viscosidad compleja n(iw) se puede desacoplar en una parte real y otra
imaginaria por lo que, se tiene lo siguiente:

n(io)=n"(o)-in"(o)=n,

1 lido _ 1 . Ao
1+id,o 1-id,0 *11+02w? 1+x2 2

} (2.6-10)

Separando la parte real y la imaginaria de la Ec. (2.6-10), se tiene la siguiente
expresion para la viscosidad real e imaginaria respectivamente:

v Gy i
n (w)_—1+(low)2 (2.6-11)

Y la parte imaginaria toma la forma:

.. L MeA®
o)=—290" (2.6-12)
(@) 1+(7\,0(D)2

Y recordando que los médulos y viscosidades complejas estan dados por las
siguientes expresiones: G (0)=mn'(®) y G (0)=on"(®). Por lo que, a partir de
las Ecs. (2.6-11) y (2.6-12) se tiene lo siguiente:

Ao’

Gl(lo)=G, ——— B}
(0)=G, (10 (2.6-13)

Y la parte imaginaria toma la forma:
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G ()= Gy —0® (2.6-14)

’ 1+(A0)°

Las Ecs. (2.6-13, 2.6-14) son las expresiones analiticas para los modulos de
almacenamiento y pérdida del modelo de Maxwell respectivamente. Estas
expresiones describen las propiedades viscoelasticos del material a través de la
variacion de la frecuencia. Un hecho importante, es cuando se igualan las dos
expresiones: wcruce = 1/A0, Se obtiene el tiempo de relajacion de Maxwell, por lo que
en el caso mas simple, el sistema de flujo oscilatorio, permite calcular una de las
propiedades materiales del sistema, conocida como tiempo de relajacion de
Maxwell. Obsérvese, que cuando la frecuencia aumenta, la Ec. (2.6-14) tiene a un
valor constante, por lo que se tiene lo siguiente:

limG(w)=limG,———=G 2.6-15

0o ( ) ®—0 0 1+(}\400\))2 0 ( . )
Los casos particulares de las Ecuaciones (2.6-13, 2.6-14) nos permiten

calcular los parametros materiales del sistema (no Ao, Go) respectivamente.

2.7 Ley de Hagen Poiseuille.

En fluido ideal que circula en régimen estacionario por el interior de un
conducto la velocidad es la misma para todas las partes de la misma seccion
transversal. El perfil de velocidad es el que se muestra en la figura.

///////{//////////I//////
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Figura 2.4 Perfil de velocidades tipicas de un fluido ideal en el interior de una
tuberia.
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En un fluido viscoso que circula por el interior de un conducto la velocidad en
los puntos de cada seccion transversal es diferente. Cuando la velocidad no rebasa
un cierto limite el movimiento se realiza por capas superpuestas que no se
entremezclan, siguiendo las lineas de corriente caminos aproximadamente
paralelos a las paredes. Se dice entonces, que el fluido sigue un régimen laminar y
el perfil tipico de velocidad es el de la figura que se muestra a continuacion:

L

7777777777777 777777777

Figura 2.5 Perfil de velocidades tipicas de un fluido viscoso en el interior de
una tuberia (régimen laminar).
Fuente: Universidad de Alicante. Acustica, Fluido y Termodindmica, 1992.

Debido a la viscosidad, la velocidad de un fluido viscoso que pasa a traves
de una tuberia no es la misma en todos los puntos de una seccion transversal. Las
paredes del tubo ejercen una fuerza de resistencia sobre la capa mas externa del
fluido, que a su vez actla sobre la capa inmediata y asi sucesivamente. Como
consecuencia de esto, la velocidad es maxima en el centro del tubo y disminuye
hasta anularse en las paredes.

2.7.1 Ecuacién de Hagen Poiseuille.

Consideremos un tubo cilindrico de longitud L y seccion circular de radio R,
como se muestra en la Fig. (2.6).
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Figura 2.6 Cilindro de radio r se encuentra en equilibrio (moviéndose a
velocidad constante) bajo la accion de la fuerza impulsora originada por la
diferencia de presion entre sus extremos, menos la fuerza de retardo de
viscosidad, que actla sobre su superficie lateral.

Fuente: Elaboracion propia.

A través del cual fluye un liquido de viscosidad p el cual, es deformado
continua e irreversiblemente por un gradiente de presioén en la direccion axial de
flujo (eje coordenado z). Suponiendo estado estacionario, fluido incompresible,
simetria cilindrica, efectos gravitacionales despreciables, la componente z de la
ecuacion de movimiento tiene la siguiente forma:

oVz oVz Ve oVz oVz op 10 1 o
+Vr +— +Vz =——+=-—(r0,)+=—0,, +—o0,, +pg,

ot or r oe oz oz ror r z
(2.7-1)

Aplicando las condiciones del sistema, es simplificada la ecuacién de
movimiento:

vz oVz Ve oVz ovz)_ op 10 10 0
+Vr—+——++Vz— —+=—(ro,)+==—0,, +—0,, +pg,

ot 8r r oo 0z oz ror r oo 0z

=0 =0
(2.7-2)
Simplificando la Ec. (2.7-2), se obtiene:

__ %, 190 2.7-3
5z " ror "S:2) ( )

De la ley de viscosidad de newton para fluidos newtonianos, obtenemos:
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— aa"rz (2.7-4)

Sustituyendo la ecuacion del esfuerzo cortante en la ecuacion de movimiento
simplificada, se obtiene:

ﬁ[ra\lzjzlﬁr (27-5)
or\ or n oz

Aplicando una doble Integral a la ecuacion (2.7-5) respecto a r, se obtiene vz:

N, _1®,5 (2.7-6)
o 2uoz r
r’
v, :——|O+clln(r)+c2 (2.7-7)
4u oz
Aplicando las condiciones de adherencia, se determina las constantes ci1y
C2:
CFl. r=R Vz=20
CF2: r=0 vz, ..=0

Al aplicar las condiciones de frontera en la Ec. (2.7-7) por lo que, se tienen
los siguientes valores:

2
c, :—R—@ (2.7-8)
4 oz

Sustituyendo las constantes en la ecuacion (2.7-7):

vz(r):i—;(—%jll—(%)zl (2.7-9)

Posteriormente, se puede obtener la velocidad maxima si r=0:

2
v, = ( @J (2.7-10)
4u\ oz

El flujo volumétrico, se obtiene al integrar a la ecuacion del perfil de velocidad:

2 (R aR*( op)_nR* P,-P
= Ndrdo=——| -+ |=—— 0 L 2.7-11
Q=[] v.(0 Su[ azj S L ( )
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La velocidad media, es obtenida mediante el cociente de la integral del flujo
volumétrico y el &rea de seccidn transversal:

v,) _J J‘”drde R*(PoPy) SEIV (2.7-12)
j j rdrdo suL 27

La velocidad de flujo mésico w, es el producto del area de la seccion
transversal, la densidad y la velocidad media:

W= (P,-P )R4P
8uL

La caida de presion a una distancia L, se obtiene mediante el despeje de la
ecuacion (2.7-11):

(2.7-13)

p,-p_=SHLQ (2.7-14)
R4

La ecuacion de Hagen Poiseuille solo es aplicada bajo las siguientes
suposiciones (Bird et al. 2002):

a) Flujo laminar (Re<2100)

b) Densidad es constante (flujo incomprensible).

c) Flujo estacionario (no cambia con el tiempo).

d) Fluido Newtoniano.

e) Se ignoran los efectos de entrada y salida del flujo.
f) Elfluido se comporta como un continuo.

g) Se omite los efectos de deslizamiento en la pared.

2.8. Numero de Womersley

El nimero de Womersley (Wo), se puede definir por la relacion:

mecanismo oscilatorio _ poU _ o’ ol

K '

Wo?= : B
fuerzas viscosas pUL®  pp Y

(2.8-1)

Es una expresion adimensional de la frecuencia de flujo pulsatil en relacion
con los efectos viscosos. Es utilizado para determinar el grosor de la capa limite
para ver si los efectos de entrada pueden ser ignorados.

Wo=L /@ (2.8-2)
0
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Donde L es una escala de longitud, w es la frecuencia angular de las
oscilaciones, y v, p, M son la viscosidad cinematica, la densidad y la viscosidad
dinamica del fluido, respectivamente. El nimero de Womersley surge en la solucién
de las ecuaciones linealizadas de Navier Stokes para el flujo oscilatorio
(supuestamente laminar e incomprensible) en un tubo. Expresa la relacion entre el
mecanismo oscilatorio y la fuerza de corte dado por la viscosidad. Cuando Wo es
pequefio (<1), significa que la frecuencia de pulsaciones es lo suficientemente baja
como para que un perfil de velocidad parabdlica tenga tiempo para desarrollarse
durante cada ciclo, y el flujo estara casi en fase con el gradiente de presion, y se le
dard a una buena aproximacion segun la ley de Poiseuille, usando el gradiente de
presion instantdneo. Cuando Wo es grande (>10), significa que la frecuencia de
pulsaciones es lo suficientemente grande como para que el perfil de velocidad sea
relativamente plano o parecido a un flujo tapén, y el flujo promedio se retrasa en el
gradiente de presion unos 90 grados. Junto con el nimero de Reynolds, el nUmero
de Womersley rige la similitud dinamica. Su aplicacion en un sistema cardiovascular,
la frecuencia de pulsacién disminuye a medida que la sangre se aleja del origen de
la pulsacion, el corazon. Por lo tanto, el cambio de frecuencia en el flujo sanguineo
no afecta las caracteristicas definidas por el nimero de Womersley.
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SISTEMA FISICO

60 'gg



{]
/

&

EFECTO DEL GRADIENTE DE PRESION PULSATIL EN EL
FLUJO DE UN LiQUIDO COMPLEJO FES

3.1 Descripcion del problema fisico del flujo pulsatil.

En esta seccion, se describe el sistema de flujo, las restricciones utilizadas
en el modelado y la ecuacidén constitutiva empleada para su caracterizacion
reolégica. El sistema de flujo es un capilar de radio r =a y longitud z = L, el liquido
se deforma continua e irreversiblemente por medio de un gradiente de presion
pulsatil.

V,(r=a,t)=0

Vp(t) = VpoExp(iwt)

P=P(r,0,z)

Figura 3.1 Representacion esquematica del sistema de estudio. Un capilar de
radio r=ay longitud z= L de un fluido complejo (sangre humana) y fluye por
efecto de un gradiente de presion pulséatil. En el lado derecho del capilar, se
representa un punto material en coordenadas cilindricas.

Fuente: Elaboracion propia.

El analisis de proceso se define a continuacion:

a) Proceso en estado no estacionario: La velocidad depende de la posicion
ortogonal al flujo y del tiempo de proceso t, i.e.
Lim_ _o/ot=0

t—>o

b) Proceso isotérmico: El sistema mantiene su temperatura constante, i.e. no es
necesario incluir el balance de energia térmica en los calculos.

c) Fluido incompresible: El fluido (sangre humana) mantiene su densidad
constante, i.e. la densidad no depende de la posicion ni del tiempo.
Matematicamente, se tiene un campo sinusoidal en donde la divergencia del
vector velocidad es cero: V-V =0.

d) Elfluido se mueve por la influencia de un gradiente de presion pulsatil, i.e. un
gradiente que depende de la frecuencia y del tiempo, y que matematicamente
se puede representar mediante una exponencial compleja:

Vp (t) =Vpo Exp (iot). En el gradiente de presion pulsatil, Vpo es el gradiente
de presion constante en la direccion axial z.
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e) Flujo unidireccional, i.e. el campo de velocidades solo tiene una componente
en la direccion del eje coordenado z: V =0, 0, Vz (r, t)].

f) Efectos gravitacionales no se toman en cuenta, i.e., las fuerzas de bulto
asociados al producto de la densidad del liquido y la gravedad son
despreciables.

g) El sistema de coordenadas se coloca en el centro del capilar como se
observa en la Fig. (3.1). El eje de coordenadas “z” corresponde a la velocidad
axial del sistema, el eje coordenado “r’ al del gradiente de velocidad en donde
se transmite el movimiento y el eje angular 6 es el neutro, el cual, representa
a la vorticidad del sistema.

h) Existe simetria cilindrica en el sistema, i.e. ninguna variable, atributo o
caracteristica del sistema depende de la coordenada angular 6.
Matematicamente se expresa como:

o0/ =0

3.2 Cinemética de flujo.

3.2.1 Vector de velocidad.

El vector de velocidad en este sistema de flujo est4 dado por el siguiente
vector renglon:

V =(VrVo,Vz) =(0,0,Vz(r)) (3.2-1)

3.2.2 Tensor gradiente de velocidad y traspuesta.

Aplicando el tensor gradiente de velocidad definido en el Cap. Il en
coordenadas cilindricas, al vector de velocidad definido en la Ec. (3.2-1), se tiene lo
siguiente:

M dvo dVz 4Vz
dr dr dr 00 r
1dvr 1dve Vr 1dVz
vv=| - 222, Y 28¥2 010 0 0 2-
r do rdO r r do 0 0 0 (3-2-2)
dvr  dve dvz
dz dz dz

Y para la transpuesta de la Ec. (3.2-2) se tiene lo siguiente:
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T

(VV) =| =—

dvr dvo
dr dr
1dVr 1dVvo ave  vr Vr
rdo r do r
dvr dvo
dz dz

dvz
dr
1 de
r do
dvz
dz

0O O
0O O
v o
dr

3.2.3 Tensor rapidez de deformacién.

A partir de las definiciones del capitulo I, el tensor rapidez de deformacion D
se construye a partir del tensor gradiente de velocidad y su transpuesta
respectivamente, i.e. D = (VV + (VV)7)/2

D:%(VV+VVT):

dvr dve dvz ) (dvr  dve dvz
dr dr dr dr dr dr
1)|1dvr 1dve Vr 1dVz| |1dVr 1dVO Vr 1dVz
2(lr do r do r 1t do rdo0 r dO r rdO
dvr dve dvz | | dVr  dve dvz
dz dz dz dz dz dz
dVvz dvz
0 0 — 0 0 —
L dr 0 00 dr
=—||0 O O |[+|] O O Of|==| O O 0
00 0 dv dv
o 20 e 00 (3.2-4)

El tensor rapidez de deformacion, solamente contiene dos términos
cortantes.

3.2.4 Tensor de vorticidad.

El tensor rapidez de vorticidad W se construye a partir del tensor gradiente
de velocidad y su transpuesta respectivamente, i.e. W = (VV - (VV))/2.
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M dve dVz dvr dvo %
dr dr dr dr dr dr
W:E(VV—VVT):E EM 1dV(%)+Vr lde 1dVr ldV6+E lde
2 2(lr dd r do r r d6 rdd r do r rdO
M dveo dvz dvr dve %
dz dz dz dz dz dz
dVvz dVvz
0 0 — 0O 0 —
L dr 0 00 dr
=={|0 0O O |-|] O O O|l==l O 0 O
2 00 O dvz dvz
— 0 0 —_— 0
dr dr
(3.2-5)

Este tensor nos da informacion acerca de las rotaciones materiales en el
sistema. Por lo tanto, en un fluido cortante existen elementos cortantes que se
deforman continua e irreversiblemente y que rotan por efecto del flujo.

3.2.5 Tensor de esfuerzos.

Matematicamente, el tensor de esfuerzos es una matriz simétrica que
describe la transferencia de cantidad movimiento y fisicamente, nos da la
distribucion de las fuerzas en cada area de los elementos de control que son
cortados debido al flujo.

6rr Gr(-) 6rz 6rr 0 Grz
G =| Oy Ogp Op 0 o4 O
Gzr 629 Gzz 6zr 0 Gzz

(3.2-6)

La Ec. (3.2-6) contiene informacion acerca de los elementos cortantes y
extensionales que actlan en un elemento de control respectivamente. Por ejemplo,
los elementos cortantes son los responsables de deformar continua e
irreversiblemente el fluido, y cumplen la condicion de simetria, es decir, los
elementos fuera de la diagonal son iguales oij =aji, debido a la simetria del tensor
de esfuerzo. Los elementos en la diagonal principal {orr, oes,022}, estan asociados
con la elasticidad del material en flujo cortante en estado estacionario. A partir de
estos, se define la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales:
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# 0; No-Newtoniano viscoelastico

N, =0, —0Cg =
oo {:O;Newtoniano

(3.2-7)
{¢ 0; No-Newtoniano viscoelastico
N - 699 GZZ =

= 0; Newtoniano

El calculo de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales puede
ser aplicado para explicar la formacion de vortices en contracciones y expansiones
de flujo.

3.3 Ecuaciones de continuidad y momento.

En esta seccion, se presentan las ecuaciones generales para el estudio del
gradiente de presion pulsatil.
3.3.1 Ecuacién de continuidad.

Suponiendo que el fluido es incompresible y que el flujo es unidireccional, es
decir, que el vector velocidad solo tiene componente en z, entonces:

Fluido-Incompresible

[
@ +16(er) +18(pV9) +6(pVZ) =O:p% =0; Vz #Vz(z) (3.3-1)
ot r or r oo 0z 0z

Flujo-Unidireccional

3.3.2 Ecuacion de momento.

La ecuacion de momento, es la segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo. Aplicando un balance de fuerza a un elemento de control, se tiene la
componente r de la ecuacion de movimiento:

= =0 =0 =0 =
6\; oV oV oV ~op 10 10 10 O : —
r r r r Lo le} o} —
— +Vr +Vo +Vz —_ P, 2 o, )+-—2+=—%+ T+ pg,
ot or 00 0z or ror r o8 r Oe 0z —
— — ——_ Ffectos
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Transferencia de Transferenciade  Gravitacionales
Continuidad momento solo en momento solo en
la direccién r la direccién z
(3.3-2)

Componente 0 de la ecuacion de movimiento modificada:

) ‘ rﬁgf}
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=0 =0 =0 =0 =0
/_/% /—/%
Ve oVe Ve dVe VrVe Ve 10p 10
p —_— +Vr +— + +Vz =— -— +— (r o, )
ot or r oe r oz r oe r> or
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Gradiente de Presion Transferencia de
Continuidad solo en la direccion z momento solo en

la direccion r

=0 =0

/_/ﬁ — :O

1 0o, 0G,, —
-— + + P8

r oo oz ———
—— -— _ Ffectos

Transferencia de Transferencia de Gravitacionales
momento solo en momento solo en
la direccion 0 la direccion r

(3.3-3)
Componente z de la ecuacion de movimiento modificada:
-0 =0 =0 %0 =0 -0
oVz oVz Ve oVz oVz op 10 1 0o,
p _— + Vr +— +Vz—— [=— — +——(I'Grz)+ -
ot or r oo 0z 0z ror r oo
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Gradiente de Presion Transferenciade  Transferencia de
Continuidad solo en ladireccionz ~ momento soloen  momento solo en
la direccion r la direccion 6
-0 "
do pe
z
'L,Efectos
Transferencia de Gravitacionales
momento solo en
la direccion z
(3.3-4)

Aplicando las hipétesis anteriores (estado no estacionario, fluido
incompresible, solo hay transferencia de momento en la componente rz del tensor
de esfuerzos), se llega a la siguiente expresion simplificada.

ovz _ op(t) 10 3.3-5
P T e Traron) (3:3-3)

3.3.3 Gradiente de presién pulsatil.

El gradiente de presion pulsatil se propone como el producto de un gradiente
de presion en estado estacionario multiplicado por una funcion exponencial
compleja de tiempo continuo, respectivamente:

op(t) _ op . op . -
F:a—Z"Exp(lmt)za—zo(Cos(wt)+1Sm(wt)) (3.3-6)

La ecuacion anterior representa al gradiente de presion pulsatil, desarrollado
por la identidad de Euler, el cual integra los componentes reales e imaginarios del
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sistema. Finalmente sumando la ecuacion de continuidad simplificada, el balance
de fuerzas toma la siguiente forma:

oVz _ Jp,

— 3.3-7
P 5t oz (3.3-7)

; 10
Exp(iot)+=-<
xp (iot) - (ro,)

3.4 Ecuacion constitutiva.

3.4.1 Modelo Viscoelastico de Maxwell.

El modelo viscoelastico de Maxwell es una de las ecuaciones reologicas mas
sencillas viscoelasticas lineales, la cual puede ser descrita en forma tensorial de la
siguiente manera:

G+2, i 2n,D (3.4-6)
ot
Suponiendo flujo homogéneo, i.e. ninguna variable dinamica del sistema
(esfuerzo, rapidez de deformacién) depende de la posicion, asumiendo todas las
demas restricciones, se tiene lo siguiente:

oVz
Grr O GI‘Z Grr 0 GI'Z 1 0 0 ? O 0 0
00990+ko—00990:2n05000+0OO
c, 0 o, 6, 0 o, 00 O vz 0 0
or
(3.4-7)
Al sumar las matrices, se obtiene lo siguiente:
0 0
Grr+)"oaﬁrr G Grz‘””oacrz 0 o0 oVz
or
O, Opo T2y acee Oy, =M 0 0 0 (3.4-8)
oVz
G, +Ay =0, G c +k0§0 or 0 0
Z at Z Z Y74 at Y74

Desacoplando las matrices, se tiene las siguientes ecuaciones diferenciales
parciales para los esfuerzos normales:

o, + A %Grr ~0 (3.4-9a)
Goo + Mg 25y =0 (3.4-9b)
S, + X gou =0 (3.4-9¢c)
67 I,@ Y
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Para los esfuerzos cortantes, se tiene lo siguiente:

o, +A 86 | 0Vz 3.4-10

pd PV A 4-1Ua
) oV

O +ho 20, =g arz (3.4-10b)

Observe, que tanto la componente rz y zr de la ecuacion constitutiva tiene la
misma estructura matemaética.

3.4.2 Modelo multimodal de Maxwell.

El modelo viscoelastico de Maxwell es una de las ecuaciones reolégicas mas
sencillas viscoelasticas lineales, la cual puede ser descrita en forma tensorial de la
siguiente manera, para n-modos:

=3 (3.4-11)

=1

Sustituyendo la Ec. (3.4-11) en la (3.4-6), obtenemos:

0
(1+kw ajc( =2n,D; (=1,2,3 (3.4-12)

3.4.3 Ecuacion de movimiento modificada.

Al combinar la componente rz de la ecuacion de Maxwell, con la ecuacién
de movimiento, se tiene la siguiente ecuacion diferencial parcial lineal:
n, o0Vz
Gzr = a (34'13)

142, < o
" ot

Al sustituir la Ec. (3.4-13) en la Ec. (3.3-5), se obtiene:

pavZ__ap(t)+lg Mo 0VzZ (3.4-14)

ot o0z ror 1x28r
° ot

Desarrollando la Ec. (3.4-14):

p(IMO QJM:_(H% 2) ap(t)mo%%(r%j (3.4.-15)

ot) ot ot) oz or
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EFECTO DEL GRADIENTE DE PRESION PULSATIL EN EL @
FLUJO DE UN LiQUIDO COMPLEJO FES

La Ec. (3.4.-15) es el resultado mas importante de la presente tesis de
licenciaturay es punto de partida en los calculos posteriores. Este modelo que
describe los mecanismos: (i) inerciales, (ii) viscoelasticos y (iii) pulsétiles se puede
expresar, en términos de un operador diferencial:

D= o, [1 Yy gj (3.4-16)

La Ec. (3.4-16) se puede interpretar como un operador temporal asociado
con la fluidez:

opLvz= IPCLION (12r£sz (3.4-17)
ot oz or or

La Ec. (3.4-17) es la mas importante del presente trabajo y contiene varios
casos particulares que a continuacion son descritos:

a) Mecanismos inerciales despreciables:

wp 2 Vz—0:>(1 0,9 jV _o P (3.4-17a)
ot r 8r or oz
b) Fluido Newtoniano:
D= o, (3.4-17b)
c) Fluido Maxwell:
®= o, (on QJ (3.4-17¢)
ot
d) Fluido de Jeffreys:
1+, 9
D= g, —gt (3.4-17d)
1+A, —
ot
e) Fluido de Burgers:
2
1+, g+[38—2
D=, a__at (3.4-17€)
0
1+, —
ot
69 [,‘/r\\
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f) Multimodal de Maxwell:

N=k
D=D, + D, + D+ D, = @ [1+ij %); (3.4-171)
j=1

En la siguiente seccion, se utiliza la Ec. (3.4-17) incisos (c y f) con el fin de
obtener el perfil de velocidades, flujo volumétrico y funcion de transferencia de un
fluido de Maxwell. Se analizaran dos casos principales: (i) Sin inercia y
viscoelasticidad y (ii) Con inercia y viscoelasticidad. El objetivo del siguiente capitulo
sera el de encontrar expresiones para los modulos G" y G en funcion del flujo
volumétrico viscoelastico y viscoso respectivamente.
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CAPITULO IV
MODELADO TEORICO
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4.1 Modelo viscoelastico lineal sin efectos inerciales.

En este capitulo, se presenta el modelado matematico de la Ec. (3.4-17).
Partiendo de la hipétesis de flujo a Reynolds bajos, es decir los mecanismos
inerciales son despreciables, la ecuacion de momento se reduce a un balance entre
el gradiente de presion pulsétil y la divergencia del tensor de esfuerzos, por lo que
se tiene lo siguiente:

10 (r6,)=R (4.1-1)
Integrando con respecto a la coordenada radial “r’ se tiene lo siguiente
expresion general:

o, 1P & (4.1-2)
2 az r
Como el esfuerzo debe ser una funcioén acotada, i.e. enr = 0 se cumple que
orz = finito, por lo que la constante Ci1 de la Ec. (4.1-2) debe ser cero, i.e. C1 =0. La
componente z de la ecuacion de momento toma la forma:

G —L1P, (4.1-3)
2 0z

La Ec. (4.1-3) describe el esfuerzo cortante rz en funcién de la mitad del
gradiente de presién pulsatil, multiplicada por la coordenada radial. Observe que,
esta expresion es completamente general y no depende del sistema, i.e. en la
Ec. (4.1-3) no_esta incluida ninquna propiedad material del sistema
(viscosidades, densidades, tiempos de relajacion, etc.) y es valida para

cualguier material o sistema complejo.

La componente rz del modelo de Maxwell, se puede definir en términos del

operador fluidez dado por la Ec. (3.4-17) inciso “c”.
6,=V,/® (4.1-4)

Enla Ec. (4.1-4) @, es el operador fluidez lineal definido en la seccién anterior
el cual, depende de las propiedades de la ecuacion constitutiva empleada, i.e.
tiempos de relajacion, médulos elasticos, tiempos de retardo, etc.

® =B (h,Gy,0, ) = 0, (1+x0 gj (4.1-5)
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4.1.1 Flujo volumétrico en estado no estacionario.

La expresion general del flujo volumétrico en funcion de la viscosidad puede
ser escrita en términos de una integral doble de la siguiente manera:

2n

= '([;.?VZ I‘t rdrdo (4.1-6)

Debido a la simetria cilindrica, el vector velocidad no depende de la
coordenada angular 6, por lo que se puede integrar con respecto a 6 la Ec. (4.1-6),

Q(t) = ZnIVz(r,t)rdr (4.1-7)
0

La Ec. (4.1-6) representa el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a. La
Ec. (4.1-6) se emplea cuando se conoce el perfil de velocidades en funcion de la
coordenada radial y es general para cualquier tipo de fluido. Integrando por partes
con respecto a r, tomando u =Vz (r, t) y dV = r dr, se tiene lo siguiente:

ovz(rt)

2drj = n[Vz(a,t)a2 -Vz(0,t)0° —j—’r
0

or

2dr

Q(t) =2 ;VZ(”) o ja\’za—f”)

0
(4.1-8)

Aplicando la condicion de no deslizamiento en el capilar se obtiene otra
version de la Ec. (4.1-6) para el flujo volumétrico:

Lovz(rit)

Q(t) :_anrzdr (4.1-9)
0

La Ec. (4.1-9) es equivalente a la Ec. (4.1-7) excepto que, para calcularla se
necesita informacién de la rapidez con la que se deforma el sistema (fluido). La Ec.
(4.1-9) sera punto de partida en la descripcion de la funcién de transferencia y el
flujo volumétrico pulsétil. Multiplicando por la segunda potencia de r e integrando
con respecto a r de 0 al limite superior “a”, se tiene lo siguiente:

Q(t)= -] r'y, dr = ®[-ﬂj0rzr2df] (4.1-10)

0 0

Al sustituir la componente rz del tensor de esfuerzos Ec. (4.1-1) en la
Ec. (4.1-10) se tiene la evolucion del flujo volumeétrico en funcion del gradiente de
presién pulsétil en la direccion axial.
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4
ma’ dp(t)
t) =@ ——= 3
QV() [ 8110 dz (4.1-11)

Si el tiempo de Maxwell es cero, i.e. Am = 0, se obtiene el flujo volumétrico
para el modelo newtoniano. Esta ecuacion es conocida como de Hagen y Poiseuille:

Qu(t)= ( dzj (4.1-12)

Combinando las ecuaciones (4.1-11) y (4.1-12) y definiendo Qv como el flujo
volumeétrico viscoelastico y Qn como el flujo volumétrico newtoniano, se tiene:

Qv (t) =DQy ®) (4.1-13)

Es decir, el flujo volumétrico viscoelastico se puede describir como el
producto de una funcion fluidez y el flujo volumétrico newtoniano.

4.1.2 Formalismo de Fourier.

Si suponemos que el flujo volumétrico es una funcién continua y satisface el
formalismo de la transformada de Fourier, se tiene la siguiente definicion formal
(Haberman 2003). Con el fin de resolver la ecuacion dinamica Ec. (4.1-13), se
utilizara el formalismo de Fourier. Si suponemos que la funcion es continua, la
transformada de Fourier de una funcién continta y la derivada de una funcion
continua se escribe como:

F(w) = S(f(O)Z% [7 £ (et (4.1-14)

Los resultados méas importantes de la transformada de Fourier se aplican en
la transformada de una derivada temporal (Haberman 2003):

(af( )j L Mg - €710
ot 2= ot 2n

['ﬂ) [ fedt =0+ i [ ftle™dt = iwF(w)
L \2n) 7,

-00

(4.1-15)

Suponiendo que en t = 0 la funcidn f(t) se anula, i.e. f(«) = f(0) = 0, se tiene
gue la derivada temporal de una funcién continua f(t) toma la forma:

S[?j= ioF(m) (4.1-16)
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Es facil demostrar por induccién matematica, que la transformada de Fourier
de derivadas de 6rdenes superiores puede ser descrita como un multiplo de la Ec.

(4.1-16), por lo que:
o) ) _ .
3( atE )j= (I(D)k F(o) (4.1-17)

Los resultados deducidos en esta seccion seran punto de partida en la
descripcion del flujo oscilatorio.

4.1.3 Flujo oscilatorio a baja frecuencia.

Al aplicar el operador temporal de la fluidez, a la Ec. (4.1-13) se tiene lo
siguiente:

Qv (t) Po (1 + A jQN O (4.1-18)

Aplicando la transformada de Fourier, a la ecuacién diferencial, Ec. (4.1-18)
se tiene lo siguiente:

Qu (i0) =@ (i0)Qy (4.1-19)

La Ec. (4.1-19) es una funcion compleja de variable compleja la cual, se
puede descomponer en una parte real e imaginaria respectivamente:

éN(w): 1
Q. (w) Re[(i)(ioo)]+ i Im[(i)(ia))}

Multiplicando por el complejo conjugado del denominado de la Ec. (4.1-20),
se tiene lo siguiente:

(4.1-20)

M:Re M —JIm M (4.1-21)
Qu (®) Qu (@) Q@) ]

Separando la parte real e imaginaria de la Ec. (4.1-21) se tiene lo siguiente:
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Qu(@) | Re| () |

N (ow)=Re| = _ ! 2
Qu (@) [Re[&a(@)D . [Im[&)(m)D
(4.1-22)
y
N (0)=1Im Qu(e) | _ 'm[&’(m)J

Qv (w) | [Re[c%(co)Dz * [Im[“f)(m)Dz

(4.1-23)

A partir de las viscosidades real e imaginaria, se pueden deducir los médulos
de pérdida y almacenamiento:

) . Q. (o
G (@)= on’” (o) = wim| 2 w120

Qu (»)

G (w)=oon(w)=owRe| ———= (4.1-25)

Las Ecs. (4.1-24) y (4.1-25) son las mismas gue se obtiene en la dinamica de
polimeros liquidos y flujo oscilatorio en reologia. Estas fueron deducidas a través
del flujo volumétrico despreciando los efectos inerciales. En particular si el operador
fluidez corresponde al de Maxwell, se tiene lo siguiente:

A

O (i0) =0, (1+(X0m)2) (4.1-26)

La viscosidad real e imaginaria tiene la siguiente representaciéon analitica:
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N (w)= L (4.1-27)
Py (1—!—(7\.0(0)2) '
y
v Ay®
N (w)= > (4.1-28)
Po (1 =+ (7“0("))2 )
A partir de esto, los médulos elésticos G" y G™* toman la forma:
Ao ®°
G (w)=oon" ()= > (4.1-29)
0 (1 + (7‘060)2 )
y
G (w)=on ()= 2 (4.1-30)

0 (1 + (7‘0(’0)2)

Las Ecs. (4.1-29) y (4.1-30) son los modulos de pérdida y almacenamiento
asociados al sistema de flujo pulsatil. La funcion viscosidad compleja toma la forma:

1 (0) = (1)) +(n" () (4.1-31)

Finalmente, la expresion del flujo volumétrico viscoelastico se puede
expresar en términos de producto de flujo volumétrico del fluido newtoniano
multiplicados por una fluidez adimensional real e imaginaria respectivamente.

4.2 Modelo viscoelastico lineal de Maxwell con efectos inerciales.

En el régimen de viscoelasticidad lineal, la ecuacion dinamica que describe
el efecto combinado de la inercia con los mecanismos viscoelasticos en el régimen
de bajas deformaciones, es la siguiente:

;{1%%)% (1 + EJ% +1, Fg(r%) (4.2-1)
La Ec. (4.2-1) se puede poner en términos del operador fluidez de Maxwell:
(12 r 2o 6)\/ _o PO (4.2-2)
or or ot 0z
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Con el fin de resolver la ecuacion dinamica Ec. (4.2-1), se utilizara de nuevo
el formalismo de Fourier. Los pasos intermedios y detalles en las deducciones del
perfil de velocidades y la deduccién del flujo volumétrico se presentan a detalle en
el apéndice (A).

4.2.1 Perfil de velocidades del modelo viscoelastico lineal.

Aplicando la transformada de Fourier, y suponiendo que la velocidad en la
frontera del capilar es cero, y finamente resolviendo una ecuacion de Bessel
paramétrica, se obtiene una expresion analitica para el perfil de velocidades.

s i”@r .
va(re)=a) IJOEiw@g [_ap( )J

La Ec. (4.2-3) Jo y J1 son las funciones de Bessel de orden cero y primero
respectivamente.

(4.2-3)

4.2.2 Flujo volumétrico del modelo viscoelastico lineal.

El flujo volumétrico viscoelastico, puede ser obtenido directamente mediante
una doble integracion por lo que, en coordenadas polares se tiene lo siguiente:

2n a

Qu (o JIVZ r,o)rdrdd =2na IVZ r (n)r dr’ (4.2-4)
Por lo tanto, el flujo volumétrico viscoelastico, se puede expresar como:
4 op(w
Q (0)=T () ’“‘8% (_ pa(z )] —T(0)Qy(®) (4.2-5)

Donde la funcién de transferencia estd dada por el siguiente cociente de

funciones Bessel:
— J (i3’2a»\lpw®*J/(i”a«/pm@*]
i

T(o)=—7—=]1-2

a’pp, ® Jo(is/za /pmq)*j

La funcion de transferencia, Ec. (4.2-6) puede ser utilizada para cualquier
funcion fluidez compleja en el régimen de viscoelasticidad lineal. Los siguientes
puntos importantes de la Ec. (4.2-6) son mencionados a continuacion:

(4.2-6)

a) La funcion de transferencia depende de las propiedades materiales {@o,p}
respectivamente.
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b) Fisicamente, la funcion de transferencia compleja nos da las desviaciones
del comportamiento newtoniano por efecto de los mecanismos inerciales y
viscoelasticos del medio.

c) La funcion de transferencia presenta un comportamiento resonante, debido
a que es el cociente de funciones Bessel de primer y cero ordenes
respectivamente. La resonancia se debe a las oscilaciones de las funciones

de Bessel:
J ( a«/meD j/[ a«/prD j
Jo (imax’pa)@* ]

d) A frecuencias bajas la funcion de transferencia se reduce al operador fluidez
definido en la primera seccion de este capitulo:

(4.2-7)

Lim, ,T(®) - ®(io) =1+ (o)i (4.2-8)

o—0

4.3 Flujo volumétrico pulsatil.

Suponiendo que el gradiente de presion pulsatil puede ser escrito en términos
de una funcién exponencial compleja, aplicando la transformada de Fourier:

op(w) _ ap, ]
pe _ES(OJ-(DO) (4.3-1)

En la Ec. (4.3-1) & es la funcion delta de Dirac y wo es una frecuencia de
referencia. Al substituir la Ec. (4.3-1) en la Ec. (4.2-5), se tiene:

Qy ()= T(w)%[—%ja(w-%) (4.3-2)

Tomando la anti-transformada de la Ec. (4.3-1), se tiene lo siguiente:

Qu (1) =T(©)Quo (1) Exp(iot); Quo(t)= “as%( %) (4.3-3)

En la Ec. (4.3-3) Qno es la amplitud del flujo volumétrico newtoniano. Si se
define el flujo volumétrico newtoniano como:

Qu (1)= Quo () Expliot)= %(_%jm{p(m) (4.3-4)

Finalmente, se tiene la relacién de los flujos volumétricos:
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Qu(t) =T(@)Qu(t)

(4.3-5)
Finalmente, la parte real y a parte imaginaria:
Re[ Qu (1) ] = Qu(Re[ T(0) |Cos(wt)~Im| T(0) sin(ot)) (4.3-6)
y
im[ Qu ()] = Quo (1m[ (@) |Cos(ot)+ Re T(w) |sin(ot)) (4.3-7)

Las Ecs. (4.3-6) y (4.3-7) representan la parte real e imaginaria del flujo
volumétrico. Se puede observar que, ambas dependen de la amplitud del fluido
newtoniano y de las propiedades materiales de la funcion fluidez que se utilice.
Debido que las curvas oscilantes que se presentan en las Ecs. (4.3-6) y (4.3-7) se
debe al cociente entre las funciones de Bessel y las funciones periddicas. La tabla
(4) presenta algunos operadores temporales que representan a la fluidez y su
representacion en el espacio de Fourier.

4.4 Modelos viscoeléasticos lineales en términos del operador en el espacio
de la frecuencia.

En la tabla (4), se presentan diferentes operadores viscosidad con el fin de
aplicarlos a la funcién de transferencia desarrollada en el trabajo presente. En
particular, se utilizara el modelo de Maxwell y multimodal de Maxwell.

Tabla 4. llustra los modelos viscoelasticos lineales en términos de los
operadores temporales y de Fourier.
Modelo Operador temporal Operador-Fourier

Newton D =g, D =g,
1 0 *
® =g, 1+——j D =g, 1+—(1m)j

Maxwell GO(PO 81; 0(p0

1+G1 St 1+G1 (io)

D =g, (;I-(Po B D =0, oo

Jeffreys 1+— = = 1+ — S (i)

(1+(Pr)G0(PO ot (1+(PF)G0(I)°
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t+B8t2 ) 1+ p (io)+p(iw)
5 @ :(Po P D =g, — 1 (i)
urger 1+A, — 1+ —(iw
ot (1+(Pr)Go(Po

Maxwell PR | 1 0 SR | (R
Multimodal Zq)l "L [H G0y aj Z‘D' "2 [H G iy (1®)J

4.4.1 Modelo multimodal de Maxwell

En pruebas de flujo oscilatorio el modelo uni-modal de Maxwell no describe
satisfactoriamente datos experimentales de sangre con colesterol (Moreno et al.
2015, Herrera-Valencia et al. 2016, 2017). La fluidez para los datos de Moreno et
al. (2015) pueden ser representados por medio del modelo multimodal con tres
modos N = 3, por lo que:

e 1 _ (14 Ay (1)) (14 Aoy (i) ) (14 1, (i0)
Y Gata Gy (14 2y (i) ) (1405 (i) ) + Gigphgy (14 gy (i) ) (1445 (i0 )

7 1+ (i0) +G ko (1 +hy (iw))(lJr;‘os (iw))

(4.4-1)

En el régimen de bajas frecuencias, la funcion fluidez compleja tiende a la
fluidez a corte bajo:
Lim, ,® —@,=1, :l/zGoi}\‘Oi =1/ (G017‘01 +Gppho +G037‘03) (4.4-2)

i=1

4.5 Resumen de las ecuaciones mas importantes.

En este capitulo, se desarrollaron las ecuaciones mas importantes de la
presente tesis, las cuales se pueden clasificar en dos contribuciones principales: La
primera de ellas, es la funcion de transferencia para un fluido viscoelastico sin
inercia. La segunda de ellas, es el mismo sistema, pero tomando en cuenta los
mecanismos inerciales.

4 5.1 Variables adimensionales.

Las variables adimensionales son: (a) Las viscosidades reales e imaginaria,
(b) los médulos viscoelasticos, (c) los flujos real e imaginario, (d) La funcién de
transferencia, (e) la frecuencia adimensional y (f) el tiempo de proceso.
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Tabla 5. Presenta las variables dimensionales, caracteristicas vy
adimensionales.

Variable dimensional Variable caracteristica  Variable adimensional
(o) Po N (0)=0m (o)
N (o) 0 T (@)= oo ()
G,(OJ) Go 6'(0)) _ G (0))
C;0
G,,((D) GO arf(m) _ G ((,0)
G0
— RelQ,(t
Re[QV (t):l Qo Q- =M
QNO
-~ O
@ Do O=—
Po
@ Ao C_0=7u00)
t Ao t=1t/A,

Las variables caracteristicas con las que se hicieron adimensionales las
expresiones fueron: {@o, Ao, Go, Qno}. Se escogieron estas variables, porque son
propiedades materiales medibles y se pueden extraer directamente de los
experimentos reologicos. La fluidez es el inverso de la viscosidad y se puede
obtener directamente de una prueba de flujo en estado estacionario, el tiempo de
relajacion de Maxwell, se obtiene de pruebas en flujo oscilatorio de baja amplitud
cuando se obtiene la frecuencia de cruce entre el mddulo elastico y de recuperacion,
i.e., Mo = 1/wc. La tercera variable Go es el médulo elastico el cual se puede obtener
directamente del limite a frecuencias altas de G"(®), i.e. Limy-«G” (®)—>Go, la tltima
variable de escalamiento, es el flujo volumétrico newtoniano que es una
combinacion de parametros medibles como son: (i) el radio del capilar y (ii) el
gradiente de presion. Por lo tanto, las ecuaciones adimensionales son:

4.5.2 Ecuaciones adimensionales.
a) Sin mecanismos inerciales.

Viscosidad real e imaginaria:

(@)= ()=

1+ 2
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La viscosidad compleja, se obtiene a partir de las viscosidades reales e
imaginarias:

. . 2 i 2 1
1 (@) = /[0 (@) ] +[n" (o) ] N e
Mddulos viscoso y elastico:

)
1+ w?

2
@

G (w)= G ()=

2

El m6dulo complejo se obtiene a partirde Gy G™:

2 2 w
:\/ G(o)| +| G (» = —
S B v
Flujos volumétricos pulsétiles reales e imaginarios:

Re[év (t)] = Cos(ot)—oSin(wt)

m [6\, (t)} = wCos(wt)+Sin (wt)

b) Con mecanismos inerciales.

Relacion de flujos volumétricos viscoelastico y newtoniano:

Qv (0)=T(0)Qy (o)

La funcién de transferencia est4 dado por:

8 1 J (i”a«/pmd)* ]/(imaﬂpw@j
|

—1-2

a’po, ® Jo(isma /pwq)*j

Las viscosidades, quedan definidas en términos de la funcién de
transferencia y la parte real e imaginaria:

T(0)=—=
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Re| T(o)]
(Re[T(@)]) + ([T ()])

n' ()=

Im[T(co)J
(Re[T(e)]) + (1m[ ()]}

A partir de las viscosidades real e imaginaria, se pueden deducir los médulos
de pérdida y almacenamiento del material:

n ()=

|m[T(@)]
(Re[T(@)]) + (1m[T()])

G (w)=on(0)=w

Re| T (o) |
(Re[T(@)]) + (tm[T(w)])

G (w)=on(w)=w

Los flujos oscilatorios:

Re[Q (1)] = Re[T(w)]Cos(ot)-Im[T(w)]Sin(wt)

Im [6\, (t)} = Im| T ()] Cos(ot)+Re[ T(w) |Sin (ot)

4.5.3 Funcién de transferencia adimensional y numero de Womersley.

La funcion de transferencia compleja en forma adimensional, tiene la
siguiente forma:

) 8i ‘]l (islzwow (0))) / iSIZWOm ((0)
T((D)_'Woz 1-2 Jo(imWOw((D)) (4.5-1)
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En donde, el numero de Womersley generalizado toma la forma:

Wo, (o) ULJET “Wovo (4.5-4)

PP,

W, =a,/pp,» (4.5-5)

La relacion de fluidez adimensional esta dada por:

=@ (Tie” ) (14 oz (i) ) (14 Ao (107

Po ﬂ01(1+koz(1oa))(l+ 7»03(10)))+1”|02(1+103)(1+7»o3 10)) + 73 (1 +i0") <1+7_\.02(i0)))

(4.5-6)
Donde, las siguientes cantidades adimensionales, estan dada por:
- Gy A
Mo = — ook =67 3 33 (4.5-7)
no ZGOi}\‘Oi
i=1
y
Nor :h; (={2,3} (4.5-8)
7\'01
y la frecuencia adimensional:
© =hy® (4.5-9)

En este capitulo, se presentan las principales ecuaciones de este trabajo. Los
resultados estan basados en la funcion de transferencia y su calculo en dos
condiciones:

a) Sin mecanismos inerciales.

b) Con mecanismos inerciales.

c) Generalizacién de la fluidez para diferentes ecuaciones constitutivas.
d) Modelo de Maxwell para tres modos.

Finalmente, se aplicara el modelo de Maxwell multimodal para tres modos.
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En este capitulo, se presentan las principales predicciones de las ecuaciones
desarrolladas en el capitulo 4. En la primera parte de este capitulo, se describe los
resultados de un fluido viscoelastico sin inercia, i.e. a nimero de Reynolds bajos.
En la segunda parte de este, se presentan los resultados de la funcion de
transferencia con inercia, y finalmente en la Ultima seccién, se presentan los
resultados en sangre con colesterol.

5.1. Modulos viscoelasticos adimensionales sin inercia.

5.1.1 Médulo elastico.

6.E-1

Mecanismos - Recuperacion

o
m
[

)
1+®?

G’ (0)=oIm[®]=

-

-

MODULO ELASTICO
(98]
m
-

0.E+0
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.1 llustra el comportamiento del médulo elastico adimensional como
funcién de la frecuencia angular.

La Fig. (5.2) muestra el comportamiento de la G* (o) en funcion de la
frecuencia.

, (6))

Los limites de la ecuacion para G” (o) son:

G (w)= 03(1+c02)_1 E®(1—®2)+O(®2)E®
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Es decir, a bajas frecuencias el comportamiento del modulo es lineal con la
frecuencia, por lo que a frecuencias altas el sistema tiene el siguiente limite:

- - . ()]
lem_)ooG (O\)):lem_)oomzo

Fisicamente, la G° muestra las clasicas curvas resonantes descritas en
diferentes sistemas oscilatorios. La G relaciona la energia recuperada en el sistema
por efecto de la elasticidad. Se puede observar, que sin tomar en cuenta los efectos
inerciales, la G” solo presenta un maximo resonante, se esperaria que, incluyendo
los mecanismos inerciales esto se modificara.

5.1.2 Médulo viscoso.

1.E+0
9 1E1 T
o Lr‘
3
2 1E2
o)
|
2 1.E-3 MECANISMO - DISIPATIVO
\g G (02
_ “()=oIm[®]=
1.E-4 (©)=oIm[®] Tre?
1.E-5
1.E-2 1.E+0 1.E+2
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.2 llustra el comportamiento del médulo viscoso como funcién de la
frecuencia adimensional.

La Fig. (5.1) muestra la simulacion para el modulo viscoso adimensional en
funcién de la frecuencia adimensional. Este se puede expresar como el producto de
la frecuencia con la funcion de transferencia imaginaria.

G (w)=olm[®] = ——

8
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El médulo viscoso G, tiene dos comportamientos asintoticos a baja y alta
frecuencia respectivamente. A frecuencias bajas, i.e., ® << 1, el modulo de pérdida
tiene la siguiente forma asintotica.

G (w)=w? (1+032)_1 =~ ®? (1—0)2)+O(0)2)E ?

Por lo que, el comportamiento de la funcion de transferencia, a bajas
frecuencias es cuadratico con la frecuencia adimensional. Por otra parte, a
frecuencias altas, el sistema tiende a un valor limite, i.e.

2
(€3]

lem_)ooG (Q)):Q)Im[(D]:lew_)wmzl
Este comportamiento se observa claramente en la Fig. (5.1) por lo que
coincide con el tratamiento clasico de flujo oscilatorio a bajas amplitud en sistemas
poliméricos. Fisicamente, el modulo G~ describe la pérdida de la energia en el
sistema asociado con la viscosidad del fluido complejo.

Las dos ecuaciones tienen un punto en comuUn que corresponde a la
viscoelasticidad del material, i.e. el punto en donde los mddulos son iguales, i.e.

G (0)=G"(w)

Es decir, la parte real y compleja de la funcion de transferencia son iguales
y se tiene lo siguiente:

Re[®]=Im[®D]
Sustituyendo el valor de la parte real e imaginaria de la funcion de
transferencia, se tiene lo siguiente:

W, 1

1+ 1+o

Esta ecuacion, tiene soluciones para cero y el valor de 1 en frecuencia por lo
gue en el caso adimensional, el tiempo viscoelastico de cruce en el sistema es igual
a la unidad.
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Este valor de la frecuencia de cruce esta asociado a la viscoelasticidad del
material, por lo que es un parametro muy importante. En este punto, Fig. (5.3), el
tiempo de relajacion de Maxwell, se puede definir como el modo de cruce uni-modal
en una prueba de flujo oscilatorio de baja amplitud. Es importante destacar, que la
mayoria de sistemas fisicos, presentan un comportamiento que no ajusta a un solo
modo, por lo que, se debe de ajustar la muestra de estudio a un espectro de tiempo
de relajacion, que en principio puede arrojar informacion fisica concerniente a la
distribucion del peso molecular en el sistema.

1.E+00 | ]—'| _—

1.E-01

s

MODULOS VISCOELASTICOS

1.E-02

1.E-03 , _ ~ o’
Médulo Viscoso:G™ (® )—oaRe[d)]— Tro
1.E-04 . . , ®
\ Médulo Eléstico:G" (o )=oIm[®]=—
1+
1.E-05
1.E-2 1.E+0 1.E+2

FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.3 llustra los médulos viscoelasticos de pérdida y de almacenamiento
en funcion de la frecuencia adimensional. El cruce que se observa con un
circulo verde, es el punto en donde el material se comporta como
viscoelastico. Observe que, a frecuencias menores de 1, i.e. @< 1, el sistema
se comporta como soélido, mientras que a frecuencias moderadas y altas, el
sistema (fluido) se comporta como liquido.

5.2 Funcién de transferencia.

5.2.1 Componente real de la funcién de transferencia.

La viscosidad real es la parte real de la funcién de transferencia la cual, se
describe matematicamente de la siguiente forma:
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()=

Los limites de la viscosidad real estan dados por:

1+ w?

n'(®)=(1+032)_1 :1—032+O(032)51

Es decir, cerca de una vecindad del cero, la funcion viscosidad real tiende a
la unidad, mientras que, a frecuencias altas, se tiene lo siguiente:

. . i 1
Lim,  n(w)=Lim__, Tz 0

En la Fig. (5.4) se ilustra la viscosidad real en funcién de la frecuencia. Es
claro que la viscosidad real muestra dos zonas, a bajas frecuencias, moderadas y
altas. A frecuencias bajas la viscosidad es constante con valor igual a 1, mientras
que para un valor critico de frecuencia, la viscosidad real decrece con la frecuencia
adimensional. Fisicamente a frecuencias bajas, el sistema se comporta como un
sélido, mientras que para un valor critico de frecuencia, el sistema responde
mecénicamente como un fluido.

z lEO01 (0)=oIm[D]=
s
0
<
Q
8 1.E-03
O
2
>

1.E-05

1.E-02 1.E+00 1.E+02
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.4 llustra la viscosidad real de la funcién de transferencia vs la
frecuencia adimensional.
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5.2.2 Componente imaginaria de la funcion de transferencia.
Por otra parte, la viscosidad imaginaria esta dada por la siguiente expresion:

(@)=

1+ w?

Como en el caso anterior, la viscosidad imaginaria tiene dos limites
asintoticos, los cuales se describen a continuacion:

- -1
n(w)= (D(l-l—COZ) =co(1—(02 —|—O(0)2)) =
Mientras que, a frecuencias altas, se tiene el siguiente resultado:
Lim

w—>o0 T

“(w)=Li _® __o
(w)=Lim,__, T

6.E-01

se01 N (©)7Rel®)

1+’
4.E-01
3.E-01
2.E-01

1.E-01

VISCOSIDAD IMAGINARIA

0.E+00
1.E-02 1.E+00 1.E+02

FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.5 llustra la viscosidad imaginaria de la funcion de transferencia en
funcion de la frecuencia adimensional.

La Fig. (5.5) ilustra la funcion de transferencia imaginaria en funcion de la
frecuencia adimensional. Es claro que la parte imaginaria de esta, muestra un
comportamiento resonante para alguna frecuencia critica. Los sistemas de
almacenamiento de energia muestran por lo regular un comportamiento de
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recuperacion, en forma de curva resonante. EI maximo en la viscosidad real, se
obtiene cuando la derivada de la frecuencia es cero, i.e. al tomar la derivada de la
viscosidad bi-prima con respecto a la frecuencia e igualando a cero, se tiene:

0, =1
Al sustituir esta frecuencia en la viscosidad imaginaria, se tiene:
Moo =1/2

Esto se comprueba visualmente con el valor maximo de la curva resonante
de la Fig. (5.5).

1.E+00 -

1.E-01 n

1.E-02

N (®): VISCOSIDAD REAL
1.6-03 " (©):VISCOSIDAD IMAGINARIA

VISCOSIDADES

1.E-04
1.E-02 1.E+00 1.E+02
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.6 llustra el comportamiento de las viscosidades reales e imaginarias
de la funcién de transferencias versus la frecuencia adimensional. Observe
que, afrecuencias menores de 1,i.e. <1, en el sistemadomina la viscosidad
real, mientras que, a frecuencias moderadas y altas, el sistema es dominado
por la viscosidad imaginaria.
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5.2.3 Magnitud de la funcion de transferencia.
La viscosidad compleja puede ser calculada de la siguiente manera:

1

(@)= (@) +[n (@) ===

La viscosidad compleja a frecuencias bajas es 1 y a frecuencias altas, la
viscosidad compleja tiende a cero.

1.E+00

1.E-01

1.E-02

1.E-03

1.E-04 1

i (@0)=[n (@)] +[n"(@)] ===

VISCOSIDAD COMPLEJA

1.E-05

1.E-02 1.E+00 1.E+02
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.7 llustra la magnitud de la funcién de transferencia en funcion de la
frecuencia adimensional.

5.3 Flujos volumétricos real e imaginaria del modelo de Maxwell con inercia.

Para un fluido viscoelastico de Maxwell, el sistema de flujo volumétrico real,
gueda definido de la siguiente manera:

Re[av (t)]: COS(mt)—wSin((ot)
Y la parte imaginaria toma la forma:

Im [6\, (t)} = oCos(wt)+Sin(wt)
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Es decir, los flujos volumétricos, son una combinacion lineal de senos y
cosenos. Las expresiones para el flujo volumétrico y real pueden ser expresadas en
términos de una matriz:

Im[@v(t)J

5.3.1 Flujo volumétrico real.

Re[Qy (1)] £1 —;»j(cos(cot)J

o Sin(wt)

En la Fig. (5.10) se ilustra el flujo volumétrico real en funcién del tiempo
adimensional de proceso para diferentes valores en la frecuencia adimensional. Es
claro que el flujo volumétrico es una combinacién de senos y cosenos; y que la
frecuencia a través de la funcién de transferencia juega un papel de amplitud de las
curvas mostradas en la Figs. (5.8-9-10). El efecto de la frecuencia, se observa en
el ndmero de ciclos que describe los flujos volumétricos (real e imaginario) y
basicamente la frecuencia estd relacionada con el nimero de ciclos y con la
amplitud de los flujos volumétricos respectivamente.

FLUJO VOLUMETRICO REAL

<< 6.E+0
LZ) c
< b
T 3.E+0
LL ~ —
(,) N ” ~N
z ™N AR
0.E+0
nd a.w=2
L \ a / \ v b'a)=
()] Co
= -3.E40 ci0=0
‘0
>
> -6.E+0
L

0.E+0 1.E+0 2.E+0 3.E+0 4 E+0 5.E+0
TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 5.8 llustran el flujo volumétrico real como funcién del tiempo
adimensional para diferentes valores de frecuencia angular (o =2, 4 y 6),
adimensional relacionado a un fluido de Maxwell.
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[ r« N
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o
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FLUJO VOLUMETRICO REAL

< 1.E+1 A

O - e

o 5.E+0

II:ILJ | |

% d:w=8
< OE+0 e 0=10
|_

]

0O .5 E+0

Z

‘O

@)

%—1.E+1

L -8.E-2 2.E+0 4.E+0

TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 5.9 llustran el flujo volumétrico real como funciéon del tiempo
adimensional para diferentes valores de frecuencia angular (o =8 y 10),
relacionado a un fluido de Maxwell.

" &
7(‘



EFECTO DEL GRADIENTE DE PRESION PULSATIL EN EL

FLUJO DE UN LiQUIDO COMPLEJO zA
FLUJO VOLUMETRICO REAL
< 1.E+1
O
zZ
L
% 5.E+0
(L/L) a:w=2
=z b:ow=4
é 0.E+0 C:w=6
— d:w=8
LIDJ e:w=10
> -5.E+0
‘O
O
< -1E+1
L -5.E-7 5.E-1 1.E+0 1.E+0 2.E+0
TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 5.10 llustran el flujo volumétrico real como funcién del tiempo
adimensional para diferentes valores de frecuencia angular, entre dos a diez,
relacionado a un fluido de Maxwell.
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5.3.2 Flujo volumétrico Imaginario.

FLUJO VOLUMETRICO IMAGINARIO

6.E+0
<
O b
pd
L 3E+0 /
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LL
% / \ \ a: = 2
o \b W=
— c.:MM= 6
L
O -3.E+0
prd
®
LZ) -6.E+0
= -1.E-4 2. E+0 4.E+0

TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 5.11 llustran el flujo volumétrico imaginario como funcion del tiempo
adimensional para diferentes valores de frecuencia angular (@ =2, 4 y 6),
relacionado a un fluido de Maxwell.
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FLUJO VOLUMETRICO IMAGINARIO
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TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 5.12 llustran el flujo volumétrico imaginario como funcién del tiempo
adimensional para diferentes valores de frecuencia angular (@ =8 y 9),
relacionado a un fluido de Maxwell.
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FLUJO DE UN LiQUIDO COMPLEJO At
FLUJO VOLUMETRICO IMAGINARIO
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TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 5.13 llustran el flujo volumétrico imaginario como funcién del tiempo
adimensional para diferentes valores de frecuencia angular, entre dos a diez,
relacionado a un fluido de Maxwell.

En las Figs. (5.11-12-13) ilustran el comportamiento del flujo volumétrico
imaginario con funcion del tiempo de proceso como funcion de la frecuencia
adimensional. Se observan tres comportamientos en las graficas:

a) El efecto de la frecuencia adimensional induce un aumento en el nimero
de los ciclos.

b) EI maximo en las curvas, depende de la frecuencia adimensional y
basicamente, el comportamiento entre el flujo volumetrico real e
imaginario es basicamente el mismo, excepeto que se encuentran
desfasados.

c) Cualitativamente, son similares, sin embrago cuantitativamente son
diferentes.

d) El flujo imaginario y real, depende de los mecanismos oscilatorios y
viscosos atraves del nimero de Womersley y de la frecuencia compleja.

En la siguiente seccion se aplican los resultados obtenidos en esta parte del
capitulo, en el flujo pulsatil con inercia y aplicado a la descripcién del flujo pulsatil
sanguineo con el modelo de Maxwell multimodal en el caso de tres modos.
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5.4 Simulacion con datos reométricos de sangre con colesterol.

En esta seccion, se predice la mejora de la fluidez con datos reales de sangre
humana con hipercolesterolemia. Los parametros del material se dan en las Tablas
(6). El radio sanguineo tipico de las venas varia de 0,02 a 0,35 cm y la densidad de
la sangre es aproximadamente de 1,05 g/ cm?® respectivamente (Del Rio et al. 1998).
Los datos reométricos de colesterol en sangre no pueden ajustarse con un solo
modelo en pruebas oscilatorias de flujo, por lo que es necesario emplear mas modos
para ajustarse a las medidas experimentales (Calderas et al. 2009). Las fluideces
reales e imaginarias pueden ser sustituidas por el modelo Maxwell generalizado
para N = 3 modos, de acuerdo con la siguiente tabla:

Tabla 6. Valores de parametros de material para el modelo multimodal de
Maxwell.

MODELO MODULO ELASTICO TIEMPO DE RELAJACION
i=1: 28.5 i=1: 0.0052
Maxwell _Ji_n. _Jion.
Multimodal G, =1i=2:0.37 A, =41=2:0.03
i=3:0.01 i=3:0.79

5.4.1 Viscoelasticidad lineal.

La Fig. (5.14) muestra la simulacion para la viscoelasticidad lineal como
funcion del modulo elastico (a), y el modulo viscoso (b) versus la frecuencia angular
adimensional para diferentes valores de médulos elasticos y tiempos de relajaciéon
de Maxwell con datos reométricos de sangre con contenido de colesterol alto.

Para el médulo elasticos multimodal, se tiene:

G (@)= ZG ()

Ao ®° Aoy Aoa®”
01 2 2 + GOZ 2 2 + GO3 2 2
1+A5,® 1+ A5, 1+ A5

Y finalmente, para el médulo viscoso multimodal, es:
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SHORDIEHT

G Ao @ Ao ® +G Aoz ®
142020 21+ w2 1+ 220
o1 02 03
VISCOELASTICIDAD LINEAL: SANGRE CON COLESTEROL
1.E+2
1.E+1 1=1,(28.5,0.0052)
1 E+0  MM:(G.2)=1i=2(037.0.03)
1.E-1 1=3,(0.01,0.79)
8 1.E-2 a:Modulo Eléstico
S 1.E-3 b:Modulo Viscoso
(a)
\g :]]E-g Vz(r=a,t)=0
1:E-6 ®—>0;t =>o0; Fluido (7 é:‘lf,‘s‘\\
1.E-7 Ao =1/o; Viscoelastico o
1.E-8 ® —>o0 t —0;Solido VD(t)=Vp, (1+en (1))
1.E-9
1.E-3 1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3
FRECUENCIA ANGULAR

Figura 5.14 Se ilustra la viscoelasticidad lineal como funcidon del médulo
elastico (a) y viscoso (b) como funcién de la frecuencia angular adimensional
para diferentes valores de mdédulos elasticos y tiempo de relajacion de
Maxwell con datos reométricos de sangre con colesterol.

Matematicamente, la funcibn del modulo elastico (a) muestra un
comportamiento creciente en el intervalo de frecuencias [-0.001, 100], pero tiende a
decrecer de manera que aumenta significativamente la frecuencia angular
adimensional. Mientras que, al igual que el médulo elastico (a), el mddulo viscoso
(b) muestra un comportamiento lineal en el intervalo de la frecuencias [-0.001,
1000] esto se debe, que al aumentar la frecuencia adimensional, aumenta
significativamente el médulo viscoso (b). Es importante resaltar que a moderadas y
altas frecuencias [200, 1000] se tiene una interseccién entre ambos médulos de tal
manera que se obtiene, el mdédulo de almacenamiento debido a la tensién aplicada
y pérdida del material, que determina la disipacion de energia del modelo de
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FLUJO DE UN LIQUIDO COMPLEJO

Maxwell [350]. Dichos modulos, representan una propiedad mecanica caracteristica
de este tipo de fluido viscoelastico lineal.

Fisicamente, el médulo complejo esta relacionado con el mecanismo viscoso
y elastico, que describen la respuesta mecanica del fluido viscoelastico a través de
las variaciones de la frecuencia. Ambos mdédulos dependen del esfuerzo cortante y
la velocidad de deformacion del material. Observe que, a frecuencias bajas, el
sistema se comporta como un sdlido, ya que domina la parte elastica, y a
frecuencias altas, el sistema se comporta como un liiquido, lo cual rige la
viscosidad.

o —> 0;t — o0;Solido
Ao=1/m_; Viscoelastico
® —> o0;t — 0; Fluido

5.4.2 Viscoelasticidad compleja.

VISCOELASTICIDAD LINEAL: SANGRE CON COLESTEROL

1E+0 Vz(r=a,t)=0
m L
E [
2 p(t)=Vp, (lﬂnt ))
(@)
O 1.E-1
< i=1,(28.5.0.0052)
2 MM: (G, A) =1i=2,(0.37,0.03)
a i=3,(0.01,0.79)
>

1.E-2

1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3
FRECUENCIA ANGULAR

Figura 5.15 Se ilustra el comportamiento de la viscoelasticidad compleja
como funcién del médulo viscoelastico y la frecuencia angular adimensional
para diferentes valores de modulos elasticos y tiempos de relajacion de
Maxwell, utilizando datos reométricos de sangre con colesterol.
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La viscosidad compleja se representa matematicamente de la siguiente
forma:

0 (@) =[n (o) ] +[n" (o) ]

La viscosidad compleja debe ser revaluada con tres modos para los datos de
sangre con colesterol. La viscosidad n"(w) para tres modos

n'(w)=
A,
1+ A2,

Aps®

)
G..A ol 37 A2 2
1+ A5,

— 0+ G
01“%01 027~02
1+ A2,w?

+ G,

Y paran”’ (o) para tres modos

N (w)=

1 1 1
G017‘01 W + Gozkoz W + G037‘03 1+ 7\.33(02

La Fig. (5.15) muestra la simulacion para la viscoelasticidad compleja como
funcién del modulo viscoelastico y la frecuencia angular adimensional para
diferentes valores de médulos elasticos y tiempo de relajacion de Maxwell con datos
reométricos de sangre con hipercolesteronemia.

Matematicamente, la funcion del mddulo viscoelastico muestra un
comportamiento monoétono decreciente pero constante en el intervalo de
frecuencias [0.1,150], vy tiende a decrecer de manera que aumenta
significativamente la frecuencia angular. Es importante resaltar que a frecuencias
altas, se tiene una viscosidad compleja menor y que tiende a ser muy pequenio,
incluso menor a cero.

Fisicamente, la viscosidad compleja esta relacionado con los mecanismos
Viscosos y elasticos que estéd asociada con larecuperacion y describen la respuesta
de las propiedades viscoelasticas del fluido a traves de las variaciones de la
frecuencia angular. Observe que, cuando la frecuencia angular disminuye, la
viscosidad compleja tiende a comportarse un sélido y por el contrario, a frecuencias
altas se comporta como un liquido en estado estacionario.

5.4.3 Funcion de transferencia real e imaginaria
La funcion de transferencia en forma adimensional tiene la siguiente forma:
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8i Jl(iB/ZWOco (m))/imWom ((o)
T(0)=-{ye7| 172 3, (I"*Wo, (o))

En donde, el nUmero de Womersley generalizado toma la forma:

Wo ( \/gT =Wo " Wo-—

Jpogo 1/\p9y0
La relacion de fluidez adimensional esta dada por:

— D (1+im*)<1+loz(1w ))(1+k03( ))

10
@ :;0_1_]01(14-7_\.0200)))(14— Xos(iw))+n02(1+1w (1+7\.o3 10)) 1_] 1+10) (1+7_u02(i0)))

Donde se tiene las cantidades adimensionales, que toman las siguientes
definiciones:

HOK Mok _ 3GOk7‘0k : XOk:%;k:{2,3}; 03*—7»01(,0
Mo ZGOi}\‘Oi 01
i=1
VISCOELASTICIDAD LINEAL: SANGRE CON COLESTEROL
2.E+3
" N .\ P 1060 kg/m
< 2.E+3 To)=-2 L1 3 (aoor ) (aoor’) | - 0025 m
O a2 X 232 P
> 1643 e ol alpor) i=1,(28.5,0.0052)
= (G., 1) =1i=2,(0.37,0.03)
Ll i i
& >.E+2 i=3,(0.01,0.79)
< 0.E+0
o
-
3—5.E+2
S -1.E+3
2
2 -2.E43
L.
-2.E+3
0.E+0 1.E+3 2.E+3 3.E+3 4.E+3 5.E+3

FRECUENCIA ANGULAR

Figura 5.16 Representa el flujo pulsatil, parte real (a) y parte imaginaria (b)
como funcion de transferencia y la frecuencia angular con modulos elasticos
y tiempos de relajacion multimodales de Maxwell con datos reométricos de
sangre con contenido de colesterol.
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La Fig. (5.16) Representa el comportamiento de la simulacion del flujo pulsatil
real (a) e imaginario (b) como funcion de transferencia y la frecuencia angular
adimensional con mddulos elasticos y tiempos de relajacion multimodales de
Maxwell con datos reométricos de sangre con hipercolesterolemia. Suponiendo que
la sangre tiene una densidad de 1060 kg/m3y el radio de la vena es de 0.0025 m
(Del Rio et al. 1998).

Matematicamente, la parte real (a) del sistema presenta una sucesion de
curvas resonantes en el intervalo de [0.001-800] siendo este el pico resonante
dominante [350], siendo a valores bajos de la frecuencia angular adimensional.
Conforme el sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuandose
hasta llegar al momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema.
En la parte imaginaria (b), se puede observar un comportamiento de curvas
discontinuas negativas [0.001-800] siendo este el pico resonante dominante, para
encontrar un punto maximo positivo y después ser sucedido por un punto minimo
negativo; la transicion existente, solo entre estos dos puntos, es lineal, ademas,
conforme el sistema va evolucionando, existe una sucesién de puntos que se
asemejan al comportamiento antes mencionado dando lugar a un comportamiento
tipo diente de sierra.

Observe que, el comportamiento de las curvas antes mencionada, son las
gue se presentan en otros sistemas complejos (Del Rio et al. 1998). Conforme los
tiempos de relajacion de Maxwell aumenta, los valores maximos y minimos
disminuyen y el comportamiento irregular se va atenuando, al mismo tiempo, el
material cambia para volverse constante e independiente. Es importante resaltar
que la contribucion de las curvas resonantes se da a frecuencias altas, ya que
tienden a atenuarse e incluso a desaparecer.

Fisicamente, la maxima respuesta del gradiente de presién pulsétil, se ve
inducida con respecto al valor de los tiempos de relajacién de Maxwell y la relacion
entre el mecanismo viscoso y elastico, que representa el tiempo reducido
adimensional.

5.4.4 Funciéon de transferencia del modelo de Maxwell y Multimodal de
Maxwell.

En el modelo de Maxwell uni-modal solo se tiene un modo por lo que, se
tiene la siguiente expresion:
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Y para el modelo multimodal, se tiene:

d (1+i(x)*)<1+7\.02 (10) ))(14—7\.03( ))

— 10
¢ =(P_o=1_]01(1+7_»02(i0)))(1+ hoa (i) )+ gy (1+i0) (19208 () )+ g5 (1400 ) (14202 (i00)

La Fig. (5.17) Muestra el comportamiento de la simulacién del flujo pulsatil
real, uni-modal (b) y multimodal (a) como funcién de transferencia y la frecuencia
angular adimensional con médulos elasticos y tiempos de relajacion de Maxwell con
datos reométricos de sangre con hipercolesterolemia. Suponiendo que la sangre
tiene una densidad de 1060 kg/m3y el radio de la vena es de 0.0025 m (Del Rio et
al. 1998).

) e VISCOELASTICIDAD LINEAL: SANGRE CON COLESTEROL
B+
a——> p =1060 kg/m*

< 2EF3 a=00025m
(@] : _
2 | Eig b:M :(Gy, 4,) =(28.5,0.0052)
G i=1,(28.5,0.0052)
2 9.E+2 aMM: (G,, 1) =1i=2,(0.37,0.03)
< i=3,(0.01,0.79)
: 6.E+2
a
2
‘Q 3.E+2
o
5
w 0.E+0

0.E+0 3.E+2 6.E+2 9.E+2 1.E+3 2.E+3 2.E+3

FRECUENCIA ANGULAR

Figura 5.17 Se ilustra el flujo pulsétil real como funcion de transferencia y la
frecuencia angular, para un modo (b) y tres modos (a), con moédulos elasticos
y tiempos de relajacion multimodales de Maxwell con datos reometricos de
sangre con contenido de colesterol alto.

Matematicamente, la parte real del sistema presenta una sucesion de curvas
resonantes, siendo a bajos valores de la frecuencia angular adimensional. Para asi,
conforme el sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuandose
hasta llegar al momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema.
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Se observan dos curvas resonantes las cuales describen la frecuencia multimodal
de Maxwell, uni-modal (b) y multimodal (a) con datos de mddulos elasticos y
tiempos de relajacion iguales, ya que se necesitan tres modos para ajustar todo el
rango de datos en la zona de baja velocidad de corte. Ambos describen un
comportamiento que se asemejan al tipo diente de sierra.

El modo principal (b) describe los datos a lo largo de las regiones de corte
bajo, donde se produce el fenbmeno de tension de fluencia. EI comportamiento
entre las curvas resonantes (b) y (a) antes mencionadas son semejante, pero con
desplazamientos pequefios, lo que muestra que el modelo de Maxwell aproxima a
una mejor respuesta de las propiedades viscoelasticos del material a través de la
variacion de la frecuencia adimensional sin importar la cantidad de modos que se
utilicen para describir a dicho sistema. Cuando los valores méaximos y minimos
disminuyen, el comportamiento irregular se va atenuando, conforme el sistema
evoluciona, para volverse estable.

Es importante resaltar, que la contribucion de las curvas resonantes se da a
frecuencias altas pero presentado un pico de resonancia mas pronunciada y
produciendo una frecuencia de resonancia maxima a bajas frecuencias, a su vez
tienden a atenuarse e incluso a desaparecer.

Fisicamente, el aumento de flujo para sangre humana real para el flujo
pulsatil (b) representa la aproximacion de orden cero (sin mejora de flujo) y el flujo
pulsatil (a) representa la aproximacion de primer orden. La maxima respuesta entre
el flujo oscilante y el gradiente de presién pulsétil, se ve inducida con respecto a la
frecuencia multimodal de Maxwell y la relaciéon entre los mecanismos Vviscosos y
elasticos, que definen al tiempo reducido adimensional. Como consecuencia de
esto, es posible notar que a valores pequefios de la frecuencia adimensional, se
tiene el maximo valor obtenido para el flujo pulsétil, i.e. el flujo maximo posible se
da en este punto. Conforme el sistema va evolucionando se puede observar una
mitigacion en el aspecto antes mencionado. Entonces, a medida que aumenta el
contenido de colesterol, el méaximo del aumento de flujo es mas evidente ya que el
colesterol induce un esfuerzo cortante mas fuerte.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES
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6.1 Modelado teérico.

En este trabajo se estudio el efecto del gradiente de presion pulsatil de un
fluido bioldgico viscoelastico (sangre humana con hipercolesterolemia) fluyendo en
un capilar de radio r = a y longitud axial z = L. Para describir la transferencia de
momento y reologia se postularon las siguientes condiciones: (i) proceso isotérmico,
(i) fluido incompresible, (iii) estado no estacionario, (iv) fluido viscoelastico, (v) los
efectos gravitacionales son despreciables, (vi) el sistema (fluido) es deformado
continua e irreversiblemente por un gradiente de presion pulsatil en la direccién z y
(vii) la reologia del sistema de flujo fue caracterizada por la ecuacion constitutiva del
de Maxwell de un modo y de tres modos aplicada a un sistema biolégico particular
(sangre con colesterol), la cual acopla los mecanismos elasticos y viscosos en el
sistema.

Al combinar la ecuacion de momento con la ecuacién constitutiva reoldgica
(Maxwell) se obtuvo, una ecuacién diferencial parcial lineal que describe los
cambios de la velocidad debido a la inercia y la viscoelasticidad, inducidos por el
gradiente de presion pulsatil. Debido que la funcion velocidad es continua, el
espacio temporal es transformado al espacio de frecuencias utilizando el formalismo
de Fourier (Operador integral de Fourier con el nucleo exponencial complejo).

Se aplico la condicibn de no deslizamiento en el capilar, se obtuvo
expresiones analiticas para el perfil de velocidad, el flujo volumétrico y la funcion de
transferencia que relaciona la variable de estrada (flujo volumétrico viscoelastico)
con la de salida (gradiente de presion pulsatil o en términos del flujo volumétrico
newtoniano), las cuales dependen del nimero adimensional de Womersley y del
tiempo reducido de Maxwell. El nimero de Womersley relaciona los mecanismos
oscilatorios y viscosos respectivamente y que puede ser descrito también en
términos del nimero de Reynolds o del Deborah (Del Rio et al. 1999; Herrera-
Valencia et al. 2009, 2010,2017; Herrera-Valencia y Rey 2015)

La ventaja del formalismo de Fourier es que, al pasar al espacio de las
frecuencias, no se necesitan especificar condiciones limite en la ecuacién
diferencial parcial que describe el sistema fisico de estudio. La transformada integral
de Fourier, permite obtener la funcion de transferencia que relaciona los
mecanismos viscoelasticos y viscosos a través de las variables de entrada y salida.
Esta funcion de transferencia, depende del operador fluidez que describe la relaciéon
entre la rapidez de deformacion y el esfuerzo (Herrera-Valencia y Rey 2015; 2018).
En este trabajo, este tratamiento, permite extender el operador fluidez a cualquier
ecuacioén constitutiva lineal (bajas deformaciones): (i) Maxwell, (ii) Jeffreys (polimero
+ solvente); (iii) Burgers, (iv) Maxwell Generalizado, (v) Modelos fraccionados de
Maxwell, Jeffreys, Burgers, etc.
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6.1.1 Funcion de transferencia compleja sin inercia.

En la primera parte de este trabajo, se analizo la funcion de transferencia en
el caso limite cuando la frecuencia tiende a cero, i.e. en el espacio del tiempo, el
sistema se encuentra en el régimen permanente. La parte real e imaginaria sin
inercia de la funcion de transferencia coincide con las viscosidades real e imaginaria
calculadas en las pruebas de flujo oscilatorio de baja amplitud (Bird et al. 1977)
(Capitulo V). Al multiplicar estas por la frecuencia obtenemos los mddulos de
pérdida y almacenamiento. Este estudio, puede ser extendido a cualquier ecuacion
reologico en el régimen de viscoelasticidad lineal.

G (w)=wlm M . G (w)=oRe M
Qv ((D) Qv ((D)

Por ejemplo, para un fluido de Maxwell, las contribuciones fueron expuestas
en las Ecs. (4.1-24) y (4.1-25).

Qu(®) 1
(Sv ((D) 1+(i(0)

Los moddulos viscoelasticos para el modelo de Maxwell se escriben como:

. 1
G (CO) B 1+ w?
. )
G ((D):1+032

Por ejemplo, para un fluido de Jeffreys, la relacién entre el flujo volumétrico
newtoniano y flujo viscoelastico tiene la forma:

Qu(®) _1+(h /1) (io)
év ((D) 1+(i(0)

La ecuacion anterior, es la forma adimensional del modelo de Jeffreys. Al
calcular la parte real e imaginaria de la funcién de transferencia y multiplicarla por
la frecuencia, se tiene lo siguiente:
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o+(Ay /A )0
1+(% /%) 0

G (o)=

G (0)=(1-(1, />»0))1+(}M (;); o

Las expresiones anteriores son los modulos viscoelasticos para el modelo de
Jeffreys. Este tipo de sistemas viscoelasticos han sido estudiados en sistemas
micelares tipo gusano el régimen diluido y semi-diluido en tensoactivos anionicos
tipo CTAT o EHAC (Manero et al. 2012). Por ejemplo, para un fluido de Burgers que
contiene una segunda derivada en el tensor de esfuerzos.

Qu(0) _1-(p/15)0’ +(i0)
(o) L(hn)(io)

Los modulos viscoelasticos para el modelo de Burgers, se presentan a
continuacion:

& (o) w—(B/ké)w2+(KJ/ko)w3
(D =
1+ (A /) o

1+ (% /20)(1=(B/25)0?)

1+(h /2y 0

6" (0)=

Por ultimo, para el modelo de Maxwell multimodal, se tiene la relacion de los
maddulos viscoelasticos para tres modos es la siguiente:

G (w)= @ _ Goo /601(2 —+ Gos /G01(2 _
1+ 14+ (g /Xgy ) ® T4+ (Rgs /g, ) @
G ()= ®? . G/ G, ,_ Gos/ G,

1+ 0 14+ (Agp/Rg1) ® 14 (hgs /Ry ) @

Las ecuaciones desarrolladas en este capitulo, son punto de partida en
nuestro analisis sin inercia. Las principales contribuciones del mismo, se enlistan a
continuacion. En este trabajo, se analizaron los modelos de Maxwell y multi modal
de Maxwell solamente.
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6.1.2 Funcion de transferencia compleja con inercia.

Utilizando el formalismo de Fourier se obtuvo una expresion cerrada para la
funcion de transferencia en el sistema, la cual, es una relacion entre la variable de
entrada (Flujo viscoelastico de Maxwell) y la de salida (Flujo newtoniano).

Qo
T(o)=—"— (@)
Qu (o)
La funcion de transferencia compleja que se obtuvo es un cociente de series
de Bessel, las cuales inducen a un comportamiento resonante, el cual es regulado

a través del nimero de Womersley y la funcion fluidez compleja que depende de la
ecuacion constitutiva que se esté analizando.

" Jl(i” Wo(d)*/(po)j/(im Wo(d)*/(po)j
(@)=——2 12
wo Jo(i?”2 Wo(cp /(po)j

La funcién de transferencia, depende de la longitud caracteristica radial
r =a, la fluidez a bajo corte, de la densidad y de la frecuencia. Notese que esta, es
general y depende de la fluidez normalizada:

W0 = pwa’,
Y de la funcion fluidez compleja normalizada con la fluidez a bajo corte:
® /¢,

La funcion de transferencia compleja, contiene varios casos particulares, los
cuales son descritos a continuacion:

a) A frecuencias cercanas a cero, la funcion de transferencia tiende a la fluidez
normalizada:

Lim, ,T(0)=® /¢,

b) En el caso de un fluido newtoniano con inercia, el valor de la fluidez compleja
normalizada es uno, por lo que:

D /o, =1,

La funcion de transferencia se reduce a:
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6 1 2Jl(i3/2 azp(o(po)/(iS/Z /azpu)(po)

aZp(PO(D JO i3/2 'aZP(D(PO)

T(o)=-

c) La funcion fluidez compleja normalizada, contiene varios casos particulares
dependiendo de la ecuacion constitutiva normalizada. Por citar algunos: (i)
Maxwell, (ii) Jeffreys, (iii) Burgers, (iv) Maxwell generalizado, etc.

Las curvas generadas mediante las simulaciones son caracteristicas de otros
sistemas dindmicos que involucran una variable de entrada y salida y mecanismos
de tipo inercial modificados por los efectos elasticos. Por citar algunos: (i) Medios
porosos, (i) Fluidos electroreoldgicos, (iii) Sistemas biolégicos (Células ciliadas
externas, Flujo sanguineo).

Observe gue, la manera de modificar el nUmero de Womersley es a través
de la geometria (radio del capilar) y las propiedades materiales del sistema, como
son: (i) pH, (ii) Concentracion y (iii) Peso molecular.

La parte real y la imaginaria del flujo volumétrico muestran un
comportamiento oscilatorio y el valor del maximo y minimo en el sistema, esta
determinado por las propiedades materiales en el sistema.

El flujo volumétrico real e imaginario en funcion de las frecuencias muestra
un comportamiento oscilatorio, es decir, un comportamiento no-monétono inducido
por el valor de la frecuencia y de las propiedades materiales del medio.

A una frecuencia en especifico, y un numero de Womersley, la funcién de
transferencia esta completamente determinada. Esta, esta relacionada a la amplitud
de las oscilaciones mientras que, la frecuencia de oscilacion esta directamente
relacionada con el nimero de ciclos en el sistema.

6.1.3 Aplicacion a sangre con contenido de colesterol.

De datos reométricos extraidos de experimentos oscilatorios a baja amplitud,
se obtiene las propiedades materiales del modelo de Maxwell para sangre con
hipercolesterolemia. El ajuste con el modelo de Maxwell se hiz6 con tres modos
caracteristicos los cuales fueron simulados mediante un programa de Mathematica
11.0 (Calderas et al. 2009; Moreno et al.2015; Herrera-Valencia 2017). La seleccion
de tres modos se hizo con el fin, de que sean la menor cantidad de parametros
materiales en el sistema, i.e. al aumentra el numero de modos se obscurece la
intepretacion fisica en el sistema.
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El punto de cruce [350], entre el médulo elastico y viscoso, es el tiempo

dominante vicoelastico de Maxwell y este se obtiene directamente del

experimento a amplitudes bajas, i.e. Ao = 1/ oc. Este tiempo describe los procesos
acoplados de elasticidad (almacenamiento) o pérdida (viscosidad) en el sistema.

A frecuencias bajas el sistema presenta un comportamiento de solido
mientras que, a frecuencias altas de fluido, es decir, la parte disipativa domina sobre
los mecanismos elasticos.

o — 0;t — 00;SOlido
A, =1/ ®,; Viscoelastico
® — o0;t — 0; Fluido

La parte real de la funcion de transferencia muestra un comportamiento
resonante en la ventana de observacion de [0.001, 5000]. El maximo de las curvas
resonantes se encuentra en el primer pico resonante que se encuentra a una
frecuencia de [350], e incluso a esta frecuencia, se encuentra asociado el médulo
de almacenamiento y pérdida. Al aumentar la frecuencia, el sistema muestra varias
curvas resonates en las que el maximo local decrece, conforme aumenta la
frecuencia adimensional. Por otra parte, la funcion de transferencia imaginaria
muestra un comportamiento las clasicas curvas tipo diente de sierra investigadas
en la literatura especializada (Del Rio et al. 1998). Estas curvas, tambien decrecen
conforme se aumenta la frecuencia adimensional. Los datos utilizados para la
simulacion fueron de sangre con contenido de colesterol alto.

Se demostrd, que no existe mucha diferencia entre el modelo de Maxwell
unimodal [1550] y el mutimodal [1700] ya que, las curvas resonantes asociadas a la
funcién de transferencia son muy similares .

Observe que, la curva resonante dominante se encuentra en el tiempo
viscoelastico de cruce, por lo que, larespuesta entre el fluido newtoniano y el
viscoelastico esta determinado por las propiedades del tiempo de relajacién
dominante.

En conclusion, los mecanismos viscoelasticos permiten que exista una
diferencia considerable entre el flujo viscoelastico de la sangre y el flujo volumétrico
newtoniano, lo cual, puede representar una ventaja desde el punto de vista
mecanico el sistema cardiaco.
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6.2 Trabajo a futuro.

A continuacién, se presentan algunas de las aplicaciones de flujo pulsatil y

puedan ser viables a diferentes ramas de las ciencias:

Comparar las predicciones tedricas del efecto de los mecanismos cinéticos,
viscoelasticos y de ruptura mediante el uso de sangre humana con diferentes
patologias humanas, por ejemplo, la hiperglucemia asociada con la diabetes
tipo 1 y Il, el hipercolesterolemia asociado con el colesterol alto que afecta a
las arterias, el cancer que es un desequilibrio en la produccion de glébulos
blancos y las enfermedades de transmision sexual (Calderas et al. 2003).

El andlisis del flujo pulsante y oscilante combinado, aplicado a la disipacion
viscosa en flujos complejos, merece un andlisis adicional.

La extension a fluidos viscoelastico no lineales, es decir, que se aplique a
medianas y altas rapideces de deformacidén. Un ejemplo de este tipo de
ecuaciones constitutivas que describen este régimen es la ecuacion
reologica de Bautista Manero-Puig (Manero et al. 1980).

Aplicar el formalismo de Fourier y la funcion de transferencia para otro tipo
de sistemas complejos, como las células ciliadas externas, que son sistemas
biolégicos que presentan cambio en su curvatura en funcion de un campo
eléctrico y muestran resonancia (Abou-Dakka et al. 2012).

Este trabajo se puede aplicar a fluidos micelares utilizados en la extraccion
terciaria de petroleo. Este tipo de fluidos se inyectan en los yacimientos de
petréleo y debido a los gradientes de presion elevados, la roca se fractura
y se puede recuperar mayores cantidades de crudo. La solucion micelar
consiste en una mezcla de tensoactivo, alcohol, salmuera y crudo. Los
reactivos quimicos empleados, sus concentraciones en los procesos de
inyeccién y los tamafios de los mismos, dependeran de las propiedades de
los fluidos y del medio poroso de la formacién, asi como de las
consideraciones econdmicas correspondientes. Dada la situacién actual en
el mercado de precio del petréleo, la recuperacion mejorada por métodos
guimicos se constituye una de las principales vias para aumentar el factor de
recuperacion en los yacimientos.

Ecuaciones constitutivas que involucren transferencia de momento y que
induzcan la transferencia de masa por corte. En este punto, se podria aplicar
este conocimiento para estudiar la evolucion del hematocrito.

Aplicar paquetes de programacion especializados para una descripcion de
sistemas mas complejos como una arteria 0 una vena que cambie su
diametro como funcién de la posicion axial. Estos sistemas presentan un
cambio de flujo debido a la expansién y contraccién de la vena.
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Finalmente, este trabajo y los resultados tedricos, computacionales y las
predicciones con datos reométricos representan la busqueda constante del estudio
de sistemas bioldgicos que inspiran al hombre a entender cédmo trabajan y su
posible beneficio a la sociedad, utilizando a los fendGmenos de transporte, reologia
y mateméticas aplicadas como herramienta de caracter obligatorio para su analisis
y comprension.
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En este apéndice se desarrolla las ecuaciones principales mediante una
forma matematica equivalente diferente a la desarrollada mediante el formalismo de
Fourier y la ecuacion homogénea de Bessel.

La componente z de la ecuacion de movimiento tomando en cuenta los
mecanismos inerciales, toma la siguiente forma:

_.% .

ot az

10

ror o () D

El término ps,vz es la masa por unidad de volumen multiplicada por la

aceleracion instantanea en el sistema. Por otra parte, la componente rz de la
ecuacion constitutiva toma la forma:

1 .

G, = E’er (A-Z)

Al combinar las Ecuaciones (A-1, A-2), se tiene lo siguiente:

oVz 8p 10 8p 1-
— = =-— A-3
ot 0z rar(G'Z) 0z rar( o j (A-3)

Al multiplicar la Ec. (A-1) 1+ 1,6, Se tiene lo siguiente:
Vz op -
pCD— =] - __(rerj (A-4)
ot 0z ror

La rapidez de deformacion v, =dVz/dr se puede expresar de la siguiente:

o2 -of 2)-12(.28
0z rar or

ot
La Ec. (A-5) se puede es diferencial lineal y describe las variaciones de la
velocidad por efectos del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en
la Ec. (A-5) se tiene lo siguiente:

(A-5)

S{qu%}zﬁ {@(-@J + lﬁ(r% } (A-6)
ot 0z ror\ or
b _ ¢ 0|, 10 ava(ro)
p®-(i0)Vz(r,0) = @ ~ + rar(r pe (A-7)
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Simplificando la Ec. (A-7) y definiendo la fluidez compleja como el inverso de
la viscosidad compleja, se tiene lo siguiente:

(f) 1 = Re[fb}-i Im{&)} (A-8)
N

Simplificando esta expresion, se tiene lo siguiente:

A-1) Perfil de velocidades.

10 [ aVz(r,@)]er(im)&)* Vz(r’w)_é\)*[ap(ﬂ))J (A-9)

ror or 0z

Factorizando la funcion velocidad VZ(V,(D):

{%%(r§j+p(1w)&;}Vz(r,w)=qA)* [@J (A-10)

Para resolver la Ecuacién diferencial de Bessel se propone el siguiente
cambio de variable:

*
AN

a’=p(io)d (A-11)

Notese que o tiene unidades de longitud. Sustituyendo en la ecuacion
diferencial, se tiene lo siguiente:

{Eé(rgjﬂxz}\/z(r,w) :Cf)* (M] (A-12)
ror\_ or oz

La parte homogénea se resuelve de la siguiente manera:

10( 0
{Fg(rajﬁ'(lz}VZ(r,O)) =0 (A_13)

0° 10
{—+——+a2}\/z(r,u)) =0 (A-14)
Multiplicando por r? se tiene la ecuacion diferencial del modelo de Bessel:
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2
{rzs?ﬂgmzrz}Vz(r,w) =0 (A-15)

La Ec. (A-15) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el
siguiente cambio de variable z = ar

, 00 0
7 $+z§+z Vz(r,(o):O (A-16)

La solucion de la ecuacion diferencial Ec. (A-16) esta dada por la Expresion:

Vz(z0)=CJy(2)+C,Y; (2) (A-17)

En la Ec. (A-17) {Jo (X),Yo (X) } son la funciones de Bessel de orden cero de
primeray segunda especie respectivamente. La solucion particular para el problema
de la Ec. (A-17) se puede expresar como:

Vz, (ro)=A

{Eﬁ(réjﬂxz}Vz(r,m) =dA)* [M] (A-18)
ror\_ or 0z

Sustituyendo en la Expresion general, se tiene lo siguiente:

o2A=D [8'0( )J (A-19)
0z

Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:

_ Cib* ap(o) | Cf) op(e)| 1 [dp(w)
A_?[ oz J_p( A*E p@z J_p(im)[ p&z } (A-20)

i0)®

En donde el operador diferencial espacial se anula debido a que la solucion
particular es una constante:

lg[rngz(r )_—2( 2jA—O (A-21)

ror\ or ror\_ or

Por lo que, la solucién es la solucibn homogénea dada por las series de
Bessel Ec. (A-20) y sol. Particular Ec. (A-21) por lo que, se tiene lo siguiente:
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Va(20) = CJy (2)+ CY, () +—— | L) (A-22)
o 200 p(io)| oz
(0]
Vz(or,0)=CJ,(ar)+C,Y, (ar)+ L_|op() (A-23)
o 270 p(iow)| oz

La solucion general contiene dos constantes de integracion C1y Cz las cuales
deben de determinarse a partir de las condiciones de frontera, las cuales se pueden
describir como:

C.F.1r=0; Vz(0,0)=0;

(0.0)|<M (A-24a)

C.F2:r=a; Vz(aa,0)=0 (A-24b)

La primera de estas condiciones obedece a que la solucién particular debe
de permanecer acotada, i.e. que para ningun valor que tome la coordenada radial
debe ser infinita. Por otra parte, la segunda condicién de frontera se relaciona con
la condicién de no deslizamiento en la frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir
la primera C.F.1 en la ecuacion diferencial, se tiene lo siguiente:

1 |0
Vz,.. =Vz(or=0,0)=CJ;(a0)+C,Y,(a0)+ p(iw)L pa(zw)J (A-25)

Simplificando la expresion se obtiene la siguiente expresion algebraica:

2C.04C, (n)s L | OPL) _
Vz,..=C.-0+C,( )+p(im)[ = J (A-26)

Simplificando la ecuacion anterior, se tiene lo siguiente:

Vz,,= C,(—0)+ p(i-w) (@pa(zw)} =C,-(—») (A-27)

La dltima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar, es
infinita lo que carece de sentido fisico. Para evitar esta inconsistencia fisica, la
constante C2 debe ser cero. Por lo que la solucion general toma la forma:
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1 [oplw
Vz(ar,0)=CJ,(ar)+ p(iw){ 8(2 )J (A-28)

La segunda condicion de frontera al sustituirla nos da la siguiente informacion
fisica:

Vz(aa,0)=CJ,(0a)+C,Y, (ca)+ p(ilco) [%] =0 (A-29)

De andlisis de la primera condicion de frontera se deduce que la constante
C2 es cero por lo que al despejar C1 se tiene lo siguiente:

L fon(e) _
G Jo(aa)p(im)[ oz } (A-30)

Finalmente al sustituir las constantes C1 y Cz en la solucién general, se
tiene lo siguiente:

Vz(aro)=—— (ap(m)}Jo(mH ! [ap(@)J (A-31)

Jo(0a)p(io)| oz p(io)| oz

Factorizando la velocidad axial en el espacio de Fourier, se tiene:

Vz(or,0) = L[MJPM] (A-32)

p(io)| oz Jo(0a)

Esta expresidon nos permite obtener el perfil de velocidades en funcién de los
pardmetros materiales del sistema {p mo Ao, A3}, la fuerza motriz que deforma
continua e irreversiblemente el fluido asociado al gradiente de presion en la
direccion axial. Noétese, que el perfil de velocidades est4d determinado por un
cociente de funciones de Bessel, o que podria inducir a efectos resonantes en el
sistema.

A-2) Flujo volumeétrico.

La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radior=ay
longitud z = L, esta dad por:

Q(t)= Tj‘VZ(rt)rdrdO 2nj Vz(r,t)edr (A-33)
123 %a}\‘
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Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo
siguientes:

S{Q(t)} =Q(0)= S{ZnIVz(ar,t)rdr} (A-34)

Por otra parte suponiendo que la funcién es continua, el operador de Fourier
se puede introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

3 {2{[ Vz (ar,t)rdr} = Zn]{ 3 {VZ (ar,t)}rdr = 21:? Vz(ar, )rdr (A-35)

0 0 0

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:
a
Q(w)= ZnJVz(ar,w)rdr (A-36)
0

Al sustituir el perfil de velocidades en el espacio de Fourier en la integral de
flujo volumétrico Ec. (A-36)

Q(w)=2n j Vz(ar,o)rdr = ZnI (Tm) [apa(zm)](l - ;z EZ;))}dr (A-37)

0 op

Simplificando esta expresidn, se tiene lo siguiente:

Q(0)= 2" [apa(zco)ﬁ[l_;z((zz))}dr (A-38)

p(io) ;

Para simplificar la integracion de la Ec. (A-38) se propone el siguiente cambio
de variable: u =r/a,

(Ll

Q(0)- 2@32 (ap(m)]j(l%(aau)}‘du (A-40)
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Definiendo aa = B como una longitud caracteristica adimensional, la Ec.
(A-40) toma la forma:

_ 2 [op(e) |f, To(Pu) _
Q(o) ° (im)( — J !’ (1 3. 0) du (A-41)
En la Ec. (A-41) se hace el siguiente cambio de variable z = Bu, por lo que:
__2m® [ op(o) |¢f, Jo(2) _
Q(o) "~ (im)L — ] ! [1 ) dz (A-423)

Aplicando linealidad de la suma, se tiene lo siguiente:

Q(w)= p;’tz;) (82(:0)]{? zdz — 3 EB)EJO (2) zdz} (A-42b)

0

Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad
matematica:

9123, @)1= 23,(2) (A-43)
dz

En la Ec. (A-43) J1 es la funcion de Bessel de primera especie de orden 1. Al
sustituir la Ec. (A-43), en la integral de la expresién del flujo volumétrico:

__2m’ [0p(o) {Bzdz_ Lo, dz} A-44
Q(w) pﬁz(im)( ~ Jj JO(B)-([dz[ ()] (A-44)

0

Al simplificar la Ec. (A-44) se tiene lo siguiente:

2ma® [ op(®) ||1 8 2, (z

Q(o)= 2 P} |1 op 210

pp*(iw)| oz 2 Jo(B)

Aplicando el teorema fundamental del calculo, i.e. evaluando la funcion de
Bessel en los limites superior e inferior respectivamente:

_ 2m® [0p(w)|)1., BL() ]
ERe 0 U S

B
} (A-45)

Simplificando, se tiene lo siguiente:
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210
p(io)| oz J,(B)
La Ec. (A-47) es el resultado mas importante del presente andlisis y es punto
de partida en los calculos posteriores. Un hecho importante de la Ec. (A-47) es la
dependencia con el parametro B el cual, nos aporta informacién acerca de los

mecanismos inerciales y de flujo a través de la funcion fluidez compleja. La Ec. (A-
47) puede ser re-escrita de la siguiente manera:

Q(@)_Laz( op(o )J {1 2J(B>/B} At

p® oz Jo(B)

Para poder desacoplar la Ec. (A-48) en una contribucion real y otra
imaginaria, las funciones de Bessel deben ser desarrolladas:

LUBY® _ (B (B) 11 11 o 0
LB 8 48 3012 P 3072 P) +0[(aR)")

Q(v)-

(A-49)

Sustituyendo la Ec. (A-48), en la Ec. (A-49)
_naz _8p(03) p YA N R IR L e 5\10
Qo) 2204 0 - - o)
(A-50)

El parametro  se puede expresar en término de las fluideces real y compleja
respectivamente:

()t i) ) e o)1 o)

_ azpm[lm{g(w)}il{{&;(‘D)D

Combinando las udltimas dos expresiones, el flujo volumétrico puede ser
descrito como:

(A-51)

PO 74

Q(m)_Laz[ apa( J 28 (De(oq)) (A-52)

En término de las fluideces real e imaginaria se tiene lo siguiente:
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Q(w)= (na2 { apa(zw)]fiéijw*HDe’ ((pf (o)+igg (m))j (A-53)

p/hg ) S

El flujo volumétrico puede ser expresado en término de una serie de
potencias infinita la cual, depende de las propiedades inerciales y viscoelasticas a
través del numero de Deborah y de las fluideces real e imaginaria respectivamente.
Las cantidades adimensionales definidas en el flujo volumétrico son las siguientes:

De >>1 : Inercia
=< De =1: Inercia = Viscoelasticidad (A-54a)
De <<1: Viscoleasticidad

De = a’po, Inercia
A,  Viscoelasticidad

® = o\, (A-54b)

— * 02
ch(co*)=>“—°°2

l+(k*) ®°
(A-54c)
_ . (1—?»*)0)*
o (0")="—g— (A-54d)
1+(x) "

En las expresiones (A-54 c,d) son las expresiones de la frecuencia, las
fluideces reales e imaginaria respectivamente. Notese que a frecuencias bajas, i.e.
tiempos largos, el flujo volumétrico se transforma en:

LimngQ(co*) gio[ %:))J (A-55)

La Ec. (A-55) representa el modelo newtoniano en el espacio de frecuencias.
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