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Licenciado en Nanotecnoloǵıa
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y, además, por las pláticas diarias (cuando fue posible), los consejos y la amistad (gracias
por guiarme en estos meses decisivos en mi carrera y por encontrar tiempo para platicar, a
pesar de la diferencia de horarios). Gracias a ambos por permitirme hacer esto posible.

Gracias a todos los que participaron directa o indirectamente en la realización de este
trabajo. Gracias al Centro de Nanociencias y Nanotecnoloǵıa, y a la Universidad Nacional
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3.1.6. Arreglos periódicos y el espacio rećıproco . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.1.6.1. Zonas de Brillouin y zona irreducible de Brillouin . . . . . . 13
3.2. Materiales avanzados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5.1.1. Enerǵıa de corte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5.1.2. Malla de Monkhorks-Pack . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.2. Optimización estructural de la fase de alta simetŕıa . . . . . . . . . . . . . . 36
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1. Introducción

En 1880, los hermanos Pierre y Jacques Curie descubrieron que un cristal de cuarzo bajo
presión genera una diferencia de potencial entre sus extremos. A esto se llamó efecto piezo-
eléctrico directo. El término “piezo” tiene su origen en el griego y significa oprimir, de tal
forma que el término muestra la relación entre la presión y la carga generada en estos mate-
riales. En 1881, Gabriel Lippmann descubrió el efecto piezoeléctrico inverso; los materiales
que presentan el efecto piezoeléctrico directo también exhiben una deformación en presencia
de un campo eléctrico aplicado [1, 2].

El comienzo de la primera guerra mundial (1914) requirió el desarrollo de tecnoloǵıa ul-
trasónica que permitiera la detección de submarinos alemanes. Atendiendo a esto, se desarro-
llaron dispositivos con los materiales piezoeléctricos conocidos hasta entonces, como cuarzo
y sal Rochelle, siendo este último el más utilizado. Similarmente, la demanda ocasionada
por la segunda guerra mundial (1939) dio origen al descubrimiento del titanato de bario
(BaTiO3, BT ) en tres páıses de forma independiente: Estados Unidos en 1942, por Wainer
y Salomon; Japón en 1944, por Ogawa; y Rusia en 1944, por Vul [1, 2].

El descubrimiento del BT trajo consigo un avance importante en el área tecnológica debido
a su alta permitividad relativa, lo cual se vio reflejado en la disminución del tamaño de los
capacitores de la época. Asimismo, los resultados obtenidos por Wul y Goldman en 1945 en
los que se reporta la actividad ferroeléctrica del material, y por Gray y Roberts en 1946 y 1947
(respectivamente, de forma independiente) en los que se reporta la actividad piezoeléctrica
del BT polarizado, en conjunto con la alta estabilidad qúımica y mecánica del compuesto,
motivaron el estudio de materiales con la misma estructura, dando lugar a la familia de
óxidos tipo perovskita [1, 3].

Los años posteriores al descubrimiento del BT las investigaciones se centraron en óxi-
dos tipo perovskita, por lo que se realizaron estudios de sistemas como KNbO3, KTaO3,
LiNbO3, LiTaO3, PbT iO3, PbZrO3, SrT iO3 y sus soluciones sólidas. En 1952 Sawaguchi
et al. reportaron el diagrama de fase del Pb(Zr1−xTix)O3 (PZT ) y, en 1954, Jaffe la ac-
tividad piezoeléctrica del compuesto. A partir de entonces el PZT marcó una nueva era y
empresas como Clevite Corporation y Murata Manufacturing Company, que hab́ıan enfocado
sus investigaciones en materiales como la sal de Rochelle y el BT , centraron sus estudios y
aplicaciones en el PZT [1, 2].

Las propiedades dieléctricas y piezoeléctricas exhibidas por el PZT posicionaron a este
material como la mejor opción para la elaboración de actuadores y transductores, y permi-
tieron su implementación en sistemas que van desde simples encendedores hasta sofisticados
sistemas de control de vibraciones. Sin embargo, la contaminación producida a causa de
la volatilización de óxido de plomo (PbO) durante el proceso de śıntesis del PZT , aunado
a la creciente preocupación mundial sobre el medio ambiente, motivó la investigación de
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nuevos materiales libres de plomo, dando lugar a dos familias de óxidos tipo perovskita:
K0.5Na0.5NbO3 (KNN) y Bi0.5Na0.5TiO3 (BNT ) [2, 4].

El BNT , descubierto en 1960 por Smolenskii et al., se posicionó como un posible reempla-
zo para el PZT debido a sus propiedades ferroeléctricas. Sin embargo, su alta conductividad
eléctrica y alta temperatura de sinterización representaron un obstáculo y motivaron el estu-
dio del sistema dopado con elementos como Ba, Ca y Sr, entre otros. Como resultado, se han
reportado sistemas como el (Bi0.5Na0.5)TiO3− (Bi0.5K0.5)−BaTiO3 (BNT −BKT −BT )
que, a pesar de tener baja densidad, cuenta con propiedades piezoeléctricas similares al PZT
y ha sido implementado recientemente como actuador [2].

Por otro lado, la investigación relacionada con la segunda familia se vio intensificada tras
el trabajo publicado por Saito et al. en el 2004; una solución de KNbO3 y NaNbO3, dopada
con Li, Sb y Ta dio lugar a cerámicas de (K0.44Na0.52Li0.04)(Nb0.84Ta0.10Sb0.06)O3 con pro-
piedades piezoeléctricas comparables a las del PZT [5]. A partir de entonces, la investigación
experimental se centró en buscar métodos más sencillos capaces de lograr las mismas propie-
dades, y, la investigación teórica, en elucidar la causa de las mismas, partiendo del sistema
más simple entre KNbO3 y NaNbO3 con las mejores propiedades: el K0.5Na0.5NbO3.

En los últimos años, el desarrollo de nuevos métodos de śıntesis y caracterización ha
permitido el estudio de los materiales a escala atómica. Esto, y el creciente alcance de estudios
teóricos, ha impulsado la interpretación de resultados experimentales y la predicción de
nuevos materiales [6]. De esta forma, la colaboración teórica-experimental exige de nuevas
técnicas y modelos que se ajusten a los sistemas reales y aporten información confiable sobre
su comportamiento. En particular, el estudio teórico de oxidos ferroeléctricos se extiende a la
extructura cristalina, polarización, coeficientes dieléctricos y piezoeléctricos, y los espectros
de dispersión de fonones [6].

El análisis sobre los fonones de un sistema permite determinar sus propiedades térmicas y
mecánicas, aśı como sus transiciones de fase y superconductividad [7]. En el caso de los óxidos
tipo perovskita (como el KNN), toma especial importancia debido a la naturaleza de los
fenómenos ferroeléctricos y su relación con las inestabilidades de la red [8]. De tal forma, el
estudio del sistema K0.5Na0.5NbO3 requiere de un modelo que reproduzca las observaciones
experimentales y permita la descripción de su comportamiento a escala atómica.

La presente tesis expone dos modelos distintos del compuesto K0.5Na0.5NbO3: el primero
de ellos intercalando los átomos de Na y K, y el segundo bajo la descripción de pseudoátomos
(Virtual Crystal Approximation, VCA), y discute su validez basado en el estudio de los
fonones del sistema. Se introduce la investigación relevante que precede a este escrito en el
Caṕıtulo 2. Posteriormente, en el Caṕıtulo 3, se exponen las teoŕıas y métodos utilizados.
En el Caṕıtulo 4 se describe la metodoloǵıa y los detalles computacionales, y se presentan y
discuten los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 5. Por último, se reservan las conclusiones y
comentarios finales al Caṕıtulo 6.
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2. Antecedentes

2.1. Estructura cristalina

El KNN se presenta como una alternativa para sustituir al PZT tras las regulaciones
adoptadas por la Unión Europea en el 2006, para el cuidado de la salud y el medio ambiente:
Residuos de equipos eléctricos y electrónicos y Restricción de sustancia peligrosas (WEEE
y RoHS, respectivamente, por sus siglas en inglés) [9]. Esta familia surge como la solución
sólida entre los compuestos precursores KNbO3 (KN) y NaNbO3 (NN), y cuenta con
una estructura tipo perovskita cuya simetŕıa cambia de acuerdo a la concentración de Na
(en el Caṕıtulo 3 se describe detalladamente la estructura tipo perovskita). Una primera
aproximación del diagrama de fase del sistema se muestra en la Figura 2.1a.

(a) Primera aproximación (b) Diagrama de fase actualizado

Figura 2.1: Diagrama de fase del KNN: primera aproximación y diagrama actualizado (en la
izquierda se describen las fases de acuerdo a su comportamiento ferroeléctrico y su sistema
cristalino. En la derecha, de acuerdo a sus grupos espaciales. Diagramas adaptados de [9]
y [10], respectivamente).

Los precursores del KNN parten de la estructura cúbica de alta temperatura (Pm3m) y,
conforme ésta disminuye, presentan diversas transiciones [8]. ElKN cambia a fase tetragronal
(P4mm) a 435 ◦C. Posteriormente, a 225 ◦C, se observa una segunda transición de fase, de
tetragonal a ortorrómbica (Amm2), y se mantiene de esta forma hasta los −10 ◦C, cuando
cambia a una estructura romboédrica (R3m) [8, 10]. Por otro lado, el NN presenta una
secuencia de transiciones de fase significativamente más compleja: por debajo de 640 ◦C, se
han reportado al menos seis fases, de las cuales una es tetragonal (640− 575 ◦C, P4/mbm),
tres son ortorrómbicas (575−370 ◦C, Cmcm, Pmmn y Pnma), una monocĺınica (370 a −80
◦C, Pm) y, la última de ellas, romboédrica (R3c). Sin embargo, la complejidad del sistema
sugiere la presencia de más deformaciones en el cristal [8, 11, 12].

La relación 1:1 entre los precursores da lugar al K0.5Na0.5NbO3 (sistema que ha sido
ampliamente estudiado desde el punto de vista experimental, debido a sus propiedades pie-
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zoeléctricas comparables con las del PZT ). Al igual que el KNbO3, se han reportado tres
transiciones de fase para el KNN . La primera de ellas partiendo de la fase de alta simetŕıa
(Pm3m) a tetragonal (P4mm), a 410 ◦C. La segunda, de tetragonal a monocĺınica (Pm) a
200 ◦C. Y, por último, de monocĺınica a romboedral (R3c), a −236 ◦C [10,13]. En la literatu-
ra existe cierta confusión respecto a la simetŕıa de este compuesto a temperatura ambiente,
en un principio, la fase entre 200 y 410 ◦C fue reportada como ortorrómbica con simetŕıa
Amm2. Sin embargo, fue redefinida por Baker et al., en el 2009 (la Figura 2.1 muestra el
diagrama de fase actualizado) [10].

Uno de los descubrimientos con mayor impacto en la descripción del sistemaK1−xNaxNbO3,
y sus propiedades, fue la presencia de una frontera de fase morfotrópica (MPB, por sus siglas
en inglés) en x = 0.52. Como en el PZT 1, esta frontera fue asociada con el incremento de
las propiedades piezoeléctricas del compuesto K0.5Na0.5NbO3 [14]. Sin embargo, un estudio
más detallado demostró que la diferencia entre la simetŕıa de las fases coexistentes en la
MPB del KNN (Pm − Amm2) no es comparable a la diferencia entre las fases del PZT .
De tal forma que, el mecanismo por el cual la piezoelectricidad del KNN se ve beneficiada
en composiciones cercanas a x = 0.5, permanece incierto [10].

2.2. Distorsiones de la red

La familia de óxidos tipo perovskita presenta una gran variedad de propiedades, tales como
ferroelectricidad, piezoelectricidad y ferromagnetismo, debido a los elementos que pueden
integrarse en los sitios A y B de la estructura [15]. Una de las razones por las que esta
familia cuenta con una gama tan extensa de propiedades, es la disminución de enerǵıa que
acompaña a las distorsiones estructurales en la mayoŕıa de las perovskitas cúbicas, lo que
da lugar a amplios diagramas de fase. En los óxidos tipo perovskita existen dos distorsiones
principales: ferroeléctricas (generalmente desplazamiento del catión del sitio B del centro de
la estructura2, Figura 2.2a), y rotaciones de los octaedros (Figura 2.2) [15].

Las rotaciones del octaedro son las distorsiones con mayor presencia en los óxidos ti-
po perovskita. Sin embargo, su ausencia en los ferroeléctricos más comunes (BT y PZT )
ha popularizado la idea de que suprimen la ferroelectricidad [15]. En estudios más recien-
tes se ha demostrado que, en sistemas con simetŕıa Pnma, las rotaciones favorecen a las
distorsiones ferroeléctricas [7]. Por lo tanto, se sugiere la existencia de ferroelectricidad en
aquellas estructuras que contienen rotaciones [15]. En el caso del KNN , éste se conforma
de dos sistemas con distorsiones y propiedades diferentes a temperatura ambiente: el KN

1El PZT cuenta con una MPB, a temperatura ambiente, en su composición con 47 % de Ti. Debido a la
diferencia entre las fases coexistentes (romboédrica y tetragonal), la frontera se asocia con el incremento de
la ferroelectricidad del compuesto.

2En estructuras tipo perovskita, el origen de la ferroelectricidad no se limita al desplazamiento del catión
del sitio B de la estructura; de hecho, se ha observado contribución, por desplazamiento, del sitio A en
compuestos del tipo ATiO3, en NaNbO3 y en fluoruros tipo perovskita [8,16–18]. En óxidos como el BiFeO3

y el PbT iO3, esta propiedad se relaciona con la existencia de pares de electrones desapareados en los cationes
del sitio A de la estructura [19,20].
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(a) Distorsión ferroeléctrica (b) Rotación del octaedro

Figura 2.2: Distorsiones más comunes en los óxidos tipo perovskita.

(ferroeléctrico), con distorsiones ferroeléctricas, y el NN (antiferroeléctrico), con rotaciones
de los octaedros [8].

El tipo de distorsión en los sistemas tipo perovskita se describe por medio de las inesta-
bilidades (frecuencias negativas en los espectros de dispersión de fonones) de su fase de alta
simetŕıa (calculadas a T = 0 K) [21]. En el caso de los precursores del KNN (Figura 2.3),
ambos sistemas presentan inestabilidades en Γ, correspondientes al modo ferroeléctrico Γ15:
el KN debido al desplazamiento del Nb y el NN por la contribución de los átomos de Nb
y Na [8]. Además de la inestabilidad ferroeléctrica del modo Γ15, el NN presenta otros dos
modos inestables, con mayor ganancia energética: R25 y M3, ambos reportados como rota-
ciones [8]. De tal forma, se ha propuesto que las distorsiones del sistema KNN dependan de
la competencia entre los modos inestables de los precursores [8].

(a) KNbO3 (b) NaNbO3

Figura 2.3: Curvas de dispersión de fonones reportadas en la literatura para KN y NN , en
su fase de alta simetŕıa (adaptado de [8, 22]).
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El comportamiento del modo M3 fue reportado por Machado et al., para diferentes com-
posiciones de la solución sólida K1−xNaxNbO3. En este estudio se observó que el modo se
mantiene estable en una primera etapa y que, por encima de x = 0.5, pierde su estabilidad [8].
Por otro lado, el análisis de la composición K0.5Na0.5NbO3 (v́ıa dispersión de fonones) expu-
so la presencia de inestabilidades ferroeléctricas y rotaciones en el sistema (sin embargo, el
estudio correspondiente se excluye del presente trabajo como punto de comparación debido
a la diferencia en la estructura de los modelos; Sección 2.3) [23].

En el último año, las rotaciones en el KNN fueron asociadas con el incremento de sus
propiedades: debido a la presencia de átomos de K en el sitio A de la pervoskita, los átomos
de menor tamaño que comparten ese sitio (Na) se ven obligados a estabilizarse por medio
de enlaces con los átomos de O más cercanos (los que se encuentran en dirección de la
polarización, debido a la rigidez de los octaedros). Sin embargo, deformaciones en el sistema
de octaedros, como rotaciones, permiten que los átomos de Na interactúen con átomos
de Ox́ıgeno en otras direcciones y que, por tanto, debiliten la fuerza del enlace Na − O
en la dirección polar; facilitando, de esta manera, el cambio en la dirección del vector de
polarización.

2.3. Modelos computacionales

El estudio teórico de sistemas como el KNN requiere de modelos precisos en la descripción
de su estructura y propiedades. Diversos estudios han planteado diferentes aproximaciones y,
a través de ellas, han logrado detallar elementos como la composición de la MPB, las inestabi-
lidades de la red, su polarización y los coeficientes piezoeléctricos [23–26]. Sin embargo, estos
modelos se ven afectados por su no aleatoriedad (consecuencia de las limitaciones compu-
tacionales), lo que conduce a errores en la predicción de las propiedades macroscópicas [24].
Por consiguiente, encontrar un modelo teórico que reproduzca los resultados experimentales
es de gran importancia para el estudio de sistemas como el K0.5Na0.5NbO3.

En busca de un modelo adecuado para al KNN se han reportado trabajos utilizando
diferentes aproximaciones: planos de Na y K intercalados en el cristal (Figura 2.4a) [23];
distribuciones especiales de Na y K que simulan un sistema aleatorio en pequeños intervalos
de volumen (modelo SQS, Special Quasirandom Structure, Figura 2.4b) [24]; átomos inter-
calados uno a uno en el sitio A de la perovskita (modelo RSS, Rock Salt Structure, Figura
2.4c) [24,26] y pseudoátomos basados en los componentes del compuesto (modelo VCA, Vir-
tual Crystal Approximation, Figura 2.4d) [25]. En sistemas con proporciones simples, como
el K0.5Na0.5NbO3, se prefiere un modelo con estructura tipo RSS. Y, de forma general para
soluciones sólidas, el modelo VCA [24].

A pesar de la popularidad de los métodos RSS y VCA en la descripción de soluciones sólidas
como el KNN , se han observado diferentes limitantes. En el caso de la estructura tipo RSS,
la relación estructural de corto alcance entre sus componentes dificulta la descripción de
un sistema aleatorio y puede conducir a errores en el análisis de las propiedades a escala
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atómica [24]. Por otro lado, modelos como VCA excluyen la variación del ordenamiento
atómico, por lo que se ha observado que la fiabilidad de estos sistemas se reserva a compuestos
cuyo estudio admite ser acotado entre los parámetros de los precursores [24].

(a) Modelo por planos (b) Modelo SQS

(c) Modelo RSS (d) Sistema VCA

Figura 2.4: Modelos computacionales reportados en la literatura; � K, � Na, � Nb, � O
(adaptado de [23–26]). Debido al tamaño, sólo se representa una fracción de la celda unitaria
del modelo SQS.
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3. Marco Teórico

3.1. Arreglos periódicos de átomos

El primer postulado en el que se menciona la existencia de átomos (del griego ατoµα,
que significa “indivisible”) fue planteado por Demócrito alrededor del año 400 a. C., y fue
aceptado por la comunidad cient́ıfica hasta el siglo XX de nuestra era [27]. Pronto, la cu-
riosidad del hombre por explicar su entorno condujo a la hipótesis que la simetŕıa de los
sólidos determinaba la forma en la que los átomos se agrupaban, por lo que se plantearon
diferentes arreglos3 [28]. Éste, a pesar de ser un modelo básico, resultó útil para el estudio de
estructuras sencillas. Sin embargo, el análisis de sistemas más complejos requirió de un estu-
dio más detallado, lo que dio origen al nacimiento de nuevos conceptos como: base, sistemas
cristalinos, redes de Bravais, grupos espaciales, etc [28].

3.1.1. Sistemas cristalinos

El desarrollo en la teoŕıa de difracción de raxos-X para un arreglo periódico, planteado por
Laue en 1912, motivó el análisis de algunos de los cristales conocidos, y ayudó a confirmar la
periodicidad de los átomos [29]. Idealmente, en un cristal, esta periodicidad se extiende de
manera infinita en tres dimensiones, y se caracteriza por grupos de átomos llamados base, que
se repiten en cada punto de la red [29] (los sólidos reales finalizan en superficies, sin embargo,
el modelo es aceptable dado que la razón de átomos superficiales respecto a los de bulto es
de 1 : 108) [27]. La red se define como el conjunto de puntos creados a partir de los vectores
a, b y c, que cumplen con la Ecuación 3.1, donde ui son valores enteros arbitrarios [29].

r = u1a + u2b + u3c (3.1)

Los vectores a, b y c son llamados vectores primitivos, a su magnitud, parámetros de
red y al volumen entre ellos (VC = |a · b× c|), celda unitaria; si esta celda encierra sólo
un punto de la red, se le cononce como celda primitiva [29, 30]. En redes tridimensionales
la combinación de operaciones de simetŕıa da lugar a siete tipos de sistemas cristalinos :
tricĺınico, monocĺınico, ortorrómbico, tetragonal, romboedral, hexagonal y cúbico [28–30].

3.1.2. Redes de Bravais

En total existen 14 tipos de redes, conocidas como redes de Bravais. Estas redes se derivan
de los sistemas cristalinos al agregar puntos de red en posiciones de alta simetŕıa; las posibles
combinaciones son: un punto en el centro de cada celda, un punto en el centro de cada cara y
un punto en el centro de dos caras opuestas [30]. De esta forma, se obtienen redes primitiva
(P ), centrada en el cuerpo (I), centrada en las caras (F ) y centrada en las bases (A, B o
C) [28, 30]. En la Tabla 3.1 se muestran las 14 redes de Bravais disponibles en el espacio

3Estos arreglos se basaron en el modelo de esferas ŕıgidas, en donde cada esfera es la representación de
un átomo en el sólido. Las esferas forman una red periódica y un segundo grupo de esferas más pequeñas se
acomodan en los espacios vaćıos (sitios intersticiales) [28].
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tridimensional, su agrupación de acuerdo a la forma de la celda y las caracteŕısticas que
definen a cada tipo de sistema (por convención se definen a, b y c como los parámetros
de red, y α, β y γ como los ángulos entre ellos [30]). Por otro lado, en la Figura 3.1 se
ejemplifican los subsistemas P , I, F y C, según el sistema ortorrómbico.

Sistema cristalino Ángulos Parámetros de red Subsistemas

Tricĺınico α 6= β 6= γ a 6= b 6= c P

Monocĺınico α = γ = 90◦ 6= β a 6= b 6= c
P
C

Ortorrómbico α = β = γ = 90◦ a 6= b 6= c

P
I
F
C

Tetragonal α = β = γ = 90◦ a = b 6= c
P
I

Romboedral α = β = γ < 120◦, 6= 90◦ a = b = c R

Hexagonal α = β = 90◦; γ = 90◦ a = b 6= c P

Cúbico α = β = γ = 90◦ a = b = c
P
I
F

Tabla 3.1: Restricciones en los ángulos y parámetros de red de los sistemas cristalinos (adap-
tado de [29]).

(a) Subsistema P (b) Subsistema I (c) Subsistema F (d) Subsistema C

Figura 3.1: Subsistemas de la red (adaptado de [30]).

3.1.3. Operaciones de simetŕıa

Una operación de simetŕıa puede representarse a través de un operador R, tal que r′ = R·r.
Donde r es un vector de posición en el espacio y r′ el vector resultante de la transformación.
Existen cuatro operaciones de simetŕıa:
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Identidad : a diferencia de las otras operaciones, ésta no modifica al vector r sobre
el que actúa, por lo que cualquier elemento cuenta con esta operación. En el sistema
internacional se denota como 1.

Rotación propia: rotación de los elementos sobre un eje. En un sistema periódico, las
rotaciones se reservan a 2π/n. Donde n = 1, 2, 3, 4 o 6; estas rotaciones se denotan
como n.

Inversión: modifica el sentido del vector r. La operación de inversión aplicada al vector
(a, b, c) da como resultado el vector (−a,−b,−c). Se denota como 1.

Reflexión: reflexión a través del plano especular [uvw]. En el sistema internacional se
escribe como m

Rotación impropia: resulta de la aplicación de n, seguida de 1, tal que R = 1 · n. Se
denota como n.

La descripción de arreglos periódicos de átomos, por medio del cumplimiento de las ope-
raciones de simetŕıa, da lugar a siete sistemas cristalinos: tricĺınico (1, 1), monocĺınico (2,
m), ortorrómbico (tres ejes: 2 o m), tetragonal (4, 4), romboedral (3, 3), hexagonal (6, 6) y
cúbico (cuatro ejes: 3 o 3) [30].

3.1.4. Grupos puntuales

El uso de una operación de simetŕıa para describir un sistema no excluye la posible aplica-
ción de otras operaciones en el mismo. Por ejemplo, el sistema monocĺınico puede describirse
por medio de una rotación de 2π/2, un plano especular, o bien, de ambos. En la Figura 3.2 se
muestran tres superficies con la simetŕıa descrita según el sistema monocĺınico (la notación
de la Figura 3.2c indica la presencia de un plano especular perpendicular a un eje de rotación
con simetŕıa 2π/2) [30].

(a) m (b) 2 (c) 2/m

Figura 3.2: Superficies correspondientes a los grupos puntuales del sistema monocĺınico
(adaptado de [30]).
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La interacción entre las operaciones de simetŕıa permitidas para cada sistema cristalino
da lugar a 32 combinaciones diferentes: dos para el sistema tricĺınino (1 y 1), tres para el
monocĺınico (2, m y 2/m), tres para el ortorrómbico (222, mm2 y mmm), siete para el
tetragonal (4, 422, 4/m, 4mm, 4/mmm, 4 y 42m), cinco para el romboedral (3, 32, 3m, 3 y
3m), siete para el hexagonal (6, 622, 6/m, 6mm, 6/mmm, 6 y 6m2) y cinco para el cúbico
(23, m3, 432, 43m y m3m) [30]. A estas combinaciones se les llama grupos puntuales, y todos
los cristales pueden ser clasificados a través de ellos [30].

La notación internacional se vuelve más compleja conforme la interaccion de las opera-
ciones de simetŕıa. En resumen, n corresponde a la simetŕıa de rotación sobre un eje. Un 2
siguiendo a n (n2) indica simetŕıa de rotación respecto a un eje perpendicular al eje principal
y otro 2 después de esto (n22), a un segundo eje de rotación perpendicular al eje principal.
Por otro lado, la presencia de un plano especular se escribe como m. En el caso de que el
plano de reflección contenga al eje principal, esto se escribe como nm, o nmm en el caso
de un segundo plano. Si el plano de reflexión es perpendicular al eje, la simetŕıa se escribe
como n/m. Finalmente, los sistemas compuestos por planos especulares perpendiculares a
los ejes de rotación se denotan como n/m 2/m 2/m (estos últimos se escriben usualmente
como n/mmm) [30].

3.1.5. Grupos espaciales

La descripción de las posiciones atómicas, dentro de los sistemas cristalinos, se realiza
por medio de los llamados grupos espaciales. En total existen 230 de ellos, de los cuales 73
surgen de la combinación de los grupos puntuales con las redes de Bravais (llamados “grupos
simórficos”) y los 157 restantes a través de la inclusión de nuevas operaciones de simetŕıa
(rotaciones propias e impropias en combinación con traslaciones fraccionarias de los vectores
primitivos) [30]. En la Tabla 3.2 se clasifican los grupos espaciales de acuerdo a los sistemas
cristalinos, redes de Bravais y grupos puntuales.

Los sistemas KNbO3, NaNbO3 y K0.5Na0.5NbO3 presentan simetŕıa m3m por arriba de
su temperatura de Curie (TC). En el caso de los modelos teóricos adoptados para estos
compuestos, el KN y NN corresponden a una red primitiva (al igual que el modelo VCA)
mientras que, el modelo RSS, a una centrada en las caras (grupos No. 221 y 225, respecti-
vamente). Por otro lado, a temperatura ambiente, el sistema KNN presenta simetŕıa m y
una red primitiva (grupo No. 6). A pesar de que el KN cuenta con simetŕıa mm2 a tem-
peratura ambiente, en el presente trabajo se modela como m para utilizarlo como punto de
comparación.

3.1.6. Arreglos periódicos y el espacio rećıproco

Además de la descripción geométrica de los arreglos periódicos, el hombre ha sido capaz
de describir la interacción de este tipo de materiales con su entorno, por ejemplo con luz. La
luz, al interactuar con un sistema cristalino, se difracta si su longitud de onda es comparable
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Sistema
Cristalino

Red de
Bravais

Grupo Puntual
Intervalo de los

Grupos Espaciales

Tricĺınico P 1, 1 1 – 2

Monocĺınico P , (B, A) 2, m, 2/m 3 – 15

Ortorrómbico
P , (C, A, B),

I, F
222, mm2, mmm 16 – 74

Tetragonal P , I
4, 422, 4/m, 4mm,
4/mmm, 4, 42m

75 – 142

Trigonal/
Romboedral

P / R 3, 32, 3m, 3, 3m 143 – 167

Hexagonal P
6, 622, 6/m, 6mm,
6/mmm, 6, 6m2

168 – 194

Cúbico P , I, F
23, m3, 432,
43m, m3m

195 – 230

Tabla 3.2: Sistemas cristalinos, redes de Bravais, grupos puntuales y grupos espaciales.

a los parámetros de red del cristal (0.1nm). Esta interacción da lugar a fenómenos como
interferencia constructiva y destructiva de la luz dispersada [29, 31]. Con base en esto, un
modelo que describe tal comportamiento, de acuerdo a la luz reflejada, fue descrito por Bragg
en 1915, y a la expresión matemática resultante se le conoce como ley de Bragg (Ec. 3.2) [29].

2d sin θ = nλ (3.2)

Donde d es la distancia entre planos cristalinos, θ el ángulo de reflexión, n un número
entero, y λ la longitud de onda de la luz interactuante. La descripción de los patrones de
difracción, por medio de la ley de Bragg, originó un estudio más extenso de la periodicidad
de la red y sus propiedades locales, por medio de una serie de Fourier4. El conjunto de puntos
periódicos, resultado de esta serie, dieron lugar a la llamada red rećıproca [29]; en general,
esta red se describe por medio de los vectores rećıprocos (G) invariantes a la traslación de
los vectores primitivos (Ec. 3.3).

f (r′) =
∑
G

f (G) eiG·r
′

(3.3)

La red, y el espacio rećıproco son una construcción matemática. Sin embargo, constituyen
una de las herramientas más importantes en la f́ısica de estado sólido. En el espacio rećıpro-
co, la ley de Bragg se escribe en términos del vector de onda incidente (k) y los vectores
rećıprocos, como k · G = 1

2
|G| (esta expresión describe la dirección y magnitud que debe

4f (x) = a0

2 +
∑∞

n=1 (an cosnωx+ bn sinnωx)
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tener el vector de onda para ser difractado, por lo que usualmente se le conoce como condi-
ción de difracción) [29]. La condición de difracción limita los vectores k, para un vector G,
a una familia de vectores que intersectan un mismo plano. Estos planos reciben el nombre
de planos de Bragg. La Figura 3.3, muestra una representación gráfica de lo anteriormente
descrito.

Figura 3.3: Condición de difracción y planos de Bragg; k′′ corresponde al conjunto de vectores
k que cumplen con la condición de difracción para el vector G2, k′ a los vectores k que
cumplen la condición para el vector G1 (adaptado de [29]).

3.1.6.1. Zonas de Brillouin y zona irreducible de Brillouin

En el espacio rećıproco los planos de Bragg se extienden infinitamente, formados por
todos los vectores k que cumplen la condición de difracción. Sus intersecciones en el espacio
delimitan volúmenes conocidos como zonas de Brillouin, las cuales se nombran de acuerdo a
los planos delimitantes: los correspondientes al conjunto de vectores G de menor magnitud,
delimitan la primera zona de Brillouin. El volumen entre los planos siguientes y la primer
zona, recibe el nombre de segunda zona de Brillouin, etc [27]. La construcción de la primera
zona se asemeja al de la celda Wigner-Seitz para el espacio real. Por lo tanto, ésta puede
conceptualizarse como una celda primitiva del espacio rećıproco [29].

La importancia de este procedimiento radica en que, con base en el teorema de Bloch5,
todos los vectores k pueden describirse dentro de la primera zona de Brillouin. De tal forma,
las ecuaciones que se encuentren en función del vector de onda sólo deben solucionarse para
este volumen. Por otro lado, la introducción de las operaciones de simetŕıa permite delimitarlo
aún más, a una zona llamada la zona irreducible de Brillouin (a los vértices y aristas que
acotan esta zona se les conoce como puntos y ejes de alta simetŕıa, respectivamente) [27].

5ψk(r′ + r) = eik·rψk(r′)
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La Figura 3.4a muestra la construcción de las primeras dos zonas de Brillouin para una red
rećıproca bidimensional. Además, la Figura 3.4b, muestra la relación de aspecto que existe
entre la primera zona de Brillouin y la zona irreducible.

(a) Zonas de Brillouin (b) Zona irreducible de Brillouin

Figura 3.4: Primera y segunda zona de Brillouin, y razón de aspecto con la zona irreducible
(adaptado de [27]).

3.2. Materiales avanzados

El desarrollo tecnológico está fuertemente ligado con los materiales disponibles. En el
principio de la humanidad estos se limitaban a piedra, madera, pieles, etc. Sin embargo, con
el paso del tiempo, el hombre desarrolló técnicas para producir nuevos materiales y crearon
con ello herramientas que le ayudaron a desenvolverse mejor en su ambiente [32]. En un
inicio, esta producción se limitaba a la mezcla de los elementos disponibles. Sin embargo, en
la última era se descubrió la estrecha relación que guarda la estructura de los materiales y
sus propiedades. A partir de entonces, se han reportado miles de materiales nuevos, como
metales, vidrios, plásticos y fibras, y han sido utilizados para cubrir nuestras necesidades en
el entorno [32].

Debido a la amplia variedad de materiales en la era moderna, es preciso clasificarlos. Una
forma de hacerlo es de acuerdo a sus aplicaciones, en donde la categoŕıa que más destaca
es la de los materiales avanzados [32]. Se llama materiales avanzados a todos aquellos con
aplicaciones en sistemas de alta tecnoloǵıa. Se dividen en semiconductores, biomateriales,
nanomateriales y materiales inteligentes, y son conocidos por ser capaces de medir los cambios
en su entorno y responder de alguna forma predeterminada [32].

3.2.1. Materiales piezoeléctricos, piroeléctricos y ferroeléctricos

Entre los materiales avanzados se encuentran los llamados piezoeléctricos. Se define como
un piezoeléctrico aquél que tras un esfuerzo mecánico genera cargas en su superficie (y que
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puede ser deformado por medio de la aplicación de un campo eléctrico) [33]. Estructuralmen-
te, para que este fenómeno suceda, el material en cuestión debe ser no centrosimétrico, por
lo que debe pertenecer a uno de los 21 grupos puntuales con esta caracteŕıstica [33]. Como
excepción, el grupo 432 es el único que, a pesar de ser no centrosimétrico, no puede clasifi-
carse como piezoeléctrico (esto debido a que las cargas generadas en el material se cancelan
unas a otras) [34]. Además, un cristal piezoeléctrico puede ser polar, esto es, que el centro
de las cargas negativas se encuentre desplazado respecto al centro de las cargas positivas (a
esta polarización natural se le llama polarización espontánea, PS) [33]. En la Tabla 3.3 se
muestran los grupos puntuales no centrosimétricos y los grupos polares.

Sistema Cristalino
Grupos puntuales

no centrosimétricos
Grupos puntuales

polares

Tricĺınico 1 1

Monocĺınico 2, m 2, m

Ortorrómbico 222, mm2 mm2

Tetragonal 4, 4, 422, 4mm, 42m 4, 4mm

Romboedra 3, 32, 3m 3, 3m

hexagonal 6, 6, 622, 6mm, 6m2 6, 6mm

Cúbico 23, 43m, 432 —–

Tabla 3.3: Grupos puntuales piezoeléctricos y grupos puntuales polares (adaptado de [33]).

Similar al esfuerzo mecánico en los materiales piezoeléctricos, el cambio en la temperatura
es capaz de generar una diferencia de potencial en los materiales polares. A este fenómeno se le
conoce como efecto piroeléctrico y es causado por el cambio de la polarización espontánea [33].
Por otro lado, en los grupos polares, el sentido del vector de polarización puede ser modificado
a través de la aplicación de un campo eléctrico. A esto se le llama efecto ferroeléctrico [33].
La ferroelectricidad juega un papel importante en el área tecnológica; los estados disponibles
del vector de polarización pueden ser aprovechados para simular el sistema binario y, de
esta forma, ser implementados en sistemas digitales [33]. En los últimos años, el área de
los materiales ferroeléctricos ha sido objeto de intenso desarrollo, y una de las familias más
importantes en este ámbito es la de los óxidos tipo perovskita [6].

3.2.2. Óxidos tipo perovskita

La estructura tipo perovskita se denota por medio de la fórmula general ABX3 (provenien-
te del mineral “perovskita”, CaTiO3). Los sitios A y B son ocupados por cationes, mientras
el sitio X es ocupado por un anión. La diversidad en la composición, y ordenamiento atómico,
en este tipo de estructuras permite que estos materiales cuenten con una amplia variedad de
propiedades (conducción o ailsamiento eléctrico, propiedades magnéticas, etc.), por lo que
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han sido de gran interés en los últimos años [6]. Una las subfamilias más investigadas es la de
los óxidos (X = O), con fórmula ABO3. Al igual que el caso general, estas estructuras han
demostrado tener una amplia variedad de propiedades: piezoelectricidad, piroelectricidad,
ferroelectricidad, etc [15].

Un modelo aceptado en la descripción de los óxidos tipo perovskita proviene de su fase
de alta simetŕıa (Pm3m para la mayoŕıa de los compuestos) [6]. Esta estructura cúbica se
compone de una base de cinco átomos: el catión del sitio A, el del sitio B y tres ox́ıgenos
no equivalentes (Figura 3.5a). En la celda unitaria, el catión del sitio A se acomoda en los
vértices, el del sitio B en el centro de la estructura, y los ox́ıgenos en el centro de cada una
de las caras [6]; un elemento importante de destacar en esta representación es la del octaedro
[BO6], pues sirve de referencia para las distorsiones de la red. La Figura 3.5b muestra los
elementos de una celda unitaria para un óxido tipo perovskita con simetŕıa Pm3m.

(a) Base (b) Celda Unitaria

Figura 3.5: Base y celda unitaria de un óxido tipo perovskita con simetŕıa Pm3m (adaptado
de [6]).

De acuerdo a un modelo de esferas sólidas, Goldshmidht introdujo, en 1926, una relación
entre los radios iónicos de los elementos participantes, para una estructura cúbica de un
óxido tipo perovskita: rA + rO =

√
2 (rB + rO) [6]. Sin embargo, por debajo de la TC , la

distorsión de estas estructuras impide que la relación se cumpla, por lo que se planteó un
factor de tolerancia, t:

t =
rA + rO√

2 (rB + rO)
(3.4)

Empiricamente, el factor de tolerancia describe el tipo de distorsión que puede afectar a
la estructura tipo perovskita de acuerdo al tamaño de los iones participantes. En el primer
caso, t > 1, la estructura es dominada por la distancia A−O, lo que se puede traducir en que
el ión B es pequeño, por lo que tenderá a mostrar distorsiones ferroeléctricas generadas por
el catión del sitio B. En el caso dos, t < 1, el factor puede traducirse en un ión A pequeño,
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lo que conducirá a rotaciones de los octaedros6 o a desplazamientos ferroeléctricos generados
por el sitio A (fases con simetŕıa R3c, Pnma) [6].

3.2.3. Estructura tipo perovskita y el espacio rećıproco

En su fase paraeléctrica, la mayoŕıa de los óxidos tipo perovskita presentan simetŕıa m3m
y una red primitiva. Esto es, se describen a través del grupo espacial Pm3m (No. 221) [6].
Este sistema, en el espacio rećıproco, corresponde a una red con una celda primitiva cúbica
(primera zona de Brillouin), y cuya zona irreducible se acota por el conjunto de puntos Γ, X,
M y R, y ejes Σ, ∆, Λ, S, T y Z (Figura 3.6a) [35]. En el caso del modelo RSS (con grupo
espacial Fm3m, No. 225), la primera zona de Brillouin se describe como un tetradecaedro,
donde los puntos de alta simetŕıa que limitan su zona irreducible son Γ, X, L, W , U y K, y
sus ejes son ∆, Λ, Σ, S, Z y Q (Figura 3.6b) [35].

(a) Pm3m (b) Fm3m

Figura 3.6: Primera zona de Brillouin y zona irreducible de Brillouin de los grupos espaciales
Pm3m y Fm3m (adaptado de [35])

El presente trabajo utiliza, como punto de comparación, los precursoresKNbO3 yNaNbO3.
Ambos compuestos pertenecen al grupo 221 por encima de la temperatura de Curie, por lo
que los resultados se muestran con base en los puntos de alta simetŕıa de este grupo (los
puntos Γ y L del grupo no. 225 son equivalentes a Γ y R, respectivamente, del grupo no.
221; mientras que X, W , U y K corresponden a las posiciones de los vectores primitivos
rećıprocos (0, 1/2, 1/2), (1/4, 3/4, 1/2), (1/4, 5/8, 5/8), (3/8, 3/4, 3/8), respectivamente). En
la Tabla 3.4 se muestra la ubicación de los puntos de alta simetŕıa en el espacio rećıpro-
co, para el grupo espacial Pm3m. De igual forma, se muestran los puntos de alta simetŕıa
contenidos en los ejes.

6Las rotaciones de los octaedros se describen de acuerdo a la notación de Glazer.
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Punto de
alta simetŕıa

Posición en los vectores
primitivos rećıprocos (uvw)

Eje de
alta simetŕıa

Puntos contenidos
en el eje

Γ =⇒ (0.0, 0.0, 0.0) Σ =⇒ Γ−M

X =⇒ (0.0, 0.5, 0.0) ∆ =⇒ Γ−X

M =⇒ (0.5, 0.5, 0.0) Λ =⇒ Γ−R

R =⇒ (0.5, 0.5, 0.5) S =⇒ X −R

T =⇒ M −R

Z =⇒ X −M

Tabla 3.4: Puntos y ejes de alta simetŕıa en el espacio rećıproco, para el grupo no. 221
(Pm3m).

3.3. Vibraciones de la red y distorsiones

A nivel atómico un sólido se encuentra constantemente en movimiento. En sólidos cris-
talinos este movimiento se describe como una oscilación coordinada de los átomos, de su
posición de equilibrio, lo cual forma ondas planas en la red que se propagan a la velocidad
del sonido y cuya amplitud depende de la temperatura [27]. Debido a la simetŕıa del sistema,
estas vibraciones pueden ser estudiadas en términos de modos colectivos de movimiento de
los iones, los cuales responden a excitaciones colectivas. Tales excitaciones están cuantizadas,
por lo que pueden llevarse a cabo únicamente a ciertos valores de enerǵıa. Estos cuantos de
enerǵıa vibracional reciben el nombre de fonones [27].

3.3.1. Teoŕıa general

Con la introdución de la temperatura en el sistema, y la oscilación de los átomos, es
conveniente plantear sus posiciones a 0K y a una temperatura, T . Por lo que se introducen
los vectores Rn y RT,n, respectivamente (donde RT,n = δRn). Dado que RT implica un
desplazamiento de los átomos, de su posición de equilibro, es posible describir su enerǵıa
cinética y potencial. La enerǵıa cinética por medio de las ecuaciones de movimiento de
la mecánica clásica [31], y la enerǵıa potencial por medio de una expansión en serie de
Taylor7 [27]. La expansión en serie de Taylor no afecta a la expresión de la enerǵıa potencial.
Sin embargo, es conveniente tomar sólo el término de segundo orden. A esta aproximación
se le conoce como aproximación armónica (Ec. 3.5) [27].

U ≈ 1

2

∑
n,m

∂2U
∂RT,n∂RT,m

RT,nRT,m (3.5)

La aproximación armónica se utiliza por conveniencia (en especial porque el potencial
armónico ofrece soluciones exactas a las ecuaciones de movimiento [36]). Sin embargo, ésta

7f (x), al rededor de un punto a, puede ser escrito como f (a) + f ′(a)
1! (x− a) + f ′′(a)

2! (x− a)
2

+ ...
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se justifica dado que el término de orden cero se iguala a una constante arbitraria (0, por
facilidad), y el de orden uno al equilibrio del sistema a T = 0K (los términos de orden mayor
a dos se descartan. Sin embargo, posteriormente pueden ser inclúıdos como correcciones al
modelo, llamadas “correcciones anarmónicas”) [27,36]. F́ısicamente, esta aproximación des-
cribe una oscilación de baja amplitud en la vecindad de las posiciones atómicas de equilibrio.
Con base en esto es posible describir las fuerzas interatómicas por medio de la Ecuación 3.6,
la cual recibe el nombre de matriz de fuerzas.

Fn,m =
∂2U

∂RT,n∂RT,m

(3.6)

La ecuación de movimiento (primera ley de Newton), para este sistema, se soluciona al
plantear una oscilación sinusoidal alrededor de los puntos de equilibrio, para cada átomo:
RT,n (t) = 1√

Mn
ũne

−iωt [27]. Partiendo de esto, el resultado es una ecuación de valores propios

(Ec. 3.7), cuyo operador se define como la matriz dinámica (Ec. 3.8) y cuyos valores propios
son el cuadrado de las frecuencias naturales de vibración del sistema (el śımbolo ∼ se utiliza
para indicar “en el espacio real”) [27]. En este punto es necesario remarcar que la solución
a esta ecuación admite valores positivos y negativos (frecuencias reales e imaginarias). Sin
embargo, la interpretación de ambas es diferente.∑

n,m

1√
MnMm

Fn,mũm = ω2ũn (3.7)

D̃n,m =
1√

MnMm

Fn,m (3.8)

Donde, Mn y Mm son las masas de los átomos participantes. Estrictamente, la solución
de la Ecuación 3.7 da como resultado los fonones del sistema. Sin embargo, ésta es una
tarea compleja debido a las dimensiones de la matriz dinámica: expĺıcitamente, los vectores
Rn, RT,n y ũn cuentan com componentes α (x, y, z), j (que identifica a los átomos dentro
de las celdas unitarias) y c (que identifica a cada una de las celdas unitarias). Una forma
de disminuir las dimensiones es cambiando al espacio rećıproco. Para ello, se aprovecha la
periodicidad de la red y se reescriben las ecuaciones en función de la distacia interatómica
(Rn − Rm), aśı como el desplazamiento, tal que ũn = uα,je

ik·Rc [27]. Como consecuencia
de esto, y de la transformación del espacio real al espacio rećıproco, la ecuación de valores
propios, para obtener las frecuencias naturales de vibración del sistema, se escribe de la
forma (Ec. 3.9):

D (k) · u = ω2u (3.9)

La Ecuación 3.9 describe las frecuencias naturales de vibración de la red en el espacio
rećıproco. Al considerar la distancia Rn − Rm, en vez de cada uno de los átomos, se dis-
minuyen las dimensiones de la matriz dinámica, por lo que se simplifica su diagonalización.
Por otro lado, debido a la simetŕıa del espacio rećıproco, es posible acotar más el problema
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a la zona irreducible de Brillouin [27]. En consecuencia, los valores propios del sistema se
representan en los puntos y ejes de alta simetŕıa (Γ, X, M , R, etc., para el KNN y sus
precursores en la fase de alta simetŕıa, sección 3.2.3).

3.3.2. Curvas de dispersión de fonones

Las curvas de dispersión de fonones es la forma en la que se representan los valores propios
de la ecuación 3.9. En general, esta expresión no limita la existencia de valores positivos
o negativos para ω2, por lo que, matemáticamente, las frecuencias pueden tomar valores
reales o imaginarios. Una forma de simplificar su representación es escribir, en el eje de las
ordenadas, como valores positivos (+) a las frecuencias reales, y como valores negativos (− )
a las frecuencias imaginarias. En el eje X se escriben los puntos y ejes de alta simetŕıa. La
Figura 3.7 muestra un ejemplo de un espectro de dispersión de fonones, en el que se resaltan
sus elementos.

Figura 3.7: Elementos de las curvas de dispersión de fonones; dispersión de fonones del
KNbO3 con simetŕıa Pm3m, obtenida de [22].

La interpretación de las frecuencias de vibración es diferente para los valores reales y los
valores imaginarios. De acuerdo a la aproximación armónica, los fonones reales indican que
la enerǵıa potencial de los iones incrementa para cualquier desplazamiento de su posición
de equilibrio. Por ello, un espectro de dispersión de fonones sin frecuencias negativas se
traduce en un sistema dinámicamente estable [21]. Por otro lado, las frecuencias imaginarias
disminuyen la enerǵıa potencial del sistema. Este comportamiento sugiere correcciones de
las posiciones atómicas, respecto a la estructura estudiada. De tal forma, un espectro con
frecuencias negativas sugiere un cambio en la estructura [21].

En la Figura 3.8 se muestra un ejemplo de este comportamiento, para K0.5Na0.5NbO3. El
espectro de dispersión correspondiente a la fase cúbica (Figura 3.8a) cuenta con frecuencias
reales e imaginarias, por lo que se sugiere una distorsión de la estructura que disminuya su
enerǵıa potencial. Por otro lado, el espectro correspondiente a la fase romboedral (Figura
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3.8b) solamente presenta frecuencias reales, lo que indica que esta estructura pertenece al es-
tado base. Ambas figuras fueron adaptadas de [23], donde el modelo computacional utilizado
fue un sistema por planos (ver sección 2.3).

(a) Estructura cúbica (b) Estructura romboedral

Figura 3.8: Curvas de dispersión de fonones del sistema K0.5Na0.5NbO3 (adaptado de [23]).

3.3.3. Contribución de los modos inestables a la fase de baja simetŕıa

Las distorsiones se definen como cualquier cambio en el cristal que altere su simetŕıa. Estos
cambios pueden deberse a la dirección de los dipolos magnéticos o al desplazamiento de los
átomos, entre otros [37]. A las distorsiones que se distribuyen en todo el cristal (como las
vibraciones de la red) se les conoce como distorsiones globales y pueden ser descompuestas
en diferentes contribuciones, conocidas como distorsiones locales. Las distorsiones locales
son desplazamientos de átomos individuales que se conocen como modos y que cumplen
con propiedades espećıficas de simetŕıa [37,38]. De tal forma, la relación entre la fase de alta
simetŕıa y sus fases distorsionadas puede ser completamente descrita por medio de los modos
participantes y su amplitud.

En general, un modo representa el desplazamiento de los átomos respecto a la estructura
original. Cada uno de ellos se identifica por una amplitud y por un conjunto de operaciones
de simetŕıa que relaciona a las fases participantes (la simetŕıa de los modos corresponde a la
fase de alta temperatura y se restringe de acuerdo a la fase distorsionada). Por lo tanto, los
modos se denotan a partir de representaciones irreducibles (mejor conocidas en inglés como
“irreps”) de las estructuras de alta simetŕıa [38]. En el caso de los óxidos tipo perovskita,
las simetŕıas posibles corresponden a las de los puntos Γ, X, M y R, y algunos de los modos
posibles son Γ−4 , X+

5 , M+
2 y R+

5 [38].

Usualmente, los tipos de distorsiones se agrupan de acuerdo a los puntos de alta simetŕıa.
Esto es, las inestabilidades en Γ se relacionan con distorsiones ferroeléctricas, mientras que
M y R con rotaciones de los octaedros [15]. En 1972, Glazer propuso una notación para
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estas últimas, lo que dio lugar a 23 sistemas diferentes [39]. Sin embargo, Howard y Stokes
disminuyeron esta cifra a 15 [40]. El resultado de esto, es la llamada notación de Glazer, la
cual describe las rotaciones posibles de los octaedros, para las estructuras tipo perovskita.
De forma complementaria, Stokes et al., implementaron el desplazamiento del átomo del sitio
B, lo que dio lugar a la notación de Glazer modificada [41].

3.3.4. Notación de Glazer modificada

Las distorsiones más comunes en las estructuras tipo perovskita pueden ser descritas, en
su mayoŕıa, por medio de la notación de Glazer modificada. Ésta consiste de tres coeficientes
(uno para cada eje de la estructura) que representan la magnitud de la distorsión. Por
ejemplo, la notación a a a indica que las distorsiones tienen la misma magnitud para cada
eje. La notación a a c se diferencia porque la magnitud de la distorsión en uno de los ejes (el
eje c) es diferente a la los ejes a y b (cuya magnitud es igual). Finalmente, el caso a b c se
escribe cuando la magnitud de las distorsiones es diferente para cada eje. El tipo de distorsión
se denota por medio de sub́ındinces y supeŕındices para cada uno de los coeficientes.

De acuerdo a la notación de Glazer, los supeŕındices se reservan a la rotación de los
octaedros. Cada una de estas distorsiones tiene un eje de rotación paralelo a los ejes de la
estructura, por lo que el primer coeficiente describe el movimiento de los átomos en el plano
b − c, el segundo al movimiento en el plano a − c y el tercero al plano a − b. El tipo de
rotación a lo largo de un mismo eje se describe por medio de los supeŕındices +, − y 0.
Donde 0 indica la ausencia de rotación, + la rotación de octaedros contiguos en el mismo
sentido, y − la rotación de los octaedros contiguos en sentidos contrarios. La Figura 3.9
muestra el comportamiento + y − para un eje arbitrario a.

(a) Comportamiento a+ (b) Comportamiento a−

Figura 3.9: Rotación de los octaedros de acuerdo a la notación de Glazer.

La inclusión del desplazamiento del átomo del sitio B a la notación de Glazer se escribe
por medio de los sub́ındices +, − y 0. Al igual que para las rotaciones, 0 indica el no des-
plazamiento. Sin embargo, para este caso, el śımbolo + indica que el átomo del sitio B se
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desplaza en la misma dirección del eje (seleccionado de acuerdo a la posición de los coeficien-
tes), mientras el śımbolo − indica el deplazamiento en dirección contraria. La Figura 3.10
muestra ambos comportamientos para un eje arbitrario a. En resumen, las distorsiones de los
óxidos tipo perovskita se describen por medio de tres elementos: coeficientes, supeŕındices y
sub́ındices (la ausencia de distorsiones describe la fase de alta simetŕıa como como a00a

0
0a

0
0,

de acuerdo a la notación de Glazer modificada).

(a) Comportamiento a+ (b) Comportamiento a−

Figura 3.10: Desplazamiento del átomo del sitio B de acuerdo a la notación de Glazer, para
un eje arbitrario a.

3.4. Teoŕıa cuántica de los sólidos y la Teoŕıa del Funcional de la
Densidad

En la descripción de los sistemas cristalinos los átomos se modelan como esferas sólidas
que conforman la materia. Sin embargo, historicamente, una mejor aproximación consideró
al núcleo y a los electrones (descubiertos por Ernest Rutherford y Joseph Thomson, respec-
tivamente) por medio de un modelo en el que estos últimos orbitaban al rededor del núcleo,
estabilizados por fuerzas electrostáticas (similar a lo que sucede con el modelo planetario y
la fuerza gravitacional) [42]. No obstante, este modelo no explicaba los resultados experi-
mentales y era inconsistente con la teoŕıa electromagnética, por lo cual se adoptaron nuevas
teoŕıas [42].

En 1913, conceptos emergentes como la cuantización de la enerǵıa en la solución al pro-
blema de la radiación de cuerpo negro (Planck, 1900), motivaron a Niels Bohr a diseñar un
modelo en el que los electrones orbitaban el núcleo en estados discretos, y cuya transición se
obteńıa con valores espećıficos de emisión y absorción de enerǵıa [43]. Este modelo explicó
los valores experimentales en los espectros de emisión para sistemas sencillos, como el átomo
de hidrógeno. Sin embargo, no fue hasta el desarrollo de la mecánica cuántica que esta teoŕıa
pudo generalizarse a sistemas más complejos [43].
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El surgimiento de nuevos conceptos, como la dualidad onda part́ıcula (efecto Compton y
relación de de Broglie), desencadenaron el desarrollo de la mecánica cuántica (por Heisenberg
y Schrödinger en 1925 y 1926, respectivamente) [43]. Esta teoŕıa adoptó un comportamiento
ondulatorio de la materia, de acuerdo al formalismo de Schrödinger, y dio lugar a la ecuación
HΨ = EΨ, conocida comunmente como ecuación de Schrödinger (donde H es el Hamilto-
niano, E la solución a la ecuación de valores propios y Ψ una función de onda que describe al
sistema, tal que |Ψ(r, t)|2 es la propabilidad de encontrar a la part́ıcula correspondiente en
la vecindad de r, para un tiempo t) [43]. Posterior a esto, la aplicación de la teoŕıa cuántica
se extendió a átomos multielectrónicos, moléculas y sólidos, lo que permitió una descripción
más precisa de estos sistemas.

3.4.1. El problema de muchos cuerpos

A diferencia de los átomos hidrogenoides, sistemas complejos, como un sólido o una
molécula, requieren de la interacción entre todos sus componentes, por lo que el Hamiltoniano
para estos sistemas deben incluir los términos correspondientes. En general, el operador H
para un sistema con múltiples núcleos y electrones se escribe de la forma (Ec. 3.10):

H = −
∑
I

~
2MI

∇2
RI
−
∑
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~
2me

∇2
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−
∑
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|RI − ri|
+

1

2

∑
ij(j 6=i)

e2
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+

1

2

∑
IJ(J 6=I)

ZIZJe
2

|RI −RJ |
(3.10)

En donde los dos primeros términos corresponden a los operadores de enerǵıa cinética
de los núcleos y electrones, y los siguientes a la interacción electrostática núcleo-electrón,
electrón-electrón y núcleo-núcleo, respectivamente. Comunmente, la Ecuación 3.10 se reduce
con la consideración que, debido a su masa, la velocidad de los núcleos es mucho menor que la
velocidad con la que viajan los electrones, de tal forma que: (1) se desprecia la contribución
de los núcleos a la enerǵıa cinética del sistema, para la mayoŕıa de los casos (a esto se le
conoce como aproximación Born-Oppenheimer), y (2) la enerǵıa proveniente de la interacción
núcleo-núcleo se iguala a una constante, conocida como enerǵıa de Madelung [27]. De tal
manera, se reescribe la Ecuación 3.10 de la forma:

H = −
∑
i

~
2me

∇2
ri
−
∑
iI

ZIe
2

|RI − ri|
+

1

2

∑
ij(j 6=i)

e2

|ri − rj|
(3.11)

A pesar de la reducción de términos, la solución a la ecuación de Schrödinger para un
sistema complejo se dificulta debido a la dependencia de cada uno de los electrones con el
movimiento de los demás (lo que se conoce como correlación electrónica), y a la interacción
de intercambio, derivada del comportamiento fermiónico de los mismos (esto es, para una
función de onda Ψ(ri), el intercambio de dos electrones con el mismo esṕın da lugar a
la misma función de onda pero con signo contrario) [27]. Por esto, y para simplificar el
problema, se introdujo el concepto de una part́ıcula con propiedades similares a las del
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electrón (cuasipart́ıculas), pero cuyos fenómenos de correlación e intercambio son el resultado
promedio del sistema (aproximación del campo medio).

3.4.1.1. Aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock

La conceptualización de los electrones como part́ıculas no interactuantes dio lugar a un
modelo para la función de onda Ψ(ri), compuesto por estados independientes φi(ri) para
cada una de las cuasipart́ıculas:

Ψ(ri) = φ1(r1)φ2(r2) · · · φN(rN) (3.12)

A este modelo se le conoció por el nombre de aproximación de Hartree y marcó la primera
solución al problema de muchos cuerpos (en la determinación de cada una de las funciones
φi, la interacción entre cuasipart́ıculas implicaba el conocimiento de los demás orbitales, por
lo que esta solución se apoyó de un algoritmo iterativo que utilizaba funciones de prueba φP
para aproximarlas a las funciones reales dentro de un factor de tolerancia, y del principio
variacional8) [27].

Por otro lado, la introducción del esṕın, a la solución del problema de muchos cuerpos, se
planteó con un nuevo modelo para la función de onda Ψ(ri). En este, se introdujo el com-
portamiento fermiónico de los electrones por medio de una función antisimétrica, obtenida
de acuerdo a la determinante de Slater (Ec. 3.13):

Ψ(ri) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(r1) φ1(r2) · · · φ1(rN)
φ2(r1) φ2(r2) · · · φ2(rN)
· · ·
· · ·
· · ·

φN(r1) φN(r2) · · · φN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.13)

De esta forma, se recuperó la interacción de intercambio entre electrones (para las cuasi-
part́ıculas) y se refinó la solución existente (este nuevo modelo tomó el nombre de aproxi-
mación de Hartree-Fock) [27]. Sin embargo, a pesar de los avances, la solución a sistemas
multielectrónicos continuó representando un desaf́ıo debido a la dimensionalidad de la fun-
ción Ψ(ri), por lo que finalmente se prefirió una teoŕıa distinta: la teoŕıa del funcional de la
densidad [44].

8El principio variacional establece que, para un sistema cuántico, existe una sóla función de onda que
describe el estado base del sistema, por lo que la enerǵıa asociada a cualquier otra función debe ser mayor a
esta.
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3.4.2. Teoŕıa del Funcional de la Densidad

Paralelo al desarrollo de la aproximación de Hartree, L. H. Thomas y E. Fermi propu-
sieron un modelo basado en la densidad electrónica como principal variable (1927 y 1928,
respectivamente) [42]. Este último, aunque limitado en la descripción de estados enlazados,
planteó las bases para el desarrollo de la teoŕıa del funcional de la densidad (TFD, mejor
conocida como DFT por sus siglas en inglés), la cual, con el paso del tiempo, se convirtió en
la herramienta predilecta para cálculos de estructura electrónica en el campo de la f́ısica de
materia condensada [42].

Historicamente, la teoŕıa del funcional de la densidad fue desarrollada por Hohenberg,
Kohn y Sham, y presentada a la comunidad cient́ıfica a través de dos art́ıculos, en los años
1964 y 1965 [45,46]. El concepto fundamental detrás de ésta fue la reescritura de la función
de onda Ψ(ri) en términos de la densidad total de electrones, n(r) [27]. De tal forma que
se disminuyó la dimensionalidad de la función únicamente a las tres dimensiones espaciales,
en vez de las 3 × N necesarias para las aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock (las 3
dimensiones espaciales para cada una de las funciones φi de las cuasipart́ıculas) [27, 44].

Formalmente, DFT requiere del planteamiento de la densidad electrónica, n(r), como única
variable. Ésta densidad, para una part́ıcula, se escribe de la forma n(r) = |φi|2 y representa
la probabilidad de encontrarla en todo el espacio [27]. De tal forma que, para todo el espacio
y con part́ıculas indistinguibles, esta expresión da lugar a la de la Ecuación 3.14, donde N
es el número de part́ıculas en cada orbital φi:

N =

∫
n(r)dr (3.14)

La generalización de la densidad electrónica para la función total del sistema Ψ(ri), se
escribe de la forma (Ec. 3.15):

n(r) = N

∫
...

∫
Ψ∗(r1, ..., rN)Ψ(r1, ..., rN)dr1...drN (3.15)

De manera similar a las aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock, la densidad electrónica
depende expĺıcitamente de la función de onda Ψ(ri). Sin embargo, una forma diferente de
visualizar el problema es mediante la inversión de la dependencia de los términos; esto es,
mediante la reconstrucción de la función de onda, a partir de la densidad electrónica.

La inversión en la dependencia de los términos, aunque intuitiva desde el modelo de
Thomas-Fermi, fue demostrada por W. Kohn y P. Hohenberg por medio de 2 teoremas,
conocidos como los teoremas de Hohenberg-Kohn [42, 44]:
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La enerǵıa del estado base, E, obtenida mediante la ecuación de Shrödinger, es un
funcional9 único de la densidad electrónica y por tanto puede escribirse de la forma
E[n(r)].

La densidad electrónica para la cual la enerǵıa del funcional es mı́nima, es la densidad
electrónica real y corresponde a la solución completa de la ecuación de Schrödinger.

En otras palabras, el primer teorema implica que existe una relación uno-a-uno entre
la función de onda y la densidad electrónica del estado base, de tal forma que es posible
determinar las propiedades del sistema por medio de una función de tres dimensiones y no
de las 3×N necesarias para otras teoŕıas [44]. El segundo teorema sugiere que, de conocer el
funcional, el problema se reduce a encontrar la densidad electrónica para la cual la enerǵıa
del sistema es mı́nima (una aplicación del principio variacional) [44].

De esta forma, la ecuación de Schrödinger con el Hamiltoniano de la Ecuación 3.11, co-
rrespondiente al problema de muchos cuerpos, puede reescribirse como (Ec. 3.16):

E[n(r)] = F [n(r)] +

∫
V (r)n(r)dr (3.16)

En donde el primer término incluye la enerǵıa cinética de los electrones y la interacción
electrón-electrón, y el segundo término, la interacción núcleo-electrón. En la reformulación
del problema, los efectos de la interacción electrón-electrón (correlación e intercambio) con-
tinuaron representando una dificultad, por lo cual, en 1965, W. Kohn y L. Sham presentaron
una propuesta para solucionarlo [42].

De manera similar a la aproximación Hartree-Fock, Kohn y Sham adoptaron la sustitución
de los electrones por part́ıculas no interactuantes (cuasipart́ıculas), y describieron el compor-
tamiento fermiónico de éstas por medio de la determinante de Slater [27, 42]. Aśı entonces,
descompusieron el funcional F [n(r)] de la Ecuación 3.16 en tres contribuciones:

F [n(r)] = TR[n(r)] + VH [n(r)] + EXC [n(r)] (3.17)

En donde los dos primeros términos TR y VH describen la enerǵıa cinética y la enerǵıa
potencial (por medio de interacción coulombiana) de las part́ıculas no interactuantes, y EXC
rescata la enerǵıa de las interacciones de intercambio-correlación.

9De manera similar a una función que convierte una variable en un sólo número, un funcional es un
operador que toma una función y genera este resultado. Por ejemplo, para una función f(x) = x2 + 1, un

funcional F [f ] =
∫ 1

−1 f(x)dx da lugar a un valor F [f ] = 8
3 [44].
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De tal manera, la ecuación de Schrödinger para el problema de muchos cuerpos, en términos
de la teoŕıa del funcional de la densidad, se reescribe de la forma (Ec. 3.18):[

− ~2

2me

∇2 +

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ + VXC(r) + V (r)

] ∣∣∣Ψ(r)
〉

= εi

∣∣∣Ψ(r)
〉

(3.18)

O bien, agrupando los operadores de enerǵıa potencial en un solo potencial efectivo, V eff ,
la ecuación de Schrödinger para cada una de las cuasipart́ıculas, se escribe de la forma: Ec.
3.19 (conocida como la ecuación de Kohn-Sham) [27, 42,44].[

− ~2

2me

∇2 + V eff (r, n(r))

] ∣∣∣φi(r)
〉

= εi

∣∣∣φi(r)
〉

(3.19)

En el marco de la teoŕıa del funcional de la densidad, el problema de muchos cuerpos se
traduce a la solución de la ecuación de Kohn-Sham para cada una de las funciones φi(r). Y,
al igual que en las aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock, la dependencia de los términos
se resuelve con la introducción de un proceso iterativo: (1) Se define una densidad electrónica
de prueba nP (r); (2) se resuelven las ecuaciones de Kohn-Sham para encontrar las funciones
φi correspondientes a las cuasipart́ıculas; (3) a partir de las funciones de onda del paso previo,
se calcula la nueva densidad electrónica (nKS(r)) con las ecuaciones de Kohn-Sham; y, (4),
se comparan las densidades nP (r) y nKS(r) (si son iguales, éstas corresponden a la densidad
electrónica del estado base. Si son diferentes, se debe modificar la densidad de prueba y
regresar al paso (2) del proceso) [44].

3.4.2.1. Funcional de intercambio-correlación

Dentro del potencial efectivo en la ecuación de Kohn-Sham, el término no definido es el po-
tencial de intercambio-correlación. Éste, en términos del funcional de enerǵıa de intercambio-
correlación, EXC [n(r)], se define como su derivada funcional respecto a la densidad electróni-
ca, n(r), de la forma (Ec 3.20) [44]:

VXC =
δEXC [n(r)]

δn(r)
(3.20)

Por lo cual, el término faltante en la ecuación de Kohn-Sham se reduce al funcional
EXC [n(r)]. De tal manera, y para la correcta descripción de los fenómenos provenientes
de la interacción electrónica, se han propuesto diversos modelos que se aproximen al com-
portamiento real de los electrones, por ejemplo, por medio de un gas homogéneo [42]. Sin
embargo, la generalización de DFT a diferentes sistemas requirió de aproximaciones más
detalladas, por lo que surgieron la aproximación de densidad local y la aproximación de
gradiente generalizado [42].
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La primera de ellas, la aproximación de densidad local (LDA, por sus siglas en inglés),
fue propuesta por W. Kohn y L. Sham en 1965, y es hoy d́ıa la aproximación más utilizada
para la enerǵıa de intercambio-correlación [42]. En términos generales, esta aproximación
consiste en el tratamiento de la densidad electrónica no-homogénea como homogénea para
las posiciones r (homogénea localmente), por lo que el funcional total toma la forma de la
Ecuación 3.21:

ELDA
XC [n(r)] =

∫
n(r)εhomXC [n(r)]dr (3.21)

En donde εhomXC [n(r)] es el término de intercambio-correlación para un gas homogéneo en
la posición r. Por otro lado, la aproximación de gradiente generalizado (GGA, por sus siglas
en inglés) parte de la idea de expandir la densidad electrónica en su gradiente y derivadas de
orden mayor, para, de esta forma, considerar las variaciones de la densidad en la vecindad
de r (GGA es una aproximación semi-local) [42]:

EGGA
XC [n(r)] =

∫
n(r)εhomXC [n(r)]FXC [n(r),∇n(r),∇2n(r), ...]dr (3.22)

El funcional FXC [n(r),∇n(r),∇2n(r), ...] de la ecuación anterior se utiliza como un factor
de “refinamiento” para la enerǵıa de intercambio-correlación, respecto a LDA. Por lo tanto,
a lo largo de los años se han desarrollado diferentes modelos, entre los cuales están: Perdew-
Burke-Ernkzerhof (PBE) [47], PBE revisado para sólidos (PBEsol) [48], Perdew-Wang 91
(PW91) [49], y Wu-Cohen (WC) [50].

3.4.3. Implementación computacional de DFT

Con la excepción de la enerǵıa de intercambio-correlación, la teoŕıa del funcional de la
densidad reconstruye fielmente la solución al problema de muchos cuerpos, con la ventaja
de que reduce las dimensiones del problema a las tres dimensiones espaciales (en vez de las
3×N necesarias para las aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock). Sin embargo, su imple-
mentación computacional requiere de parámetros finitos, para lo cual es necesario introducir
conceptos como la enerǵıa de corte (Ecut), la red de Monkhorst-Pack y los pseudopotenciales.

3.4.3.1. Expansión de ondas planas

Una forma de modelar la interacción de los electrones con arreglos periódicos infinitos de
pozos de potencial (potenciales atómicos para cristales ideales) es por medio de una función
de onda φj que responda adecuadamente a dicha periodicidad (es decir, que verifique el
teorema de Bloch tal que φn,k(r) = φn,k+G(r) para el espacio rećıproco). Para ello, se
introduce el comportamiento de ondas planas a las soluciones de la ecuación de Schrödinger
en presencia de un campo externo constante (dicho comportamiento puede aproximarse en
los sitios intersticiales de un cristal, sin embargo, en la vecindad del núcleo, las soluciones
deben adoptarse como una combinación lineal de ondas) [42]. De tal manera que la función
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de onda de los electrones, como combinación lineal de ondas planas, se escribe de la forma
(Ec. 3.23):

φj,k =
1√
Ω

∑
G

Cjk(G)ei(k+G)·r (3.23)

En donde Ω describe el volumen de la celda unitaria y Cjk, los coeficientes de la serie de
Fourier correspondientes al cambio del espacio real al espacio rećıproco. En esta expresión, los
vectores k describen la primera zona de Brillouin y G a los que se extienden fuera de ella, por
lo que para un cristal ideal, el vector |k+G| se extiende infinitamente. Afortunadamente, en
la práctica, los coeficientes Cjk disminuyen conforme el incremento de la magnitud |k+G|, de
tal forma que la expresión 3.23 puede delimitarse a un número finito de ondas significativas
(Ec. 3.24) [42]:

~2

2m
|k + G|2 < Ecut (3.24)

El término Ecut se conoce como enerǵıa de corte y representa el máximo número de ondas
(significativas) a cosiderar en la expansión de la Ecuación 3.23 [42]. Computacionalmente
este parámetro se obtiene de evaluar la enerǵıa total del sistema para diferentes valores de
Ecut y eligiendo el valor para el cual esta enerǵıa tiende a un valor constante (tal procedi-
miento recibe el nombre de estudio de convergencia de la enerǵıa de corte y conforma uno
de los estudios previos que deben realizarse para la aplicación computacional de la teoŕıa del
funcional de la densidad a un sistema) [42].

3.4.3.2. Muestreo de la zona de Brillouin

De manera similar a la celda unitaria en el espacio real, la primera zona de Brillouin sirve
para representar la totalidad del espacio rećıproco en un pequeño volumen del mismo, el
cual, a su vez, se reduce, aplicando el teorema de Bloch a la simetŕıa del sistema, a una
pequeña zona conocida como la zona irreducible de Brillouin (Sección 3.1.6.1). Para sólidos
cristalinos, el problema de muchos cuerpos se reduce a la solución de la ecuación de Kohn-
Sham en este volumen. A pesar de esta simplificación, la descripción de esta zona requiere
de un número infinito de puntos en el espacio rećıproco (llamados puntos-k), por lo que,
computacionalmente, es conveniente aproximarlo a un número finito de ellos [42].

En 1976, H. Monkhorst y J. Pack propusieron un método para generalizar la aproximación
de puntos-k, basado en la simetŕıa de cada sistema [51]. Para ello, tomaron los vectores
primitivos del espacio rećıproco (k = n1b1 + n2b2 + n3b3) y los seccionaron tal que ni =
(2r−ki−1)/2ki, para r = 1, 2,..., ki. De esta forma, delimitaron la cantidad de puntos-k, en
la zona irreducible de Brillouin, a un número finito, y reservaron la solución a la ecuación de
Kohn-Sham solamente a esos puntos (la red generada por los vectores seccionados se conoce
como red o malla de Monkhorst-Pack) [42].

30



Al igual que la enerǵıa de corte en la expansión de ondas planas, la red de Monkhorst-Pack
introduce un error en la descipción del sistema. Por lo tanto, es conveniente efectuar un estu-
dio de covergencia sobre puntos-k para encontrar el máximo número de puntos significativos
(esta información se obtiene de evaluar la enerǵıa total del sistema para diferentes mallas y
de seleccionar el valor para el cual la enerǵıa se aproxima a un valor constante).

3.4.3.3. Pseudopotenciales

La expansión de ondas planas descrita anteriormente requiere de un comportamiento suave
por parte de los potenciales atómicos, con el fin de mantener un número pequeño de ondas
en el sistema; una aproximación comunmente adoptada consiste únicamente en la contribu-
ción de los electrones de valencia (aproximación de núcleo estático) [42]. Estos potenciales
atómicos modificados se conocen como pseudopotenciales, y su modelado se justifica en que
los electrones de mayor cercańıa al núcleo no participan en los enlaces qúımicos y, por ende,
en la mayoŕıa de las propiedades de los materiales [42].

3.4.3.3.1. Aproximación por cristales virtuales

Aún con el desarrollo de la teoŕıa del funcional de la densidad, y las aproximaciones que
permiten su implementación, los recursos computacionales necesarios para describir sistemas
complejos continúa representando un reto para el estudio teórico de materiales. Un ejemplo
es en el estudio de soluciones sólidas, en las que pequeños cambios de composición atómica
pueden inducir grandes cambios en las propiedades del material [52]. Atendiendo a este
problema, se han desarrollado aproximaciones que modifican los pseudopotenciales de los
átomos en sitios compartidos, tales como la aproximación por cristales virtuales [52].

En general, la aproximación por cristales virtuales (VCA, por sus siglas en inglés) parte de
la idea de interpolar el comportamiento de átomos que se encuentran en sitios compartidos
en las soluciones sólidas, en un átomo virtual único (comunmente llamado pseudoátomo). De
tal forma que éste se contruye a apartir de la contribución de los pseudopotenciales originales
involucrados; por ejemplo, para un pseudoátomo A1−xBx, el pseudopotencial correspondiente
se escribe de la forma (Ec. 3.25):

VPS(r) = (1− x)VA(r) + xVB(r) (3.25)

El uso de VCA disminuye los recursos computacionales necesarios para describir sistemas
complejos como soluciones sólidas [53]. Sin embargo, su implementación ha dado lugar a
diferentes tipos de resultados, en donde resaltan aquellos que reproducen valores experimen-
tales (especialmente en sistemas que pueden ser estudiados a través del promedio de sus
componentes) [24,52].
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4. Metodoloǵıa y detalles computacionales

El presente trabajo muestra un estudio teórico de primeros principios (basado en la teoŕıa
del funcional de la densidad), de la solución sólidaK0.5Na0.5NbO3 modelada por dos métodos:
VCA y RSS, y sus precursores KNbO3 y NaNbO3. En éste, se describen las estructuras de
alta simetŕıa de los sistemas utilizados y las curvas de dispersión de fonones caracteŕısticas
de estas fases. Además, se describen las estructuras de los compuestos en fase monocĺınica
(fase reportada para el KNN a temperatura ambiente), y se obtiene la contribución de los
modos inestables de la fase de alta temperatura a la fase de temperatura ambiente.

La implementación computacional de DFT fue realizada con el paquete ABINIT (Ref.
[54]), por medio de la aproximación de ondas planas. Para esto, se utilizó la aproximación
de gradiente generalizado (GGA), con el funcional Wu-Cohen (WC, Ref. [50]) y pseudo-
potenciales creados con el paquete ONCVPSP (Ref. [55]). El análisis de la simetŕıa de las
estructuras relajadas se efectuó a partir del paquete FINDSYM (Ref. [56]), y el cálculo de las
curvas de dispersión de fonones con la teoŕıa de perturbaciones en el marco de DFT (DFPT,
por sus siglas en inlés. Ref. [57,58]). La contribución de los modos inestables a la estructura
de temperatura ambiente se obtuvo por medio de paquete AMPLIMODES (Ref. [38, 59]) y
las figuras de las estructuras con VESTA (Ref. [60]).

El estudio se dividió en cinco etapas: (1) Se efectuaron los estudios de convergencia de la
enerǵıa de corte y puntos-k para las cuatro estructuras de alta simetŕıa: KN , NN , RSS y
VCA. (2) Con las enerǵıas de corte y mallas de Monkhorst-Pack seleccionadas, se realizó la
optimización10 estructural de los cuatro modelos en sus fases de alta simetŕıa. (3) A partir
de las estructuras obtenidas en la segunda etapa, se obtuvieron las curvas de dispersión de
fonones y se identificaron las frecuencias imaginarias. (4) Se propusieron posiciones atómicas
para representar la fase monocĺınica en los cuatro modelos y se relajaron las estructuras para
obtener esta simetŕıa con las posiciones atómicas correctas. (5) Finalmente, se determinó la
contribución de los modos inestables de las estructuras de alta simetŕıa, a la estructuras de
menor simetŕıa. La Figura 4.1 resume los pasos descritos anteriormente.

10La optimización estructural se llevó a cabo, para los cuatro modelos en las fases de alta y baja simetŕıa,
con una tolerancia máxima de fuerzas interatómicas igual a 1× 10−6 Ha a−10 (por motivos computacionales,
la fase monocĺınica del modelo VCA se optimizó con una tolerancia máxima de 1× 10−4 Ha a−10 ).
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Figura 4.1: Metodoloǵıa seguida para el desarrollo del presente trabajo.
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5. Resultados

5.1. Estudios de convergencia

5.1.1. Enerǵıa de corte

Los estudios de convergencia correspondientes a la enerǵıa de corte, para los cuatro mo-
delos propuestos, se efectuaron en las estructuras de alta simetŕıa (previo a la relajación
estructural). Para ello, se plantearon diferentes valores de Ecut y se calculó la enerǵıa total,
por fórmula unitaria, para cada uno de ellos. Como resultado, en la Figura 5.1 se muestran
las curvas obtenidas de estos estudios.

(a) Modelo KN (b) Modelo NN

(c) Modelo VCA (d) Modelo RSS

Figura 5.1: Estudios de convergencia de la enerǵıa de corte, Ecut(la enerǵıa en el eje de las
ordenadas corresponde a la enerǵıa total por fórmula unitaria).
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Por definición, la enerǵıa de corte se elige cuando es lo suficientemente alta para que la
cantidad de ondas planas utilizadas acoten las variaciones de la enerǵıa total dentro de un
intervalo de tolerancia definido (lo cual puede observarse como la aproximación de la enerǵıa
total del sistema a un valor constante) [42]. De tal forma, a partir de las curvas de la Figura
5.1, se eligieron enerǵıas de 35 Ha para los modelos KN , NN y VCA. En el caso particular
del modelo RSS, a pesar de que la convergencia se aproximó a partir de Ecut ≈ 55 Ha, se
eligió un valor igual a 35 Ha debido a limitaciones computacionales.

5.1.2. Malla de Monkhorks-Pack

(a) Modelo KN (b) Modelo NN

(c) Modelo VCA (d) Modelo RSS

Figura 5.2: Estudios de convergencia de puntos-k (la enerǵıa en el eje de las ordenadas
corresponde a la enerǵıa total por fórmula unitaria).
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Se plantearon diferentes mallas de Monkhorst-Pack para estudiar la convergencia de la
enerǵıa total de los sistema respecto al número de puntos-k; al igual que con la enerǵıa de
corte, estos estudios se realizaron en las estructuras previas a su relajación estructural. Como
resultado, se obtuvieron las gráficas mostradas en la Figura 5.2.

Con base en los resultados obtenidos, las mallas de Monkhorst-Pack utilizadas para el
estudio de los modelos propuestos, escritas de la forma kx× ky × kz (Sección 3.4.3.2), fueron
de 8×8×8 para los modelos KN, NN y VCA. Mientras tanto, para el modelo RSS, se utilizó
una malla “equivalente” de 4×4×411 (ésta, aunque en principio no aproximó la enerǵıa total
del sistema a un valor constante, la mantuvo por debajo del valor convergido en el estudio
de la enerǵıa de corte, Fig. 5.2d).

5.2. Optimización estructural de la fase de alta simetŕıa

La fase de alta temperatura para los precursores del KNN se caracteriza por una celda
primitiva con simetŕıa m3m. Esta descripción se reduce, en términos de las redes de Bravais,
a una red cúbica simple; con ángulos α, β y γ iguales a 90◦ y parámetros de red a, b y c iguales
entre śı. Ambos precursores se componen por una base de cinco átomos: uno de Nb, tres de O
y uno de K o Na, según sea el caso. La Figura 5.3 muestra los átomos presentes en una celda
unitaria de KN y de NN , para la fase de alta simetŕıa. Debido a la diferencia entre los radios
iónicos del K y del Na, para estructuras cristalinas (1.78 y 1.53 Å, respectivamente [61]), se
esperaron parámetros de red superiores para el KNbO3 que para el NaNbO3.

(a) KNbO3 (b) NaNbO3

Figura 5.3: Celda unitaria del KN y NN en su fase de alta simetŕıa (Pm3m); � K, � Na,
� Nb, � O.

11El modelo RSS se compone de una supercelda 2 × 2 × 2, respecto a un modelo de cinco átomos, en el
espacio real. En el espacio rećıproco, esta multiplicidad se invierte, por lo que, para el muestreo de la primera
zona de Brillouin, una malla M-K de 4× 4× 4, para el modelo RSS, equivale a utilizar una de 8× 8× 8 para
un modelo de cinco átomos
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Los parámetros de red calculados para el KN , con red cúbica simple, fueron iguales a
3.9863 Å, valor que se encontró dentro del intervalo reportado en otros trabajos teóricos y
experimentales (Tabla 5.1). Como referencia teórica de este valor, se ha observado que los
parámetros de red calculados por medio de GGA son mayores que los calculados por LDA
(3.95 Å para esta última aproximación, de acuerdo al trabajo de Voas et al. [24]) [8]. Y,
respecto al valor experimental (aunque similar), la diferencia en las condiciones de medición
imposibilitaron su comparación directa (el valor experimental fue medido a una temperatura
de 697 K, mientras que el valor calculado fue modelado a 0 K).

KNbO3
Teórico/

experimental
Aproximación

Parámetros de
red (Å)

Error
( %)

Valor calculado DFT GGA 3.9863 0.838

Machado et al. [8] DFT GGA 3.9916 0.706

Voas et al. [24] DFT LDA 3.95 1.741

Wan et al. [62] DFT GGA 4.016 0.099

Shirane et al. [63] Exp. (697 K) − 4.02 −

Tabla 5.1: Comparación entre los parámetros de red calculados y los reportados en la litera-
tura, para KN con grupo espacial Pm3m (el porcentaje de error se calculó respecto al valor
experimental).

Los parámetros de red calculados para el NN fueron iguales a 3.9452 Å. Al igual que
en el KN , este valor se encontró entre los valores teóricos y experimentales reportados
en la literatura (Tabla 5.2), y fue mayor al reportado por LDA [8]. Los parámetros de
red para el NN fueron 0.0411 Å menores a los obtenidos para KN , como se sugirió de
acuerdo a la diferencia entre los radios iónicos entre K y Na. Por otro lado, se calculó el
factor de tolerancia, t, para ambos sistemas y se obtuvo t = 1.05 y 0.97, para KN y NN ,
respectivamente. Por lo tanto, se sugirió una presencia más significativa de las distorsiones
ferroeléctricas en el KN , y de rotaciones octaedrales para el NN .

El sistema K0.5Na0.5NbO3 se estudió por dos métodos (RSS y VCA), ambos dentro de la
aproximación de gradiente generalizado. De acuerdo a las redes de Bravais, el modelo VCA
se describe como una red cúbica simple (formada por una base de cinco átomos: uno de Nb,
tres de O y un pseudoátomo K −Na), mientras que la estructura RSS como una red cúbica
centrada en las caras (con una base de 40 átomos: cuatro de K, cuatro de Na, ocho de Nb
y 24 de O). Esta diferencia entre los modelos computacionales condujo a que los parámetros
del modelo RSS fueran de aproximadamente el doble de magnitud que los parámetros para
el modelo VCA. De tal forma, y con el fin de simplificar la comparación entre los modelos,
se escriben los parámetros de red para 1/8 de la celda unitaria del modelo RSS (la Figura
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5.10a muestra la celda preferida para el modelo RSS, mientras que la Figura 5.10b la celda
unitaria del modelo VCA).

NaNbO3
Teórico/

experimental
Aproximación

Parámetros de
red [Å]

Error
( %)

Valor calculado DFT GGA 3.9452 0.005

Machado et al. [8] DFT LDA 3.9184 0.674

Machado et al. [8] DFT GGA 3.9516 0.167

Darlington et al. [64] Exp. (950 K) − 3.945 −

Tabla 5.2: Comparación entre los parámetros de red calculados y los reportados en la litera-
tura, para NN con grupo espacial Pm3m (el porcentaje de error se calculó respecto al valor
experimental).

(a) RSS (b) VCA

Figura 5.4: 1/8 de la ceda unitaria del modelo RSS, y celda unitaria del modelo VCA; � K,
� Na, � Nb, � O

Los parámetros de red obtenidos para el modelo VCA fueron iguales a 3.9701 Å, mientras
que los parámetros de la celda preferida para RSS tuvieron una magnitud de 3.9662 Å.
Ambos valores se apoximaron a los calculados por Voas et al. y Zhou et al., para los modelos
SQS y por planos, respectivamente, de acuerdo a la aproximación de densidad local (Tabla
5.3) [23, 24].

5.3. Curvas de dispersión de fonones

Las curvas de dispersión de fonones para los sistemas precursores y los modelos RSS y
VCA fueron obtenidas a partir de la teoŕıa de perturbaciones en el marco de la teoŕıa del
funcional de la densidad. Como se introdujo en la sección 3.3.2, estas curvas se grafican de
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K0.5Na0.5NbO3
Teórico/

experimental
Aprox. Método

Parámetros de
red [Å]

Valor calculado DFT GGA VCA 3.9701

Valor calculado DFT GGA RSS 3.9662*

Voas et al. [24] DFT LDA SQS 3.97*

Zhou et al. [23] DFT LDA Planos 3.9689*

Tabla 5.3: Comparación entre los parámetros de red calculados y los reportados en la li-
teratura, para KNN con sistema cristalino cúbico (*Valor ajustado a una celda de cinco
átomos).

acuerdo a los puntos de la zona irreducible de Brillouin: Γ, X, M y R, y su valor en el eje
de las ordenadas corresponde a las frecuencias naturales del sistema (reales e imaginarias).
Con base en esto, en la presente sección se muestran las curvas calculadas para las fases de
alta simetŕıa (Pm3m, Fm3m) de los precursores (KN y NN) y los modelos RSS y VCA.

El sistema KN se compuso de tres tipos de átomos que oscilaron con diferentes frecuen-
cias en el cristal. En la Figura 5.5 se muestra la curva de dispersión de fonones para este
compuesto, en la cual se diferencian los átomos de acuerdo a un código de colores propues-
to. En el espectro se destaca la presencia de frecuencias imaginarias en los puntos Γ, X y
M , en las que participan átomos de Ox́ıgeno y Niobio. Por lo tanto, se sugirió la presencia
de distorsiones ferroeléctricas (comúnmente asociadas a las inestabilidades en estos puntos)
para fases de menor enerǵıa [15]. Es de destacar que este comportamiento concordó con el
propuesto de acuerdo al factor de tolerancia (t = 1.05).

El segundo precursor, el NN , al igual que el KN , se compuso de tres átomos distintos.
Cada uno de ellos se indentificó en la curva de dispersión de fonones de la Figura 5.6, de
acuerdo a un código de colores propuesto. Donde, en adición a los fonones imaginarios de los
puntos Γ y X, se observaron inestabilidades en M y R (puntos asociados con rotaciones de
los octaedros [15]) en las que participaron, principalmente, átomos de Ox́ıgeno; por lo tanto,
se propuso la existencia de rotaciones, para fases de menor enerǵıa. Este comportamiento
para el NN se ajustó con el propuesto de acuerdo a su factor de tolerancia (t = 0.97)

Por otro lado, la solución sólida de ambos precursores en proporción 1:1 da lugar al sistema
K0.5Na0.5NbO3, donde la complejidad de la solución obliga a su estudio por medio del uso de
nuevos modelos computacionales. De tal manera, se plantearon las estructuras RSS y VCA
para su estudio. El espectro de dispersión de fonones para el sistema VCA se muestra en la
Figura 5.7. En éste, se observaron inestabilidades en los puntos Γ, X y M , asociados con
distorsiones ferroeléctricas y rotaciones de los octaedros, respectivamente, para estructuras de
menor simetŕıa [15]. En cuanto al modelo RSS, la curva de dispersión de fonones se muestra
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Figura 5.5: Curva de dispersión de fonones para el modelo KN en su fase de alta simetŕıa.
El código de colores diferencia los átomos: − K, − Nb y − O.

Figura 5.6: Curva de dispersión de fonones para el sistema NN en su fase de alta simetŕıa.
El código de colores diferencia los átomos: − Na, − Nb y − O.
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Figura 5.7: Curva de dispersión de fonones para el sistema K0.5Na0.5NbO3 en su fase de
alta simetŕıa, de acuerdo al modelo VCA. El código de colores diferencia los átomos: −
Pseudoátomo K-Na, − Nb y − O.

Figura 5.8: Curva de dispersión de fonones para el sistema K0.5Na0.5NbO3 en su fase de alta
simetŕıa, de acuerdo al modelo RSS. El código de colores diferencia los átomos: − Na y K,
− Nb y − O.
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en la Figura 5.8, donde, al igual que en el modelo VCA, se destacaron inestabilidades en Γ,
X y M .

Los modos inestables son de especial interés debido a la relación que guardan con las
distorsiones estructurales. En el caso de los precursores, estos sistemas fueron reportados
anteriormente por Yu y Krakauer (KNbO3), y Machado et al (NaNbO3) para la fase de alta
simetŕıa (Pm3m) [8,22]. De tal manera que los resultados obtenidos en el presente estudio se
compararon con los reportados previamente y se encontró un comportamiento similar entre
ellos.

En cuanto al KNN , las curvas de dispersión de fonones, para los modelos VCA y RSS,
presentaron modos inestables en Γ, X y M , con mayor similitud a la curva del KN . Entonces,
con el fin de comparar el comportamiento de estos modelos con el de los precursores, en la
Tabla 5.4 se agruparon las frecuencias mı́nimas obtenidas en los puntos de alta simetŕıa.
A partir de esto, se observó un comportamiento distinto para ambos modelos: mientras
que las frecuencias obtenidas para el modelo VCA estuvieron acotadas por aquéllas de los
precursores en los puntos Γ, X y R, las obtenidas para el modelo RSS, sólo se acotaron en
Γ y R. En la Figura 5.9 se compara, por medio de gráficas de barras para cada uno de los
puntos de alta simetŕıa, el comportamiento de los fonones calculados para los modelos VCA
y RSS, respecto al de los precursores.

Pm3m
Frecuencia más baja en el punto de

alta simetŕıa [cm−1]

Compuesto Método / Ref. Γ X M R

KNbO3
Valor calculado −181.93 −125.40 −89.81 135.59

Yu y Krakauer [22] −150.12 −108.03 −101.26 146.81

NaNbO3
Valor calculado −158.47 −89.09 −110.01 −112.23

Machado et al. [8] −156.27 −85.96 −100.13 −100.93

K0.5Na0.5NbO3

Valor calculado
(RSS)

−172.45 −140.12 −135.27 80.40

Valor calculado
(VCA)

−169.59 −108.13 −73.05 87.33

Tabla 5.4: Frecuencias más bajas en los puntos de alta simetŕıa para KN , NN y KNN
(valores calculados y reportados en la literatura).

La aproximación por cristales virtuales, aplicada a diferentes soluciones sólidas, ha dado
lugar a diversos tipos de resultados: desde los que se aproximan cuantitativamente a las
propiedades experimentales, hasta aquéllos sin significado f́ısico [52]. A pesar de esto, se ha
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Figura 5.9: Comparación entre las frecuencias de menor magnitud para los modelos VCA y
RSS en los puntos de alta simetŕıa Γ, X, M y R, con las obtenidas para los sistemas KN y
NN.
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observado cierta fiabilidad para sistemas que pueden ser estudiados a través del promedio de
sus componentes [24]. En el caso del KNN , éste muestra un incremento de sus propiedades
respecto a las de sus precursores [9], por lo cual la diferencia en los fonones calculados se
consideró como un indicio de que el modelo RSS es capaz de reproducir el comportamiento
anómalo del material, mientras que el modelo VCA se restringe, en mayor medida, por el
comportamiento de los precursores.

5.4. Optimización estructural de la fase monocĺınica, Pm

El modelo propuesto para la fase de baja simetŕıa considera la existencia de posibles
distorsiones en el sistema (como desplazamientos ferroeléctricos y rotaciones octaedrales del
tipo a−a−a−, entre otros), por lo que se utiliza una base de 40 átomos. De esta forma,
la celda puede describir el cristal sin perder su periodicidad (la celda resultante tiene una
multiplicidad de 2×2×2, respecto a una base de cinco átomos; en donde la multiplicidad se
refiere a la cantidad de celdas unitarias pre-distorsionadas que se requieren para generar una
celda unitaria de baja simetŕıa). La Figura 5.10 muestra estas estructuras para los modelos
VCA y RSS, previos a la distorsión.

(a) RSS (b) VCA

Figura 5.10: Celda unitaria de KNN para los modelos RSS y VCA en su fase de baja
simetŕıa, previo a su distorsión; � K, � Na, � Nb, � O.

El sistema K0.5Na0.5NbO3 se describe por medio de una red monocĺınica a temperatura
ambiente. Esta red se caracteriza en que sus tres parámetros son desiguales entre śı(a 6=
b 6= c), y sólo uno de sus ángulos es diferente de 90◦. En la Tabla 5.5 se agrupan estas
caracteŕısticas, calculadas para cada uno de los modelos propuestos (es de remarcar que el
KNbO3, a temperatura ambiente, presenta una red ortorrómbica, sin embargo, se optimizó
como una estructura monocĺıninca para su comparación con el KNN ; esta fase inducida
recibe el nombre de fase virtual) [38].
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Compuesto
(Fase monocĺınica, Pm)

Método Ángulo β [◦]
Parámetros de red [Å]

a b c

KNbO3 − 90.1706 8.0502 7.9244 8.0502

NaNbO3 − 90.5782 7.8287 7.7567 7.8287

K0.5Na0.5NbO3
RSS 90.3058 7.9947 7.8835 7.9926

VCA 90.1513 7.9951 7.9010 7.9951

Tabla 5.5: Parámetros de red calculados para KNN , y sus precursores, en fase Pm.

(a) KNbO3 (b) NaNbO3

Figura 5.11: Celda unitaria de los modelos KN y NN , en su fase monocĺınica, proyectada
en el plano b− c.

Las posiciones atómicas calculadas para los precursores, en fase monocĺınica, se caracteri-
zaron por diferentes arreglos: el KN , principalmente por distorsiones ferroeléctricas mientras
que el NN por rotaciones octaedrales (La Figura 5.12 muestra ambas estructuras proyecta-
das en el plano b− c). Estas observaciones se ajustaron a lo sugerido de acuerdo al factor de
tolerancia y a los espectros de dispersión de fonones. Además, ambos modelos coincidieron
con los reportados en la literatura por Yu y Krakauer, y Machado et al., para el KNbO3 (en
fase ortorrómbica) y NaNbO3, respectivamente.

La estructura del KNN con simetŕıa Pm fue diferente de acuerdo al modelo utilizado:
El modelo VCA fue dominado por distorsiones ferroeléctricas, mientras que el modelo RSS
presentó ligeras rotaciones de los octaedros en adición a los desplazamientos de Na y Nb
(la Figura 5.12 muestra la proyección de ambas estructuras en el plano b− c). Esta diferen-
cia entre los modelos es de gran importancia de acuerdo a observaciones recientes, donde
se proponen las rotaciones octaedrales como principal mecanismo en el incremento de las
propiedades ferroeléctricas y piezoeléctricas del sistema [65]. Por tal motivo, se sugiere el
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modelo RSS para describir la competencia de los modos vibracionales en el KNN ; puesto
que su comportamiento podŕıa explicar las propiedades observadas experimentalmente (sin
embargo, se requieren de estudios más detallados).

(a) VCA (b) RSS

Figura 5.12: Celda unitaria de los modelos VCA y RSS, en su fase monocĺınica, proyectada
en el plano b− c.

Debido a la importancia de las rotaciones en el incremento de las propiedades del KNN ,
se obtuvieron los ángulos de rotación para el modelo RSS. La fase monocĺınica es una combi-
nación de distintas distorsiones, por lo cual, los átomos de O no se desplazan uniformemente
al rededor de un eje y cada uno crea ángulos distintos (ver Figura 5.13). En la Tabla 5.6 se
muestra el ángulo promedio encontrado, junto con los valores reportados por Levin et al.,
para la solución K1−xNaxNbO3, a diferentes valores de x (los valores utilizados corresponden
a la rotación sobre un eje, para octaedros rodeados por cuatro átomos de Na y cuatro de
K).

x Referencia Ángulo [◦]

K1−xNaxNbO3

0.47 Levin et al. [65] 1.15

0.50 Valor calculado* 0.78

0.53 Levin et al. [65] 1.33

0.58 Levin et al. [65] 1.47

Tabla 5.6: Ángulo de rotación del octaedro NbO6 al rededor del eje a, para K1−xNaxNbO3

con diferentes concentraciones de Na. *Valor promedio calculado (ver Figura 5.13). Los
ángulos reportados por Levin et al. corresponden a un valor promedio para un modelo de
∼ 70, 000 átomos obtenido por el método reverse Monte Carlo.
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(a) Plano b− c (b) Plano a− c (c) Plano a− b

Figura 5.13: Ángulos de rotación de cada uno de los ox́ıgenos en los diferentes planos de la
estructura Pm del modelo RSS; perpendicular al plano a − c, el octaedro sólo se deformó,
por lo que este ángulo se excluyó del promedio.

5.5. Contribución de los modos inestables a la fase Pm

La descomposición de la fase monocĺınica (Pm) en sus diferentes distorsiones, inducidas
por los fonones imaginarios, respecto a la fase de alta simetŕıa, se obtuvo por medio del
paquete AMPLIMODES [38, 59]. Las modos obtenidos se identificaron de acuerdo a los
puntos Γ, X, M y R (con origen en el sitio A de la estructura tipo perovskita), y la simetŕıa
obtenida para cada distorsión, por la notación de Glazer modificada. Además del tipo de
distorsión, y su relación con la notación de los modos, se obtuvo su amplitud respecto a la
fase de alta simetŕıa.

La fase de alta simetŕıa del KN , de acuerdo a su curva de dispersión de fonones (Fig.
5.5), presentó inestabilidades en Γ y X, asociadas con distorsiones ferroeléctricas en fases
de menor simetŕıa. Este comportamiento fue verificado, para la fase Pm, por medio de la
condesación de los fonones imaginarios, lo que dio lugar a dos modos inestables, con diferente
amplitud: Γ−4 y Γ−5 (Tabla 5.7). Ambos, pertenecientes a distorsiones ferroeléctricas, dieron
lugar a la fase Pm del sistema KNbO3 (en la Figura 5.14 se muestra la contribución del
modo inestable Γ−4 a la estructura Pm, partiendo de la estructura de alta simetŕıa, para el
modelo KN).

KNbO3

Modo
Inestable

Tipo de Distorsión Notación Amplitud [Å]

Γ−4 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.4632

Γ−5 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.0494

Tabla 5.7: Distorsiones de la fase Pm3m a Pm, para KNbO3.
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Figura 5.14: Contribución del modo inestable Γ−4 a la estructura Pm, partiendo de la fase
de alta simetŕıa, para el modelo KN.

En el caso del NN , además de las inestabilidades ferroeléctricas encontradas en Γ y X, se
observaron frecuencias imaginarias en M y R, asociadas a las rotaciones de los octaedros [15].
De tal forma, la descomposición de los modos inestables de esta estructura dio lugar a un
sistema más complejo que el del KN (Tabla 5.8). En éste, las distorsiones predominantes
fueron las rotaciones octaedrales (modos M+

2 y R−5 con amplitudes de 0.8419 y 0.9837 Å,
respectivamente), lo que se ajustó con el trabado reportado por Machado et al., en el que
se muestran los modos rotacionales como las distorsiones primarias para el NN , de acuerdo
a su perfil energético (la Figura 5.15 muestra la proyección, en los diferentes planos, de las
estructuras Pm3m y Pm, junto a las distorsiones de mayor amplitud).
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Figura 5.15: Contribución de los modos inestables, de mayor amplitud, a la estructura Pm,
partiendo de la fase de alta simetŕıa, para el modelo NN.
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NaNbO3

Modo
Inestable

Tipo de Distorsión Notación Amplitud [Å]

Γ−4 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.3685

Γ−5 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.0442

X+
1 − − 0.0198

X−5 Rotación a+0 b
−
0 c
−
0 0.2255

M+
2 Rotación a00a

0
0c

+
0 0.8419

M+
3 Rotación a00a

0
0c

+
0 0.0188

M−
5 − − 0.1038

R−4 Rotación a00b
−
0 c
−
0 0.0146

R−5 Rotación a00b
−
0 c
−
0 0.9836

Tabla 5.8: Distorsiones de la fase Pm3m a Pm, para NaNbO3 (Los modos X+
1 y M−

5

caracterizan una distorsión tipo ferroeléctrica en diferentes direcciones de la estructura. Estas
distorsiones no generan polarización espontánea, por lo que se excluyen de la notación de
Glazer modificada).

Muy similar al KN , el espectro de dispersión de fonones del modelo VCA presentó inesta-
bilidades asociadas a distorsiones ferroeléctricas, y su estructura Pm no contó con rotaciones
de los octaedros (diferente al modelo RSS). Tal comportamiento fue verificado en la descom-
posición de los modos inestables de la estructura por la única presencia significativa del
modo Γ−4 (Tabla 5.9), cuyos desplazamientos asociados fueron los de Niobio y Ox́ıgeno en
direcciones contrarias (lo que da lugar a la polarización espontánea de la estructura, Figura
5.16).

K0.5Na0.5NbO3 (VCA)

Modo
Inestable

Tipo de Distorsión Notación Amplitud [Å]

Γ−4 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.3071

Γ−5 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.0312

Tabla 5.9: Distorsiones de la fase Pm3m a Pm, para el modelo VCA (se excluyeron aquéllas
con amplitud menor a 0.01 Å, como M+

2 , X−5 , etc.).
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Figura 5.16: Contribución del modo inestable Γ−4 a la estructura Pm, partiendo de la fase
de alta simetŕıa, para el modelo VCA.

La descomposición del modelo RSS en sus modos inestables mostró la presencia de dis-
torsiones significativas asociadas únicamente a Γ (Tabla 5.10). Éstas se observaron como
desplazamientos ferroeléctricos para Γ−4 y como rotaciones octaedrales para el modo Γ−5 (el
comportamiento rotacional en Γ fue atribúıdo a la zona irreducible de Brillouin de la fase de
alta simetŕıa, Fm3m; en general, su tamaño es menor que la obtenida para una estructura
Pm3m, por lo que los puntos X y M se proyectan en Γ o R tras su desdoblamiento en el
espacio rećıproco). En la Figura 5.17 se muestran los desplazamientos atómicos asociados a
los modos Γ−4 y Γ−5 de la estructura.

K0.5Na0.5NbO3 (RSS)

Modo
Inestable

Tipo de Distorsión Notación Amplitud [Å]

Γ−4 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.4504

Γ−5 Rotación a−0 b
−
0 c

0
0 0.1178

Tabla 5.10: Distorsiones de la fase Fm3m a Pm, para el modelo RSS (se excluyeron aquellas
con amplitud menor a 0.01 Å, como Γ+

5 , X−5 , etc.).
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Figura 5.17: Contribución de los modos inestables Γ−4 y Γ−5 a la estructura Pm, partiendo
de la fase de alta simetŕıa, para el modelo RSS.

La estructura del sistema K0.5Na0.5NbO3, y el comportamiento de sus modos inestables,
fue diferente de acuerdo al modelo utilizado; para VCA, los modos inestables significativos,
Γ−4 y Γ−5 , presentaron comportamiento ferroeléctrico, mientras que para RSS, el modo Γ−5
fue asociado con rotaciones octaedrales. Aśı entonces, se planteó la descomposición de la es-
tructura experimental en sus modos inestables, para observar la contribución (experimental)
de los precursores a la estructura Pm del sistema KNN (para esto, a falta de información
experimental de la estructura del compuesto K0.5Na0.5NbO3, se utilizó la composición más
cercana: K0.65Na0.35NbO3, [66]). En la Tabla 5.11 se muestran los modos inestables encon-
trados, aśı como la distorsión asociadas a cada uno de ellos y su amplitud; se excluyen los
modos X−3 , M+

1 , M−
3 ya que no se encontraron en los precursores (su amplitud fue de 0.0395,
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0.3986 y 0.0395 Å, respectivamente).

K0.65Na0.35NbO3

Modo
Inestable

Tipo de Distorsión Notación Amplitud [Å]

Γ−4 Ferroeléctrica a0+b
0
+c

0
0 0.7877

Γ−5 − − 0.3986

X+
1 − − 0.0383

X−5 − − 0.0967

M+
2 Rotación a00a

0
0c

+
0 0.8068

M−
5 − − 0.1477

R−4 Rotación a00b
−
0 c
−
0 0.0882

R−5 Rotación a00b
−
0 c
−
0 0.1595

Tabla 5.11: Distorsiones de la fase Pm3m a Pm, para K0.65Na0.35NbO3 experimental (Los
modos X+

1 , X−5 y M−
5 caracterizan una distorsión tipo ferroeléctrica en diferentes direccio-

nes de la estructura. Estas distorsiones no generan polarización espontánea, por lo que se
excluyen de la notación de Glazer modificada k′, k′′.

De acuerdo al comportamiento de los modos inestables de los precursores, se observó con-
tribución de ambos en el sistema experimentalK0.65Na0.35NbO3; delKNbO3, por la amplitud
del modo ferroeléctrico Γ−4 , y del NaNbO3 por los demás modos encontrados (especialmente,
M+

2 y R−5 , asociados a rotaciones octaedrales). En la Figura 5.18 se muestran las estructuras
de alta y baja simetŕıa del sistema K0.65Na0.35NbO3, aśı como los desplazamientos atómicos
asociados a los modos inestables. La estructura Pm del sistema K0.65Na0.35NbO3, aunque
con ciertas diferencias por la composición, mostró similitudes con el modelo RSS: distorsio-
nes ferroeléctricas en el compuesto, en conjunto con rotaciones octaedrales (estas últimas
asociadas al modo Γ−5 en el modelo RSS y a los modos M+

2 , R−4 y R−5 en el sistema experi-
mental).

En resumen, la contribución de los modos inestables de los precursores, a las distorsiones
del KNN en su fase Pm, fue observada por medio de la comparación de sus amplitudes.
Para esto, se tomó en cuenta lo observado en cada uno de los modelos: (1) el KN presentó,
con mayor amplitud, distorsiones ferroeléctricas asociadas a Γ; (2) las distorsiones predomi-
nantes en el NN fueron rotaciones de los octaedros, asociadas a M y R; (3) Similar al KN ,
el modelo VCA presentó, solamente, distorsiones ferroeléctricas asociadas a Γ; (4), el modelo
RSS combinó distorsiones ferroeléctricas y rotaciones octaedrales en Γ, bajo las represen-
taciones Γ−4 y Γ−5 , respectivamente; y (5) el sistema experimental K0.65Na0.35NbO3 mostró,
entre otras, distorsiones ferroeléctricas asociadas a Γ y rotaciones de los octaedros debidas a
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Figura 5.18: Contribución de los modos inestables más significativos a la estructura Pm,
partiendo de la fase de alta simetŕıa, para el sistema experimental K0.65Na0.35NbO3.
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inestabilidades en M y R. En la Figura 5.19 se resume la contribución, y el comportamiento,
de los modos inestables más significativos para cada estructura.

Figura 5.19: Amplitud y tipo de distorsión asociada a los modos inestables de cada uno de
los modelos propuestos.

El modelo VCA mostró mayor similitud con el KN , mientras que el modelo RSS se observó
como una combinación de los compuestos precursores (el comportamiento ferroeléctrico del
modo Γ−4 fue asociado, por su amplitud, con el KN , mientras que las rotaciones octaedrales
del modo Γ−5 , con el NN); dicho comportamiento fue verificado por el modelo experimental
del K0.65Na0.35NbO3, al observarse ambos tipos de distorsiones. Por lo tanto, se sugiere el
modelo RSS para trabajo futuro.
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6. Conclusiones

El estudio teórico, mediante primeros principios, de los sistemas KNbO3, NaNbO3 y
K0.5Na0.5NbO3 fue realizado a partir de cuatros modelos: KN , NN , VCA y RSS. Para ello,
se realizaron los estudios de convergencia de enerǵıa de corte (Ecut) y malla de puntos-k, y
se seleccionaron valores para los que la enerǵıa total de los sistemas se aproximó a un valor
constante: esto es, Ecut = 35 Eh y mallas de Monkhorst-Pack de 8× 8× 8, para los modelos
KN , NN y VCA. En el caso del modelo RSS, Ecut = 35 Eh y malla de 4× 4× 4, debido a
la complejidad del sistema y el tiempo computacional.

Posterior a eso, se optimizaron los cuatro modelos en su fase de alta simetŕıa (Pm3m,
Fm3m para RSS), y se obtuvieron parámetros de red de 3.9863, 3.9452, 3.9701 y 3.9662
Å para los sistemas KN , NN , VCA y RSS, respectivamente (los cuales se mantuvieron en
el intervalo de los reportados teórica y experimentalmente). Partiendo de las estructuras
obtenidas, se obtuvieron las curvas de dispersión de fonones para los cuatro modelos, en los
puntos Γ, X, M y R, y se identificaron las frecuencias inestables para cada estructura: se
observó que las frecuencias del modelo VCA se acotaron, en mayor medida, entre aquéllas
de los precursores, mientras que los fonones del modelo RSS se comportaron de manera
independiente.

Por otro lado, las estructuras resultantes de la optimización de la fase monocĺınica (Pm)
de temperatura ambiente, para los cuatro modelos, presentaron diferentes distorsiones: los
modelos KN y VCA mostraron, principalmente, distorsiones ferroeléctricas, mientras que
el modelo NN , rotaciones de los octaedros. El modelo RSS, a diferencia de VCA, mostró
ligeras rotaciones de los octaedros en adición a los desplazamientos ferroeléctricos, lo que se
acercó más a las recientes medidas experimentales [65].

Finalmente, se realizó la descomposición de los modos inestables de la fase de alta simetŕıa
a la fase Pm, para los cuatro modelos propuestos. De esto, se obtuvo la amplitud de los modos
en cada una de las estructuras, por lo que se encontró mayor participación de: los modos
ferroeléctricos Γ−4 y Γ−5 para los modelos KN y VCA, y de los modos rotacionales M+

2 y R−5
para el modelo NN . En el caso del modelo RSS, la mayor contribución a la estructura Pm
se obtuvo del modo ferroeléctrico Γ−4 , mientras que las ligeras rotaciones de los octaedros se
asociaron con el modo Γ−5 , de acuerdo a la diferencia entre las zonas irreducibles de Brillouin
de las estructuras.

En conclusión, se reprodujeron las estructuras experimentales de alta y baja simetŕıa para
los sistemasKNbO3,NaNbO3 yK0.5Na0.5NbO3, y se observaron diferentes comportamientos
entre ellas, aśı como sus causas asociadas (frecuencias imaginarias en las curvas de dispersión
de fonones). Esta diferencia permitió elegir, entre los dos modelos propuestos para el KNN ,
al de mayor similitud con las mediciones experimentales y plantearlo para trabajo futuro en
la investigación de la razón de sus propiedades a escala atómica.
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Trabajo a futuro

De acuerdo a lo observado en los modelos VCA y RSS, se observó mayor cercańıa de este
último con recientes medidas experimentales. Por lo tanto, se sugiere el modelo RSS para
futuros trabajos en la determinación teórica de la polarización espontánea y los coeficien-
tes piezoeléctricos, o bien, en la elucidación del mecanismo que da paso a las propiedades
mejoradas del la solución sólida K1−xNaxNbO3 con x = 0.5.
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