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B.1. Superposición de estados coherentes . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

vi
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Lyapunov el código de colores se encuentra en la barra de abajo de cada

imagen. Las zonas azules indican regiones regulares. . . . . . . . . . . 45

3.13. Porcentaje de caos y promedio del exponente de Lyapunov en espacio

fase con acoplamiento γ = 2γc en resonancia. . . . . . . . . . . . . . 45

3.14. Distribución de probabilidad (arriba) para el LCE de tres diferente
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Introducción

La presente tesis doctoral, estudia la fenomenoloǵıa relacionada con el surgi-
miento, reconocimiento y medición de caos clásico y cuántico, de sistemas cuyo
origen es de algún Hamiltoniano de interés con interacciones de muchos cuerpos.
En especial se aborda el modelo de Dicke, el cual es un Hamiltoniano que se ori-
gina dentro de la óptica cuántica y es estudiado por las aplicaciones que existen
en cavidades ópticas, en circuitos superconductores ó QED, etc. Por otro lado se
brinda un amplio recorrido sobre el estudio del caos en sus respectivos marcos de
estudio, pues en la actualidad no está bien definida alguna relación entre aspectos
puramente clásicos con los que son de tipo cuántico.
El modelo de Dicke, brinda un puente de análisis entre estos dos mundos ya que
con este modelo se pueden construir estados coherentes que permiten mapear
aspectos clásicos a los cuánticos y viceversa. Dicho puente se hace más visible
cuando el número de part́ıculas que interactuan en el sistema crece, sin embargo
el reto computacional que se presenta también crece, por lo que muchos de los
resultados mostrados en esta tesis fueron calculados con el uso de supercómputo,
paciencia y tiempo. Pues como se menciona, los aspectos cuánticos de sistemas
con espacios de Hilbert grandes tienen una amplia dificultad computacional para
resolverse, además por el lado clásico los sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales requieren de técnicas numéricas eficientes para optimizar dichos proce-
sos de cálculo. Para brindar al lector un soporte ante algunos conceptos la tesis
presenta una primer parte denominada antecedentes, dividida en dos caṕıtulos la
cual brinda en el primer caṕıtulo definiciones que posteriormente serán necesarias,
además de introducir en el segundo caṕıtulo el modelo de Dicke, el cual describe
la interacción de N átomos de dos niveles con fotones de un modo interactuando
dentro de una cavidad óptica.
La segunda parte muestra resultados de art́ıculos que en colaboración se han pu-
blicado, estas investigaciones buscan dar un mejor entendimiento al fenómeno del
caos, la relación con las transiciones de fase cuánticas, la forma de localización
de estados coherentes y las formas de correlacionar estados evolucionados en el
tiempo, con el objeto de dar un atributo al estado cuántico como caótico o regular,
y tener una analoǵıa con la forma clásica la cual considera puntos en el espacio
fase con caracteŕısticas dinámicas que la clasifican de acuerdo a su exponente de
Lyapunov. El caṕıtulo tres muestra un estudio al modelo en forma clásica, con
ayuda de la mecánica Hamiltoniana y de los sistemas dinámicos, para obtener
una relación entre los parámetros del sistema y el exponente de Lyapunov, como
cuantificador de caos, con ello mapas de caoticidad fueron obtenidos sobre super-
ficies de enerǵıa y para valores de parámetros diferentes. En especial se demuestra
que no hay una correspondencia con la denominada transición de fase de estados
excitados y el surgimiento del caos, mas bien las rutas del surgimiento del caos,
dependen de la elección de los parámetros que sean considerados y en especial
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para el caso clásico que se corresponde con el ĺımite termodinámico (N →∞) es
sensible ante la elección de las condiciones iniciales del sistema.
En un entorno puramente cuántico no se pueden tener trayectorias que determinen
un exponente de Lyapunov como se define en los sistemas dinámicos continuos,
por lo que al tener N finito, otras observables inspiradas en la medición de canti-
dades conservadas, permiten hacer una analoǵıa con la definición de integrabilidad
y dar en forma cualitativa una representación gráfica denominada red de Peres,
la cual consiste en graficar los valores propios de enerǵıa con el valor de expec-
tación de algún operador P , en base a esta red, caminos clásicos de condiciones
iniciales pueden ser seleccionados y el estudio de las series de tiempo de soluciones
numéricas de las ecuaciones de Hamilton, mostraron la bifurcación de frecuencias
que son consistentes con la complejidad que adquiere el sistema al aumentar la
enerǵıa ó el acoplamiento entre los átomos y los fotones, mientras que a bajas
enerǵıas la integrabilidad predominaba y se ve reflejada en la aparición de dos fre-
cuencias fundamentales, las cuales son equivalentes a las que se obtienen en forma
cuántica. Para ampliar la comprensión de la asociación entre aspectos clásicos y
cuánticos, una herramienta muy útil fue empleada, y consistió en el uso de estados
coherentes, los cuales brindan un apoyo muy práctico en la localización de puntos
clásicos a un estado cuántico como un puente entre ambas perspectivas, dicha
localización mostró ser dependiente de la elección de la condición que se tomara
en el espacio fase y resultó ser sensible en su estructura si se consideraba un punto
regular ó un punto caótico, ademas de tener la dependencia de N , pues la for-
ma en el escalamiento del valor de la razón de participación del estado coherente
mostró un crecimiento lineal para los estados caóticos y un crecimiento en forma
de ráız si el estado coherente tomado era regular, esta investigación se presenta
en el caṕıtulo cuatro denominado ruta al caos cuántico.
Debido a que los aspectos dinámicos dentro de la teoŕıa cuántica, son muy relevan-
tes en el estudio del caos, en el caṕıtulo cinco se muestra la investigación realizada
con la evolución temporal de los estados coherentes, en especial en el contraste de
la evolución de un estado coherente comparado consigo mismo al tiempo cero, en
la literatura este contraste se llama análisis de autocorrelación y en la perspectiva
cuántica se denomina probabilidad de supervivencia. En este caṕıtulo un resul-
tado anaĺıtico es mostrado en términos de la función especial de Jacobi, el cual
es aplicable en las regiones de baja enerǵıa, pues como se mencionó antes, de los
diagramas de bifurcación y de los mapas de caos, se muestra que en estas regiones
la zona regular predomina.
En el caṕıtulo seis, la investigación se enfoca directamente en el espectro de enerǵıa
y la evolución temporal de observables, sin la necesidad de acudir a estados cohe-
rentes, por tal motivo en este contexto los cálculos tienen un origen puramente
cuánticos ya que no necesitan de algún parámetro que designe alguna condición
inicial clásica. Al emplear el correlador microcanónico ordenado fuera de tiempo
ó también llamado MOTOC (por sus siglas en ingles) la emergencia de un expo-
nente de Lyapunov cuántico puede determinarse, dicho parámetro cuantifica la
aparición de caos cuántico de los estados propios del Hamiltoniano, un resultado
que es muy interesante y relevante en la concepción de atribuir a un estado cuánti-
co, la propiedad de ser caótico ó regular. Finalmente las conclusiones generales
de esta tesis son mostradas, remarcando algunos de los aspectos particulares que
definen, y muestran la fenomenoloǵıa relacionada con la complejidad del sistema
en el estudio del caos.
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Caṕıtulo 1

Fundamentos

“Nunca consideres el estudio como una obligación, sino como una oportunidad para penetrar

en el bello y maravilloso mundo del saber.”

-Albert Einstein-.

1.1. Análisis clásico

La teoŕıa del caos es un área de investigación presente en muchos sistemas
dinámicos y forma parte intŕınseca en cierto tipo de sistemas Hamiltonianos para
algunos modelos f́ısicos.
La dinámica de un sistema puede tener básicamente dos tipos de comportamiento
en función de los parámetros que lo conforman y de la condición inicial que se
considere. Estos tipos de comportamiento son regulares o caóticos, y pueden ser
distinguidos entre śı, de formas cualitativas, como lo son las secciones de Poin-
caré, en análisis de bifurcación etc, o los métodos cuantitativos como el cálculo
del exponente de Lyapunov [4] o el método discriminador SALI etc.
El exponente de Lyapunov mide la separación en el espacio tangente del siste-
ma dinámico en cuestión y si el valor de este número es menor a cero ó cero, la
dinámica de la trayectoria será regular, si el valor del exponente de Lyapunov es
positivo la trayectoria tendrá un comportamiento caótico. Otro factor importan-
te, que por lo general presentan los sistemas caóticos, es que son No-lineales, es
decir presentan un grado de complejidad en su estructura y en los sistemas que
son Hamiltonianos se presenta cuasiperiodicidad otorgando una simetŕıa en los
exponentes de Lyapunov.

1.1.1. Caos

En la actualidad aun no existe un consenso en la definición formal sobre ¿cuan-
do un sistema es caótico?, sin embargo hay caracteŕısticas en las que la comunidad
coincide al momento de definir un sistema como caótico. Y estas caracteŕısticas
deacuerdo a Skokos [5] son:

1. El sistema es determinista.

2. Evolución temporal aperiódica.
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3. Exponente de Lyapunov positivo (de esta propiedad se hablará de forma
más extensa en la siguiente sección).

4. El sistema es confinado, es decir las trayectorias están dentro de una región
finita globalmente en el espacio fase accesible.

5. No linearidad del sistema.

El caos determinista se puede producir en sistemas simples y con pocos grados
de libertad y la dinámica puede ser incréıblemente compleja, un ejemplo común
de un sistema Hamiltoniano caótico es el del péndulo doble el cual presenta las
caracteŕısticas mencionadas y ha sido estudiado en la literatura de forma amplia.

1.1.2. Exponentes de Lyapunov

Ya que desde el año 1963 se observó la peculiaridad de las trayectorias que for-
maban una estructura de mariposa, en el conocido sistema de Lorenz, y el famoso
efecto que tiene el nombre de efecto mariposa, es a partir de este fenómeno que
surge con gran fuerza el estudio de lo que ahora se conoce como teoŕıa caótica,
y asociado a ello, un ejercicio interesante es medir la caoticidad en la dinámica
de una solución. Aśı se remonta al año 1892 en Rusia el trabajo del matemático
Lyapunov sobre estabilidad, quien ya hab́ıa realizado estudios sobre este compor-
tamiento adelantándose a su época y forjando las herramientas que años después
con la ayuda de los procesos computacionales facilitaron el entendimiento de sis-
temas mas complejos que los analizados con anterioridad con solo papel y pluma
[4, 5, 6].

El concepto introducido por Lyapunov es el de medir el radio de divergencia
con la que dos trayectorias cercanas entre śı se separan, en el caso de un sistema
caótico esta separación será exponencial en el tiempo.

Ecuaciones variacionales

En sistemas regulares o no caóticos, la distancia ‖δx(t)‖ entre una trayectoria
y una perturbación a ésta es cercana a cero y esta distancia a través del tiempo
se podŕıa incrementar algebraicamente o tender a ser cero. En sistemas caóticos
la distancia crece exponencialmente en el tiempo (ver figura 1.1).

‖δx(t)‖ ∼ eλt‖δx(0)‖. (1.1)

El parámetro que caracteriza esta inestabilidad a lo largo de una trayectoria puede
ser definido tomando el doble ĺımite

λ = ĺım
t→∞

ĺım
‖δx0‖→0

1

t
ln
‖δx(t)‖
‖δx0‖

(1.2)

Cuando el ĺımite existe y es positivo, la trayectoria es extremadamente sensible
a las condiciones iniciales y la condición inicial es llamada caótica. El parámetro λ
es el Exponente Caracteŕıstico de Lyapunov (LCE por sus siglas en ingles). Para

6



CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

Figura 1.1: Separación entre una trayectoria y una perturbación de si misma en el
tiempo.

obtener el LCE es necesario resolver las ecuaciones dinámicas F (x) y la matriz
fundamental simultaneamente Φ [5, 6],(

ẋ

Φ̇

)
=

(
F (x)

DxF (x)Φ

)
, (1.3)

donde DxF (x) es la matriz Jacobiana con condiciones iniciales(
x(t0)
Φ(t0)

)
=

(
x0

I

)
. (1.4)

en esta forma δx0 como función de x0, está dada como

δx(t) = Φ(x0) · δx0. (1.5)

Observaciones

1. De la ecuación 1.3 para Φ llamada ecuación variacional es una matriz eva-
luada en el tiempo para la ecuación diferencial lineal del sistema. Esta es
la linearización del campo vectorial a lo largo de la trayectoria φ: Si la
trayectoria cambia la ecuación variacional también cambia.

2. Para una perturbación δx0 de x0 la evolución temporal está dada como se
ve en la ecuación (1.5).

La perturbación δx0 puede ser interpretada en dos maneras: Como una per-
turbación del sistema o como un vector finito evaluado sobre la linearización
del sistema.

3. Para sistemas autónomos, la ecuación variacional se simplifica como

Φ̇ = DxF (φ(x))Φ(x),

Φ(x0) = I.
(1.6)

4. Para sistemas no autónomos con forzamiento añadido, ẋ = F (x, t) + G(t),
la ecuación variacional es

Φ̇ = DxF (φ(x, t)Φ(x, t),

Φ(x0, t0) = I.
(1.7)

Notar que G no aparece explicitamente, pues está impĺıcita en la trayectoria
φ(x, t).
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1.1.3. Flujos Hamiltonianos

En un sistema Hamiltoniano con d grados de libertad se tendrá la función
Hamiltoniana en términos de las variables canónicas conjugadas qi y pi (con i =
{1, ..., d}) es decir H = H(q,p), las ecuaciones de Hamilton están dadas por

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

(1.8)

Donde las ecuaciones (1.8) forman un conjunto de 2d ecuaciones diferenciales
ẋ = (q̇, ṗ) que en general están acopladas entre śı, generando el sistema dinámico
F = F (q,p), con

F (q,p) = {F1 =
∂H

∂p1

, ..., Fd =
∂H

∂pd
;Fn+1 = −∂H

∂q1

, ..., F2d = −∂H
∂qd
}. (1.9)

Al calcular la divergencia de (1.9) puede verse claramente que este resultado es
cero, es decir

∇ · F = 0. (1.10)

Al considerar la función Φ, y al tomar el determinante de la matriz Φ se puede
mostrar que el flujo Hamiltoniano se conserva (debida la conservación del volumen
por el teorema de Liouville), esto se puede probar al tomar la ecuación (1.3),

∇ · F = Tr
(
Φ̇tΦ

−1
t

)
= d

dt
Tr (ln Φt) por tal motivo Tr (ln Φt) =

∫ t
0
∇ · Fdτ . Un

flujo arbitrario tendrá un determinante det Φt = e
∫ t
0 ∇·Fdτ , y como para un flujo

es Hamiltoniano ∇ · F = 0,
det Φt = 1, (1.11)

en efecto el elemento de volumen infinitesimal es constante en el tiempo.

1.1.4. Espectro de Lyapunov

El LCE no caracteriza completamente la inestabilidad de un sistema d dimen-
sional debido a que existen d exponentes de Lyapunov definiendo lo que se conoce
como espectro de Lyapunov {λi} con i = 1, . . . , d.
Para sistemas continuos en el tiempo se tiene

d∑
i=1

λi = 〈∇ · F (x)〉, (1.12)

donde 〈·〉 denota el promedio temporal.
Para un sistema Hamiltoniano o un mapeo simpléctico la suma de las compo-
nentes del espectro de Lyapunov suman cero ya que ∇ · F = 0., el espectro de
Lyapunov refleja la simetŕıa referida a la regla de paridad [7]. Esta simetŕıa es
una consecuencia de la estructura simpléctica y para un sistema con d grados
de libertad (tendrá 2d exponentes de Lyapunov), los exponente de Lyapunov son
consistentes con la relación

λi = −λ2d−i+1 i = 1, . . . , d, (1.13)
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esto reduce a la mitad el cálculo del espectro de Lyapunov.
En general en un sistema Hamiltoniano existen 2d direcciones e diferentes en el
espacio tangente en el punto x del espacio fase.

λ(x, e) = ĺım
t→∞

1

t
ln | Φt(x) · e | (1.14)

al etiquetar ei la dirección i del exponente de Lyapunov de las 2d diferentes
direcciones en el espacio tangente λi = λ(x, ei). Al identificar la dirección e1

perteneciente al exponente de Lyapunov más grande λ1 se obtiene el exponente
caracteŕıstico de Lyapunov λ. En base a la ecuación (1.14)

| Φt(x) · e |2= ẽΦ̃t(x)Φt(x)e, (1.15)

los elementos del espectro de Lyapunov son calculados como los eigenvalores
σi(x, t) de la matriz real simétrica no-negativa Φ̃t(x)Φt(x) como

λi(x) = ĺım
t→∞

1

2t
lnσi(x, t). (1.16)

El exponente de Lyapunov está asociado a una trayectoria dada con una con-
dición inicial x0, si el sistema no es ergódico [8]. Las fluctuaciones en el cálculo
del LCE son caracterizadas como un aspecto relevante de sistemas caóticos [9].

1.2. Análisis cuántico

A diferencia de los sistemas clásicos en la mecánica cuántica no se puede tener
el concepto de trayectoria, ya que el principio de incertidumbre de Heisenberg lo
proh́ıbe. Por otro lado la ecuación de Schrödinger es una ecuación lineal, por lo
que la noción clásica de caos no pude ser abordada del mismo modo. Con estas
constricciones en la propia teoŕıa cuántica se complica la definición de caos cuánti-
co, sin embargo hay criterios que nos pueden ayudar a analizar comportamientos
complejos, que en forma análoga podŕıan denominarse como comportamientos re-
gulares o caóticos en términos de los parámetros que controlen su estructura.

Dentro de las últimas décadas el estudio del caos cuántico se ha visto analiza-
do por diferentes personalidades como Michel Berry [10] quien en su trabajo re-
lacionó propiedades estad́ısticas del espectro cuántico con comportamiento caóti-
co o regular en analoǵıa a su forma clásica. Desde entonces numerosos sistemas
cuánticos han sido analizados desde este punto de vista, desde billares cuánticos,
cavidades en microondas, sistemas atómicos, sistemas moleculares y sistemas nu-
cleares.
La idea intuitiva de caos se basa en la inestabilidad del sistema ante pequeños
cambios. La sensibilidad a las condiciones iniciales es lo que utilizamos para defi-
nirla matemáticamente, siendo cuantificada con el exponente de Lyapunov. Una
caracterización alternativa del caos clásico, es la sensibilidad a pequeños cambios
en el Hamiltoniano, en lugar de pequeños cambios a las condiciones iniciales [11].
En la literatura sobre el tema solo existen ejemplo de sistemas concretos pero no
una teoŕıa general sobre la inestabilidad del Hamiltoniano ante pequeñas pertur-
baciones.
Una buena parte de la literatura utiliza la denominación de caos cuántico cuando
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su análogo sistema clásico es caótico. Esta definición no incluye a sistemas sin
ĺımite clásico claro, como los sistemas de muchas part́ıculas como el modelo de
Ising etc.
En este sentido M. Berry propuso una de las definiciones más aceptadas de caos
cuántico al que denominó caoloǵıa cuántica. ”La caoloǵıa cuántica es el estudio del
comportamiento semiclásico, pero no clásico, caracteŕıstico de los sistemas cuyo
movimiento clásico exhibe caos ”[12].
En este trabajo se ha efectuado la investigación de forma clásica, ademas de tra-
bajar en el ĺımite semiclásico en el modelo que se estudia y en su forma cuántica.

El conocimiento entre la relación entre la mecánica clásica y la mecánica cuánti-
ca ha aumentado en gran medida y el propósito de este trabajo es mostrar algunas
relaciones que existen entre estos dos mundos de estudio usando algunos cuanti-
ficadores que tienen relación entre śı, dando un puente entre la naturaleza de la
fenomenoloǵıa del caos en el modelo que se aborda en este trabajo.

1.2.1. Estad́ıstica espectral

En 1973, Percival [13] conjeturó que exist́ıan dos tipos de espectro de enerǵıas
para un sistema ligado con más de un grado de libertad. El espectro regular que
aparece cuando el movimiento clásico es integrable y el espectro irregular que su-
cede cuando no existen suficientes constantes de movimiento.
La principal diferencia entre el comportamiento del espectro entre sistemas in-
tegrables y aquellos que no lo son es la posibilidad de que los niveles se crucen
cuando variamos un parámetro del sistema. Si el sistema es integrable, cada nivel
viene caracterizado por tantos números cuánticos como grados de libertad tiene
el sistema. En sistemas no integrables los niveles de enerǵıa están muy correla-
cionados si los estados poseen las mismas propiedades de simetŕıa. El espectro
de enerǵıas constituye un observable puramente cuántico, cuyas propiedades es-
tad́ısticas nos permiten distinguir entre un sistema regular y caótico.
Históricamente la investigación de las propiedades estad́ısticas del espectro de
enerǵıas, ha sido estudiado principalmente por la Teoŕıa de Matrices Aleatorias
(RMT por sus siglas en ingles). En 1962 [14], Dyson demostró que exist́ıan tres cla-
ses de universalidad para las matrices aleatorias dentro de la ecuación de Schrödin-
ger de acuerdo a sus propiedades fundamentales de simetŕıa. Los Hamiltonianos
que poseen simetŕıa bajo inversión temporal y simetŕıa ante rotaciones se pueden
representar por matrices reales invariantes bajo el grupo de transformaciones or-
togonales. Este tipo de matrices también puede representar sistemas con simetŕıa
bajo inversión temporal y esṕın entero, aunque la invarianza bajo rotaciones no se
cumpla. Los Hamiltonianos sin la simetŕıa bajo inversión temporal se pueden re-
presentar por matrices Hermitianas invariantes bajo el grupo de transformaciones
unitarias. Los Hamiltonianos con la simétrica temporal, con esṕın semi entero y
con ruptura de la simetŕıa bajo rotaciones pueden ser representados por matrices
reales cuaterniónicas invariantes bajo el grupo de transformaciones simplécticas.
La observación de que los resultados de la RMT se aplican no sólo a sistemas
complejos con muchos grados de libertad, sino también a sistemas con pocos gra-
dos de libertad pero con dinámica clásica caótica, en cierto modo, es equivalente
al descubrimiento de movimiento irregular en sistemas clásicos sencillos. En 1984
Bohigas, Gioannoni y Schmit (BGS) propusieron en su trabajo [15] la conjetura
que enuncia que: “Las fluctuaciones del espectro de sistemas cuánticos invarian-
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

Figura 1.2: Distribuciones P (s) para el modelo de Dicke, en función de los parámetros:
j = N/2 y acoplamiento λ, donde N representa el número de part́ıculas, las curvas
azules representan un ajuste de la distribución de Poisson y las curvas rojas son las
distribuciones de Wigner respectivamente (Imagen tomada del art́ıculo [1]) .

tes bajo inversión temporal cuyos análogos clásicos son sistemas K son iguales
a los predichos por Ensambles Ortogonales Gaussianos (GOE por sus siglas en
ingles)”, donde los sistemas K son sistemas cuyo espacio fase es completamente
caótico, a estos sistemas no es posible aplicar el teorema KAM ya que la posible
perturbación es tan fuerte que podŕıa destruir por completo los toros invariantes,
las órbitas periódicas son todas inestables. Todos los sistemas K son ergódicos.
Debido a la conjetura de BGS la medición de las fluctuaciones en el espectro suele
realizarse empleando análisis estad́ısticos como la distribución del espaciamiento
P (s) entre los niveles del espectro de enerǵıa: tal que si = Ei+1 − Ei. La P (s)
mide las correlaciones de corto alcance en el espectro y la repulsión de niveles.
Una buena aproximación a la P (s) para GOE es la distribución de Wigner,

P (s) =
π

2
s exp

(
−π

4
s2
)
, (1.17)

la cual corresponde al caso caótico de acuerdo a la conjetura BGS. En este caso
P (0) = 0 y para s → 0 P (s) ∼ s. En el caso regular, los niveles se comportan
como si no estuvieran correlacionados. La P (s) sigue una ley de Poisson e−s, la
estad́ıstica de Poisson corresponde con el caso regular, no hay repulsión de niveles,
P (0) = 1.

A modo de ejemplo, la figura 1.2 muestra la tendencia de las distribuciones
de P (s), para el modelo de Dicke, el cual presenta ĺımites caóticos y regulares en
función de algunos de los parámetros que lo conforman. Como se aprecia para
valores pequeños de λ la distribución de Poisson predomina, es decir el sistema
tiende a comportarse en forma regular de acuerdo a BGS y para valores de λ
mayores la distribución de Wigner se ajusta mejor, por lo que se concluye que
las propiedades caóticas predominan. Es notable que el ajuste a las distribuciones
mencionadas, se ajusta mejor cuando el número de part́ıculas crece, esto se debe
a que el ĺımite clásico es más cercano lo cual es consistente con la conjetura de
BGS.

11



1.2. ANÁLISIS CUÁNTICO

1.2.2. Redes de Peres

La noción de integrabilidad proviene de la f́ısica clásica, donde un sistema inte-
grable tiene tantas cantidades conservadas como grados de libertad. Estas órbitas
pueden ser mapeadas en el espacio fase por toros los cuales al emplear secciones
de Poincaré mostrarán un comportamiento regular. Si se agrega algún tipo de
perturbación en el Hamiltoniano clásico, algunas de las cantidades conservadas
comenzarán a dejar de ser integrables, además si la perturbación se incrementa el
toro será destruido de acuerdo a la teoŕıa KAM y el caos surgirá.
Sin embargo para un sistema cuántico la definición de integrabilidad no podŕıa
ser la misma que la de la f́ısica clásica, debido a que no se puede emplear como
tal el concepto de trayectoria.
Siguiendo esta idea A. Peres [16] enuncia una analoǵıa en un sistema cuántico
cuyo análogo clásico es integrable, debeŕıa tener un espectro regular de acuerdo a
la estad́ıstica de niveles discutida en la sección previa. En esta misma ĺınea, para
un sistema no-integrable la ausencia de regularidad puede ser observada. Cuando
un sistema cuántico es integrable, se puede asociar a un Hamiltoniano H0 sin per-
turbar un gráfico de las enerǵıas individuales contra los respectivos eigenvalores
de una constante de movimiento P (llamado operador de Peres), el cuál satisfa-
ce [H0, P ] = 0, dicho gráfico formará una red de puntos distribuidos en forma
regular. Cuando el sistema es perturbado, H = H0 + γH1, con [H1, P ] 6= 0 la
no-integrabilidad surgirá y P dejará de ser una cantidad conservada. El efecto
producido por la perturbación, desorganizará los puntos de la red en el gráfico
llamado red de Peres. Peres notó que en un sistema clásico f́ısicamente, el prome-
dio temporal de cualquier cantidad que depende de las variables canónicas es una
constante de movimiento, para sistemas cuánticos, esto seŕıa correspondiente a
los valores de expectación del operador de Peres. Como se aprecia en las redes de
Peres de la Fig. 1.3, del modelo geométrico colectivo [2], el parámetro B interpre-
ta la perturbación entre la integrabilidad a la no-integrabilidad y al aumentar el
parámetro B, la regularidad se pierde ante los operadores L2 y H ′ en el respectivo
modelo. Es notable observar que las perspectivas de la red dependen del operador
de Peres que sea considerado en las imágenes que proveen las redes de Peres. Y
tambien es importante resaltar que la visualización de las redes son un resultado
cualitativo a la aparición de caos o regularidad cuántica.

1.2.3. Función de Husimi

La función de Husimi o también llamada la función Q [17] es una distribución
de quasiprobabilidad en el espacio fase. Su principal función es mantener un acer-
camiento entre el modelo cuántico y el modelo clásico mediante un mapeo en el
espacio fase del sistema. La función Q es definida como el valor de espectación de
la matriz de densidad ρ̂ en un conjunto de estados coherentes |z(q, p)〉 o estados
Gaussianos que minimizan el principio de incertidumbre, tal que ∆q∆p = ~/2, de
este modo:

Q = 〈z(q, p)|ρ̂|z(q, p)〉, (1.18)

si se considera un estado puro la función de Husimi se calcula como,

Q(p, q) = |〈z(q, p)|Ψ〉|2. (1.19)

En un contexto la función de Husimi puede considerarse como una convolución
de la función de Wigner con una función Gaussiana cuya propiedad es tener un
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

Figura 1.3: Red de Peres, para el modelo geométrico colectivo [2], para dos operadores
diferentes L2 y H ′ en función del parámetro B.

comportamiento suave a diferencia de la función de Wigner y además la función
Q es definida positiva. Estas propiedades permiten una mejor descripción de la
correspondencia entre el sistema cuántico y el clásico, sobre todo en sistemas
cuánticos cuyo análogo clásico es caótico, debido a la complicada estructura del
espacio de fases clásico en estos sistemas.
Para autoestados |Ek〉 con enerǵıa Ek la función Q es el módulo cuadrado de
la proyección de estados coherentes en el estado propio dado. Aśı la función de
Husimi, es

Qk(p, q) = |〈z(q, p)|Ek〉|2. (1.20)

Este puente se hace más directo cuando el factor ~eff se hace más cercano a cero
ya que la celda del volumen de la escala de Planck tiende a ser nula. En el mo-
delo descrito en esta tesis el factor de escala ~eff es inversamente proporcional
a la cantidad N de part́ıculas descritas por el Hamiltoniano considerado, por lo
cual entre mayor cantidad de part́ıculas el comportamiento clásico es más claro.
el ĺımite clásico se alcanza cuando teóricamente el número de part́ıculas es infi-
nito (N → ∞), en la literatura esta correspondencia es conocida como el ĺımite
termodinámico.

1.2.4. Razón de participación (PR)

La razón de participación (PR por sus siglas en inglés) es una medida de
localización de un estado cuántico que fue introducida hace varios años [18, 19].
Este indicador ha sido aplicado en el estudio de equilibrio de sistemas de muchos
cuerpos en modelos cuánticos cerrados [20]. En especial ha sido empleado para
mostrar la relación entre caos cuántico y delocalización.
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Para un estado cuántico puro |Ψ〉, expandido en alguna base {|φ〉} de dimensión
N , la razón de participación se define como,

PR =
1∑N

k=1 |〈φk|Ψ〉|4
. (1.21)

La razón de participación está definida en un intervalo PR ∈ [1, N ]. Cuando
PR = 1, significa que el estado |Ψ〉 es idéntico a uno de los estados de la base
en la que se expandió el estado puro, y se considera que tiene un máximo de
localización. Por otro lado si cada estado de la base expandida contribuye de la
misma manera, se tiene que 〈φn|Ψ〉 = 1/

√
N , en este caso, PR = N .

En la literatura también es posible encontrarlo como el inverso de la razón de
participación ó IPR (por sus siglas en ingles), que se define literalmente como el
reciproco del PR, es decir:

IPR =
1

PR
=

N∑
k=1

|〈φk|Ψ〉|4 (1.22)

Debido a la caracteŕıstica cuantitativa que otorga el PR una medida de locali-
zación, en un sistema cuántico, el PR ha dado origen a diversos trabajos como
una forma en la que se puede hacer una cuantificación de caos, sin embargo es
importante resaltar que dicha medida depende de la base en la que se hace la
expansión.

1.2.5. Probabilidad de Supervivencia

La probabilidad de supervivencia, se define como la probabilidad de encontrar
al tiempo t un estado inicial evolucionado en el tiempo, por ello en ocasiones se le
considera como una función de autocorrelación, la probabilidad de supervivencia
ó SP se define de la siguiente forma,

SP (t) = |〈Ψ(0)|Ψ(t)〉|2 =

∣∣∣∣∣∑
k

|ck|2e−iEkt
∣∣∣∣∣
2

= IPR +
∑
k 6=k′
|ck|2|ck′ |2e−i(Ek−Ek′ )t, (1.23)

donde ck = 〈Ek|Ψ(0)〉 es la proyección en términos de los autoestados del Hamil-
toniano |Ek〉, e IPR =

∑
k |ck|4 es el inverso de la razón de participación definido

en (1.22), identificando {|φk〉} con los autoestados {|Ek〉} del Hamiltoniano.
A tiempos muy cortos la SP muestra un comportamiento universal, el cual hace
que decaiga en forma cuadrática y a tiempos muy largos, la SP se saturará. De
acuerdo a (1.23), el IPR es el valor al que converge la probabilidad de super-
vivencia cuando el tiempo crece, esto es debido a que si no se presentan muchas
degeneraciones en el espectro del sistema, el segundo término se promediaŕıa como
cero. Las fluctuaciones temporales de SP (t) son del orden del IPR [21], esto se
concluye del siguiente desarrollo en el que se muestra expĺıcitamente este cálculo.
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Escribiendo SP como

SP (t) =
∣∣∑

k |ck|2e−iEkt
∣∣2

=
∑

k |ck|2 eiEkt
∑

k′ |ck′ |2 e−iEk′ t

=
∑

k |ck|4 +
∑

k,k′ 6=k
|ck|2|ck′|2 exp [i(Ek − E ′k)t] .

=
∑

k |ck|4 + 2
∑

k,k′<k

|ck|2|c′k|2 cos [(Ek − Ek′)t] .

Al tomar el promedio temporal a tiempos grandes, la función coseno promedia a
cero. Si el sistema no presenta degeneraciones se tiene que,

SP = ĺım
t→∞

∫ t
0
SP (t′)dt′

t
=
∑
k

|ck|4 = IPR, (1.24)

Para calcular las fluctuaciones temporales en la probabilidad de supervivencia, se
calcula,

SP (t)2 =

(
IPR + 2

∑
k,k′<k

|ck|2|ck′ |2 cos[(Ek − Ek′)t]

)2

= IPR2 + 4 IPR
∑
k,k′<k

|ck|2|ck′ |2 cos[(Ek − Ek′)t]

+4
∑
k,k′<k

∑
`

`′<`

|ck|2|ck′|2|c`|2|c`′ |2×

cos[(Ek − Ek′)t] cos[(E` − E`′)t]

= IPR2 + 4 IPR
∑
k,k′<k

|ck|2|ck′|2 cos[(Ek − Ek′)t]

+4
∑
k,k′<k

|ck|4|ck′|4 cos2[(Ek − Ek′)t]

+4
∑
k,k′<k

∑
`6=k
`′<`

|ck|2|ck′|2|c`|2|c`′ |2×

cos[(Ek − Ek′)t] cos[(E` − E`′)t].
Tomando el promedio a tiempos largos, la función coseno y el producto de la
función coseno promedia a cero, asumiendo que el sistema no tiene degeneraciones
se tiene que,

SP 2 = IPR2 + 4
∑
k,k′<k

|ck|4|ck′|4cos2[(Ek − Ek′)t]

= IPR2 + 2
∑
k,k′<k

|ck|4|ck′ |4

= IPR2 +
∑
k,k′

|ck|4|ck′|4 −
∑
k

|ck|8 = 2 IPR2 −
∑
k

|ck|8.

Como el último término es positivo (y en la mayoŕıa de los casos muy pequeño),
se puede escribir

SP 2 . 2 IPR2.
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Por lo tanto la varianza de la fluctuación temporal de la probabilidad de supervi-
vencia es

σ2
SP = SP 2 − SP 2

. 2 IPR2 − IPR2 = IPR2,

implicando que

σSP . IPR. (1.25)

1.2.6. OTOC

La dinámica que involucra problemas de muchos cuerpos cuánticos fuera de
equilibrio es un objeto de amplio estudio que abarca desde la teoŕıa de cuerdas y
agujeros negros hasta la materia condensada, la f́ısica atómica y la f́ısica nuclear.
En especial en la teoŕıa Holográfica se investiga la conexión entre la f́ısica de un
agujero negro y la dinámica cuántica como formas duales en su tratamiento [22].
En esta vertiente, el caos que se observa dentro de la dinámica de un agujero
negro puede estudiarse por medio de un correlador ordenado fuera de tiempo (que
por sus siglas en ingles se nombra (OTOC)) y la termalización que se produce
en este sistema [23], cuyo objetivo es caracterizar escalas de tiempo, en las que
el sistema puede arrojar un exponente de Lyapunov análogo al clásico, pero cuyo
fundamento nace de la estructura Holográfica que J. Maldacena menciona en 1998,
con su propia conjetura, la cual propone una equivalencia entre ciertas teoŕıas
de gravedad cuántica y cualquier teoŕıa conforme de campos, bajo determinadas
condiciones.
El correlador ordenado fuera de tiempo u OTOC es una función cercanamente
relacionada con el conmutador de operadores separados en el tiempo y es definida
de la siguiente manera:

C(t) = −〈[W (t), V (0)]2〉β (1.26)

donde 〈·〉β = Z−1 tr
[
e−βH

]
denota el valor de expectación térmico a temperatura

T = (kBβ)−1. En general se asumirán V (0) y W (0) como operadores Hermitianos.
Esquemáticamente en un ĺımite semiclásico V = p y W (t) = q(t), y el conmutador

[q(t), p] se relacionará directamente con el paréntesis de Poisson {q(t), p} =
∂q(t)

∂q(0
.

Como se menciona en la sección 1.1.2, para un sistema caótico la sensibilidad
ante condiciones iniciales es muy importante y la divergencia entre trayectorias
cercanas crecerá en forma exponencial por tal motivo {q(t), p} ∼ eλt con λ el
exponente de Lyapunov clásico. De este modo en la forma cuántica haciendo
esta comparativa, el OTOC creceŕıa en forma exponencial si el sistema es caótico

como C(t) ∼ ~e2Λt hasta algún tiempo t∗ donde t∗ ∼ 1

λ
log

1

~
, en este contexto t∗

es llamado el tiempo de Ehrenfest. En sistemas de qubits modelados por matrices
de Pauli, un OTOC muy grande indica que la complejidad del operador W (t)
surge del caos que produce la cancelación entre los factores iniciales y finales en
W (t) = eiHtWe−iHt [23].

OTOC del ensamble microcanónico

Si se consideran estados arbitrarios |S〉 para el valor de expectación del con-
mutador [q̂(t), p̂(0)], tal que,

CS(t) ≡ −〈S| [q̂(t), p̂(0)]2 |S〉, (1.27)
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

es conveniente, expandir el estado arbitrario en términos de los estados propios
del Hamiltoniano tal que |S〉 =

∑
n a

(S)
n |En〉, de esta forma el OTOC, se puede

expresar como,

CS(t) =
∑
n′n

a(S)∗
n a(S)

n cn′n(t), (1.28)

donde los términos cn′n(t), toman la siguiente forma:

cn′n(t) = −〈Ψn′ | [q̂(t), p̂(0)]2 |Ψn〉. (1.29)

En especial el término cnn(t) = cn(t) es de interés particular, y será nombrado
el correlador ordenado fuera de tiempo microcanónico, o MOTOC por sus siglas
en ingles [24]. Usando la relación de completez de los estados propios de enerǵıa∑

n |Ψn〉〈Ψn| = I, donde H|Ψn〉 = En|Ψn〉, el MOTOC puede calcularse aśı,

cn(t) =
∑
l

bnl(t)b
∗
nl(t) (1.30)

donde los elementos de matriz son,

bnl(t) = −i〈Ψn| [q̂(t), p̂(0)] |Ψl〉, (1.31)

satisfacen relaciones de Hermiticidad, por definición. Usando la evolución temporal
de los operadores q̂(t) = eiHtq̂e−iHt y la relación de completez de los estados
propios de enerǵıa, los elementos de matriz se calculan por,

bnl(t) = −i
∑
k

eiωnktqnkpkl − eiωkltpnkqkl, (1.32)

donde qkl = 〈Ψk|q̂|Ψl〉, pkl = 〈Ψk|p̂|Ψl〉, y ωkl = Ek − El.
Este desarrollo es vital para el desarrollo del cálculo del exponente de Lyapunov
cuántico Λ, que se muestra en el caṕıtulo 6.

1.2.7. Estados de pseudoesṕın y estados coherentes HW (1)
y SU(2)

Estados de Pseudoesṕın

En muchos modelos cuánticos los observables más relevantes forman un álge-
bra, permitiendo una descripción anaĺıtica de muchas de sus propiedades. Un
conjunto de operadores muy interesantes por las aplicaciones que tienen en canti-
dades innumerables de modelos nucleares, atómicos, óptico cuánticos etc, son los
operadores colectivos de pseudoesṕın. Estos operadores se pueden definir a través
de las matrices de Pauli de la siguiente manera

Jα =
N∑
k=1

σ(k)
α (1.33)

donde α = {x, y, z} y N es el número de objetos cuánticos (qubits, átomos de dos
niveles, electrones, etc) que conforman el sistema. Los operadores Jα satisfacen el
álgebra de Lie del grupo SU(2) debido a que están definidos en términos de las
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matrices de Pauli que forman la base generadora de dicha álgebra.
Por lo tanto satisfacen las siguientes relaciones de conmutación,

[Ji, Jj] = i εijk Jk
[J2, Ji] = 0, (1.34)

donde εijk es el śımbolo de Levi-Civita. Un eigenestado de J2 y Jz (sabemos que
no es eigenestado de Jx ni de Jy) lo escribimos como |j m〉, donde los eigenvalores
de los eingenestados están dados por

J2 |j m〉 = ~2j(j + 1) |j m〉 ,

Jz |j m〉 = ~m |j m〉 . (1.35)

donde −j ≤ m ≤ j y 0 ≤ j ≤ N /2.

Al definir J± =
1√
2

(Jx ± i Jy) se satisfacen las propiedades de conmutación

ante estos operadores llamados operadores escalera,

[Jz, J±] = ~J±,

[J+, J−] = ~Jz,
(1.36)

Estados coherentes en la mecánica cuántica

El término estado coherente refiere a un estado particular de un sistema cuánti-
co [25], con propiedades inusuales que se pueden discutir en el ĺımite clásico de
la teoŕıa cuántica [26, 27]. Uno de los factores que los hace importantes radica
en que los estados coherentes, al ser la mejor aproximación cuántica de un estado
clásico, permiten construir la aproximación semiclásica cuando el Hamiltoniano es
algebraico (se expresa con operadores que forman un álgebra de un grupo). Una
base más apropiada para muchos campos es la de los estados coherentes, donde
el producto de la incertidumbre en amplitud y fase es el mı́nimo del principio
de incertidumbre de Heisenberg, en este sentido, son los estados cuánticos más
cercanos a una descripción del campo clásico [26].

Estados coherentes de Glauber

Los estados coherentes de Glauber poseen varias propiedades atractivas puesto
que son una descripción cuántica de los campos electromagnéticos clásicos y su
espacio de Hilbert está dado por el espacio generado por los estados de Fock
[27]. Fueron introducidos por Glauber [25], tal que una propiedad útil de los
estados coherentes es que en la base de Fock son estados propios del operador de
aniquilación a.
Los estados coherentes se pueden definir de tres maneras distintas,

1. Como una traslación del estado vaćıo de la base de Fock a través de un
operador de desplazamiento |α〉 = D(α) |0〉. Donde D(α) = eαa

†−α∗a es un
operador unitario ya que satisfacen la relación

D†(α) = D(−α) = D−1(α). (1.37)
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2. Como eigenestados del operador de aniquilación a |α〉 = α |α〉, con α ∈ C.

3. Como estados de mı́nima incertidumbre ∆q∆p = ~/2. Donde ∆q y ∆p
representan las varianzas de ambos operadores.

Propiedades de los estados coherentes de Glauber:
Para cualquier número complejo α se define el estado coherente como

|α〉 ≡
∞∑
n=0

αn√
n!
e−

1
2
|α|2 |n〉 , (1.38)

donde |n〉 es un ket en el estado de ocupación de número n en el espacio de Fock.
Una manera muy útil de expresar los estados coherentes (1.38) es,

|α〉 ≡ e−
1
2
|α|2eαa

† |0〉 , (1.39)

donde |0〉 se define como el estado de vacio que satisface a |0〉 = 0, de modo que

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉. Un estado coherente es una superposición de estados de diferentes

números de ocupación y la probabilidad de encontrar el número de ocupación n
es,

P (En) = | 〈n |α〉 |2 =
|α|2n

n!
e−|α|

2

, (1.40)

donde |α|2 es el número medio de fotones

〈n〉 = 〈α |a†a |α〉 = |α|2. (1.41)

La ecuación (1.40) tiene una distribución de Poisson1 (de donde la utilidad poten-
cial del estado coherente es describir ciertas situaciones estad́ısticas que implican
muchos fotones).

Al derivar parcialmente respecto a α (1.39), se tiene

∂

∂α
|α〉 =

∂

∂α

(
e−

1
2
|α|2eαa

†
)
|0〉

=

{(
∂

∂α
e−

1
2
|α|2
)
eαa

†
+ e−

1
2
|α|2 ∂

∂α

(
eαa

†
)}
|0〉

=
{(
−α∗e−

1
2
|α|2
)
eαa

†
+ e−

1
2
|α|2
(
a†eαa

†
)}
|0〉

= −α∗e−
1
2
|α|2eαa

† |0〉+ a†e−
1
2
|α|2eαa

† |0〉
= −α∗ |α〉+ a† |α〉 , (1.43)

esto es útil debido a que permite calcular valores esperados como derivadas. De
(1.43) se obtiene la siguiente relación,

1La distribución de Poisson tiene un gran campo de aplicación, es una distribución de pro-
babilidad discreta cuya función de densidad es

f(x;λ) =
λx

x!
e−λ. (1.42)

Esta fórmula está definida para cero y para todo valor entero positivo de x, la media y varianza
de la distribución de Poisson son µ = λ y σ2 = λ.
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1.2. ANÁLISIS CUÁNTICO

a† |α〉 =

(
∂

∂α
+ α∗

)
|α〉 . (1.44)

Una propiedad importante es que |〈α|β〉|2 = e−|α−β|
2
. Por lo cual podemos ver

que no son ortogonales pero śı están normalizados. Usando la completez de los
estados de Fock:∫

dα

π
|α〉 〈α| =

∫
dα

1

π

∑
n

∑
n′

|n〉 〈n| |α〉 〈α| |n′〉 〈n′|

=
∑
n

∑
n′

∫
dα

π
|n〉 〈n′| 〈n|α〉 〈α|n′〉

=
∑
n

∑
n′

(∫
dα

π
e−|α|

2αn(α∗)n
′

√
n!n′!

)
|n〉 〈n′| (1.45)

Donde ∫
dα

π
e−|α|

2αn(α∗)n
′

√
n!n′!

= π n! δn,n′ (1.46)

Por lo tanto el conjunto {|α〉} es sobrecompleto y permite expresar la unidad como
I =

∫
dα
π
|α〉 〈α| . De esta manera podemos usar a los estados coherentes como un

conjunto generador para expresar otros estados como si fuesen una base, aún
cuando no son ortogonales. Entonces un estado u operador cualquiera se puede
expresar en términos de los estados coherentes:

|Ψ〉 =
∫

dα
π
e−

1
2
|α|2f(α∗) |α〉 ,

Ô =
∫

dα
π
dβ
π
|β〉 〈β| Ô |α〉 〈α| ,

f(α∗) = e−
1
2
|α|2 〈α|ψ〉 .

(1.47)

Para los operadores de creación y aniquilación se tiene

〈α|a|α〉 = α,〈
α|a†|α

〉
= α∗,

〈β|a|α〉 = α e
−|α−β|2

2 ,

〈
β|a†|α

〉
= β∗ e

−|α−β|2
2 .

(1.48)

Estados coherentes de Bloch

Los estados coherentes de Bloch [28] pueden definirse en torno a un operador
de desplazamiento Ω(z) en su respectiva álgebra SU(2), que geométricamente es
af́ın a una esfera S2 llamada esfera de Bloch. Los estados coherentes de Bloch se
definen introduciendo el operador

Ω(z) = ez J+−z
∗ J− , (1.49)

con z ∈ C, z = tan
(
θ
2

)
e−i φ. Ω(z) es un operador unitario ya que

Ω†(z) = Ω(−z) = Ω−1(z). (1.50)
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

Los estados coherentes de Bloch en términos del operador de desplazamiento se
definen como

|z〉 = Ω(z)|j,−j〉 (1.51)

y se pueden expresar como

|z〉 =
1

(1 + |z|2)j
ezJ+|j − j〉 (1.52)

donde | j, j〉 es el máximo eigenestado de Jz, es decir, Jz | j, j〉 = j | j, j〉.
Los valores de expectación para los operadores de pseudoesṕın Jz, J± y Ji (i =
{x, y, z}) son

〈z|Jz|z〉 = −j cosφ = −j lz,

〈z|Jx|z〉 = −j sin θ cosφ = −j lx,

〈z|Jy|z〉 = −j sin θ sinφ = −j ly,

〈z|J±|z〉 = −j sin θ e±φ.

(1.53)

donde lx,y,z son las tres componentes del vector unitario

l = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)T , (1.54)

cuya orientación angular es definida a través de los ángulos φ y θ. Momentos más
altos revelan incertidumbre angular mı́nima, caracterizada por el ángulo sólido
4π/(2j+1). El conjunto de {| z〉} es sobre completo y permite expresar la unidad
por I =

∫
dz 2j+1

π(1+|z|2)2
| z〉 〈z | . Dos estados coherentes de esṕın tienen la superpo-

sición 〈z | z′〉 = (1+z∗z′)2j

(1+|z|2)2)j(1+|z′|2)2)j
.

1.3. Campo electromagnético

1.3.1. Campo electromagnético clásico

El campo electromagnético se puede desarrollar, en términos de los modos en
una cavidad, reduciendo el problema a la cuantización de osciladores armónicos
correspondientes a los modos individuales de la cavidad [29]. Un conveniente punto
de partida de la cuantización del campo electromagnético son las ecuaciones de
Maxwell. Las ecuaciones de Maxwell, en espacio libre de fuentes obedecen [30]

∇ ·D = 0,

∇ ·B = 0,

∇× E = −∂B

∂t
,

∇×H =
∂D

∂t
,

(1.55)

donde B = µ0H, D = ε0E, µ0 y ε0 son la permeabilidad magnética y permitividad
eléctrica del vaćıo, y µ0ε0 = c−2.
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1.3. CAMPO ELECTROMAGNÉTICO

Las ecuaciones de Maxwell son invariantes de norma o invariantes de Gauge. En
óptica cuántica es conveniente trabajar en la norma de Coulomb donde los campos
E y B pueden ser determinados por el potencial vectorial A(r, t) [29]

B = ∇×A,

E = −∂A

∂t
,

(1.56)

con la condición de la norma de Coulomb

∇ ·A = 0. (1.57)

Aśı A(r, t) satisface la ecuación de onda

∇2A(r, t) =
1

c2

∂2A(r, t)

∂t2
. (1.58)

La solución general de la ecuación (1.58), para una cavidad tiene la forma

A(r, t) =
∑
k

[
ak(r)eik·r−iω(k)t + c.c

]
, (1.59)

c.c indica el complejo conjugado del término anterior. Los coeficientes ak se de-
terminan a partir de las condiciones iniciales y de la condición de trasversalidad
dada por la condición de Coulomb (1.57).
Es útil separar el vector potencial en dos términos complejos como

A(r, t) = A(+)(r, t) + A(−)(r, t), (1.60)

donde A(+)(r, t) contiene todas las amplitudes que van como e−iωt para ω > 0 y
A(−)(r, t) contiene todas las amplitudes para eiωt, además A(−) = (A(+))∗, donde
las componentes del vector de onda vienen dadas por ki = 2πni

L
y ni = 0,±1,±2, ...

y la frecuencias satisfacen la relación de dispersión

ω(k) = c|k|. (1.61)

La enerǵıa para el campo electromagnético [30] esta dado por,

H =
1

2

∫
V

(
ε0E

2 +
1

µ0

H2

)
dr. (1.62)

Sustituyendo (1.59) en (1.56) se obtienen los campos E y B respectivamente,
donde,

E =
∑

k

[
ickak(r)eik·r−iω(k)t + c.c

]
,

B =
∑

k

[
−i(k× ak(r)eik·r−iω(k)t + c.c

]
,

(1.63)

y debido a que ∫
V

ei(k−k
′)·rdr = V δk,k′ (1.64)

la enerǵıa del campo electromagnético se simplifica en términos de los coeficientes
ak de la siguiente manera

H =
2V

µ0

∑
k

k2aka
∗
k. (1.65)
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CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

Como la expresión (1.65) no es una función Hamiltoniana ya que no está definida
en términos de variables canónicas, se puede definir,

Qk(t) = α
[
ake

−iω(k)t + a∗ke
iω(k)t

]
, (1.66)

donde α es una constante real a determinar y

Pk(t) =
d

dt
Qk(t) = α

[
−iω(k)ake

−iω(k)t + iω(k)a∗ke
iω(k)t

]
, (1.67)

de esta forma se puede expresar

ak =
1

2α
eiω(k)t

(
Qk +

i

ω(k)
Pk

)
. (1.68)

Al reemplazar (1.68) en la ecuación (1.65) se tiene

H =
V ε0
2α2

∑
k

[
P2

k + ω2(k)Q2
k

]
(1.69)

al tomar α =
√
V ε las variables Qk y Pk son variables canónicas entre śı que

satisfacen las ecuaciones de Hamilton:

Q̇k =
∂H

∂Pk

, Ṗk = − ∂H

∂Qk

, (1.70)

por otro lado la condición de transversalidad de los campos impone que Qk ·
k = Pk · k = 0, lo cual implica que los vectores son normales a la dirección de
propagación de la onda dada por el vector k, por lo tanto el Hamiltoniano se
puede reescribir como

H =
1

2

∑
k,j

[
P2

k,j + ω2(k)Q2
k,j

]
, (1.71)

donde Pk,j y Qk,j son las componentes de Pk y Qk de los vectores de polarización
lineal εj(k), con j = 1, 2, los cuales satisfacen ε1(k) · ε2(k) = 0 y εj(k) · k = 0.

1.3.2. Cuantización del campo electromagnético

En 1928 P. Dirac sugirió que el campo electromagnético pod́ıa ser cuantizado
tratando las variables canónicas clásicas Pk,j y Qk,j [31] como operadores que
obedecen las relaciones de conmutación,

[Qk,j, Pk′,j′ ] = i~δk,k′δj,j′ , [Pk,j, Pk′,j′ ] = [Qk,j, Qk′,j′ ] = 0. (1.72)

A partir de los resultados de la sección anterior se introducen los operadores de
creación y aniquilación,

ak =

√
ω(k)

2~
eiω(k)t

(
Qk +

i

ω(k)
Pk

)
. (1.73)

a†k =

√
ω(k)

2~
eiω(k)t

(
Qk −

i

ω(k)
Pk

)
. (1.74)
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1.3. CAMPO ELECTROMAGNÉTICO

los cuales satisfacen las relaciones de conmutación

[ak,j, a
†
k′,j′

] = δk,k′δj,j′ , [a†k,j, a†k′,j′ ] = [ak,j, ak′,j′ ] = 0. (1.75)

En términos de estos operadores el Hamiltoniano cuantizado es,

H =
∑
k,j

~ω(k)

(
a†k,jak,j +

1

2

)
. (1.76)

Los operadores Nj(k) = a†k,jak,j se denominan operadores de número, tienen au-
tovalores nj(k) = 0, 1, 2, ... y autoestados de la forma

|nj(k)〉 =
(a†k,j)

nj(k)√
nj(k)!

|0〉 . (1.77)

Los autoestados del Hamiltoniano de radiación (1.76) son productos de tales es-
tados, esto es,

|...nj(k)...〉 =
∏
k,j

|nj(k)〉 (1.78)

con autoenerǵıas ∑
k,j

~ω(k)

(
nj(k) +

1

2

)
. (1.79)

El operador de momento lineal del campo electromagnético resulta

P =
∑
k,j

~kNj(k), (1.80)

la interpretación de estos resultados en términos de part́ıculas de enerǵıa ~ω(k)
y momento lineal ~k, esto es fotones, es directa. Un estado con autovalor nj(k)
posee nj(k) con enerǵıa ~ω(k) y momento lineal ~k.
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Caṕıtulo 2

El modelo de Dicke

“La F́ısica es como el sexo: seguro que da alguna compensación práctica, pero no es por eso

por lo que la hacemos.”

-Richard Feynman-.

El Hamiltoniano que modela la interacción entre un conjunto de N átomos y
un campo, en la norma Gaussiana, es

Haf = ωa†a+
N∑
i

[
1

2mi

(
pi −

e

c
A(xi)

)2

+ Vi(xi)

]
+
N∑
i<j

Vij(xi − xj), (2.1)

donde a y a† son los operadores de aniquilación y creación (ver Apéndice 1.2.7), A
es el potencial vectorial, mi, xi y pi son la masa, posición y momento del i-ésimo
átomo, Vi es el potencial producido por cada átomo y el último término es la suma
de las interacciones entre cada uno de los átomos.
Debido a que el Hamiltoniano (2.1) tiene una complejidad muy grande al momento
de ser estudiado, en el año de 1954 el f́ısico estadounidense Robert Henry Dicke
propuso una forma de describir el problema en el llamado Hamiltoniano de Dicke.

El Hamiltoniano del modelo de Dicke [32] describe un sistema de N átomos de
dos niveles que interactúan con radiación electromagnética monocromática en una
cavidad (ver figura 2.2). Este Hamiltoniano es útil para describir otros sistemas,
como los circuitos superconductore [33].
Las suposiciones que requiere el Hamiltoniano de Dicke en el sistema son:

Figura 2.1: Robert Henry Dicke.
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Figura 2.2: Representación de una cavidad óptica: N átomos de dos niveles interac-
tuando con un campo de fotones de un solo modo.

1. El campo posee solo un modo en la cavidad.

2. Los átomos N poseen dos niveles de enerǵıa solamente.

3. El campo no cambia significativamente en el espacio, es el mismo para todos,
(aproximación de onda larga).

4. Los términos cuadráticos de A no se incluyen.

5. La interacción interatómica es débil y es despreciable.

Estas aproximaciones hacen al problema manejable, sin embargo imponen una
serie de condiciones, para que sean realizables experimentalmente; se requiere una
cavidad óptica perfecta; seleccionar las transiciones electrónicas de tal forma que
sólo se tengan dos niveles de enerǵıa por átomo; la aproximación de onda larga im-
plica que la región donde están confinados los átomos sea pequeña comparada con
la longitud de onda del campo. Usando estas aproximaciones, Dicke encontró que
si el estado cuenta con la mitad de los átomos excitados el gas presenta un coefi-
ciente de radiación espontánea proporcional al cuadrado del número de part́ıculas
y no una relación lineal que se espera clásicamente, por tal motivo la nombró fase
super-radiante. Esta fase es resultado de un comportamiento colectivo de los áto-
mos.

El modelo es simple y no es soluble de manera exacta. Una caracteŕıstica
importante es que presenta una transición cuántica de fase (QPT por sus siglas
en inglés) de segundo orden en el ĺımite termodinámico. El Hamiltoniano con-
siste de tres partes, una asociada a la cuantización del campo electromagnético,
un segundo término atómico y el tercer y último describe la interacción entre ellos.

En general es muy complicada la realización experimental de este modelo tal
como fue propuesto por Dicke. En los últimos años se ha encontrado una relación
entre el modelo de Dicke con un condensado Bose-Einstein dentro de una cavidad
donde se incide un láser de bombeo de forma perpendicular a la cavidad [34], el
condensado a cierta potencia particular del bombeo exhibe un auto-ordenamiento
en la estructura el cual es equivalente a la transición de fase de un estado normal
a uno super radiante en el modelo de Dicke. Dicha transición se ha observado
experimentalmente por Baumann y colaboradores [35].

El Hamiltoniano de Dicke puede ser escrito como

HD = ~ωa†a+ ~ω0Jz + ~
γ√
N

(a+ a†)(J+ + J−), (2.2)
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CAPÍTULO 2. EL MODELO DE DICKE

El modo de radiación, con frecuencia ω, está asociado con el operador de número
de fotones a†a, para la parte atómica ~ω0 es la enerǵıa de excitación, Jz, J+ y J−,
son los operadores de pseudoesṕın que obedecen el álgebra SU(2), con j(j + 1)
los eigenvalores del operador J2 = J2

x + J2
y + J2

z donde j = N /2 define la simetŕıa
atómica que incluye el estado base y γ es un parámetro de interacción, que para
sistemas atómicos depende principalmente del momento dipolar.
La expresión de interacción contiene un término llamado antiresonante J+a

†+J−a,
donde J± = Jx ± iJy.

Además HD conmuta con el operador de paridad Π,

Π = eiπΛ, con Λ = a†a+ Jz + 1/2(
√

1 + 4J2 − 1). (2.3)

Los eigenvalores del operador Λ son λ = n + m + j [1], donde n es el número de
fotones y nexc = m+ j es el número de átomos excitados. Cuando el parámetro de
interacción toma el valor cŕıtico γc =

√
ωω0/2, el sistema transita una transición

de fase cuántica entre la fase normal (γ < γc) y una fase super radiante (γ > γc).
En la fase normal el espacio fase tiene λ = 0, es decir no hay fotones y todos
los átomos están en el estado base. La fase super radiante es caracterizada por
una población macroscópica del nivel superior atómico y un número de fotones
promedio comparable al número de átomos en el estado base del sistema.
En general, para N finita el Hamiltoniano de Dicke no es integrable, sin embargo
śı lo es en los ĺımites cuando γ → 0 y cuando ω0 → 0 [1].

2.1. Hamiltoniano extendido de Dicke

Además cuando el acoplamiento es débil es posible emplear la aproximación de
onda rotante al ignorar los términos contra-rotantes, este resultado es otro ĺımite
integrable, el Hamiltoniano de Tavis-Cummings

HTC = ~ωa†a+ ~ω0Jz + ~
γ√
N

(aJ+ + a†J−), (2.4)

en este caso el Hamiltoniano es integrable debido a que conmuta con el operador
Λ.
Se pueden escribir ambos modelos en una expresión,

H = ~ωa†a+ ~ω0Jz + ~
γ√
N

[(aJ+ + a†J−) + δ(a†J+ + aJ−)], (2.5)

donde δ = 0 y 1 representan el modelo de TC y Dicke, respectivamente.
Con esta parametrización los valores cŕıticos para la transición de fase (QPT) son
γ =
√
ω0ω/(1 + δ).

2.2. Hamiltoniano clásico

Considerando el producto directo de estados coherentes, dados por (1.38) y
(1.52) pueden escribirse en términos de sumas al expandir las exponenciales co-
rrespondientes de los operadores [36] como

| α〉 ⊗ | ζ〉 =
e−|α|

2/2

(1+ | ζ |2)j

∞∑
ν=0

j∑
m=−j

αν√
ν!

(
2j

j +m

)1/2

ζj+m | ν〉 ⊗ | j,m〉 . (2.6)
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De esta manera la superficie de enerǵıa semiclásica se encuentra fácilmente toman-
do la valor esperado del Hamiltoniano de Dicke respecto a la base |α, ζ〉 [36, 3]
y es posible obtener la mejor aproximación variacional a la enerǵıa del estado
fundamental del sistema, aśı como su correspondiente estado propio. Utilizando
las relaciones de la ecuación (1.53) se tiene que en este caso el valor esperado de
enerǵıa tiene la forma,

H(α, ζ) = 〈α, ζ | H | α, ζ〉 (2.7)

= 〈α, ζ | ~ωa†a+ ~ω0Jz + ~
γ√
N

(aJ+ + a†J−) + ~
γ√
N
δ(a†J+ + aJ−) | α, ζ〉

= ~ω | α |2 +~ω0jlz + ~
γ√
N
{αjl+ + α∗jl− + δα∗jl+ + δαjl−}

= ~ω | α |2 +~ω0jlz + ~j
γ√
2j
{lx(1 + δ)(α + α∗) + ily(1− δ)(α− α∗)} (2.8)

donde δ = 0 y 1 representan el modelo de TC y Dicke, respectivamente.
En el ĺımite termodinámico, es equivalente el considerar j →∞ y tomando ~ = 1,
con α(q, p) = 1√

2
(q+ip) las variables clásicas de oscilador armónico y la orientación

angular tal que ζ(θ, φ) = eiφ tan(θ/2), de (2.8) se obtiene una expresión clásica

Hcl =
ω

2
(q2+p2)+ω0 cos θ+γ

√
j {(1 + δ)q cosφ sin θ − (1− δ)p sinφ sin θ} , (2.9)

expresando jz = j cos θ, sen θ =

√
1−

(
jz
j

)2

,

Hcl(q, p, jz, φ) =
ω

2
(q2+p2)+ω0jz+γ

√
j

√
1−

(
jz
j

)2

{(1 + δ)q cosφ− (1− δ)p sinφ} .

(2.10)
Debido a que jz y φ = arctan(ly/lx) (con lx y ly definidos en (1.54)), satisfacen un
álgebra de Poisson {jz, φ} = −1, las ecuaciones clásicas de movimiento son

dq

dt
=
∂Hcl

∂p
= ωp− (1− δ)γ

√
j

√
1−

(
jz
j

)2

sinφ, (2.11)

dp

dt
= −∂Hcl

∂q
= −ωq − (1 + δ)γ

√
j

√
1−

(
jz
j

)2

cosφ, (2.12)

dφ

dt
=
∂Hcl

∂jz
= ω0 −

γjz

j3/2

√
1−

(
jz
j

)2
{(1 + δ)q cosφ− (1− δ)p sinφ} , (2.13)

djz
dt

= −∂Hcl

∂φ
= 2γ

√
j

√
1−

(
jz
j

)2

{(1 + δ)q sinφ+ (1− δ)p cosφ} . (2.14)

Un primer conjunto de puntos fijos del Hamiltoniano corresponde a los valores
(qm, pm, jzm) = (0, 0,±j).
Notar que jz = ±j corresponden al polo norte y al sur de la esfera de Bloch en la
que el ángulo azimutal es irrelevante. Si se evalúa el Hamiltoniano en los puntos
fijos, se obtiene para cualquier acoplamiento, las enerǵıas ε = ±1 con,

ε ≡ E

ω0j
.
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CAPÍTULO 2. EL MODELO DE DICKE

El punto (qm, pm, jzm) = (0, 0,+j) es un punto inestable para cualquier valor
de acoplamiento γ, mientras que el punto (qm, pm, jzm) = (0, 0,−j) es un punto
estable para valores de acoplamiento γ ≤ γc que se convierte en inestable para
valores de acoplamiento si γ ≥ γc. Esto representa la descripción clásica del estado
base en la fase normal en la que no hay fotones ni estados excitados.
Para valores grandes de acoplamiento mayores a γc, un nuevo punto estable emerge
dependiendo del modelo que se considere, Dicke (δ = 1) o TC (δ = 0). Para el
modelo de Dicke emergen dos puntos fijos con degeneración dados por

(qm, pm)± =

∓2γ
√
j

ω

√
1−

(
γc
γ

)4

, 0

 ,
(cosφm, jzm) =

[
±1,−j

(
γc
γ

)2
]
,

(2.15)

mientras que el modelo de TC los puntos fijos parametrizados por el ángulo φ ∈
[0, 2π) están dados por

(qm, pm) =
γ
√
j

ω

√
1−

(
γc
γ

)4

(− cosφ, sinφ),

jzm = −j
(
γc
γ

)2

.

(2.16)

Este conjunto de puntos continuos en el modelo de TC es una consecuencia de
la simetŕıa asociada con la cantidad conservada Λ, en la versión clásica Λc =
(q2 + p2)/2 + jz + j.
Para una mejor visualización de ambos modelos, se expresan la superficies de
enerǵıa en términos de las variables de pseudoesṕın jz y φ. De (2.11) y (2.12) se
obtiene que

√
jωp = (1 − δ)γ

√
j2 − j2

z sinφ y
√
jωq = −(1 + δ)γ

√
j2 − j2

z cosφ;
substituyendo este resultado en el Hamiltoniano, se tiene una expresión semiclásica
para la enerǵıa en función de jz y φ,

E(jz, φ)

ω0j
=
jz
j
− γ2

2γ2
c

(
1− j2

z

j2

)[
1− 4δ

(1 + δ)2
sin2 φ

]
. (2.17)

Para el modelo TC (δ = 0) la superficie de enerǵıa es independiente del ángulo φ.
Las curvas de nivel de las superficie de enerǵıa dada por (2.17) son mostradas en
la figura (2.3) para el modelo de TC y Dicke para valores distintos del parámetro
de acoplamiento. Las variables φ y θ son el ángulo polar y el ángulo azimutal de−→
j medido desde el respectivo polo sur (jz = j cos θ). Debido a la simetŕıa de Λ
del modelo de TC las curvas de nivel son ćırculos para cualquier constante de
acoplamiento. Para factores de acoplamiento pequeños las curvas de nivel para el
modelo de TC y Dicke son prácticamente indistinguibles con curvas circulares que
representan globalmente mı́nimos en el polo sur (θ = 0).

Cuando los valores son superiores a γc, el polo sur se transforma en un máximo
local para el modelo de TC, mientras que para el modelo de Dicke presenta un
punto silla.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 2.3: Curvas de nivel de la superficie de enerǵıa de (2.17) para diferentes
valores de acoplamiento en el modelo de TC (arriba) y Dicke (abajo). Los tonos
obscuros indican valores bajos en la enerǵıa. Las variables usadas del pseudoespin
j son: φ el ángulo polar y θ el ángulo azimutal medido respecto al polo sur (jz =
−j cos θ) [3].

2.2.1. Simetŕıas

La versión cuántica del Hamiltoniano tiene una simetŕıa discreta. El operador
asociado es Π dado por la ecuación (2.3) con eigenvalores ±1. Esta simetŕıa se
refleja en la versión clásica de la función Hamiltoniana (2.10) en la invarianza bajo
la transformación

(φ, q)→ (φ+ π,−q), (2.18)

esto ayuda a simplificar el esfuerzo numérico en el estudio de la dinámica clásica.
La transición de fase cuántica (QPT por sus siglas en ingles) es asociada con la
ruptura de la simetŕıa [37]. En la región super radiante γ > γc, las trayectorias
clásicas asociadas a baja enerǵıa (incluyendo el mı́nimo de enerǵıa de los puntos fi-
jos) tienen una degeneración asociada a que existen dos diferentes trayectorias que
se pueden obtener obtenerse mediante una de ellas por la propiedad de paridad
2.18). Moviéndose hacia arriba en enerǵıa la simetŕıa de paridad es espontánea-
mente restaurada al cruzar la transición de fase de estados excitados (ESQPT
por sus siglas en inglés) cuando ε ≥ −ωo, donde las trayectorias comienzan a ser
invariantes bajo la transformación de paridad. En la figura (2.4), la ruptura es-
pontánea y la restauración de la simetŕıa de paridad es ilustrada por las superficies
de enerǵıa para γ = 2γc (con p = 0), correspondientes a tres enerǵıas diferentes
ε = −1.4ωo,−1.1ωo y −0.5ωo las primeras dos están por debajo la ESQPT y la
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(a) (b)

(c)

Figura 2.4: Superficies de enerǵıa para γ = 2.0 γc, en coordenadas (u = θ cosφ, v =
θ sinφ, q). Tres enerǵıa son mostradas: a) ε = −1.4ω0, b) ε = −1.1ω0 y c) ε = −0.5ω0.

última está por encima. Se considerará en la siguientes superficies (con p = 0) una
exploración de la dinámica del sistema, usando como herramientas la obtención de
las secciones de Poincaré y el cálculo de los exponentes de Lyapunov (en la parte
II de este trabajo se habla en detalle sobre la forma en que obtiene el valor del
exponente de Lyapunov) para un muestreo grande de puntos sobre estas super-
ficies. Las superficies son obtenidas dada la enerǵıa ε para p = 0. Los valores de
la variable q son obtenidos al resolver la ecuación cuadrática h(p = 0, q, j̃z, φ) = ε
que tendrá dos valores diferentes de q.

q±(jz, φ, ε) = −2γ

ω

√
1− j̃z

2
cosφ+

±
√

4γ2

ω2

(
1− j̃z

2
)

cos2 φ+
2

ω

(
ε− ω0j̃z

)
.

(2.19)

por lo tanto la variable q está descrita en términos de la variable φ, jz para una
enerǵıa dada [38].

2.2.2. Ĺımites integrables

El Hamiltoniano (2.10) es integrable en los ĺımites en los que γ = 0, ω0 = 0
ó ω = 0.

1. Para el acoplamiento (γ = 0), el Hamiltoniano es independiente de la varia-

ble φ, i.e.
∂H

∂φ
= 0 por lo que jz es una constante de movimiento.

2. En el caso ω = 0, el Hamiltoniano es independiente de la variable p, lo que
implica que q̇ = 0 y q es constante de movimiento.

3. Cuando ω0 = 0 una transformación canónica (jz, φ) → (jx, φx), con φx
el ángulo azimutal en el plano z-y puede ser propuesta. La nueva función
Hamiltoniana es

H =
ω

2

(
q2 + p2

)
+ 2γ q j̃x, (2.20)
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independiente de la variable angular φx, por lo que jx es una constante de
movimiento. La función Hamiltoniana es equivalente a realizar un desplaza-
miento en el oscilador armónico

q′2 + p2 =
2H

ω
+

4γ2j′2z
ω2

, (2.21)

donde q′ = q +
2γ j′z
ω

.

En todos los casos anteriores el Hamiltoniano efectivo se reduce a un sistema
conservativo en una dimensión H = H(p, q) ó H = H(j̃z, φ), de esta forma siempre
será integrable y no tendrá ninguna dinámica caótica en estos ĺımites [38].

2.3. Solución numérica del Hamiltoniano cuánti-

co

Como se ha mencionado anteriormente el modelo no es integrable en su forma
cuántica y no tiene una solución anaĺıtica que describa el espectro de autoestados.
Sin embargo, en forma numérica es posible abordar este problema, de aqúı se pue-
de trabajar directamente empleando estados de Fock |n〉 y estados de pseudoesṕın
|j,m〉, lo que resulta ser un problema que se complica al ser llevado a un entorno
computacional debido a que la cantidad de estados que se pueden construir re-
quiere recursos extensos de computo y los resultados que muestra esta base son
deficientes para los fines buscado en el ĺımite semiclásico (i.e. j un valor grande).
Por ello los resultados expuestos en esta tesis doctoral, fueron calculados usando
lo que se conoce como la base coherente eficiente [39].

2.3.1. Base Coherente Eficiente

Como se ha mostrado en la sección previa, uno de los ĺımites integrables del
modelo de Dicke ocurre cuando ω0 → 0. Con el f́ın de hacer evidente este ĺımite
desde el punto de vista cuántico, se tomará la siguiente transformación:

A† = a† +GJx y A = a+GJx, (2.22)

donde G = 2γ

ω
√
N . Sustituyendo en 2.2, se obtiene:

HD = ω(A†A−G2J2
x) + ω0Jz. (2.23)

Al rotar los operadores de pseudoesṕın colectivos sobre el eje y un ángulo de π/2
(Jx, jy, Jz)→ (J ′z, J

′
y,−Jx), se tiene

HD = ω(A†A−G2J ′2z )− ω0J
′
x, (2.24)

si ahora de considera ω0 → 0:

H0
D = ω(A†A−G2J ′2z ). (2.25)
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Del Hamiltoniano H0, se puede construir una base entre los estados de número
A†A y los estados que corresponden a los operadores de pseudoesṕın, de forma
que los eigenestatods de dicho Hamiltoniano son: |Ψ0〉 = |N ; j,m′〉. Donde

A†A|N ; j,m′〉 = N |N ; j,m′〉,
J ′z|N ; j,m′〉 = m′|N ; j,m′〉, (2.26)

J2|N ; j,m′〉 = j(j + 1)|N ; j,m′〉,

tal que |N ; j,m′〉 = |N ; j,mx〉, por otro lado la acción del operador A sobre el
estado con N = 0 es A|N ; j,m′〉 = 0, pero esto conlleva a la siguiente implicación,

a|N ; j,m′〉 = −Gm′|N ; j,m′〉, (2.27)

por lo que el estado de vaćıo de los operadores A† y A es un eigenestado del opera-
dor a con valor propio −Gm′, es decir es un estado coherente en la base de Fock.
Entonces, los estados Fock se pueden interpretar como excitaciones del operador
de número A†A sobre un estado coherente. Este resultado permite construir una
base nombrada la base coherente eficiente, la cual permite realizar procesos de
diagonalización mas efectivos que la que produce la base de Fock.
Los elementos de matriz del Hamiltoniano de Dicke en la base coherente eficiente
se pueden calcular la siguiente manera:

〈N ′; j,m′x|HD|N ; j,mx〉 = ω
(
N −G2m2

x

)
δN ′,Nδm′x,mx +

−ω0

(√
j(j + 1)−m(m+ 1)δm′,m+1〈N ′,m′x|N,mx + 1〉b+ (2.28)√
j(j + 1)−m(m− 1)δm′,m−1〈N ′;m′x|N,mx − 1〉b

)
.

Las superposiciones de 〈N ′,m′x|N,mx〉b se pueden obtener de la relación B.1, de
este modo,

〈N ′; j,m′|N ; j,m〉b =


(−1)N

′
DN ′,N si m > m′

(−1)NDN ′,N si m < m′

δN ′,N si m = m′
(2.29)

y de acuerdo a B.2:

DN ′,N = e−(G|m−m′|)2/2
mı́n(N ′,N)∑

k=0

√
N ′!N !

(N ′ − k)!(N − k)!k!

(
(−1)k(G|m−m′|)N+N ′−2k

)
.

(2.30)
La dimensión de las matrices para la base coherente eficiente será de dimensión

((2j + 1)(Nmax + 1))2, con Nmax el truncamiento que será elegido en función de
la cantidad de estados a analizar o calcular para diversos fines como lo es la
construcción de estados coherente, etc.
En especifico para muchos problemas cuánticos una dificultad que se presenta, es
la de calcular efectos de interés para un número de part́ıculas muy grande, ya que
computacionalmente se requiere de un esfuerzo muy grande, y por lo general se
requieren técnicas de computo de alto nivel o de supercómputo.
En base a la construcción de la diagonalización mostrada por la base coherente
eficiente, la cantidad de (2j + 1)(Nmax + 1) eigenestados que se necesiten para
realizar algún cálculo requiere una capacidad de memoria RAM para poder ser
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calculados.
El programa que se ha implementado para la resolución de HD, se puede consultar
en el Apéndice C.2. La siguiente imagen muestra los requerimientos de cómputo en
función del número de eigenestados construidos, notese que dicha gráfica está en
escala logaŕıtmica para la cantidad de memoria RAM necesaria como mı́nimo.

Figura 2.5: Requerimientos de computo (memoria RAM mı́nima) necesarios para obte-
ner un determinado numero de eigenestados del Hamiltonianno de Dicke al usar la base
coherente eficiente.
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Parte II

Cuantificadores de caos clásico y
caos cuántico en el Modelo de

Dicke
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Caṕıtulo 3

Caos clásico en el modelo de
Dicke

“El azar no es más que la medida de la ignorancia del hombre.”

-Henri Poincaré-.

3.1. Exponente de Lyapunov en el modelo de

Dicke

Las variables que se han usando en el análisis de las simetŕıas y los ĺımites inte-
grables del Hamiltoniano (2.10) son más estables numéricamente al ser integradas
las ecuaciones de movimiento en el espacio fase cuando se introduce un conjun-

to de nuevas variables canónicas en el sector atómico P̃ = −j
√

2(1 + j̃z) sinφ y

Q =
√

2(1 + j̃z) cosφ, tales que satisfacen {P̃ , Q} = −1. Definiendo P = P̃ /j, el

Hamiltoniano clásico se puede escribir como

hcl =
ω0

2

(
Q2 + P 2

)
+
ω

2

(
q2 + p2

)
+ 2γ q Q

√
1− 1

4
(Q2 + P 2)− ω0. (3.1)

Debido a que el interés de este trabajo es analizar el caos presente en el modelo
de Dicke que es un modelo autónomo Hamiltoniano, para evaluar las propiedades
mencionadas anteriormente sobre el espectro de Lyapunov se realizaron muestreos
en espacio fase para diferentes parámetros escogidos en el modelo.
En el modelo de Dicke x = (q,Q, p, P ) donde se tiene un sistema con d = 2 es decir
tiene un sistema dinámico con cuatro ecuaciones diferenciales acopladas. Usando
(3.1), las ecuaciones dinámicas F (x) y la matriz Jacobiana DxF (x):

F (x) =


−γQ

√
4− P 2 −Q2 − q ω

pω
γ qQ2√

4−P 2−Q2
− γ q

√
4− P 2 −Q2 −Qω0

P ω0 − γPqQ√
4−P 2−Q2

, (3.2)
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(a) (b)

Figura 3.1: Trayectorias con condición inicial xr en las variables canónicas (q, p) y
(Q,P ).

DxF (x) =



0 −ω γPQ√
−P 2−Q2+4

γ(P 2+2Q2−4)√
−P 2−Q2+4

ω 0 0 0

0
γ(P 2+2Q2−4)√
−P 2−Q2+4

− γP(P 2−4)q
(−P 2−Q2+4)3/2

−γqQ(3P 2+2(Q2−6))
(−P 2−Q2+4)3/2

− ω0

0 − γPQ√
−P 2−Q2+4

γqQ(Q2−4)
(−P 2−Q2+4)3/2

+ ω0
γP(P 2−4)q

(−P 2−Q2+4)3/2


.

(3.3)
Utilizando (3.2) y (3.3) se puede encontrar el LCE en base a las ecuaciones dadas
por (1.3) con las respectivas sus condiciones iniciales. En el apéndice C.1 se detalla
el método empleado para resolver las ecuaciones aśı como el software utilizado.

3.1.1. Trayectorias regulares y caóticas

A continuación se presentan ejemplos representativos de trayectorias con dinámi-
ca regular y caótica asociadas con sus respectivas secciones de Poincaré. El caso
que se ha seleccionado es ε = −1.4ω0 y ω = ω0. Dos condiciones iniciales son
mostradas, una regular con λ = 0 y una segunda caótica con λ ∼ 0.5.

Exponente de Lyapunov λ = 0

La trayectoria con condición inicial xr = (0, q(ε), 0, 0.707) exhibe dinámica
regular como se puede apreciar en la proyección de las variables (q, p) y (Q,P )
mostrada en la Figura 3.1.

La correspondiente sección de Poincaré para las variables canónicas (Q,P ) es
presentada en la Fig. 3.2. Esta está restringida sobre un área en el espacio fase que
cualitativamente se identifica como regular. El máximo exponente de Lyapunov a
lo largo de esta trayectoria es 0.0007, pequeño respecto al ĺımite numérico λmin =
0.002, y por esta razón es asociada la trayectoria con un exponente de Lyapunov
nulo identificándola como una órbita regular.

Exponente de Lyapunov λ ∼ 0.05

La trayectoria con condición inicial xc = (0, q(ε), 0.6481,−1.371) tiene un ex-
ponente de Lyapunov λ ∼ 0.05. En la Fig. 3.3 se observa la tendencia de la
trayectoria a cubrir el espacio fase de una forma densa, muy diferente al caso
anterior, y corresponde a la sección de Poincaré de esta trayectoria, la cual se
puede apreciar en la Fig. 3.4. La sección de Poincaré correspondiente a la trayec-
toria xc presenta dispersión de la trayectoria en el espacio (Q,P ), la dispersión
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Figura 3.2: Sección de Poincaré para la trayectoria con condición inicial xr en las
variables canónicas (Q,P ).

(a) (b)

Figura 3.3: Trayectorias con condición inicial xc en las variables canónicas (q, p) y
(Q,P ).

de puntos en la sección de Poincaré es una forma cualitativa de caracterizar la
trayectoria como caótica. El exponente de Lyapunov para esta condición inicial
es λ ∼ 0.05, que definitivamente es mucho mayor que el valor de corte 0.002, por
lo que cuantitativamente la trayectoria es caótica.

3.1.2. Evaluación de exponentes de Lyapunov

Separación entre trayectorias

En el modelo de Dicke el espacio fase es construido por cuatro coordenadas
generalizadas (p, q, P,Q). La distancia geométrica entre dos trayectorias x1(t) y
x2(t), dx(t) ≡ |x2(t) − x1(t)| puede crecer en el tiempo hasta alcanzar un valor
máximo en el que esta distancia oscilará alrededor de este valor. Por otro lado la
separación en el espacio tangente δx(t), definida en la Ec. (1.5), no está acotada
y es empleada en la evaluación del exponente de Lyapunov.

En la Fig 3.5 ambas separaciones son mostradas, en escala logaŕıtmica, para
una trayectoria regular (izquierda) y para otra caótica (derecha). La separación
de la condición inicial es dx0 ∼ 10−6. En el caso regular las dos trayectorias están
siempre una cerca de la otra y ambas distancias son muy pequeñas en cualquier
tiempo. La distancia en el caso caótico claramente diverge, la distancia geométrica
se satura a un tiempo t ∼ 150, mientras la separación en el espacio tangente crece
exponencialmente.
La inclinación de la separación en el espacio tangente, en escala logaŕıtmica, de-
fine los exponentes de Lyapunov. Los valores numéricos son estimados con una

39



3.1. EXPONENTE DE LYAPUNOV EN EL MODELO DE DICKE

Figura 3.4: Sección de Poincaré para la trayectoria con condición inicial xc en las
variables canónicas (Q,P ).

regular caótica

Figura 3.5: Distancia geométrica dx(t) (negro) y separación δx(t) (rojo) en escalas
logaŕıtmicas entre dos trayectorias cercanas, en un régimen regular (izquierdo) y un
régimen caótico (derecho).
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regular caótica

Figura 3.6: Convergencia del LCE como función del tiempo, para trayectoria regular
(izquierda) y caótica (derecha).

regresión lineal en el intervalo (0, t) (ver Fig. 3.6) para tiempos de hasta 5000. El
exponente de Lyapunov converge a λ = 0.0007 (consistente con Lyapunov nulo),
y para la trayectoria caótica converge a λ = 0.05201. Para ambas trayectorias el
tiempo de convergencia es del orden de 500 como se aprecia en la Fig. 3.6.

Muestreo sobre la vecindad dada una condición inicial

En la subsección anterior un par de ejemplo fueron mostrados en los que dos
trayectorias cercanas diverǵıan exponencialmente en la evolución del tiempo y
las otras dos permenećıan cercanas entre śı. Al estimar el exponente de Lyapu-
nov para una condición inicial dada, miles de trayectorias son seleccionadas con
condiciones iniciales cercanas en una vecindad muy pequeña de la que se está es-
tudiando. Estas condiciones cercanas a alguna condición de interés se construyen
seleccionando 10000 puntos aleatorios en el espacio fase en las variables (p, q, P,Q)
con una distribución normal centrada en la condición inicial de interés xi(0) con
dispersión del orden de 10−6, como se muestra en las imágenes de la Fig. 3.7. En

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 3.7: Histogramas de las variaciones hechas sobre la condición inicial xi(0) en las
variables canónicas al rededor de las condiciones iniciales: xr (arriba) y xc (abajo).

la Fig. 3.8 los histogramas de la distribución del exponente de Lyapunov sobre la
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regular caótica

Figura 3.8: Histograma de los valores obtenidos en el muestreo de los exponentes de
Lyapunov, para trayectoria regular (izquierda) y caótica (derecha).

(a) (b) (c)

Figura 3.9: Distribución de probabilidad del exponente de Lyapunov, evaluado en tres
tiempos diferentes enerǵıas ε = −1.4ω0 (a), ε = −1.1ω0 (b) y ε = −0.5ω0 (c), para tres
escalas de tiempo tf para cada trayectoria con condición inicial x(0) = (0, q(ε), 0, 0.948).

condición inicial xr (izquierda) y xc (derecha) son mostrados en las que la estabi-
lidad del método es claramente confirmada, las distribuciones están confinadas a
una pequeña región para el valor del LCE, con dispersión en el cuarto d́ıgito.

λ a lo largo de la trayectoria

Como el valor del LCE depende de la condición inicial, éste puede ser evaluado
para diferentes puntos a lo largo de una trayectoria. Los valores obtenidos son en
general cercanos, con una distribución como se muestra en la Fig. 3.9. Los tres
ejemplos presentados son caóticos, con enerǵıas ε = −1.4ω0 (a), ε = −1.1ω0 (b)
y ε = −0.5ω0 (c) y exponentes de Lyapunov λ ≈ 0.04 ± 0.01, 0.11 ± 0.01 y
0.30±0.01, respectivamente. Los puntos a lo largo de la trayectoria son evaluados
en tres escalas de tiempo diferentes, de ti = 0 a tf = 10, 100 ó 1000 mostrados
con diferentes colores. Puede verse que las distribuciones son independientes de la
escala de tiempo y que su dispersión es de orden de 0.01.

Con el desarrollo del Hamiltoniano clásico del modelo de Dicke (2.10) (ver
parte I), un propósito de interés es analizar las diferentes zonas de estabilidad
o inestabilidad en función de los diferentes parámetros del modelo. Por lo que
se realizó un estudio de secciones de Poincaré y del exponente de Lyapunov a
continuación.

3.2. Secciones de Poincaré y exponentes de Lya-

punov

Al determinar la presencia de regularidad o caos en el sistema clásico, se em-
plearon secciones de Poincaré como una estimación cualitativa y el exponente de
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Lyapunov como una medida cuantitativa del caos [4, 7]. Una descripción detalla-
da del procedimiento para obtener el exponente de Lyapunov está en la sección
1.1.2 de este trabajo. Las trayectorias clásicas son obtenidas mediante integración
numérica de las ecuaciones de movimiento.
En la figura 3.10, la sensibilidad de las condiciones iniciales es mostrada mediante
dos trayectorias que comienzan a evolucionar con condiciones iniciales muy cerca-
nas entre śı. Estas se comienzan a separar para t ∼ 50, teniendo comportamientos
diferentes a tiempos mas grandes.
Cuando la divergencia entre las trayectorias es exponencial en el espacio tangente
del espacio fase, el máximo exponente de Lyapunov es asociado con un punto
espećıfico del espacio fase (condición inicial) e indica una naturaleza caótica.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.10: Soluciones de variables canónicas contra el tiempo para dos trayectorias
cercanas entre śı, para ε = −1.4ω0, γ = 2γc, con condición inicial (p0, q0, P0, Q0) =
(0, q+(ε), 0.648, 1.371)

La superficie de interés es definida por el plano p = 0, y puede expresar-
se en términos de las variables Q − P mediante la conservación de la enerǵıa
hcl(p = 0, q, P,Q) = ε. Al escoger un amplio muestreo de órbitas que atraviesan
la superficie de enerǵıa éstas se intersectan con esta superficie definiendo las sec-
ciones de Poincaré.
Las trayectorias clásicas con enerǵıas muy cercanas al estado base son regulares,
estas trayectorias pueden ser descritas por la aproximación cuadrática, donde el
Hamiltoniano es integrable considerando pequeñas oscilaciones alrededor de la
configuración de mı́nima enerǵıa [1].
Cuando la enerǵıa se incrementa la aproximación cuadrática se rompe y aparecen
trayectorias caóticas para alguna enerǵıa de excitación εch que depende del factor
de acoplamiento, para ε > εch una región de caos suave es caracterizada, y las
regiones completamente caóticas se observan a altas enerǵıas de excitación tanto
en la fase normal como en la fase superradiante [3].
La figura 3.11 a) muestra las regiones de enerǵıa en términos del factor de acopla-
miento γ. Los tres puntos representan tres valores de enerǵıa de excitación, ε =
−1.4ω0 (naranja), ε = −1.1ω0 (rojo) y ε = −0.5ω0 (verde), para γ = 2 γc, ω = ω0

donde se concentró la primer parte de este análisis. La figura 3.11 b) muestra en
un código de colores, las curvas de nivel de cada superficie de enerǵıa en variables
canónicas (Q,P ).

En la figura 3.12 se presentan secciones de Poincaré y exponentes de Lyapunov
para algunas enerǵıas ε = −1.4ω0, −1.1ω0 y −0.5ω0, para γ = 2 γc en resonancia
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(a) (b)

Figura 3.11: Puntos de análisis (a) para γ = 2 γc, ω = ω0 y ε = −1.4ω0 (naranja),
ε = −1.1ω0 (rojo), ε = −0.5ω0 (verde). La curva azul representa la enerǵıa de estado
base como función del factor de acoplamiento γ. (b) Curvas de nivel de ε en variables
canónicas (Q,P ), para valor de acoplamiento γ = 2 γc y ε = −1.4ω0 (naranja), ε =
−1.1ω0 (rojo), ε = −0.5ω0 (verde).

(ω = ω0), como función de Q y P .

En todos los casos, las secciones de Poincaré caóticas tienen un exponente de
Lyapunov diferente de cero, cuantificando de esta manera la presencia de caos del
sistema a diferencia de las secciones de Poincaré que dan información cualitativa
sobre la dinámica. Para ε = −1.4ω0 caos y regularidad coexisten, cuando la
enerǵıa aumenta las islas de estabilidad se hacen más pequeñas, a enerǵıas mayores
se muestra que estas islas desaparecen y cada trayectoria atraviesa todo el espacio
fase accesible.
El exponente de Lyapunov es calculado para un muestreo grande uniformemente
distribuido sobre el espacio fase accesible, y se estima el porcentaje de caoticidad
tomando la cantidad de puntos con exponentes de Lyapunov diferentes de cero
(en la práctica mayor que λmin = 0.002) sobre el total de puntos del muestreo.
De esta forma se puede calcular el promedio del exponente de Lyapunov para
cada valor de enerǵıa. Ambas medidas son reflejo del caos presente en el sistema
como función de la enerǵıa, cuantificando la transición de una región regular de
baja enerǵıa a un régimen ergódico a enerǵıas mayores. En el caso γ = 2γc en
resonancia ω = ω0 en la figura 3.13 se muestran resultados relevantes para este
parámetro.

Como era de esperar, para valores cercanos a la enerǵıa mı́nima ε0 el porcentaje
de caoticidad es nulo, para valores cercanos a ε ∼ −1.7ω0, este valor incrementa,
y cuando el valor de la enerǵıa se aproxima a ε ∼ −1.2ω0 llega a un valor de
saturación. El promedio del exponente de Lyapunov presenta un comportamiento
semejante: para valores menores a ε ∼ −1.2ω0 el valor de λ es cercano a cero, y
para los demás casos aumenta monotonamente.

3.3. Distribución de los exponentes de Lyapunov

El exponente de Lyapunov, es definido por la ecuación 1.2 y depende solo de
las condiciones iniciales x(0) en el espacio fase. Si se sigue una trayectoria y se
recalcula el exponente de Lyapunov considerando una nueva condición inicial al
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(a) (b) (c)

Figura 3.12: Secciones de Poincaré (arriba) y exponentes de Lyapunov (abajo) en pro-
yección de variables (Q, P ), para γ = 2 γc y ε = −1.4ω0 (a), ε = −1.1ω0 (b), ε = −0.5ω0

(c). En las secciones de Poincaré los diferentes colores están asociados a diferentes tra-
yectorias. Para el exponente de Lyapunov el código de colores se encuentra en la barra
de abajo de cada imagen. Las zonas azules indican regiones regulares.

Figura 3.13: Porcentaje de caos y promedio del exponente de Lyapunov en espacio fase
con acoplamiento γ = 2γc en resonancia.
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(a) (b) (c)

Figura 3.14: Distribución de probabilidad (arriba) para el LCE de tres diferente su-
perficies de enerǵıa en el respectivo espacio fase, (abajo) distribución de probabilidad
de tres trayectorias con condición inicial x̄1(0) = (po, qo, Po, Qo) = (0, q(ε), 0, 0.948),
x̄2(0) = (0, q(ε), 0, 0.707), x̄3(0) = (0, q(ε), 0, 0.547) para ε = −1.4ω0 (a), ε = −1.1ω0

(b) y ε = −0.5ω0 (c).

tiempo t, se obtiene en general un mismo valor si el sistema es completamente
ergódico [8]. En este caso puede asociarse un exponente de Lyapunov a cada pun-
to del espacio fase, y al conjunto de puntos dada una trayectoria.
La distribución de exponentes de Lyapunov en el espacio accesible es mostrada
en la Fig. 3.14 las tres enerǵıas representativas mencionadas anteriormente. Pa-
ra las dos últimas enerǵıas la distribución es semejante y las varianzas son muy
pequeñas. Para la enerǵıa mas alta ε = −0.5ω0, el porcentaje de caos es muy
cercano al 100 % y el promedio del exponente de Lyapunov es λ = 0.301. Para
enerǵıa intermedia ε = −1.1ω0, pequeñas islas de estabilidad están presentes,
dado un porcentaje de caoticidad cercano a 97.5 % y el promedio del exponen-
te de Lyapunov es λ ∼ 0.111. Estos resultados son consistentes con el valor de
volumen de espacio fase ergódico como puede verse en la Fig. 3.12. Finalmente,
para enerǵıas muy bajas se muestra en el caso ε = −1.4ω0 en el espacio fase una
mezcla que contiene regiones regulares y caóticas. Como consecuencia la distribu-
ción de los exponentes de Lyapunov presenta varios máximos locales incluyendo
λ = 0 asociado con las trayectorias que son regulares. Las regiones caóticas cubren
el 51.1 % del espacio fase accesible y el promedio del exponente de Lyapunov es
0.014.
A altas enerǵıas la ergodicidad hace acto de presencia, sobre la distribución de los
exponentes de Lyapunov.
Como se aprecia en la figura 3.14 (arriba) los exponentes de Lyapunov tienen
diferentes distribuciones para tres trayectorias diferentes en cada enerǵıa. Sin em-
bargo para las dos enerǵıas mayores, las distribuciones sobre cada trayectoria y
sobre el espacio fase son prácticamente idénticas, a enerǵıas bajas para el caso con
mezcla, las distribuciones vaŕıan drásticamente para cada una de las trayectorias
sobre el espacio fase accesible.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.15: Mapeo del exponente de Lyapunov sobre superficie de enerǵıa (izquierda),
porcentaje de caóticidad (derecha) para diferentes valores de ω: ω = ω0/4 (arriba),
ω = ω0 (centro), ω = 4ω0 (abajo).

3.4. Mapas de caos en espacio γ y ε

El análisis presentado en la sección previa para γ = 2γc en resonancia ω = ω0 es
extendido en esta sección para un intervalo de acoplamiento γ ∈ [0, 3γc] para tres
diferentes grupos de frecuencias de q-bits y bosones: ω = ω0/4, ω = ω0 y ω = 4ω0.
Se calcula el porcentaje de caos y el valor promedio del exponente de Lyapunov
sobre el espacio accesible para enerǵıas dadas. Los resultados de estos cálculos son
mostrados en mapas completos para el modelo de Dicke y son presentados en la
Fig. 3.15, de acuerdo a [38].

3.4.1. Caos y QPT

Una caracteŕıstica en los tres mapeos es la existencia un régimen con el ex-
ponente promedio de Lyapunov y porcentaje de caoticidad cero a enerǵıas bajas
y para cualquier acoplamiento, y de la misma manera a enerǵıas altas y acopla-
mientos cercanos a cero. Como se mencionó anteriormente, estos resultados son
esperados debido a que γ = 0 es un ĺımite integrable del modelo y por otro lado
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en el régimen de enerǵıas bajas puede ser aproximado por un ĺımite integrable,
ya que las oscilaciones pequeñas están presentes a enerǵıas cercanas a la enerǵıa
mı́nima.
La aproximación cuadrática es posible para cualquier acoplamiento en una ve-
cindad del estado base excepto para el valor de acoplamiento cŕıtico, donde los
términos cuadráticos desaparecen en la aproximación a oscilaciones pequeñas. La
región caótica se aproxima a la región del parámetro cŕıtico sin llegar a tocarla
como se observa en el acercamiento que se tiene para el caso resonante ω = ω0

de esta forma se ve cuantitativamente que el punto cŕıtico para ω = ω0 no posee
dinámica caótica.
El rompimiento de la aproximación cuadrática es una condición necesaria pero
no suficiente para la presencia de caos. El caso de la figura ω = ω0/4, mostrado
en la Fig. 3.15 ejemplifica claramente esto. Es interesante que para los otros dos
casos, el rompimiento de la aproximación cuadrática en el acoplamiento cŕıtico
conduce directamente al régimen caótico, que parece apuntar en la dirección de
una conexión entre el fenómeno de caos y QPT. Sin embargo, el caso ω = ω0/4
es un contra ejemplo que indica la relación entre este par de fenómenos, no es
como se pensaba [1]. Los resultados presentados muestran que la relación entre
caos y QPT en el modelo de Dicke dependen fuertemente de las frecuencias de
interacción (ω y ω0): regiones caóticas a bajas enerǵıas no son posibles excepto
para valores cercanos al acoplamiento cŕıtico, sin embargo esto no implica que en
este punto exista, pues depende de las frecuencias de los modos de interacción.
El caso ω = 4ω0 muestra un comportamiento interesante que no se presenta en
los otros dos casos. Para ω = ω0/4 y ω = ω0, el caos aparece en las regiones con
valores de enerǵıa de excitación altos, en la fase normal (γ < γc), pero en el caso
ω = 4ω0, el caos aparece en zonas de enerǵıa muy alta para la fase normal tan
pronto se acerca al punto de acoplamiento cŕıtico. Por lo tanto, el rompimiento de
la aproximación cuadrática en el valor del acoplamiento cŕıtico es exhibido como
una condición necesaria pero no suficiente para la presencia de caos.
Para profundizar en la relación entre caos y QPT en el modelo de Dicke se analiza
en la Fig. 3.16 la dependencia de las frecuencias de los modos ω y ω0 para el
valor de acoplamiento cŕıtico γ = γc y diferentes valores de enerǵıa de excitación
ε cerca del estado base de enerǵıa ε0. Los diferentes grupos de puntos represen-
tan el caos presente para varias enerǵıas en la vecindad de ω = ω0. La curva
superior (roja) muestra que para una enerǵıa ε = −0.8ω0 el caos está presente
en un rango para ω ∈ (0.8ω0, 1.8ω0). Al ir más abajo en enerǵıa la curva naranja
con ε = −0.9ω0 muestra que las regiones caóticas están restringidas en un rango
ω ∈ (0.9ω0, 1.4ω0). Para enerǵıas menores que ε = −0.95ω0 todas las trayectorias
son regulares, no hay caoticidad.

Otra forma de estudiar la presencia de caos cercano a la vecindad de la QPT
es fijar una frecuencia de los modos no interactuantes (ω = ω0) y dar un estudio
detallado en la región de las enerǵıas cercanas al estado base y valores de acopla-
miento γ cercanos del valor cŕıtico γc, estos acercamientos de los mapeos previos
son mostrados en la figura 3.17, esto confirma que alrededor de la región de la
QPT el sistema es regular, y que no hay una relación directa entre QPT y caos
en el caso resonante.
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(a) (b)

Figura 3.16: Promedio del exponente de Lyapunov (izquierda) y porcentaje de caotici-
dad (derecha), graficas en función de la enerǵıa de los fotones ω para γ = γc y valores
diferentes valores de enerǵıa de excitación ε cerca del estado base ε0.

(a) (b)

Figura 3.17: Acercamiento del mapeo del exponente de Lyapunov sobre superficie de
enerǵıa (izquierda), porcentaje de caóticidad (derecha) para diferentes valores de ω = ω0.

3.4.2. Caos y ESQPT

Como se ha mencionado, en [40] se sugiere que el caos presente en el modelo
de Dicke está más relacionado con la ESQPT que con la QPT. La ESQPT es
indicada en el mapeo de la Fig. 3.15 por las lineas segmentadas horizontales.
Como en el caso de la QPT, la relación entre el caos y la ESQPT es realmente
débil, aunque en los casos (ω = ω0 y ω = 4ω0) parece estar presente. En el caso
resonante ω = ω0, la región caótica aparece antes de la enerǵıa de la ESQPT
(ε < εc = −ω0) para γ > γc, donde el caos duro (100 % de caoticidad) ocurre
a enerǵıas cercanas a la enerǵıa cŕıtica (ε = −ω0). Sin embargo en los otros dos
casos, particularmente en el caso ω = ω0/4 la presencia de caos en el régimen de
caos duro no está relacionada con la ESQPT. En conclusión se muestra que la
relación entre caos (y caos duro) y la ESQPT es fuertemente dependiente de los
parámetros que se toman en el modelo y no hay entre śı una relación establecida.
Como se mencionó anteriormente la ruta al caos amerita un estudio detallado
para clarificar por que en algunos casos el caos duro (y ergodicidad) aparecen a
enerǵıas cercanas a la enerǵıa cŕıtica de la ESQPT.

49



3.4. MAPAS DE CAOS EN ESPACIO γ Y ε

50



Caṕıtulo 4

Ruta al caos cuántico

“No es la posesión de la verdad, sino el éxito que llega luego de la búsqueda, donde el buscador

se enriquece con ella.”

-Max Planck-.

La ruta al caos puede asociarse al incremento de enerǵıa o al cambio de valores
en los parámetros del modelo como se observó en el caṕıtulo previo. En este
caṕıtulo se hace un análisis entre las formas en que se presenta el caos en las
respectivas naturalezas, cuántica y clásica.

4.1. Bifurcación en las frecuencias fundamenta-

les

Una forma en la que se puede apreciar la regularidad o el caos es emplear
diagramas de bifurcación en especial cuando se analiza el espectro de potencias.
En un régimen regular el espectro de potencias presenta la participación de po-
cas frecuencias representativas las cuales son asociadas a las órbitas regulares en
el espacio fase. Por otro lado en el régimen caótico es muy común la aparición
de frecuencias que no presentan alguna estructura entre ellas, esto propicia un
comportamiento no predecible en las órbitas en el espacio fase, el tiempo en el
que el grado de predictibilidad se rompe es conocido como tiempo de Lyapunov
tλ = 1/λ.
El espectro de potencias sobre cualquier variable o(t) es calculado en función de
la transformada de Fourier:

PS(Ω) =

∣∣∣∣∫ ∞
0

o(t)e−iΩtdt

∣∣∣∣2 , (4.1)

y esta da información sobre la participación de frequencias Ω asociadas a la dinámi-
ca de o(t).
El modelo de Dicke presenta dos frecuencias principales en el estado base (ver Fig.
4.1) en términos del parámetro γ [41]. Esto es totalmente consistente con el ĺımite
a bajas enerǵıas ya que el modelo es integrable como se demostró anteriormente.

A enerǵıas superiores la dinámica no-lineal introduce la aparición de otras fre-
cuencias y no es posible encontrarlas en forma anaĺıtica como ocurre con el estado
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Figura 4.1: Frecuencias caracteŕısticas en el estado base: Bajas frecuencias (Lineas
segmentadas) y Frecuencias altas (Linea sólida) dadas por las ecuaciones (A.2) y (A.4)
respectivamente, la linea amarilla representa el parámetro de acoplamiento critico de la
QPT.

base o a bajas enerǵıas. Para ello se recurre a métodos numéricos para calcular la
participación de estas frecuencias. En especial se calcula a continuación el espec-
tro de potencias para la variable q(t) empleando condiciones iniciales espećıficas
en función de la enerǵıa y del parámetro de acoplamiento como se aprecia en la
figura 4.2. En la figura 4.2, la aparición de nuevas frecuencias cuando ε/ω0 ' −1.2

Figura 4.2: Espectro de potencias en términos de la enerǵıa ε/ω0, para la variable q(t)
con condiciones iniciales dadas por el camino azul en la Fig. 4.3.

y para enerǵıas mayores a ε/ω0 ' −0.8, es un comportamiento relacionado con la
aparición de caos debido a que las frecuencias principales comienzan a bifurcar en
muchas otras y este comportamiento depende de las condiciones iniciales que se
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estén considerando debido a su sensibilidad.
La condición inicial dada en términos de la enerǵıa espećıfica ε, está dada por:

(p(0), q(0), jz(0), φ(0)) = (0, q+(ε), jz, 0)), (4.2)

donde el valor q+(ε) es determinado al resolver (3.1). Se consideran tres caminos
diferentes en la condición inicial sobre jz con γ = 2γc y resonancia (ω = ω0 = 1).
Los primeros dos caminos son tomados al considerar el valor máximo y mı́nimo
del valor promedio de la variable clásica jz(t) para cada enerǵıa ε, donde el valor
promedio de la variable jz(t) es obtenido como,

〈jz〉 = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

jz(t)dt. (4.3)

El tercer camino es considerado para el valor de jz constante (jz = −(γc/γ)2). Los
caminos mencionados se pueden apreciar en la figura 4.3.

Figura 4.3: Valores de la condición inicial jz(0), puntos rojos y azules son el mı́nimo y
el máximo del valor 〈jz〉 para cada superficie de enerǵıa (la expresiones que determinan
dichos valores están en el Apéndice A.3), los puntos verdes son para jz = −0.25, la linea
punteada rosa representa la enerǵıa de la ESQPT. Todos los caminos sobre la enerǵıa
tienen un paso de tamaño ∆ε/ω0 = 0.01.

Para un estudio extendido en la bifurcación en términos de las frecuencias
en función de la enerǵıa, se muestran a continuación las gráficas del espectro
de potencias (PS) en comparación de la frecuencia para tres enerǵıas espećıficas
ε/ω0 = −1.8, −1.1, −0.5.
En la figura 4.4 (camino azul) a una enerǵıa ε/ω0 ' −1.2 aparece un pequeño
indicio de un comportamiento caótico que después se sigue con un comportamiento
regular y a la enerǵıa ε/ω0 ' −0.8 el caos regrese en forma extensa sobre enerǵıas
más grandes. Por otro lado el camino verde de la figura 4.5 presenta regularidad
a bajas enerǵıas y en la zona ε/ω0 ' −1.5± 0.1 el exponente de Lyapunov fluctúa
en una mezcla de regularidad y caoticidad, sin embargo a enerǵıa superiores el
sistema presenta caos como en el caso anterior. Finalmente el caso que toma el
camino rojo exhibe ε/ω0 ' −1.2 como se puede ver en la figura 4.6.
En general los espectros de potencias son consistentes con una dinámica regular
a bajas enerǵıas y a altas enerǵıas el sistema presenta caos en su dinámica.
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Figura 4.4: Espectro de potencias PS de la variable q(t) con condición inicial dada por
(4.3) (puntos azules), con (a) ε/ω0 = −1.8, (b) ε/ω0 = −1.1 y (c) ε/ω0 = −0.5, en el
lado derecho la relación entre PS con los exponentes de Lyapunov λ.

Figura 4.5: Espectro de potencias PS de la variable q(t) con condición inicial dada por
(4.3) (puntos verdes), con (a) ε/ω0 = −1.8, (b) ε/ω0 = −1.1 y (c) ε/ω0 = −0.5, en el
lado derecho la relación entre PS con los exponentes de Lyapunov λ.

4.2. Trayectorias en las redes de Peres

Como se mencionó en la sección 1.2.2, la red de Peres, es una representación
visual del espectro de autoestados del Hamiltoniano comparada con alguna obser-
vable de interés. Debido a que los caminos marcados en la Fig. 4.3 toman función
de la variable jz, la red de Peres en forma cuántica se ha construido para el opera-
dor Jz, esta red presenta una forma regular en los ĺımites integrables y desorden
en los que el caos cuántico aparece.
La Fig. 4.7 muestra la red de Peres construida sobre el operador Jz, en ella se apre-
cia un comportamiento semejante a los ĺımites clásicos, en los que si la enerǵıa del
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Figura 4.6: Espectro de potencias PS de la variable q(t) con condición inicial dada por
(4.3) (puntos rojos), con (a) ε/ω0 = −1.8, (b) ε/ω0 = −1.1 y (c) ε/ω0 = −0.5, en el lado
derecho la relación entre PS con los exponentes de Lyapunov λ.

sistema cuántico es cercana a la del estado base, la red es regular y si la enerǵıa
crece la red se desordena, esta forma de analizar el caos es atractiva visualmente
pero en forma cuantitativa no concluye un resultado en especial. En un puente

Figura 4.7: Los puntos negros constituyen la Red de Peres para el operador Jz/j con
j = 100. Los puntos de color representan el valor del promedio temporal de la variable
clásica jz(t) con las condiciones iniciales dadas en la Fig. 4.3, la linea rosa representa la
enerǵıa de la ESQPT.

entre el valor de espectación cuántico del operador 〈Jz〉 y el valor promedio clásico
〈jz〉, se han montado las tres rutas clásicas en colores, rojo, verde y azul en la red
de Peres, que al ser comparadas muestran el resultado semejante entre śı. Esto nos
permite hacer una conección local en términos de condiciones iniciales y valores
que pueden ser mapeados en forma cuántico al usar estados coherentes.
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4.3. Localización de estados coherentes

4.3.1. Función de Husimi como función de j

La función de Husimi Q depende del mapeo expĺıcito de variables canónicas
que tengan una correspondencia clásica con el espacio fase al que se tiene acceso.
En especial para el modelo de Dicke, los estados coherentes usados para realizar la
conexión entre el espacio fase clásico y el sistema cuántico es mediante los estados
coherentes de Glauber y los estados de Bloch que se definen en la Ec. (1.38) y
(1.52) respectivamente. Al considerar el producto de dichos estados coherentes se
puede mapear la estructura completa del espacio fase clásico para el sector de los
fotones y el sector atómico, de modo que |α, z〉 = |α(p, q)〉⊗|z(jz, φ)〉, estados con
los que se obtiene el Hamiltoniano clásico como se mostró en la sección 2.2.
De esta manera al usar el estado coherente |α, z〉, de la relación (1.20) y autoes-
tados del Hamiltoniano |Ek〉 con enerǵıa Ek, la función de Husimi es definida por
la siguiente expresión,

Qk(α, z) = |〈z, α|Ek〉|2. (4.4)

Como cada estado coherente depende explicitamente de las variables canónicas
clásicas por definición ya que α0 = α0(p0, q0) y z = z(jz0, φ0), cada estado va a
estar centrado en función de la elección de coordenadas con las que se construya
|α0, z0〉, aśı como de la enerǵıa con que se tome, la cual depende del número de
part́ıculas que es proporcional a j.
En general la función de Husimi es definida por Q = Q(p, q, jz, φ, E, j) al emplear
puntos clásicos en el espacio fase. De este modo se puede asociar en forma directa
una conexión con la variables canónicas y se puede representar la función Q en el
espacio fase clásico. La Fig. 4.8 muestra la dependencia de la función de Husimi en
términos del valor de j, es claro que al tender el valor de j al ĺımite termodinámico
la localización de Q se hace puntual como es de esperarse, ya que en este ĺımite, la
correspondencia clásica es mayor. Del mismo modo al tener un valor de j pequeño
el sistema cuántico no presenta una correspondencia directa con el ĺımite clásico
en forma puntual esto es totalmente relacionado a que el tamaño de la celda de
Planck tiene que ver con el factor que es ~eff = 1/j.
Para una mejor visualización de algunos de los estados coherentes considerados,
la Fig. 4.9 muestra el tamaño de la función de Husimi dependiendo del valor de
j, en su respectiva superficie de enerǵıa clásica, cuando |〈z;α|α0, z0〉|2 = e−1. Los
puntos clásicos están seleccionados para los tres valores de jz correspondientes a
los caminos determinados por la red de Peres. En especial se muestran los casos
para enerǵıa: ε/ω0 = -1.8, -1.5 y -1.1, en sus respectivos mapas de caos para las
variables canónicas (jz, φ). De la Fig. 4.9 se observa que al considerar j grande,
la función de Husimi tiende a localizarse más. El problema de recurrir a valores
de j grandes, es que la complejidad para resolver el Hamiltoniano de Dicke se
incrementa, debido a que el tamaño del espacio crece en forma cuadrática como
función del número de eigenestados. Estos eigenestados que sirven para construir
el estado coherente a analizar.
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(a) j = 10 (b) j = 100

(c) j = 1000 (d) j = 10000

Figura 4.8: Función de Husimi Q en el espacio fase clásico accesible en las varia-
bles canónicas (jz, φ), para valores diferentes de j, cuyos estados coherentes |α0, z0〉
están construidos con las variables clásicas (p, q, Jz, φ) = (0, q+(ε),−0.145, 0) a una
enerǵıa ε/ω0 = −1.1, Las respectivas curvas en color rojo son la curva de nivel para
|〈α, z|α0, z0〉|2 = e−1).

4.4. Razón de participación como medida de caos

cuántico

Gracias a la correspondencia clásico-cuántica otorgada por los estados cohe-
rentes |α, z〉, en términos de caos y regularidad, es conveniente definir la razón de
participación de la Ec. (1.21) como:

PR =
1∑

k |〈Ek|α, z〉|4
=

1∑
kQ

2
k(α, z)

, (4.5)

en esta forma el PR es obtenido en términos de la función de Husimi de la Ec.
(4.4).
Una forma de analizar resultados ante la sensibilidad de una condición inicial
clásica y la correspondencia ante el estado coherente en su localización cuántica,
es comparar directamente el exponente de Lyapunov y la razón de participación
de estados cuánticos como indicadores cuantitativos del caos presente en forma
clásica y semicuántica respectivamente. Como está reportado en [42], se ha consi-
derado el caso ε/ω0 = −1.5 y se ha calculado el PR sobre esta superficie de enerǵıa
usando j = 80 y se ha comparado este valor con el exponente de Lyapunov, para
condiciones iniciales y estados coherentes sobre el eje jz, φ = 0, p = 0 con q+(ε) y
q−(ε). La Fig. 4.10 se muestra una detallada comparación entre el PR y el LCE.
Debido a la estructura suave que presenta el PR sobre la variable jz: Se propone

una forma sensible para distinguir si el estado coherente asociado es caótico ó no.
La propuesta consiste en llevar la información del PR y del exponente de Lyapunov
λ a una forma en que ambos puedan relacionarse independientemente del valor
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Figura 4.9: Mapas de caos (exponente de Lyapunov λ) en tres zonas de enerǵıa (iz-
quierda) ε/ω0 = −1.8, (centro) ε/ω0 = −1.5 y (derecha) ε = −1.1, con localización de
los estados coherentes en el espacio fase. Puntos (de arriba a abajo) indican el estado
coherente centrado en la zona baja (rojo), media (verde) y arriba (azul) sobre la red de
Peres de la Fig. 4.7. Las curvas cerradas encierran a la función de Husimi correspon-
dientes a |〈z;α|α0, ζ0〉|2 = e−1, para tres valores de j, con j = 40 (café), j = 70 (rosa)
y j = 100 (naranja).

Figura 4.10: (Arriba) Comparación entre PR y exponentes de Lyapunov sobre el eje jz
con ε/ω0 = −1.8, p = 0, φ = 0. Con j = 80 y Nmax = 100. Para q = q+ (izquierda), y
q = q− (derecha). Los puntos negros son el valor del exponente de Lyapunov y los verdes
para el valor del PR. (Abajo) criterio binario para el PR y el exponente de Lyapunov

numérico, es decir volver ambas medidas a un marco binario. Si el valor numérico
de λ > 0 la condición inicial será caótica por lo tanto se considerará como λbin = 1
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ó λbin = 0 en el caso regular, por otro lado si el valor del PR/j > 1 se conside-
rará que el estado coherente es caótico por lo tanto PRbin = 1 y PRbin = 0 en
caso contrario. La Fig. 4.10 muestra una cercańıa en criterios cuantitativos entre
el LCE y el PR, sin embargo debido al tamaño de la localización de los estados
coherentes (ver la Fig. 4.8) en función de j, no se puede realizar un comparativo
totalmente eficiente debido a que dicha correspondencia justo se correspondeŕıa
en el ĺımite termodinámico.

4.4.1. Escalamiento en la Razón de Participación (PR)

Para hacer un análisis más robusto sobre la localización del estado coherente
se procedió a calcular el valor de la razón de participación (PR) como función de
la enerǵıa y en especial sobre la forma en la que se considere la condición inicial a
calcular. En general los estados coherentes con enerǵıa baja viven en una región
regular en términos de λ. Sin embargo, al aumentar la enerǵıa el caos toma mayor
presencia.
Como se aprecia en la Fig. 4.11, la correspondencia entre la zona caótica y la

zona con un PR más grande es muy semejante entre śı cuando se comparan las
superficies de enerǵıa en las variables (jz, φ) [43].

El PR es sensible al tamaño de la localización del estado coherente |α, z〉 en el
espacio fase de acuerdo a la función de Husimi, en este sentido se ha propuesto
una regla de escalamiento que sigue en función del valor j, esto está asociado
a un nivel de fractalidad que tienen los sistemas cuánticos caóticos y se mide
en términos de un factor llamado la dimensión multifractal. Esta propiedad de
multifractalidad conlleva a expresar la siguiente ley de potencias para el valor de
la razón de participación:

PR(α, z; j) = jξ(α,z) (4.6)

donde ξ(α, z) es un número real y ξ > 0. Para un estado coherente espećıfico
|α0, z0〉 y j, es posible tomar j ∈ [j0, jn] y calcular ξ de la siguiente manera,

ξ(α0, z0) =
1

n

jn∑
j=j0

logj PR(α0, z0; j), (4.7)

donde j0 y jn = n∆ j son el valor inicial y el valor final de j, en que se realizará el
cálculo, con ∆ j el tamaño del paso.
Para mostrar la relación de escalamiento del PR se usaron los puntos rojo, verde
y azul de la Fig. 4.9, considerando j0 = 10, jn = 100, ∆j = 5, con Nmax = 250
para garantizar una convergencia óptima al 99 % en la solución numérica a altas
enerǵıas con εmax ∼ −1.1 para j = 100 [44]. Los resultados de estos cálculos se
aprecian en la Fig. 4.12. Para la enerǵıa ε/ω0 = −1.8, el escalamiento del PR
muestra regularidad respecto al parámetro ξ ya que este valor siempre es menor,
es decir ξ < 1. Para la enerǵıa ε/ω0 = −1.5, el estado coherente centrado en
jz = −0.25 es caótico de acuerdo ξ, mientras que en el ĺımite clásico es regular,
por la tanto la regla de escalamiento no es completamente operable cuando se
tiene una región de regularidad y caos mezclado. En contraste cuando el régimen
caótico predomina, si se aumenta la enerǵıa del sistema el exponente λ también
aumenta y el porcentaje de caos en el volumen en el espacio fase es mayor respecto
al espacio fase completo, es decir se tiende a un caos ergódico. Por ello los puntos
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ε

−1.8

j̃z −1.5

−1.1

φ
Figura 4.11: Secciones Poincaré (columna izquierda) y exponentes de Lyapunov (co-
lumna central) para un amplio muestreo de condiciones iniciales sobre la sección p = 0,
en la versión clásica del modelo de Dicke, para tres enerǵıas diferentes. Sección de Poin-
caré proyectada en el plano j̃z vs. φ, con j̃z ≡ jz/j. La columna derecha representa la
Razón de Participación (PR) de los estados coherentes del modelo cuántico de Dicke pa-
ra j = 80; los parámetros de los estados coherentes son los mismos que han sido tomados
en los resultados clásicos. Los parámetros del Hamiltoniano son ω = ωo = γ = 1.

Figura 4.12: PR en función de j (puntos de colores), para el estado coherentes de
la Fig Fig. 4.9, con ε = −1.8 (izquierda), ε = −1.5 (centro) y ε = −1.1 (derecha),
lineas punteadas representan la relación de la Ec. (4.6) para cada estado coherente en
el respectivo camino de la red de Peres, la linea morada expresa el valor cŕıtico cuando
PR = j i.e ξ = 1.
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que están en la enerǵıa ε/ω0 = −1.1 son dominantemente caóticos (ya que ξ > 1),
salvo el que va por el camino azul que corresponde al estado coherente centrado
en la isla de estabilidad de la Fig. 4.9 (c).
Para generalizar el análisis del escalamiento del PR en función de la enerǵıa, y

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.13: (a), (b) y (c) son la comparación del valor del ξ con el exponente de
Lyapunov, como función de la enerǵıa y de los caminos con estado coherente aśı como
condición inicial centrados en los valores de la Fig. 4.3, (d) Escalamiento de ξ juntas
para los tres caminos de jz.

en especial de la elección de la localización de los estados coherentes, respecto
al espacio fase clásico, se han tomado enerǵıas que van desde; la enerǵıa mı́nima
ε/ω0 = ε0 hasta la enerǵıa ε/ω0 = −1.1, con valores de j = {10, 15, ..., 100}.
De la expresión (4.7) y con los caminos tomados por los valores de jz mostrados
en la Fig. 4.3, se observa que en comparación con la información cualitativa dada
por la red de Peres (ver Fig. 4.7) los resultados obtenidos por el valor de ξ son
más ricos en cuanto a información ya que tienen el atributo de ser especificar un
valor cuantitativo que además es comparable a la información de su contraparte
clásica λ. Estos resultados se pueden apreciar en la figura 4.13, los cuales mues-
tran en forma clara que el comportamiento caótico aparece con el crecimiento de
la enerǵıa, los caminos que van por abajo (rojo) y por arriba (azul) de la red de
Peres, minimizan la aparición de caos, a diferencia del camino que toma el tra-
yecto medio (verde). Esto demuestra que incluso la sensibilidad de como se elijan
tomar las condiciones que definen los estados coherentes es relevante en torno a
la perspectiva del análisis de caos y regularidad.
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Caṕıtulo 5

Evolución temporal de estados
coherentes

“La actitud que mantiene este nuevo hombre frente a la naturaleza será radicalmente diferente

a la actitud que manteńıa en épocas anteriores.”

-Werner Karl Heisenberg-.

En los caṕıtulos previos, el análisis de caos cuántico se ha mostrado en forma
estática para estados coherentes, y se determinó la relación de la localización de
estados coherentes en términos de la cantidad de átomos. Sin embargo también
es posible hacer un análisis de la dinámica respectiva a los estados coherentes con
los que se ha trabajado. También se investiga la relación de la distribución de las
enerǵıas propias del sistema que participan en la construcción de algún estado
coherente inicial, en especial para estados que son regulares es posible obtener
una forma anaĺıtica para la probabilidad de supervivencia que fue definida en la
relación (1.23).

5.1. Probabilidad de supervivencia de estados

coherentes

De la expresión (1.23) dada en la sección 1.2.5, la probabilidad de supervivencia
(SP por sus siglas en ingles) es definida en términos de estados correlacionados en
el tiempo. En especial para los estados coherentes que ya han sido utilizados pre-
viamente, consideraremos ck = 〈Ek|α z〉, es decir la probabilidad de supervivencia
es:

SP (t) =
∣∣∑

k |ck|2e−iEkt
∣∣2

=
∣∣∑

kQke
−iEkt

∣∣2 .
Como la influencia de las componentes ck es relevante en el cálculo de la SP una
forma de estudiar la SP es a partir de las distribuciones de dichas componentes
para estados coherentes localizados en una zona caótica, regular y mixta para
las enerǵıas centradas en E = −1.1j, E = −1.5j y E = −1.8j respectivamente
con j = 120. En especial el caso regular brindará la posibilidad de obtener una
expresión anaĺıtica para la SP como se detallará mas adelante.
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5.1.1. Régimen caótico

En la Fig. 5.1 (a) y (c) las componentes de los dos estados coherentes para la
enerǵıa ε = −1.1 son mostrados. Sus localizaciones en el espacio fase son vistas
en la Fig. 5.1 (b). A esta enerǵıa, el espacio fase es prácticamente caótico com-
pletamente. Esto se ve reflejado por las componentes de los estados coherentes,
en donde no se ve ninguna estructura distribuida para las secuencias de enerǵıa.
Sin embargo en una escala pequeña de enerǵıa (ver recuadro en Fig. 5.1 (a) y (c))
se aprecia en el estado (c) hay componentes son regulares y que son ausentes en
el estado coherente (a). La SP decae rápidamente en ambos casos, pero debido
a la estructura regular parcial, la SP del estado coherente (c) muestra ciertos
rasgos de periodicidad a tiempos cortos, que a comparación con el estado (a) no
se ve. Esta diferencia es relacionada con el fenómeno de cicatrización, que ha sido
identificado en [45], lo cual ocurre cuando el estado coherente inicial es localizado
cerca de una órbita periódica inestable.

Figura 5.1: Cuadrado del valor absoluto de las componentes ck, de dos estados cohe-
rentes (a) y (c) con enerǵıa E = −1.1j y j = 120. La localización y dispersión de los
estados coherentes en el espacio fase clásico se muestra en el panel (b), ambos casos
se localizan en una región caótica. Los paneles (d) y (e) muestran la probabilidad de
supervivencia de el estado coherente inicial de los paneles (a) y (c) respectivamente. Los
recuadros en los paneles (a) y (c) son acercamientos de las componentes de enerǵıa en
una zona pequeña de enerǵıa.

5.1.2. Caos mixto

El estudio entre la correspondencia entre el valor del PR y la evolución de la
SP en estados coherentes es definida en regiones caóticas o regulares es sensible
a la elección de la enerǵıa en que sea centrado el estado coherente. Pues como se
mostró en el caso pasado, si uno selecciona enerǵıas altas el régimen caótico es pre-
dominante, sin embargo en una zona intermedia del espectro como lo es la enerǵıa
E = −1.5j, existe una zona mezclada entre regularidad y caos. En el espacio fase
mostrado en el panel (b) de la Fig. 5.2, las secciones de Poincaré siguieren caos
mixto. Para analizar la dependencia en la localización de |α0, z0〉, se han tomado
dos estados coherentes, uno en una zona regular Fig. 5.2 (a) y otro en una zona
caótica Fig. 5.2 (c). Para el caso regular se es posible dar una expresión anaĺıtica
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para la evolución temporal de la SP , que será mostrado en la siguiente sección con
los detalles de su obtención. En la Fig. 5.2 (d) se aprecia la comparación entre el

Figura 5.2: Lo mismo que en 5.1 pero para E = −1.5j, donde el caos y la regularidad
coexisten. Los estados coherentes (a) y (c) son localizados respectivamente en una zona
regular y caótica. Para visualizar los reavivamientos de la SP del estado (c), una escala
pequeña fue usada en el panel (e).

resultado de la SP numéricamente calculado y la expresión anaĺıtica. A diferencia
del comportamiento periódico en Fig. 5.2 (d), el caso (e) confirma un decaimiento
rápido que tiende a fluctuaciones centradas en el valor del IPR como se dedujo
en la sección 1.2.5.

5.1.3. Régimen regular

Como se ha mencionado en caṕıtulos previos, a bajas enerǵıas el modelo de
Dicke presenta regularidad tanto en forma clásica como en forma cuántica. Para
mostrar la regularidad de la probabilidad de supervivencia, un par de estados
coherentes se han construido sobre la enerǵıa E/j = −1.8, donde la dinámica
regular predomina en el espacio fase clásico. La descomposición de ambos estados
coherentes en términos de los estados propios de enerǵıa son mostrados en la Fig.
5.3 (a) y (c).
Para el estado centrado en (a) las componentes son organizadas en varias se-

cuencias, distribuidas cada una acorde a la distribución Gaussiana |c(i)
k |2 ≈ g

(i)
k =

Ai exp

[
− (E

(i)
k −Ēi)

2

2σ2
i

]
, donde la amplitud (Ai), ancho (σi) y media (Ēi) pueden ser

estimadas por ajustes como se observa en las curvas continuas de las figuras 5.3
(a) y 5.3 (c). El indice i corre desde 1 a M , (en el caso particular del mostrado
por la figura, M = 3). En contraste, para el estado (c) la localización está dada
en la separatriz de dos conjuntos de trayectorias (ver Fig. 5.3 (b)).

5.2. Solución anaĺıtica en régimen regular

Como se ha mencionado anteriormente, para estados coherentes regulares, la
estructura de las componentes ck que lo conforman, deriva en una expresión

65
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Figura 5.3: Las lineas continuas en (a) son ajustes de distribuciones Gaussianas de tres
secuencias de estados de enerǵıa que participan en el estado coherente. La localización
y dispersión de los estados coherentes en el espacio fase clásico se muestra en el panel
(b). En el panel (d), las lineas azules son los resultados numéricos y la curva en color
naranja la aproximación anaĺıtica de la Ec. (5.1), (5.2) y (5.3).

anaĺıtica para la SP . Para identificar cada una de las componentes y enerǵıas
propias de cada secuencia de cik y Ei

k, la SP puede escribirse como,

SP(t) =

∣∣∣∣∣∑
ik

|c(i)
k |

2e−iE
(i)
k t

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i

∑
kk′

2|c(i)
k |

2|c(i)
k′ |

2 cos
[(
E

(i)
k′ − E

(i)
k

)
t
]

+∑
i<j

∑
kk′

2|c(i)
k |

2|c(j)
k′ |

2 cos
[(
E

(j)
k′ − E

(i)
k

)
t
]

=
∑
i

SP(i)(t) +
∑
i<j

SP
(ij)
I (t). (5.1)

En la referencia [46], se muestra que para cada secuencia,

SP(i)(t) =
A2
iσi
√
π

ω
(i)
1

Θ3(x, y), (5.2)

donde x = ω
(i)
1 t/2 y y = exp

[
−1

4

(
ω
(i)
1

σi

)2
]

exp

[
−
(

t

t
(i)
D

)2
]

, con Θ3(x, y) = 1 +

2
∑
p=1

yp
2

cos(2px), la función theta de Jacobi. Los parámetros que considera son:

a) La frecuencia ω
(i)
1 = E

(i)
kmax+1 − E

(i)
kmax es la diferencia entre enerǵıas cercanas

de la i-ésima secuencia a la enerǵıa promedio Ēi (E
(i)
kmax ≤ Ēi ≤ E

(i)
kmax+1); b) la

anarmonicidad e
(i)
2 = (E

(i)
kmax+1+E

(i)
kmax−1)/2−E(i)

kmax; y c) el tiempo de decaimiento

de cada secuencia aislada t
(i)
D ≡

ω
(i)
1

|e(i)2 |σi
.

En la misma referencia, se muestra que la interferencia entre el término de la
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secuencia i-ésima y la j-ésima es,

SP
(ij)
I (t) =

2AiAj
√

2πσiσj

ωij
√
σ2
i + σ2

j

∑
p∈Z

exp

[
−(pωij + δEij + Ēi − Ēj)2

2(σ2
i + σ2

j )

]

× exp

[
−(σijpt)

2

2

]
cos[(δEij + pωij)t], (5.3)

donde σij =
2|e(i)2 |σiσj
ωij
√
σ2
i+σ2

j

, δEij = 〈E(i)
k − E

(j)
k 〉 es la enerǵıa promedio entre las

secuencias de enerǵıa i y j, y ωij = E
(i)
kI+1−E

(i)
kI

es la diferencia de enerǵıa entre los

eigenvalores de la secuencia i-ésima que son cercano a el valor E
(I)
ij que maximiza

el producto de las Gaussianas g
(i)
k g

(j)
k . Esta valor está dado por E

(I)
ij =

Ēiσ
2
j+Ējσ

2
i

σ2
i+σ2

j

y satisface E
(i)
kI
≤ E

(I)
ij ≤ E

(i)
kI+1.

67
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Caṕıtulo 6

Exponente de Lyapunov Cuántico

“Si alguien no queda confundido por la f́ısica cuántica, es que no la ha entendido bien.”

-Niels Bohr-.

Las formas en que se manifiesta el caos cuántico se pueden analizar desde
la perspectiva de la estad́ıstica de niveles, la forma en que deslocalizan estados
coherentes, ó en la propia evolución temporal de estados coherentes autocorrela-
cionados, como se han presentado en esta tesis. En este caṕıtulo se desarrolla una
forma que cuantifica el crecimiento de una cantidad Λ, que es definida en forma
análoga al exponente de Lyapunov, además es una cantidad que no involucra la
necesidad de tener en su definición algún tipo de caracteŕıstica clásica, como lo
han sido los estados coherentes, en este sentido se puede decir que Λ es un paráme-
tro de origen cuántico en forma pura y que será nombrado como el Exponente de
Lyapunov Cuántico.

6.1. MOTOC y Caos

Como se ha mencionado en la sección 1.2.6, el MOTOC es una cantidad que
se define con el conmutador de dos operadores Hermitianos q̂ y p̂, por lo que para
facilitar el cálculo de cn(t) en el modelo de Dicke, de la expresión (2.2) una forma
alternativa de expresar HD, es utilizar las cuadraturas de los operadores del campo
de bosones

â =
q̂ + ip̂√

2
, â† =

q̂ − ip̂√
2

(6.1)

donde q̂ y p̂, satisfacen la relación de conmutación [q̂, p̂] = i. Al sustituir (6.1) en
(2.2), el Hamiltoniano del modelo de Dicke se lee como,

HD =
ω

2
(p̂2 + q̂2) + ω0Jz +

γ√
j

(J+ + J−) q̂ − ω

2
. (6.2)

Como se verá a continuación, al expresar el Hamiltoniano de Dicke como función
de las observables q̂(t) y p̂(0), HD tiene la forma H = p̂2/2 + V (q̂), lo cual sim-
plificará el cálculo del MOTOC, debido al conmutador [H, q̂] = −iωp̂, con esta
simplificación los elementos de matriz de p̂ y q̂ en términos de la base de autoes-
tados están relacionados por ωpkl = iωklqkl, donde ωkl = Ek − El. Sustituyendo
en los elementos de matriz de (1.32),
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6.1. MOTOC Y CAOS

(a) (b)

Figura 6.1: (a) Evolución de cn(t) en escala logaŕıtmica para un eingenestado con
En/j ≈ −1.1 (n = 1625). El recuadro muestra la misma cantidad en escala semi-
logaŕıtmica para cn(t). Las ĺıneas segmentadas indican la regresión lineal ln(cn(t)) =
0.130981 + 2Λt, con t ∈ (π, t∗) y Λ = 0.13957. Las ĺıneas punteadas rojas representan

las fluctuaciones con c
(∞)
n ±σn. (b) cn(t) para valores diferentes de j y estados excitados

con enerǵıa escalada similar a ε/ω0 ≈ −1.1.

bnl(t) =
1

ω

∑
k

qnkqkl(ωkle
iωnkt − ωnkeiωklt). (6.3)

Para calcular el MOTOC, se requiere conocer los eigenvalores del Hamiltoniano
de Dicke y evaluar numéricamente los elementos de matriz qnl = 〈Ψn|q̂|Ψl〉 en la
base de autoestados de enerǵıa. Para ello al emplear la base |N,m〉, mostrada en
la sección 2.3.1, los autoestados de enerǵıa son expresados como:

|Ψn〉 =
∑
N,m

a
(n)
N,m|N,m〉,

donde los a
(n)
N,m son evaluados numéricamente. En el Apéndice A.4, se muestran

los elementos de matriz q̂, que pueden ser expresados como,

qkl =
∑
N,m

(√
N + 1a

∗(k)
N,ma

(l)
N+1,m +

√
Na
∗(k)
N,ma

(l)
N−1,m − 2Gma

∗(k)
N,ma

(l)
N,m

)
(6.4)

donde G = 2γ

ω
√
N .

En la siguiente sección se presentan los resultados numéricos para el MOTOC
[47] usando las ecuaciones (1.30), (6.3) y (6.4).

6.1.1. Dinámica regular a bajas enerǵıas

Al considerar el MOTOC para el estado base. La dinámica regular domina
completamente, y es reflejada ya que no hay ningún crecimiento exponencial de
cn(t) como puede apreciarse en la Fig. 6.2 y el comportamiento oscilatorio continua
en el tiempo, además de que es independiente del valor de j.
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CAPÍTULO 6. EXPONENTE DE LYAPUNOV CUÁNTICO

Figura 6.2: cn(t) para diferentes valores de j para el estado base en escala lo-
gaŕıtmica. El recuadro muestra el comportamiento oscilatorio del MOTOC en un
intervalo corto de tiempo en escala lineal.

6.2. Caos duro

Para estudiar el comportamiento del MOTOC y correlacionarlos con el caos
en el modelo clásico, se seleccionó ω = ω0 = 1, γ = 2γc y se consideró un número
relativamente grande para la variable de pseudoesṕın j = 100 que corresponde
a N = 200 átomos de dos niveles. Para este conjunto de parámetros la Fig.
3.15 (c,d) muestra que el comportamiento regular domina sobre la dinámica para
excitaciones a bajas enerǵıas, desde el estado de mı́nima enerǵıa ε0 = −2.125 a
enerǵıas cercanas de ε ≈ −1.6, y desde ε ≈ 1.6 hasta ε ≈ −1.2 la regularidad y
caos coexiste en las trayectorias, mientras para enerǵıas mayores a ε > −1.2 el caos
cubre la mayoŕıa del espacio fase accesible. En la siguiente subsección se consideran
estados propios del Hamiltoniano para tres intervalos de enerǵıas los cuales son:
En/j ' {ε0, −1.4, −1.1}. Como un ejemplo de un eigenestado del Hamiltoniano
a una región en la zona caótica ergódica clásica donde las trayectorias cubren
el espacio fase accesible, el estado n = 1625 cuya enerǵıa es εn=1625/ω ≈ −1.1.
El MOTOC como una función del tiempo es mostrada en Fig. 6.1(a) en escala
logaŕıtmica y semilogaŕıtmica.

De la Fig. 6.1 se puede apreciar el MOTOC para este estado presenta tres
diferentes reǵımenes temporales: 1) Desde t = 0 hasta t ≈ π el MOTOC es muy

bien descrito por c
(sh)
n (t) ≈ | cos(t)|2, 2) desde π ≈ t hasta un valor de saturación

a el tiempo t∗, el MOTOC tiene un crecimiento exponencial c
(mid)
n (t) ∼ e2Λt y 3)

para t > t∗ el MOTOC fluctúa alrededor del valor asintótico c∞n el cual está dado
por

c∞n =
1

ω2

∑
k,l

q2
nkq

2
kl

(
ω2
kl + ω2

nk

)
.

El crecimiento exponencial del MOTOC en el intervalo temporal [π, t∗] es
caracterizado por el exponente Λ = 0.13957, el cual es semejante al valor del
exponente de Lyapunov clásico (λ ≈ 0.12) para esta enerǵıa, un resultado que
concuerda en el ĺımite clásico de el MOTOC.

El tiempo de saturación t∗ puede ser estimado encontrando numéricamente el
tiempo cuando por primera vez el tiempo del MOTOC coincide con

c(t∗) = c∞n − σn,

donde σn es la desviación estándar de las fluctuaciones del MOTOC c(t) a tiempos
largos para el estado propio |Ψn〉.
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Nosotros hemos confirmado que un comportamiento similar es obtenido para
el MOTOC calculado por cn(t) = −〈Ψn| [q̂(t), q̂(0)]2 |Ψn〉 donde el conmutador
[q(t), p(0)] es substituido por [q(t), q(0)], la única diferencia es que a tiempos cortos

el comportamiento es descrito por c
(sh)
n (t) ∼ | sin(t)|2 en lugar del coseno cuadrado.

Como el número de átomos se incrementa cuando se acerca al ĺımite clásico,
en la Fig.6.1 (b) se muestra la dependencia del MOTOC sobre el valor de j para
autoestados del Hamiltoniano con enerǵıa muy cercana a ε = −1.1. Mientras que
a tiempos cortos las oscilaciones son iguales para todo valor de j, a tiempos lar-
gos el valor de la saturación c∞ incrementa conforme j incrementa. Para tiempos
intermedios el crecimiento exponencial es observado en forma similar, estos cre-
cimientos son caracterizados por el mismo exponente Λ. Sin embargo, el valor de
saturación śı depende del valor de j, el tiempo de saturación t∗ incrementa como
función de j.
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Conclusiones

La teoŕıa del caos ha sido un área de investigación que ha pasado por manos
de grandes cient́ıficos a través de la historia y en especial por el auge que se ori-
ginó en los años 70’s con el denominado efecto mariposa. En la búsqueda de la
comprensión de la complejidad en los sistemas no lineales una gran variedad de
modelos en la literatura han sido investigados. Por otro lado, de la teoŕıa cuántica,
en épocas de disturbios y momentos de tensión en la humanidad, muchas pregun-
tas se formularon en la búsqueda de solucionar procesos de estabilidad en materia
nuclear, estructura atómica, etc.

En este punto la complejidad de los cálculos hizo que muchas de las mentes de
la época formularan modelos accesibles ante los recursos anaĺıticos y computacio-
nales con los que se dispońıan, creando sistemas emulados con simetŕıas especi-
ficas, o modelos con pocos grados de libertad. En ciertos ĺımites una definición
común para el caos cuántico fue la de enunciar un sistema cuánticamente caótico
si su correspondiente sistema clásico lo era, sin embargo, no todos los modelos
cuánticos tienen un análogo clásico, como lo son los modelos de espines. Forzan-
do a crear análisis estad́ısticos basados en el estudio del espectro que reflejara la
complejidad asociada a lo que bajo ciertas hipótesis seŕıa llamado un ensamble
caótico o regular para zonas del espectro.

Los cálculos asociados a este tipo de análisis cuánticos, son costosos compu-
tacionalmente y pese a tener una teoŕıa amplia en este sentido, pocos resultados
contundentes fueron mostrados para algunos modelos. En este sentido el modelo
de Dicke es un Hamiltoniano que tiene caracteŕısticas que lo hacen muy amigable
por la versatilidad teórica en el estudio de la óptica cuántica, de los circuitos súper
conductores, condensados de Bose etc, técnicamente es un modelo sencillo pero
muy rico por la información que ofrece en su resolución. La presente tesis muestra
un análisis detallado de aspectos que relacionan la teoŕıa caotica cuántica con el
marco clásico, en la que se expone la cuantificación de observables que exhiben di-
cha relación desde diversas perspectivas. Las herramientas principales empleadas
fueron mapas de caos y regularidad dados por el exponente de Lyapunov clásico,
aśı como la creación de estados coherentes que fungieron como un puente entre el
mundo clásico y el cuántico.

Estos resultados se vieron favorecidos por el acceso a una capacidad compu-
tacional amplia y a una forma eficiente en la diagonalización del sistema. Con los
recursos tecnológicos de supercómputo y códigos implementados en el desarrollo
de esta investigación, muchos aspectos relacionados con la localización de esta-
dos coherentes (PR), la evolución temporal del sistema, y medidas de correlación
como la probabilidad de supervivencia (SP) y el correlador ordenado fuera de
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tiempo (OTOC), tuvieron acceso con resultados publicados en revistas especiali-
zadas, contribuyendo de manera significativa en el crecimiento de la comprensión
y conocimiento del caos cuántico.

Algunos de los resultados presentados que en lo personal considero mas signifi-
cativos son el hecho de que el caos cuántico no se relaciona con las transiciones de
fase y que más bien es un fenómeno emergente de los parámetros seleccionados en
el modelo, considero que es importante resaltar que en la perspectiva cuántica el
puente clásico-cuántico se ve favorecido al aumentar la dimensión de la cantidad
de estados que participan en los análisis de localización. Con el reciente cálculo del
OTOC un atributo es el de poder caracterizar un eigenestado del Hamiltoniano
con un exponente de Lyapunov cuántico, lo cual me parece primordial en el desa-
rrollo de lo que se conoce como caos cuántico, pues es una propiedad del estado
cuántico y no de un ensamble estad́ıstico como históricamente se ha trabajado en
otros modelos. De este modo una definición que caracteriza el caos cuántico puede
distinguirse mediante el exponente de Lyapunov cuántico y crear una analoǵıa al
Lyapunov clásico.

Aśı, en la perspectiva clásica, un punto del espacio fase es caótico si λ > 0 y en
la imagen cuántica, un eigenestado del espectro de enerǵıa es caótico si Λ > 0. En
este contexto la caracterización de caoticidad se hace particular no a un ensamble
de estados que constituyen a un estado coherente o un estado térmico, sino a
un estado propio del Hamiltoniano, con esto se espera que la definición de caos
cuántico sea más contundente y precisa a la que se tiene en la actualidad.
Finalmente deseo que la investigación expuesta en esta tesis para el modelo de
interacción átomo-campo, sea útil, práctica y clara. Ademas que motive a quienes
lean este trabajo en el desarrollo de la teoŕıa caótica en las perspectivas clásicas y
cuánticas, que nutra a cient́ıficos que tengan el interés por el conocimiento de esta
fenomenoloǵıa presente en muchos modelos, y que de lugar a la explicación del
¿por qué?, en posibles mediciones experimentales que involucren estos resultados.
Y que de la mente entre mares de complejas ideas, surjan nuevas definiciones,
técnicas ó métodos, por el gusto propio de hacerlo en la diversión y emoción que
implica desarrollar esta área de investigación.
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4. S. Lerma-Hernández, J. Chávez-Carlos, M. A. Bastarrachea-Magnani, Lea
F. Santos and J. G. Hirsch. “Survival Probability of Coherent States in
Regular Regimes”, arXiv:1710.05937.

5. M. A. Bastarrachea-Magnani, B. López-del Carpio, J. Chávez-Carlos, S.
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Apéndice A

Evaluaciones numéricas y
anaĺıticas

A.1. Computo y súper-computo

Los procesos de cálculo que se han realizado en los trabajos publicados aśı co-
mo los mismo en esta tesis, han sido hechos usando herramientas computacionales
en supercomputadoras o clusters institucionales aśı como en mi computadora per-
sonal en la cual he mezclado lenguajes de programación como Python, Julia para
realizar cálculos numéricos y Mathematica para implementar cálculos simbólicos.
Estas operaciones se han paralelizado para aprovechar de manera total la capaci-
dad de computo a la que se tiene acceso empleando todos los Kernels que tiene el
PC, con un procesador: Intel(R) Core(TM) i7-4510 CPU @ 2.00Ghz y con 8 Gb
de memoria RAM; y el cluster MARIANA con un procesador: Intel(R) Xeon(R)
CPU E5-2687W v2 @ 3.40GHz con 128Gb de memoria RAM aśı como el cluster
TLAPOA1 . El proceso de paralelizar es muy importante para ahorrar el tiempo
de computo que se utiliza en los cálculos.

A.2. Frecuencias en el estado base

A bajas enerǵıas, el espectro de potencias tiene solo dos frecuencias fundamen-
tales y estas pueden ser obtenidas en términos de expresiones anaĺıticas.
Cuando el factor de acoplamiento tiende a ser cero el sistema puede considerarse
como dos osciladores desacoplados, esta propiedad hace que se tengan dos fre-
cuencias asociadas a cada modo en la fase normal [1].
Estas frecuencias son calculadas cuando consideramos el tercer término a órden
lineal de la ecuación 3.1,

hcl =
ω0

2

(
Q2 + P 2

)
+
ω

2

(
q2 + p2

)
+ 2γ q Q− ω0. (A.1)

las frecuencias fundamentales son,

f± =

√
1

2

(
ω2 + ω2

0 ±
√

(ω2 − ω2
0)

2
+ 16γ2ωω0

)
, (A.2)

1Para mas información respecto al cluster TLAPOA: http://tecalli.nucleares.unam.mx/ganglia/?c=
Cluster%20tochtli64&m=load one&r=hour&s=descending&hc=8&mc=2
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A.3. CONDICIONES INICIALES EN JZ

En la fase súper radiante γ ≥ γc, es posible expresar la enerǵıa en términos de
los puntos cŕıticos xc alrededor de la enerǵıa del estado base como se muestra a
continuación,

hcl = −ω0 +
ω0

2

(
(Q−Qc)

2 + P 2
)

+
ω

2

(
(q − qc)2 + p2

)
+

+ 2γ q Q

(
1− 1

8

(
(Q−Qc)

2 + P 2
))

.
(A.3)

usando la expresión A.3 se obtienen los modos normales y las frecuencias
respectivamente, las cuales son:

f ′± =

√
1

2γ4
c

(
ω2γ4

c + ω2
0γ

4 ±
√

(ω2
0γ

4 − ω2γ4
c )

2
+ 4γ8

cω
2ω2

0

)
. (A.4)

A.3. Condiciones iniciales en jz

A.3.1. Camino azul

Las fórmulas para ir por arriba de las redes de Peres Jz vs E/ω0j, en el rango
de enerǵıa

−1

2

(
f 2 +

1

f 2

)
≤ ε/ω0 < −

1

f 2
,

son las siguientes

q(0) = −ω0

2γ

√
−2(1 + εf 2) (A.5)

p(0) = 0 (A.6)

φ(0) = 0 (A.7)

jz(0) = − 1

f 2

1−

√
2(1 + εf 2)

1 + 1εf 2

√
1 + 2εf 2 + f 4

 (A.8)

donde f =
γ

γc
. Y para el rango de enerǵıa

− 1

f 2
< ε/ω0 ≤ 1,

las condiciones iniciales q(0) = p(0) = φ(0) = 0 y jz(0) = ε/ω0.

A.3.2. Camino verde

En la zona media de la Red de Peres las condiciones iniciales dependen si el
punto está en la fase normal o en la fase super-radiante de la siguiente manera.
Para la fase normal γ < γc,

q(0) =

√
2ω0

ω

√
ε+ 1 (A.9)

p(0) = 0 (A.10)

φ(0) = 0 (A.11)

jz(0) = −1 (A.12)
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(a) j=10 (b) j=100

Figura A.1: elementos de matriz qk,s determinado por la relación (6.4) para γ = 2γc.

y para la fase súper radiante γ ≥ γc,

q(0) =
1

f

√
ω0

ω

(√
1 + 2εf 2 + f 4 −

√
f 4 − 1

)
(A.13)

p(0) = 0 (A.14)

φ(0) = 0 (A.15)

jz(0) = − 1

f 2
. (A.16)

A.3.3. Camino rojo

Para el camino que va por la parte de abajo de la red de Peres, las condiciones
iniciales consideradas son las siguientes:

q(0) = −2ω0

ω

√
ε+ f 2 +

√
1 + 2εf 2 + f 4 (A.17)

p(0) = 0 (A.18)

φ(0) = 0 (A.19)

jz(0) = − 1√
1 + 2f 2(ε+ f 2 +

√
1 + 2εf 2 + f 4)

(A.20)

esta expresión es válida para ε ≥ ε0.

A.4. Elementos de matriz del operador q̂

Los elementos de matriz qks = 〈Ψk|q̂|Ψs〉 par el cálculo del OTOC para j = 10
y j = 100 con acoplamiento γ = 2γc, ω = ω0. Aqúı los elementos de matriz son
muy cercanos a cero excepto los que se acercan a la banda de la diagonal. Esta
propiedad puede ser usada para disminuir el esfuerzo numérico en la evaluación
del OTOC.
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Apéndice B

Propiedades y relaciones
matemáticas

B.1. Superposición de estados coherentes

La superposición entre dos estados coherentes es,

〈n′(β)|n(α)〉 = 〈β|B
n′(A†)n√
n′!n!

|α〉 =


(−1)n

′
Dn′,n si β > α

(−1)nDn′,n si β < α

δα,β si β = α

(B.1)

donde,

Dn′,n = e−g
2/2

mı́n(n′,n)∑
k=0

√
n′!n!

(n′ − k)!(n− k)!k!

(
(−1)kgn+n′−2k

)
(B.2)

con g = |α− β|.
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B.1. SUPERPOSICIÓN DE ESTADOS COHERENTES

82



Apéndice C

Códigos en Wolfram
Mathematica

Los códigos mostrados en este Apéndice están escritos en el programa Wolfram
Mathematica [48] en las versiones 10 y 11.
Dichos códigos están comentados y desarrollados para que el lector pueda tener un
seguimiento óptimo, en algunas lineas están comandos que optimizan la velocidad
ó el proceso de dispersión de trabajo en los recursos del equipo, como lo es el
paralelizar tablas, sumas etc.
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In[1]:=
Print["======⩵======================================="];

Print"DICKE-CLÁSICO";

Print["Por: Jorge Chávez Carlos."];
Print["======⩵======================================="];
SetDirectory[NotebookDirectory[]];
Off[InterpolatingFunction::dmval];
Off[InterpolatingFunction::dprec];
Off[FindRoot::nlnum];
Off[FindRoot::lstol];
Off[NDSolve::ndstf];
(*---------------Definimos los parámetros y el tiempo límite.--------------*)
ω = 1.0; (*Frecuencia del los fotones*)
ωo = 1.0; (*Frecuencia del los átomos*)
ϵ = -1.1; (*Energía intensiva del sistema*)

γc =
√

(ω ωo)  2; (*Factor de acomplamiento crítico*)

f = 2; (*Acoplamiento*)
γ = f γc; (*Acoplamiento respecto al crítico*)

ϵ0 := -(1 / 2) (γc / γ)2 + (γ / γc)2; (*Energía mínima del sistema*)

T = 5000; (*Tiempo de integración numérico*)

(*----------------------- HAMILTONIANO CLÁSICO. ----------------------*)

H[p_, q_, P_, Q_] := (ωo / 2) Q2 + P2 - ωo + (ω / 2) q2 + p2 + 2 γ q Q √
1 - Q2 + P2  4;

(*------------------ ---- Ecuaciones de Hamilton ------------------------*)

F[{p_, q_, P_, Q_}] :=

-∂q H[p, q, P, Q], ∂p H[p, q, P, Q], -∂Q H[p, q, P, Q], ∂P H[p, q, P, Q];

(*---------------------- CONDICIONES INICIALES ------------------------*)

(*Condición dada en variables (p,q,jz,ϕ)*)
ϕi = 0; pi = 0.0; jzi = -0.6;
(*Cambio de variable a (p,q,P,Q)*)
i = -

√
(2 (1 + jzi)) Sin[ϕi];

i =
√

(2 (1 + jzi)) Cos[ϕi];

qs1 = Solve[H[pi, x, i, i] ⩵ ϵ, x];
qi = x /. qs1[[2]]; (*Elección para q+*)

Print["La condicion inicial: x0 = [p, q+, jz, ϕ](0) = (",
pi, ",", qi, "," jzi, "," ϕi, ")"];

(************************* Superficie ϵ **************************)

Print["Tiene E = H(x0 ) = ",
H[pi, qi, i, i], " ω0 , con acoplamiento γ = ", f, "γc ."];

If[f > 1,
Print["Energía mínima: ϵ0 = ", ϵ0, " ω0 ."];,
Print["Energía mínima: ϵ0 = ", ϵ0 = -1, " ω0."];];
figC = ContourPlot[H[0, q, 0, Q] ⩵ ϵ, {Q, -10, 10}, {q, -10, 10},

PlotPoints → 100, ContourStyle → {Red, Thick} ];

U[jz_, ϕ_] = jz -
γ2

2 γc2
1 - jz2 1 - Sin[ϕ]2;

jz[x_, y_] = x2 + y2  2 - 1;

ϕ[x_, y_] = ArcTan[y / x];

figCP = ContourPlot[U[x, y] ⩵ ϵ, {y, -π, π}, {x, -1, 1}, RotateLabel → False,
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ContourStyle → {Red, Thick}, LabelStyle → Directive[15], ImageSize → 500];
Print["------------------------------------------------------------"];

Timing

(*------------- Sistema de Ecuaciones Diferenciales ----------------*)

(*Usando las variables: x(t)= (p(t),q(t),P(t),Q(t))*)
(*x1=p, x2=q, x3=P, x4=Q*)
xt = Table[D[xk[t], {t, 1}] == F[{x1[t], x2[t], x3[t],
x4[t]}][[k]], {k, 1, 4}];
(*Introduzco condiciones iniciales: x(0)*)
x0 = {x1[0] ⩵ pi, x2[0] ⩵ qi, x3[0] ⩵ i, x4[0] ⩵ i};
(*...................... Método Variacional ......................*)

Print"Resolviendo las ecuaciones variacionales:

[x,Y

] = [F(x), A.Y(x)], con [x(0),Y(0)] = [x0, I],

con R-K orden 8, ... ";

(*Matriz Jacobiana*)
J[f_List, v_List] := Outer[D, f, v];

A = J[F[{x1[t], x2[t], x3[t], x4[t]}], {x1[t], x2[t], x3[t], x4[t]}];
(*Matriz del Método Variacional de 4x4*)
Y = Table[{xk[t], xk+1[t], xk+2[t], xk+3[t]}, {k, 5, 20, 4}];
(*Derivada de la Matriz Variacional*)
DY = Flatten[A.Y];
(* Ecuaciones Diferenciales para la Matriz Variacional*)
Yt = Table[D[xk[t], {t, 1}] == DY[[k - 4]], {k, 5, 20}];
(*La condición inicial de la matriz variacional es la identidad*)
Y0 = Table[xk[0] == If[Mod[k, 5] == 0, 1, 0], {k, 5, 20}];

(*Resolviendo: x,Y

=(F(x), A.Y) x(0)=x0, Y(0)=I, con R-K orden 8*)

sol = NDSolve[Join[xt, x0, Yt, Y0], Table[xk[t], {k, 1, 20}],
{t, 0, T}, MaxSteps -> 10^6, Method -> {"ExplicitRungeKutta",
"DifferenceOrder" -> 8}, StepMonitor :> Sow[x], AccuracyGoal -> 20];

Print["Sistema de ecuaciones diferenciales resuelto."];
(*Tiempo numérico aceptable con error mínimo*)
error = 10^-5;
Do[If[Evaluate[error > Abs[ϵ -

H[x1[t], x2[t], x3[t], x4[t]]] /. sol[[1]]],
tmax = t], {t, 0, T, 1}];
Print["La solución numérica aceptable hasta t = ", tmax, ",
con un error de: 10^", Log10[error], " de tolerancia."];
T = tmax;
(*Trayectoria en las variables (q,Q)*)
figqQ = ParametricPlot[Evaluate[{x4[t], x2[t]} /. sol], {t, 0, tmax / 10},

RotateLabel → False, ImageSize → 500, PlotPoints → 1000, PlotStyle → Black ,
Axes → False, Frame → True, PlotRange → Automatic,
FrameLabel → {Style["Q", 20], Style["q", 20]},
LabelStyle → {Directive[15], Black}, AspectRatio → 1];

(*Expresando la matriz variacional como funcion del tiempo*)
YT =

Table[{xk[t], xk+1[t], xk+2[t], xk+3[t]}, {k, 5, 20, 4}] /. sol[[1]] /. t → T;
Print["------------------------------------------------------------"];
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(******************************* SALI *****************************)

R1 = {1, 0, 0, 0};
R2 = {0, 1, 0, 0};
(*ks=Length[Dat]-1;*)
δr1 = YT.R1 / Norm[YT.R1];
δr2 = YT.R2 / Norm[YT.R2];
Sl1 = Norm[δr2 - δr1];
Sl2 = Norm[δr2 + δr1];
Print["El método SALI calcula que x0: "];
If[Min[Sl1, Sl2] < 10^-10, sl = 1;, sl = 0;];

IfMin[Sl1, Sl2] < 10^-10, Print"Es CAÓTICA", Print["Es REGULAR"];

Print["------------------------------------------------------------"];
(******************** EXPONENTE DE LYAPUNOV *******************)

(** ks Variaciones Centradas en la x0 de tamaño δx=10^-6
en la superficie de Energía*)

ks = 10 000;
(*Variaciones Centradas en la x0*)

pii = RandomReal[NormalDistribution[pi, 10^-6], ks];
ii = RandomReal[NormalDistribution[i, 10^-6], ks];
ii = RandomReal[NormalDistribution[i, 10^-6], ks];
Table[{qs2[k] = Solve[H[pii[[k]], x, ii[[k]], ii[[k]]] ⩵ ϵ, x],

qiii1[k] = x /. qs2[k][[1]], qiii2[k] = x /. qs2[k][[2]]}, {k, 1, ks}];
If[Norm[qi - qiii1[1]] < 0.001, qiii := qiii1, qiii := qiii2];
Table[

R[k] = {pii[[k]], qiii[k], ii[[k]], ii[[k]]} - {pi, qi, i, i}, {k, 1, ks}];
λCE = Table[Log[Norm[YT.R[k]] / Norm[R[k]]] / T, {k, 1, ks}];
λ = N[Chop[Mean[λCE]]];
Print["Exponente de Lyapunov: λ = ", λ];
Print["Tiempo de Lyapunov: τλ = ", 1 / λ];
Print["------------------------------------------------------------"];

(******************* SECCIÓN DE POINCARÉ ******************)

Print["Sección de Poincaré en proceso..."];
(* Ahora se encuentran los tiempos en el que p(t)=0 *)

δt = 0.05; (*Intervalos de tiempo de corte*)
pss = Table[{t, x1[t]} /. sol[[1]] /. t → i, {i, 0, T, δt}];
p0 = {};
Do[If[pss[[k, 2]] pss[[k + 1, 2]] < 0, AppendTo[p0, (k + .5) δt]],
{k, 1, Length[pss] - 1}];

pa = Table[FindRoot[Evaluate[x1[t] /. sol] ⩵ 0,
{t, p0[[k]]}], {k, 1, Length[p0]}]; tes = t /. pa;

(*Tabular los cortes de la sección de Poincaré p=0*)
poinct = {};

Dote = tes[[k]];

AppendTopoinct, EvaluateMod[ArcTan[x4[t] / x3[t]], -π, π] - π / 2,

x3[t]2 + x4[t]2  2 - 1 /. sol[[1]] /. t → te, {k, 1, Length[tes]};

figP =

ListPlot[poinct, PlotStyle → Black, FrameLabel → {Style[" ϕ ", 30, Black],
Style["jz", 30, Black]}, PlotRange → {Automatic, Automatic},
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ImageSize → 500,
Frame → True, LabelStyle → {Directive[15], Black},
Ticks → True, RotateLabel → False, AspectRatio → 1];

Print["La sección de Poincaré se ha realizado."];
Print["Ya se ha terminado el cálculo !!!"];
Print["------------------------------------------------------------"];
(******************* ESPECTRO DE POTENCIAS *******************)

(*Espectro sobre la variable q(t) *)

dt = 0.05; (*Paso de tiempo para la Transformada de Fourier*)
Tf = tmax;
qt = Table[x2[t] /. sol[[1]] /. t → k, {k, 0, Tf, dt}];
Fqt = Abs[Fourier[qt]][[1 ;; -1]];
l = Length[Fqt];
lim = Max[Fqt[[Round[l / 2] ;; -1]]];
freq = {};

figPS = ListPlotTable[{i * 2 Pi / (l dt), Fqt[[i]] / lim}, {i, 2, Round[l / 2]}],

PlotRange → {{0, 5}, All}, PlotStyle → Black, Joined → True, Frame → True,

FrameLabel → Style[" Ω ", 30], Style" |ℱq| ", 30,

LabelStyle → {Directive[15], Black}, RotateLabel → False, ImageSize → 500;

Do[If[Fqt[[i]] ≥ 0.6 lim, AppendTo[freq, i - 1]], {i, Round[l / 2], l}];
wss = l - freq;
ws = N[ wss * 2 Pi / (l dt)];
Print["Las frecuencias fundamentales son: ", ws];
Print["------------------------------------------------------------"];

;

tCPU = %[[1]];
Print["El tiempo de computo fue de ", tCPU / 60, " minutos."];
Print["------------------------------------------------------------"];

(************** GRÁFICAS **************)

Print"ÓRBITA:";

Show[figqQ, figC]

Print"SECCIÓN DE POINCARÉ:";

Show[figP, figCP]
Print["ESPECTRO DE FRECUENCIAS:"];
Show[figPS]
Print["------------------------------------------------------------"];

======⩵=======================================

DICKE-CLÁSICO

Por: Jorge Chávez Carlos.

======⩵=======================================

La condicion inicial: x0 = [p, q+, jz, ϕ](0) = (0.,-0.351-0.6 ,0)

Tiene E = H(x0 ) = -1.1 ω0 , con acoplamiento γ = 2γc .

Energía mínima: ϵ0 = -2.125 ω0 .

------------------------------------------------------------
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Resolviendo las ecuaciones variacionales:

[x,Y

] = [F(x), A.Y(x)], con [x(0),Y(0)] = [x0, I],

con R-K orden 8, ...

Sistema de ecuaciones diferenciales resuelto.

La solución numérica aceptable hasta t = 5000,
con un error de: 10^-5 de tolerancia.

------------------------------------------------------------

El método SALI calcula que x0:

Es CAÓTICA

------------------------------------------------------------

Exponente de Lyapunov: λ = 0.0964271

Tiempo de Lyapunov: τλ = 10.3705

------------------------------------------------------------

Sección de Poincaré en proceso...

La sección de Poincaré se ha realizado.

Ya se ha terminado el cálculo !!!

------------------------------------------------------------

Las frecuencias fundamentales son: {0.898487, 0.892203, 0.88969, 0.887177, 0.880894}

------------------------------------------------------------

El tiempo de computo fue de 0.3739583 minutos.

------------------------------------------------------------

ÓRBITA:
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APÉNDICE C. CÓDIGOS EN WOLFRAM MATHEMATICA

C.2. Hamiltoniano cuántico

El propósito de este código es el de implementar la diagonalización del Ha-
miltoniano de Dicke usando la base coherente eficiente (ver sección 2.3.1), para
valores fijos de ω, ω0, j, γ y de un truncamiento apropiado para el sector corres-
pondiente a los fotones nmax. Una vez construido el operador HD se diagonaliza y
para obtener los estados propios del Hamiltoniano aśı como el espectro de enerǵıa,
tal que HD|Ei〉 = Ei|Ei〉. La información obtenida es guardada en un archivo, el
cual da información sobre los parámetros que se usaron aśı como la información
de Eiy |Ei〉, a modo de ejemplo, el archivo:

E f 2 j 50 nmax 100 d 10201 dc 3346

indica que γ = 2γc, j = 50, nmax = 100, con una cantidad total de estados de
10201 de los cuales solo están guardados los primeros 3346 convergidos con cierta
precisión numérica. Aśı las enerǵıas del sistema y los estados propios del Hamil-
toniano pueden ser operables para los diversos fines al importar dicho archivo de
la siguiente manera:

dat = ReadList [ ” E f 2 j 50 nmax 100 d 10201 dc 3346 ” ] [ [ 1 ] ] ;
or = Ordering [ dat [ [ 1 ] ] ] ;
ener = dat [ [ 1 ] ] [ [ or ] ] ;
evec = dat [ [ 2 ] ] [ [ or ] ] ;

de este modo Ei = ener[[i]] y |Ei〉 = evec[[i]].
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In[1]:=
Print["======⩵======================================="];

Print"DICKE-CUÁNTICO";

Print["Por: Jorge Chávez Carlos."];

Print["======⩵======================================="];

SetDirectory[NotebookDirectory[]];

Off[Get::noopen];

(*---------------Definimos los parámetros ---------------*)

j = 30; (*Número de átomos N=2j*)

nmax = 70; (*Truncamiento*)

ω = 1.0; (*Frecuencia del los fotones*)

ωo = 1.0; (*Frecuencia del los átomos*)

γc = ω ωo  2; (*Factor de acomplamiento crítico*)

f = 2.0; (*Acoplamiento*)

γ = f γc; (*Acoplamiento respecto al crítico*)

G = (2 γ) ω 2 j ;

(*------------ Sistema cuántico -------------*)

Print"El sistema cuántico:

HD = ωaa†
+ ω0Jz + (γ/ 2j )(J++J-)(a+a†

),

con ω= ",ω,", ω0= ",ωo,", γ= ",f," γc, j= ",j, " y truncamiento ν= ",nmax;

(* NOMBRE DEL ARCHIVO CODIFICADO *)

nom = ToString[f] <> "_j_" <> ToString[j] <> "_nmax_" <>

ToString[nmax];

(* Índice *)

in[n_, m_] := n (2 j + 1) + m + j + 1;

(* Cantidad de estados en el espacio de Hilbert *)

lp = {};

Do[Do[AppendTo[lp, {m, n}],{m, -j, j}],{n, 0, nmax}];

l = Length[lp];

Print["Tiene ", l, " estados en el espacio de Hilbert"];

Print["---------------------------------------------------------"];

AbsoluteTiming[

Print["Construcción de HD en la BCE,

en proceso..."];

(* Construcción de H *)

fu[n1_Integer,

n2_Integer] := (Exp[(-(G^2)/2)]) Sqrt[(n1 ! n2 !)] Sum[

1/((n1 - r) ! (n2 - r) ! r !) ((-1)^r) G^(n2 + n1 - 2 r), {r, 0,

Min[n1, n2]}];

fuv = ParallelTable[fu[nu, nd], {nu, 0, nmax}, {nd, 0, nmax}];

Fuf[np_Integer, mp_Integer, n_Integer, m_Integer] :=

If[m + 1 ==

mp, -(ωo/2) Sqrt[j (j + 1) - ((m) (m + 1))]*((-1)^n )*

fuv[[np + 1, n + 1]],

If[m - 1 ==

mp, -(ωo/2) Sqrt[j (j + 1) - ((m) (m - 1))]*((-1)^np )*

fuv[[np + 1, n + 1]], 0.]];

(* Aquí se ven los elementos son distintos de cero para J+ + J-. *)

infm = {};

Do[
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indexa = {};

Do[mv = {};

If[mm - 1 >= -j, AppendTo[mv, mm - 1]];

If[mm + 1 <= j, AppendTo[mv, mm + 1]];

AppendTo[indexa, Table[in[kn, km], {km, mv}]],

{kn, 0, nmax}];

index = Flatten[indexa];

AppendTo[infm, index], {mm, -j, j, 1}];

(* Aquí se ven los elementos son distintos de cero para (a+a)Jz *)

infn = {};

Do[indez = {};

If[lp[[k, 2]] + 1 <= nmax && lp[[k, 1]] != 0,

AppendTo[indez, in[lp[[k, 2]] + 1, lp[[k, 1]]]]];

AppendTo[infn, indez], {k, 1, l}];

(* Empieza la construcción de las reglas *)

rulesf = Flatten[

ParallelTable[{kd, ku} ->

Fuf[lp[[kd, 2]], lp[[kd, 1]], lp[[ku, 2]], lp[[ku, 1]]], {kd, 1,

l}, {ku, Select[infm[[lp[[kd, 1]] + j + 1]], # > kd &]}]];

rulesfn =

Flatten[ParallelTable[{kd, ku} ->

Sqrt[lp[[kd, 2]] + 1] lp[[kd, 1]], {kd, 1, l}, {ku, infn[[kd]]}]];

(* Empieza la construcción del Hamiltoniano*)

m2ad = SparseArray[rulesf, {l, l}];

m2bd = Transpose[m2ad];

HND = m2ad + m2bd;

(* Aquí se construye la matriz diagonal *)

HD = DiagonalMatrix[

Table[ω (lp[[k, 2]] - (G^2) (lp[[k, 1]]^2)), {k, 1, l}]];

(* Aquí se construye finalmente la matriz HD*)

Ham = HD +

HND + (20 j IdentityMatrix[l]); (* Aquí, cambié el nombre *)

Print["Operador HD construido."];

(* Aquí se lleva a cabo la diagonalización *)

Print["Diagonalizando H|Ei〉=Ei|Ei〉, ..."];

as = Eigensystem[Ham];

(* Aquí ± 20j y se colocan los Ei y Ei〉 en orden *)

or = Ordering[as[[1]]];

ener = as[[1]][[or]] - 20 j;

evec = as[[2]][[or]];

Print["Se han calculado Ei y |Ei〉 exitosamente!"];

(* Aquí vemos el número de estados convergidos *)

DP[ii_] :=

Sum[(evec[[ii]][[i]])^2, {i,

nmax (2 j + 1) + 1, (nmax + 1) (2 j + 1)}];

(*Error de precisión*)

error = 10^-3;

Clear[lc];

lc = 1;

While[Log10[DP[lc]] <= Log10[error], lc++];

Print["Hay ", lc,

" estados convergidos con precisión de 10^", Log10[error],"."];
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Print["Exportando Ei y |Ei〉 en el archivo nombrado:"];

Print["E_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToString[l] <> "_dc_" <>

ToString[lc]];

{ener[[1;;lc]],evec[[1;;lc]]}>>>ham;

RenameFile["ham",

"E_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToString[l] <> "_dc_" <>

ToString[lc]];];

tCPU=%[[1]];

mRAM=N[10^-6MemoryInUse[]/8];

Print["Memoria RAM usada: ",mRAM, " MB."];

Print["El tiempo de computo fue de ",tCPU/60, " minutos."];+

Print["---------------------------------------------------------"];

Exit[]

======⩵=======================================

DICKE-CUÁNTICO

Por: Jorge Chávez Carlos.

======⩵=======================================

El sistema cuántico:

HD = ωaa† + ω0Jz + (γ/ 2 j )(J++J-)(a+a†),

con ω= 1., ω0= 1., γ= 2. γc, j= 30 y truncamiento ν= 70

Tiene 4331 estados en el espacio de Hilbert

---------------------------------------------------------

Construcción de HD en la BCE,
en proceso...

Operador HD construido.

Diagonalizando H|Ei〉=Ei|Ei〉, ...

Se han calculado Ei y |Ei〉 exitosamente!

Hay 1600 estados convergidos con precisión de 10^-3.

Exportando Ei y |Ei〉 en el archivo nombrado:

E_f_2._j_30_nmax_70_d_4331_dc_1600

Memoria RAM usada: 89.4835 MB.

El tiempo de computo fue de 1.9411797 minutos.

---------------------------------------------------------
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In[1]:= Print"======⩵=======================================";
Print"DICKE-CUÁNTICO: ESTADO COHERENTE";
Print"Por: Jorge Chávez Carlos.";
Print"======⩵=======================================";
SetDirectoryNotebookDirectory[];
AbsoluteTiming

(*------------------ Importando Ei y Ei ----------------*)

datEner = ReadList"E_f_2._j_50_nmax_140_d_14241_dc_6500"[[1]];
or = OrderingdatEner[[1]]; (* Ordenando datos *)

ener = datEner[[1]][[or]]; (* Ei *)

evec = datEner[[2]][[or]]; (* Ei〉 *)

(*---------------Definimos los parámetros ---------------*)

j = 50; (*Número de átomos N=2j*)

nmax = 140; (*Truncamiento*)

lc = 6500;

ω = 1.0; (*Frecuencia del los fotones*)

ωo = 1.0; (*Frecuencia del los átomos*)

γc = ω ωo  2; (*Factor de acomplamiento crítico*)

f = 2.0; (*Acoplamiento*)

γ = f γc; (*Acoplamiento respecto al crítico*)

G = (2 γ)  ω 2 j ;
(*Parámetros clásicos*)

ϵ = -1.5; (*Energía Eωoj*)
jz = -0.4 j;

ϕ = 0.0;

(*------------ Sistema cuántico -------------*)

Print"Parámetros seleccionados:

ω= ", ω, ", ω0= ", ωo, ", γ= ", f, "γc, j= ", j,

" y truncamiento ν= ", nmax;
(* NOMBRE DEL ARCHIVO CODIFICADO *)

nom = ToStringf <> "_j_" <> ToStringj <> "_nmax_" <>

ToString[nmax];

Print"El número de estados convergidos es: lc = ", lc;
Print"Energía estado base : ϵ0 = ", ener[[1]]  j, " j";
Print"Energía máxima convergida: ϵmax = ", enerlc  j, " j";
lp = {};

Do
Do
AppendTolp, {m, n},
m, -j, j,
{n, 0, nmax};
l = Lengthlp;
Ener = ϵ * ωo j;
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Ecl = Ifγ >= γc,
N- ωo j  2 1  f^2 + f^2, -ωo j;

(*------------------ HAMILTONIANO CLÁSICO. ---------------*)

Hqv_, pv_, ϕv_,
jzv_ = ωo jzv + (ω / 2) qv^2 + pv^2 +

2 γ j 1 - jzv  j^2 qv Cos[ϕv];
(* Cálculo de qE,ϕ,jz *)

sq = SolveHq, 0, ϕ, jz == Ener, q;
qfjz_, ϕ_ = (q /. sq[[2, 1]]); (*Elección para q+*)

qf2jz_, ϕ_ = (q /. sq[[1, 1]]); (*Elección para q-*)

qi = qfjz, ϕ  j ;

Print"Centro de |α z〉:
x0 = [p, q+, jz, ϕ] = (", 0, ",", qi, ",", jz  j, "," ϕ, ")";
Print"---------------------------------------------------------";
(*--------------- ESTADO COHERENTE αz. -----------*)

Print"Construcción del estado |αz〉=
k=1

lc

ck|Ek〉 en proceso ...";

(*--------------- Estado coherente atómico: z. -----------*)

βrjz_, ϕ_ :=

Ifjz == 0.0 && ϕ == 0.0,

0.0, -jz  j 1  1 - Sqrt1 - jz  j^2 Cos[ϕ] ;
βijz_, ϕ_ :=

Ifjz == 0.0 && ϕ == 0.0,

0.0, -Sqrt1 - jz  j^2 Sin[ϕ] 1  
1 - Sqrt1 - jz  j^2 Cos[ϕ];

β = βrjz, ϕ + I βijz, ϕ;
(*--------------- Estado coherente fotónico: α. -----------*)

α = qfjz, ϕ  Sqrt[2];
(* El valor de los estados coherentes *)

Print"α = ", α;
Print"z = ", β;

(* Función de Husimi para base Coherente

SIN separar en paridad en sistema rotado*)

(*El estado coherente αx es un estado coherente \

rotado z→x*)
Qd[N_, m_,

Z_, α_] := 1  Sqrt[N !] 1 + Abs[α]^2^
j Conjugate[Z] + 2 γ m  ω Sqrt2 j^

N Exp-(1 /

2) Abs[Z]^2 + 2 γ m  ω Sqrt
2 j^2 + 4 Conjugate[

Z ] γ m  ω Sqrt2 j  Sqrt
Binomial2 j, j + m *

2     Estado_Coherente.nb
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Ifα == 0 && m == -j, 1, Conjugate[α]^j + m;
(* Proyección sobre la base coherente eficiente *)

QDp = ParallelTable
Qdlpk, 2, lpk, 1, α, β, k, 1, lc;

(*Coeficientes de exapanción ck*)

ck = ParallelTableChopevecnes, 1 ;; lc.QDp, nes, 1, lc;
Qks = Absck^2;
(**** FUNCIÓN DE HUSIMI: Qk(α,z) ***)

Qk = ParallelTableenerk  j, Qksk, k, 1, lc;
figQ = ListPlotQk, PlotRange → All, RotateLabel → False,

ImageSize → 500, PlotStyle → Black ,

Axes → False, Frame → True, Filling → Axis,

FrameLabel → Style"Ek/j", 20, Style"|ck 2", 20,
LabelStyle → Directive[15], Black, AspectRatio → 1;

Print"---------------------------------------------------------";
(* Norma, IPR y PR *)

Norma = TotalQks;
IPR = TotalQks^2;
PR = 1 / IPR;

Print"〈αz|αz〉 = ", Norma;
Print"IPR = ", IPR;
Print"PR = ", PR;
data = ParallelTableenerk, ckk, k, 1, lc;
Print"Exportando coeficientes ck en el archivo nombrado:";
Print"Cks_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToStringl <> "_dc_" <>

ToStringlc <> "_e_" <> ToStringChop[ϵ] <>

"_jz_" <> ToStringChopjz  j <> "_j.dat";
Export"Cks_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToStringl <> "_dc_" <>

ToStringlc <> "_e_" <> ToStringChop[ϵ] <>

"_jz_" <> ToStringChopjz  j <> "_j.dat", data;;
tCPU = %[[1]];

Print"---------------------------------------------------------";
(************** GRÁFICA **************)

Print"FUNCIÓN DE HUSIMI: Qk(α,z) = |〈αz|Ek〉 2 = |ck
2";

ShowfigQ
mRAM = N10^-6 MemoryInUse[] / 8;
Print"Memoria RAM usada: ", mRAM, " MB.";
Print"El tiempo de computo fue de ", tCPU  60, " minutos.";
Print"---------------------------------------------------------";
Exit[]

======⩵=======================================
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Por: Jorge Chávez Carlos.

======⩵=======================================

Parámetros seleccionados:

ω= 1., ω0= 1., γ= 2.γc, j= 50 y truncamiento ν= 140

El número de estados convergidos es: lc = 6500

Energía estado base : ϵ0 = -2.12526 j

Energía máxima convergida: ϵmax = 0.5765 j

Centro de |α z〉:
x0 = [p, q+, jz, ϕ] = (0,-0.755997,-0.40.)

---------------------------------------------------------

Construcción del estado |αz〉=
k=1

lc

ck|Ek〉 en proceso ...

α = -3.77999

z = 4.79129 + 0. ⅈ

---------------------------------------------------------

〈αz|αz〉 = 0.999997

IPR = 0.0121336

PR = 82.4156

Exportando coeficientes ck en el archivo nombrado:

Cks_f_2._j_50_nmax_140_d_14241_dc_6500_e_-1.5_jz_-0.4_j.dat

---------------------------------------------------------

FUNCIÓN DE HUSIMI: Qk(α,z) = |〈αz|Ek〉 2 = |ck
2
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Out[10]=

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

Ek/j

|ck
2

Memoria RAM usada: 286.275 MB.

El tiempo de computo fue de 5.33299 minutos.

---------------------------------------------------------
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[38] J. Chávez-Carlos, M. A. Bastarrachea-Magnani, S. Lerma-Hernández, and
J. G. Hirsch. Classical chaos in atom-field systems. Phys. Rev. E, 94:022209,
Aug 2016.

[39] Miguel Angel Bastarrachea-Magnani and Jorge G. Hirsch. Convergence in
numerical solutions of the Dicke Hamiltonian. AIP Conference Proceedings,
1488(1):418–421, 2012.
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[47] J. Chávez-Carlos, B. López-del Carpio, M. A. Bastarrachea-Magnani,
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