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mente al Dr. Saúl Ramos. Quien además de haber sido mi profesor durante cuatro semestres de la
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2.4.3. Función cinética de norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.5. Supergravedad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.5.1. Potencial escalar en supergravedad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Caṕıtulo 1

Introducción y Motivación

Es bien sabido que la cosmoloǵıa establecida por la métrica de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) y las ecuaciones de Einstein, en conjunto con el concepto de inflación cósmica, propuesto por
A. Guth [1] y A. Linde [2], proveen suficientes herramientas para explicar nuestras observaciones del
universo a escalas de varios Mpc, incluyendo la formación de estructura (distribución de materia
galáctica) a gran escala y la existencia de anisotroṕıas de la radiación de fondo de microondas
(CMB) [3]. Con cada vez mayor precisión, estas afirmaciones han sido confirmadas en las últimas
décadas por los observatorios COBE, WMAP y Planck [4], lo cual ha conducido al consenso de que
la cosmoloǵıa inflacionaria es una descripción correcta de los primeros instantes de la existencia del
universo.

Pese al aparente éxito, la cosmoloǵıa inflacionaria no ha sido comprobada del todo. Entre otras
cosas, desconocemos con precisión qué tipo de dinámica es la base del periodo inflacionario e
ignoramos aún las condiciones iniciales del universo que condujeron al desarrollo de inflación. La
propuesta de inflación se basa en la existencia de un campo escalar cuántico, llamado inflatón, cuyo
potencial estable (y aún desconocido) permite que el inflatón “ruede” hacia su mı́nimo lentamente
a medida que el tiempo pasa; es decir, el potencial es bastante plano. Bajo este rodamiento lento
o slow-roll, la ecuación de estado como contenido del universo satisface aproximadamente p = −ρ,
donde ρ es densidad de enerǵıa y p es presión, o sea, la presión es negativa, motivando la expansión
acelerada del universo. La duración del rodamiento lento (desde un valor inicial también desconocido
del campo) determina qué tanto el universo aumentaŕıa de tamaño. Para justificar que el universo
pueda hoy ser tan homogéneo como aparenta ser a gran escala, es necesario que durante el periodo
inflacionario el cosmos haya crecido por un factor de alrededor de ¡1026 veces su tamaño original!

Durante el proceso inflacionario, pequeñas fluctuaciones cuánticas (aparición de minúsculas
deformaciones espacio-temporales y/o diminutas inhomogeneidades en la distribución espacial del
campo inflacionario) crecen por un factor parecido al rescalamiento del espacio entero. Entonces
esas pequeñas fluctuaciones podŕıan ser la causa de la formación de estructura. Además, cuando la
edad del universo rebasa la vida media del inflatón, determinada por su tasa de decaimiento, toda
la enerǵıa acumulada en el campo inflacionario es convertida en radiación (part́ıculas del modelo
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y MOTIVACIÓN

estándar en movimiento a velocidades relativistas). Este proceso conocido como recalentamiento
seŕıa el responsable de la aparición de la radiación que algún tiempo después se reduciŕıa a lo
que hoy llamamos la CMB, cargando con toda la posible información proveniente del proceso
inflacionario y su origen en forma de un “código” que los cosmólogos intentan descifrar hoy. La
clave podŕıa ser determinar el origen del inflatón y su potencial.

Las observables que nos sirven hoy en d́ıa para saber si un modelo inflacionario es adecuado o no,
son: el valor de la temperatura de la CMB, Tγ ∼ 2.7 K; el valor del ı́ndice espectral ns ∼ 0.96, que
mide qué tan homogéneas son las fluctuaciones cuánticas debidas a la existencia de campos escalares
en la CMB; y el cociente de fluctuaciones tensoriales sobre fluctuaciones escalares, r < 0.07. Los
valores aqúı enlistados corresponden a los reportados por las más recientes observaciones del satélite
Planck [4]. Todo modelo inflacionario debe ser compatible con estas observaciones.

Por otro lado, una solución a algunos conflictos en la f́ısica de part́ıculas conduce a teoŕıas su-
persimétricas: teoŕıas cuánticas de campos provistas de una simetŕıa adicional, la supersimetŕıa. La
supersimetŕıa surge como un contraejemplo al conocido teorema de Coleman-Mandula [5], el cual
establece que no hay forma de construir un grupo de simetŕıas que tome en cuenta las simetŕıas in-
ternas y las del espaciotiempo siempre y cuando los generadores de las transformaciones de simetŕıa
acepte una descripción algebraica basada en conmutadores. Al incluir estructuras algebraicas de
anticonmutación (o equivalente transformaciones de simetŕıa fermiónicas), el teorema deja de apli-
car. El resultado es una extensión no trivial del grupo de Poincaré [6]. Otro resultado impactante
es que, debido a su relación con el grupo de Poincaré, al considerar parámetros de transformaciones
supersimétricas dependientes de las posiciones, se llega a una forma de teoŕıa cuántica de campos
con gravitación conocida como supergravedad.

En el contexto supersimétrico, J. Wess y B. Zumino propusieron [7, 8] una acción cuatro dimen-
sional invariante bajo supersimetŕıa, compatible con algunos aspectos de la f́ısica de part́ıculas. Este
logro, combinado con resultados sobre teoŕıa de cuerdas [9, 10, 11], desencadenaron una intensa ac-
tividad en la búsqueda de la fenomenoloǵıa supersimétrica correcta, la cual incluye campos escalares
que no han sido observados aún. De ser correcta la simetŕıa planteada, la f́ısica inflacionaria debe
ser compatible con ella, por lo que es natural plantear escenarios inflacionarios supersimétricos, en
los que uno de los campos escalares resultantes sea precisamente el inflatón.

Es importante dejar claro que la nula evidencia experimental de la existencia de supersimetŕıa
en el LHC, con cotas cada vez más rigurosas [12, 13, 14], ha conducido a la cautela y escepticismo
en la comunidad cient́ıfica. Sin embargo, desde un punto de vista teórico, no es descartable que
la supersimetŕıa exista, rota a una escala energética aún inaccesible para la tecnoloǵıa de la que
disponemos hoy en d́ıa. En mi óptica, en lugar de una búsqueda en aceleradores, parece más sensato
buscar pruebas de la existencia de supersimetŕıa en el universo temprano: nuestro escenario más
energético y por tanto un excelente laboratorio para confrontar la teoŕıa supersimétrica con la
naturaleza. 1

Dadas estas premisas, la cosmoloǵıa supersimétrica debe ser tomada como una propuesta pu-

1Una propuesta que sigue esta ĺınea de pensamiento y que me parece merece explorarse es la presentada por
Baumann [15].



3

ramente teórica. El presente trabajo, por lo tanto, es un trabajo teórico que pretende establecer
la viabilidad del paradigma inflacionario en teoŕıas supersimétricas, con el objetivo de aportar
mayores herramientas para la búsqueda de supersimetŕıa y, simultáneamente, encontrar posibles
canales simultáneos para descubrir que la inflación śı ocurrió. Con este propósito, en esta tesis,
estudiaré la fenomenoloǵıa de algunos escenarios inflacionarios relacionados con el rompimiento de
supersimetŕıa a muy altas enerǵıas.

En la literatura, hay varias propuestas supersimétricas de inflación, tales como la correspon-
diente a inflación nueva [2] y la de inflación h́ıbrida [16]. En particular, en esta tesis serán puestos
a prueba los potenciales inflacionarios que aparecen en [17, 18, 19, 20]. Es importante notar que
estos modelos están basados totalmente en teoŕıas supergravitacionales en las cuales el rompimien-
to de supersimetŕıa se da de forma espontánea. Existen dos tipos de rompimiento espontáneo de
supergravedad: el mediado por campos F , cuyo valor esperado en el vaćıo es no nulo, y el mediado
por campos D, también con 〈D〉 6= 0. En el primer caso, el rompimiento está enteramente asociado
a la estructura de las interacciones entre los campos escalares y sus términos de masa. En cambio,
el segundo está asociado a las cargas de las part́ıculas escalares asociadas a las simetŕıas (internas)
de norma de la teoŕıa; es decir, a las cargas bajo las fuerzas del modelo estándar de part́ıculas si el
modelo supegravitacional tiene algo que ver con nuestro universo.

Cada rompimiento de supersimetŕıa tiene sus complicaciones para asociarlo a inflación. Cuando
el rompimiento se da por medio de campos F , el potencial supergravitacional en el sector esca-
lar posee factores exponenciales que dependen de la estructura cinética de los campos, el llamado
potencial de Kähler. Estos factores multiplican los términos de masa de los campos escalares, por
lo que contribuyen a la masa del inflatón, haciéndola más grande. Si esos factores son lo suficien-
temente grandes, es muy dif́ıcil encontrar un potencial inflacionario que garantice un rodamiento
lo suficientemente lento para lograr que el universo crezca por el enorme factor requerido. Este
conflicto, es conocido como problema η. Una forma de evitar esto es, por ejemplo, proponer que el
llamado superpotencial de la teoŕıa supergravitacional sea lineal en el supercampo que contenga al
inflatón, o, en su defecto, ignorar las contribuciones debidas al campo F y considerar únicamente
relevante a la contribución atribuida al término D.

Estas dos alternativas nos permiten clasificar en dos grandes grupos a los modelos inflaciona-
rios supergravitacionales basados en rompimiento espontáneo de supersimetŕıa: aquéllos donde la
parte relevante del potencial proviene de la contribución asociada al campos F y los que vienen
caracterizados por la propia del campo D. Aśı, en esta tesis separo el tratamiento de los modelos
con campos F , aqúı basados en las referencias [17, 18], del tratamiento de modelos inflacionarios
dominados por campos D, aqúı basados en las referencias [19, 20].

El estudio presentado en esta tesis no sólo es una revisión de los modelos presentados en las
citadas referencias, sino, en mi óptica, una corrección a los resultados ah́ı presentados. En particular,
al realizar la revisión de estos modelos, que en esos trabajos no se consideran todas las condiciones
necesarias para que exista inflación (el llamado parámetro ε es ignorado); además, algunas de las
aproximaciones tomadas en esas referencias podŕıan conducir a resultados algo diferentes al ser
relajadas. Este par de observaciones motivaron la reproducción de los resultados aqúı presentados,
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en búsqueda de modelos compatibles con las restricciones cosmológicas mencionadas antes, las
cuales también representan una actualización de las presentadas en los art́ıculos citados.

Cabe mencionar que como motivación adicional se encuentra el hecho de obtener intuición en
teoŕıas supergravitacionales para posteriormente poder construir modelos propios, o trabajar con
modelos más complicados sin ir a ciegas. Además, en el transcurso de este trabajo se revisaron
de manera superficial un par de resultados muy recientes obtenidos por A. Van Proeyen [21] y
A. Riotto [22] en lo que parecen ser direcciones de estudio valiosas para seguir desarrollando el
conocimiento y las herramientas obtenidas a lo largo de este trabajo.

Organización de la tesis

En el caṕıtulo 2, se discuten los elementos esenciales de supersimetŕıa, se explica cómo extender
el álgebra de Poincaré y cómo se refleja este hecho f́ısicamente. Asimismo, se explica el formalis-
mo de súperespacio y súpercampos, aśı como la metodoloǵıa para construir y caracterizar teoŕıas
supersimétricas. Finalmente, se da una breve visión de la versión local de las transformaciones de
supersimetŕıa haciendo especial énfasis en la forma que tiene el potencial escalar en una teoŕıa
gravitacional arbitraria.

En el caṕıtulo 3, se presentan las bases de la cosmoloǵıa relativista, los problemas que soluciona
y los que deja pendientes. Posteriormente, se presenta el mecanismo de inflación, el cual cura
los problemas de la cosmoloǵıa estándar, provee algunas predicciones y nos deja algunas otras
preguntas, entre las cuales destaca el origen del inflatón y la forma poco natural ad hoc del potencial
asociado a este campo.

En el caṕıtulo 4, se presenta una forma concreta de dar origen al potencial del inflatón, la
cual consiste en proponer una teoŕıa de supergravedad, compatible con f́ısica a muy altas enerǵıas
(lo que algunos denominan una completez ultravioleta) y obtener el potencial buscado a partir del
sector escalar de la teoŕıa, de forma concreta desde el potencial escalar asociado a la teoŕıa en
cuestión. Se discuten las dificultades para implementar inflación en supergravedad aśı como un
par de soluciones viables. Además, se realiza el estudio de tres modelos existentes en la literatura
mediante los cálculos de los parámetros de rodamiento lento presentados en el caṕıtulo 2, empleando
un método diferente al reportado en los art́ıculos que se tomaron como base. Este es el caṕıtulo
principal de esta tesis.

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones, discutiendo los resultados obtenidos,
la metodoloǵıa utilizada y se plantea una posible dirección a seguir a futuro.



Caṕıtulo 2

Principios de supersimetŕıa y
supergravedad

2.1. Teorema de Coleman-Mandula

Uno de los grandes objetivos en f́ısica teórica es la construcción de una teoŕıa que sea capaz
de describir las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza. Es sabido que tres de ellas,
la electromagnética y las interacciones nucleares débil y fuerte, son descritas mediante el Modelo
Estándar de part́ıculas elementales, una exitosa teoŕıa de campos dotada del siguiente grupo de
simetŕıa SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1).
Por otro lado, la teoŕıa que mejor describe a la gravedad es la Relatividad General de Einstein.
Y al menos en el caso de relatividad especial, el grupo de simetŕıa de dicha teoŕıa es el grupo de
Lorentz.
Aśı, una caracteŕıstica que debe tener esa supuesta teoŕıa que describa las cuatro fuerzas antes
mencionadas, debeŕıa contar con un grupo de norma que contenga tanto el grupo de simetŕıa del
Modelo Estándar como el de la Relatividad Especial cuando menos.
El Teorema de Coleman-Mandula representaba un serio impedimento para lograr la construcción
de dicho grupo, pues el teorema establece que no hay modo de construir un grupo de simetŕıa de
norma que mezcle de forma no trivial el grupo de Lorentz y el del modelo estándar.1

2.2. Supersimetŕıa

Afortunadamente el Teorema de Coleman-Mandula no puso un alto al sueño de la llamada
teoŕıa del todo, puesto que sus autores únicamente consideraron una estructura de conmutadores
(bosónica) sin considerar una posible estructura de anticonmutadores (fermiónica).

1Para revisar el enunciado preciso del teorema y una prueba de este, véase [23], apéndice B
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6 CAPÍTULO 2. PRINCIPIOS DE SUPERSIMETRÍA Y SUPERGRAVEDAD

Para tomar esto en cuenta hace falta extender el álgebra de Poincaré, para lo cual debemos intro-
ducir el concepto de álgebra gradada.
Sea Oa un conjunto de operadores de un álgebra de Lie, entonces

[Oa,Ob} ≡ OaOb − (−1)ηaηbObOa,

donde ηa es cero si se trata de un generador bosónico y uno en el caso fermiónico.
Ahora, como mencionamos queremos extender el álgebra de Poincarè por tanto se introducen los
operadores QAα y Q̄A

β̇
, con las siguientes relaciones de conmutación y anticonmutación:

[Qα,M
µν ] = (σµν)βαQβ (2.1)

[Qα, P
µ] = [Q̄α̇, P

µ] = 0 (2.2)

{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 (2.3)

{Qα, Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇P
µ, (2.4)

cabe mencionar que las relaciones usuales del álgebra de Poincaré permanecen intactas.
Los nuevos operadores, QAα y Q̄A

β̇
serán los generadores de las transformaciones de supersimetŕıa, co-

mo se puede ver en la estructura del álgebra son operadores de carácter fermiónico y sus respectivos
ı́ndices α y β̇, son ı́ndices espinoriales que indican la representación de SO(1, 3) ∼= SU(2)⊕ SU(2)
en la que viven: (1/2, 0) para los ı́ndices sin punto y (0, 1/2) para los puntuados.

2.2.1. Un primer modelo supersimétrico: supermultiplete quiral libre

Sin perdida de generalidad, sabemos que el contenido férmionico mı́nimo en una teoŕıa cuántica
de campos es un espinor izquierdo de Weyl de dos componentes. Dado que es un objeto intŕınse-
camente complejo es natural elegirle como supercompañero un campo escalar complejo. La acción
libre más simple que podemos construir con estos campos es la correspondiente al modelo de Wess-
Zumino

S =

∫
d4xLWZ =

∫
d4x(−∂µφ∗∂µφ+ iψ̄†σ̄µ∂µψ).

La transformación supersimétrica más sencilla da lugar a las siguientes transformaciones en los
campos

δφ = εψ , δφ∗ = ε†ψ†,

δψα = −i(σµε†)α∂µφ , δψ†α̇ = i(εσµ)α̇∂µφ
∗,

con εα un espinor de Weyl de dos componentes que parametriza la transformación y tiene unidades
de [masa]−1/2. Cabe mencionar que será un parámetro tal que de lugar a una simetŕıa global.
Usando relaciones para las matrices de Pauli y el hecho de que las parciales conmutan, la variación
para la acción de Wess-Zumino es



2.2. SUPERSIMETRÍA 7

δS =

∫
dx4δL = −ε∂µψ∂µφ∗ − ε†∂µψ†∂µφ− εσµσ̄ν∂νψ∂µφ∗ + ψ†σ̄νσµε†∂µ∂νφ = 0,

por tanto podemos concluir que la teoŕıa descrita por la acción de Wess-Zumino es supersimétrica.
Ahora veamos que el álgebra de supersimetŕıa cierra, es decir que el conmutador de dos transfor-
maciones supersimétricas parametrizadas por dos espinores distintos, digamos ε1 y ε2 es también
simetŕıa de la teoŕıa. Usando las propiedades de transformación para los campos fermiónicos y
bosónicos usados anteriormente, se obtiene que

(δε1δε2 − δε2δε1)φ = i(−ε1σµε†2 + ε2σ
µε†1)∂µφ,

y
(δε1δε2 − δε2δε1)φα = i(−ε1σµε†2 + ε2σ

µε†1)∂µψα + iε1αε
†
2σ̄

µ∂µψ − iε2αε
†
1σ̄

µ∂µψ,

notemos que los últimos dos términos de la transformación del campo fermiónico es cero en la capa
de masa, i.e si la ecuación de movimiento σ̄µ∂µψ = 0 se satisface. Mientras que el primer término
es idéntico a la transformación para el campo escalar.
El hecho de que el álgebra de supersimetŕıa solo cierre en capa de masa es preocupante, pues
nos interesa que la simetŕıa se mantenga incluso al hacer el tratamiento cuántico. Para esto, se
introduce un campo auxiliar, en este caso será escalar complejo F y sin término cinético. La densidad
lagrangiana para este campo auxiliar está dada por

Laux = F ∗F

por tanto, sus dimensiones son [masa]2 y las ecuaciones de movimiento para el campo son F ∗ = 0
y F = 0. Mientras que la variación debida a la transformación de supersimetŕıa es

δF = −iε†σ̄µ∂µψ , δF ∗ = i∂µψ
†σ̄µε

de donde
δLaux = −iε†σ̄µ∂µψF ∗ + i∂µψ

†σ̄µεF

nótese que se hace cero en capa de masa. Ahora, añadimos también términos extra a la regla de
transformación para el campo fermiónico se tiene que

δψα = −i(σµε†)α∂µφ+ εαF , δψ†α̇ = i(εσµ)α̇∂µφ
∗ + ε†·αF

∗

con lo cual nuestra teoŕıa modificada sigue siendo invariante ante transformaciones supersimétricas.
Pero, si ahora calculamos la variación para cualquiera de los campos, obtenemos

(δε1δε2 − δε2δε1)X = i(−ε1σµε†2 + ε2σ
µε†1)∂µX,

este resultado es muy importante, pues hemos encontrado que el conmutador de dos transforma-
ciones de supersimetŕıa nos devuelve la derivada del campo original. En el marco de Heisenberg
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−i∂µ corresponde al conmutador de translaciones espaciotemporales Pµ, lo cual tiene sentido según
el álgebra de supersimetŕıa dada por la ec.(4). Con esto hemos probado que nuestra teoŕıa es inva-
riante ante transformaciones de supersimetŕıa tanto en capa de masa como fuera de ella.

Como las simetŕıas continuas siempre dan lugar a corrientes conservadas, es natural preguntarse
cual es la corriente asociada a esta transformación. Vı́a el Teorema de Noether, uno encuentra que

Jµα = (σν σ̄µψ)α∂νφ
∗ J†µα̇ = (ψ†σ̄µσν)α̇∂νφ.

A partir de estas uno puede calcular también las cargas conservadas

Qα =

∫
d3xJ0

α Qα̇ =

∫
d3xJ†0α̇ ,

las cuales justamente son los generadores de las transformaciones de supersimetŕıa.

2.2.2. Un primer modelo interactuante : Interacción de campos quirales

Ahora la meta es construir la teoŕıa de interacciones (sin considerar interacciones de norma
aún) para part́ıculas de supermultipletes quirales.
Nuestro punto de partida es la densidad Lagrangiana para una colección de supermultipletes quirales
libres etiquetados por un ı́ndice i. Consideraremos que todo supermultiplete consta de un escalar
complejo φ, un espinor de Weyl ψ y un campo auxiliar escalar complejo sin propagación F . Como
ya vimos, la parte libre viene dada por

Llibre = −∂µφ∗i∂µφ+ iψ†iσ̄µ∂µψi + F ∗iFi, (2.5)

la cual es invariante ante la transformación de supersimetŕıa descrita en la subsección anterior.
Buscamos ahora la expresión más general de interacciones renormalizables que sean compatibles
con supersimetŕıa. Los únicos candidatos resultan ser

Lint = −1

2
W ijψiψj +W iFi + xijFiFj − U.

Necesitamos que esta parte de la densidad Lagrangiana sea invariante ante la misma transformación
de simetŕıa que la parte libre, por lo cual tanto el término U , como el término xij deben ser cero.
Quedamos aśı con

Lint = −1

2
W ijψiψj +W iFi.

Ahora estudiemos por partes la variación a esta expresión, comenzaremos con la que contiene cuatro
espinores

δLint1 = −1

2

δW

δφk
(εψk)(ψiψj)−

1

2

δW

δφ∗k
(ε†ψ†k)(ψiψj),
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de lo anterior y por la identidad de Fierz, vemos que la variación se anula si y sólo si δW/δφk es
totalmente simétrico bajo el intercambio de los ı́ndices i, j, k. Pero no hay tal identidad disponible
para el término proporcional a (ε†ψ†k)(ψiψj), como no se puede eliminar con ningún otro término,
entonces requerimos que W ij no sea función de φ∗k.
Por tanto

W ij = M ij + yijkφk,

con M ij matriz de masa simétrica para fermiones y yijk el acoplamiento de Yukawa para el campo
escalar φk y dos campos fermiónicos ψi y ψj , el cual debe ser totalmente simétrico ante el intercambio
de ı́ndices.
Definimos entonces el superpotencial W como

W =
1

2
M ijφiφj +

1

6
yijkφiφjφk,

con lo cual tenemos que

W ij =
δ2

δφiδφj
W.

Veamos ahora la parte que contiene una derivada

δLint2 = iW ij∂µφjψiσ
µε† + iW i∂µψiσ

µε†,

nótese que

W ij∂µφj = ∂µ

(
δW

δφi

)
,

entonces la contribución a δLint debido a δLint2 es una derivada total si

W i =
δW

δφi
= M ijφj +

1

2
yijkφjφk,

los términos restantes son lineales en F y F ∗ y se cancelan dados los resultados obtenidos para W i

y W ij .
Ahora, si calculamos las ecuaciones de movimiento para F y F ∗ y sustituimos en la expresión para
L = Llibre + Lint obtenemos

L = −∂µφ∗i∂µφ+ iψ†iσ̄µ∂µψi −
1

2

[
W ijψiψj +W ∗ijψ

†iψ†j
]
−W iW ∗i ,

de donde se sigue que el potencial escalar de la teoŕıa viene dado por

V (φ, φ∗) = W kW ∗k ,
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con lo cual obtenemos la expresión final para la densidad lagrangiana completa

L = −∂µφ∗i∂µφi − V (φ, φ∗) + iψ†iσ̄µ∂µψi

− 1

2

[
M ijψiψj +M∗ijψ

†iψ†j
]
− 1

2

[
yijkφiψjψk + y∗ijkφ

∗iψ†jψ†k
]
. (2.6)

Esta expresión es sumamente útil, pues nos permite comparar las masas de los campos fermiónicos
y bosónicos mediante las ecuaciones de movimiento

∂µ∂µφi = M∗ikM
kjφj + . . . , (2.7)

iσ̄µ∂µψi = M∗ijψ
†j + . . . , iσµ∂µψ†i = M ijψj ,

poniendo ψ en términos de ψ† y viceversa, uno obtiene que

∂µ∂µψi = M∗ikM
kjψj + . . . , ∂µ∂µψ

†j = ψ†j = M∗ikM
kj + . . . , (2.8)

de las ecuaciones 2.7 y 2.8 vemos que los campos bosónicos y fermiónicos satisfacen la misma
ecuación de onda con la misma matriz de masa con eigenvalores no negativos. Si diagonalizamos esta
matriz redefiniendo los campos con una matriz unitaria obtenemos una colección de supermultipletes
quirales, que contienen cada uno un campo escalar complejo y un fermión de Weyl con misma masa,
como era de esperarse.

2.2.3. Lagrangiano para un supermultiplete de norma libre

Ahora los grados de libertad de propagación en un supermultiplete de norma son un campo
escalar Aaµ y un fermión de Weyl de dos componentes llamado gaugino λa.
Las transformaciones de norma de un supermultiplete vectorial son

Aaµ → Aaµ + ∂µΛa + gfabcAbµΛc

λa → λa + gfabcλbΛc.

Igual que en el caso anterior, necesitamos de un campo escalar auxiliar que permita que la supersi-
metŕıa cierre fuera de capa de masa, llamaremos Da a dicho campo, el cual también transformara
en la representación adjunta del grupo de norma, tendrá las mismas unidades que el campo F y no
tendrá término cinético, de modo que pueda ser eliminado en capa de masa usando su ecuación de
movimiento.
De modo que la densidad lagrangiana para un supermultiplete de norma, será

Lnorma = −1

4
F aµνF

µνa + iλ†aσ̄µ∇µλa +
1

2
DaDa, (2.9)

con F aµν la intensidad de campo de Yang-Mills usual y

∇µλa = ∂µλ
a + gfabcAbµΛc,
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la derivada covariante del campo del gaugino.
Ahora especifiquemos la transformación de los campos ante transformaciones de supersimetŕıa

δAaµ = − 1√
2

(
ε†σ̄µλ

a + λ†aσ̄µε
)
, (2.10)

δλaα =
i

2
√

2
(σµσ̄νε)αF

a
µν +

1√
2
εαD

a, (2.11)

δDa =
i√
2

(
−ε†σ̄µ∇µλa +∇µλ†aσ̄µε

)
. (2.12)

Con estas definiciones se obtiene, en analoǵıa con el caso anterior que

(δε1δε2 − δε2δε1)X = i(−ε1σµε†2 + ε2σ
µε†1)∇µX.

2.2.4. Interacciones de norma supersimétricas

Supongamos que los supermutilpletes quirales transforman bajo el grupo de norma en una
representación con matrices hermitianas (T a)ji tales que[

T a, T b
]

= ifabcT c.

Como la supersimetŕıa y las transformaciones de norma conmutan, entonces los campos deben estar
en la misma representación de norma, por lo cual

Xi → Xi + igΛa (T aX)i . (2.13)

Para tener una densidad Lagrangiana invariante de norma, necesitamos cambiar las derivadas en
la ec. 2.5 por derivadas covariantes

∇µφi = ∂µφi − igAaµ (T aφ)i

∇µφ∗i = ∂µφ
∗i + igAaµ (φ∗T a)i

∇µψi = ∂µψi − igAaµ (T aψ)i .

Uno podŕıa pensar que con esto basta para tener interacciones, sin embargo hace falta considerar
las interacciones entre el gaugino y el campo auxiliar. Tenemos aśı tres tipos de interacciones
permisibles

(φ∗T aψ)λa, λ†a
(
ψ†T aφ

)
, (φ∗T aφ)Da,

uno podŕıa añadir estos términos a la densidad lagrangiana y pedir que todo sea real e invariante
bajo supersimetŕıa salvo por una derivada total. Resulta que esto es posible si modificamos las
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reglas de transformación para los campos de materia para incluir derivadas covariantes y también
resulta necesario un término extra en la variación de F

δφi = εψi

δψiα = −i
(
σµε†

)
α
∇µφi + εFα

δFi = −iε†σ̄µ∇µψµ +
√

2g (T aφ)i ε
†λ†a.

Bajo estas reglas las densidad Lagrangiana completa viene dada por

L = Lquiral + Lnorma

−
√

2g (φ∗T aψ)λa −
√

2gλ†a
(
ψ†T aφ

)
+ g (φ∗T aφ)Da. (2.14)

Nótese que la segunda ĺınea de la expresión anterior consiste de interacciones cuyas intensidades
están forzadas a ser constantes de acoplamiento por los requerimientos de supersimetŕıa, aunque
no sean interacciones de norma en el sentido de una teoŕıa cuántica de campos usual. Los primeros
dos términos son acoplamientos directos de los gauginos a los campos de materia; lo cual puede
pensarse como la supersimetrización de los acoplamientos usuales de los bosones de norma con los
campos de materia. Mientras que el último término junto con el término para Da en Lnorma da
lugar a una ecuación de movimiento distinta para el campo auxiliar

Da = −g (φ∗T aφ) ,

de modo que, al igual que los campos auxiliares F y F ∗ el campo Da se puede escribir en términos de
los campos escalares. Si reemplazamos en la ec2.14, encontramos que es posible escribir el potencial
escalar como

V (φ, φ∗) = F ∗iFi +
1

2
DaDa = W ∗iWi +

1

2
g2 (φ∗T aφ)2 , (2.15)

los dos términos en esta expresión son conocidos como contribución debida al término F y al término
D, respectivamente. Lo interesante de este potencial es que posee una caracteŕıstica única de las
teoŕıas supersimétricas; el potencial escalar está completamente determinado por las demás inter-
acciones en la teoŕıa. Los términos F están dados por los acoplamientos de Yukawa, y los términos
D por las interacciones de norma.

Hasta ahora hemos construido teoŕıas supersimétricas con base en nuestra intuición y nuestros
conocimientos básicos de teoŕıa cuántica de campos, pero ¿cómo estar seguros de que son en efecto
las teoŕıas más generales que podemos construir?, ¿podremos dar un origen fundamental para
estos términos auxiliares que parecen estar metidos a mano?. Para dar respuesta a estas preguntas
debemos introducir el concepto de superespacio para dar lugar al formalismo de supercampos.
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2.3. Superespacio y supercampos

2.3.1. Superespacio: una extensión del espaciotiempo

La idea es extender las coordenadas de nuestro espaciotiempo usual, {xµ}, añadiendo unas
nuevas coordenadas, {θα, θ̄α̇}, las cuales pueden ser interpretadas como los supercompañeros de
nuestras coordenadas usuales y sus conjugados. Aśı las coordenadas que describen un punto en el
superespacio serán {xµ, θα, θ̄α̇}.
Se habrá notado que las coordenadas θ y θ̄ tienen ı́ndices espinoriales α y α̇ por lo cual es de esperarse
que su naturaleza no sea bosónica, i.e no son números reales propiamente, pues no cumplen con la
propiedad de conmutar. Estás nuevas variables son lo que se conoce como variables de Grassmann,
a continuación se presentan algunas de sus propiedades.
Supongamos que tenemos una sola variable de Grassmann θ, i.e {θ, θ} = 0. Entonces es claro que
θ2 = 0. Ahora, sea f una función de θ, si expandimos en serie de Taylor, tenemos:

f(θ) = f0 + f1θ,

pues los términos de orden mayor o igual a dos son cero debido a la estructura anticonmutativa de
θ.
La derivada es claramente

df

dθ
= f1,

y definimos ∫
dθ
df

dθ
:= 0

∫
θdθ := 1.

Ahora consideremos variables de Grassmann con ı́ndices espinoriales θα y θ̄α̇. Definimos sus cua-
drados como

θθ := θαθα θ̄θ̄ := θ̄α̇θ̄α̇,

de lo cual se sigue que

θαθβ = −1

2
εαβθθ θ̄α̇θ̄β̇ =

1

2
εα̇β̇ θ̄θ̄,

aśı que

∂θβ

∂θα
= δβα

∂θ̄β̇

∂θ̄α̇
= δβ̇α̇,

por otro lado, la integración va como∫
dθ1

∫
dθ2 :=

∫
d2θ,

∫
θθd2θ = 1,

∫
θθθ̄θ̄d2θd2θ̄ = 1.

Con estas propiedades en mente estamos listos para hablar de supercampos.
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2.3.2. Supercampos

Consideremos una función de las coordenadas del superespacio S(xµ, θα, θ̄α̇). La cual podemos
expresar mediante su desarrollo en serie de potencias de θ y θ̄ teniendo una cantidad finita de
términos distintos de cero debido a la naturaleza fermiónica de dichas coordenadas. La expresión
más general tendrá la siguiente forma:

S(xµ, θα, θ̄α̇) = φ(x) + θψ(x) + θ̄χ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄N(x) + (θσµθ̄)Vµ(x)

+ θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θρ(x) + θθθ̄θ̄D(x). (2.16)

Esta función será lo que llamaremos supercampo. Es de nuestro interés saber como transforma esta
cantidad ante transformaciones de supersimetŕıa, para esto debemos dar una representación para los
operadores Q y Q̄. Antes de eso, conviene recordar el hecho de que al efectuar una transformación
de Poincarè obtenemos una traslación en el espaciotiempo, aśı esperamos que al actuar con una
transformación de súper-Poincarè obtengamos una traslación en el superespacio.
Aśı, la representación que elegimos es la siguiente

Qα = −i ∂
∂θα
− (σµ)αβ̇θ

β̇ ∂

∂xµ
(2.17)

Q̄α̇ = i
∂

∂θ̄α̇
+ θβ(σµ)βα̇

∂

∂xµ
(2.18)

Pµ = −i ∂

∂xµ
, (2.19)

de esta representación podemos deducir que

i[S, εQ+ ε̄Q̄] = i(εQ+ ε̄Q̄)S = δS.

La transformación expĺıcita de cada componente viene dada por

δφ = εψ + ε̄χ̄, (2.20)

δψ = 2εM + σµε̄(i∂µφ+ Vµ), (2.21)

δχ̄ = 2ε̄N − εσµ(i∂µφ− Vµ), (2.22)

δM = ε̄λ̄− i

2
∂µψσ

µε̄, (2.23)

δN = ερ+
i

2
εσµ∂µχ̄, (2.24)

δVµ = εσµλ̄+ ρσµε̄+
i

2
(∂νψσmuσ̄νε− ε̄σ̄νσµ∂νχ̄) , (2.25)

δλ̄ = 2ε̄D +
i

2
(σ̄νσµε̄) ∂µVν + iσµε∂µM, (2.26)

δρ = 2εD − i

2
(σν σ̄µε) ∂µVν + iσµε̄∂µN, (2.27)

δD =
i

2
∂µ
(
εσµλ̄− ρσµε̄

)
, (2.28)
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notesé que la componente D transforma como una derivada total.
Ahora, esta función S no es una representación irreducible de supersimetŕıa pero podemos imponer
constricciones sobre S que nos lleven a súpercampos con menos componentes que śı lo sean.
Para dicho fin, debemos definir la derivada supercovariante

Dα
.
= ∂α + i(σµ)αβ̇ θ̄

β̇∂µ, D̄α̇
.
= −∂̄α̇ − iθβ(σµ)βα̇∂µ,

la cual satisface la siguiente estructura

{Dα,Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇,Qβ} = {D̄α̇,Qβ} = 0.

Con esto en mente podemos dar una clasificación de supercampos que śı son representaciones
irreducibles de supersimetŕıa

supercampo quiral Φ, satisface D̄α̇Φ = 0

supercampo antiquiral Φ̄, cumple DαΦ̄ = 0

supercampo vectorial V , satisface V = V †

supercampo lineal L, cumple que L = L† y DDL = 0

en particular, son de nuestro interés los supercampos quirales y vectoriales.
La expresión general para un supercampo quiral es

Φ(xµ, θα, θ̄α̇) = ϕ(x) +
√

2θψ(x) + θθF (x) + iθσµθ̄∂µϕ(x)

− i√
2
θθ∂µψ(x)σµθ̄ − 1

4
θθθ̄θ̄∂µ∂

µϕ(x), (2.29)

mientras que para un supercampo vectorial tenemos

V
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
= C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄(x) +

i

2
θθ (M(x) + iN(x))− i

2
θ̄θ̄ (M(x)− iN(x))

+ θσµθ̄Vµ(x) + iθθθ̄

(
−iλ̄(x) +

i

2
σ̄µ∂µχ(x)

)
− iθ̄θ̄θ

(
iλ(x)− i

2
σµ∂µχ̄

)
1

2
θθθ̄θ̄

(
D − 1

2
∂µ∂

µC

)
. (2.30)

Nótese que dado un supercampo quiral Λ, i
(
Λ− iΛ†

)
es un supercampo vectorial pues satisface la

condición de realidad. Con lo anterior podemos definir una transformación de norma generalizada
para supercampos vectoriales, digamos V , dada por

V → V − i

2

(
Λ− Λ†

)
,
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dicha transformación es importante, pues si tomamos un Λ adecuado, podemos llevar nuestro su-
percampo vectorial a la norma de Wess Zumino. En dicha norma, un supercampo vectorial V toma
la forma

VWZ(xµ, θα, θ̄α̇) = θσµθ̄Vµ(x) + θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θλ(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x),

esta norma es conveniente pues nos deja únicamente las componentes f́ısicas del supercampo.
Para finalizar esta sección, vale la pena mencionar la forma en que transforman las componentes
F de supercampos quirales y las D de supercampos vectoriales ante una transformación general de
supersimetŕıa, la cual viene dada por

i[X, εQ+ ε̄Q̄] = i(εQ+ ε̄Q̄)S = δX,

para un supercampo X.

Ante tal transformación el término F de un supercampo quiral Φ transforma como

δF = i
√

2ε̄σ̄µ∂µψ

mientras que en el caso de un supercampo vectorial en la norma de Wess-Zumino, la componente
D transforma como

δD =
i

2
∂αα̇

(
εα̇λα − εαλ̄α̇

)
,

es de suma importancia notar que en ambos casos, el término F y el término D transforman como
derivadas totales antes transformaciones de supersimetŕıa.

2.4. Acciones supersimétricas cuatro dimensionales

En el formalismo de superespacio y supercampos, la acción asociada a una teoŕıa supersimétrica
se expresa como una integral de un supercampo sobre las coordenadas xµ y θα, θ̄α̇. Para construir
las mismas acciones en términos de las componentes de los súpercampos, basta notar lo que se
menciono al final de la sección anterior. Tanto el término F de un supercampo quiral como el
término D de un supercampo vectorial transforman como derivadas totales ante supersimetŕıa, por
tanto son invariantes ante transformaciones de supersimetŕıa las siguientes integrales

SF =

∫
d4xF , SD =

∫
d4xD, (2.31)

aśı, las acciones supersimétricas se obtienen al elegir F y D de algún supercampo compuesto obte-
nido de súpercampos quirales y de norma.

Llegado este punto conviene hablar de las cantidades que definen por completo una teoŕıa
supersimétrica.
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2.4.1. Superpotencial

Pensemos en un conjunto de n supercampos quirales Φi, donde i = 1, 2, ..., n. A partir de estos
podemos construir un supercampo quiral compuesto, cuya componente de orden θ0 θ̄0 sea una
función holomorfa W de los escalares Za, las demás componentes van como

χ(W ) = WiΦ
i,

F (W ) = WiF
i − 1

2
WijΦ̄

iΦj ,

donde Wi = ∂W
∂Zi

y Wij = ∂2W
∂Zi∂Zj

.
A esta función W (Φi) se le conoce como superpotencial, más adelante veremos que se encarga de
construir los términos de interacción de la teoŕıa que estemos describiendo.

2.4.2. Potencial de Kähler

Ahora consideremos que tenemos no solo el conjunto de campos quirales arriba mencionado,
sino también un conjunto de supercampos antiquirales Φ̄i, con lo cual construimos un supercampo
vectorial cuya componente de orden θ0, θ̄0 sea una función anaĺıtica de los supercampos quirales y
antiquirales K(Φ, Φ̄).

2.4.3. Función cinética de norma

Esta función nos brinda información sobre las constantes de acoplamiento de la teoŕıa aśı como
de la existencia de términos de mezcla entre interacciones. En el caso de interacciones asociadas a
grupos abelianos pueden surgir términos del estilo Fµν F

µν con cada tensor de esfuerzo asociado
a una distinta simetŕıa U(1), este tipo de términos se debeŕıan a una función cinética de norma
no trivial. Cabe mencionar que en todos los modelos que se presentaran en este trabajo la función
será la trivial, es decir, proporcional a la identidad.

Con estos conceptos en mente, las acciones supersimétricas se pueden construir de la siguiente
manera

S = S(K) + S(f) + S(W ),

S(k) =

∫
d4xD(K) =

∫
d4xLkin escalar−quiral,

S(f) =

∫
d4xF (f) =

∫
d4xLkin norma,

S(W ) =

∫
d4xF (W ) =

∫
d4xLint.

En particular nos será de sumo interés el potencial asociado al sector escalar de nuestra teoŕıa, este
se obtiene al desarrollar por completo los términos arriba mencionados para obtener la densidad
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lagrangiana y poder calcular las ecuaciones de movimiento para los campos auxiliares F y D.
Estas ecuaciones resultan ser algebraicas y al hacer uso de sus soluciones obtenemos la densidad
lagrangiana que describe los grados de libertad f́ısicos. Además, al realizar esta eliminación de los
campos auxiliares e identificar las partes escalares que no contengan derivadas, podemos obtener
el siguiente potencial escalar:

V =
∑
i

∣∣∣∣∂W∂Φi

∣∣∣∣2 +
1

2
χD. (2.32)

2.5. Supergravedad

Hasta ahora hemos estudiado supersimetŕıa cuando sus generadores son operadores que no
dependen del punto del espaciotiempo sobre el que se apliquen, es decir como una simetŕıa global
de nuestra teoŕıa. Veamos ahora las consecuencias de estudiarla como una simetŕıa local, lo que
dará lugar a la llamada supergravedad.
La interacción gravitacional surge al estudiar supersimetŕıa local pues recordemos que en el caso
de supersimetŕıa global el conmutador de dos transformaciones supersimétricas daba lugar a una
traslación, ahora al hacer que los generadores de supersimetŕıa dependan del punto, la traslación
generada también dependerá del punto del espaciotiempo al cual se aplique

[δε1(xµ), δε2 ]O ∝ ε1(xµ)ε2(xµ)∂µO.

Por tanto nos generarán una traslación que dependa del punto al cual se aplique y justamente este
tipo de transformaciones de coordenadas son las que estudiamos en relatividad general.
Por dar un ejemplo, la acción más sencilla invariante ante transformaciones de supersimetŕıa local
que podemos construir es la siguiente:

S = S3/2 + S2 =

∫
d4xψ̄αµγ

µνγ∂νψ
β
γ +

∫
d4x
√
−gR,

donde la acción S3/2 es la llamada acción de Rarita-Schwinger que describe un campo libre de esṕın
s = 3/2, mientras que la acción S2 es la conocida acción de Einstein-Hilbert, que describe un campo
libre de esṕın dos. Para una discusión a fondo y una prueba de la invariancia ante susy local, véase
[24, 25, 26]

2.5.1. Potencial escalar en supergravedad

Aśı como en el caso de supersimetŕıa global, una teoŕıa de supergravedad queda determinada
por el potencial de Kähler, el superpotencial y la función cinética de norma. Es de esperarse que
también aparezcan campos auxiliares cuyas ecuaciones de movimiento sean algebraicas y que al
integrar estos campos obtengamos la acción f́ısica que describa a nuestra teoŕıa. de igual modo
que en la versión global, podemos identificar al potencial escalar de la teoŕıa con aquellos términos
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escalares que no incluyan derivadas. En general el potencial escalar de una teoŕıa supergravitacional
tiene la siguiente forma [25]

V = eK
[
DΦiWKij∗DΦj∗W

∗ − 3|W |2
]

+
∑
a

g2
a

2
[Re fa(Φi)]

−1D2
a. (2.33)
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Caṕıtulo 3

Cosmoloǵıa Relativista

3.1. Cosmoloǵıa estándar

En 1916, Albert Einstein culminó la construcción de la teoŕıa de la Relatividad General, la
mejor teoŕıa que tenemos para describir la interacción gravitacional con predicciones que se siguen
confirmando en la actualidad, como la existencia de las ondas gravitacionales. Dado que describe
la interacción gravitacional, se esperaba conocer la historia de nuestro universo a través de ella y
aśı resolver diversas preguntas: cómo hab́ıa comenzado, cómo se formo la estructura a gran escala, la
edad del mismo, la abundancia de elementos en él, por qué se encuentra en expansión, etc. Además
se contaba con el llamado Principio Cosmológico. El cual nos dice que a tiempo constante y a gran
escala nuestro Universo es isotrópico y homogéneo. Esto ha sido confirmado observacionalmente,
con la gran escala aproximadamente 109pc. En otras palabras, estamos asumiendo que a tiempo
constante y a escalas de 109pc, el universo se ve igual en todas direcciones y que es invariante ante
traslaciones. ¿Cómo modelamos esto en Relatividad General para intentar resolver las preguntas
planteadas?.
Para poder traducir estas palabras a un lenguaje que nos permita trabajar, asumiremos que el
Universo es un fluido perfecto, es decir el Universo es un sistema termodinámico descrito por tan
solo dos variables. Por tradición usaremos presión, p, y densidad, ρ. De modo que la ecuación de
Einstein será la siguiente

Gµν = κTµν (3.1)

donde Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµν . Podemos obtener como solución la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker-Lemaitre, dada por:

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
, (3.2)

con a una función del tiempo y k una constante.
Esta función del tiempo a será de suma importancia. Basta ver la ecuación para entender que

21
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tendrá la función de evolucionar el espacio en el tiempo.
Si elegimos uµ = (1, 0, 0, 0) obtenemos las ecuaciones de Friedmann:

3H2 + 3
k

a2
=8πρ (3.3)

3
ä

a
=− 4π(ρ+ 3p), (3.4)

con H = ȧ
a . Notemos que tenemos dos ecuaciones y tres incógnitas por determinar. Para tener una

solución única se debe cerrar el sistema, i.e debemos dar una ecuación adicional que relacione al
menos dos de nuestras variables.
Una forma de hacerlo es considerando la termodinámica del Universo. Al imponer que nuestro
Universo sea barotrópico, obtenemos la siguiente ecuación de estado

p = ωρ, (3.5)

juntas, las ecuaciones de Friedmann y la ecuación de estado, son la base de la Cosmoloǵıa Relativista.
Otra ecuación que nace de nuestro modelo es la que obtenemos al tomar en cuenta la conservación
de la enerǵıa Tµν ;µ = 0, lo cual nos conduce a

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0,

esta ecuación puede ser resuelta usando la ecuación de estado. De este modo encontramos la si-
guiente expresión para ρ

ρ = ρ0
a0

a

3(1+ω)
,

sustituyendo esta expresión en las ecuaciones de Friedmann, podemos encontrar distintas soluciones
para a(t), dependiendo del valor de ω, por ejemplo [27]

a ∝t
2
3 , ω = 0 (3.6)

a ∝
√
t, ω =

1

3
(3.7)

a ∝eHt, ω = −1. (3.8)

Cabe mencionar que la última solución, la asociada a ω = −1, se puede entender como una etapa
de expansión acelerada del universo debido a la forma que toma el factor de escala durante esa
época. Será de importancia más adelante.
Como resultados importantes que podemos obtener de este sencillo modelo se encuentran la esti-
mación de la edad del universo[3] de aproximadamente 13.9 × 109 años, aśı como una muy buena
estimación de la abundancia de elementos en el universo.
Pese a su éxito presenta algunos problemas, siendo el más serio de ellos el problema del horizon-
te pues no nos da una explicación al porque puntos del espaciotiempo que están desconectados
causalmente muestren el mismo valor de temperatura ≈ 2.73K [28].
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3.2. Inflación

Este problema de la cosmoloǵıa estándar tiene solución si consideramos una época de expan-
sión acelerada del universo a la cual llamamos inflación [1][2]. Recordemos las soluciones que se
presentaron en la sección anterior, en especial aquella asociada a ω = −1 la cual nos daba un factor
de escala creciente exponencialmente en el tiempo, justamente esa etapa del Universo es la que
asociamos con Inflación. Esto presenta una solución clara para el serio problema del horizonte, pues
si tenemos una etapa en la que el universo creció como a(t) ∝ eHt con una duración suficiente para
que un parche menor a H−1 tenga el tiempo necesario para crecer lo suficiente como para cubrir
el espaciotiempo, con lo cual los puntos por lejanos que estén hoy d́ıa, habŕıan estado conectados
causalmente anteriormente.
Para convencernos del argumento anterior, pensemos un poco más en el problema del Horizonte.
El corazón de este problema reside en el hecho de que el horizonte de Hubble siempre se expande
más rápido que la escala f́ısica λ ∼ a(t), esto es

d

dt

(
λ

H−1

)
∼

d

dt

(
a
a
ȧ

)
= ä < 0,

esto sucede sin importar que tipo de materia predomine en el universo. Aśı que podemos voltear
la relación y pedir que ahora la escala f́ısica crezca más rápido que el radio de Hubble, lo cual
permitirá la conexión causal entre los puntos del espaciotiempo que parecen desconectados hoy d́ıa.
Esto se traduce en lo siguiente

d

dt

(
λ

H−1

)
> 0↔ ä > 0.

Lo cual nos indica que el universo experimenta una época de expansión acelerada, llamada Inflación.
Nos interesa saber bajo que condiciones se da la época de Inflación, desarrollemos la siguiente
expresión obtenida de las ecuaciones de Friedmann

ä

a
=

2ρ

6m2
Pl

− 3ρ+ 3p

6m2
Pl

= H2 + Ḣ > 0,

la última desigualdad se sigue de la definición de inflación. Nos es de suma importancia pues nos
permite definir el primer parámetro que nos dice si hay inflación o no

ε ≡ − Ḣ

H2
, (3.9)

es claro que cuando ε < 1 tenemos inflación, pues es justo la definición de esta época.
Además viene bien definir un segundo parámetro η que nos dará información sobre que tan rápido
cambia ε

η ≡ ε̇

Hε
, (3.10)

más adelante discutiré detalles de estos parámetros en el contexto de la aproximación de slow-roll.
Vale la pena preguntarnos que tipo de materia predomina el universo mientras inflación tiene lugar
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3.2.1. Inflación mediante un campo escalar y aproximación de slow-roll

Ahora, discutamos la dinámica de Inflación. Como hemos notado, necesitamos una fuente esta
será provista por un campo escalar, el inflatón, acoplado mı́nimamente a gravedad. Aśı, la acción
de la teoŕıa será la siguiente

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
, (3.11)

donde V (φ) es el potencial de nuestro campo escalar. Mientras que para obtener el tensor de enerǵıa
momento basta calcular la variación del lagrangiano asociado al campo respecto a la métrica

Tµν =
δ (
√
−gL)

δgµν
= ∂µφ∂νφ− gµν

[
1

2
gρσ∂ρφ∂σφ+ V (φ)

]
.

Podemos identificar entonces la densidad y la presión con las entradas T00 y Tii respectivamente

ρ =− T 0
0 =

1

2
φ̇+

1

2

(∇φ)2

a2
+ V (φ) (3.12)

p =
1

3
T ii =

1

2
φ̇2 − 1

6

(∇φ)2

a2
− V (φ), (3.13)

nótese que cuando el potencial domina sobre el término cinético ρ ≈ V ≈ −p. Es decir, el inflatón
nos lleva al escenario de expansión acelerada del universo, viz. inflación.
Ahora, para obtener las ecuaciones de movimiento del inflatón debemos hacer uso de las ecuaciones
de Euler Lagrange

∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)

]
=
∂L
∂φ

,

de lo cual obtenemos la siguiente ecuación de movimiento

φ̈+ 3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0. (3.14)

Trabajemos esta última ecuación para simplificarla. Recordemos que ä
a > 0 esto se reduce a pedir

φ̇2 < V . Si tomamos una derivada temporal de ambos lados de la desigualdad terminamos con
φ̈ < ∂V

∂φ . Esta es la llamada aproximación de Slow-Roll, con la cual la ecuación 3.14 queda como

3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0, (3.15)

este resultado es importante pues nos permite escribir la dinámica del inflatón en términos de
derivadas de V .
Veamos como se ven los parámetros ε y η en la aproximación de Slow-Roll. Para ε tenemos que

ε = − Ḣ

H2
≈

φ̇2

2
V
3

≈ 3

2

1

V

Vφ
9H2

≈ 1

2

(
Vφ
V

)2

, (3.16)
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con Vφ = ∂V
∂φ . Nótese que ε es una función del potencial de nuestra teoŕıa, más aún, describe que

tan pronunciada es la pendiente del potencial.
Por otro lado, para el parámetro η tenemos que

η =
ε̇

Hε
≈

[
H

1

2

(
Vφ
V

)2
]−1

=
Vφ
V

[
Vφφ
V
−
(
Vφ
V

)2
]
φ ≈

Vφφ
V
. (3.17)

Por último el número de e-folds N viene dado en términos del potencial como

N =

∫ tf

ti

Hdt =

∫ tf

ti

H
dt

dφ
dφ =

∫ tf

ti

H

φ̇
dφ ≈

∫ φi

φf

V

Vφ
dφ.

3.3. Contacto con las observaciones

Resulta que las fluctuaciones presentes en el CMB y la estructura a gran escala del universo, se
deben a la etapa inflacionaria descrita en la sección anterior. Esto sucede debido a las fluctuaciones
del inflatón, pues como hemos visto la dinámica de dicho campo gobierna la evolución de la densidad
de enerǵıa. Aśı que para obtener expresiones que nos permitan conocer los valores teóricos de estas
observables comenzamos nuestros cálculos a partir de la acción del inflatón acoplado a gravedad.

S =

∫
d4x
√
−g
(

1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
,

recordemos que estamos en un fondo FRW, al sustituir la métrica propia de dicho espaciotiempo
obtenemos la siguiente acción

S =

∫
dτd3x

[
1

2
a2
((
φ′
)2 − (∇φ)2

)
− a4V (φ)

]
. (3.18)

En principio debeŕıamos de escribir esta acción considerando fluctuaciones tanto del espaciotiempo
como del inflatón, pero resulta que los términos de las fluctuaciones espaciotemporales, en la norma
de espacio plano, están suprimidas por factores del parámetro ε de rodamiento lento [3]. Por tanto
basta considerar únicamente fluctuaciones del inflatón. Conviene escribir a este último como

φ(τ, x) = φ̄(τ) +
f(τ, x)

a(τ)
,

de modo que la acción 3.18, a segundo orden en las fluctuaciones del inflatón, queda como

S ≈
∫
dτd3x

1

2

[
(f ′)2 − (∇f)2 +

a′′

a
f2

]
. (3.19)
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Mediante la ecuación de Euler-Lagrange podemos obtener la ecuación de movimiento para las
fluctuaciones f

f ′′ −∇2f − a′′

a
f = 0.

o para cada modo de Fourier, tenemos

f ′′κ −
(
κ2 − a′′

a

)
fκ = 0.

Finalmente, en el ĺımite de sub-horizonte tenemos

f ′′κ − κ2fκ = 0,

está es la ecuación que describe a un oscilador armónico por cada modo de Fourier. Veremos
más adelante que al tratarlo como un sistema cuántico, las fluctuaciones del vaćıo de este sistema
proveerán la semilla de estructura de nuestro universo.
Procedemos ahora a cuantizar canónicamente el sistema. El momento canónico conjugado a nuestra
variable f es

π =
∂L
∂f ′

.

Se impone la relación de conmutación a tiempos iguales usual[
f̂(τ,x), π̂(τ,x′)

]
= iδ(x− x′),

que en espacio de momentos tiene la siguiente forma[
f̂κ(τ), π̂κ′(τ)

]
= iδ(κ+ κ′).

A partir de escribir el operador f̂ en términos de los operadores de creación y aniquilación usuales
y de las condiciones iniciales, es posible llegar a la siguiente forma expĺıcita para dicho operador

f̂κ(τ) =
e−iκτ√

2κ

(
1− i

κτ

)
.

Con esta expresión, podemos calcular el valor esperado del operador f̂ en el vaćıo para empezar a
estudiar el espectro de potencias.
Tenemos que 〈

|f̂ |2
〉

=

∫
d lnκ

κ3

2π2
|fκ(τ)|2,

a partir de esta cantidad definimos el espectro de potencias, como

∆2
f (κ, τ) =

κ2

2π2
|fκ(τ)|2
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en el ĺımite de superhorizonte, se ve como

∆2
δφ(κ) ≈

(
H

2π

) ∣∣∣∣
κ=aH

. (3.20)

Ya que estamos trabajando en el ĺımite de superhorizonte, es importante notar que la forma que
obtiene el operador canónico conjugado π̂ es proporcional al operador f̂ . Por tanto en este ĺımite,
los operadores π̂ y f̂ conmutan, en este sentido es que decimos que las fluctuaciones se han vuelto
clásicas y podemos identificar el valor esperado con el promedio clásico.

3.3.1. Perturbaciones primordiales a partir de Inflación.

Perturbaciones escalares.

Ahora que se ha discutido la idea general de la dinámica de las perturbaciones del inflatón,
aprovecharemos la relación que existe entre la perturbación conservada a la curvatura R y las
fluctuaciones del inflatón δφ para establecer también una relación entre los espectros de ambas
cantidades, la cual vendrá dada por:

∆2
R =

1

2

(
∆δφ

Mpl

)2

⇒ ∆2
R =

1

8π2

1

ε

H2

M2
pl

∣∣∣∣
κ=aH

,

donde hemos hecho uso de la ecuación 3.20.
Si además ocupamos la aproximación de slow-roll, obtenemos

∆2
R =

1

12π2

V 3

M6
pl (V

′)2 .

Nótese que el lado derecho depende de κ, sin embargo asumiendo que tanto H como ε tengan una
variación lenta en el tiempo, esperamos que el comportamiento del espectro de potencias de R sea
justo como una regla de potencias que va de la siguiente manera

∆2
R = As

(
k

k?

)ns−1

,

donde As es la amplitud del espectro escalar, del cual se tiene el siguiente valor medido a k? =
0.05Mpc−1

As = (2.196± 0.060)× 10−9.

Además se habrá notado que se introdujo la cantidad ns, la cual codifica información sobre que
tanto tenemos una desviación de la invariancia de escala de la función ∆2

R. Podemos despejar y
obtener una expresión para tal parámetro

ns − 1 ≡
d ln ∆2

R
d lnκ

,
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si aplicamos regla de la cadena con respecto al número de e-folds y a primer orden en los parámetros
de slow-roll, la cantidad ns queda como

ns − 1 ≈ −6ε+ 2η, (3.21)

para el cual se ha reportado el siguiente valor[4]

ns = 0.968± 0.006.

Perturbaciones tensoriales

El mismo tratamiento que fue llevado para las perturbaciones escalares, puede reproducirse para
los modos tensoriales para obtener una de las predicciones más notorias de Inflación: el espectro de
ondas gravitacionales primordiales.
A grandes rasgos, este puede ser calculado a partir de considerar la siguiente métrica

ds2 = a2(τ)
[
dτ2 −

(
δij + 2Êij

)
d§id§j

]
,

insertar está expresión en la acción de Einstein-Hilbert y expandir a segundo orden en los Êij , con
lo que se obtendrán dos copias de la acción 3.19 y aśı podemos inferir que el espectro para los
modos tensoriales

∆2
t ≡ 2

(
2

aMpl

)2

∆2
f ,

por tanto, la expresión final es

∆2
t (κ) =

2

π2

H2

M2
pl

∣∣∣∣
κ=aH

. (3.22)

La dependencia en la escala del espectro tensorial, en analoǵıa con el escalar, también está dado
por una regla de potencias

∆2
t (κ) ≡ At

(
k

k?

)nt
,

donde At es la amplitud tensorial y nt el ı́ndice espectral tensorial. La amplitud tensorial suele
estar normalizada respecto a la amplitud escalar, se define aśı la razón tensor-escalar

r ≡ At
As
.

En términos de los parámetros de rodamiento lento

r = 16ε,

Para esta cantidad únicamente contamos con la siguiente cota superior[4]

r < 0.17.

En base a los parámetros ns y r es posible clasificar y calificar los diversos modelos inflacio-
narios. Entre los cuales se encuentran Inflación nueva [2], Inflación h́ıbrida [16], cuyas versiones
supersimétricas serán examinadas en el 4.



Caṕıtulo 4

Modelos Inflacionarios
supersimétricos

Como hemos revisado en los caṕıtulos anteriores, inflación es un escenario bastante estudiado
y aceptado que provee solución para algunos problemas de la cosmoloǵıa estándar en el Universo
temprano. Como hemos visto, inflación puede deberse a la enerǵıa potencial asociada a un campo
escalar, el Inflatón. Tal potencial debe ser suficientemente plano para permitir que inflación dure
lo suficiente. Pero la planitud del potencial puede ser destruida debido a correcciones radiativas.
Por otro lado, el formalismo de supersimetŕıa plantea una elegante solución para el problema de
jerarqúıa del modelo estándar de part́ıculas elementales. Pues la la milagrosa cancelación de las
correcciones radiactivas protegiendo aśı la masa del Higgs. Además, su versión como simetŕıa de nor-
ma, supergravedad, debeŕıa ser una teoŕıa que nos permita estudiar la f́ısica del Universo temprano,
pues al estudiar f́ısica de altas enerǵıas cerca de la escala de Planck debemos tomar en cuenta efectos
gravitacionales. De todo lo anterior, es sensato considerar inflación en el contexto de supergravedad.

Sin embargo llevar acabo inflación en una teoŕıa supergravitacional no es trivial. Pues de la
forma del potencial escalar

V = eK
[
DΦiWKij∗DΦj∗W

∗ − 3|W |2
]

+
∑
a

g2
a

2
[Re fa(Φi)]

−1D2
a,

es claro que para tener la enerǵıa positiva necesaria para inflación, al menos uno de los DΦiW debe
ser distinto de cero. Dado que estos términos son los parámetros de orden de supersimetŕıa resulta
que inflación siempre va acompañado del rompimiento de esta. Este efecto se puede transmitir a
cualquier campo escalar y darnos problemas. Pues si pensamos en un potencial de Kähler canónico,
los términos cinéticos de los campos escalares son los usuales. De modo que el potencial escalar

29
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asociado al término F tiene la siguiente forma

VF = exp

(∑
i

|Φi|2 + . . .

)
[
∂W

∂φi
+ (φ∗j + . . . )W

]∑
ij

(δij + . . . )

[
∂W ∗

∂φj
+ (φj + ...)W ∗

]
− 3|W |2

 ,

con lo cual

η =
V ′′

V
= 1 + . . . ,

lo cual rompe la condición de slow roll y no permite que tengamos inflación.
Afortunadamente esta no es la última palabra, pues tenemos diversos modelos que logran evitar
este problema. Estas propuestas se clasifican en dos grandes grupos: aquellos en los que domina
la contribución propia del término F y aquellos donde lo hace la correspondiente al término D. A
continuación se presentan a detalle algunos modelos y se discuten ventajas y desventajas.

4.1. Inflación mediante término F

Como se observó en la sección previa, el principal problema al tomar en cuenta la contribución
del término F es el factor exponencial eK , pues provocaba que los términos de masa de los campos
escalares se volvieran del orden del parámetro de Hubble. Una de las formas de evitar este problema
es proponer un superpotencial W que sea lineal en el supercampo quiral Φ cuya componente escalar
sea identificada con el inflatón

W = Φf(χi),

donde χi son súpercampos quirales distintos del inflatón y f una función holomorfa de los mismos.
Notemos que aún si el potencial de Kähler es canónico

K = |Φ|2 +
∑
i

|χi|2,

el potencial escalar tendrá la siguiente forma

VF = eK

[
|f |2(1− |Φ|2 + |Φ|4) + |Φ|2

∣∣∣∣ ∂f∂χi + χ∗i f

∣∣∣∣2
]

≈
∣∣∣∣∂W∂Φ

∣∣∣∣2(1 +
|Φ|4

2
+ |χ|2

)
+ |Φ|2

∣∣∣∣ ∂f∂χi + χ∗i f

∣∣∣∣2 . (4.1)

De lo anterior es claro que no hay término de masa para el inflatón asociado con
∣∣∂W
∂Φ

∣∣2. Pero si
que lo hay debido a los campos χi, sin embargo este valor es t́ıpicamente pequeño de modo que es
posible evitar el problema η.
Con esto en mente podemos abordar modelos concretos de inflación mediante término F .
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4.1.1. Inflación Nueva

Este modelo, propuesto por A. Linde en 1982 [2], fue el primero que segúıa las condiciones
de slow-roll descritas en el caṕıtulo anterior. Como un modelo concreto que utiliza un potencial
asociado a un término F tomaré el propuesto por F. Takahashi [17].

Este modelo viene determinado por el potencial de Kähler K y el superpotencial W que se
muestran a continuación

K = |Φ|2 +
k

4
|Φ|4 + . . . W = v2Φ− g

n+ 1
Φn+1 + c, (4.2)

donde Φ es un supercampo quiral y asumiremos que g, c y v son reales y positivos. A partir de
estas dos funciones es posible calcular el potencial escalar asociado al término F

VF = eK
[
DΦWDΦ∗W

∗ − 3|W |2
]
,

con DΦW = WΦ +KΦW .
De la forma que tenemos para K y W obtenemos

|W |2 = |Φ|2
∣∣∣∣v2 − g

n+ 1
Φn + cΦ−1

∣∣∣∣2 ,
DΦW = v2(1 + |Φ|2)− gΦn

(
1 +

1

n+ 1
|Φ|2

)
+
k

2

(
1− g

n+ 1
Φn

)
|Φ|4 + c

(
1 +

k

2
|Φ|2

)
Φ∗,

con lo cual el potencial escalar queda como

V ≈ e|Φ|2+ k
4
|Φ|4

[∣∣∣∣v2(1 + |Φ|2)− gΦn

(
1 +

1

n+ 1
|Φ|2

)
+
k

2

(
1− g

n+ 1
Φn

)
|Φ|4 + c

(
1 +

k

2
|Φ|2

)
Φ∗
∣∣∣∣2

−3|Φ|2
∣∣∣∣v2 − g

n+ 1
Φn + cΦ−1

∣∣∣∣2
]
. (4.3)

Ahora para abordar la dinámica inflacionaria del modelo mediante la aproximación de slow-roll,
se aproxima el potencial únicamente en términos del inflatón al cual identificamos como
φ ≡
√

2 Re Φ. De esto, tenemos que el potencial con el que trabajaremos tendrá la siguiente forma

V (φ) = v4 − 2
√

2cv2φ− k

2
v4φ2 − g

2
n
2
−1
v2φn +

g2

2n
φ2n.
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Ahora podemos calcular los parámetros de slow roll ε y η, tomando en cuenta que el término
dominante del potencial es el que va como v4 y que la contribución de φ2n es despreciable durante
inflación. Con estas consideraciones obtenemos

ε =
1

2

(
2
√

2cv−2 + kφ+
ng2

v22
n
2
−1
φ(n−1)

)2

,

y

η = −k − g2n(n− 1)

v22
n−2
2

φn−2.

A partir de este punto consideraré n = 4. Dado que inflación termina si ε ≈ 1, podemos saber el
valor φf del campo en el cual inflación ha terminado

φf =
kv2

2g2

 2

27
√

2kv
2

2g2
(2cv−2 − 1) +

((
27
√

2kv
2

2g2
(2cv−2 − 1)

)2
− 4

(
−3kv2

2g2

)3
) 1

2


1
3

− 1

3


27
√

2kv
2

2g2
(2cv−2 − 1) +

((
27
√

2kv
2

2g2
(2cv−2 − 1)

)2
− 4

(
−3kv2

2g2

)3
) 1

2

2


1
3

. (4.4)

Por otro lado, el número de e-folds que provee este modelo es

N =

∫ φi

φf

V (φ)

V ′(φ)
=

∫ φi

φm

V (φ)

V ′(φ)
+

∫ φm

φf

V (φ)

V ′(φ)
= −

∫ φi

φm

dφ

kφ+ 2
√

2cv−2
−
∫ φm

φf

dφ

2g2v−2φ3
=

− 1

k
ln

(
φ+

2
√

2

k
cv−2

)∣∣∣∣∣
φi

φm

+
v2

4g2

(
1

φ4

) ∣∣∣∣∣
φm

φf

, (4.5)

expresión de la cual nos valemos para obtener el valor del campo al inicio de inflación φi

φi =

(√
k

2

v

g
+

2

k

√
2c

v2

)
exp

[
−k

(
N − v2

4g2

(
4g4

k2v4
− 1

φ4
f

))]
− 2

k

√
2c

v2
. (4.6)

Este valor es sumamente importante, pues para hacer contacto con las observaciones debemos
evaluar las cantidades ns y r en este valor del campo. En este punto es importante mencionar que
se realizaron algoritmos numéricos del tipo Monte Carlo en Mathematica 11 con el fin de obtener
un rango de valores aceptables para cada parámetro libre de nuestro modelo. La función de dicho
algoritmo consistió en barrer dominios motivados con argumentos f́ısicos para cada parámetro y
refinarlos seleccionando los valores que proporcionaran valores aceptables para ns y r. Mediante
ese algoritmo obtuvimos los siguientes dominios
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k, el factor del término de orden 4 en K, toma valores entre 0.017 y 0.019;

c, el término constante que aparece en W , debe ser del orden de 10−3 particularmente el
modelo arroja buenos resultados para c = 0.004;

g, una constante de acoplamiento presente en W , toma valores entre 0.003 y 0.004;

v, quien aporta la parte dominante en el potencial la cual interpretamos como el valor de la
constate cosmológica, es de orden 1, pues toma valores entre 0.9 y 1.12.

Con los parámetros corriendo en su respectivo dominio encontramos valores que son congruentes
con lo reportado por Planck y Bicep II, pues

el ı́ndice espectral escalar ns, está entre 0.962 y 0.965;

la razón tensor a escalar r, es del orden de 10−10.

Es importante mencionar que al realizar la simulación se obtuvieron resultados consistentes con
dominios idénticos para cada parámetro, exceptuando c, pero con valores de orden 100 para la
constante cosmológica, lo cual está bastante alejado de la realidad. Sin embargo, se encontró un
resultado a notar: si c = 0.004 la constante cosmológica toma valores de orden 1, lo cuál aún es
grave pero es una diferencia de dos órdenes de magnitud con respecto al primer resultado. Además,
al variar ligeramente el parámetro c alrededor del 0.004 se notó estabilidad para los valores de ns y
r, aśı como el mismo orden de magnitud para el parámetro v. Por tanto, se concluye que tenemos
un modelo inflacionario exitoso estable bajo el ajuste fino sobre la constante cosmológica que se
mencionó anteriormente.

4.1.2. Inflación F Hı́brida

El objetivo de este modelo es obtener un potencial escalar que asemeje al propuesto por A. Linde
en [16]. Ese modelo recibió el nombre de Inflación Hı́brida debido a que involucra no solo un campo
para producir y terminar Inflación, si no que el Inflatón se dedica de desarrollar inflación mientras
que el campo de disparo es un campo auxiliar que provoca el término de la etapa inflacionaria del
universo.
La versión supergravitacional con contribución relevante en el término VF está basado en el modelo
propuesto en [18] y viene dado por la función cinética de norma trivial y los siguientes potencial
de Kähler y superpotencial

K = |S|2 + |Ψ+|2 + |Ψ−|2, W = λSΨ+Ψ− − µ2S,

donde S, Ψ+ y Ψ− son súpercampos quirales, λ una constante de acoplamiento y µ un número real.
Con estas cantidades, el potencial escalar correspondiente toma la siguiente forma

V = e|S|
2+|Ψ+|2+|Ψ−|2

[
(1− |S|2 + |S|4)|λΨ+Ψ− − µ2|2

+ |S|2
[
|λ(1 + |Ψ+|2)Ψ− − µ2Ψ∗+|2 + |λ(1 + |Ψ−|2)Ψ+ − µ2Ψ∗−|2

] ]
. (4.7)
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Nótese que este potencial tiene un mı́nimo global supersimétrico en S = 0 y Ψ+ = Ψ− = µ√
k
.

Podemos realizar la identificación σ =
√

2 ReS, σ será el campo asociado al Inflatón. Con esto
último, podemos escribir la matriz de masa para los campos Ψ+ , Ψ−

M =

(
1
2(λ2 + µ4)σ2 −λµ2

−λµ2 1
2(λ2 + µ4)σ2

)
,

la cual tiene como eigenvalores

m2
± =

1

2
(λ2 + µ4)σ2 ± λ2µ2.

Algo importante a notar es que la contribución del término D no es cero en este caso, pero si
imponemos la condición Ψ+ = Ψ∗−, tenemos una dirección D-plana. Esta será la condición bajo la
cual trabajaremos, pues además es la trayectoria relevante para nuestros fines.
Aśı, al imponer Ψ+ = Ψ∗− ≡ Ψ, nos queda el siguiente potencial

V = (λ|Ψ|2 − µ2)2 + λ2σ2|Ψ|2 +
1

8
µ4σ4,

el cual, para valores de σ >
√

2µ
λ tiene mı́nimo en Ψ = 0.

Dado que el valor en el mı́nimo local es mayor a cero, entendemos que supersimetŕıa está rota en
nuestra teoŕıa. Este rompimiento de simetŕıa generaŕıa una diferencia en las masas de las part́ıculas
pertenecientes a un mismo multiplete, en particular produce una diferencia en las masas de los
campos Ψ+ y Ψ− y sus supercompañeros. Esto induce correcciones radiativas al potencial escalar
dadas por la formula encontrada por Coleman y Weinberg [29]

V1−loop =
∑
n

(−1)2sn(2sn + 1)h(m2
n), h(z2) =

N
64π2

z2
[
ln
( z

Λ2

)
+ n

]
.

Para el modelo que estamos trabajando esto toma la forma

V1−loop =
N

64π2

[(
λσ2 + 2µ2

2

)2

ln
λσ2 + 2µ2

2Λ2
+

(
λσ2 − 2µ2

2

)2

ln
λσ2 − 2µ2

2Λ2
− 2

(
λσ2

2

)2

ln
λσ2

2Λ2

]
,

(4.8)
donde N es la dimensión de la representación de un grupo de norma oculto a la que pertenecen
Ψ+ y Ψ−.

Es de interés el ĺımite σc � σ, pues para estos valores del campo el potencial es estable en este
mı́nimo local. En este ĺımite el potencial se ve como

V1−loop =
λ2Nµ4

32π2
ln
λ2σ2

2Λ2
.
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Aśı, tenemos la expresión final para nuestro potencial efectivo

Veff = µ4

(
1 +

1

8
σ4 +

λ2N
32π2

ln
λ2σ2

2Λ2

)
,

de esta expresión nos valdremos de ahora en adelante para calcular los parámetros de rodamien-
to lento, el número de e-folds y finalmente el ı́ndice espectral escalar aśı como la razón tensor-escalar.

Ahora podemos proceder al cálculo de los parámetros de slow-roll, obteniendo las siguientes
expresiones

ε =
1

2

(
Vσ
V

)2

≈ 1

2

(
λ2N

16π2σ
+

1

2
σ3

)2

, η =
Vσσ
V
≈ − λ2N

16π2σ2
+

3

2
σ2, (4.9)

de estas relaciones, tenemos que la etapa de inflación llegará a su fin cuando σ = σf

σf =
1

2

 4
(

2
3

) 1
3 c3(

9k2 +
√

3
√
−256c3 + 27k4

) 1
3

+

(
9k2 +

√
3
√
−256c3 + 27k4

) 1
3

2
1
3 3

2
3


1
2

− 1

2

− 4
(

2
3

) 1
3 c3(

9k2 +
√

3
√
−256c3 + 27k4

) 1
3

−

(
9k2 +

√
3
√
−256c3 + 27k4

) 1
3

2
1
3 3

2
3

+
2k(

4( 2
3)

1
3 c3

(9k2+
√

3
√
−256c3+27k4)

1
3

+
(9k2+

√
3
√
−256c3+27k4)

1
3

2
1
3 3

2
3

) 1
2



1
2

, (4.10)

donde

c =
λ2N
8π2

y k = 2
√

2.

Mediante dicho valor final del inflatón nos es posible calcular al valor inicial del campo en función
de este σf y del número de e-folds N

σi =

(
1

σm
+

8π2

λ2N
(σ2
m − σ2

f )−N
)−2

.

Con lo cual podemos realizar el cálculo númerico, análogo a lo realizado en el modelo anterior, para
obtener valores congruentes para ns y r con los resultados reportados y aśı encontrar los dominios
de los parámetros libres de nuestro modelo. Mediante este cálculo se encontró que
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λ, la constante de acoplamiento del superpotencial, toma valores de orden 10−1 entre 0.08 y
0.098;

N , la dimensión de la representación de algún grupo de norma en el que se encuentran Ψ+ y
Ψ−, tomamos la representación 126 del grupo de norma SO(10).

Vale la pena hacer notar que nos interesamos en el grupo SO(10) motivados por el modelo de gran
unificación basado en este grupo de simetŕıa [30], aśı como un modelo inflacionario que requiere
dicho grupo de norma [31]. Se eligió la representación 126 entre las distintas representaciones po-
sibles debido a que al ser de órden 100 vuelve comparable la contribución radiativa del potencial
escalar con la supergravitacional, de otro modo para estudiar la dinámica inflacionaria bastaŕıa con
considerar la contribución σ4.

Con estos valores, y fijando el número de e-folds entre 60 y 70, se obtuvieron

ns, el ı́ndice espectral escalar, está entre 0.969 y 0.972;

r, la razón tensor-escalar, tiene como valor máximo 0.014.

Por tanto, nuestro modelo se adapta a los resultados observacionales y provee una descripción ade-
cuada del universo, dándole también cierto valor a la simetŕıa SO(10).

Con este modelo se concluye la revisión de inflación mediante término F supergravitacional.

4.2. Inflación mediante término D

Ahora toca el turno de inflación mediante término D, dada la estructura del potencial escalar,
cuando tomamos como contribución relevante la debida al término D, automáticamente descartamos
el problema η, pues la parte que va como eK no tiene relevancia en este escenario. A continuación se
presentan un modelo concreto donde Inflación tiene lugar debido a la contribución D del potencial
escalar.

4.2.1. Inflación D Hı́brida

El modelo presentado a continuación busca obtener un potencial con la forma propuesta por
A. Linde [16] a partir de la contribución VD del potencial escalar de una teoŕıa supergravitacional,
está basado en lo presentado por E. Haylo [19] y por P. Binetruy y G. Dvaĺı [20]. Dicho modelo
viene dado por el siguiente superpotencial

W = λSφ+φ−, (4.11)

y el siguiente potencial de Kähler

K = |S|2 + |φ+|2 + |φ−|2, (4.12)
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donde λ es una constante de acoplamiento, S, φ+ y φ− son supercampos quirales, cargados ante
una simetŕıa de norma U(1) con cargas 0, +1 y −1 respectivamente. Por tanto el potencial escalar
es

V = λ2e|S|
2+|φ+|2+|φ−|2

[
|φ+φ−|2 + |Sφ+|2 + |Sφ−|2 + (|S|2 + |φ+|2 + |φ−|2 + 3)

[
|S|2 + |φ+|2 + |φ−|2

]2]
+
g2

2

(
|φ+|2 − |φ−|2 + ξ

)
. (4.13)

El cual tiene mı́nimo global supersimétrico en S = φ+ = 0 y φ− =
√
ξ. Además, tiene un mı́nimo

local no supersimétrico en φ+ = φ− = 0, S arbitrario, con valor V (S, 0, 0) = g2ξ
2 > 0. Si calculamos

los términos de masa para φ+ y φ− en la dirección del mı́nimo local, obtenemos

m2
+ = λ2|S|2e|S|2 + g2ξ m2

− = λ2|S|2e|S|2 − g2ξ,

notemos que m2
+ siempre toma valores no negativos, mientras que m2

− puede ser negativo si |S| ≤
Sc = g

λ

√
ξ. Aśı que mientras |S| > Sc, el mı́nimo local φ+ = φ− = 0 es estable.

Ahora, como se menciono es un mı́nimo no supersimétrico con valor positivo g2ξ
2 , esto inducirá una

diferencia en las masas de los bosones φ+, φ− y sus compañeros fermiones, ψ+ y ψ− respectivamente.
Este cambio en las masas induce correcciones radiativas al potencial efectivo en la dirección del
mı́nimo, esta corrección viene dada por la formula encontrada por S. Coleman y E. Weinberg [29]

V1−loop =
1

32π2

[
(λ2|S|2e|S|2 + g2ξ)2 ln

(
λ2|S|2e|S|2 + g2ξ

Λ2

)

+(λ2|S|2e|S|2 − g2ξ)2 ln

(
λ2|S|2e|S|2 − g2ξ

Λ2

)
− 2(λ2|S|2e|S|2)2 ln

(
λ2|S|2e|S|2

Λ2

)]
, (4.14)

donde Λ representa la escala de corte, en este modelo la tomaremos como la escala a la que se da
el rompimiento de supersimetŕıa, pues por encima de esta escala supersimetŕıa seguiŕıa siendo una
simetŕıa buena y por tanto no tendŕıamos la diferencia en las masas de modo que este potencial
seŕıa cero y no tendŕıa relevancia alguna.
En el ĺımite Sc � |S|, el potencial anterior toma la forma

V1−loop =
g2ξ4

16π2
ln

(
λ2|S|2e|S|2

Λ2

)
. (4.15)

Por tanto la forma del potencial efectivo en la dirección impuesta por el mı́nimo local φ+ = φ− = 0
es

Veff =
g2ξ2

2

[
1 +

g2

8π2
ln

(
λ2|S|2e|S|2

Λ2

)]
. (4.16)
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Un aspecto peculiar de este modelo es que se parece mucho al potencial que podemos obtener si
consideramos los mismos W y K pero calculamos la versión supersimétrica global del potencial
escalar, cosa que no suced́ıa en el modelo h́ıbrido a partir de término F donde la contribución
supergravitacional era lo obtenido de la contribución local, una constante, más algo que va como
el campo a la cuarta potencia.
Por otro lado, notemos que depende de la norma del campo S por lo que podemos trabajar, sin
pérdida de generalidad, únicamente con la parte real del campo, digamos σ = ReS√

2
. En términos de

σ el potencial 4.16 queda como

V (σ) =
g2ξ2

2

[
1 +

g2

8π2
ln

(
λ2σ2

2Λ2

)]
. (4.17)

A partir de 4.17 podemos calcular los parámetros de slow-roll ε y η

ε =
1

2

(
Vφ
V

)2

=
g4

32π4σ2

(
1 +

g2

8π2
ln
λ2σ2

2Λ2

)−2

,

η =
Vφφ
V

= − g2

4π2σ2

(
1 +

g2

8π2
ln
λ2σ2

2Λ2

)−1

.

Estas expresiones difieren de las presentadas en [32] De lo cual podemos concluir que inflación
termina cuando σ toma el siguiente valor

σ = σf = −

(
1− g4

32π4

(
1 +

g2

2π2
ln

λ2

2Λ2

)−2

− g4

16π4

(
1 +

g2

4π2
+

g2

8π2
ln

λ2

2Λ2

)(
1 +

g2

8π2
ln

λ2

2Λ2

)−3
)

×
(

g4

16π4

(
1 +

g2

4π2
+

g2

8π2
ln

λ2

2Λ2

))−1(
1 +

g2

2π2
ln

λ2

2Λ2

)3

, (4.18)

pues ε(σf ) = 1.
Con este valor de σ podemos calcular el número de e-folds N provisto por nuestro modelo y de
ah́ı obtener la expresión para el Inflatón al inicio de inflación

σi = 2N

(
ln

λ2

2Λ2
+

8π4

g2
− 3

)−1

− 1

2

(
1 +

g2

2π2
ln

λ2

2Λ2

)
×

(
2−1

(
1 +

g2

4π2
+

g2

8π2
ln

λ2

2Λ2

)−1

−
(

g4

16π4

(
1 +

g2

4π2
+

g2

8π2
ln

λ2

2Λ2

))−1(
1 +

g2

2π2
ln

λ2

2Λ2

)2
)
.

(4.19)

Al evaluar los parámetros de slow roll en σ = σi tendremos el valor de ns y de r para hacer
contacto con las observaciones y contrastar nuestro modelo. Para encontrar resultados congruentes
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con los valores reportados por Bicep II y Planck, aśı como obtener un número de e-folds aceptable,
entre 50 y 70, se realizó un algoritmo numérico que en esencia es igual al utilizado en los modelos
de la sección anterior. Mediante este algoritmo se concluye que los parámetros libres del modelo
deben tomar los siguientes valores

g la constante de acoplamiento asociada a la simetŕıa U(1), debe tomar valores en el [10−2, 10−1],

λ la constante de acoplamiento de los supercampos involucrados, debe tomar valores en el
[10−4, 10−1],

Λ la escala de rompimiento de supersimetŕıa, se toma en el [1012eV, 1020eV ].

Cabe mencionar que se ignoraron las cotas sobre los parámetros reportadas en [32], puesto que
están basadas en cálculos realizados tomando en cuenta cuerdas cósmicas, tema sobre el cual hay
aún demasiadas especulaciones.
Con estos dominios para los parámetros libres del modelo se obtuvieron los siguientes valores para
las observables

el ı́ndice espectral escalar ns, toma valores entre 0.9623 y 0.9690;

la razón tensor a escalar r, toma como valor máximo 0.0652.

Estos valores son totalmente compatibles con lo reportado experimentalmente, por tanto concluimos
que es un buen modelo.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se llevó a cabo el desarrollo y estudio de las ideas básicas de supersimetŕıa, su
versión local conocida como supergravedad, y la cosmoloǵıa inflacionaria. Con base en este estudio,
planteamos el escenario de inflación en teoŕıas con supergravedad, proveyendo un origen para el
potencial del inflatón.

Discutimos particularmente el problema η, el principal problema con el que uno se encuentra
al tratar de obtener inflación a través de un potencial escalar de supergravedad. Este problema
surge de que el potencial escalar supergravitacional exhibe términos de masa adicionales para los
campos escalares (en particular, para el inflatón) que provocan que no se cumplan las condiciones
de rodamiento lento (η ≥ 1 para casi cualquier valor del campo inflacionario).

En este contexto, se persiguieron dos ideas: i) construir teoŕıas cuyo superpotencial W sea lineal
en el supercampo que contiene al inflatón como una solución para el problema η aún cuando la
contribución debida al término F sea la que domine; ii) considerar únicamente la parte correspon-
diente al término D para evitar el problema. Siguiendo estas dos propuestas, se procedió a estudiar
un par de modelos, uno basado en [17, 18], que sigue la primera, y otro basado en [19, 20], que
sigue la segunda.

A pesar de que los modelos coinciden con los hallados en la literatura, su análisis en esta
tesis difiere a lo presentado tanto en los art́ıculos citados como en los art́ıculos de revisión que se
consultaron, particularmente en [32]. La principal diferencia es que en este trabajo imponemos el
final de inflación a partir de la condición ε = 1, contrario a lo presentado en la literatura donde
únicamente les preocupa la condición |η| = 1. Aunque esta condición también es importante, sólo
en los casos en los que ambas se satisfacen podemos considerar que se tienen las condiciones precisas
para caracterizar el final de inflación.

Una vez habiendo obtenido el valor del inflatón al final de inflación, se utilizó esta expresión para
obtener el valor del inflatón al inicio de inflación mediante el cálculo del número de e-folds provisto
por cada modelo. Estos valores son cruciales para establecer el contacto con las cantidades medidas
por las colaboraciones Planck y Bicep II, las cuales dependen de los parámetros ε y η al inicio de la
etapa inflacionaria. Mis resultados hasta este punto son análiticos, pero, para delimitar el espacio
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de parámetros libres, desarrollé algoritmos numéricos tipo Monte Carlo realizados en Mathematica
11. Mediante las rutinas obtenidas, se realizó un “barrido” de los dominios f́ısicamente válidos para
cada parámetro, refinando los valores hasta identificar la forma en la que cada modelo produce
valores de ns y r compatibles con observaciones.

Con todo lo anterior en mente, se realizó primero el estudio del modelo correspondiente a la
llamada inflación nueva [17], para el cual se obtuvieron los siguientes valores de los parámetros
libres:

k, el factor del término de orden 4 en K, toma valores entre 0.017 y 0.019;

c, el término constante que aparece en W , debe ser del orden de 10−3; particularmente el
modelo arroja buenos resultados para c = 0.004;

g, una constante de acoplamiento presente en W , toma valores entre 0.003 y 0.004;

v, quien aporta la parte dominante en el potencial la cual interpretamos como el valor de la
constate cosmológica, es de orden 1, pues toma valores entre 0.9 y 1.12.

Con este dominio para cada parámetro, encontramos valores que son compatibles con las observa-
ciones de Planck y Bicep II, pues

el ı́ndice espectral escalar ns, está entre 0.962 y 0.965;

la razón tensor a escalar r, es del orden de 10−10.

Estos últimos resultados son muy sólidos frente a variaciones de los parámetros k, c y g. Sin em-
bargo, notamos que la constante cosmológica v vaŕıa por hasta ocho órdenes de magnitud al variar
poco c. Es decir, mientras que ns y r son estables ante perturbaciones de los parámetros del mode-
lo, la constante cosmológica es susceptible a un ajuste fino. Esto no es una gran sorpresa (hubiera
sido una grata sorpresa lo contrario), ya que esta es una manifestación del llamado problema de la
constante cosmológica, que no buscamos resolver en esta tesis.

Habiendo finalizado este estudio, se procedió al análisis de un modelo de inflación F h́ıbrida
basado en [18], realizando cálculos análogos para este modelo. Encontramos que la versión supergra-
vitacional del potencial tiene una contribución proporcional a σ4, donde σ es el campo inflacionario.
Además, la existencia campos en representaciones de norma (de un grupo de gran unificación) pro-
voca que, tras el rompimiento de supersimetŕıa, aparezca una contribución adicional en el potencial
debida a correcciones radiativas, conocida como término de Coleman-Weinberg. Estas dos contri-
buciones se equilibran para llegar finalmente a un escenario inflacionario adecuado.

Tras un estudio detallado de estos aspectos, identificamos que los valores de los parámetros del
modelo que conducen a resultados prometedores se encuentran en los siguientes dominios:

λ, la constante de acoplamiento del superpotencial, toma valores de orden 10−1, entre 0.08 y
0.098;
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N , la dimensión de la representación de algún grupo de norma (de gran unificación) al que
pertenecen Ψ+ y Ψ−; en este caso, se asoció el campo a la representación 126 del grupo
SO(10).

Como un comentario importante sobre el parámetroN , el grupo de norma SO(10) se eligió motivado
por el modelo de gran unificación basado en este grupo de simetŕıa [30], aśı como un modelo
inflacionario que requiere dicho grupo de norma [31]. Además, se eligió la representación 126
debido a que al tener dimensión de órden 100 hace que la contribución radiativa tome importancia
respecto a la supergravitacional.

Con estos valores y fijando el número de e-folds entre 60 y 70, se obtuvieron

ns está entre 0.969 y 0.972;

r tiene como valor máximo 0.014.

Por lo tanto, este modelo se adapta a los resultados observacionales y provee una descripción ade-
cuada del universo, dándole también cierta vaĺıa a la simetŕıa SO(10).

Para finalizar, se estudió un modelo basado en inflación mediante término D, es decir, un modelo
en el cual la contribución F , de suma relevancia en los dos modelos anteriores, es despreciada para
evitar de forma deliberada el problema η. Este modelo de inflación D h́ıbrida está basado en los
trabajos de P. Binétruy, G. Dvali y E. Haylo [19, 20].

Contrario a lo obtenido para el caso de inflación F h́ıbrida, la contribución supergravitacional
es una constante. Dominando aśı la contribución proveniente del potencial de Coleman-Weinberg,
razón por la cual en este modelo tomamos N = 1.

Para este modelo, ignorando las cotas sobre los parámetros, reportadas en [32], puesto que están
basadas en suposiciones que aún no cuentan con un consenso general, y fijando el número de e-folds
entre 50 y 70, se obtuvieron los resultados que se enuncian a continuación:

g, la constante de acoplamiento asociada a la simetŕıa U(1), debe tomar valores en el [10−2, 10−1];

λ, la constante de acoplamiento de los supercampos involucrados, debe tomar valores en el
intervalo [10−4, 10−1];

Λ, la escala de rompimiento de supersimetŕıa, se toma en el intervalo [1012eV, 1020eV ].

Con estos datos, se obtienen los siguientes valores para las observables

ns toma valores entre 0.9623 y 0.9690;

r adopta como valor máximo 0.0652.

Nuevamente, obtenemos valores que son compatibles con lo reportado experimentalmente.
Más allá del estudio anaĺıtico de las propiedades de los modelos citados, la obtención de obser-

vables inflacionarias compatibles con las mediciones en modelos provenientes de supergravedad fue



44 CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES

el objetivo central de este trabajo. Dado que obtuvimos valores estables exitosos, incluso ignorando
algunas suposiciones que consideramos poco adecuadas, es entusiasmante continuar con esta ĺınea
de investigación, buscando propuestas más sofisticadas, particularmente considerando observables
que no discutimos en este trabajo sobre anisotroṕıas de las fluctuaciones.

Como trabajo a futuro se tiene pensado explorar las ideas propuestas por A. van Proeyen en [21],
donde se propone una nueva forma para la contribución D, aśı como las condiciones bajo las cuales
se puede acoplar a materia y producir potenciales que nos lleven a modelos inflacionarios conocidos.
Además, seŕıa interesante estudiar la propuesta de supergravedad liberada, propuesta recientemente
por A. Riotto [22], en la que se introduce una nueva interacción en teoŕıas de supergravedad en las
que el rompimiento de supersimetŕıa ocurra mediante términos F . Esta nueva interacción induce
modificaciones sobre el potencial escalar de la teoŕıa. Seŕıa interesante ver cómo podŕıa llegar a
modificar la dinámica de inflación, aśı como saber si existen condiciones bajo las cuales pueda
considerarse como una contribución F , D o del tipo KKLT, KKLMT, etc.
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