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A mi mamd.

No habia un crujido que tu sonrisa no pudiera explicar,

como st desde hace tiempo supieras justo cuando el piso haria eso...
Y €l escucho y lo calmaste. Tan poderosa era tu presencia

mientras tiernamente te posabas junto a la cama; que su destino,
alto y embozado, retrocedic detrds del armario, y su inquieto
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A mi papad.

There goes my hero
Watch him as he goes.
Kudos, my hero
Leaving all the best.
Dave Grohl

A mi hermana.

I see you perching on the corner

Of the weeping window pane

You’'re growing up fast just like the flora
The world is yours, come shine or rain.

Loyle Carner
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Introduccion

En 1951, en su articulo An extension of Tietze’s theorem [5], James Dugundji
demostré una generalizacién del Teorema de Extension de Tietze-Urysohn
(2.2.1)) (si pensamos a este restringido a la clase de los espacios metrizables)
en la que probd que los subconjuntos convexos de un espacio topoldgico
vectorial localmente convexo son extensores absolutos para la clase de los
espacios metrizables. Es decir, si V' es un subconjunto convexo de un espacio
topoldgico vectorial localmente convexo, X es un espacio metrizable, A C X
cerrado y f: A — V es una funciéon continua, entonces existe F' : X — V
continua cuya definicién coincide con f en todos los elementos de A. A este
resultado lo conocemos como el Teorema de Extension de Dugundji.

Partiendo de este teorema, podemos preguntarnos si ademas de la conti-
nuidad, F' preserva alguna otra de las propiedades de f. En particular, un
problema que motiva la generalizacion del Teorema de Extension de Dugund-
ji que perseguiremos en este trabajo es el siguiente: supongamos que A C R"
es cerrado y centralmente simétrico (A = —A), y que f: A — R™ es una
funcién impar, es decir, f es tal que para todo x € A, f(—z) = — f(z). ;Serd
posible encontrar una extension F': R — R™ de f que sea impar?

En principio, el teorema de Dugundji no nos provee este tipo de informacién.
Sin embargo podemos atacar esta pregunta desde otra teoria para la cual
nuestro planteamiento puede ser formulado en sus términos habituales: la
teoria de acciones de grupos topoldgicos. Si pensamos a Zy como el grupo
{=1,1} con la multiplicacién, provisto de la topologia discreta, Zy actia en
R™ de manera continua con la multiplicaciéon entrada a entrada, en otras

palabras,
0, :7Zs x R" - R"

(a, (x1,-+ ,x,)) — (axq, -, azy,)

IX



X INTRODUCCION

es una accién continua.

Entonces la condicion A = —A la podemos enunciar diciendo que A es un
subconjunto de R™ invariante bajo la accién de Zs. Observemos que la pro-
piedad de que f : A — R™ sea impar la podemos reescribir diciendo que f
es una funcién tal que para todo a € Z, y para todo x € R,

f(On(a,x)) = Om(a, f(2)),

tales funciones son denominadas funciones equivariantes. En estos términos,
nos preguntamos si podemos encontrar una extension F' de f que también
sea equivariante bajo la accion de Zs.

Tomando en cuenta la terminologia introducida en el parrafo anterior, es na-
tural tratar de generalizar nuestra pregunta: ; para cualquier grupo topoldgico
que actie continuamente en un espacio metrizable y en un espacio topoldgico
vectorial localmente convexo; y para cualquier funcion equivariante definida
de un subconjunto invariante a un subconjunto invariante y convexo, sera
cierto que existe una extension continua y equivariante? Si bien necesitamos
hipotesis méas fuertes para obtener la generalizacién del Teorema de Dugund-
ji que presentaremos en este texto, esta sera la naturaleza del resultado que
buscamos.

Estructura de la Tesis

El propésito principal de esta tesis es demostrar la generalizacién del Teo-
rema de Extension de Dugundji a la cual acabamos de dar preludio. Para
poder entender tal generalizacion primero necesitamos exponer la teoria de
acciones de grupos topoldgicos en la que se basa el desarrollo que haremos
para llegar a la demostracion. Por tanto, en el capitulo [1| desarrollaremos la
teoria preliminar que necesitamos referente a acciones de grupos topolégicos.
En particular, a partir de la seccion veremos que cuando trabajamos con
un grupo compacto los espacios sobre los que este actiia cumplen propiedades
particularmente tutiles; en la seccién introduciremos el concepto de reba-
nada, que sera de suma importancia para las demostraciones subsecuentes

del capitulo 3]

En el capitulo[3, daremos el enunciado y la demostracién del Teorema Equi-
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variante de Dugundji , la generalizacion deseada del Teorema de Ex-
tension de Dugundji. El capitulo esta dedicado exclusivamente a este fin, y
plantea cuatro lemas previos que necesitamos para simplificar la demostra-
cion del teorema. Para concluir, incluimos algunas consecuencias de nuestra
generalizacion, entre ellas el Teorema de Extension de Dugundji que ob-
tendremos como un caso particular de nuestro teorema. Este capitulo esta
basado en el articulo Equivariant generalization of Dugundji’s theorem de S.
Antonyan [1].

Por 1ltimo, en el capitulo [d] mostraremos ejemplos que son consecuencia
de nuestra generalizacion equivariante, entre ellos daremos respuesta a la
interrogante que acabamos de plantear. Sin embargo enfocaremos nuestros
esfuerzos en proporcionar un ejemplo menos inmediato: demostraremos que
la familia de los subconjuntos compactos, convexos y no vacios de R”, bajo
la accién de cierto grupo de isometrias, cumple las hipétesis de un corolario
de nuestro teorema y por lo tanto es un G-extensor absoluto para la
clase de los espacios metrizables. Para lograr esto, necesitaremos apoyarnos
en dos teoremas, el Teorema de Separacion de Hahn-Banach y el Teorema de
Hormander, los cuales demostraremos en las secciones v [£.2] respectiva-
mente. Dado que también necesitamos teoria previa para comprender estos
teoremas, en el capitulo 2| exponemos informacion preliminar referente a es-
pacios vectoriales (seccién e hiperespacios (seccién ; ademas, en este
capitulo dedicaremos una seccion a exponer el Teorema de Extension de Du-
gundji (seccién con el fin de estar familiarizados con los conceptos que
generalizaremos en el capitulo [3]
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Nota Preliminar

En esta breve seccion introduciremos definiciones y cuestiones de notacién
que utilizaremos a través del texto.

Si X es un espacio topologico y A es un subconjunto de X, denotaremos por
el simbolo A a la cerradura de A en X y por el simbolo Int A al interior de
Aen X.

Si (X, ]|-||]) es un espacio vectorial normado, lo denotaremos simplemente por
X y asumiremos implicitamente la existencia de su norma, que denotaremos

por || - .

Si (X,d) es un espacio métrico y A un subconjunto de X, definimos para
cada r € X, la distancia de x al conjunto A de la siguiente manera:

d(xz,A) = inf{d(z,a)}.
acA
Esta notacién también sera utilizada cuando X sea un espacio vectorial nor-
mado, dando por entendido que en la ecuacion anterior d denotara a la dis-
tancia inducida por la norma en X.

Para denotar las bolas abiertas con centro en algin punto x € X y radio r
utilizaremos dos notaciones, usaremos la una o la otra segiin consideremos
conveniente. La primera de ellas es Bx(z, ). Si en el contexto de la demos-
tracién que estemos realizando la métrica d del espacio X es mencionada
explicitamente también utilizaremos la notacién By(z, 7).

Si X es un espacio vectorial normado, utilizaremos el simbolo By para de-
notar a la bola unitaria cerrada, es decir:

By ={reX ||l <1}.

3



Trabajaremos con R" dotado de la norma euclidiana. Utilizaremos el simbolo
Sm~! para denotar a la esfera unitaria y el stmbolo B" para denotar a la bola
unitaria cerrada, es decir:

" ={x eR" | [zl = 1}
B" = {z e R" | ||z]| < 1}.

En el espacio dual de R™, R™*, utilizaremos el simbolo B"* para denotar a la
bola unitaria cerrada, es decir:

B* = {z e R"™ [ [|lz][. <1}.

Si Y es un espacio topoldgico, al conjunto de las funciones continuas de Y
a R las denotaremos por C(Y'). Al subconjunto de las funciones acotadas de
C(Y) lo denotaremos como Cy(Y).

Omitiremos las definiciones de conceptos de topologia basicos como para-
compacidad, particion de unidad, redes. Todos los conceptos de topologia
omitidos pueden ser consultados en [6].

El resto de la notacién sera introducida a lo largo del texto.



Capitulo 1

Acciones de Grupos
Topologicos

Como mencionamos en la Introduccién, este capitulo sera un breviario de la
teoria de acciones de grupos topologicos que necesitaremos en el trancurso
del texto. Los conceptos de este capitulo son profundizados en [3] y [9].

Si (G, %) es un grupo, omitiremos el signo % para denotar la operacién del
grupo y, como es usual, denotaremos el producto de dos elementos g,h € G
por gh.

1.1. Acciones de Grupos Topolégicos
Un grupo topoldgico G es un grupo equipado con una topologia que hace
continuas a su funcién producto

GxG—=G

(g, h) — gh

y a la funcién de inversién

G—G

g g

5



6 CAPITULO 1. ACCIONES DE GRUPOS TOPOLOGICOS

Si ademas un grupo topoldgico esté provisto de una estructura de n-variedad
diferenciable tal que el producto y la inversion son funciones suaves, diremos
que es un grupo de Lie.

Un ejemplo inmediato de un grupo de Lie es cualquier grupo GG de cardina-
lidad finita con la topologia discreta.

Para un ejemplo mds sustancioso, podemos considerar al grupo GL(n), el
grupo general lineal, que consiste de todas las funciones lineales e invertibles
de R™ en R™. A cada elemento lo podemos identificar con una matriz cuadrada
e invertible de n x n. De esta manera podemos identificar a GL(n) como un
subespacio de R™. La topologia de GL(n) es precisamente la que hereda de
R™. También podemos considerar al grupo ortogonal O(n) que consiste de
todas las funciones de GL(n) que preservan el producto interior. A O(n) lo
podemos identificar con todas las matrices cuadradas de n xn cuyas columnas
forman una base ortonormal. La topologia de O(n) también es la heredada
de R™, O(n) es ademds un grupo de Lie compacto pues por lo anterior es
cerrado y acotado.

Definicién 1.1.1. Sean G un grupo topologico y X un espacio topoldgico.
Una accion continua de G en X es una funcion continua 6 : G x X — X
que satisface:

(1) sie es el neutro de G, para todo x € X, f(e,z) = x,
(2) para todo g,h € G, x € X, 0(h,0(g,x)) = 0(hg, x).

En la practica, si # : G — X es una accion, para g € Gy x € X es comun
escribir 0(g, x) simplemente como gx. Bajo esta convencién, para = € X,
g,h € G podemos escribir las propiedades de la definicién anterior como
sigue:

exr =,

h(gz) = (hg)z.

Para cualquier grupo topoldgico G, llamaremos G-espacio a un par orde-
nado (X,0) formado por un espacio topolégico X y una accién continua
0 : G xX — X. Usualmente diremos solamente que GG es un grupo para refe-
rinos a un grupo topolégico; también, al hablar de un G-espacio omitiremos
mencionar la accién 6 y diremos simplemente que X es un G-espacio. En esta
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situacion, para cada x € X definimos la érbita de x como el conjunto:

G(r) ={gz | g € G}.

Cada g € G induce una funcién 0, : X — X con regla de corresponden-
cia

0,(z) = gz.

La funcién 6, recibe el nombre de transicién. Como 6 es continua, para
todo g € G, 0, es continua. Ademads, para todo g € G y x € X se cumple
que

Oy 0 0y-1(x) = 0,(9g7"'x) = (99 Nz =2

Og-1004(zx) = 041 (gx) = (9719” =z,

asi que para cada g € G, 0, es un homeomorfismo de X en X. Una conse-
cuencia inmediata de este hecho que utilizaremos en el transcurso del texto
es que para todo g € G, U es abierto en X si y sélo si gU es abierto en

X.

SiAC Xy H C G, denotaremos por HA a la H-saturacién de A, es decir,

al conjunto:
HA={ha|he H, ac A}

Diremos que A C X es G-invariante (o invariante si el grupo esta implicito
en el contexto) si GA = A.

Para X, Y G-espacios y f : X — Y una funcién, diremos que f es G-
equivariante (o equivariante si se sobreentiende quién es el grupo en cues-
tién) si para todoz € X y g € G:

flgx) = gf(x).

En particular, si la accién en Y es trivial, diremos que f es G-invariante (o
simplemente invariante); es decir, si para todo z € X y g € G:

f(gz) = f(x).

Si X es un G-espacio, para cada x € X definimos el estabilizador de x
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o grupo de isotropia de x como el subconjunto G, de G de todos los
elementos de G que fijan a x, es decir:

G, ={9€G|gr=ux}

Proposicion 1.1.2. Sean G un grupo y X un G-espacio T1. Entonces para
todo x € X, G, es un subgrupo cerrado de G.

Demostracion. Es facil ver que G, es un subgrupo de GG pues para cuales-
quiera g, h € G, como hx = x, se tiene que x = h™~'x, asf que

(gh ")z =g(h™'z) = gv = =.
En consecuencia, gh~! € G,. Por lo tanto G, es un subgrupo de G.

La acciéon de G en X es continua. Definamos la funcién 6, : G — X con regla
de correspondencia 0,(g) = gz. La funcién 6, es continua pues 6 lo es. Por
lo tanto G, = 6, '({z}) es cerrado.

]

Proposicion 1.1.3. Sean G un grupo y X un G-espacio. Entonces para
cualesquiera x,y € X, g € G tales que x = gy, se cumple que G, = gG,g".

Demostracion.

G, ={h e G| hx =z}
={h € G| hgy = gy}
={heG|g hgy =y}
:{hEG\gflhgeGy}
={heG|hegG,y '}
=gGyg".
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1.2. Espacio Orbital

Notemos que para cualquier G-espacio, sus érbitas inducen en este una par-
ticién en clases de equivalencia.

Proposicion 1.2.1. Sean G un grupo y X un G-espacio. Entonces cuales-
quiera dos orbitas de X son iguales o son ajenas.

Demostracion. Sean x,y € X tales que G(x) N G(y) # 0. Entonces existen
g,h € G tales que g = hy, de manera que x = g thy y y = h™'gx asf que
r € G(y) y y € G(z). Por lo tanto G(z) C G(y) y G(y) C G(x), es decir,
G(x) = G(y).

]

Denotaremos por X/G al conjunto de érbitas del G-espacio X. A este espa-
cio dotado de la topologia cociente inducida por X lo llamaremos el espacio
orbital, y a la funcién cociente p : X — X/G tal que p(z) = G(z) la llama-
remos proyeccion orbital.

Proposicion 1.2.2. Sean G un grupo y X un G-espacio. Entonces la pro-
yeccion orbital p : X — X/G es una funcion abierta.

Demostracion. Sea U un abierto de X . Queremos ver que p(U) es abierto en
X/G. Esto pasa si y sélo si p~*(p(U)) es abierto en X. Luego

P (p(U) =p({G(z) |z € U})
={y € X | G(y) = G(z) para algin x € U}
={yeGx)|zeU}
=GU

=JgU.

geG

y como para cada g € G, gU es abierto, se sigue que p~!(p(U)) es abierto y
por lo tanto p es abierta.

]
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1.3. Acciones de Grupos Compactos

Sean G un grupo, X un G-espacioy # : G x X — X la acciéon de G en X.
Recordemos que para cada x € X, definimos la funcién 6, : G — X con
regla de correspondencia 0,(g) = gz. La funcién 6, es continua pues 6 lo es.
Ademas, notemos que 0,(G) = G(z) es la 6rbita de .

Si G es compacto entonces para cada x € X, por la continuidad de 6,, G(x)
es compacta, asi que en este caso las orbitas de X son compactas. Ademas,
si X es T}, habiamos notado que para toda x € X, GG, es cerrado en G, asi
que G, el estabilizador de x, es compacto en G.

Recordemos que una funciéon f es perfecta si es continua, suprayectiva, ce-
rrada y sus fibras son compactas.

Proposicion 1.3.1. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Entonces
la proyeccion orbital p - X — X/G es perfecta.

Demostracion. Sabemos que p es continua y suprayectiva, asi que basta ver
que es cerrada y que sus fibras son compactas. Sea C' un subconjunto cerrado
de X. Queremos ver que p(C') es cerrado en X/G. Esto pasa si y sélo si
p~'(p(C)) es cerrado en X. Gracias a la demostracién de la Proposicién[1.2.2]
sabemos que p~!(p(C)) = GC. Sea (gxcx)ren una red de elementos de GC (tal
que para todo A € A, gx» € G y ¢, € C) que converja a un elemento z € X.
Como G es compacto, existen g € G y una subred de (gx)xea que converge a
g. Sin pérdida de generalidad, supongamos que es ella misma. Como tomar

inversos en (i es una funcién continua, se sigue que (g ')aea converge a gL

Como la accién es continua, tenemos que (g;lgAc,\)AeA converge a g lw, es
decir (cy)aea converge a g~'z. Como C' es cerrado, esto implica que g~ 'z € C,
y por lo tanto x = g(g7'z) € GC. Asi, GC = p~'(p(C)) es cerrado y en

consecuencia p es una funcién cerrada.

Las fibras de p son compactas en X, pues para todo G(z) € X/G, es claro
que p~!(G(x)) = G(z). Por lo observado anteriormente, como G es compacto,
G(z) también lo es.

]
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Supongamos que GG es un grupo compacto y X es un G-espacio. Sea H < G
un subgrupo cerrado. Veamos que H actia en GG de la siguiente manera:

HxG—=d

(h,g) — gh™".

Como G es grupo topolédgico, la accién es continua y es una verificacion
directa ver que cumple las otras dos propiedades. De esta manera, G' es un
H-espacio. Consideramos a G/H el espacio orbital asociado a dicha accién y
p: G — G/H la proyeccién orbital.

Por la forma como actia H en G, podemos ver a G/H como el conjunto de
clases laterales:
G/H ={gH | g € G}.

Por tltimo, se puede ver que G actia en G/H por traslaciones izquier-
das:

GxG/H— G/H
(9.hH) — ghH,

de nuevo por la continuidad del producto en G se sigue que esta accion es
continua y por lo tanto G/H es un G-espacio. Revisitaremos esta accién de
un subgrupo H de G en G en el transcurso del texto. A continuacién ana-
lizaremos qué sucede cuando H es el estabilizador de algin elemento de un
espacio Hausdorff X.

Proposicion 1.3.2. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio Hausdorff.
Entonces, para cada x € X, la funcion 0, : G/G, — G(z) con regla de
correspondencia 0,(gG,) = gx es un homeomorfismo equivariante.

Demostracion. Sean ¢ € X, 0 : G x X — X la accion de G en X, 6, :
G — G(x) como la definimos al inicio de esta seccién, y p : G — G/G, la
proyeccion orbital.
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Notemos que el siguiente diagrama conmuta.

G—" Gla)

Veamos que 6, y p tienen las mismas fibras. Para cualesquiera g,h € G se
cumple:

p(g) = p(h) & 9G. = hG,
s hlged,
shilgr=ux
< gr = ho
& 0.(g) = 0.(h).

Por lo tanto 6, estd bien definida y es continua.

La suprayectividad de 6, es clara. Veamos que es inyectiva. Sean g, h € G.
Entonces, si 0,(9G.) = 0.(hG,), se sigue que gr = hx, es decir, h~'g € Gy,
de donde se sigue que ¢G, = hG,. Por lo tanto 6, es biyectiva. Mas atn,
como G es compacto y p es continua, G /G, es compacto; ademés como G(x)
es Hausdorff, se sigue que 0, es cerrada, asi que podemos concluir que 6, es
un homeomorfismo.

Para terminar, veamos que es equivariante. Sean h € G, gG, € G/G,, en-
tonces:

0.(hgG.) = hgx = ho.(9G.).
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1.4. G-espacios Metrizables

Sea (X, d) un G-espacio métrico. Diremos que la métrica d es G-invariante
(o simplemente invariante) si para todo g € G, z,y € X se cumple que

d(gz, gy) = d(z,y).

Ejemplo 1.4.1. La métrica euclidiana en R™ es O(n)-invariante, pues los
elementos de O(n) preservan el producto interior en R™.

A continuacién presentaremos un par de demostraciones que conciernen a
una métrica invariante. Primero, veremos que cuando G es un grupo com-
pacto y X es un G-espacio metrizable, existe una métrica invariante que
induce la topologia de X'; acto seguido veremos que la existencia de esta nos
garantiza la metrizabilidad de X/G.

Teorema 1.4.1. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio metrizable.
Entonces existe una métrica G-invariante compatible con la topologia de X .

Demostracion. Sea p una métrica en X que induzca su topologia. Afirmamos
que la funciéon d : X x X — R definida con la regla de correspondencia

d(z,y) = sup{p(gz, gy)}
geG
es la métrica buscada.

Primero, d esta bien definida pues G es compacto. Veamos que d es métrica.
Solamente probaremos la desigualdad del tridngulo pues las demés propie-
dades son consecuencias inmediatas del hecho de que p sea métrica. Sean
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x,y,z € X. Entonces:
d(z,z) = sup{p(gz, g2)}

geG

< sup{p(9z, gy) + p(gy, 92)}
geG

< sup{p(g,gy)} + sup{p(gy, 92)}
geG geqG

=d(z,y) +d(y, 2),

donde

sup{p(gz, gy) + p(gy, 92)} < sup{p(gz,gy)} + sup{p(gy, g2)}
geG geG geG

ya que para todo h € G,

p(hz, hy) + p(hy, hz) < sup{p(gz, gy)} + sup{p(gy, 92)}-
geG geq

Ahora veamos que es G-invariante, sean h € G, z,y € X. Entonces, como
multiplicar a G por un elemento fijo de éste es una biyeccién, se sigue que

d(hx, hy) = sup{p(ghx, ghy)} = sup{p(gz, gy)} = d(z,y).
geG geG

Por tdltimo, veamos que las topologias inducidas por p y d en X son la misma.
Sean g € X y € > 0. Sea x € By(xg,e). Como p induce la topologia en X
p es continua. Por lo tanto ¢ : X x G — R con regla de correspondencia
©(z,9) = p(gz, gx) es continua al ser composicién de funciones continuas.
Sea ¢ € (0, — d(zg,)). Entonces ¢! (—00, ¢) es un subconjunto abierto de
X x G tal que {z} x G C ¢! (—00, ), asl que por el Lema del Tubo (véase [6]
pag. 126]), existe § > 0 tal que B,(x,0) x G C ¢~} (—00,¢). Sea y € B,(z,9).
Entonces, por lo anterior, para toda g € G, ¢(y, g) < ¢, es decir p(gy, gx) < ¢
por lo que d(y,x) < c. Por consiguiente,

d(xg,y) < d(zo,z) + d(x,y) < d(xo,z) + ¢ < d(xg,x) + € — d(x9, ) = €.

Asi, B,(x,0) C Bgy(xo,€) mostrando que Bg(xg,€) es abierto en la topologia
inducida por p.
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Para terminar veamos que B,(zo,¢) es abierto en la topologia inducida por
d. Sea = € B,(zg,¢). Entonces, para y € By(x,e — p(x, x0)), tenemos que

p(wo,y) < plwo, @) + pla,y) < p(wo, x) +d(z,y) < p(wo, ) + & = p(z, 70) = ¢,

por lo que By(x, e —p(x,x)) C By(x9,€) y podemos concluir que B,(zg, €) es
abierto en la topologia inducida por d; demostrando que d induce la misma
topologia que p en X.

]

Teorema 1.4.2. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio metrizable.
Entonces X/G es metrizable.

Demostracién. Sea d una métrica invariante que induzca la topologia en X
(la cual existe por el teorema anterior). Definimos d : X/G x X/G — R de
la siguiente manera:

d(G(z),G(y)) = nf{d(u,v) | v € G(z),v € G(y)}.

Afirmamos que d es la métrica buscada. Es claro que como d es métri-
ca, d es simétrica y no negativa. También es claro que para todo G(x) €

X/G, d(G(x),G(x)) = 0. Supongamos que G(z), G(y) € X/G son tales que
d(G(z),G(y)) = 0. Afirmamos que entonces z € G(y), es decir, G(z) = G(y).
Observemos que por la invarianza de d:

0= d(G(x),G(y))
= inf{d(u,v) | v e G(z),v € G(y)}
= inf{d(gx,hy) | g,h € G}
= inf{d(z,g " hy) | g,h € G}
= d(z,G(y)).

Como ya habiamos notado, al ser G compacto, G(y) es compacto. Como
ademds X es metrizable, se sigue que G(y) es cerrado en X y podemos
concluir que G(z) = G(y).

Verifiquemos que también se cumple la desigualdad del triangulo. Utilizan-
do la cadena de igualdades anterior y la invarianza de d, veamos que si
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G(z),G(y),G(z) € X/G, entonces:

d(G(2), G(y)) = inf {d(z, gy)}
< If {d(z,hz) + d(hz, gy)}

— s -1
- geg,llfeG{d(x’ hZ) + d(Z, h gy)}

— fzv(a;, G(z)) + d(z, ~G<y))

= d(G(x),G(2)) + d(G(2), G(y));

de esta manera queda demostrado que d es una métrica en X /G.

Finalmente, veamos que d induce la topologia de X/G. Sean ¢ > 0, G(x) €
X/GyV = B3(G(x),€); veamos que V es abierto en X/G. Sea V =
By(z,¢), como por la Proposicién la proyeccién orbital p : X — X/G
es abierta, p(V) es abierto en X/G. Afirmamos que V = p(V). Sea r € p(V),
entonces existe y € V tal que r = G(y), asi que

d(G(x),Gy)) = inf{d(z,gy)} < d(z,y) <e,

de donde se sigue que r = G(y) € V, asf que p(V) C V. Para la otra
contencion, si G(y) € V, entonces d(G(z), G(y)) = inf cq{d(z,g9y)} < e, asi
que existe z € G(y) tal que d(z, 2z) < ¢, es decir, tal que z € V. Por lo tanto
G(y) = G(2) € p(V), y podemos concluir que V = p(V') es abierto en X/G.
Por otro lado, sean U un abierto en X/G y G(z) € U. Entonces = € p~'(U).
Como p es continua, p~*(U) es abierto en X, asi que existe § > 0 tal que
By(z,6) C p*(U). Para terminar, por el desarrollo anterior y como p es
suprayectiva tenemos:

Bi(G(x),e) = p(Ba(x,¢)) C p(p~'(U)) = U,

asi que U es abierto en la topologia inducida por den X /G. Por lo tanto, la
topologia que induce d es la topologia cociente de X/G.
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1.5. Rebanadas

En este capitulo introduciremos el concepto de rebanada en un G-espacio, y
expondremos algunas de sus propiedades. Esta herramienta sera fundamen-
tal en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.5.1. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de G
y X un G-espacio. Un subconjunto S de X es una H-rebanada con respecto
a su saturacion GS si cumple:

(1) S es cerrado en GS.
(

2)
(3) Para cada g € G\ H, la interseccion gS NS es vacta.
(4) GS es abierto en X.

Si S es una rebanada diremos que el conjunto GS es tubular.

S es H-invariante.

St ademds GS = X, entonces diremos que S es una H-rebanada global.

Usualmente solo diremos que S es una H-rebanada, dando por sentado que
es con respecto a su saturacién GGS. Cuando sea necesario haremos esta acla-
racion.

A continuacién presentaremos un par de resultados que nos seran de utilidad
posteriormente acerca de las G,-rebanadas cuando G es un grupo compacto
y X es un G-espacio Hausdorff. Primero necesitamos demostrar el siguiente
resultado previo.

Lema 1.5.2. Sean G un grupo compacto, X yY G-espacios, C' un subcon-
junto cerrado de X y ¢ : C' =Y wuna funcion continua tal que si para g € G
y c € C se cumple que c,gc € C, entonces p(gc) = gp(c). Entonces eziste
una unica extension continua equivariante v : GC' —'Y de .

Demostracion. Como queremos que la extension ¢ : GC' — Y sea equi-
variante, la unica manera posible de definirla es con la regla de corres-
pondencia ¥ (gc) = gp(c). Primero veamos que 1 estd bien definida. Si
g,h € G, ¢,d € C son tales que gc = hd, entonces ¢ = g~ 'hd, por lo que

p(c) = p(g~ hd) = g~ hp(d), i.e. gp(c) = hp(d).
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Basta ver que v es continua. Sea (gxcy)aea una red en GC' que converja a
un elemento x € GC. Como G es compacto, existen g € G y una subred
de (ga)aea que converge a g. Sin pérdida de generalidad supongamos que es
ella misma. Como tomar inversos es continuo en GG, y la acciéon de G en X
también lo es, tenemos que (cy)xea converge a g~ 'z, por lo que g 'z € C,
pues C es cerrado. Asi, por la continuidad de ¢, el limite de (p(ca))rea
es p(g~'z). Consecuentemente, como la acciéon de G en Y es continua, el
limite de (ga@(cx))aea es gp(g~tz) = ¥(gg~'z) = ¥(x); es decir el limite de
(¥(gaca))ren es ¥(x), por lo que ¥ es continua.

]

Teorema 1.5.3. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio Hausdorff,
SCX yxelS. Son equivalentes:

(1) S es una G,-rebanada.

(2) GS es abierto en X y existe f : GS — G(x) una retraccion equivariante
tal que f~(z) = S.

Demostracion. Supongamos que S es una G, -rebanada. Es inmediato de la
definicién que GS es abierto en X. Definimos ¢ : S — G(z) tal que para
todo y € S, ¢(y) = x; ¢ es continua pues es una funcién constante. Por la
definicién de rebanada sabemos que S es cerrado en GS. Ademas, si g € G
es tal que para alguna y € S, y, gy € S, entonces gS NS # B asi que g € G,
de manera que ¢(gy) = x = gz = gp(y). Por lo tanto, se cumplen todas las
hipdtesis del Lema , por lo que existe f : GS — G(x) una extensién
continua equivariante de ¢.

Notemos que para todo g € G, f(gz) = gf(x) = gp(z) = gz, asi que f
es una retraccién. Por ultimo, veamos que f~'(z) = S. Como f extiende
a ¢, sabemos que S C f~!(z). Veamos que f~'(z) C S. Si gs € f~!(z),
con g € G, s € S, entonces f(gs) = x, de donde se sigue que = = gf(s) =
gx; consecuentemente g € GG, y como S es una G,-rebanada, gs € S. Asi
f~Yx) € S porloque f7'(x) =S,y f cumple todo lo que queremos.

Veamos que también se cumple la otra implicacion. Supongamos que S C G
y © € S son tales que GS es abierto en X y existe f : GS — G(z) una
retraccién equivariante tal que f~!(z) = S. Por hipétesis, GS es abierto en
X. Luego, como X es Hausdorff, {z} es cerrado en X y f es continua, se
tiene que f~!(x) = S es cerrado en GS. Ahora, si g € G, y s € S, entonces
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f(gs) = gf(s) = gr = z, es decir, gs € f~1(zx) = 5, asi que S es G-
invariante. Por tltimo, veamos que si g € G es tal que ¢S NS # (), entonces
existe s € S tal que gs € S, de manera que = = f(gs) = gf(s) = gz, es decir,
g € G,. Por lo tanto S es una G, -rebanada y el teorema queda demostrado.

]

Proposicion 1.5.4. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio Hausdorff.
Supongamos que para algin x € X existe una G -rebanada S. Entonces para
todo abierto O C G, OS es abierto en X.

Demostracion. Como S es una G,-rebanada, GS es abierto en X, asi que
basta ver que OS es abierto en GS.

Sea [ : GS — G(x) la retraccién equivariante cuya existencia nos la garan-
tiza el Teorema [1.5.3 pues S es una (G,-rebanada. Sea g € (G, gracias a la
equivarianza de f tenemos que:

fHgr) ={z € GS | f(2) = gu}
={2€GS| flg7'2) =z}
={2e€GS|glze f(x)=S}
={z€GS|ze€yS}
=g5.

Ahora, por la Proposicién , sabemos que 6, : G/G, — G(z) con regla de
correspondencia 0,(gG,) = gz es un homeomorfismo equivariante. También,
por la Proposiciéon , sabemos que la proyeccién orbital p : G — G/G, es
abierta. Por todo lo anterior, se sigue que

FH0.(p(0))) = f71(8.(0G,))
= f71(O(x))
— U gS

ge0o

=08

es abierto en GS, que es lo que queriamos demostrar.
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El siguiente teorema nos garantiza la existencia de G,-rebanadas cuando X
es un G-espacio completamente regular y GG es un grupo de Lie. Para consul-
tar su demostracién, véase [3, pag. 86.

Teorema 1.5.5. (Teorema de la Rebanada.) Sean G un grupo compacto de
Lie y X un G-espacio completamente reqular. Entonces, para todo x € X
existe una Gy-rebanada S C X tal que x € S.

Corolario 1.5.6. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio com-
pletamente regular. Entonces, para toda vecindad U del neutro de G y para
todo x € X, existe V wvecindad de x tal que para today € V existe w € U que
satisface que u'Gyu C G,.

Demostracion. Sean x € X y U una vecindad del neutro e de G. Por el
Teorema de la Rebanada (1.5.5]), existe una G,-rebanada S que contiene a
x. Por la Proposicién [[.5.4] V' := US es abierto en X y ademds = € V.
Afirmamos que V es la vecindad buscada.

Sea y € V. Existen u € U y s € S tales que y = us. Sea f : GS — G(x)
la retraccién equivariante cuya existencia nos la garantiza el Teorema [1.5.3]
esta es tal que f~!(z) = S; consecuentemente f(s) = z. Ahora, veamos que
Gs C Gys), pues si g € G, entonces gf(s) = f(gs) = f(s). Por otro lado,
por la Proposicién [L.1.3] G, = uGu™"; asi que

G, = uGaut C qu(S)u’l = uGu !,

y el resultado deseado es inmediato. O

1.6. Cubiertas Invariantes

Si G es un grupo y X es un G-espacio, entonces diremos que una cubier-
ta {Ux}ren de X es invariante si para cada A € A, U, es G-invariante.

Proposicion 1.6.1. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio metrizable
Y {Ux}rea una cubierta abierta e invariante de X. Entonces existe {px}aea
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una particion de unidad invariante subordinada a {Uyx}ren. Es decir, para
cada X € A, ¢y : X — [0,1] es una funcion G-invariante, continua y satisface

90;\1 ((0’ 1]) C Us.

Demostracion. Como X es metrizable, por el Teoremal[l.4.2] X/G es metriza-
ble, de manera que X/G es paracompacto. Para cada A € A, sea V), := p(U,),
donde p: X — X/G es la proyeccién orbital. Como por la Proposicién m
p es abierta, {V)} e es una cubierta abierta de X/G. Por lo tanto, existe
una particién de unidad {1} ea subordinada a la cubierta {V)},ca. Para
cada A € A definimos @y : X — [0, 1] como @, = ¥, op. Es claro que {©)}ren
es una particién de unidad pues {1, }area lo es; afirmamos que esta es la que
buscamos. Para cada A € A, Uy es invariante, asi que p~!(p(U,)) = Uy,
ademds {1y} ea estd subordinada a la cubierta {V)}, e asi que tenemos lo
siguiente:

3 ((0,1]) = p~ 1 (¥=1((0,1])) € p~ " (¥~ 1((0,1])) C p ' (Va) = Uy,

por lo que {@a}area estd subordinada a {Uy}rea-

Para terminar, veamos que para cada A € A, ¢, es G-invariante; esto se sigue
de inmediato por la invarianza de p. Sean g € G y x € X, entonces:

palgz) = Va(p(gz)) = ¥a(p(z)) = Pa(x).
0

Si todos los elementos de una cubierta son conjuntos tubulares, entonces di-
remos que la cubierta es tubular. Una clase de cubiertas tubulares que es de
nuestro interés son las cubiertas G-canodnicas, que definimos a continuacién.

Definicién 1.6.2. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Suponga-
mos que U es un abierto de X y {GS\}rea €s una cubierta tubular de U,
tal que para todo N € A, S\ es una Hy-rebanada. Diremos que la cubierta
{GS)} e es G-candnica con respecto a X si:

(a) {GSx}ren es localmente finita.

(b) Para cualquier A € A existe x € U tal que Hy = G,.
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(¢) Para cualquier punto a € X \U y cualquier vecindad V, de a en X, existe
una vecindad W, de a en X tal que W, C V, y tal que si g € G cumple
que gS\ N W, # 0, entonces se cumple lo siguiente:

(1) gS\ C Va.
(2) FEuiste h € G tal que ha € V, y Hy C ¢ 'Ghayg.

En el capitulo [3| profundizaremos en la existencia y utilidad de tales cubier-
tas.



Capitulo 2

Espacios Vectoriales e
Hiperespacios

En este capitulo introduciremos los conceptos bésicos fuera de la teoria de
G-espacios que necesitaremos a través del texto. En la seccion introduci-
remos el concepto de espacio topologico vectorial. En la seccién expondre-
mos el Teorema de Extensién de Dugundji (cuya demostracién original puede
ser consultada en [5]). Finalmente, en la seccién [2.3] abordaremos conceptos
referentes a hiperespacios, que pueden ser profundizados en [2].

2.1. Espacios Vectoriales

Diremos que un espacio vectorial V' sobre un campo F' (FF =R o F' = C) es
un espacio topolégico vectorial si la suma

VxV =V

(u,v) »u+v

y la multiplicacién por escalares
FxV =V
(A, v) = v

23
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del espacio vectorial V' son funciones continuas.

Ejemplo 2.1.1. Si X es un espacio vectorial normado entonces las propie-
dades de la norma garantizan la continuidad de las operaciones en X, asi que
X es un espacio topolégico vectorial.

Si V' es un espacio vectorial sobre R y C C V, diremos que C' es absoluta-
mente convexo si las siguientes dos propiedades se cumplen:

(1) C es convexo, es decir, paratodot € [0,1] y u,v € C, ((1—t)u+tv) € C.
(2) C es balanceado, es decir, para todo t € [-1,1] yv € C, tv € C.,

En esta misma situacion, diremos que C' es absorbente si

UtC:V.

Un espacio topoldgico vectorial es localmente convexo si el origen tiene
una base local de vecindades absolutamente convexas y absorbentes.

Ejemplo 2.1.2. Si (X,|| - ||) es un espacio vectorial normado, entonces
{Bx(0,7) | r > 0} forman una base local para el origen de vecindades abso-
lutamente convexas y absorbentes, por lo que X es localmente convexo.

Si X es un espacio vectorial normado sobre R, denotaremos por X* a su
dual, es decir:

X*={f:X — R f es lineal y continua}.

Claramente X* es un espacio vectorial. Ademas la funcion

£l = sup {|f(=)]} = Hilnlgl{lf(wﬂ} = sup {M}

lz)=1 0 | ]
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define una norma en X*, de manera que (X*,|| - ||«) es un espacio norma-

do.

2.2. El Teorema de Extensién de Dugund-
ji

Diremos que el espacio topoldgico Y es un extensor absoluto de la clase
KC de espacios topoldgicos (Y € AE(K)) si para cualesquiera X € K, A C X
cerradoy f: A — Y continua, existe F' : X — Y continua tal que F|4 = f.
Anélogamente, diremos que Y es un extensor absoluto de vecindad de la
clase K de espacios topoldgicos (Y € ANE(K)) si para cualesquiera X € K,
A C X cerradoy f: A — Y continua, existen L C X vecindad de A y
F : L — Y continua tales que F|4 = f. S1 Y es un extensor absoluto (de

vecindad) para la clase de los espacios metrizables, se denota simplemente
como Y € AE (Y € ANE).

El teorema de Tietze-Urysohn nos proporciona un primer ejemplo de una
familia de extensores absolutos para la clase de los espacios normales.

Ejemplo 2.2.1. (Teorema de Tietze-Urysohn) Sean N la clase de los espa-
cios normales e I C R un intervalo. Entonces I € AE(N).

El Teorema de Extensién de Dugundji es de alguna manera una generaliza-
cion del teorema anterior, pues nos proporciona condiciones suficientes para
que un espacio sea un extensor absoluto para la clase de los espacios metri-
zables.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Extension de Dugundji.) Sean A un subcon-
junto cerrado del espacio metrizable X y V' un subconjunto convezro de algun
espacio topologico vectorial localmente convero Z. Entonces cada funcion
continua f : A — V admite una extension continua F : X — V', en otras
palabras, V € AFE.

La demostracién de este teorema la obtendremos al final del capitulo [3| como
consecuencia de nuestra generalizacién a GG-espacios de este resultado.
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2.3. Hiperespacios

Sea X un espacio vectorial normado sobre R. Por ¢b(X) denotaremos a la
familia de subconjuntos cerrados, acotados, convexos y no vacios de X. Por
cc(X) denotaremos a la familia de subconjuntos compactos, convexos y no
vacios de X. Es claro que cc(X) C ¢b(X).

Ejemplo 2.3.1. ¢b(R"™) = cc(R™).

A ¢b(X) lo equiparemos con la métrica de Hausdorff dy : ¢b(X)xch(X) —
R asociada a d, definida como sigue:

dy(A, B) = max { sup{d(a, B)}, 2gg{d(b, A)}},

acA

o equivalentemente:

du(A, B) = inf{e >0 ‘ X c |JBalye), Y| Bd(:c,g)}.

yey zeX

Para ver que, efectivamente, dy es una métrica y estas definiciones son equi-
valentes, véase [2 pag. 85-86].

En el capitulo 4] estudiaremos en mas detalle la topologia inducida en ¢b(X)
por dy y mostraremos que lo podemos encajar isométricamente en un espacio
de Banach. Mas ain, el encaje también serd un encaje algebraico como un
cono.

Para poder definir tal encaje, necesitamos definir una suma en ¢b(X) de
manera que sea cerrada. Observemos que si A y B son conjuntos cerrados y
convexos, su suma usual

A+B={a+blac A, be B}

no necesariamente es un conjunto cerrado. Por ejemplo, en R?, si considera-
mos A=R x {0}y B= {(x,y) ’ x>0, y> %}, se cumple que A y B son
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cerrados y convexos, sin embargo su suma

1
A—i—B:{(a,O)—i-(x,y)‘aeR, x>0, yZE}

1
:{(a—l—x,y) ’aeR, x>0, yZ—}

x
=R x (0, 00),

es un subconjunto abierto que no es todo R?, asi que no es cerrado.

Por esta razén, para cualesquiera dos subconjuntos cerrados A y B de un
espacio vectorial topoldgico definimos su suma ®:

A®B=A+B.

En el capitulo [} cuando estudiemos a cb(X) en el contexto del Teorema
de Hormander trabajaremos con la suma @ pues una consecuencia
inmediata de su definicién es que para todo A, B € ¢b(X) se cumple que
A® B € cb(X).
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Capitulo 3

El Teorema Equivariante de
Dugundji

El propédsito de este capitulo es demostrar el resultado principal de esta
tesis, la version equivariante del Teorema de Extensién de Dugundji para
G-espacios, introducida por S. Antonyan en [I].

Durante el desarrollo de este capitulo, G denotara a un grupo compacto de
Lie. También, diremos funcién equivariante para referirnos a las funciones
que son equivariantes y ademds son continuas.

3.1. Lemario

A continuacién probaremos una serie de resultados necesarios para la demos-
tracion del teorema principal de este capitulo.

Lema 3.1.1. Cualquier cubierta abierta e invariante (tubular) {Uy}aca del
G-espacio paracompacto X tiene un refinamiento abierto, invariante (tubu-
lar) y localmente finito.

Demostracion. Sea {U,}aca una cubierta abierta e invariante del G-espacio
paracompacto X. Sea p : X — X/G la proyeccién orbital. Sabemos que p

es continua, y por las Proposiciones v [1.3.1} p es abierta y perfecta; de

31
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manera que X /G es paracompacto al ser la imagen perfecta de un espacio
paracompacto (véase [0, pag. 311]).

Como p es abierta y suprayectiva, {p(U,)}aca s una cubierta abierta de
X/G, asi que tiene un refinamiento localmente finito {V)}rca. Al ser esta
tltima cubierta de X/G, {p~'(V))}rea es cubierta abierta de X. Ademds,
como para todo A € A existe a € A tal que V) C p(U,), tenemos que
p~ 1 (Vy) € p(p(U,)) = GU,, = U,. De esta manera, {p~'(Vy)} e refina a
{Ua}aeA-

Veamos que {p~1(Vy)}rea es localmente finita. Sea x € X, como {Vi}xca es
localmente finita, existe V' vecindad de p(z) que solo intersecta a un nimero
finito de abiertos de la cubierta {V)}iea. Si definimos W := p~1(V), W es
una vecindad de x. Afirmamos que esta solo intersecta a un nimero finito
de elementos de {p~'(V))}rea. En efecto, si A es tal que W Np~1(Vy) # 0,
entonces p(W)Np(p~1(V4)) # 0. Pero p(W)Np(p~1(Vy)) € VNVy; por lo que
a lo mas hay un nimero finito de indices tales que p(W) N p(p~1(Vy)) # 0.
Por lo tanto {p~!(V\)}rea es localmente finita.

Por tltimo, veamos que es invariante: Sean A € A, g € Gy y € p 1(V)),
entonces:

gy € p~' (V) & plgy) € Vi
& G(gy) € Vi
< Gy) € Vy
syep (W),

de manera que {p~(V))}rea es el refinamiento invariante localmente finito
que buscamos.

Ahora, supongamos que {U,}aca es ademds tubular. Entonces para cada
a e A, U, = GS,, donde S, es una H,-rebanada. Veamos que nuestro
refinamiento {p~1(V))}rea también es tubular. Sea A € A. Existe a € A tal
que p~t(Vy) € U, = GS,. Notemos que, al ser p~1(V)) invariante, Q, :=
p~1(V3) NS, cumple:

GQx=G(p~ ' (Va) N Sa)
= pil(V)) N GSa
=p (V).
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Afirmamos que Q) es una H,-rebanada (y por lo tanto {p™'(V))}rea es
tubular):

(1) Qx es cerrado en GQy.

Sabemos que GS,Np~ 1 (V3) = G(S,Np~1(V3)). Como S, es una H,-rebanada,
se sigue que G S, \ S, es abierto en GS,, que a su vez es abierto en X, asi
que GS, \ S, es abierto en X. Asf:

(GSa\ Sa) Np~ ' (Va) = (GSa np H(VA) \ (Sa Np™ 1 (Va))
= G(Soc N p_l(VA)) \ (Sa ﬂp_l(VA))
=GO\ \ Qx.

Por lo tanto, GQ, \ @, es abierto en X, por lo que también lo es en GQ,.
Consecuentemente, (0 es cerrado en GQ),.

(2) Qx es Hy-invariante.

S, es Hy-invariante y p~1(V)) es invariante; asi que parah € H, y x € Q) =
p~1(V3) N Sy, se sigue que hx € p~H(Vy) N Sy = Qx.

(3) Para todo g € G\ Hy, gQxN Q) = 0.
Sea g € G\ H,, entonces

g N QN C gSaNS, =0.

(4) GQ, es abierto en X.
Como GQy = p~*(V}), esto es claro.
Por lo tanto {p~ (V) }rea es tubular.
[

Lema 3.1.2. Sean X un G-espacio metrizable y U un subconjunto abierto
de X tales que U # X. Entonces existe una métrica d compatible con la
topologia de X tal que para cada x € U, existe una G -rebanada R, que lo
contiene y que cumple que didm R, < %d(x,X \U).

Demostracion. Sea d una métrica G-invariante compatible con la topologia
de X, la cual existe por el Teorema Afirmamos que esta es la métrica
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buscada.

Sean z € U y @), una G,-rebanada que contenga a x (Teorema de la Reba-
nada|1.5.5)). Definamos r := 1d(z, X \U) y R, := Q, N Bqy(x, 7). Es claro que
diam R, < 2r = %d(x, X\ U), asi que R, cumple la condicién deseada.

Veamos que R, es una G -rebanada que contiene a x:
(1) R, es cerrado en GR,.

Sea (Yn)nen una sucesion de elementos de R, que converja a algin y € GR,.
Como R, C (), vy Q. es cerrado en GQ),, tenemos que y € Q),. Comoy € GR,,
existen g € G, z € R, tales que y = gz. Entonces y € @, N gQ), y como
Q. es una G -rebanada, se sigue que g € G,; de donde tenemos que, por la
invarianza de d:

d(z,y) = d(gz, gy) = d(z, 2) <.

Por lo tanto y € Q, N By(x,r) = R, y R, es cerrado en GR,.
(2) R, es G.-invariante.

Sean g € G,y 2z € R,. Como Q, es G -invariante y R, C @, g2 € Q.
Ademads, por la invarianza de d, d(z,gz) = d(gx,9z) = d(z,z) < r. Asi,
gz € Q. N By(z,r) = R, y R, es G -invariante.

(3) Para todo g € G\ Gy, gR, N R, = 0.
Sea g € G \ G, entonces

gR, N R, C gQ.NQ, = 0.

(4) GR, es abierto en X.

Procederemos por contradiccién, supongamos que X \ GR, no es cerrado.
Como X \ GR, no es cerrado, existe una sucesion (g, )nen de elementos de
GX \ GR, que converge a algun elemento gu, tal que g € G, u € R,. Para
toda n € N, definimos h,, := ¢'g,. Como la accién de G en X es continua,
sabemos que la sucesion (h,z,),en converge a u. Notemos que para cualquier
n € N:

hnr, & GR,, (3.1)

pues si para alguna n € N, h,z, € GR,, entonces g,x, = gh,z, € GR,, lo
cual sabemos que no sucede.
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Por otro lado, sabemos que u € R, C @, C GQ,, al ser (), una G,-rebanada,
este ultimo es abierto en X. Como (h,z,).en converge a u entonces existe
Ny € N tal que para toda n > Ny, h,z, € GQ,, de tal manera que para toda
n > Ny existen j, € Gy y, € Q, tales que h,x, = j,yn. Entonces (j,yn)n>n,
converge a u. Como G es compacto, existen j € G y una subsucesion de
(Jn)n>N, que converge a j. Sin pérdida de generalidad, supongamos que es
ella misma. Como G es un grupo topolégico, tenemos también que (5, 1),>n,
converge a j~'. Por la continuidad de la accién tenemos que (j,, " Jn¥n)n>n,

tiende a j~'u, es decir, (y,)n>n, tiende a j~'u.

Q. es cerrado en GQ,, ademés para toda n > Ny, y, € Q. v i 'u € GR, C
GQ., por lo que j7lu € Q,. Asi j7'u € 77'Q, N Q, y como @, es una
G,-rebanada, se sigue que j~! € G,, o equivalentemente, j € G,. Entonces
podemos deducir que j~'u € By(z,r) pues

d(j 'u,z) = d(u, jz) = d(u,x) <r

ya que u € R, C By(x, 7).

Para terminar veamos que como (Y, )n>n, converge a j~ 'u, existe N; € N tal
que para toda k > Ny, yx € Bg(x,r). Asi, tenemos que para toda k > Ny,
Yk € Q. N By(z,7) = R,, de manera que

hixy = jryr € GR,,

lo cual contradice (3.1]). Esta contradicciéon nos permite concluir que X \ GR,
es cerrado y por lo tanto GR, es abierto en X.

]

Lema 3.1.3. Para cada abierto invariante de un G-espacio metrizable X,
existe una cubierta G-candnica de él con respecto a X .

Demostracion. Sea U un abierto invariante de X. Como X es un espacio
metrizable, es completamente regular. Si U = X, por el Teorema de la Re-
banada ((1.5.5)) existe {U, }nc4 una cubierta tubular de X con G,-rebanadas.
Por el L, esta tiene un refinamiento tubular {p~*(V})} rea localmen-
te finito. Dicho refinamiento es la cubierta G-canénica buscada.

Supongamos que U # X. Sea d una métrica G-invariante de X, la cual
existe por el Teorema [1.4.1, Para cada z € U, sea R, una G,-rebanada que
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lo contenga y tal que didm R, < 1d(z, X \ U). La existencia de tal rebanada
esta garantizada por el Lema [3.1.2

Observemos que R, C U, pues para cualquier y € R,:

d(z,y) < didm R,

Para toda x € U, R, es una G -rebanada que contiene a . Ademéas, GR, C
U, pues U es invariante y R, C U, de manera que GR, es abierto en U y
{GR,}scu es una cubierta tubular de U. Como U es metrizable, es para-
compacto asi que por el Lema , existe {Uy}rea un refinamiento tubular
localmente finito de {GR, },cy. Como mostramos en la prueba del lema, pa-
ra cada A € A existe x € U tal que Uy = GS,, con Sy, = Uy, N R, una
G -rebanada; de manera que el refinamiento {GS)}rea cumple las primeras
dos condiciones de la definicién de cubierta G-candnica. Para ver que esta es
nuestra cubierta buscada, basta probar que cumple la ultima condicién.

Sean a € X \ U y V, una vecindad de a en X. Sabemos que 0, : G — X
definida como 6,(g) = ga es continua. Entonces, existe una vecindad E del
neutro e en GG tal que para todo g € F, ga € V,. Después, por el Corolario
sabemos que existe € > 0 tal que para toda w € By(a,¢) existe h € E
tal que h~'G,h C G,, de donde se sigue que:

G C hGh ™! = G (3.2)

Sin pérdida de generalidad, como V, es abierto, podemos suponer que ¢ es
suficientemente pequeno para que By(a,e) C V.

Definimos W, := By(a, £). Afirmamos que W, es la vecindad que satisface
la definicién de cubierta G-candnica. Supongamos que g € G y A € A son
tales que ¢S\ N W, # (. Veamos primero que ¢S, C V. Sea y € gS\ NW,.
Sabemos que existe x € U tal que

Sy=U\NR,.
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Ahora, como y € W,,:

d(a, g7) < d(a, ) +d(y, gz) < ; + d(y, g2). (3.3)

Como U es invariante, entonces X \ U también lo es. Observemos que para
todo z € X \ U, por la invarianza de X \ U y de d:

d(gz,z) = d(x,g"'2) > if {d(z,w)}.

weX\U
Por lo tanto

d(gx, X \U) = weﬁ;{f;U{d(Q»’U,w)} 2 weﬁ)l(f\U{d(% w)} = d(z, X\ U).

En consecuencia, como didm R, < 1d(z, X \ U) y utilizando de nuevo la
invarianza de d, tenemos lo siguiente:

didm(gR,) = didm(R,)

< Sdl@, X\ )

1

Entonces

didm(gR,) < %d(gw,X \U). (3.4)

Ademds, y € gS\ C gR, v gr € gR, asi que d(y, gr) < didm(gR,). Como

ac€ X\U,d(gz, X \U) <d(gzx,a); asi que por (3.4)) se sigue que d(y, gx) <
5d(gx, a). Juntando esto dltimo con (3.3)) tenemos:

d(a, gr) < =+ d(y, gz) <

1 +

e 1
4_1 §d(g$, a)?
por lo tanto

d(a,gx) <

DO ™
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Ahora, de (3.4) y lo anterior tenemos:

1
didm(gR,) < §d(ga:’,X \U) < =d(gzx,a) <

N
= M

Como ¢S\ C gR,, basta probar que gR, C By(a,e) C V,. Sea z € gR,,
entonces, como y € gSy N W,:

d(a.2) < d(a,y) +d(y, 2) < 7 +didm(gR,) < 2(7) <e,

asi que g5, C gR, C V,, vy W, cumple la primera de las condiciones que
queremos.

Para ver que cumple la segunda, veamos que gz € gR, C By(a,¢€), asi que
por , existe h € F C G tal que Gy, C Gy Pero G, = g7'G.9; asi que
G. C g 'Ghag. Por tltimo, ha € V, pues h € E. Por lo tanto {U,}xcn es la
cubierta (G-candnica buscada.

]

Lema 3.1.4. Sean X un G-espacio Hausdorff, H C G tal que existe xqg € X
con H =Gy, y S una H-rebanada global. Entonces existe una unica funcion
equivariante g : X — G/H tal que x € ¢S para cada g € g(x).

Demostracion. Sea S una H-rebanada global, es decir, S cumple que GS =
X. Entonces, para cada x € X existe g, € G tal que x € g,S.

Definimos
g: X —>G/H

x> g.H.

Veamos que ¢ estd bien definida. Si g € G, h € G son tales que z € gSNAS,
entonces existen s,t elementos de S tales que x = gs = ht, de donde se sigue
que s = g 'ht. Asf, s € SN (¢g7'h)S y como S es una H-rebanada, esto
implica que ¢~ *h € H, es decir, gH = hH. De aqui podemos concluir que g
esta bien definida.

Como queremos que ¢ sea tal que para cada g € g(z), x € ¢S, la funcién
que definimos es la 1nica posible, pues por el parrafo anterior todos los g
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tales que x € ¢S tienen que ser elementos de la misma clase lateral; asi que
g existe y es unica.

Veamos que g es continua. Sean z € X, U una vecindad de g(z) en G/H, y
p: G — G/H la proyeccién orbital. Definimos F := p~!(U), que es abierto
en G pues p es continua. Definimos W := ES, por la Proposicién [1.5.4, W
es abierto en X. Veamos que W es una vecindad de z tal que g(W) C U,
probando la continuidad de g. Como g(x) € U, existe g, € G tal que z € g, S
v g.H € U. Entonces, g, € p '(U) = E, de donde x € ES = W. Por otra
parte, si y € W, existe g € E tal que y € ¢S. Luego g(y) = gH, y como
g€ E=plU), plg) = gH € U, es decir, g(y) € U. Por lo tanto g es
continua.

Por ultimo, veamos que ¢ es equivariante: sean ¢ € X, h € Gy g € G tal
que = € ¢S. Entonces

hii(x) = h(gH) = (hg)H = §(hx).
O

Lema 3.1.5. Sea H C G un subgrupo cerrado de G. Definimos a X [H| como
el conjunto de H-puntos fijos del G-espacio X, es decir

X[H]={x € X | Vh € H,hx = z}.
Entonces la funcion f: G/H x X[H] — X definida por
f(gH, x) = gx

esta bien definida y es continua.

Demostracion. Sea © € X[H| y sean g € G, h € G tales que gH = hH.
Entonces ¢g~'h € H por lo que g thx = x, es decir, f(hH,x) = hx = gr =
f(gH,z). Por lo tanto f estd bien definida.

Ahora veamos que f es continua. Sean p : G — G/H la proyeccién orbital y
U un abierto de X. Denotemos por 0 : G x X[H] a la restriccion de la accién
a G x X[H]. 6 es continua, asi que ~!(U) es abierto en G' x X[H]. Luego,
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denotemos por Idxy) a la identidad en X[H], veamos que:

U ):{(ng)EG/HxXHHg:EEU}
= {p x Idxm (g, )|(>$)€G><X[ ], gr € U}
= {p x Idxm (g, ) | (g,x) € 071(U)}
=p x Idxim(0~ (V).

Para terminar, recordemos que por la Proposicion p es abierta, e Idxg
también lo es, por lo que p x Idx ) es abierta (pues manda abiertos basicos
en abiertos bésicos); de manera que p x Idxig(0~(U)) = f~1(U) es abierto
en X y por lo tanto f es continua.

O

3.2. El Teorema Equivariante de Dugundji

Gracias al trabajo desarrollado en la seccién anterior, estamos listos para
presentar la generalizacion del Teorema de Extensién de Dugundji y también
algunos de sus corolarios.

Diremos que el G-espacio Y es un extensor absoluto de la clase K de
G-espacios topoldgicos (Y € G-AE(K)) si para cualesquiera X € I, A C
X cerrado e invariante y f : A — Y continua y equivariante, existe F' :
X — Y continua y equivariante tal que F|4 = f. De la misma manera,
diremos que Y es un extensor absoluto de vecindad de la clase K de G-
espacios topoldgicos (Y € G-ANE(K)) si para cualesquiera X € K, A C X
cerrado e invariante y f : A — Y continua y equivariante, existen L C X
vecindad invariante de A y F' : L — Y continua y equivariante tales que
Fla = f. Si Y es un extensor absoluto (de vecindad) para la clase de los
G-espacios metrizables, simplemente lo denotaremos como Y € G-AE (Y €
G-ANE).

Sean Y un G-espacio tal que Y € G-AE(K) y Z un G-espacio homeomorfo
a 'Y, (es decir, existe un homeomorfismo ¢ : Y — Z equivariante tal que
e '': Z — Y también es equivariante). Sean X € K, A C X cerrado e
invariante y f : A — Z una funcién equivariante. En el siguiente diagrama
seanh:A—Ytalqueh=p tofy H:X — Y una extensién equivariante
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de esta funcién; donde ¢ : Y — Z es el homeomorfismo equivariante.
A
X

Como el diagrama conmuta, es claro que F : X — Z tal que F = ¢ o H es
una extension equivariante de f, asi que Z € G-AE(K). Podemos hacer un
desarrollo andlogo para cualesquiera dos G-ANE(K) homeomorfos. Esto lo
podemos resumir en el siguiente teorema.

o

Ly

Y
©

Z

e

Teorema 3.2.1. SeanY y Z dos G-espacios homeomorfos. SiY € G-AE(K)
(Y € G-ANE(K)) entonces Z € G-AE(K) (Z € G-ANE(K)).

Diremos que un espacio vectorial V' sobre R es un GG-espacio vectorial si
es un G-espacio y ademaés la accién de G en V es lineal, es decir, para todo
g€ G, u,veV y\eR se cumple que:

g(Au+v) = Agu + gv.

Teorema 3.2.2. (Teorema Equivariante de Dugundji.) Sean A un subcon-
junto cerrado e invariante del G-espacio metrizable X, y V un subconjunto
convezo e invariante de algin G-espacio vectorial localmente convexro Z. En-
tonces cada funcion continua y equivariante f : A — V admite una extension
continua y equivariante F' . L — V' a alguna vecindad invariante L de A en
X. En otras palabras, V € G-ANE.

Demostracion. Sea d una métrica invariante compatible con la topologia de
X, que existe por el Teorema [1.4.1]

Sean a € Ay S una G,-rebanada que contiene a a (Teorema de la Rebanada

1.5.5). Notemos que G'S es una vecindad de G(a). Después, notemos que por
el Corolario|l.5.6 tenemos que L, := G'S cumple que para todo = € L, existe
g € G tal que G, C gG.g7'.

Definimos

L::ULG.

a€A
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Como para toda a € A, GL, = L,, L es una vecindad invariante de A en X.

Afirmamos que L es la vecindad invariante buscada donde podemos definir
la extension equivariante F' : L — V de f.

Sea U := L\ A. U es invariante pues A y L lo son. Ademds como A es
cerrado, por el Lema , existe una cubierta G-canénica {GSy}ren de U
con respecto a L. Para cada A € A, consideramos a H) el subgrupo cerrado
de G para el cual Sy es una H)-rebanada. Por tltimo, denotamos por A, al
conjunto de puntos de A que quedan fijos con respecto a H), es decir:

A/\Z:{CLEA|H)\CG,1}.

Veamos que para todo A € A, A, es cerrado y distinto de vacio. Sea \g € A.
Al ser {GS)}ren G-canédnica, sabemos que existe zp € U con Hy, = G,.
Como zg € U =L\ A, zg € L, para algiin a € A. Entonces por la propiedad
de L,, sabemos que existe g € G tal que G, C gG.g9~ ", y por la Proposicién
9Gag™ = Gyq. Por lo tanto, tenemos que Hy, C G,q,. De esto tltimo,
se sigue que ga € A,,, por lo que A), es distinto de vacio. Para ver que es
cerrado, consideramos una sucesion (a,)nen en Ay, que converja a a, para
algin a € X. Ahora, Ay, C Ay A es cerrado, de manera que a € A. Sea
h € H,,; para ver que a € A),, basta ver que ha = a. Para esto, notemos que
para todo n € N, ha, = a, pues a, € Ay, por lo que (ha,),en tiende a a.
Por otra parte, como la accién de G en X es continua, tenemos que (hay,)nen
tiende a ha. Por tltimo, como X es metrizable, el limite de (ha,,),en €s Unico,
y podemos concluir que ha = a. Por lo tanto A, es cerrado.

Sea {@x}ren una particién de unidad conformada por funciones invariantes

subordinada a la cubierta {G.S\} e, es decir, para toda A € A, ¢ ((0,1]) C
G Sy (Proposicién . Esto implica que si p,(x) # 0 entonces z € GSy, y
como {GSy} e es localmente finita, se sigue que para cada x € U, p)(z) # 0
sOlo para un numero finito de indices. Para cada A € A elegimos =) € Sy y
ay € Ay tales que d(zy,ay) < 2d(xy, Ay).

Entonces podemos definir F': L — Z de la siguiente manera:

f(x), sire A
Fz) =4 X @@)flpan), sizel,

A
o (z)#0
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donde gy € ga(z) v gr : GSy — G/H), es la funcién del Lema con
respecto al G-espacio GS).

Veamos que F' estd bien definida: si g, h son elementos de g,(x), entonces
h=tg € Hy y como ay € Ay, se sigue que h™lgay = ay, es decir gay = ha,.
De esta manera, podemos elegir cualquier representante g, de g,(x) para
la funcién. Ademas, como A es G-invariante, hya, estd en el dominio de f,
por lo que F' esta bien definida. Mas atin, notemos que como V es convexo
y el contradominio de f es V, entonces F(L) C V y podemos restringir el
codominio de F' como F': L — V', como en el enunciado del teorema.

Por construccién F' extiende a f. A continuacién demostraremos que F' es
continua. Primero, F' es continua para todo a € Int(A), pues f es continua.
Veamos que es continua en ANU. Sean a € ANU y Y una vecindad de F(a)
en 7, sin pérdida de generalidad podemos suponer que Y es convexa pues
Z es localmente convexo. Después, como a € A, F(a) = f(a) y como f es
continua, existe € > 0 tal que

F(AN By(a,e)) C Y. (3.5)

Definimos V;, := By(a, ). Como a € A, a ¢ U, y como {GSy}xea €s una
cubierta G-canodnica de U se sigue que existe W, vecindad de a en L tal que
W, CV, y tal que si g € G cumple ¢Sy N W, # () entonces:

(1) gSA cV,.
(2) Existe h € G tal que ha € V, y Hy C g7 Ghag-

Afirmamos que F(W,) C Y y de esta manera F es continua en AN U. Sea
re W, Six € ANW,, como ANW, C ANV, C AN By(a,e), entonces
F(z) = f(x) € Y. Ahora, supongamos que z € U NW,. Sean A,..., \, € A
todos los indices tales que @, (x) # 0. Por consiguiente:

F(z) = Z o () f(gr.an,),

tal que para toda i € {1,...,n}, g5, € ga, ().

Sea A € {A1,...,\,}. Por el Lema como g € g(z), tenemos que
x € g\Sy. Asi z € ¢ S\ N W, de manera que g Sy N W, # 0, y por la
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propiedad (1) de W, se sigue que g,S) C V,. En particular, tenemos que

g € Vo = By (a, %) (3.6)

De esta manera:

€
d(% gwA) < d(aagw,\) + d(QWxagxaA) < 6 + d(xxa ax)- (3-7)

Considerando ahora la propiedad (2) de W,, existe h € G tal que ha € V, y
H, C g;lGhag)\ = Ggglha, de manera que g;lha € A,. Por lo tanto:

d(zy,ay) (wx, Ax)
(xA,gA ha)
d(gA:p,\,ha)

(d(gazy,a) + d(a, ha)).

IA A

2d
2d
2
2

IN

Después, por (3.6) y como ha € V, tenemos que

2(d(gazy, a) +d(a, ha)) < 2(% + %) =3

Asi, tenemos que d(zy, ay) < % y sustituyendo en (3.7):

e 2
d(a,g,\a)\) < 6 + ? <e.

Por lo tanto, gray € Bg(a,e) N A.

Consecuentemente, por lo anterior y por (3.5)), se sigue que para toda i €
{17 s ,n}, f(gkia’)\i) €Y. Como Y es convexo F(I) = Z SOAz(x)f(g)\za)\z) <
i=1

Yy por lo tanto F(W,) C Y, por lo que podemos concluir que F' es continua
en ANU.

Para terminar, basta ver que F es continua en U. Sea xy € U. Como
{GS)} ren es localmente finita, existe T vecindad de xq tal que GS\NT # ()
solo para un numero finito de indices; sean Ay, ..., \,, tales indices. Como la
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particién de unidad estd subordinada a {GSy}aea, entonces para todo t € T

F(t) = ha(t),
i=1
donde para cada A € A definimos h) : U — Z de la siguiente manera:

hy(z) = oa(x)f(gray), sixze GSy
’ 07 Si X ¢ GSA:

donde gy € g\(x). Se puede ver que h, estd bien definida. La justificacién es
analoga a la argumentacion de que F' esta bien definida.

Sea A € A. Para x € GS,, que es abierto, del Lema se sigue que h)

es continua en x al ser composicién de funciones continuas en una vecindad
de z. Por otra parte, si ¢ GS)\, como ¢;1((0, 1]) C GS,, entonces = ¢
90;1 ((O, 1]); al ser este 1ltimo cerrado, existe W vecindad de x tal que W N
gpgl((O, 1]) = (). Por lo tanto hy(W) = {0}, de donde se sigue que h, es
continua en z. De esta manera queda demostrado que para toda A € A, hy
es continua.

Finalmente, como I es localmente una suma finita de funciones continuas en
U, tenemos de inmediato la continuidad de F' en U; por lo que F' es continua.

Para concluir, basta ver que F' es equivariante: sean g € G, x € L. Si x € A,
por la equicontinuidad de f y la invarianza de A se cumple que

F(gz) = f(g97) = gf(x) = gF ().

Ahora, supongamos que z € U. Por el Lema[3.1.4] g\ es equivariante y por lo
tanto gy(gx) = ggr(x); de manera que si hy € gx(gz), entonces hy € gg(x),
i.e. g7 hy € ga(z). Asi, si tomamos hy € gx(gx), entonces por lo anterior, la
invarianza de las funciones de la particion de unidad, la equivarianza de f y
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la linealidad de la accion tenemos:

Fgz)= Y oalgr)f(haay)
%(gAx#O
= Y o) fg9 haan)
sox(i)sﬁo
= Y oa@)gf(g  haan)
m(é)#o
=g Y @@)f(g ' hay)

A
(@) #0
= gF(x).

Por lo tanto F' es equivariante y F' es la extension deseada de f.

]

Para finalizar este capitulo, mostraremos que nuestro teorema es una genera-
lizacion del Teorema de Extensién de Dugundji. Antes de poder demostrar es-
to, necesitamos un resultado previo, que enunciaremos a continuacion.

Diremos que dos funciones equivariantes f,g : X — Y de un G-espacio a
otro son G-homotdpicas si existe una homotopia H : X x [0,1] — Y tal
que para todo z € X, h € G, se cumple que H (hz,t) = hH(z,t). Es decir, la
homotopia es equivariante si consideramos que G actiia trivialmente en [0, 1].

Teorema 3.2.3. Sean X y Y G-espacios, tales que X es metrizable yY €
G-ANE. Ademds, sea A C X cerrado e invariante. Sean f,g : A — Y
Junciones equivariantes y G-homotdpicas. Entonces, si [ liene una extension
equivariante f : X — Y, g tiene una extension equivariante g : X — Y.

Demostracion. Sea H : A x [0,1] — Y la homotopia equivariante entre f y
g, tal que para todo v € A, H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(x). Supongamos
que f: X — Y es una extensién equivariante de f.

Sea B := (A x [0,1]) U (X x {0}), definimos la funcién J : B — Y de la



3.2. EL TEOREMA EQUIVARIANTE DE DUGUNDJI 47

siguiente manera:

B flz), sit=0
1) = {H(x,t), six e A.

Notemos que J esta definida por partes como funciones continuas en sub-
conjuntos cerrados de B, asi que para ver que es continua, por el Lema del
Pegado, basta ver que en su interseccién las definiciones coinciden, es decir,
que cuando t = 0y = € A, H(x,0) = f(x); pero esto dltimo es cierto al
ser ]?una extensién de f. También, como fy H son equivariantes, J lo es,
considerando la accién trivial de G en [0, 1].

Como Y es un G-ANE y B C X x [0, 1] es cerrado (pues es unién finita de
cerrados) e invariante, existen U una vecindad de Ben X x[0,1]y J : U = Y
una extension equivariante de J. Ahora, como [0, 1] es compacto, por el Lema
del Tubo, para cada x € A existe V, vecindad de z € X tal que V, x[0,1] C U.

Definimos

V=V,

z€A

V' es una vecindad de A en X y por el parrafo anterior V' x [0,1] C U.
Veamos que si V = X, entonces U = X x [0,1] y si definimos a g : X — Y

como g(x) = J(z,1), el problema estd terminado. Entonces supongamos que
V#£X.

Por la Proposicién , la proyeccién orbital p : X — X/G es cerrada, asi
que p(A) y p(X \ V) son cerrados en X/G. Ademés, p(A) Np(X \ V) = 0,
ya que si suponemos que existe y € p(A) Np(X \ V), entonces existen a € A
y b€ X\ 'V tales que p(a) = p(b) = y. Asi, existe h € G tal que ha = b, y
como A es invariante se sigue que b € A, lo cual es una contradiccién pues
al ser V vecindad de A, se cumple que AN (X \ V) = (). Por otra parte, por
el Teorema X/G es metrizable pues X lo es, asi que por el Lema de
Urysohn existe s : X/G — [0, 1] una funcién continua tal que s(p(A)) = {1}

y s(p(X\V)) = {0}.

Definimos K : X x [0,1] — Y de la siguiente manera:

K(x,t) = J(z,s(p(x)) - ).
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Veamos que K estd bien definida. Sean z € X, ¢t € [0,1]. Six € X\ V,
s(p(z)) = 0, de manera que (x,s(p(x))-t) = (2,00 € BC U.Six €V,
V x[0,1] C U asi que (z,s(p(x)) - t) € U. Por lo tanto K estd bien definida.
Ademas, K es continua al ser composiciéon de funciones continuas.

Por 1ltimo, definimos g : X — Y con la regla de correspondencia g(x) =
K(x,1). Es continua pues K lo es. Mdas ain, g cumple que para toda a € A:

g9(a) = K(a,1) = J(a,s(p(a))) = J(a,1) = J(a,1) = H(a,1) = g(a);

asi que ¢ es una extensién de g. Para concluir que g es la extensién buscada,
veamos que es equivariante. Para x € X, h € G, gracias a la equivarianza de
J tenemos:

]

Corolario 3.2.4. Bajo las hipotesis del Teorema FEquivariante de Dugundyji
, st ademds el conjunto de puntos fijos V|G| ={v eV | Vg € G,gv =
v} es distinto de vacio, entonces en el enunciado de tal teorema podemos
sustituir a L por X. En otras palabras, V € G-AFE.

Demostracion. Sea v € V[G|. Definimos la funcién ® : A x [0,1] — V de la
siguiente manera:

O(z,t) =tf(z)+ (1 —t)v,

que como V' es convexo estd bien definida, y es continua al ser composicion
de funciones continuas.

Ademas, paratodoz € X, g€ Gy te|[0,1], P(z,0) =v, P(z,1) = f(z); ¥
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como f es equivariante, la accién es lineal y v € V[G]:

O(gx,t) =tf(gx) + (1 —t)v
=tgf(z) + (1 —t)gv
=g(tf(z) + (1 —1)v)
= g% (z, 1),

asi que ® es una homotopia equivariante entre f y ¢,, donde ¢, : A — V es
la funcién constante v.

Por dltimo, si ¢, : X — V es la funcién constante v, ¢, es una extension
equivariante de ¢,. De esta manera, estamos en las condiciones del Teorema
B.2.3 ya que por el Teorema V es un G-ANE. Por lo tanto f tiene una
extension f: X — V., es decir, V es un G-AE.

]

Observemos que si en el corolario anterior consideramos G' = {e}, entonces
VIG] =V # 0 y como G actia trivialmente en X y Z, obtenemos el Teorema
de Extensién de Dugundji.

Teorema 3.2.5. (Teorema de Extension de Dugundji.) Sean A un subcon-
junto cerrado del espacio metrizable X y V' un subconjunto convezxo de algun
espacio topologico vectorial localmente convexro Z. Entonces cada funcion
continua f : A — V admite una extension continua F' : X — V', en otras
palabras, V € AFE.
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Capitulo 4
Ejemplos

En este momento ya estamos en condiciones de dar respuesta a la pregunta de
la funcién impar que planteamos en la Introduccién, pues si en el enunciado
del Corolario [3.2.4] consideramos G = Zy, Z =V = R" y la acciéon de Zy en
R™ definida en la Introduccion, entonces el origen es un punto fijo y por lo
tanto R™[Zy] # . De aqui podemos concluir que R™ € Z,-AE. Por lo tanto
podemos asegurar que toda funcién impar definida en un subconjunto cerrado
y Zs-invariante de R™ siempre tendrd una extensién a R™ que preserve la
propiedad de ser impar.

Otro ejemplo inmediato del Teorema Equivariante de Dugundji es el siguien-
te: si en el enunciado consideramos G < O(n) cerrado, Z = R* y V = B™;
como G es un grupo de isometrias, B" es G-invariante y ademads es convexo,
podemos concluir que B" € G-ANE. Més atun, como el origen siempre es
un punto fijo de la accion que pertenece a B", por el Corolario pode-
mos asegurar que B” € G-AE. Andlogamente podemos afirmar que la bola
unitaria abierta es un extensor absoluto para la clase de los G-espacios me-
trizables.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar que podemos utilizar el Coro-
lario del Teorema Equivariante de Dugundji para demostrar un ejemplo
un poco mas elaborado: que la familia de los subconjuntos compactos, con-
vexos y no vacios de R™ con la topologia heredada de la métrica de Hausdorff
bajo la accién de cierto grupo de isometrias G es un G-extensor absoluto
para la clase de los espacios metrizables. Para lograr este fin, necesitamos

ol
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desarrollar cierta herramienta, especificamente el Teorema de Hormander,
el cual se apoya en el Teorema de Separacion de Hahn-Banach, con el cual
empezaremos el desarrollo de este capitulo.

4.1. Teorema de Separaciéon de Hahn-Banach

En esta seccion demostraremos el Teorema de Separacién de Hahn-Banach
que, como su nombre lo dice, es una consecuencia del Teorema de Hahn-
Banach. Con este fin en mente, probaremos algunos resultados previos que
nos seran utiles para la demostracion.

Consideremos un espacio vectorial V' sobre R. Diremos que una funcién f :
V' — R es sublineal si para todoa >0y z,y € V:

(1) flazx) =af(z) (f es homogénea positiva).
(2) f(x+y) < f(x) + [(y) (f es subaditiva).

Proposicion 4.1.1. Sean X un espacio vectorial normado sobre R y C C X
convezo tal que 0 € Int C'. Entonces el funcional de Minkowski p : V — R
dado por

p(v) =nf{A >0 ] v e},

esta bien definido y es sublineal.

Demostracion. Como 0 € IntC, para todo v € X, existe A > 0 tal que
v € AC asi que el conjunto {A > 0 | v € AC'} es no vacio y estd acotado
inferiormente por 0. Consecuentemente p estd bien definida.

Veamos la homogeneidad positiva, sean v € X y a > 0. Entonces:
p(av) =mf{A >0 | av € A\C}
A A
:C(fnf{—>0 ‘ UE—C}
a Q@
= ap(v),

asi que p es homogénea positiva.
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Para ver que p es subaditiva: sean u,v € X. Consideremos € > 0. Sean
p, A > 0 tales que para ciertos ¢y, c; € C: u = Ay, v = pcy, A < p(u) + 5y
1 < p(v) + 5. Luego:

U+ v = Ay + puco

= (2 /

c1 + Ca),
)\+u1 A+u2)

de manera que (u +v) € (A4 u)C, pues C' es convexo. Por lo tanto se sigue
que
plut+v)=f{a>0|veaC} <A+ pu < plu)+pv) +e.

Como esto sucede para todo e > 0, concluimos que p(u+v) < p(u)+p(v). O

Antes de continuar, recordemos el enunciado del Teorema de Hahn-Banach,
uno de los teoremas mas importantes del andlisis funcional, que es funda-
mental para la demostracion del siguiente lema. Su demostracion puede ser
consultada en [§, pag. 132-134].

Teorema 4.1.2. (Teorema de Hahn-Banach.) Sean V' un espacio vectorial
sobre R, U un subespacio vectorial de V, p: V — R sublineal y f : U — R
lineal. Si para todo x € U se cumple que f(z) < p(x), entonces existe F :
V' — R lineal tal que:

(1) para todo x € V, F(z) < p(x)
(2) Flv =/

Lema 4.1.3. Sean X un espacio vectorial normado sobre R, C C X un
subconjunto con interior no vacio y xg € X \ C. Entonces existe un funcional
distinto de cero, lineal y continuo F : X — R, tal que para toda x € C,
F(z) < F(xo).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 € Int(C),
pues de otra manera trasladamos a C'y la demostracion es analoga.

Definimos W :=span({zo}) y f : W — R con la regla de correspondencia:
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notemos que W < X y que f es un funcional lineal en W.

Sea p el funcional de Minkowski de C'. Por la Proposicién 4.1.1], p es sublineal.
Ademas, observemos que como xy ¢ C, entonces para toda A # 0, Azg ¢ \C.
De esta manera, si tenemos \ > 0:

p(Axg) = Inf{a > 0 | Azg € aC} > X = f(Azo).

Por otra parte, si A < 0:

p(Azg) = Inf{a >0 | Azg € aC} > 0> X = f(Axy).

Por lo tanto concluimos que para todo x € W, f(z) < p(x).

Entonces, por el Teorema de Hahn-Banach (4.1.2), existe F' : X — R lineal
tal que Fly = f. Afirmamos que F es el funcional buscado. Veamos que si
x € C, se cumple que:

Fr) < plz) <1 = f(xo) = F(zo),

donde p(z) < 1ya que z € C.

Para terminar, veamos que F' es continua. Como F’ es lineal, basta ver que es
continua en 0. Sea ¢ > 0. Como 0 € C, existe 6; > 0 tal que Bx(0,d;) C C.
Definimos 0 := %. Entonces, para y € Bx(0,0), se cumple que ||y|| < %, es
decir, ||2|| < §;. Por lo tanto, 2 € Bx(0,4;) C C, de donde se sigue que:

9
)<
19
F(- 2—y> <1.
£

De estas tltimas ecuaciones, podemos concluir que —
|F(y)|< e y por lo tanto F' es continua en 0.

5 < F(y) < 5, de donde

]

Teorema 4.1.4. (Teorema de Separacion de Hahn-Banach.) Sean X un es-
pacio vectorial normado sobre R y A, B C X subconjuntos convexos y no
vacios, tales que A tiene interior no vacio y AN B = (). Entonces existe un
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hiperplano que separa a A de B; es decir, existen F' : X — R funcional
lineal y continuo distinto de cero y ¢ € R tales que para todo (a,b) € A X B,
F(a) > ¢ > F(b). En este caso diremos que el hiperplano F~(c) separa a A
de B.

Demostracion. Sea Z := B — A. Entonces Z es convexo pues si a;,as € Ay
b1,bs € B, por la convexidad de A, B tenemos que:

t(by — ar) + (1 — £)(by — az) = (thy + (1 — £)bs) — ((tay + (1 — t)as)) € B — A.

Veamos que Int(Z) # (). Sea ag € Int(A), entonces existe ¢ > 0 tal que
Bx(ag,e) C A. Afirmamos que para todo b € B, el punto b — ag, es un
punto interior de Z. Para demostrar esto, veamos que By (b—ag,¢) C Z. Sea
x € Bx(b— aop,¢), entonces ||b — ag — z|| < e. Definimos y := b — z, entonces
r=>b—yyademss |[b—ay— (b—vy)| = [y —ao|| < e. Asi, y € Bx(ag,e) C A,
por lo que © = b — y € Z. Por tltimo, notemos que como AN B =0,0¢ Z.

Entonces Z y 0 cumplen las hipétesis del Lema [4.1.3] asi que existe F' # 0
funcional lineal y continuo en X tal que para todo x € Z, F(x) < F(0) = 0.
Luego, para todo (a,b) € A x B, se cumple que F'(b—a) = F(b) — F(a) <0,
de donde se sigue que F'(b) < F(a). Por lo tanto

—00 < gg{F(b)} < mf {F(a)} < oo,

asi que F'y cualquier ¢ € [supycp{F(b)}, inf,ca{F(a)}] cumple las condicio-
nes del teorema.

[]

4.2. Teorema de Hormander

Como en la seccion anterior, antes de poder probar el Teorema de Hormander
necesitamos desarrollar herramienta previa. Toda esta herramienta nos facili-
tara el manejo de conceptos que aparecen en el enunciado del teorema, como
las funciones soporte o la topologia inducida por la métrica de Hausdorff
en los subconjuntos cerrados, acotados y no vacios de un espacio vectorial
normado. Para profundizar en estos conceptos, véase [2].
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Antes de comenzar, recodemos un hecho que utilizaremos frecuentemente en
el desarrollo de esta seccion sin hacer mayor hincapié en este. Si X es un
espacio vectorial normado, entonces

Bx(0,1) = By.

Proposicién 4.2.1. (Férmula de Ascoli.) Sean X un espacio vectorial nor-
mado, f € X* distinto del funcional 0 y o € f(X). Entonces para cada
x € X se cumple que

/(@) —al

A I =g,

Demostracién. Sean z € X y w € f~!(«a), entonces:

[f(x) —al _ [f(z—w)|

= <z —wl,
11« /1]«
asf que, como w € f~!(a) fue arbitrario,
|f(z) —a ) .
L < inf r—w|}=dx, a)).
Dt (e =l = dn. S o)

Veamos que la otra desigualdad también es cierta. Sea u € R tal que

() — o
T

De inmediato tenemos que |f(z) — a|< p| f||«. Como f es lineal

pllflls = sup {|f(y)I},

yeuBx

asi que en puBy, [ alcanza todos los valores posibles en (—pul| ||+, pll f|l+)-
Como | f(z) — a|< u||f||«, existe u € uBx tal que f(u) = a— f(x). Entonces,
si definimos v := u+z, f(v) =ay v € (x4 uBx). Por lo tanto, (x+uBx)N
f~Ha) # 0. De esto tltimo, es claro que d(z, f~!(a)) < u; entonces se sigue
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que
d(l',f_:l(a)) S M7

1/l

y podemos concluir que d(x, f~*(a)) = W

]

Lema 4.2.2. Sean X un espacio vectorial normado sobre R, a« >0y C C X
un subconjunto convezo tal que d(0,C) = «. Entonces existe f € X* de
norma uno tal que f~'(a) separa a aBx de C.

Demostracién. Afirmamos que aBx(0,1) N C' = (). Esto se cumple ya que
inf.cc{||z]|} = d(0,C) = «, asi que para todo z € C, ||z|| > a, de manera que
C C X\ aBx(0,1). Ademas, como aBx(0,1) es abierto, Int(aBx(0,1)) =
aBx(0,1) # 0; entonces por el Teorema de Separacién de Hahn-Banach
, existen F': X — R funcional lineal y continuo y 5 € R tales que

sup  {F(x)} < f < it {F(x)}.

z€aBx(0,1)

Dividiendo la ecuacién anterior entre || F||. tenemos la siguiente ecuacion:

F 3 F
sup ——(z) p < < inf  ——(x) ».
r€aBx(0.1) { [[e } 1E]l e | [1F1ls

Si definimos f := ||1§||* yyi= ||1§\|*7 se tiene que [|fll. =1y

sup  {f(z)} <7 < fnf{f(c)}. (4.1)

rz€aBx (0,1)

Consecuentemente, f(aBX(O, 1)) C (—00,7], asi que f(aBX(O, 1)) C (—00,7],
por lo que, utilizando la continuidad de f, conluimos que

faByx) = f(aBX(O, 1)) C F(aBx(0,1)) C (—o0,7).

Es decir, f~!(v) separa a aBx de C.
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Para terminar el problema, basta demostrar que o = . Como

sup { ()} = sup (I @)} = If]l. = 1

rEBx

por el parrafo anterior se sigue que, 0 < a = sup,c,p, ./ (2)} <.

Por tultimo, afirmamos que o > . Supongamos por contradiccién que o < 7,
esto es equivalente a

a=d(0,0) = mf{[lz[[} <~

Por lo tanto, existe zp € C tal que o < [|2g]| < 7. Luego, por la ecuacién

(4.1), sabemos que 0 < v < f(xg). Entonces se sigue que ||zo|| < v < |f(z0)]
de donde concluimos que

| f (o)

1< === <|fll =1,
o]l
lo cual es una contradicciéon. Asi a > -y, por lo tanto a = vy f es el funcional
deseado.

]

Si X es un espacio vectorial normado sobre R, para cada subconjunto convexo
distinto de vacio A de X, definimos su funcién soporte s(-, 4) : X* —
(—o00, 00] con regla de correspondencia

s(y, A) = sup{y(a)}.

acA

Las funciones soporte nos ayudaran a comprender a los subconjuntos con-
vexos de X y nos servirdn para encajar c¢b(X) en un espacio de Banach

(Teorema de Hormander (4.2.4))).

Proposicion 4.2.3. Sean X un espacio vectorial normado sobre R. Entonces
para cada par A, B de subconjuntos convexos y no vacios de X, se cumple
que

ilel.g{d(a, B)} = sup {s(y,A) — s(y, B) | y € Bx+,s(y,B) < oo}.
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Demostracion. Sean A, B subconjuntos convexos y no vacios de X. Definimos
A= sup {s(y, A) — s(y,B) | y € Bx+,s(y, B) < oo}.

Si denotamos por fy al funcional 0, entonces fy € By y ademas s(fo, A) —
s(fo, B) = 0, asi que A > 0.

Empezaremos demostrando que sup,e{d(a, B)} < A. Si sup,c4{d(a, B)} =
0, esto se cumple. Supongamos que sup,c4{d(a, B)} > 0. Sea o > 0 tal que
a < sup,ca{d(a, B)}. Entonces existe ay € A tal que a < d(ao, B); definimos
B :=d(ag, B), que cumple:

B = ggg{”ao —b|[} = ggg{ll() — (ao — b)||} = d(0,a0 — B).

Como B es convexo, es inmediato que (ag — B) lo es, asi que por el Lema
4.2.2] existe y € X* tal que ||y|| = 1y y~'(B) separa a BBx de (ay —
B). En particular, infyep{y(ao — b)} > 5 > a. Como y es lineal, y(ag) —

supyep{y(b)} > a, asi que en particular co > y(ag) — a > sup,cp{y(b)} =
s(y, B). Ademas,

s(y,A) — s(y, B) = i‘éﬁ{y(a)} - igg{y(b)} > .

Por lo tanto y cumple que y € Bx~, s(y, B) < ooy s(y, A) — s(y, B) > a,
por lo que o < A. Entonces podemos concluir que sup,c4{d(a, B)} < \.

Para concluir la demostracién, veamos que sup,c4{d(a, B)} > A. Si A = 0,
esto es claro. Supongamos que A > 0 y sea o > 0 tal que o < \. Sea y € X*
tal que y € Bx~, s(y,B) < ooy s(y,A) — s(y, B) > « (este existe por la
definicién de \). Como s(y, A) — s(y, B) > a, se tiene que y # fy. Definimos

z = ﬁ Claramente z € By«, ademads
(= B) V() b = o sup{y(®)} = 7 s(y. B)
s(z, =sup§ = ——— Sup\y =1 S\Y, b)),
ves | 1yl lylls ben 1yl

asi que s(z, B) < oo. De esta ultima cadena de igualdades también podemos
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concluir que:

s(z,A) —s(z,B) = 1”*

1
”y—(s(y,A) —s(y,B)) > ma > a.

Definimos 7 := s(z, B). Entonces, por la ecuacién anterior, s(z, A) > v + «.
Asi, existe a; € A tal que 2(a;) > v + a. Luego, 271(v) separa a a; de B,
pues para todo b € B:

Entonces, que z7'(v) separe a a; de B implica que d(a, 27 (7)) < d(ay, B),
pues por la Proposicion [4.2.1]

dar) —y = T g, 1),

[E

y por el parrafo anterior tenemos que para todob € B, —z(b) > —y > —z(ay),
sumando z(a;) y recordando que ||z||. = 1, obtenemos lo siguiente:

lar = bl > z(ar = b) > z(a1) — v = d(ar, 27 '(7)) > 0,
que a su vez implica que d(ay, 27 (7)) < d(ay, B).
Finalmente, concluimos que:

0<a<zla)—vy=da,z () <d(a,B) < igg{d(a, B)}.

Por lo tanto sup,c 4{d(a, B)} > X\ y concluimos que sup,c4{d(a, B)} = A.
[

Sea V' un espacio vectorial topoldgico. Recordemos que un subconjunto C' de
V es un cono convexo si para todo z,y € C, a > 0 se cumple que x+y € C
y ax € C.

Diremos que f : (¢b(X),®) — (V,+) es un encaje algebraico como un
cono convexo si f es un encaje y para todo A, B € ¢b(X), a > 0 se cumple
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que:
f(A® B) = f(A) + f(B)

flad) = af(A).

Observemos que si f es un encaje algebraico como un cono convexo entonces
su imagen es un cono convexo en V.

Teorema 4.2.4. (Teorema de Hormander.) Sea X un espacio vectorial nor-
mado sobre R.

Definimos f : (cb(X),dy,®) = (Co(Bx+), || - [0, +) con la regla de corres-
pondencia f(A) = s(-, A).

Entonces f es un encaje isométrico y algebraico como un cono convexo en el
espacio de Banach de las funciones continuas y acotadas en la bola unitaria
cerrada de X*.

Demostracion. Primero veamos que f estd bien definida. Sean A € ¢b(X),
y € X*. Como A es acotado, existe M > 0 tal que para todo a € A, ||a|| < M;
asi que tenemos

1s(y, A)|= [sup{y(a) }|< [yl sup{]lall} < M|yl
acA a€A

Por lo tanto s(-, A) : X* — R es Lipschitz continua y su restriccién a By« es
acotada, de manera que f estd bien definida.

Ahora probaremos que f es un encaje isométrico. Sean A, B € ¢b(X), enton-
ces gracias a la Proposicién obtenemos lo siguiente:

dy (A, B) = méax{sup{d(a, B)}, ig};{d(b, A)}}

a€A

= méx{ sup {s(y,A) — s(y, B)}, sup* {3(1/73) - s(y,A)}}

yGBX* yEBX

— sup {|s(y, 4) — s(y, B)|}

= H5<'7 A) - 5('7 B)”oo
= dOO(S('vA)> 5('78))'
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Veamos que f es un encaje algebraico como un cono convexo. Sea o > 0.
Entonces es claro que aA € ¢b(X) y ademds f(aA) = s(-,aA). Luego, para
todo y € Bx«:

s(y, a4) = sup{y(aa)} = asup{y(a)} = as(y, 4).
Por lo tanto f(aA) = s(-,ad) = as(-, A) = af(A).

Por ultimo, basta demostrar que f(A @& B) = f(A) + f(B). Sea y € Bx-,
tenemos lo siguiente:

s(y,A) +s(y, B) = ilelg{y(a)} + igg{y(b)}

= sup {y(a+b)}
a€A,beB

=2, )

=s(y, A® B).

Para terminar, veamos que s(y, A & B) < s(y,A) + s(y, B). Supongamos
por contradiccién que s(y, A & B) > s(y, A) + s(y, B). Sea ¢ > 0 tal que
s(y, A® B) > s(y, A) + s(y, B) + €. Entonces existe x € A ® B que cumple
que y(z) > s(y, A)+s(y, B) +e. Como x € A® B, existen sucesiones (a,)nen
y (bn)neny en A y B respectivamente, tales que (a, + b,)nen converge a x.
Como z es tal que y(z) > s(y,A) + s(y, B) + ¢, en particular cumple que
para todo n € N:
y(z) > y(a, + b,) + €.

De esta ultima ecuacion se sigue que para todo n € N:
e < ly(z — (an + bn)) < lyllllz = (an + o)l

lo cual contradice que (a,, + by )nen converja a x. Por lo tanto s(y, A® B) <
s(y, A) + s(y, B) asf que s(y, A® B) = s(y, A) + s(y, B).
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4.3. Hiperespacios de Subconjuntos Conve-
XO0S

Finalmente hemos desarrollado toda la herramienta necesaria para mostrar
nuestro ejemplo. Dedicaremos esta seccién a exponerlo.

Proposicién 4.3.1. Sea G < O(n). Entonces 0 : G x (C(S"™), || [leo) —
(C(S"™M, || - llsc) con regla de correspondencia 0(g, f) = gf es una accidn
continua vy lineal; donde gf : S*' — R estd definida para cada v € S !

como gf(u) = fg~"u).

Demostracién. Como G < O(n), para todo (g, f) € G x C(S"™1), gf estd
bien definida, pues O(n) son isometrias lineales asi que para todo g € G,
u € S"! se cumple que g~ 'u € S"!; ademds como G es un grupo topolégico,
la funcién inversién es continua en GG, de manera que gf es continua al ser
composicion de funciones continuas. Consecuentemente # también esta bien
definida. Veamos que 6 es accién. Es claro que para toda f € C(S"1),
ef = f, donde ¢ es el neutro de G. Sean h,g € G, f € C(S" ') y u € S,

entonces:

hgf)(u) = (¢f) (W) = flg~"h™ u) = f((hg)'u) = (hg) f(u),
asi que h(gf) = (hg)f, vy 0 es accién.
Ahora demostremos que 6 es continua. Sean (go, fo) € G x C(S"1) y e > 0.

G es un subgrupo de O(n), cuya topologia es la heredadada por M,,«,,(R), las
matrices de n X n con entradas reales. Después, a M,,»,(R) lo podemos ver
también como funciones lineales de R™ en R"™, y como es un espacio vectorial
de dimensién finita, su topologia es inducida por cualquiera de sus normas.
Consideremos la norma || - ||« : Muxn(R) — R de las funciones lineales y
continuas, es decir, para cualquier g € M,,.,(R),

lglls = sup {[lgz]}.

zeSn—1
En particular, la topologia de O(n) es la inducida por esta norma.

Como fj es continua y S ! es compacto, existe § > 0 tal que si u,v € S*~!



64 CAPITULO 4. EJEMPLOS

son tales que |lu — v|| < 6, entonces |fo(u) — fo(v)|< §. Luego, como G es
grupo topolégico, la funcién inversién -~ : G — G es continua, asi que existe
U vecindad de gq tal que para todo g € U,

sup {[lgo"(z) —g @)} =g’ — 97"l <,

zeSn—1
donde la resta es la resta en M,,,(R).

Afirmamos que 6(U x (Bso(f0, £))) C Boo(0(go. fo), €), demostrando asi que 6
es continua. Sea (g, f) € U x (Bx(fo,5)). Como g € U, sup,ege 1 {[lg5 1 (z) —
g ' (x)]|} <4, asf que:

10(g0, fo) = 0(g, f)llec = sup {lgofo(z) — gf(x)[}

zesSn—1

= sup {|folgo'®) — flg~ )|}

zeSn—1

sup {|fo(g0 ') — folg™ )|+ folg ™ 2) — flg~ 2)[}

reSn—1

< sup {lfolgo @) = folg™" @)1} + sup {[folg™"w) = flg®)[}

zesn—1 zeS"—
9

= o Sl

3 3

§+§:€.

IN

IN

N

Por 1ltimo, la linealidad es inmediata: sean ¢,v € C(S" 1), A € R, u € S" 1,
Entonces

9l 4+ M) (u) = (¢ + M) (g~ u)
= (g 'u) + M(g ')
= gp(u) + Ag)(u).

O

Proposicion 4.3.2. Sean G un grupo topoldogico compacto y X un G-espacio
vectorial normado tal que G actia isométricamente en X, es decir, si d es la
métrica inducida por la norma en X, entonces esta métrica es G-invariante.
Entonces ¢ : G x ce(X) — cc(X) con regla de correspondencia p(g, A) = gA
es una accion continua.
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Demostracion. Sea d la métrica inducida por la norma de X. Como la accién
de G en X es lineal y continua, ¢ estd bien definida. Que sea accién es una
consecuencia inmediata de la accién de G en X. Basta probar que ¢ es
continua.

Sean (go, Ag) € G x cc(X) y € > 0. Denotemos por § : G x X — X ala
accion de G en X y por 0y : G x Ag — X a su restriccién a G x Ay. Después,

b nf09) - U nfe)

es abierto en X, de manera que ;' (Ag + Bq(0,%)) es abierto en G x Ay.
Luego, Ay es compacto y ademés {e} x Ay C 07" (Ao + Bq(0, %)), donde e es
el neutro de GG. Entonces por el Lema del Tubo, existe W vecindad de e en
G tal que W x Ay C 67" (Ag + Ba(0,%)). Por otra parte, si denotamos por
1 : G — (G alafuncién que a cada elemento le asocia su inverso, sabemos que
al ser G grupo topoldgico, i es continua. Ahora, definimos U := i~ (W)NW;
U es abierto en GG y no vacio, pues e € U. Por tultimo, como vimos en los

preliminares, V' := goU es abierto.

Recordemos que a cc(X) lo equipamos con la topologia inducida por dg, la
métrica de Hausdorff correspondiente a d. Afirmamos que o(V x By, (4o, §)) C
Ba,, (goAo, €) v, en consecuencia, que ¢ es continua. En efecto, sea (g, A) €
V' X Bqg, (Ao, 5). Entonces g = goh para algin h € U, o equivalentemen-
te, go_lg € U. De esto ultimo, se sigue que para todo a € A, go_lga €
(Ao + Ba(0,%)), v (9o '9)ta € (Ao + By(0,£)); de donde podemos deducir
inmediatamente que d(gy'ga, Ag) < £y que d((gy'g)a, Ag) < £. Por lo
tanto, tomando en cuenta la invarianza de d, tenemos lo siguiente:

dr (95" 940, Ag) = max { sup{d(gy ' ga, Ao)}, sup {d(a, g5 9A0)}}
acAp

a€Ag
— méx { sup {d(g" g0, Ao)}, sup {d((g5"9) o, Ao)}}
ac€Ap a€Ao
g
< —.
-3

Notemos que una consecuencia inmediata de la invarianza de d es la inva-
rianza de dy, tomando en cuenta el parrafo anterior y este hecho, se sigue
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que:
dr(goAo, gA) < du(goAo, gAo) + dr(gAo, gA)
= dir (Ao, 95 "9 A0) + dir (Ao, A)
£
< 2(—) <&,
3 €
por lo que podemos concluir que ¢(V' x By, (Ao, 5)) C By, (goAo, €). Por lo
tanto ¢ es continua. O

Es importante resaltar que restringirnos a considerar cc(X) es una hip6tesis
fundamental, pues en una familia més grande de subconjuntos de X la con-
tinuidad de la acciéon no siempre es cierta. A continuacién mostraremos un
ejemplo de un G-espacio de Banach L donde G actia isométricamente en L,
tal que la misma accién definida en ¢b(L) no es continua.

Sea G := Z3° el grupo de Cantor, con Zs = {—1,1}. Los elementos de G
son sucesiones con elementos en Zy; es un hecho conocido que la topologia
producto en G es metrizable y ésta hace de G un grupo topolégico siendo
su operacién la multiplicacién entrada a entrada. Sea L := (C(G), || - ||)
el espacio de las funciones continuas de GG en R equipado con la norma del
supremo, como G es compacto y R es de Banach, L es un espacio de Banach.
Definimos la accién 6 : G x L — L con regla de correspondencia 0(g, f) = gf;
donde gf : G — R es tal que para todo = € G, gf(z) = f(g'x). Como G es
grupo topoldgico, # esta bien definida. Ademés por una demostraciéon analoga
a la proporcionada en la Proposicién 6 es una accién continua y lineal.
Asi, L es un G-espacio de Banach. Como la multiplicaciéon por un elemento

fijo de G es una biyeccion en G, es claro que G actiia isométricamente en
L.

Ejemplo 4.3.1. (C(Z%),] - ||) €s un Zg-espacio de Banach, donde Z3°
actia isométricamente en C'(Z3°) con la accién 6 definida como en la Propo-
sicion [£.3.1], tal que la accién ¢ : G x ¢b(L) — ¢b(L) con regla de correspon-
dencia (g, A) = gA no es continua.

Demostracion. Sean e el neutro de G =ZF y A:={f:G—[0,1] | f(e) =
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0}. Definimos L = (C(G), || - ||oo). Veamos que A € ¢b(L). Claramente A es
acotado pues como f(G) C [0,1], f € Byr. También, A es convexo pues si
fi, fa € A, entonces para cualquier ¢ € [0, 1], tf1(e) + (1 —¢) fo(e) = 0 y para
todog € G,0 <tfi(g9)+(1—1t)f2(g) <1, de manera que (tfi+(1—t)f2) € A.
Por ultimo, A es cerrado pues si tenemos una sucesion ( f,)nen de elementos
de A que converja uniformemente a alguna funciéon f € L, entonces para

toda k € N:
[fu(e) = F(e< e = Flloos

como esta tultima diferencia tiende a 0, se sigue que |fi(e) — f(e)| converge a
0 cuando k tiende a infinito. Como para toda k € N, fr(e) = 0, se sigue que
f(e) =0. Que f(G) C [0,1] se sigue de un argumento andlogo. Por lo tanto,
A€ cb(L).

Para probar nuestra afirmacién, veamos que ¢ no es continua en la pareja
(e,A). Sean @ una vecindad de ey y € @ \ {e}. Como G es metrizable,
por el Lema de Urysohn existe una funcién f : G — [0,1] tal que f(e) =0,
f(y™') = 1; de esta manera f € A. Sea 1) € A, tenemos:

1V = yfllee = igg{w) —yf(o)l}
> [¢(e) =y f(e)]

= [i(e) = fly™)]
=10-1|=1.
Consecuentemente,
supd(yx,A) = d(yf, A) = mf{[| —yfll<} =1,
€A PeA

de donde se sigue inmediatamente que dy(A,yA) > 1, por lo que, como Q y
y fueron arbitrarias, ¢ no puede ser continua.
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4.3.1. Hiperespacios de Subconjuntos Compactos y Con-
vexos de R"

Antes de poder concluir con el ejemplo que buscamos, necesitamos recordar
el siguiente importante teorema de andlisis. (Véase [4], pag. 389].)

Teorema 4.3.3. (de representacion de Fréchet-Riesz.) Sean H un espacio
de Hilbert y T : H — R wuna funcion lineal y continua. Entonces existe
un tunico w € H tal que para todo w € H, T(u) = (w,u). Mds ain, si
denotamos por Ty, : H — R a la funcion que a toda v € H le asocia (w,u),
entonces la funcion i : H — H* con regla de correspondencia i(w) = T, es
un isomorfismo lineal y una isometria con respecto a la norma || - ||« en H*.

Gracias al Teorema de Hormander , si restringimos nuestra atencion a
R™ y a sus subconjuntos cerrados, acotados, convexos y no vacios (equivalen-
temente, sus subconjuntos compactos convexos no vacios), cc(R™), sabemos
que f : cc(R™) — Cy(B™) con la regla de correspondencia f(A) = s(-, A) es
un encaje isométrico y algebraico como un cono convexo. Por otra parte, por
el teorema anterior, como R" es un espacio de Hilbert con el producto escalar
(-,+), existe i : R" — R™* una isometria que a su vez es un isomorfismo lineal.
Denotemos para cada T' € R™*, zp := i~ }(T).

Veamos que podemos definir una funcién andloga a la funciéon soporte que
definimos para el dual de un espacio echando mano del isomorfismo que nos
proporciona el Teorema de Fréchet-Riesz. Para cada A € cc(R"), definimos
s(-,A) : R — R tal que para toda y € R", s(y, A) = sup,c4{(y,a)}, a esta
le llamaremos la funcion soporte de A en R". Utilizaremos la misma notacién
para la funcién soporte en el dual y en el espacio debido a la equivalencia
entre éstas que nos proporciona el Teorema de Fréchet-Riesz, pues para T €
R™:
s(T, A) = sup{T(a)} = sup{(zr,a)} = s(xr, A).

a€A a€A

Otra consecuencia inmediata del Teorema de Fréchet-Riesz es que si T € B™*,
entonces xr € B". Esto, aunado al Teorema de Hormander nos permite de-
ducir inmediatamente que F': cc(R") — C (IB%”) con regla de correspondencia
F(A) = s(-, A) es un encaje isométrico y algebraico (con @ para que la suma
sea un elemento de cc(X)) como un cono convexo en el espacio de Banach
de las funciones continuas en la bola unitaria cerrada de R™ con la norma
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de la convergencia uniforme. Més aun, podemos restringir este a un encaje
en el espacio de las funciones continuas en S"~*. Que el encaje algebraico se
sigue preservando cuando cambiamos B" por S"~! es claro. Veamos que la
isometria también lo hace. Sean A, B € cc(R™), a € A, b€ By x € B" tales
que (z,a—b) > 0 (esto siempre se puede hacer pues si z no cumple podemos
considerar a —z) . Entonces
0<(x,a—0b) < L(x,a—b) = i,a—b :
] ]

Por lo tanto,

sup {(z,a — b)} < sup {{z,a =b)},

z€B™ xeSn—1
acA acA
beB beB

y la otra desigualdad es clara, asi que

sup{(z,a —b)} = sup {{r,a—0)}

z€eB™ zeSn—1
acA acA
beB beB

de manera que las normas infinito de s(-, A) — s(-, B) coinciden en B" y en
S"~!, demostrando que F : cc(R™) — C(S*™') es un encaje isométrico y
algebraico.

Resumiendo, podemos encajar a cc(R™) en el espacio de las funciones conti-
nuas en S"! isométrica y alegbrdicamente como un cono convexo por medio
de las funciones soporte. Ahora, sea G < O(n) cerrado, actuando en cc(R")
y en C(S"1) como en las Proposiciones (4.3.2)) y (4.3.1) respectivamente.
Veamos que nuestro encaje F' es equivariante con respecto a estas acciones.
Sean g € G, A € cc(R"), y z € S"~!. Entonces, como G < O(n):
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F(gA)(z) = s(x,9A)

= sup{(z,ga)}
acA

=sup{(g 'z, 9" 'ga)}
a€A

= 325{@_1”3’ a)}

=s(g'x, A)
= gF'(A)(z).

Por lo tanto, F'(gA) = gF(A); es decir F' es un encaje equivariante y F'(cc(R"))
es G-invariante en C(S"!). Una consecuencia inmediata de este hecho es
que la funcién inversa F~1 : F(cc(R™)) — cc(R") también es equivariante.
Ademads, F(cc(R™)) es convexo pues al ser encaje algebraico como un cono
convexo en C'(S"!), para cualesquiera t € [0,1], A, B € cc(R") se cumple
que

tF(A) + (1 — t)F(B) = FtA® (1 — t)B)

y al ser A, B compactos, y la multiplicacién continua en R", tAy (1—¢)B son
compactos también, de donde se sigue inmediatamente que tA® (1 —t)B es
acotado. Como ademads, por definicién, es cerrado, se sigue que tA®(1—t)B €
cc(R™), demostrando asi la convexidad de F'(cc(R™)). También, recordemos
que C(S"™ 1) es un espacio normado con la norma || - ||o, en particular es
un G-espacio localmente convexo. Por iltimo, notemos que como G < O(n)
es cerrado en O(n), es un grupo compacto de Lie pues O(n) lo es. De esta
manera, en este tltimo parrafo mostramos que, bajo F', cc(R") esta encajado
de manera equivariante en C'(S""!) de manera que su imagen cumple las
hipétesis del Teorema Equivariante de Dugundji (3.2.2)).

Mas atn, observemos que B" € cc(R™) y que al ser G un grupo de isometrias
en R", cualquier ¢ € G cumple que ¢gB" = B", asi que también cumple
que:

gF(B") = F(gB") = F(B");

de donde podemos concluir que (F(cc(R™)))[G] # 0. Por lo tanto, por el Co-
rolario y el Teorema tenemos el ejemplo deseado.
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Ejemplo 4.3.2. La familia de los subconjuntos compactos, convexos y no
vacios de R", cc(R™), bajo la accién de un subgrupo cerrado G de O(n), es
un G-extensor absoluto para la clase de los espacios metrizables.

Por 1ltimo, observemos que esta demostraciéon nos sirve para proporcionar
mas ejemplos de G-extensores absolutos para la clase de los espacios metri-
zables. Definamos los siguientes subconjuntos de cc(R"):

ceo(R") ={A €cc(R") | 0 € A}

ce.(R") ={A € cc(R") | Int A # 0}
ccs(R™) = {A € cc(R") | si z € A entonces (—x) € A}.

Denotemos por ‘H a cualquiera de las familias anteriores y sea GG un subgrupo
cerrado de O(n). Es claro que al ser G un grupo de isometrias, ‘H es G-
invariante. Ademds, para todo A, B € H, tA® (1—1t)B € H. Entonces F(H)
es un subconjunto convexo y G-invariante de C'(S*!). Finalmente, notemos
que B" € #H. Por lo tanto podemos concluir que ccy(R"), cc.(R™) y ccs(R™)
son G-extensores absolutos para la clase de los espacios metrizables.

De esta manera, en este capitulo logramos exponer varios ejemplos que evi-
dencian la utilidad del resultado principal de la tesis, el Teorema Equivariante
de Dugundji , asi como del Corolario . Desde la pregunta plantea-
da en la Introduccion acerca de la extension de una funcién impar, hasta estos
ultimos ejemplos sobre familias de subconjuntos de R”, pudimos constatar
la importancia del Teorema Equivariante de Dugundji.
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