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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar una formalizacion y demostracién de las propiedades de
los sistemas HK4 y CS4; probar la validez del teorema de la deduccion y la demostracién de
la equivalencia entre ambos sistemas, todo esto utilizando el asistente de pruebas COQ [27].
Cabe mencionar que tanto la formalizacion como la demostracion de las propiedades no son
una tarea sencilla. En primer lugar se debe de proponer una representacion de la légica modal
proposicional en el lenguaje del asistente de pruebas. En segundo lugar hay que construir la de-
mostracion de las propiedades de los sistemas deductivos. En particular, demostrar propiedades
estructurales como debilitamiento, contraccion e intercambio, conlleva a verificar propiedades
basicas que se dan por hecho en las pruebas a papel, pero que en la formalizacion en el asistente
de pruebas deben ser enunciadas y verificadas. Un ejemplo de estas dificultades consiste en la
definiciéon de contextos mediante listas, asi como la demostracion de distintas propiedades de
los mismos.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma: en el primer capitulo delineamos los ob-
jetivos y estructura de este trabajo. En el segundo capitulo se exponen los sistemas axiomaticos
y se aborda la discusién del por qué el teorema de la deduccién falla en la logica modal dando
pie a la definicién del sistema axiomdatico HK4 que Hakli y Negri [15] proponen y que cuenta
con una extension de nocién usual de prueba para el manejo de suposiciones. Esto permite
demostrar el teorema de la deduccion.

En el tercer capitulo se expone el sistema de deduccion natural para la logica modal intui-
cionista que Frank Pfenning y Rowan Davies [24] proponen, en el que emplean la metodologia
de Martin-Lof que distingue entre los juicios y proposiciones. Se demuestra que cumple las pro-
piedades estructurales de contraccion, debilitamiento e intercambio. Asi como la necesitacién
generalizada y ciertas reglas de transferencia de formulas entre contextos.

En el cuarto capitulo, se presenta la equivalencia (traduccién) entre los sistemas HK4 y CS4.
De cuya demostracion se obtiene un algoritmo para transformar las pruebas de un sistema a
otro.

En el quinto capitulo, se presenta la formalizacion en COQ de los sistemas con sus propieda-
des y se muestran las pruebas de los teoremas de equivalencia de los sistemas y el de deduccién
para logica modal.

Para finalizar este trabajo, se presenta un capitulo de conclusiones y trabajo a futuro. En
este capitulo se encuentra de forma resumida los resultados obtenidos y los problemas que se
tuvieron durante el proceso de este trabajo.






Capitulo 1

Introduccion

La logica modal, concebida como el estudio formal de las modalidades, fue inventada en la
filosofia en el siglo pasado, aunque el estudio informal de las modalidades puede remontarse
mucho antes, a los antiguos griegos. Los primeros operadores modales fueron introducidos para
resolver los problemas de la implicacién y para obtener légicas de necesidad y posibilidad; la
figura clave aqui fue Clarence Irving Lewis, quien publicé su trabajo en 1918 [21]. Poniendo
su idea en notacién moderna: tomamos alguna férmula légica ¢, y prefijando con un [J o un
simbolo <) obtenemos las expresiones:

Lo . “la proposicion ¢ es necesaria”
o “la proposicién ¢ es posible”

Es decir, la notacién de la caja y del diamante nos permite afirmar fundamentalmente nuevos
modos de verdad sobre la informacién expresada por ¢, a saber que ¢ es necesaria o posible.

En 1933 Kurt Goédel [14], impulsado por las preocupaciones en las bases de las matematicas,
utilizé operadores modales para formalizar la nocion de demostrabilidad mateméticaﬂ En par-
ticular, su trabajo permitié que la logica intuicionista se redujera a la légica clasica extendida
con un operador de demostrabilidad, y la logica resultante, resulté ser el sistema S4 de Lewis.
Un resultado importante, cuyo punto general era el siguiente: las modalidades se estaban uti-
lizando para expresar fundamentalmente nuevos modos de verdad con respecto a una pieza de
informacién. En particular, ahora (¢ significa que “¢ es demostrable”, y ¢ significa que “¢
es consistente”. [7]

Estos primeros ejemplos de aplicar modalidades a férmulas légicas presentaban un modo
novedoso de la verdad, sin embargo esto sélo es la punta del iceberg. La légica temporal (o légica
de tiempo) se presenta con las modalidades “eventualmente” 6 “anterior”. La lgica dedntica
permite modalidades como “se permite ” u “obligatorio es”. En la logica epistémica se hace uso
de modalidades como “se sabe que”, ya sea para un agente o grupos de agentes. Y las légicas
condicionales analizan otras especies de razén condicional mucho mas alla de la cuenta original
de Lewis. Esta forma de pensar sobre la logica modal y las modalidades proviene del trabajo
de algunos de los pioneros mas prominentes del campo, incluyendo a G. H. Von Wright, Arthur
Prior, Jaakko Hintikka, Hans Kamp, y David Lewis.

' Marca el comienzo de la légica de prueba, establece la diferencia exacta entre el concepto de ” demostrabilidad
en un sistema formal especifico” y el “demostrable por significado correcto (seméntica)”.
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Entonces la estafeta pasé a otras disciplinas. En particular, las 16gicas temporales, dindmicas y
epistémicas [19] encontraron su camino en la informética, inteligencia artificial y teoria de jue-
gos. Las l6gicas temporales, tanto de drboles de cémputo (Computation Tree Logic, CTL) |19]
como de tiempo lineal (Linear Temporal Logic, LTL) |19], se utilizan ahora en la industria para
la verificacion automaética de hardware y software. Los operadores epistémicos, temporales y
condicionales son el principal ingrediente de la programacién basada en el conocimiento. Y las
logicas modales de conocimiento, las creencias y los deseos, forman el pilar de la teoria del
cémputo distribuido. Los pioneros de métodos modales en cémputo incluyen a Edmund Clar-
ke, Joe Halpern, Zohar Manna, Robin Milner, Rohit Parikh, Amir Pnueli, Vaughan Pratt y
muchos otros. Pero de nuevo, la diversidad reina y la creaciéon de nuevos formalismos modales
para propésitos novedosos de razonamiento continia incesante [7].

De manera mas precisa una légica modal es un sistema formal que intenta capturar el compor-
tamiento deductivo de las expresiones “es necesario que” y “es posible que”. Las logicas modales
pertenecen al grupo de las llamadas “extensiones de la légica clasica” o “logicas extendidas”.

Existen diferentes concepciones formales de la 16gica [1] por ejemplo: la sintéctica, la seméantica
y la estructural. La primera es la que constituye hoy en dia lo que se conoce como teoria de
la demostracion, la segunda conforma la teoria de modelos y la tercera es un enfoque que pre-
tende caracterizar un sistema formal por medio de las reglas estructurales que cumplen. Este
ultimo enfoque estd inspirado en los trabajos de consecuencia logica de Tarski y aquellos sobre
deduccion natural de Gentzen.

El presente trabajo se sitia en la teoria de la prueba estructural y desde esta perspectiva
aborda una légica modal proposicional minimal a través de un sistema de deduccién axiomatico,
su formulacion mediante secuentes y la demostracion de sus propiedades. En el articulo de Hakli
y Negri [15] se hace énfasis en que el teorema de la deduccién en légica modal clésica falla, pues-
to de lo contrario se podria deducir la férmula A — [JA que es falsa en la semantica. Esto da
pie a una discusion acerca de que la regla de inferencia de necesitacion o necesidad se le da una
mala interpretacion. Por lo que Hakli y Negri proponen un sistema axiomatico extendido con la
nocién de suposiciones (HK4) para asi probar que el teorema de la deduccién si es vélido en la
l6gica modal. También prueban que el sistema HK4 es equivalente al calculo de secuentes G3K.

Si bien los sistemas de axiomas son los usuales para la definicién y la metateoria de las
l6gicas modales, su uso practico es casi imposible puesto que las derivaciones a partir axio-
mas son dificiles de construir. En su lugar preferimos utilizar sistemas de deduccién natural,
en particular elegimos el sistema de deduccién natural que proponen Pfenning y Davies [24]
donde emplean la metodologia de Martin-Lof que consiste en hacer la distincion entre juicios y
proposiciones. Este sistema corresponde a una la légica modal intuicionista que nombraremos
(CS4. Surge entonces de manera natural la pregunta acerca de la equivalencia entre CS4 y el co-
rrespondiente sistema axiomatico obtenido al restringir el sistema HK4 a la 16gica intuicionista.



Capitulo 2

Sistemas Axiomaticos estilo Hilbert

El primer prototipo de un sistema axiomatico se puede encontrar en “Los Elementos de
Fuclides” que presentan un desarrollo sistematico de la geometria elemental, basado en varios
postulados simples acerca de puntos y lineas. Usando estas propiedades y un razonamiento 16gi-
co riguroso es como se construye la geometria euclidiana. Pero el concepto légico del sistema
de axiomas fue introducido y formalizado a comienzos del siglo XX por el matematico aleman
David Hilbert (quien también esencialmente reescribié gran parte de los elementos de Euclides
en un estilo moderno y riguroso) por lo que estas clases de sistemas légicos se conocen como
sistemas axiomaticos estilo Hilbert.

Un sistema axiomatico consta de un conjunto de axiomas particulares, por ejemplo los usados
en una teoria matematica, y un conjunto de reglas de inferencia que nos permiten demostrar o
derivar mas informacion de dichos a partir de los axiomas, cada informacién nueva se le conoce
como teorema.

2.1. Loégica Proposicional

Presentamos un sistema axiomatico para la légica proposicional HP de implicaciones sin
negacion, los axiomas son los siguientes y la tnica regla de inferencia es el modus ponens:

K:A— (B— A)
W:(A— (A— B)) = (A— B)
C:(A->(B—0C)—=»(B—=(A—=0)
B:(B—-C)— (A= B)—=(A—=0))

v modus ponens: De A y A — B se infiere B.

Una prueba “axiomatica” es una secuencia de férmulas, donde cada una de estas, es ins-
tancia de axiomas o es un teorema o bien se sigue de la aplicacién de la regla de inferencia.
Una férmula derivada de esta manera es un teorema del sistema axiomatico. Es importante
destacar que se debe ser capaz de distinguir si una férmula es o no un axioma para poder
aplicar adecuadamente la regla de inferencia y asi generar nuevos teoremas.

Un ejemplo de prueba axiomaética es la del llamado axioma I (A — A).
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Lema 2.1 (Ax-1). El azioma A — A, es derivable.

Demostracion. La derivacion es a partir de los axiomas Ky W. PD. A — A

LA A—=A)—- (A=A W

2.A - (A= A) K

3.A— A MP (1,2) [ |

El axioma I representa una férmula que es intuitivamente valida. Sin embargo, la prueba es
demasiado complicada, este es el problema de los sistemas axiomaticos. Dado que solo tenemos
los axiomas para iniciar una derivacién, las pruebas resultan muy dificiles de construir. Para
simplificar esta situacién lo usual es echar mano del llamado teorema de la deduccion que afirma
que para probar una implicacién es suficiente suponer el antecedente y derivar el consecuente.

El teorema de la deduccién es un metateorema en légica matematica que establece: Si una
férmula B puede ser derivada a partir del conjunto de férmulas I' U {A}, entonces A — B se
puede derivar a partir de I'. Este teorema se enuncia formalmente de la siguiente manera:

Si (I', A) F B entonces I' - (A — B)

A continuacién, incluimos dos ejemplos que muestran la ayuda del teorema de la deducciéon en
la construccion de derivaciones en el sistema HP. El primer ejemplo es una derivacién del Ax-I
en el sistema HP.

Demostracion. Una prueba en el sistema HP que usa el teorema de la deduccién. Basta probar
que A deriva a partir de A.

1. A |_Hp A Hzp
2.Fgp A— A por Teo.Deduccion.
n

Veamos en ejemplo mas elaborado.

Ejemplo 2.1. A— BrypC — (C - A) = B.

Demostracion. Prueba por derivacion.

Por Teorema de la deducciérn2.1] basta probar que, A — B,C' Fgp (C — A) — B

Por Teorema de la deduccién, basta probar que A — B,C,(C' — A) Fyp B
1. A-B, C, C—-Abrgp(C—A) - (A— B)— (C — B) trans
2. A—=-B, C,C > AbtypC— A Hip
3. A=B,C,C—Abtyp (A— B) = (C — B) MP(1, 2)
4. A—- B, C, C - AFygp A— B Hip
5. A B, C, C— Atpp (C— B) MP(3, 4)



Obsérvese la importancia del teorema de la deduccion en las derivaciones en la logica pro-
posicional. Sin embargo, ;Qué sucederia si este teorema no fuera véalido?. Por ejemplo la logica
modal estd construida a partir de la légica proposicional, pero se especula que el teorema de
la deduccién no es valido en este sistema [2}/12]. Mas adelante resolveremos esta especulacién,
pero primero definimos a la 16gica modal.

2.2. Loégica Modal

Los sistemas axiomaticos de la légica modal se construyen modularmente a partir del sis-
tema de légica proposicional agregando los operadores modales y distintos axiomas que dicten
su comportamiento.

El sistema para la légica modal normal mas pequeno es llamado sistema K, en honor de
Saul Kripke, quien propuso una semantica formal para la légica modal y consta de:

a. Tautologias proposicionales.
b. Instancias del axioma K (O(X — Y) — (OX — OY)).
c. Es cerrado bajo las reglas de inferencia modus ponens:

De (X = Y) y de X se concluye Y, y
d. necesitacion: De X se concluye L1X.

Otros sistemas modales més grandes se conforman del sistema normal agregando algunos es-
quemas axiomaticos y la regla de inferencia necesitacion o necesidad: De X se concluye [1X.

Los nombres estandar para otros esquemas son:

Esquemas Axiomaticos
Nombre Foérmula
OX —-Y)— (0X - 0Y)
0X — X
0X — 00X
X - 00X
O0X —» $X
X > 00X

O o3 X

Ademas, hay toda una clase de logicas modales que son mas débiles que las logicas modales
normales. Estas logicas axiomatizan, remplazando la regla de necesidad o necesitacion por la
regla de regularidad ((X —Y) — (OX — OY)) [7]. Estas ldgicas tienen una semdntica y pro-
cedimientos propios de derivacién para las pruebas [7], pero esto no es parte del trabajo presente.

Como ya se dijo, las pruebas en un sistema axiomatico generalmente son dificiles de cons-
truir ya que se tiene que hallar una instancia de algin axioma para poder partir de este y



asi, ir construyendo la prueba. Ademds estos sistemas son poco viables para las aplicaciones
computacionales ya que no corresponden al razonamiento logico matematico cotidiano.

Algunos ejemplos de derivaciones en el sistema estilo Hilbert son los siguientes.
Ejemplo 2.2. ¢ O(A — B) - O(0A — OB)

Demostracion. Una derivacién en el sistema K.

1. O(A — B)
2. O(A— B) —» (UA — 0OB) K
3. UA—- 0B MP(1, 2)
4. O(OA — OB) Nec (3)
|
Ejemplo 2.3. -1 0(A — B) - 0B — C) - O(A — C)
Demostracion. Una derivacion en el sistema T.
1. (A — B)
2. 0B — ()
3. O(A— B) - (A— B) T
4. A— B MP(1, 3)
5. 0(B—C)— (B— () T
6. B—C MP(2, 5)
7.B—-C)—(A—=-B)—»(A—0C) B
8. (A= B)—(A— () MP (6, 7)
9. A—-C MP(8, 4)
10. O(A — C) Nec (9)
|

Si el teorema de la deduccion es valido para sistemas normales de la l6gica modal, enton-
ces, de las derivaciones de los dos ejemplos anteriores podemos concluir respectivamente que
Fk OA — B) - OUA - 0OB) ybr A - B) —» (OB — C) — O(A — C)). Esto
ejemplifica la importancia de que el teorema de la deduccion sea valido en la légica modal.

6



2.3. Teorema de la Deduccién en Légica Modal

Los sistemas estilo Hilbert para logica modal se conforman por esquemas de axiomas y
reglas de inferencia, modus ponens y la regla de necesitacion o necesidad. Se afirman en varias
fuentes [2,8], que el teorema de la deduccion en la forma usual que se representa, no es valido
en logicas modales que contienen la regla de necesitacion: De A se infiere [JA. Después de ana-
lizar los argumentos que afirman la invalidez del teorema de la deduccién en légicas modales,
observaremos que el problema con este teorema, en légica modal, surge de la interpretacion de
la derivabilidad a partir del conjunto de férmulas en un sistema axiomatico.

La primera interpretacién errénea afirma que la regla de necesitacion

ﬁ Admite la derivacion A - A
Sin embargo, A — [JA no es un teorema, invalidando asi el teorema de la deduccién. Pero el
significado real de la regla es: Si A es un teorema entonces [JA también es un teorema. Es decir,
F OA siempre que - A.

Otra interpretacién errénea consiste en entender la derivabilidad a partir del conjunto de
formulas en un sistema axioméatico como la adicion de éstas al conjunto de axiomas. Supongase
que se quiere demostrar que A — [JA en algin sistema estilo Hilbert modal en el que se cumple
el teorema de la deduccién, a partir de A - CJA.

Por demostrar: A — [JA suponiendo que el Teorema de la deduccion es vélido en K.

Demostracion. A bFx A

1. A supuesto.
2. 0A Nec(1)
3.A—-0A Teo.Deduccion.(2)

|

Si se agrega A a la lista de axiomas, entonces se puede aplicar la regla de necesidad y con-
cluir JA a partir de A, es decir A — [JA. Sin embargo, esto es no valido.

El problema radica en que en los sistemas estilo Hilbert admiten sélo axiomas, tautologias
o teoremas como hipdtesis, por lo que en las reglas de inferencia garantizan la correctud de la
regla de necesidad. De aqui que, si se considera cualquier hipétesis como axioma o teorema y se
emplea la regla de necesidad sin restriccion, se puede inferir [(JA a partir de A, y la formulacién
del teorema de la deduccién, falla.

Melvin Fitting [10] propone hacer una modificacién a la derivabilidad de tal forma que se
realice una distinciéon entre dos tipos de premisas de tal forma que la regla de necesitacién
se aplique s6lo a uno de estos tipos. Se distingue entre premisas globales y premisas locales:
las primeras son los esquemas axioméaticos o bien tautologias. Las segundas refieren a verdades
contingentes. La regla de necesitacién o necesidad sélo debe ser aplicada a las premisas globales.



2.4. Sistemas de Hilbert con hipédtesis

El problema recién discutido se resuelve al dar una definicién formal con un sistema de
Hilbert con hipdtesis como sigue.

Definicién 2.1 (Contexto). Un contexto (de hipdtesis) estd definido como:
r:=-|I, A
Asumimos las siguientes convenciones para contextos:
= El contexto vacio se denota por -
= La operacion de agregar al final la férmula A al contexto I', se denota por I, A.

= Kl operador ; corresponde a la uniéon de contextos. Obsérvese que esta operacién no es
conmutativa pero si asociativa.

= Se entenderd por I'; A, B a ((I', A), B).
= Se entenderd por I'; A;IT a ((T'; A); IT).
= Se entenderd por I', A; A a (I', A); A.
Una de las propiedades sobresalientes de los contextos es la descomposicion.

Lema 2.2 (Descomposicién de contextos). Si I'; A =11, A entonces (A =-yI' =11, A) ¢
a”, A=T1" A

Demostracion. Andlisis de casos sobre A.

Caso 1.
Si A=-yI;-=1I,A entonces I' = II, A.

Caso 2. Si A=A py T3 (A, p)=ILA PD. 3V, A,p=1II, A.
Por hipdtesis se tiene que I'; (A’ p) =TI, A esto es equivalente a (I'; A’), p = 11, A.

Entonces (I'; A") =11y p = A.
Como p = A se tiene que A', A =T1", A entonces A’ =1"y A = A.
Por lo tanto, la I'" que existe es, A’ =17, p = A entonces A, p = A, A. [ |

Es importante observar que esta definicion de contextos es meramente sintactica, si bien co-
rresponde a listas finitas. La razén de usar esta clase de definiciones facilitan su implementacién
y verificacion en el asistente de pruebas.

Definicién 2.2 (Derivacién con suposiciones en l6gica axiomatica). Una formula A es derivable
de algin contexto I' en el sistema S de la l6gica axiomdtica si:

s A es una instancia de algun axioma.



n A estd en el contexto.

s B — A es deriwable en HK4 del contexto A, B es derivable en S del contexto ©, y I' es
A; ©

» A =0B y B es derivable en S a partir del contexto vacio.

En este sistema de derivacién con suposiciones, la regla de modus ponens se escribe de la
siguiente forma:

AF(A—>B) ©OFA

AOFB MP

y la regla necesitacion es:

A
TEOA Nec

La regla de modus ponens une, en la conclusién, los contextos de las derivaciones de las
premisas (I' = A;©) [26]. Debido a esto, se dice que esta regla es “multiplicativa” [16] y més
informativa, porque el contexto I' exhibe de dénde provienen cada una de las premisas. Se
observa que esta regla de modus ponens es distinta a la correspondiente en deducciéon natural,
la regla de eliminacién de la implicacion, que sélo utiliza un contexto:

(A= B) THA
T'F B

entonces, ;Cual es la diferencia entre entre la regla de modus ponens de un sistema de deduccién
axiomatico con suposiciones y la regla MP de un sistema de deducciéon natural?. Veamos un
ejemplo:

Ejemplo 2.4. A— B+C - (C — A) — B

Modus ponens en un sistema de deduccion axiomatico con suposiciones
Demostracion.

1. . H(C—A) —-(A—B)— (C— B) trans
2. C > AFC — A Hip
3. C > AF(A— B)— (C — B) MP(1, 2)
4. A= B+FA—B Hip
5.C - A, A— BF (C — B) MP(3, 4)
6. CHC Hip
7.C—>A A—-BCHB MP(5, 6)
8. A-B,CFH(C—A) —B Teo.Deduccion. (7)



9.9 A-BFC—-(C—A) - B Teo.Deduccidn. (8)

[
Veamos ahora la derivacién de la misma férmula en un sistema de deduccién natural.
Por Introduccién de la implicacién, basta probar que, A - B,C' + (C — A) — B
Por Introduccién de la implicacién, basta probar que, A — B,C,(C — A) - B
. A-B,C,C A (C—-A) - (A— B)— (C— B) trans
2. A—- B, C,C—-AFC— A Hip
3. A-B,C,C—-AF(A— B)— (C— B) (— E)(1, 2)
4. A—-B,C,C—-A+A—-B (Hip)
5. A= B,C,C — AF (C — B) (— E) (3,4)
6. A—>B,C,C—AFC Hip
7. A—-B C,C—-AFB (— E) (5, 6)
[

Como se ve en el paso dos de la prueba, se tienen 2 hipdtesis extras, A — By C, que no se
usan. Por lo tanto la nocién multiplicativa del modus ponens, contiene un control mas estricto
de las hipétesis que se usan.

Ya podemos definir un sistema axiomatico con hipétesis para la logica modal, el cual ayudara
a aclarar la controversia del teorema de la deduccién.

2.5. Sistema axiomatico estilo Hilbert (HK4)

Para los objetivos de este trabajo, usamos un sistema estilo Hilbert con hipétesis para la
l6gica modal, HK4, que se define como sigue:

La primera regla es la regla de hipdtesis:

Ael

Hip
Esta regla nos dice que si A es una hipédtesis en I' entonces A es derivable a partir de T'.

La siguiente regla corresponde a los esquemas axiomaticos:

A € Azioms

Azx
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La regla axioms afirma que si A es una instancia de algin axioma entonces se puede derivar
bajo cualquier I'.

La regla modus ponens, dado que A — B es derivable bajo A y A bajo I', se infiere que B
es derivable a partir de A y T.

F,A l_HK4 B

MP

La regla de necesitacion dice, a partir de A se infiere [JA. Anteriormente se expusieron los
problemas con esta regla y el teorema de la deduccién. Por ello, Hakli y Negri [15] proponen la
modificacién de esta como:

Furs A
I'Fprs OA

Cabe destacar que sélo se puede utilizar esta regla si A es teorema, es decir si A es derivable a
partir del contexto vacio. De otra forma, se recurre al error que este trabajo justifica.

Nec

Resumiendo las reglas del sistema HK4 son:

Ael A € Azioms
I'tgra A I'tgra A
F"HK4A Al_HK4 (A—)B) '|_HK4A
I'Abpga B MP I' g OA Nec

La definicién del sistema HK4 da solucién al problema de la interpretacién de la regla Nec
y con ello, se resuelve la controversia del teorema de la deduccién.

Teorema 2.1 (Teorema de la Deduccién). Si I, A byxa B entonces I' by (A — B).

Demostracion. Induccién sobre la derivacién I', A + B.
Caso 1: Si A()EF,A Fl_HK4A_>AO
SiAg €', A entonces Ag € I" 0 Ag = A.

subcaso 1:
PD.Si Ap = A

Como Ay = A entonces I' Fyxy A — A, pero esto es una instancia del Ax-I (2.1]).

subcaso 2: Si Ag € I
Como Ay € T entonces I' Fyiy Ap. Se toma una instancia del K y se aplica la regla modus
ponens y se concluye A — Ap.

1. 'l_HK4 AQ—)(A—)A()) K
2. Fl_HK4 AO HZp

11



4. T |_HK4 A— Ao.

Caso 2: Si A € Azioms

subcaso 1:

2. F'_HK4 A0—> (B—>A0) K
3. F; . l_HK4 (A — (Ao — (B — AQ)) MP(L 2)

4. F"HK4(A—>A0—>B—>A0)

subcaso 2:

1. F|_HK4 (Ao%(Ao—)B))—)(AO—)B> W
A— ((Ap— Ay — B) = (A4p — B)) K
3. I Fura A — (Ag — Ay — B) — Ay — B) MP(1, 2)

4, FFHK4A—)(A0—>A0—>B)—>AD—)B)

Los demas casos son analogos. Se toma una instancia del axioma K. Se utiliza el axioma por
demostrar para aplicar modus ponens y se pueda concluir lo que se quiere.

Caso 3: Si A es derivada a partir de aplicar la regla MP.
Hipodtesis

1. To Frra Ao

2. I"Fygs Ag — B

3. HIL; :Ty=T1,A > TFryrs A— A

4. HI: I"=T,A - T'Fpygs A — (A9 — B)

5. I";Ty=T, A

Por el lema descomposicién de contextos en 5, se tiene que (I'y =-y IV =T, A) o I, 'y =T,
A.

subcaso 1: 'y = -y I"=T, A

1. Como I'" =T', A, sustituimos en Hips, se tiene IV, A Fgxs Ag — B

12



2. Por H.I en (1) se tiene I' Fygy A — (Ag — B)

3. Sea - Fygs (A— (Ag — B)) — (Ao — (A — B)) C
4. I'Fpks Ao — (A— B)) MP(3, 2)
5. Como I'y = -, sustituimos en Hip; se tiene Fyg4 Ag

6. 'Fyxa A— B MP(4, 5)

subcaso 2: I, 'y =T, A
1. Como I'y = (I, A). Sustituimos I'g en H.[; se tiene que I'" Fyry A — Ay

2. Sea I":T'y =T, A, sustituimos a Iy por I, A se tiene I"/; (I, A) =T, A lo que sigue por

;1" =T.
3. -Frks (Ag— B) — (A= Ay) — (A— B)) B
4. I"Fpgs (A — Ap) — (A — B) MP(3, Hip,)
5. 1T bFuka A— B MP(4, 1)

El caso delicado que corresponde a la regla de necesitacion:

Caso 4: Si A es derivada a partir de aplicar la regla Nec.

1. - Frra Ao supuesto
2. -Furs (OA4) — (A — OA)) K
3. I'Fyra OA Nec (1)
4. T Fprs (A — OA) MP (2, 3)
5. T'Furs (A— OA)

Con esto se confirma la validez del teorema de la deduccién y en adelante los podremos usar
como una regla adicional de derivacién. Més aun el inverso de este teorema es valido en HK4.

Teorema 2.2 (Teorema de la Deduccién inverso). Si I'Fyxy A — B entonces ', A by B

Demostracion. Prueba por derivacion.

2. 'tygs A — B supuesto
3. I Aty B MP(2, 1)
[ |

Obsérvese que como la regla de modus ponens es multiplicativa no fue necesario usar utilizar
la regla estructural de debilitamiento.
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2.5.1. Propiedades estructurales sobre HK4

En esta seccion expondremos algunas propiedades estructurales que nos seran de utilidad
mas adelante.

Proposicion 2.1. El sistema HK4 satisface la ley de debilitamiento por la derecha e izquierda:

St T Fpra A entonces T'; TV By A
St e A entonces IV ; I'Fppa A

Demostracion. Induccidén sobre la derivacion de A.
Casos Base:

Como A € I" entonces I" Fxs A pero esto es equivalente a I'; - F s A por lo que - =17,

s Si Ae Axioms PD. ;1" bFpga A
Como A es un axioma, entonces se cumple para cualquier contexto.

Hipdtesis:
.THFA
2.TyFA— B
3. HI; I TVE A
4. HI, T'y;I"FA— B

Seal'F AyTyk A— B PD. (Ip;1);I" + B

1. TyFA— B supuesto
2. I'p; (I E B MP (1, H.I;)
3. To;T);I"EB asoc.

|

El otro caso es andlogo.

Veamos que la regla de contraccion también es admisible.
Proposicion 2.2. El sistema satisface la ley de contraccion:
Si (I", A), A Fyks B entonces I, A by B
Demostracion. Prueba por derivacion.
1. (", A), Abygs B supuesto

2. IV Abgga A — B Teo.Deduccidn. (1)
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3. IVryxs A — A — B Teo. Deduccion.(2)

4. -Fygs (A— A — B) - (A— B) W
5. 1 bprs A— B MP(4, 3)
6. I', A byws B Teo. Ded. Inv. (5)

|

Dado que el sistema cumple con la ley de contraccién con dos proposiciones, entonces surge
el siguiente corolario.

Denotamos con A™ al contexto que tiene n presencias de A, es decir A" =45 (A, A, ..., A)
con A n-veces.

Corolario 2.1. SiI'; A" Fggs B entoncesI'F A — B

Demostracion. Induccién sobre n.

Caso base:
1. ' Fyps B supuesto
2. -Fuga (B— (A— B)) K
3. 'tyxks A— B MP (1, 2)

HI:Sil';A"™ entonces I' Fygys A — B

Caso Inductivo:
Sea F,ATH_l l_HK4 B PD.T |_HK4 A— B

1. T, A" g B supuesto
2. I, A", Aty B equivalencia (1)
3. IAbygs A— B H.I (2)
4. T'tgrga A — A— B Teo. Deduccidn. (3)
5. Sea - Fpgs (A— A — B)— (A— B) W
6. TFA— B MP (4, 5)

[ |

A continuacién mostramos que la muy importante la regla de corte también es admisible en

HKA4.
Lema 2.3. Sil'bygs Ayl",AF B entonces I'; I Fyis B
Demostracion. Prueba por derivacion.

1. 'Fyrs A supuesto
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2. T'. Atyns B
3. I |_HK4 A— B

4. F,, r l_HK4 B

supuesto
Teo. Deduccion.(2)
MP (3, 1)

Si bien el teorema de la deduccién proporciona una fuerte herramienta para simplificar
derivaciones, su aplicaciéon queda restringida debido a que la tnica hipdtesis que es posible
descargar, es la que se encuentra al final del contexto. E] Aparentemente esto es una desventaja
del uso de listas, en vez de conjuntos o multiconjuntos para los contextos. A continuacién vemos

que esto no es asi.

Teorema 2.3 (Teorema de la Deduccién Generalizado en Premisas). Si (', A); IV Fyga B

entonces I' ; IV Fyga A — B

Demostracion. Induccién sobre I7.
Caso base: Si (F, A), : l_HK4 B PD. F, . l_HK4 A— B

1. (F, A), . '_HK4 B
2. F,AI—HK4 B
3. FI_HK4A—>B

HI:Si(I'A); " Fygys B entonces I'sT s A — B
Caso inductivo:
Sea, (F, A) ; (F/, p) |_HK4 B PD. (F, (F/,p)) l_HK4 A— B

L (I;A); (I, p) Fuka B

o

(
(T, A);T), p Fuka B
(

w

F, A), r” }_HK4 p— B

4. F,FH}_HK4A—>p—>B

ot

6. F;Flll_HK4p—>A—>B

J

.F;F/,,pl_HK4A—)B

8. T ; (FH, p) Fruka A— B

supuesto

Teo. Deduccidn. (2)

supuesto

Teo. Deduccion. (2)
HI (3)

C

MP (4, 5)

Teo.Ded.Inv. (6)

Una aplicacion de este teorema corresponde a la siguiente regla estructural de permutacion.

Lema 2.4 (Permutacién de contextos). Si I'; T Fygy A entonces I'; T by A

IRecuérdese que los contextos son listas, por lo que el orden es las hipétesis es relevante.
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Demostracion. Induccion sobre I'.
Caso Base: ' = -.
Este caso es claro puesto que -; IV = I"; - que es I".

H.I: SiT; TV Fpra A entonces IV; T Fpps A

Caso Inductivo: I' = (A, p).
Sea (A,p); P/ |_HK4 A PD F/; (A,p) '_HK4 A

1. (A)p); T Faks A supuesto
2. AsT byap — A Teo.Ded.Gen.Prem (1)
3. I Abpygap— A H.I (2)
4. T A, plars A Teo.Ded. Inv. (3)

[

La permutacién de contextos junto con otras propiedades nos permite demostrar la siguiente
generalizacién de la regla de necesitacion.

Definicién 2.3. Sea A un contexto, digamos A = By, Bs, .., By, entonces definimos A9 =;.¢
OBy, OBy, ..., OBy.

Proposicién 2.3 (Necesitacién generalizada). Si A Fpygy A entonces AT gy OA.

Demostracion. Induccién sobre A.
Caso base:
Es claro que (1) = -

1. () Fprs A supuesto
2. AD, r I_HK4 OA Nec (2)

H.I: Si AP Fyxa A entonces AP T Fypq OA

Caso inductivo: Sea (A, p)® Frra A PD. (A,p)7; T Fyrs OA

1. (A p)P Fugs A supuesto
2. AP by, Op— A Teo. Deduccion. (1)
3. AU T Fyry OOp — A) H.I (3)
4. - Fprs O0p — A) — (O0Op — OA) K
5. AU T Fygy (O0p — OA) MP (4, 3)
6. AV:T Fryqs Op — O0p 4
7. AU T gy (Op — OA) trans (6, 5)

17



8. I AP Fygy (Op — OA) Lema
9. T: AP, Op Frrs OA Teo.Ded.Inv. (8)

Lema |2.4] (10)

11. (AD, Dp); r I_HK4 OA

Terminamos esta seccion haciendo un resumen de todas las propiedades anteriores uti-
lizandolas como reglas de derivacion.

Reglas de derivacion del sistema HK4
AeTl Hip A € Axioms I'Faka A Atpgs (A— B)
I'Faks A I'Faga A I''Atpygs B
Fars A I'Abtpgs B

Tyl OA Nec T A — B Teo.Dec

FI_HK4A—)B (F,A),FI }_HK4B
T AFnrs B Teo.Dec. Inv T b A — B Teo.Dec.Gen.Prem
AD |_HK4A F|_HK4A .- .
AT T e A NecGen T T by A Debilitamiento_R
I'Fpra A - . Il bpga A
T/ T F s A Debilitamiento_L T F s A Perm_ctx

2.6. Derivaciones usando HK4

En esta seccion se presentaran algunas derivaciones con el sistema HK4.

Ejemplo 2.5 (Distributividad de la implicacién sobre la implicacién). - Fggrq (A — (B —

C)— (A= B)—=(A—0C))
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Demostracion. Prueba por derivacion.
Por el Teorema de la deduccién, basta probar que,

(A= (B—= ) Fyks (A— B) —
Por el Teorema de la deduccion, basta probar que, (A — (B — (), (A —
Por el Teorema de la deduccion, basta probar que, (A — (B — (), (A —

10.

(A= O)).

. (A= (B—=0C))bFyks (A= (B—0))

(A— B)bFygs A— B

AFA

A— B),Aryks B
B—(C)),Arggs B—C
B—()),(A— B),A,AtFurs C
B—()),(A— B),Abugs C
B — (),
)

o~ o~ o~ o~~~

(
(
}_

B—C)kFyks (A= B)— (A—= ()

A= (B—>C))—= (A= B)—= (A= 0C))

T
T
=
N

Demostracion. Prueba por derivacion.
Por el Teorema de la deduccién, basta probar que, J(A — B) Fyxy O(B — C) — O(A — C).

Por el Teorema de la deduccion, basta probar que, (A — B),

—_

O(A — B),

)

)
-Furks O(A— B) - (A— B)
O(B = C) Fygs (A — B)
=

O(A — B),0(B = C) byka (B — C)

(B—>C)—=(A—=0)

(0(A— B),0(B— C)); (O(A — B),0(B —C)) Fygs (A— C)
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B),A I_HK4 C.

Hip

Hip

Hip

MP (3, 2)

P (1, 3)

P (5, 4)
contraccion (6)
Teo. Deduccién. (7)
Teo.Deduccion. (8)
Teo.Deduccion. (9)

Hip

Hip

T

P (3, 1)

P (5, 4)
trans
MP (7, 4)

P (8, 6)



10. O(A — B),00(B — C) Fygs (A — C) contraccién (9

)

11. (B(A— B),0(B —0C)); - Furks OA — C) NecGen (10)
12. (A — B) Fyga O(B - C) - O(A — C) Teo.Deduccidn. (11)
13. ‘Fpygs O(A— B) - 0B —-C)—=0A—C) Teo.Deduccidn. (12)
[ |

Ejemplo 2.7. - Fprq O(A — B) — 0O(0A — OB)

Demostracion. Prueba por derivacion.
Por el Teorema de la deduccion, basta probar que, J(A — B) Fyxs O(OA — OB).

1. O(A — B) Fuygs O(A — B) Hip
2. -Fprs OA— B) —» (DA - OB) K
3. O(A — B) Fuks (DA — OB) MP (2,1)
4. (A — B)); - Fuyxa O(OA — OB) NecGen (3)
5. -Frrs O(A — B) — O(OA — OB) Teo.Deduccidn. (4)

|

2.7. Teorema de la Deduccion Generalizado

En las secciones anteriores vimos que el teorema de la deduccion es una fuerte herramienta
para realizar derivaciones. Sin embargo, si se desea descargar mas de una premisa, se tiene
que utilizar el teorema de la deduccién tantas veces como premisas a descargar, lo cual resulta
inconveniente. Proporcionamos aqui una solucion a este problema mediante la definicién de la
implicacion iterada.

La idea de implicacion iterada consiste en representar una implicacién de la forma Ay — A; —
... > A, — B mediante una implicaciéon entre un contexto y una férmula, denotada con
(An, A1, ..., Ag) <= B. Por ejemplo: (C, B, A) — X significa A — (B — (C' — X)).

Definicién 2.4 (Implicacién Iterada). Sean A B proposiciones, A un contexto. Definimos la
implicacion iterada de forma recursiva como sigue:

- B =def B
» (AVA) = B =4y A— (A — B)
A continuacién presentamos unas propiedades de la implicacién iterada.

Lema 2.5 (Intercambio entre férmula y contexto). Si I' Fyry IV — (A — B) entonces
Fl_HK4A—) (F,‘—>B)
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Demostracion. Induccién sobre I.

Caso Base: IV = -

HI: SiTFygs IV — (A — B) entonces I' Fygy A — (I" — B).

Paso Inductivo: IV = (A, P).

1. T'Fyks (A, P) — (A — B)

2. T'Fygs P> A — (A— B)

3. I Prygs A — (A — B)

4. T,Ptygi A— (A<= B)

5. 'tpyga P—> A— (A — B)

Fyga (P—>A— (A= B)— (A= P— (A~ B))

N

supuesto
Def Imp.Iter.
Def. Imp.Iter.

supuesto

Def. Imp.Iter.
Teo.Ded.Inv. (2)
H.I (3)
Teo.Deduccion. (4)
C

MP (6, 5)

Def. Imp.Iter.

|

Esta propiedad corresponde a una generalizacion del axioma C que permite intercambiar
una premisa y un contexto, lo cual implica que el lugar particular de una hipdtesis en una
implicacion iterada, es irrelevante. A continuacién generalizamos este lema sustituyendo dicha

hipétesis por un contexto.

Lema 2.6 (Intercambio de contextos). Si I' Fyry A — (I — B) entonces I' Fygy 1T —

(A — B).

Demostracion. Induccidén sobre A.

Caso Base: A = .
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1.

2.

3.

F"HK4(—>(H‘—>B)
Fl_HK4 (H‘—)B)

F"HK4H‘%(‘—>B)

HI: SiT Fygs A — (Il — B) entonces I' Fypy 1T — (A — B)

Paso Inductivo: A = (A, A).

1.

2.

'k (AJA) — (IT— B)
MFygga A— A— (Il = B)
DAbggs A — (I— B)

MAFggs I — (A — B)
M'Fgga A— 11— (A — B)

Fuks (A>T — (A—B)) = (Il A— (A— B))
FFggall - A— (A — B)

T l_HK4 II — ((A,A) — B)

supuesto
Def. Imp.Iter.

Def. Imp.Iter.

supuesto

Def. Imp.Iter.
Teo. Ded. Inv. (2)
H.I (3)
Teo.Deduccidn. (4)
C

MP (5,6)

Def. Imp.Iter.

Juntos los dos lemas anteriores permiten concluir la propiedad intuitiva acerca que el orden

de las premisas en un contexto es irrelevante para realizar derivaciones.

A continuacién la demostracién de la generalizacién del teorema de la deduccién para la
implicacién iterada.

Teorema 2.4 (Teorema de la Deduccién Generalizado). Si ;T by B entoncesT'H T — B.

Demostracién. Induccién sobre TV.

Caso Base:
Puesto que - — B es B, esto es claro.

HI: SiT IV bygs B entonces I' by IV — B

Paso Inductivo: TV = (I”, p)
T (I",p) Fuxa B PD. T bygeq (I, p) = B.

1. F, (F,,p) l_HK4 B

22
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2. (IY),pFuka B

3. 03T bugap — B Teo. Deduccion. (2)
4 Thpra s p— B HI(3)
5. Tkpygap = 1" — B Lema [2.5]
6. ' Fprs (I",p) — B Def. Imp.Iter.

[ |

Corolario 2.2. Si ' bFygs A entonces - Fpgs I' — A.

Demostracion. Sea I' Fygy A, esto es equivalente a ;' gy A. Por el Teo.Ded.Gen. se tiene

En este capitulo se presentaron los sistemas axiomaticos y se discutié y resolvié la contro-
versia del teorema de la deduccion en légica modal con ayuda del sistema HK4. En el siguiente
capitulo se expone el sistema de deduccion natural que proponen Frank Pfenning y Rowan
Davies.
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Capitulo 3

Sistema de Deduccion Natural CS4

En este capitulo se presenta el sistema de deduccion natural que proponen Frank Pfenning
y Rowan Davies [24] para la 16gica modal intuicionista S4.

El sistema de deduccién natural que estos autores proponen utiliza la metodologia de Martin-
Lof que consiste en distinguir los juicios y proposiciones. A partir de esta nocién se formula
la construccion de las modalidades de necesidad y posibilidad que dan pauta al sistema de
deduccién natural.

Martin-Lof proporciona fundamentos para la logica basados en una distincion entre juicios
y proposiciones. Establece que juzgar es conocer y un juicio evidente es un objeto de conoci-
miento, de tal forma que una prueba o demostracién es lo que hace a un juicio evidente.

Se trabaja principalmente con juicios de la forma A es una proposicién o A es verdadera,
para éste ultimo suponiendo que A es una proposicién. Bajo esta idea, se interpreta que el
hecho de saber que A es una proposicion, significa que se conoce aquello que verifica a A. Por
otro lado, saber que A es verdadera significa que se sabe como verificar A.

En la caracterizacién de la logica por medio de juicios, se utilizan dos reglas por cada co-
nectivo u operador; estas reglas son conocidas como de introduccion y de eliminacion en los
sistemas de Deduccion Natural introducidos por Gentzen en 1935. El significado de una propo-
sicion esta dado por aquello que cuenta como una verificacién de la misma, es decir, se obtiene
de los objetos que son utilizados para demostrarla, lo cual se refleja en las reglas de introduc-
ciéon que permiten concluir cuando una proposicion es verdadera; estas reglas de introducciéon
se complementan con las reglas de eliminacién que proporcionan una forma de obtener infor-
macion al descomponer una proposicién.

Hasta ahora hemos mencionado los juicios de la forma A es una proposicion y A es verda-
dera. Sin embargo, estos no son suficientes para demostrar el esquema correspondiente a la
implicacion, puesto que nos gustaria afirmar que A — B es verdadera si siempre que A es ver-
dadera B también lo es. Para esto se introducen a continuacién, los juicios y pruebas hipotéticas.
El esquema general de un juicio hipotético es

Jiy oy ey Ju b J

25



el cual expresa que se deriva J asumiendo verdaderas cada una de las hipdtesis del conjunto
{J1,Ja, ..., Jn}, es decir tenemos que J a partir de las hipétesis J; hasta J,. En una prueba
hipotética del juicio anterior, podemos utilizar cada una de las hipétesis J; ddndolas por hecho;
en consecuencia podemos sustituir una derivaciéon arbitraria de J; para obtener un juicio que
no depende de J; . La forma particular del juicio hipotético que necesitamos es

Ay verdadera, ... , A, verdadera b A verdadera

Por otra parte, existen juicios que no dependen de hipdtesis que afirman la verdad de proposi-
ciones, es decir, juicios que son ciertos independientemente de cualquier conjunto de hipotesis
verdaderas, a éstos les llamaremos juicios categdricos. A continuacién se introduce el juicio de
que A es valida, que se denota por A wvdlida, presuponiendo que A es una proposicion. La evi-
dencia para la validez de A es la evidencia incondicional de A, lo cual se refleja en la siguiente
definicion:

Definicién de validez:
Una proposicién A es valida si:

1.Si-F A entonces ' A
2. Si A es valida entonces I' - A

es decir, A es derivable a partir del conjunto vacio de hipotesis y si A es vélida entonces
es verdadera para cualquier contexto.

Lo anterior es importante para incorporar hipdtesis de la forma A valida en los juicios hipotéti-
cos, dado que el orden es irrelevante, se separan hipdtesis verdaderas de validas, obteniendo el
siguiente esquema

By wdlida, ... , By, vdlida | Ay verdadera, ... , A,, verdadera = A verdadera

Se emplearda A para representar el conjunto de suposiciones vélidas y I' el conjunto de su-
posiciones verdaderas.

La sintaxis es:

Variables Proposicionales VarP == Fy | P | ... | P,
Proposiciones A:=VarP |A— A | OA
Hipdtesis verdaderas =T, A
Hipdtesis vdlidas A=A A

Las reglas de inferencia del sistema de deducciéon natural de Pfenning y Davies CS4 son:

tH1 Hi
Al (T,A D) Foga A P (A B;A) [TresaB P
Al (LA Fesi B Al FesiA
A’ Fl_cs4<A—>B) A‘ F|_054DA
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A| ThessOA (A, A) | Thegs C

Al ThressC DE

A|F|_CS4(A—>B) A|F|—054A
A| I'kesy B

— F

A continuacién damos la definicién de derivacion del sistema CS4.

Definicién 3.1. Una prueba o derivacion I es un juicio J =45 A | I' Fogs A es una secuencia
finita de juicios I1 = {Jy, ..., Jp} tal que Jy = J y para cada 1 < i < k cumple las siguientes
condiciones:

w J; es una instancia de la regla (tHip)
» J; es una instancia de la regla (vHip)

= J; es la conclusion de una instancia de algunas de las reglas de inferencia cuyas premisas
son Ji, ..., J;, conly, ..., 1, <1
Decimos que un juicio J es derivable (demostrable) si existe una derivacion de J.

Veamos algunos ejemplos de derivaciones correspondientes a los axiomas de la 16gica modal.

Ejemplo 3.1. El juicio - | - Fogy OA — A es derivable (Esquema T).

1. - | OA b OA (tHip)
2. A|OAkggy OA (vHip)
3. | OAbcgs A (OF) (1,2)
4 -] besaOA = A (= 1) (3)

|

Donde la secuencia de juicios enumerados del 1 al 4, son una prueba o derivacién del juicio
| +Fesa OA — A | por lo que se afirma que es derivable.

Ejemplo 3.2. El juicio - | - Fggy OA — OOA es derivable (Esquema 4).

1. Al -Fess A (vHip)
2. A|-Fegs DA @rn ()
3. A|OAbeg OOA (OI) (2)
4. - | OAFegs OA (vHip)
5. - OAbFegs OOA (OF) (4, 3)
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6

. ’|_054DA—>DDA

(= 1) (5)

Donde la secuencia de juicios enumerados del 1 al 6, son una prueba o derivacién del juicio

Fosa A — TOA, de aqui que el juicio es derivable.

Ejemplo 3.3. El juicio - | - Fogqs O(A — B) — (A — OB) es derivable (Esquema K).

1

=2 G T C R \V]

7
8

Ne}

10

AA—-B | ke A

. AA—>B | tesy A= B

. AA—>B | -Feu B

. A,A—B |OA— B),0AbFcg B
. A |O(A— B),0A kg O(A — B)
. A |O(A— B),0Abcgs OB)

.| O(A = B),0A gy OA

.| O(A = B),0A Fesy OB

.| 0(A = B) Fesy UA — OB

.| Fesa O(A— B) - 0A — OB

(vHip)
(vHip)

(— B) (1, 2)
(B1) (3)
(tHip)

(OE) (5, 4)
(vHip)

(OF) (7, 6)
(= 1) (8)
(= 1) (9)

Donde la secuencia de juicios enumerados del 1 al 10, son una prueba o derivaciéon del juicio

Fess O(A — B) — (A — OB), por lo que es derivable.

A continuaciéon mostramos las derivaciones en CS4 de dos teoremas que ya fueron presen-
tados en HK4.

Ejemplo 3.4. - | - Fess O(A - B) - 0B — C) - 0A - C)

Demostracion. Prueba por derivacion.

1.
2.
3.

A—-B,B—C|Atcss A— B
A—B,B—C|Abcss A

A— B,B—C|Abtcsy B
A—-B,B—C|Atecsys B—C
A—B,B—C|Abecsu C

A—-B,B—C| -FesguA—C
A—B,B—C|0A—B),0(B — () tess OA— C)
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(vHip)
(tHip)

(— E) (1,2)
(vHip)

(— E) (3,4)
(= 1) (5)
(01) (6)



8
9
10
11
12

13

. B—C|0OA— B),0(B—C)Fesa JA — B)
. B—=C|0OA— B),0B —C) Fess OA - CO)
.- O0A — B),0(B — C) Fess O(B — C)

.- O0(A — B),0(B — C) Fess O(A — CO)

- O0A = B)Fesu OB = C) - 0O(A— CO)

.| Fess OA—B) - 0B - C) - 0(A— C)

Ejemplo 3.5. - | - Fogs O(A — B) — O(HA — OB)

Demostracion. Prueba por derivacion.

1.
2.
3.

A— Bl -tcss A— B

A— B Fesa (A — B)

A— Bl tess J(A— B) - UOA - OB
A— Bl Fegs A — OB

A— B|UO(A = B) tess OOA — OB)
.| 0(A — B) Fess O(A — B)

| O(A = B) begq O(OA — OB)

.| - Fesa O(A — B) - O(0A — OB)

(tHip)

(OF) (7, 8)
(tHip)

(OF) (9, 10)
(— 1) (11)
(— 1) (12)
|

(vHip)
@ (1
K

(OF) (3.2)
(@) (4)
(tHip)
(OE) (5,6)
(= 1) (7)
u

Obsérvese que si bien es correcto, el ejemplo [3.5| va en contra del espiritu de la deduccion

natural porque utiliza el axioma K. Veamos ahora la derivacion del mismo utilizando la regla
(OF) en lugar de K.

Ejemplo 3.6. - | - Fogs O(A — B) - O(UA — OB)

Demostracion. Prueba por derivacion.

1
2
3

=)

. A= B/A| -bess A— B
A= B/A| Fess A
A= B,A| -teu B

. A— B,A|OAtegs OB
. A— B|OAteg, OA

. A— B|OAtcs, OB
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(vHip)
(vHip)

(— B) (1, 2)
(B1) (3)
(tHip)

(OE) (4,5)



7.A= B| tee 0A - OB (— 1) (6)

8. A— B|O(A — B) Fegs O(0OA — OB) (@rn) (7)
9. - | 0(A - B) Fesa (A — B) (tHip)
10. - | O(A — B) Fess O(OA — OB) (OFE) (8,9)
11. | - Fess O(A — B) - O(0OA — OB) (— 1) (10)
|

Ya vistos algunos ejemplos de derivaciones en CS4, veamos las propiedades del sistema.

3.1. Propiedades estructurales en CS4

En esta seccion se muestran las propiedades estructurales del sistema CS4, el cual no maneja
una regla de hipétesis. Por ello, el siguiente lema.

Lema 3.1 (CS4_Hip). Si A € T" entonces A | I Fegy A.

Demostracion. Si A € T' entonces es posible demostrar que existen I'y y 'y tales que I' =
(I'y, A); 'y de donde, por la regla (tHip) se sigue que A | I' Fogy A. [ |

El sistema cumple las propiedades estructurales usuales.
Proposicién 3.1. Si A | T, A, B, I" Fggy C entonces A | T, B, A, TV gy C

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacion del juicio A | T' | A, B,
IMbFogs C
La prueba se encuentra en [23]. |

Proposicién 3.2. El sistema de inferencia CS4 satisface la ley de contraccion:
SIA|T, A A T"kggy C entonces A | T, A TV Fegy C

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacion del juicio A | ', A A,
IMbFeogs C
La prueba se encuentra en [23]. |

Proposicion 3.3. El sistema de inferencia CS4 satisface la ley de debilitamiento:
SiA| T, IT"Fesy C entonces A | T, B, IV Fogy C

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacién del juicio A | T, T Fggy C
La prueba se encuentra en [23]. |

Proposicion 3.4. El sistema de inferencia CS4 satisface las leyes estructurales analogas, sobre
para los contextos de férmulas vélidas:

» SiA A, B, A" | T Fggy C entonces A, B, A; A" | T Fgogy C
» SiA, A A, A | T Fegy Centonces A; A | T Fegy C
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» SiA, A"| T Fegq C entonces A, B, A" | T' Fegy C

Las demostraciones de dichas propiedades y mas informacién sobre el sistema CS4 se en-
cuentra en [23].

3.2. Las Formulas validas son verdades necesarias

El trabajo de Pfenning y Davies [24] no refleja en la practica el hecho de que las férmulas
validas son formulas necesariamente verdaderas, en el sentido de que si asumimos que una
formula A es valida, es decir A € A, podemos considerarla como una verdad necesaria, lo que
operacionalmente significa que se elimine A en A mientras se agrega [JA a I'.

Proposicién 3.5 (Férmulas validas son verdades necesarias). Sean A,I' contextos y A, B
proposiciones. Si A; A | I' Fogy B entonces A | I')JA Fegy B

Demostracion. Induccion sobre A, A | T Feogy B.

Casos Base:
Caso 1:

A ’ ((Fv AO)a F,)v A l_CS4 AO CS4,HZ])
Caso 2: Si (A, B); A" =AA. PD. A |T,0AbFesy B

Sea (A, B); A" = A, A por el lema descomposicién de contextos se tiene que A” = -y
A'"B=AA6dI" A"=T1" A.

subcaso 1: SiA” =-y A", B=A, A.

» Como A” = - entonces A', B | T';JA F¢sy B
» A/ B=A Aentonces A'=AyB=A.

» Porloque A |T',0A Fegy DA por (tHip), porel Ty (— E) se tiene que A | T, A Fegy A,
pero A = B, entonces A | T',JA Fcgy B.

subcaso 2: I A" =17, A.
» Sea (A, B); A" | T',OA Fggy B, sustituimos a A” en ((A’, B); A”) = A A

Por lo que resulta, ((A’, B); (I, A)) = A, A

Pero es equivalente a ((A', B);T"), A=A, A

y resulta (A, B);T" =AyB=A

Por lo que, A | I',OA Fcgs B.
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Casos Inductivos:
HIA|T,Ay,0AFcsy B

Sea A, A |T', Ag Feoss B, por HIsetiene A | T', Ag, JA Fogy B, permutamos A | I', A, Ag Fesa
By por (— I)se tiene A | I';0A Fegy Ag — B.

Caso 4: Si A,A ’ r l_cs4 A() — B, A,A | r l_cs4 Ao PD. A ‘ F, OA l_cs4 B.
H.I;: A | F, OA }_054 AO — B
H.IQZ A | F, OA |_054 AO

1. Sea A, A | T Fegy Ag — B, por H.I; se tiene que Si A | T, A Fegy Ag — B.
2. Sea A;A | T Fegs Ag y por HIy se tiene que A | I',0A Fegy Ao
3. A ’ F, A |_034 B (—) E) (1,2)

Caso 5: Si A,A | : |_054 AO PD. A | F, OA |_054 DAO
HI: A | (', DA) |—054 AO

1. A|T,OAbFggss OA (tHip)
2. AJA | -Fess Ao supuesto
3. AVA | T,0A Fesq OAg (—1)(2)
4. A | T,04 Fegy OA (OE) (3,1)

Caso 6: Si A,A ’ r |_054 DAO y A,A,AO | r }_054 C PD. A | P, OA l_CS4 C.
H.Ili A | F, OA }_054 DAO
H.IQZ A, AO | F, OA l_CS4 C

1. AJA| T Fegsy OAg por H.I; se tiene que A | T',0A Feogy OAg
2. AJA Ay | T Fegya C por HIy se tiene que A, Ag | T',0A Fegy C
3. A|T,OAlggs C (OF) (1,2)

Una consecuencia inmediata de este teorema es la introduccion de hipdtesis validas.

Corolario 3.1 (Intro_vialidas). A, A | I' Fegy B entonces A | I'togs A — B

Demostracion. 1. AJA| T kesy B supuesto
2. A|TIOAless B Prop 3.5
[ |
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El siguiente corolario generaliza la proposicién |3.5|
Corolario 3.2. Si A | T'Fogy A entonces - | AP T Fegy A

Demostracion. Induccidén sobre A.

Caso Base:
A=.
. | F|_054A PD . | 'D;FI_CS4A

Sea - | I' Fesy A, pero esto es equivalente a - | ;T Fogy A pero esto es =25 T Fogy A.

HI: A | F"CS4A$ : | AD;FI—CS4A
Paso Inductivo:

Sea (A/,p) | T l_CS4 APD. - | (A,,p)‘]; T |_054 A.

1. (A)p) | Tkess A supuesto
2. A" T Oplegs A Prop
3. A" | T'hegs Op— A (— 1) (2)
4. | AP Theg Op— A H.I (3)
5. | A'E T Opleogs A Teo.Deduccion. (4)
6. -] AE Op;Theey A perm. y asoc. contexto (5)

7. . | (A/,p)D;F }_054 A
n

La siguiente proposicién es la reciproca de la proposicién 3.5 y permite transferir férmulas
modales del contexto de verdaderas al contexto de validas.

Proposicién 3.6 (Verdades necesarias son vélidas). Sean A, T" contextos, y A, B proposiciones.
Entonces, si A | T',[JA Fcgy B entonces A A | T Fogy B

Demostracion. .
1. AJOA | T'Fegs B supuesto
3. Esto pasa A, A | I'tcgy B siy sélo si Corolario (2)

El siguiente corolario es la generalizacién de la proposicion 3.6.
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Corolario 3.3. Sean A,TI' contextos, y A, B proposiciones. Si -

A|T Foss A

Demostracion. Induccion sobre A.
Caso Base: A = -

Si -

Puesto que -

H.I

| -D;F |_C’S4 A PD . | F |_C’S4 A

O

'|AD;F|—054A:>A|F|—054A

Paso Inductivo: A = A’ p

1.

2.

3

4

D.

| (A" p)T T sy A

| A EOp; T esa A
| AE T kees Op — A
A | ThesyOp— A

Ap|Thess A

=, es claro que - | I' Fegy A.

| AST Feosy A entonces

supuesto

Corolario (4
|

Juntas las proposiciones 3.5 y 3.6 proporcionan un proceso de transferencia entre ambos
contextos que constituye una poderosa herramienta de derivacion en el sistema CS4. Veamoslo

en e

Ejemplo 3.7. - | - +cgs J(A— B) - O(B — C) - OA — CO)

| siguiente ejemplo.

Demostracion. Prueba por derivacion.

1.

2.

A—-B,B—C|Atcss A— B
A—B,B—C|Abgss A

A— B,B—C|Abtcsy B
A—B,B—C|Abtgsy B—C
A—B,B—C|Atgss C
A—-B,B—C| -tesa A= C
A— B B—=C| Fesg OA— C)
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(vHip)
(tHip)

(— E) (1, 2)
(vHip)

(= E) (3, 4)
(= 1) (5)
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Prop - (7

)

9. A= B| tesa OB —C) = 0O(A— C) (— 1) (8)
|0 = B)Fess O(B — C) — 0O(A — O) Prop 3.5 (9)

11. - | Fesu OA—-B)-0OB—-C)—=0A—CO) (— I) (10)
|

Terminamos el capitulo resumiendo las propiedades anteriores consideradas como reglas ad-

misibles en el sistema CS4.

Reglas de derivacion del sistema CS4
tHi Hq
Al T, AT) Fega A 0P (A B AY | TFesa B 0P
A|(T,A) Fess B Al -tFeoss A
— I my)
A|F|—054(A—>B) A|F|_CS4DA
Allkesi0A (A A)|ThesiC
A|Tkegs C
A‘F"054(A—>B) A’FI_034A
— F
A|TkFess B
A, A|T Fosy B A A|T Fesy B
A|T.0AFos B Val_VNec AT Foss OA = B Intro _Val
A|T,0Acgy B
A AT Fog: B VNec_Val

En este capitulo se presenté el sistema CS4 y se demostraron propiedades que seran de utili-
dad para la equivalencia de los sistemas. En el siguiente capitulo se mostraran los teoremas de

equivalencia entre los sistemas HK4 y CS4.
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Capitulo 4

Equivalencia

En los capitulos anteriores se definieron los sistemas deductivos HK4 y CS4, ambos corres-
pondientes a la l6gica modal constructiva S4. Si decimos que ambos formalismos representan
a la misma légica es entonces natural preguntarse sobre su equivalencia en el sentido de que
toda prueba en alguno de ellos debe de tener su correspondiente en el otro. En este capitulo
nos dedicamos a demostrar formalmente esta propiedad.

Convencerse de que toda prueba en HK4 tiene su correspondiente en CS4 es relativamente
sencillo, solo se tiene que mostrar que los axiomas de HK4 son derivables en CS4; sustituir el
uso de un axioma por su correspondiente derivacion y el resto de la prueba sera el mismo salvo
que sera necesario agregar un contexto vacio de féormulas validas en cada paso. Formalizamos
esta idea a continuacion.

Teorema 4.1. Sea I' un contexto y A una Proposicion
I'Fpra A entonces - | T'leogy A

Demostracion. Induccién sobre la derivacion de A
Caso 1: SiA €l PD.-|kegs A

Por hipoétesis se tiene que A € I' entonces I' Fogq A por el lema CS/_Hip se tiene que
. | I |_054 A.

Caso 2: PD. - [Tk A — A
1. - | (D, A) Fegs A (— 1)
2. | (T, A); - Fogs A
3.+ [ (T, A); - Feosa A (tHip) (2)
Caso 3: PD. - | T'Fegu A — (B — A)

1. ‘(F,A) I_CS4B—>A (—>[)
2. - | (T, A), Blegs A (— 1) (2)
3. - | (IA); (,B)Fesa B— A equivalencia
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4. ‘ (F7 A)u ('7 B) Feosa A
Caso 4: PD. - | I'Fegs (A— A — B) —
1. - |T(A—A— B)lFess (A— B))

2. ‘F A—>A—>B,A|_CS4B

(A— B))

(A=)

( )
( )
3. | TV(A—-A—B); (-, A) Fesa (A - A— B)
4. - | T\(A—=A—=B); (-, A) Fess A
5. - | IN(A—A—=B); (-, A) Fesa A — B
6. - | (A= A—DB); (-, A) Fesu B
Caso 5: PD. - | T'Fegs (A— (B—C)) = (B —
L (0 (A= (B—=0)) Fes (B (A=)
2. - | (I(A—=(B—())),Btess (A= C)
3. | (I(A—-B—C)),B,AFcgs C
4. - | (I(A—= (B—())),B,Atcss (A — (B—C))
5. - | (IL(A—-B—C)),B,Atcgs A
6. - | (I(A—-B—C)),B,Atcss B—C
7| (I,(A—-B—C(C)),B,Alcss B
8. - | (IN(A—-B—C)),B,AFcgs C

El resto de los axiomas, es analogo.

Caso MP: PD. - | ' F¢gq B Hipo6tesis:
H.Ili . | r |_054 A
H.I,: - | I’ }_054 A— B

| T T begs A
9. | T:Thess A— B
3. | I";T Fesa B
Ultimo caso: Si-|-Fess A D. | I'tFegs DA

] bess A
2. | T Fess OA

38

(tHip)

debilitamiento en H.I;
debilitamiento en H.Iy

(— E) (1,2)

supuesto
01 (1)
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Ahora bien para probar la direccién contraria tenemos que colapsar los dos contextos de una
prueba en CS4 en uno solo para el caso de HK4, pero sin perder la distincion existente entre
hipotesis validas y verdaderas. Para esto nos servimos de la proposicion y en particular el
corolario [3.3] el cual permite transferir todas las formulas vélidas del contexto A al contexto
de hipétesis verdaderas, no si antes prefijar un operador [ a cada uno de sus elementos.

Teorema 4.2. Sean A una Proposicion y A, I" contextos.

SiA|Thkess A entonces AT hpgy A

Demostracion. Induccién sobre la derivacion de A

Caso 1: PD. AY; (T, A); TV) bk A
1. Si A € (T, A); T" entonces A € ((T', A); T”); A” entonces A”; (T, A); TV); Frga A
Caso 2: PD. ((A, B); AN T byky B
1. - Fgra OB — B T

2. Como B € (A, B); A’ véalidas, entonces B € ((A, B)Y; A') verdaderas.

4. (A, B); A Fuka B MP (1,3)
5. (A, B); AT Fuka B debilitamiento (4)

Caso 3: Si AT (T, A) Fuxa B. PD. AT T Fyps A — B
1. A5 (T, A) Fpgs B Hip
2. (AP, Abpyks B
3. AUl by A — B Teo. Deduccion. (2)

Caso 4: Si AD; r }_HK4 A—B y AD; r l_HK4 A PD. AD;F }_HK4 B

1. A% T by A— B Hip
2. AT Fyps A Hip
3. (A% 1);(A%; T) ks B MP (1,2)
4. AP: T Fyka B contraccion (3)

Caso 5: Si A% - Fugs A PD.OA; T FOA

LAY - bpgg A Hip
2. AD l_HK4 A
3. A,D l_HK4 A HZp
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4. - bprs AP — A Teo.Ded.Gen.Prem (1)
5. T AV bpgs OA NecGen (2)
6. T; AP Fpgs OA

Ultimo caso: Si A% Tk pps OAy (A, AP Thpxa € AZ T Fypa C

1. AV T Fyga OA Hip

2. (A, A T hyga C Hip

3. (ASOA); T Fua C

4. (A 1) byrs DA = C Teo.Ded. Gen.Prem (3)

5. (AP 1); (AD; 1) bFygs C P (4,1)

6. (A 1) Fygs C contraccion (5)
|

Juntos los teoremas y [4.2] constituyen la equivalencia entre los sistemas HK4 y CS4
enunciada en el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sean A una Proposicion y A,I' contextos.
AT Fyga A siy sélo si A| T kFegq A.

Demostracién. =) Si AP;T Fygs A entonces A | T gy A.

1. AV:T Fpgs A supuesto
) AB T gy A Teo. |4.1]
3. A|Thegys A Corolario .

<) Si A | T Feogy A entonces AT Fpypq A.
Es el teorema [4.2] [ ]

4.1. Traducciones

Los teoremas y incluyen en su demostracion un procedimiento algoritmico para
traducir de un sistema a otro. El caso sencillo es de HK4 a (CS4: dada una derivacién en la
l6gica axiomatica, esta se traduce a deduccion natural sustituyendo los pasos correspondientes a
instancias de axiomas por la derivacién de cada axioma en particular en deduccién natural. Por
ejemplo los axiomas K, T y 4 se sustituyen por las derivaciones dadas en los ejemplos [3.3]
y respectivamente. Los pasos restantes correspondientes al modus ponens y necesitacién,
se resuelven de manera directa mediante la eliminacién de la implicacién, debilitamiento y
eliminaciéon del [, respectivamente.
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4.1.1. Traduccion de CS4 a HK4

La traduccion del sistema de deduccion natural al axioméatico se presenta de manera es-
quematica a continuacién, presentando la simulacién de HK4 representando a cada una de las

reglas de CS4.

= La regla de hipdtesis verdaderas:

g A (I,A D) Fesa A (tHip) — k- Ae (T, A D)

= La regla de hipotesis validas:

k: .-0B — B (T)
i: (A,B);A)|TFesa B (vHip) — k+1: ((AY, OB); A’ D) T Fygs OB (Hip)
k+2: (A%, 0B); A'Y); - Fuyga B (MP) (j, k)

» La regla de introduccién de la implicacién (— I):

j: A| T,Alcss B (Hip) +— k AB: T, AFpgs B (Hip)
j+1: A| Tresa A= B (=1)(j) k+1: AYTFygsA— B Teo.Deduccion. (j)

» La regla de eliminacién de la implicacién (— E):

i: AT Fesq A k : AT Fyrs A HIi
j.‘ A|F|—054A—>B — l: AD;Fl—HK4A—)B H.Ij
n : Al T Feogy B m: (AD:T); (AP T) Fyxa B (MP (k, 1))

: m + 1: AT Fygy B contraccién (m)

= La regla de introduccion del operador [I:

1 A‘ 'l_CS4A — k- AD |_HK4A H.I:

i Al FesaOA (O) i l: AT rpgsOA NecGenk
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= La regla de eliminacién del operador [I:

Al T Fegs OA k: AT kg, OA H.Ii
AA|T Fegs C — l: AP OAT Fyga C H.Ij
AlTkega C (OFE)(i,7) m: AT Fygs OA = C  (Teo.Ded.Gen.Prem) |
m o+ 1: (A%T); (AYT) bk © (MP) (k, m)

(contraccién) m + 1

m+ 2: AD;FI—HK4C

Como ejemplo realizamos el proceso de traduccién correspondiente a la derivacién del ejem-
plo 3.6}

Ejemplo 4.1. - Fpxs O(A — B) — O(OA — OB)

Demostracion. Prueba por derivacion.

l. - Fpyrga O(A— B) = (A— B) T
2. (O(A — B),0A); - Fyxs O(A — B) Hip
3. (A — B),0A); - Fuks A— B MP (1, 2)
4. - Fpga A — A T
5. (O(A — B),0A); - Frpq OA Hip
6. (0(A— B),0A); - Fyks A MP (4, 5)
7. ((O(A = B),04);-); (O(A — B),0A); ) Fuka B P (3,6)
8. (O(A — B),0A); - Fyks B contraccion (7)
9. (O(A — B),0A); - Fyps OA Hip
10. (H(A — B),0A);0A ks OB NecGen (8)
11. (B(A— B));0AFugs OA - OB Teo.Ded.Gen.Prem (10)
12. (O(A— B));0A); ((H(A = B));0A) Fyks OB P (11, 9)
13. (H(A— B));0A ks OB contraccion (12)
14. (O(A — B));- Fuxs OA — OB Teo.Deduccidn. (13)
15. (O(A — B));0(A — B) Furs O(0OA — OB) NecGen (14)
16. - 0(A — B) Fyks O(A — B) Hip
17. wO(A = B) Furs O(A — B) - O(0A — OB) Teo.Ded.Gen.Prem (15)
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18. (+O(A = B));(+;O(A = B)) byks O(OA — OB) MP (16, 17)
19. +O(A — B) Furs O(0OA — OB) contraccion (18)
20. ;- Fygs J(A— B) - O(UA — OB) Teo. Deduccidn. (19)

|

En este capitulo se presentaron las demostraciones de las equivalencias de los sistemas.

Como las pruebas son constructivas, se dio un “algoritmo” para poder realizar la equivalencia
del sistema CS4 a HK4.
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Capitulo 5

Verificacion Formal en COQ)

En este capitulo se presenta la formalizacién en el asistente de pruebas COQ [27] de los
sistemas deductivos HK4, CS4 y sus propiedades, asi como el teorema de equivalencia entre
ambos sistemas. Asumimos que el lector conoce el funcionamiento de dicho asistente de pruebas
y apuntamos para informacién particular sobre el mismo [5] [4].

El drea de la computacién conocida como verificacién formal surge de querer crear un cédigo
libre de errores, Edsger Dijkstra y Tony Hoare establecieron una visiéon para incorporar pruebas
de correccion en la forma en que se escriben los programas. Una especificacion formal de un
programa es una oracion expresada en lenguaje matemaéatico, donde la sintaxis y la semantica
son definidas formalmente. Algunas ventajas de emplear un lenguaje formal es entender del
comportamiento y disenio del programa, asi como corregir errores sintacticos y semanticos. La
manera de detectar errores y/o probar la correccién del programa, es por medio de métodos
matematicos, a esto le llamamos verificacion formal, que es la forma de probar que el programa
cumple la propiedad de la especificacién [28].

Veamos un ejemplo de especificacion formal.

Ejemplo 5.1. Sean m; y msy, dos matrices de 2 x 2.

St my; = {(2 b] Yy Mo = [e f} entonces  (mq + mg) = {a#—e b+f]

c+g d+h

Este enunciado es una especificacion formal de alto nivel, puesto que involucra objetos y
operaciones matematicas sin presentar su implementacién. La cual se realiza utilizando un
lenguaje de programacién y una estructura de datos en particular, digamos Java y arreglos
bidimensionales:

int [J[] matriz_suma(){
int[][] ml1 = new int [2][2];
int[][] m2 = new int [2][2];
int [J[] sumam = new int [2][2];
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int i, j;

for (i = 0; i < ml.length; i++){
for (j = 0; j < ml1[i].length; j++){
sumam[i] [j1 = m1[i][j] + m2[i][j1;
}
}

return this.sumam;

b

Sin embargo ain queda por resolver el problema de que si esta implementacién particular
cumple la especificacion formal anterior. El proceso de verificacion formal se encarga de resolver
esta clase de problemas.

La especificacién y verificacion formal de los sistemas HK4 y CS4 se dard en el asistente
de pruebas COQ. Un asistente de pruebas es una herramienta computacional que nos permite
realizar pruebas formales de manera interactiva con el usuario.

El asistente de pruebas COQ [27], es una sofisticada implementacién de una légica de orden
superior llamada célculo de construcciones inductivas. Esto permite definir en el mismo am-
biente programas funcionales, asi como especificaciones o propiedades acerca de ellos y mas ain
las demostraciones formales de dichas propiedades. Para esto, COQ implementa un lenguaje
matematico de alto nivel para la especificacién llamado GALLINA.

El proceso de verificacion formal en COQ consiste de manera general de las siguientes cuatro
etapas.

= Definicion de las estructuras de datos.
= Desarrollo de la implementacion.
» Especificacion formal de propiedades o teoremas.

» Demostraciones de los anteriores.

Algunos ejemplos correspondientes a estas etapas, en nuestra implementacion particular, son
los siguientes.

= Estructura de Datos: Contextos I' y derivaciones I' - A.

» Implementacién: Operaciéon de pertenencia de un elemento a un contexto (elem A G),
funcion de concatenacién de contextos (;).

= Especificacion:

e La operacion ; es asociativa.
e Propiedad de permutacién entre contextos: Si I'1; 'y Fyga A entonces 'y ; Ty Fyga A
e Teorema de la deduccién: Si I', A+ B entonces I' - A — B.

A continuaciéon presentamos mas a detalle algunas partes de la implementacién, correspon-
dientes a las tres primeras etapas. La cuarta etapa, correspondiente a las demostraciones, se
encuentra disponible en los scripts de COQ.
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5.1. Contextos

Para nuestros propdsitos, un contexto es un lista finita donde los elementos se van agregando
al final, lo cual se conoce como una lista snoc.

ctx =g empty | Snoc ctx Proposition
La especificacién de los contextos, se presenta a continuacion.
» empty implementa al contexto vacio.

= Snoc G A implementa la operacion de agregar la proposicién A al contexto I' y se denota
como G, A.

» Fixpoint conc (G D : ctx): ctx :=
match D with
| empty = G
| Snoc D’ p = Snoc (conc G D’) p.

la funcién conc implementa la concatenacion de contextos I' y A y la notacién es G;D.

En la verificacién formal, se tiene que dar la especificacién de propiedades basicas que
omitimos durante una prueba a papel por ejemplo, las siguientes propiedades de los contextos:

ctx_empty_conc: forall (G : ctx) , (empty;G) = G.
ctx_conc_empty: forall (G : ctx) , (G;empty) = G.
ctx_snoc_conc: forall (G G’: ctx) (A B: Proposition),

(@G, A); 6), B) = ((G, A);(G’, B)).
ctx_snoc_concbis: forall (G G’: ctx) (A B: Proposition),

(((G, A), B); G’) = ((G, A);((empty, B); G’)).
ctx_conc_conc: forall (G G’ G’’ : ctx), G; (G’; G’’) = (G; G’); G’’.
ctx_nempty_split: forall (G: ctx),
G <> empty — exists (Gl G2:ctx), G = G1; G2.

El importante lema de descomposicion de contextos, que nos permitié obtener una prueba
relativamente directa del teorema de la deduccion, se especifica de la siguiente manera.

ctx_decomposition: forall (G D P: ctx) (A: Proposition),
(G;D=P, A) - (D =-empty A G =P, A) V exists (G’’: ctx), D = (G’’, A).

5.2. HKA4

La especificacion de la sintaxis de HK4 es:

= VarP n implementa a P,.

= Impl A Bimplementa a A — B y se denota por A ==> B.
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= Box A implementa a [JA y se denota por #A.

La nocién de derivacion del sistema HK4 estd implementado mediante el siguiente predicado
inductivo:

Inductive Hk4: ctx — prop — Prop:=

| Hip: forall (G: ctx)(A: prop),

elem AG — Hk4d G A

| AxI: forall (G: ctx) (A: prop),

Hk4 G (A ==> A)

| K: forall (G: ctx) (A B: prop),

Hk4 G (A ==>(B ==> A))

| W: forall (G: ctx) (A B: prop),

Hk4 G ((A ==> (A ==> B)) ==> (A ==> B))

| C: forall (G’: ctx) (A B C: prop),

Hk4 G’ ((A ==> (B ==> C)) ==> (B ==>(A ==> ()))
| B: forall (G’: ctx) (A B C: prop),

Hk4 G> ((B ==> C) ==> ((A ==> B) ==> (A ==> C)))
| EK: forall (G: ctx) (A B: prop),

Hk4 G (Box(A ==> B) ==> (Box A) ==> (Box B))
| E4: forall (G : ctx) (A : prop),

Hk4 G (Box A ==> Box(Box A))

| ET: forall (G : ctx) (A : prop),

Hk4 G (Box A ==> A)

| MP: forall (G D:ctx) (A B: prop),

Hk4 G A — Hk4d D (A ==>B) — Hk4 (G ; D) B
| Nec: forall (G: ctx) (A: prop),

Hk4 empty A — Hk4 G (Box A).

de tal forma que Hk4 G A implementa a I' Fy x4 A, lo cual se refleja con la siguiente notacién
Notation "G |- A" := (Hk4 G A) (at level 30).

La especificacién de algunas derivaciones del sistema HK4 que se probaron anteriormente son:
Theorem InverseDeductionTh:

forall (G: ctx) (A B: Proposition), G |- (A ==> B) — G, A |- B.

Corollary ContractionGen:
forall (n:nat) (G: ctx) (A B: Proposition), G; (replicate An) |-B — G |- (A ==> B).

Lemma Cut:
forall (G G’: ctx) (A B : Proposition), (G |- A) — (G’, A |-B) — (G’; G |- B).

Theorem DeductionTh_Prem:
forall (G’ G: ctx) (A B: Proposition), (G, A); G’ |- B — G; G’ |- (A ==> B).

Proposition Weakening R:
forall (G G’: ctx) (A : Proposition), G |- A — (G; G’) |- A.
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Teniendo la especificacion y verificacion formal de propiedades y operaciones sobre el sistema
HK4, a continuacién veremos la especificacién el teorema de la deduccion en HK4.

Theorem DeductionTh:
forall (G : ctx) (A B : Proposition), (G, A) [-B — G |- (A ==> B).

La prueba del teorema de la deduccién en COQ), es similar a la prueba que se presenta en [2.1]
Con esto se certifica formalmente que el teorema de la deduccién en la 16gica modal constructiva
S4 es valido, por lo que la controversia de la regla de necesitacién esta resuelta.

5.3. (CS4

La especificacion formal del sistema CS4, sus propiedades y operaciones se presentan a
continuacion.
Los contextos de hipdtesis validas y verdaderas se implementan como:

Definition TrueHyps : Set := ctx.
Definition ValHyps : Set := ctx.

La nocién de derivacién del sistema CS4 estd implementado mediante el siguiente predicado
inductivo:

Inductive Cs4 : ValHyps — TrueHyps — Proposicion — Prop :=
| nd_thyp : forall (D : ValHyps) (G G’ : TrueHyps) (A : Proposicion),
Cs4 D ((G,A) ; G’) A

| nd_vhyp : forall (D D’: ValHyps) (G : TrueHyps) (B : Proposicion),
Cs4 (D,B ; D’) G B

| nd_intro : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A B : Proposicion),
Cs4 D (G,A) B— Cs4 DG (A ==>B)

| nd_apply : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A B : Proposicion),
Cs4 DG (A==>B) - Cs4DGA — Cs4dDGB

| nd_boxI : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Proposicion),
Cs4 D empty A — Cs4 D G (Box A)

| nd_boxE : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A C : Proposicion),
Cs4 DG (Box A) — Cs4 (D,A) GC — Cs4 DG C.

de tal forma que Cs4 D G A implementa a A | ' Fogq A, lo cual se refleja con la siguiente
notacion

Notation "D | G |- A" := (Cs4 D G A) (at level 30).
La especificacién de unas propiedades del sistema CS4 que se probaron anteriormente son:

Lemma weakening_ thyps:
D| (G; G’) |- A — forall (B : Proposition), D | (G, B ; G’) |- A.
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Lemma ctx_weak_R:
DI| G |-A — forall (G’: ctx), D | (G;G’) |- A.

Proposition val_to_true:
(D,A) | GI-B — DI (G, *A) |- B.

Corollary intro_val:
MD,A) | GI-B— DI| G |- (*fA ==> B).

Corollary ctx_val_to_true:
D| G I|-A — empty | (boxed D; G) |- A.

La funcién boxed se define como:

Fixpoint boxed (c:ctx) : ctx :=
match ¢ with

| empty = empty

| snoc G’ b = snoc (boxed G’) (Box b)
end.

Una vez dada la especificacién y verificacién formal de propiedades y operaciones del sistema
(CS4 damos la especificacion de la equivalencia entre los sistemas.

5.4. Equivalencia

A continuacion se presenta la especificacion de los teorema de equivalencia entre los sistemas
HK4 y CS4.

La especificacion del teorema que representa la derivacion de A en (CS4 a partir de que
derivé A en HK4[4 1] es:

Theorem HK4_to_CS4:
forall (G: ctx) (A: Proposition), (G |- A) — empty | G |- A).

donde la prueba es similar a la prueba del teorema presentado en el capitulo 4.

Y el teorema de regreso, CS4 a HK4, esta especificado como:

Theorem CS4_to_HK4:
forall (D: ctx) (G: ctx) (A: Proposition), D | G |- A — boxed D; G |- A.

En este capitulo se mostré la especificacion y verificacion formal de los sistemas HK4 'y CS4,
sus propiedades y la equivalencia entre los sistemas. Esto justifica formalmente la idea intuitiva
de que en la légica modal S4, un sistema axiomatico de Hilbert es equivalente a un sistema de
deduccion natural.

En el siguiente y ultimo capitulo se exhiben las conclusiones y trabajo a futuro, relacionados
a nuestra verificacién formal.
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Conclusiones y Trabajo a futuro

El propédsito y el producto final de este trabajo fue desarrollar una verificacién formal de
los siguientes aspectos deductivos de la l6gica modal constructiva S4 en el asistente de pruebas

COQ.

» Un sistema axiomatico de Hilbert con manejo explicito de hipétesis, llamado HK4, que
resuelve la controversia de la validez del teorema de la deduccién en logica modal.

s La demostracién del teorema de la deduccién en HK4.

= Un sistema de deduccion natural, llamado CS4, que utiliza dos contextos correspondien-
tes a hipotesis validas y verdaderas. Esta caracteristica permite un razonamiento méas
adecuado para la practica al permitir la transferencia de féormulas modales entre ambos
contextos.

» La equivalencia de los sistemas deductivos HK4 y CS4.

Para lograr las demostraciones de todo lo anterior fue necesario identificar diversos resul-
tados y operaciones auxiliares, asi como realizar la especificaciéon y verificacion formal de las
mismas, todo esto dentro del asistente de pruebas.

Trabajo a Futuro

Para terminar nuestra exposicion mencionamos dos lineas de trabajo a futuro, la primera
consiste en agregar el operador de posibilidad a la légica CS4 tal como se describe en [23] [24].

La introduccion del operador < en CS4 es:

A | T Fesq A posible

I
Al Thess GA ¢

La eliminacién del operador  en CS4 es:

A | T Fesq A verdadera A | Atgss C posible

A | T Fegy C posible OF

Al hacer las distinciones con verdad y posibilidad se tienen las reglas:

A | T Fegsqe O A verdadera A, A | T kg C posible Op
A | T tegq Cposible P
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A| T Feosq A verdadera
A| T Fegy A posible

nd_tp

Obsérvese que estas reglas de inferencia requieren, del lado derecho del torniquete, dos clases
de juicios correspondientes a verdad y posibilidad, a diferencia a los sistemas deductivos usua-
les. Para definir un sistema axiomatico que corresponda a estas reglas de deduccion natural es
necesario:

Distinguir verdad y posibilidad en HK4.

Agregar una regla de inferencia en HK4 para el operador <.

Construir derivaciones en CS4 de los esquemas axiomaticos:
e OK :OA— B) = (0A— $B)
e ST A—QAy
o O4: OOA— QA

Verificar nuevamente la equivalencia entre CS4 y HK4 una vez que se haya agregado el
operador <.

La segunda linea de trabajo que queremos mencionar se refiere a la semantica de la logica
modal. Dado que la mayoria de las investigaciones en légica modal y sus derivadas, como las
logicas temporales, epistémicas o hibridas, se basan en la seméantica resulta muy relevante utili-
zar los métodos de verificacion formal para certificar resultados semanticos conocidos y también
para desarrollar nuevas conclusiones. A este respecto apuntamos a [20], que propone un método
eficiente de razonamiento que combina la semantica con los sistemas axiomaticos de Hilbert.
Por otra parte, en [3] se propone una implementaciéon de la semantica de marcos de Kripke
en COQ), para logicas modales de orden superior, la cual utiliza ampliamente el mecanismo de
tacticas definidas por el usuario en el asistente de pruebas.

Relacionar estos trabajos con la verificacién aqui presentada, representa un reto importante
para acercar a las logicas modales al &mbito de las matematicas formalizadas.

92



Bibliografia

[1]

[7]

8]
[9]

Alchourrén Carlos. Introduccion: Concepciones de la ldgica. Enciclopedia Iberoamericana
de Filosoffa. Vol. 77 (pp 11-47). Editorial Trotta.

Barcan Marcus, R. Strict implication, deducibility and the deduction theorem. The Journal
of Symbolic Logic. Vol. 18. pag. 234-236. 1953.

Benzmiiller Christoph, Woltzenlogel Paleo Bruno, Interacting with Modal Logic in the COQ
Proof Assistant. Computer Science - Theory and Applications - 10th International Com-
puter Science Symposium in Russia, CSR 2015, Listvyanka, Russia, July pag.13-17, 2015,
Proceedings.

Bertot Yves. Coq in a Hurry. 3rd cycle. Types Summer School, also used at the University
of Goteborg, Nice, Ecole Jeunes Chercheurs en Programmation, Universite de Nice, France.
2016, pp.49.

Bertot Yves, Castéran Pierre. Interactive Theorem Proving and Program Development:
Coq’Art: The Calculus of Inductive Constructions. Springer. 2004.

Blackburn Patrick, Rijke Maarten, Venema Yde. Modal Logic. Cambridge University Press.
2002.

Blackburn Patrick, Van Benthem Johan. Studies in Logic and practical reasoning: Handbook
of Modal Logic. Vol 3. 2007.

Chagrov A., Zakharyaschev M. Modal Logic. Clarendon Press. 1997.

Chellas Brian. Modal Logic. An introduction. Cambridge University Press. 1980.

[10] Fitting Melvin, Modal Proof Theory in Blackburn P., van Benthem J., Wolter F. (eds)

Handbook of Modal Logic, pp. 85- 138. Elsevier, Amsterdam. 2007.

[11] Fitting Melvin, Proof Methods for Modal and Intuitionistic Logics. Springer science. 1983.

[12] Ganguli, S., Nerode, A. Effective completeness theorems for modal logic. Annals of Pure

and Applied Logic, vol. 128, pp. 141-195. (2004).

[13] Garson J.W., Modal Logic for Philosophers. Cambridge University Press. 2013.

[14] Godel Kurt. An interpretation of the intuitionistic propositional calculus (1933f). In: Fe-

ferman, S., et. al. (eds.) Collected Works, vol. 1. pp. 300-303. Oxford: Oxford University
Press.

33



[15] Hakli Raul, Negri Sara, Does the deduction theorem fail for modal logic?. Synthese. Vol
187. pag. 849-867. 2012.

[16] Heine Sorensen Morten, Urzyczyn Pawel. Lectures on the Curry- Howard Isomorphism.
Elsevier Science. 2006

[17] Herstein. LN. Algebra moderna. Trillas. 1980.
[18] Hughes, G. Cresswell M. A new introduction to modal logic. London. 1968.

[19] Huth Michael, Ryan Mark, Logic in computer science. Modelling and Reasoning about
Systems. Cambridge University Press. 2004.

[20] Jiirgen Ohlbach Hans. Combining Hilbert Style and Semantic Reasoning in a Resolution
Framework. Dept. of Computing. Imperial College. 180 Queen’s Gate, London. pag. 205-219.
1998.

[21] Lewis Clarence 1. A survey of Symbolic Logic. University of California Press. Berkeley.
1918.

[22] Lewis Clarence 1. Symbolic logic.. New York: The Century Co. 1932.

[23] Linares Arévalo P. Selene, Deduccion natural en légica modal: Una implementacion en
COQ.Tesis de maestria. 2015.

[24] Pfenning F, Davies R., A judgmental reconstruction of modal logic. Department of Com-
puter Science, Carnegie Mellon University, Pittsburgh. 2000.

[25] Popkorn Sally, First steps in Modal logic. Cambridge University Press. 1994.
[26] Von Plato Jan. Elements of Logical Reasoning. Cambridge University Press. 2013.
[27] The Coq Proof Assistant: https://coq.inria.fr

[28] Hartnett Kevin (2016). Hacker-Proof Code Confirmed. Quanta Magazine. www.
quantamagazine.org/formal-verification-creates-hacker-proof-code-20160920/

o4


https://coq.inria.fr
www.quantamagazine.org/formal-verification-creates-hacker-proof-code-20160920/
www.quantamagazine.org/formal-verification-creates-hacker-proof-code-20160920/

	Portada
	Índice General
	Resumen
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Sistemas Axiomáticos Estilo Hilbert
	Capítulo 3. Sistema de Deducción Natural CS4
	Capítulo 4. Equivalencia
	Capítulo 5. Verificación Formal en COQ
	Conclusiones y Trabajo a Futuro
	Bibliografía



