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Introducción.

Dados un espacio topológico (X, τ) y una familia de funciones
continuas F = {fi : (X, τ) −→ (Yi, τi)}i∈I , donde I es un conjun-
to de ı́ndices y {(Yi, τi)}i∈I es una familia de espacios topológicos,
existe una única topoloǵıa = que hace continuas a las funciones
de la familia F y es la mı́nima (respecto a la contención) con esta
propiedad. Como consecuencia de esto, una sucesión (xn)n converge
en X respecto a la topoloǵıa = si y sólo si (fi(xn))n converge para
todo i ∈ I.

Ahora bien, dado un espacio de Banach, la motivación para el
estudio de la topoloǵıa débil es la carencia de subconjuntos compac-
tos. Sean X un espacio de Banach y X∗ su dual topológico (todas
la funciones definidas en X que toman valores en el campo y que
además son lineales y continuas) y considérense las familias de fun-
ciones F1 = X∗∗( el dual de X∗ ) y F2 = {yx}x∈X ⊆ X∗ donde
yx(z

∗) = z∗(x), las cuales son lineales y continuas. Es posible consi-
derar a las topoloǵıas débiles respecto a las familias F1 y F2, y estas
son llamadas topoloǵıa débil y débil∗ respectivamente. En general
la topoloǵıa débil es más fina que la topoloǵıa débil∗. Toda esta
histeria por debilitar topoloǵıas es justificada en el caṕıtulo 2, más
precisamente con el teoremas de Banach-Alaoglu, el cual dice que
los conjuntos Br(a) = {x ∈ X : ‖a − x‖ ≤ r, r > 0, a ∈ X} son
compactos respecto a la topoloǵıa débil∗, y el Eberlein-Smulian, el
cual dice que un subconjunto de X es compacto relativo a la to-
poloǵıa débil (es decir que su cerradura es compacto respecto a la
topoloǵıa débil) si y sólo si cada sucesión de dicho subconjunto tie-
ne una subsucesión convergente respecto a la topoloǵıa débil. Estas
propiedades en general se pierden con la topoloǵıa que induce una
norma, por ejemplo, en X la bola unitaria ({x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}) no
es compacta, de hecho, la bola unitaria es compacta si y sólo si X
es de dimensión finita (Teorema 1.4.23 [10])

Naturalmente surge la pregunta ¿cuándo coinciden estas topo-
loǵıas?

Un espacio de Banach X es llamado de Grothendieck si cada

3
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sucesión en X∗ que converge respecto a la topoloǵıa débil∗ converge
respecto a la topoloǵıa débil.

En 1953 Grothendieck demostró en [5] que C(K), el espacio de
funciones continuas definidas en un espacio topológico compacto
y de Hausdorff, que toman valores en el campo (R o C), cum-
ple que toda sucesión que converge respecto a la topoloǵıa débil
también converge respecto a la topoloǵıa débil∗, donde K es to-
talmente disconexo (esta definición puede verse en [12]. En 1960
T. Ando, demostraron que si K es un espacio topológico compac-
to y de Haussdorf que satisface que cada conjunto Fσ ⊆ K (que
es unión numerable de conjuntos cerrados) que es abierto cumple
que que su cerradura es un conjunto abierto, entonces C(K) es de
Grothendieck.

El objetivo de este trabajo es estudiar este tipo de espacios y
en particular se demostrarán los resultados que dan respuesta a
las preguntas ¿Cuándo es C(K,X) un espacio de Grothendieck?
¿Qué condiciones deben satisfacer X y K, para que C(K,X) sea
un espacio de Grothendieck? (donde K es un espacio topológico
compacto y de Hausdorff, X es un espacio de Banach y C(K,X) es
el espacio de Banach de funciones continuas definidas en K y que
toman valores en X).

Se espera que el lector tenga las nociones básicas del análisis
matemático y la topologia general. Este tipo de resultados pueden
consultarse en [12] y [15]. También se busca que este trabajo esté
lo más autocontenido posible. Para lograr este objetivo, este tra-
bajo esta organizado de la siguiente manera: En el caṕıtulo 1 se
presentan los conceptos y teoremas fundamentales para el estudio
de los espacios de Banach y serán la base del resto de los caṕıtu-
los. Entre ellos se encuentran la definición de espacios de Banach,
trasformaciones lineales entre estos espacios, teoremas de Hahn-
Banach, Mapeo Abierto, Gráfica cerrada, Acotamiento Uniforme y
el concepto de espacio reflexivo. También se han incluido algunos
ejemplos de espacios de Banach y el cálculo de sus espacios duales.

En el caṕıtulo 2 se presenta el concepto de convexidad para
aśı poder introducir la definición de espacios localmente convexos.
También se construyen las topoloǵıas débil y débil estrella, se de-
muestran algunos resultados de gran relevancia para este trabajo y
se demuestra que un espacio dotado con cualquiera de estas topo-
loǵıas es localmente convexo.

En el tercer caṕıtulo se estudian los operadores en espacios de
Banach. Primero se construye el adjunto de un operador y en segui-
da se demuestran sus propiedades y teoremas centrales. Después,
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en este caṕıtulo, se tratan los operadores débilmente compactos,
sus propiedades y algunos resultados que relacionan el adjunto de
un operador con los operadores debilmente compactos. Finalmente,
después de dar la definición de espacio de Grothendieck, se concluye
el caṕıtulo con el teorema 3.25, que da una serie de equivalencias,
en términos de operadores debilmente compactos, a la definición de
espacio de Grothendieck.

El caṕıtulo 4 desarrolla la teoŕıa necesaria para demostrar el teo-
rema de Khurana (teorema 4.31), el cual es el punto culminante de
este trabajo ya que da condiciones suficientes y necesaria para que
el espacio C(K,X) sea de Grothendieck. Para este fin se introdu-
cen el producto tensorial de espacios de Banach y sus propiedades,
y también se tratan algunos resultados respecto a medidas en es-
pacios de Banach, como convergencia de estas funciones, y otros
de gran importancia en la demostración del teorema de Khurana,
como el teorema de representación para medidas vectoriales.
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Caṕıtulo 1

Espacios de Banach.

En este caṕıtulo se introduce el concepto de espacio de Banach,
sus propiedades y algunos ejemplos de estos espacios que son im-
portantes para este trabajo. También se trata el espacio dual de un
espacio de Banach, el cual tambien es de Banach, asi como algunas
de sus propiedades. Finalmente se incluyen los teoremas centrales
en el estudio de dichos espacios.

1.1. Definición y ejemplos de espacios

de Banach.

Definición 1.1. Una norma en un espacio vectorial X es un mapeo
‖ ‖ : X −→ [0,∞) que satisface:

1. ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para todo λ ∈ F , x ∈ X.

3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ para todo x, y ∈ X.

En este caso se dice que (X, ‖ ‖) es un espacio normado.

Toda norma induce una métrica d dada por d (x, y) = ‖x− y‖.
En efecto, si x ∈ X se tiene que

d(x, x) = ‖x− x‖ = ‖0‖ = 0,

esta última igualdad se tiene por la primera propiedad de la norma.
Ahora, si x, y ∈ X entones aplicando la segunda propiedad de la
norma se tiene que

d(x, y) = ‖x−y‖ = |−1|‖x−y‖ = ‖(−1)(x−y)‖ = ‖y−x‖ = d(y, x).

7



8 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE BANACH.

Finalmente si x, y, z ∈ X, entonces usando la tercera propiedad de
la norma se tiene que

d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖x+ (−y + y)− z‖ =

‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z).

Esto permite dar la siguiente definición.

Definición 1.2. Un espacio normado X es un espacio de Banach
si (X, d) es un espacio métrico completo donde d es la métrica in-
ducida por la norma en X.

En este trabajo se denotará como C(K,X) al conjunto de fun-
ciones continuas definidas en un espacio topológico (K, τ) y que
toman valores en un espacio normado (X, ‖‖). En el caso donde el
espacio X sea R con la norma del valor absoluto, éste espacio se
denotará como C(K).

Ejemplo 1.3. R con el valor absoluto como norma y C con la
norma

‖(x, y)‖ = (x2 + y2)
1
2 ,

son espacios de Banach.

Ejemplo 1.4. Rn con la norma euclidiana definida para

ξ = (x1, x2, ..., xn)

dada por:

‖ξ‖ = ‖ (x1, x2, ..., xn) ‖ =

(
n∑
i=1

x2i

) 1
2

es un espacio de Banach.

Para el siguiente ejemplo es necesario recordar el concepto de
convergencia uniforme. Sea S un conjunto y (X, d) un espacio métri-
co. Una sucesión de funciones fk : S −→ X converge uniformemente
en S a una función f : S −→ X si dado ε > 0, existe k ∈ N tal que

d(fn(x), f(x)) < ε

para todo n > k0 y para todo x ∈ S.
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Ejemplo 1.5. (C ([0, 1]) , ‖ ‖∞) es un espacio de Banach donde
‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}. Se pueden verificar fácilmente
las propiedades 1) y 2) de norma para ‖f‖∞. Para verificar que se
cumple 3), sean f1, f2 ∈ C ([0, 1]) y nótese que para cada t ∈ [0, 1]
se tiene que

|(f1 + f2)(t)| = |f1(t) + f2(t)| 6 |f1(t)|+ |f2(t)|

Por la definición de la norma se tiene que

|f1(t)| 6 ‖f1‖∞

y
|f2(t)| 6 ‖f2‖∞,

por tanto la propiedad 3) es válida.
Falta ver que C([0, 1]) es completo. Para esto sea (fn)n una sucesión
de Cauchy en C([0, 1]), esto es, una sucesión que cumple que para
todo ε > 0 existe N ∈ N tal que d(fm, fk) < ε si m, k ≥ N . Sea
ε > 0, entonces existe N ∈ N tal que

|fm(t)− fk(t)| ≤ ‖fm − fk‖ <
ε

3

si m, k > N y t ∈ [0, 1]. En particular (fn(t))n es una sucesión
de Cauchy en R para cada t ∈ [0, 1] y en consecuencia es con-
vergente. Ahora, se puede definir para cada t ∈ [0, 1] la función
f(t) = ĺımn→∞ fn(t) y se sigue que

|f(t)− fk(t)| = ĺım
m→∞

|fm(t)− fk(t)| <
ε

3

siempre que n,m > N . Si m > N

‖f − fn‖∞ = sup{|f(t)− fm(t)| : t ∈ [0, 1]} 6 ε

3
< ε,

entonces (fn)n converge uniformemente a f . Falta ver que f es con-
tinua en [0, 1], esto es, f ∈ C([0, 1]), para ello se toma fn con
n > N , como fn es continua en [0, 1] existe Ut ⊆ K abierto que
contiene a t tal que si s ∈ Ut entonces

|fn(t)− fn(s)| < ε

3
.

Aśı, si s ∈ Ut entonces

|f(t)− f(s)| 6 |f(t)− fn(t)|+ |fn(t)− fn(s)|+ |fn(s)− f(s)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

aśı f es continua en [0, 1] y por tanto C([0, 1]) es de Banach.
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Ejemplo 1.6. Haciendo una demostración análoga al ejemplo an-
terior se tiene que si K es un espacio topológico de Hausdorff y
compacto, entonces (C(K,X), ‖ ‖∞), donde la norma está dada por
‖f‖∞ = sup{‖f(x)‖ : x ∈ K}, es un espacio de Banach.

1.2. Espacios vectoriales topológicos.

Para poder estudiar las propiedades básicas de los espacios de
Banach es importante mostrar que la topoloǵıa que induce la norma
y la estructura vectorial se relacionan muy bien entre śı.

En este trabajo se considerará el producto de dos espacios nor-
mados (X, ‖‖X) y (Y, ‖‖Y ), como otro espacio normado (X×Y, ‖‖X×Y ),
donde la norma está dada por

‖(x, y)‖ = ‖x‖X + ‖y‖Y ,

para todo (x, y) ∈ X × Y .

Teorema 1.7. La suma y el producto en un espacio normado (X, ‖, ‖)
son mapeos continuos, esto es, las funciones

ϕ : X ×X −→ X

ψ : F ×X −→ X

dadas por ϕ(y, x) = y + x y ψ(λ, x) = λx, son continuas.

Demostración. Si una función f : (X, d) −→ (Y, ρ) entre espacios
métricos cumple que para todo x, y ∈ X, ρ(f(x), f(y)) ≤ λ(d(x, y))
con λ > 0 (condición de Lipschitz), entonces f es continua, pues da-
do ε > 0, si d(x, y) < δ tomando δ = ε

λ
se tiene que ρ(f(x), f(y)) <

ε. De este modo se obtienen las siguientes desigualdades:

1. ‖ϕ(x1, y1)−ϕ(x2, y2)‖ = ‖(x1+y1)−(x2+y2)‖ = ‖(x1−x2)+
(y1 − y2)‖ 6 ‖x1 − x2‖+ ‖y1 − y2‖

2. ‖ψ(λ, x) − ψ(γ, y)‖ = ‖λx − γy‖ = ‖λx − λy + λy − γy‖ 6
‖λx− λy‖+ ‖λy − γy‖ =|λ|‖x− y‖+ |λ− γ|‖y‖

para todo x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ X y λ ∈ F , que implican la continui-
dad de ϕ y ψ.

Este resultado permite, de cierta manera, ver qué topoloǵıas son
más convenientes que otras.



1.2. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLÓGICOS. 11

Definición 1.8. Un espacio vectorial topológico es un espacio vec-
torial con una topoloǵıa respecto a la cual las operaciones de suma
y producto por escalar son continuas.

Una observación inmediata es que cualquier espacio normado
es un espacio vectorial topológico con la topoloǵıa que induce la
norma.

Proposición 1.9. Sea X un espacio vectorial topológico donde {0}
es cerrado, entonces X es de Hausdorff.

La demostración puede verse en [14].

Proposición 1.10. En un espacio vectorial topológico X las fun-
ciones

hλ(x) = λx (λ 6= 0)

y
ta(x) = a+ x,

son homeomorfismos de X en X para cada λ ∈ F y a ∈ X fijos.

Demostración. Considérese la función

F : X −→ X ×X

dada por
x 7−→ (a, x).

Sean π1 y π2 las proyecciones en la primera y segunda entrada
respectivamente. Entonces π1◦F es la función constante a y π2◦F es
la función identidad en X, aśı F es continua. Como la función suma
ϕ es continua se tiene que ϕ ◦ F = ta es continua. Análogamente,
considerando la función

G : X −→ F ×X

dada por
x 7−→ (λ, x)

y la función producto por escalar ψ se tiene que ψ ◦ G = hλ es
continua. Las funciones h 1

λ
y t−a son continuas y son inversas de hλ

y ta respectivamente, por tanto hλ y ta son homeomorfismos.

Proposición 1.11. En un espacio vectorial topológico la función

γ : (F ×X)n −→ X

dada por

γ(λ1, ..., λn, x1, ..., xn) =
n∑
i=1

λixi

es continua.
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La demostración se deduce de la proposición anterior, haciendo
un razonamiento análogo.

Teorema 1.12. La cerradura de un subespacio vectorial Y de un
espacio vectorial topológico (X, τ) es un subespacio vectorial de X.

Demostración. Sean

ξ : X ×X −→ X

el mapeo dado por

ξ(x1, x2) = λ1x1 + λ2x2,

con λ1, λ2 ∈ F fijos y Y un subespacio de X. Y es cerrado bajo
las operaciones, aśı tenemos que Y × Y ⊆ ξ−1(Y ) y como Y ⊆ Y
entonces ξ−1(Y ) ⊆ ξ−1(Y ). Ahora como ξ es continuo ξ−1(Y ) es
cerrado. Entonces Y × Y = Y × Y ⊆ ξ−1(Y ) ⊆ ξ−1(Y ), por tanto
Y es cerrado bajo las operaciones suma y producto.

Si X es un espacio vectorial y Y ⊆ X es un subespacio vectorial
se puede obtener de cierta forma un nuevo espacio vectorial. Si
x, z ∈ X, se define la relación x ∼ z si y sólo si x− z ∈ Y . Es fácil
verificar que en efecto ∼ es una relación de equivalencia.

Si z − x ∈ Y entonces z − x = y para algún y ∈ Y , entonces
z = x + y, por tanto se denota a la clase de x por [x] = x + Y .
El espacio de clases suele denotarse por X

Y
. De manera natural se

puede inducir una estructura de espacio vectorial definiendo las
operaciones como [x] + [y] = [x+ y] y λ[x] = [λx].

Es posible dotar a X
Y

de una norma al definir ‖x+Y ‖ = ı́nf{‖x−
y‖ : y ∈ Y }. Si x ∈ Y \ Y entonces ‖x + Y ‖ = 0 y [x] 6= [0], por
tanto es necesario que Y sea un subespacio cerrado de X para que
‖x+ Y ‖ sea una norma.

Ejemplo 1.13. Sea X un espacio de Banach y Y un subespacio
cerrado de X, entonces el espacio X

Y
es un espacio de Banach.

Más aún, se tiene la siguiente proposición:

Proposición 1.14. Sea X un espacio vectorial normado, Y subes-
pacio cerrado de X y

π : X −→ X

Y

el mapeo dado por
π(x) = x+ Y.

Entonces se cumple lo siguiente:
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1. ‖π(x)‖ ≤ ‖x‖ para cada x ∈ X.

2. Si X es de Banach entonces X
Y

es de Banach.

3. Un subconjunto V de X
Y

es abierto si sólo si π−1(V ) es abierto
en X.

4. π es un mapeo abierto (si U es abierto en X entonces π(U)
es abierto en X

Y
).

Demostración. 1) ‖π(x)‖ = ‖x+ Y ‖ = ı́nf{‖x− y‖ : y ∈ Y } ≤ ‖x‖
para todo x ∈ X pues 0 ∈ Y .

2) Sea (xn+Y )n una sucesión de Cauchy en X
Y

, entonces ‖(xk−
xm) + Y ‖ −→ 0 si n,m −→ 0.

Es posible elegir y0 = 0 y y2 ∈ Y tal que

‖(xn1 − xn2) + y2‖ ≤ ‖(xn1 − xn2) + Y ‖+
1

2
< 2(

1

2
),

y3 tal que

‖(xn2 + y2)− (xn3 + y3)‖ ≤ ‖(xn2 − xn3) + Y ‖+ (
1

2
)2 < 2(

1

2
)2.

Inductivamente se obtiene (yk)n sucesión en Y tal que

‖(xnk −+yk)− (xnk+1
+ yk+1)‖ < 2

(
1

2

)k
donde (xnk)k es subsucesión de (xn)n. Aśı (xnk + yk)k es una su-
cesión de Cauchy en X y por tanto converge a xo en X. Como π
es continua π(xnk) = xnk + Y −→ π(x0) = x0 + Y , de este modo
se tiene una sucesión de Cauchy que tiene una subsucesión conver-
gente, por tanto es convergente, esto es, (xn+Y )n converge a x0+Y .

3) Si V ∈ X
Y

es abierto, la continuidad de π (puesto que es lineal
y acotada) implica que π−1(V ) es abierto en X. Ahora suponiendo
que π−1(V ) es abierto sea r > 0 y Br(0) = {x ∈ X : ‖x‖ < r}. Si
x ∈ Br(0), por 1) ‖x + Y ‖ < r, aśı π(Br(0)) ⊆ {x + Y ∈ X

Y
: ‖x +

Y ‖ < r}. Por otro lado si ‖x+Y ‖ < r se puede elegir y ∈ Y tal que
‖x+y‖ < r, aśı se tiene que x+Y = π(x+y) ∈ π(Br(0)), por tanto
π(Br(0)) = {x+ Y : ‖x+ Y ‖ < r}. Sea x0 + Y ∈ V , x0 ∈ π−1(V ) y
π−1(V ) es abierto, como V = π(π−1(V )) ⊇ x0 + Br(0) ⊇ {x + Y :
‖x− x0 + Y ‖}, aśı V es abierto.
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4) Sea U ∈ X abierto, se puede notar que

π−1(π(U)) = U + Y = {u+ y : y ∈ Y, u ∈ U}

como ty es homeomorfismo de X en X, entonces ty(U) = y + U es
abierto en X para cada y ∈ Y , aśı π−1(π(U)) es abierto en X y por
3) π(U) es abierto en X

Y
.

Teorema 1.15. Sea X un espacio de Banach y Y subespacio de X
cerrado. Entonces para todo x ∈ X y ε > 0, existe z ∈ X tal que
[z] = [x] y ‖z‖ < ‖[x]‖+ ε.

La demostración puede verse en [10]

Ejemplo 1.16. Sea Ω un conjunto, el espacio B(Ω) = {f : Ω −→
R : f es acotada} es un espacio de Banach con la norma dada por
‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ Ω} y con las operaciones (f + g)(x) =
f(x) + g(x) y (λf)(x) = λf(x).

1.3. Propiedades de espacios de Banach.

Definición 1.17. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado y (xn)n una
sucesión en X. Se dice que la sucesión es

1. Absolutamente sumable si
∑

n∈N ‖xn‖ <∞.

2. Sumable si ĺımn→∞
∑n

k=1 xk = x para algún x ∈ X.

Teorema 1.18. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado, X es un espa-
cio de Banach si y sólo si cada sucesión absolutamente sumable es
sumable.

Demostración. ⇒). Por hipótesis X es un espacio de Banach, sea
(xn)n una sucesión absolutamente sumable en X. Considérese la
sucesión (

∑n
k=1 xk)n, entonces si n > m∥∥∥∥∥

n∑
k=1

xk −
m∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xk

∥∥∥∥∥ 6
n∑

k=m+1

‖xk‖ 6
∞∑

k=m+1

‖xk‖.

Ahora, como
∑∞

n=1 ‖xk‖ < ∞, entonces la sucesión (
∑n

k=1 xk)n es
de Cauchy, puesto que X es completo es convergente. En otras
palabras ĺımn→∞

∑∞
k=1 xk existe en X, aśı (xn)n es sumable.

⇐). Ahora por hipótesis cada sucesión absolutamente sumable
es sumable en X. Sea (xn)n una sucesión de Cauchy en X, entonces
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‖xn− xm‖ −→ 0 si n,m > k y k −→∞. Sea sk = sup{‖xn− xm‖ :
n,m ≥ k}. Esto permite elegir n1 ∈ N tal que sn1 6 1, n2 tal que
n2 > n1 y sn2 6 1

2
, n3 > n2 y sn3 ≤ (1

2
)2, aśı inductivamente se

obtiene una subsucesión (xnk)nk de (xn)n tal que para cada k ∈ N
snk ≤ (1

2
)k−1. Para cada k se tiene que

xnk = ( xnk − xnk−1
) + (xnk−1

− xnk−2
) + ...+ (xn2 − x1) + x1,

por construcción para cada k, ‖xnk − xnk+1
‖ ≤ (1

2
)k−1, aśı

‖xnk‖ = ‖(xnk −xnk−1
) + (xnk−1

−xnk−2
) + ...+ (xn2−xn1) +xn1‖ ≤

‖xn1‖+
k∑
i=2

‖xni‖ ≤ ‖xn1‖+
k∑
i=2

(
1

2

)i−1
≤ ‖xn1‖+ 2.

Por tanto la sucesión (xn1 , xn1 +(xn2−xn1), xn1 +(xn2−xn1)+(xn3−
xn2), ...) es absolutamente sumable, en consecuencia es sumable,
esto es, ĺımk→∞ xnk existe en X y como (xn)n es de Cauchy, entonces
(xn)n converge, aśı se concluye que X es de Banach.

Ejemplo 1.19. Para 1 ≤ p < ∞ se define el espacio vectorial
`p = {(xn)n ⊆ R :

∑
n |xn|p < ∞} con las operaciones definidas

como (xn)n + (yn)n = (xn + yn)n y λ(xn)n = (λxn)n, donde (xn)n y
(yn)n son elementos de `p y λ es un número real. Este es un espacio

de Banach con la norma ‖(xn)n‖p = (
∑

n |xn|p)
1
p .

Para comprobar esto es necesario recordar las desigualdades:

1. Desigualdad de Young. aαb1−α ≤ αa+(1−α)b con 0 ≤ α ≤ 1,
a, b ≥ 0.

2. Desigualdad de Hölder. Si (xn)n ∈ `p y (yn) ∈ `q con p, q ≥ 1 y
1
p

+ 1
q

= 1, entonces
∑

n |xnyn| ≤ (
∑

n |xn|p)
1
p (
∑

n |yn|q)
1
q .Esta

última desigualdad dice que si (xn)n ∈ `p y (yn) ∈ `q, entonces
(xnyn)n ∈ `1.

3. Desigualdad de Minkowski. Si (xn)n ∈ `p, (yn)n ∈ `q con

p ≥ 1, entonces (
∑

n |xnyn|p)
1
p ≤ (

∑
n |xn|p)

1
p + (

∑
n |yn|p)

1
p .

Para ver que ‖ ‖p es norma, las propiedades 1) y 2) de norma
se verifican fácilmente, la propiedad 3) se deduce de la desigualdad
de Minkowski que a su vez se deduce de las desigualdades de Hölder
y Young.

Falta ver que `p es completo. Sea (xn)n una sucesión de Cauchy
en `p, donde cada xn es a su vez una sucesión, xn = (xnm). Aśı dado
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ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo n1, n2 > N ‖xn1 − xn2‖pp =∑
m |xn1

m − xn2
m |p ≤ εp. Entonces para cada m fijo (xnm) converge a

un real x0 = x0m, aśı para cada k ∈ N,

k∑
m=1

|x0m − xnm|p =
k∑

m=1

| ĺım
j→∞

xjm − xnm|p = ĺım
j→∞

k∑
m=1

|xjm − xnm|p < εp

si n ≥ N . Entonces ‖xn0−xn‖pp < εp si n ≥ N , por tanto x0−xn ∈
`p si n ≥ N , puesto que xn ∈ `p, x0 = (x0 − xn) + xn ∈ `p por la
estructura vectorial de `p. Por lo anterior si n ≥ N , ‖x0−xn‖p < ε,
esto es, xn −→ x0 en `p. Se concluye que (`p, ‖ ‖p) es un espacio de
Banach.

Observación 1.20. `p ⊆ `q si 1 ≤ p ≤ q < ∞, además se cumple
que ‖x‖p > ‖x‖q.

Ejemplo 1.21. Se denotará por co al espacio de sucesiones que
convergen a 0 en R, esto es, co = {(xn) ⊆ R : ĺımn→∞ xn = 0}, el
cual es un espacio vectorial con las operaciones definidas de manera
análoga al espacio `p. Para cada (xn)n ∈ c0 se define la norma
‖(xn)n‖∞

.
= sup{|xn| : n ∈ N} y se tiene que (c0, ‖ ‖∞) es un

espacio de Banach.

Ejemplo 1.22. Ahora, considerando el conjunto de todas las suce-
siones en R convergentes, denotado por c = {(xn) : ĺımn→∞ xn =
x, x ∈ R}, que es un espacio vectorial con las operaciones defini-
das análogamente a las del espacio `p. Con la norma ‖(xn)‖∞ =
sup{|xn| : n ∈ N}, se tiene que (c, ‖ ‖∞) es un espacio de Banach.

Observación 1.23. Es claro que c0 ⊆ c y que las sucesiones con-
vergentes en R son funciones acotadas definidas en N y que toman
valores reales, esto es, c ⊆ B(N).

Ejemplo 1.24. El espacio normado B(N) se denota `∞. Este es-
pacio también es un espacio de Banach y es un caso particular del
ejemplo 1.2.2.

Teorema 1.25. El espacio normado (`∞, ‖ ‖∞) es un espacio de
Banach.

Demostración. Sea (xn)n ∈ `∞ una sucesión de Cauchy. Nótese que
cada xn se puede escribir como una sucesión acotada, sea xn = (xni )i
dicha sucesión. Como es de Cauchy ‖xk − xm‖ = sup{|xki − xmi | :
i ∈ N} −→ 0 si k,m −→ ∞, aśı para cada i ∈ N fijo se tiene
que |xki − xmi | −→ 0, es decir que la sucesión es de Cauchy en R,
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entonces tiene ĺımite en R. Sea xi dicho ĺımite, esto para cada i ∈ N
y considérese la sucesión (xi)i, la cual claramente está acotada (por
construcción). Falta ver que esta sucesión es el ĺımite de (xn)n. Sea
ε positivo, nótese que como (xn)n es de Cauchy, existe N ∈ N tal
que |xki − xmi | < ε

4
si m, k ≥ N y como la sucesión (xni )n converge a

xi para cada i ∈ N, entonces |xki − xi| < ε
4

si k > N . Entonces para
cada i y n > N se tiene que

|xni − xi| ≤ |xni − xki |+ |xki − xi| <
ε

2

con k > N , aśı

‖(xn)− (xi)‖ = sup{|xni − xi| : i ∈ N} ≤ ε

2
< ε,

esto es, (xn)n converge en `∞.

A continuación se definirá un concepto muy importante en los
espacios de Banach, este dará información sobre la estructura de
ciertos espacios.

Definición 1.26. Un espacio normado se llama separable si tiene
un subconjunto denso y numerable.

Por ejemplo, Rn y Cn, con la topoloǵıa determinada por la
norma euclidiana, son separables, y los subconjuntos densos son
E = Qn y D = Q × Q respectivamente. (C [0, 1] , ‖ ‖∞) es se-
parable considerando polinomios con coeficientes racionales y `p
con 1 ≤ p < ∞ es separable considerando D = {(xn) ∈ `p :
xn es racional, xn = 0 para casi toda n ∈ N}. También c y c0 con la
norma ‖ ‖∞ son separables, donde el subconjunto denso es el mismo
que el del espacio `p.

Proposición 1.27. (`∞, ‖ ‖∞) no es separable.

Demostración. Si (xn)n es numerable en `∞, cada xn se puede es-
cribir como xn = (xnm)m. Sea y = (yn)n ∈ `∞ dada por

yn =

{
xnn + 1 si |xnn| ≤ 1

0 en otro caso

entonces la k-ésima entrada de y−xk es yk−xkk y |yk−xkk| ≥ 1, aśı
‖y− xk‖ ≥ 1, entonces (xn)n no puede ser denso y por tanto `∞ no
es separable.
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1.4. Operadores lineales en espacios nor-

mados.

Definición 1.28. Sean X y Y espacios normados. Una función

T : X −→ Y

es un operador lineal si satisface las condiciones siguientes:

1. T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2) para cada x1, x2 ∈ X.

2. T (λx) = λT (x) para cada λ ∈ F y x ∈ X.

Además se dice que T es un operador lineal acotado si existe M > 0
tal que ‖T (x)‖ ≤M‖x‖ para todo x ∈ X.

Teorema 1.29. Sean X y Y espacios normados y

T : X −→ Y

un operador lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es acotado.

2. T es uniformemente continuo.

3. T es continuo.

4. T es continuo en 0.

Demostración. Las implicaciones 1) ⇒ 2) ⇒ 3) → 4) se verifican
fácilmente. Falta ver que 4) ⇒ 1). Si T es continuo en 0, existe
δ > 0 tal que si ‖x‖ = ‖x − 0‖ < δ, entonces ‖T (x)‖ < 1. Sea
x ∈ X distinto de cero, ( δ

2‖x‖x) ∈ X satisface que ‖( δ
2‖x‖)x‖ < δ y

entonces ‖T (( δ
2‖x‖)x)‖ < 1. Aśı ‖T (x)‖ < 2

δ
‖x‖ y es claro que 0 =

‖T (0)‖ ≤ ‖0‖, como x es arbitrario se sigue que T es acotado.

Definición 1.30. Se define B(X, Y ) como el conjunto de operado-
res lineales acotados entre X y Y , el cual es un espacio vectorial
normado y la norma está dada por

‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

B(X,X) será denotado por B(X).
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A partir de las propiedades de la norma en Y , se puede verificar
que, en efecto,

‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}

es una norma.

Proposición 1.31. Sea T ∈ B(X, Y ). Entonces

‖T‖ =

sup
x∈X

{
‖T (x)‖
‖x‖

: x 6= 0

}
= ı́nf{K > 0 : ‖T (x)‖ ≤ K‖x‖ ∀x ∈ X} =

sup {‖T (x)‖ : ‖x‖ = 1} .

Demostración. Para demostrar la igualdad

sup
x∈X

{
‖T (x)‖
‖x‖

: x 6= 0

}
= ı́nf{K > 0 : ‖T (x)‖ ≤ K‖x‖ ∀x ∈ X}

sean

L = sup
x∈X

{
‖T (x)‖
‖x‖

: x 6= 0

}
y

M = ı́nf{K > 0 : ‖T (x)‖ ≤ K‖x‖ ∀x ∈ X}.

Sea x ∈ X distinto de cero. Entonces
‖T (x)‖
‖x‖

≤ L, enton-

ces ‖T (x)‖ ≤ L‖x‖, esto implica que L ∈ {K > 0 : ‖T (x)‖ ≤
K‖x‖ ∀x ∈ X}, por tanto L ≥M .

Para cada n ∈ N se tiene que M + 1
n
∈ {K > 0 : ‖T (x)‖ ≤

K‖x‖ ∀x ∈ X} por la propiedad del ı́nfimo, entonces para todo x ∈
X distinto de cero se cumple que ‖T (x)‖ ≤ (M + 1

n
)‖x‖ y haciendo

tender n a infinito se obtiene la desigualdad ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖ y en

consecuencia
‖T (x)‖
‖x‖

≤M , por tanto L ≤M . Finalmente L = M .

Las otras desigualdades son sencillas de demostrar.

Proposición 1.32. B(X, Y ) es un espacio de Banach si Y es de
Banach.

Demostración. Supongase que Y es un espacio de Banach. Sea
(Tn)n una sucesión de Cauchy en B(X, Y ) y x ∈ X, entonces se
tiene que

‖Tm(x)− Tk(x)‖ = ‖(Tm − Tk)(x)‖ ≤ ‖Tm − Tk‖‖x‖
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si k,m ∈ N. De aqúı se puede decir que (Tn(x))n es una sucesión
de Cauchy en Y y por tanto convergente. Sea

T : X −→ Y

dado mediante la fórmula

T (x) = ĺım
n→∞

Tn(x).

Se sigue de la continuidad de las operaciones de Y que T es lineal.
Dado que (Tn)n es una sucesión de Cauchy, existe M ≥ 0 tal que
‖Tn‖ ≤ M para cada n, aśı que ‖Tn(x)‖ ≤ M para cada x tal que
‖x‖ ≤ 1. Ahora si n −→∞ se tiene que ‖T (x)‖ ≤M si ‖x‖ ≤ 1, por
tanto T es acotado. Sea δ positivo, entonces existe N ∈ N tal que si
n,m ≥ N y ‖x‖ ≤ 1 se tiene que ‖Tn(x)−Tm(x)‖ ≤ ‖Tn−Tm‖ < δ,
cuando m −→∞ sucede que ‖Tn(x)− T (x)‖ < δ. Aśı se tiene que
‖Tn − T‖ < δ si n > N , por tanto Tn −→ T .

Proposición 1.33. Sean X, Y y Z espacios normados, T ∈ B(X, Y )
y S ∈ B(Y, Z), entonces ST ∈ B(X,Z) y ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

Demostración. Se sigue de la desigualdad

‖ST (x)‖ = ‖S(T (x))‖ ≤ ‖S‖‖T (x)‖ ≤ ‖S‖‖T‖‖x‖,

para todo x ∈ X.

Teorema 1.34. Sea X un espacio normado y Y un espacio de
Banach. Si X1 ⊆ X es un subespacio vectorial denso y

T1 : X1 −→ Y

es un operador lineal acotado, entonces T1 tiene una única extensión
continua

T : X −→ Y.

Demostración. Sea x0 ∈ X, como X1 = X, existe (xn)n ⊆ X1 tal
que ‖x0 − xn‖ −→ 0 si n −→ ∞. Ahora se considera la sucesión
(T1(xn)) ⊆ Y , como T1 es acotado, existe M > 0 tal que ‖T1(x)‖ ≤
M‖x‖ para cada x ∈ X1, entonces

‖T1(xn)− T1(xm)‖ = ‖T1((xn − (xm)‖ ≤M‖xn − xm‖ −→ 0
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śı m,n −→ ∞, aśı (T1(xn)) es de Cauchy en Y y por tanto con-
vergente. Sea y0 el ĺımite de (T1(xn)), definiendo T (x0) = yo, se ex-
tiende T1 a todo X. Si (yn) es una sucesión en X1 tal que yn −→ x0
entonces

‖xn − yn‖ = ‖xn − x0 + x0 − yn‖ ≤ ‖xn − x0‖+ ‖xn − yn‖ −→ 0

si n −→ 0, aśı

‖(T1(xn)− (T1(yn)‖ = ‖T1(xn − yn)‖ ≤M‖xn − xm‖ −→ 0,

como T1(xn) −→ y0 entonces

‖y0 − T1(yn)‖ = ‖y0 − T1(xn) + T1(xn)− T1(yn)‖ ≤

‖y0 − T1(xn)‖+ ‖T1(xn)− T1(yn)‖ −→ 0,

esto es, T1(yn) −→ y0, por lo tanto el valor de T (x0) no depende de
la sucesión que se tome. Por la construcción de T se sigue que es
única.

Sean xn −→ x0 y yn −→ y0 sucesiones en X, entonces xn +
yn −→ x0 + y0 (dado que + es continua), aśı

T1(x0 + y0) = ĺım
n→∞

T1(xn + yn)

= ĺım
n→∞

T1(xn) + T1(yn) = ĺım
n→∞

T1(xn) + ĺım
n→∞

T1(yn)

= T (x0) + T (y0),

análogamente se verifica que T (λx) = λT (x). Por tanto T es un
operador lineal.

Sea (xn) ∈ X1 tal que xn −→ x0 en X. Por la continuidad de
‖, ‖ se tiene que:

‖T (x0)‖ = ‖ ĺım
n→∞

T1(xn)‖ =

ĺım
n→∞

‖T1(xn)‖ ≤ ĺım
n→∞

‖T1‖‖xn‖ = ‖T1‖‖x0‖

como x0 es arbitrario se sigue que T es acotado.

1.5. Espacios duales.

Definición 1.35. Sea X un espacio normado, se define el espacio
dual topológico o simplemente el dual de X como B(X,R) denotado
como X∗. A los elementos de este espacio se les llama funcionales
lineales.
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Proposición 1.36. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces se
tiene que (X × Y )∗ es isomorfo a X∗ × Y ∗.

Demostración. Def́ınase la función

T : X∗ × Y ∗ −→ (X × Y )∗

dada por

T (x∗, y∗) = x∗ × y∗

para todo x∗ ∈ X∗ y y∗ ∈ Y ∗, donde

(x∗ × y∗)(x, y) = x∗(x) + y∗(y)

para todo (x, y) ∈ X × Y . La cual es claramente lineal.
Es claro que ker(T ) = 0. Ahora, si z∗ ∈ (X×Y )∗ entonces z∗ |X

y z∗ |Y son elementos de X∗ y Y ∗, respectivamente. Aśı se tiene
que T (z∗ |X , z∗ |Y )(x, y) = z∗ |X (x, 0) + z∗ |Y (y, 0) = z∗(x, y) y aśı
T es suprayectiva.

Definición 1.37. Sean X y Y espacios normados. Una función

T : X −→ Y

es una isometŕıa si para todo x ∈ X se tiene que ‖x‖ = ‖T (x)‖.

Observación 1.38. Como R con la norma dada por el valor abso-
luto es completo entonces X∗ es completo.

Observación 1.39. Como X∗ es un espacio normado tiene sentido
considerar el dual de este espacio, es decir (X∗)∗. A este espacio se
le llama bidual de X y se denota por X∗∗. La norma en este espacio
se define a través de

‖ξ‖X∗∗ = sup
f∈x∗
{|ξ(f)| : ‖f‖ ≤ 1 , ξ ∈ X∗∗}.

Definición 1.40. Sea X un espacio normado. Se define la inyec-
ción canónica como la función

j : X −→ X∗∗

dada por j(x) = x donde x(y∗) = y∗(x) para todo y∗ ∈ X∗, la cual
claramente es un operador lineal.

Ejemplo 1.41. (Rn)∗ = Rn.
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Ejemplo 1.42. c∗0 = `1. Sea x∗ un funcional lineal definido en c0.
Si x ∈ c0 entonces x tiene la forma x = (xn)n, con xn −→ 0 y
x =

∑
n xnen donde en es el vector cuya única entrada distinta de

cero es la n-ésima y esta es igual a 1. Por la continuidad de x∗ se
tiene

x∗(x) = x∗

(∑
n

xnen

)
=
∑
n

xnx
∗(en)

Ahora sea x∗(en) = x∗n, aśı se tiene que

x∗((xn)n) =
∑
n

xnx
∗
n

y esta serie converge. Sea N ∈ N, se define

x(N) =

{
|x∗n|
x∗n

si |x∗n| 6= 0 y n ≥ N

0 en otro caso.

Por construcción x(N)
.
= (x(N))n ∈ c0 y claramente ‖(x(N))n‖ =

1, por tanto |x∗(x(N))| ≤ ‖x∗‖‖x(N)‖ ≤ ‖x∗‖. Por otro lado
|x∗(x(N))| =∣∣∣∣∣x∗

(
∞∑
k=1

x(N)kek

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣x∗
(

N∑
k=1

x(N)kek

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

x∗(x(N)kek)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

x(N)kx
∗(ek)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

x(N)kx
∗
k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

|x∗k|

∣∣∣∣∣ =
N∑
k=1

|x∗k|.

Combinando las desigualdades anteriores se deduce que

N∑
k=1

|x∗k| ≤ ‖x∗‖,

para N arbitrario, aśı (x∗k)k ∈ `1 y ‖(x∗k)k‖ = ‖x∗‖.
Por otro lado, cada elemento de `1 puede ser representado de

ésta forma. Dada (x∗n)n ∈ `1 arbitraria y (xn)n ∈ c0 se tiene que

∑
k

|x∗kxk| ≤ (sup{|xk : k ∈ N})

(∑
n

|x∗k|

)
= ‖(xk)k‖‖(x∗k)k‖

entonces a cada (x∗n)n ∈ `1 le corresponde un funcional lineal conti-
nuo v́ıa la fórmula x∗((xk)k) =

∑
k x
∗
kxk. En otras palabras el mapeo

entre (c0)
∗ y `1 dado por (x∗n)n 7−→ x∗ es lineal, acotado y es una

isometŕıa (como es isometŕıa, es inyectivo).
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Ejemplo 1.43. De manera similar se puede probar que c∗ = `1

Cabe mencionar que aunque c0 y c tienen como dual a(`1), no
son isométricamente equivalentes, este resultado puede verse en
[10].

Ejemplo 1.44. (`p)
∗ = `q donde 1

p
+ 1

q
= 1.

Dado x∗ ∈ (`p)
∗ se le asociará un elemento (x∗n)n ∈ `q con la

fórmula x∗(x) =
∑

n xnx
∗
n que resultará un isomorfismo isométrico,

donde x = (xn)n ∈ `p.
Nótese que si x = (xn)n ∈ `p entonces∥∥∥∥∥x−

n∑
k=1

xkek

∥∥∥∥∥ =

(
∞∑

k=n+1

|xk|p
) 1

p

−→ 0

si n −→ ∞. Se sigue que x = ĺımn→∞
∑n

k=1 xkek =
∑∞

k=1 xkek, aśı
dado x∗ ∈ (`p)

∗ por su continuidad y linealidad se tiene que

x∗(x) =
∞∑
k=1

xkx
∗(ek) =

∞∑
k=1

xkx
∗
k.

Se define la función signo para funciones que toman valores reales
como

sgn(g(x)) =

{
1 si g(x) ≥ 0
−1 si g(x) < 0

Y cumple que g(x)sgn(g(x)) = |g(x)|. Ahora fijando N ∈ N y con-
siderando el vector x = (xn)n dado por

xn =

{
|x∗n|q−1sgn(x∗n) si 1 ≤ n ≤ N

0 en otro caso

se cumple que xnx
∗
n = |x∗n|q−1sgn(x∗n)x∗n = |x∗n|q−1|x∗n| = |x∗n|q =

|xn|p, pues p(q−1) = q (se sigue de la relación 1
p
+ 1

q
= 1). Entonces

‖x‖p =

(∑
n

|xn|p)

) 1
p

=

(∑
n

|x∗n|q)

) 1
p

y

x∗(x) = x∗

(∑
n

xnen

)
=

N∑
n=1

xnx
∗
n =

N∑
n=1

|x∗n|q.

Por tanto |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖‖x‖p y se obtiene

N∑
n=1

|x∗n|q ≤ ‖x∗‖(
N∑
n=1

|x∗n|q)
1
p .



1.5. ESPACIOS DUALES. 25

Entonces

‖x∗‖ ≥
∑N

n=1 |x∗n|q(∑N
n=1 |x∗n|q

) 1
p

=

(
N∑
n=1

|x∗n|q
) 1

q

.

Como N es arbitrario ‖x∗‖ ≥ (
∑

n=1 |x∗n|q)
1
q , es decir (x∗n)n ∈ `q y

‖(x∗n)n‖q ≤ ‖x∗‖.
Por otro lado sea (x∗n)n ∈ `q, entonces definimos x∗ ∈ (`p)

∗ por
x∗((xn)) =

∑
n xnx

∗
n para cada (xn)n ∈ `p. Por la desigualdad de

Hölder se tiene que

|x∗(x)| ≤

(∑
n

|x∗n|q
) 1

q
(∑

n

|xn|p
) 1

p

= ‖(x∗n)n‖q‖(xn)n‖p,

entonces ‖x∗‖ ≤ ‖(x∗n)n‖q.
Aśı se tiene ‖x∗‖ = ‖(x∗n)n‖q. Dado que es isometŕıa, es inyec-

tiva, entonces se tiene un isomorfismo isométrico.

Ejemplo 1.45. `∗1 = `∞ El mapeo dado por u(x) =
∑

n xnun con
u ∈ `∗1 y (un)n ∈ `∞ donde un = u(en), es un isomorfismo isométri-
co entre `∗1 y `∞. Sea x = (xn)n ∈ `1, se tiene que

‖x−
n∑
k=1

xkek‖ = ‖(0, 0, ..., xn+1, xn+2, ...)‖ −→ 0

si n −→ ∞, aśı x = ĺımn→∞
∑n

k=1 xkek. Sea u ∈ `∗1, usando la li-
nealidad y continuidad se tiene que u(x) =

∑
n xnu(en) =

∑
n xnun.

El mapeo u −→ (un)n es claramente lineal. Sea n ∈ N fijo, entonces

|un| =
|un|
un

un =
|un|
un

u(en) =

u

(
|un|
un

en

)
=

∣∣∣∣u( |un|un en
)∣∣∣∣ ≤ ‖u‖∥∥∥∥ |un|un en

∥∥∥∥
≤ ‖u‖.

Como n es arbitrario

‖(un)n‖ = sup{|un| : n ∈ N} ≤ ‖u‖,

entonces (un)n ∈ `∞ y es continuo. Si (un)n es la sucesión cero,
entonces un = 0 para cada n, aśı u es la función cero, por tanto la
asociación es uno a uno. Finalmente nótese que

|u(x)| =

∣∣∣∣∣∑
n

xnun

∣∣∣∣∣ ≤∑
n

|xnun| ≤ sup{|un| : n ∈ N}

(∑
n

|xn|

)
=
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‖(xn)n‖‖u‖.

por tanto u es una isometŕıa.

1.6. Algunos teoremas fundamentales y

sus implicaciones.

En esta sección se enuncian sin demostración algunos de los
teoremas fundamentales en la teoŕıa de los espacios de Banach y
sus implicaciones. Las demostraciones puede verse en [11],[14],[10]
y [2]

Teorema 1.46 (Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial sobre
R y S un subespacio de X. Sea

p : X −→ R

que satisface lo siguiente:

1. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

2. p(λx) ≤ λp(x). Para todo λ > 0 y x, y ∈ X.

Si

f : S −→ R

es un funcional lineal que satisface f(s) ≤ p(s) para todo s ∈ S.
Entonces existe un funcional lineal

F : X −→ R

que extiende a f , es decir F (s) = f(s) para toda s ∈ S, además
F (x) ≤ p(x) para todo x ∈ X.

Corolario 1.47. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado y Y subespacio
vectorial de X. Si y∗ ∈ Y ∗, entonces y∗ se puede extender a x∗ ∈ X∗
y ‖y∗‖ = ‖x∗‖.

Demostración. Se define p(x) = ‖y∗‖‖x‖. p satisface las hipótesis
del teorema de Hahn-Banach y y∗(y) ≤ |y∗(y)| ≤ ‖y∗‖‖x‖ = p(x)
para cada y ∈ Y . Entonces existe x∗ ∈ X∗ que extiende a y∗ y
x∗(x) ≤ p(x) para todo x ∈ X, esto es, |x∗(x)| ≤ ‖y∗‖‖x‖, aśı
|x∗|
‖x‖ ≤ ‖y

∗‖ para cada o 6= x ∈ X, por tanto ‖x∗‖ ≤ ‖y∗‖. Como x∗

extiende a y∗, ‖y∗‖ ≤ ‖x∗‖, aśı ‖x∗‖ = ‖y∗‖.
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Corolario 1.48. Sea X un espacio normado y Y subespacio vec-
torial de X. Si x ∈ X es tal que d = ı́nf{‖x − y‖ : y ∈ Y } > 0,
entonces existe x∗ ∈ X∗ tal que, x∗(x) = 1, ‖x∗‖ = 1

d
y x∗(y) = 0

para todo y ∈ Y ,

Demostración. Sea Z = 〈Y, {x}〉 = {(
∑n

i=1 λiyi) + λn+1x : λi ∈
R, yi ∈ Y }, el cual es subespacio vectorial de X. Se puede ver que
cada z ∈ Z se puede escribir de manera única como z = y+λx con
λ ∈ R y y ∈ Y . Definiendo z∗(y+ λx) = λ se tiene que z∗ es lineal,
z∗(x) = 1 y z∗(y) = 0.

Falta ver que z∗ es continuo:

|z∗(y + λx)|
‖y + λx‖

=

|λ|
‖y + λx‖

=
|λ|

|λ|‖ y
λ

+ x‖
=

1

‖ y
λ

+ x‖
=

1

‖x− (− y
λ
)‖
≤ 1

d

Por tanto ‖z∗‖ ≤ 1
d
.

Para concluir, si (yn)n ⊆ Y y es tal que ‖x− yn‖ −→ d si n −→
∞, entonces 1 = |z∗(x−yn)| ≤ ‖z∗‖‖x−yn‖, pero si ‖x−yn‖ −→ d
se tiene que 1 ≤ ‖z∗‖d, aśı 1

d
≤ ‖z∗‖ ≤ 1

d
, por lo cual ‖z∗‖ = 1

d
.

Aplicando el corolario 1.6.2 existe una extensión x∗ ∈ X∗ tal que
‖x∗‖ = 1

d
, x∗(y) = z∗(y) = 0 para cada y ∈ Y y x∗(x) = z∗(x) =

1.

Corolario 1.49. Sea X un espacio normado y 0 6= x ∈ X. Enton-
ces existe x∗ ∈ X∗ tal que ‖x∗‖ = 1 y x∗(x) = ‖x‖.

Observación 1.50. Si x∗ ∈ X∗, entonces ker(x∗) = (x∗)−1(0) es
cerrado.

Corolario 1.51. Sea X un espacio normado y Y subespacio de X.
Entonces la cerradura de Y , se escribe como

Y = ∩{ker(x∗) | x∗ ∈ X∗, Y ⊆ ker(x∗)}

.

Demostración. Si Y ⊆ ker(x∗), entonces Y ⊆ ker(x∗) = ker(x∗)
para todo x∗ ∈ X∗, aśı Y ⊆ ∩{ker(x∗) | x∗ ∈ X∗, Y ⊆ ker(x∗)}.

Por otro lado si x no está en Y , entonces ı́nf{‖x−y‖ : y ∈ Y } >
0, por el corolario 1.46 , existe x∗ ∈ X∗ tal que x∗(x) = 1, x∗(y) = 0
para cada y ∈ Y , aśı x no está en ∩{ker(x∗) | x∗ ∈ X∗, Y ⊆
ker(x∗)}, por tanto ∩{ker(x∗) | x∗ ∈ X∗, Y ⊆ ker(x∗)} ⊆ Y .
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Corolario 1.52. Sea X espacio normado y Y subespacio vectorial
de X. Entonces Y es denso en X si, y sólo si, el único elemento de
X∗ que anula a Y es x∗0 = 0.

Demostración. Si el único funcional que anula a Y es x0, entonces
{x∗ ∈ X∗ : Y ⊆ ker(x∗)} = {xo}, por tanto Y = ∩{ker(x∗) | x∗ ∈
X∗, Y ⊆ ker(x∗)} = ker(x0) = X, aśı Y es denso en X.

Ahora si Y es denso, Y = X. Sea x∗ ∈ X∗, si x∗ anula a Y ,
entonces X = Y ⊆ ker(x∗) ⊆ X, entonces ker(x∗) = X, aśı x∗ =
0.

Corolario 1.53. Sea X un espacio normado y x ∈ X. Entonces
‖x‖ = supx∗∈X∗{|x∗(x)| : ‖x∗‖ ≤ 1}.

Demostración. Se tiene que |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖‖x‖, entonces

sup
x∗∈X∗

{|x∗(x)| : ‖x∗‖ ≤ 1} ≤ ‖x‖,

por el corolario 1.47 , se tiene que existe x∗ ∈ x∗ tal que x∗(x) =
‖x‖, por lo tanto se da la igualdad.

Observación 1.54. Sea X un espacio normado y

j : X −→ X∗∗

la inyección canónica, entonces j es una isometŕıa sobre su imagen
pues

‖j(x)‖ = sup{|j(x)(x∗)| : ‖x∗‖ ≤ 1} =

sup{|x∗(x)| : ‖x∗‖ ≤ 1} = ‖x‖.

También se deduce que j es acotada.

Corolario 1.55. Sea X un espacio normado y X∗ el dual de X.
Si X∗ es separable entonces X lo es.

Demostración. Sea (x∗n)n una sucesión densa en UX∗ = {x∗ ∈ x∗ :
‖x∗‖ ≤ 1}. Se elige (xn) ⊆ X tal que xn es de norma uno para cada
n ∈ N y tal que |x∗| ≥ ξ con ξ > 1. Sea Z =< x1, x2, ..., xk, ... >
subespacio vectorial de X. Si Z 6= X por el corolario 1.46 existe
x∗ ∈ X∗ tal que ‖x∗‖ = 1 y x∗(x) = 0 para cada x ∈ Z, entonces
se tiene que x∗(xn) = 0 para toda n ∈ N y

ξ < |x∗n(xn)| = |x∗n(xn)− x∗(xn)| ≤ ‖x∗n − x∗‖‖xn‖ = ‖x∗n − x∗‖,

aśı (x∗n)n no puede ser denso en UX∗ , pues existe algún elemento de
UX∗ que está a una distancia fija de Tn. Entonces solo queda el caso
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Z = X, tomando todas la combinaciones lineales de elementos de
(xn)n con coeficientes racionales, se tiene que cualquier elemento de
X es ĺımite de una sucesión formada por estas combinaciones, por
tanto este es el conjunto es denso numerable buscado.

Observación 1.56. El rećıproco del corolario anterior en general
es falso, esto es, si X es separable, X∗ puede no serlo. Por ejem-
plo, como se demostró anteriormente (`1)

∗ = `∞ y `1 es separable
mientras que `∞ no lo es.

Teorema 1.57 (Banach-Steinhaus). Sean X y Y dos espacios de
Banach y sea {Ti : i ∈ I} una familia de operadores lineales conti-
nuos de X en Y . Si sup{‖Ti(x)‖ : i ∈ I} < ∞ para todo x ∈ X,
entonces sup{‖Ti‖ : i ∈ I} < ∞, esto es, existe una constante C
tal que ‖Ti(x)‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ X y todo i ∈ I.

Teorema 1.58 (Mapeo abierto). Sean X y Y espacios de Banach
y T un operador lineal continuo de X en Y . Entonces T mapea
conjuntos abiertos de X en conjuntos abiertos de Y .

Corolario 1.59. Sean X y Y espacios de Banach y T un operador
lineal continuo biyectivo de X en Y . Entonces T−1 es continuo.

Corolario 1.60. Sea X un espacio con ‖ ‖1 y ‖ ‖2 dos normas
definidas en X que lo hacen un espacio de Banach y que generan
la misma topoloǵıa, entonces las normas son equivalentes, es decir,
existen c1, c2 > 0 tal que ‖x‖1 ≤ c1‖x‖2 y ‖x‖2 ≤ c2‖x‖1 para todo
x ∈ X.

Demostración. Tomando la función identidad

ı : (X, ‖‖1) −→ (X, ‖‖2),

la cual es lineal, biyectiva y continua, entonces existe c > 0 tal que
‖x‖1 ≤ c‖x‖2, para todo x ∈ X. La otra desigualdad se obtiene de
manera análoga.

Observación 1.61. Ahora si se considera

ı : (X, ‖‖2) −→ (X, ‖‖1)

se obtiene k tal que ‖x‖2 ≤ k‖x‖1, para todo x ∈ X. Entonces
existe una única estructura de espacio de Banach para X.

Teorema 1.62 (Gráfica cerrada). Sean X y Y espacios de Banach.
Si

T : X −→ Y
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es un operador lineal suprayectivo tal que su gráfica Gf(T ) = {(x, T (x)) :
x ∈ X} es cerrado en X ⊗ Y con la norma de la suma, entonces
T es continuo. En otras palabras, si xn −→ x y yn −→ y con
yn = T (xn), entonces T (x) = y, implica que T es continuo.

Observación 1.63. El rećıproco es obviamente cierto pues la gráfi-
ca de cada mapeo continuo es un conjunto cerrado.

Teorema 1.64. Sea X un espacio normado y X1 un subespacio
vectorial de X. Sea

t : X1 −→ `∞

un operador lineal continuo, entonces t tiene una extensión lineal
continua

T : X −→ `∞

tal que ‖t‖ = ‖T‖.

Demostración. Si x1 ∈ X1, t(x1) = (tn(x1)) ∈ `∞ ( sea tn(x1) =
t(x)n la n-ésima entrada de t(x1), para cada x1 ∈ X), entonces

|tn(x1)| = |t(x)n| ≤ sup{|t(x)n| : n ∈ N} = ‖t(x1)‖ ≤ ‖t‖‖x1‖.

Sea p(x) = ‖t‖‖x‖, claramente satisface las hipótesis de teorema de
Hahn-Banach, entonces tn se puede extender a una función lineal
definida en todo X denotada por Tn. Se satisface ‖Tn‖ ≤ ‖t‖‖x‖
para todo x ∈ X. Ahora como tn es lineal entonces el mapeo T :
X −→ `∞ dado por T (x) = (Tn(x)) = (T (x))n es lineal. De la
condición ‖Tn‖ ≤ ‖t‖‖x‖ se tiene que (T (x))n ∈ `∞ es una sucesión
acotada y T es continuo.

Definición 1.65. Sea X un espacio normado y sean A y B sub-
conjuntos de X y X∗ respectivamente. Se define:

A⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0, ∀x ∈ A}

⊥B = {x ∈ X : x∗(x) = 0, ∀x∗ ∈ B}

que son llamados el anulador y preanulador de A y B respectiva-
mente.

Proposición 1.66. Sea X un espacio normado y sean A y B sub-
conjuntos de X y X∗ respectivamente. Entonces:

1. A⊥ y ⊥B son subespacios cerrados de X∗ y X respectivamente.

2. ⊥(A⊥) = < A >
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3. ⊥(A⊥) = A, si A es subespacio de X.

Demostración. Puesto que ⊥B = ∩{ker(x∗) : x∗ ∈ B} se tiene
que ⊥B es subespacio cerrado de X. Claramente 0 ∈ A⊥, si α y β
son escalares y x∗, y∗ ∈ A⊥ entonces αx∗ + βy∗ ∈ A⊥, aśı A⊥ es
subespacio de X∗. Si (z∗n)n es una sucesión en A⊥ tal que z∗n −→ z∗

con z∗ ∈ X∗ se tiene que |z∗(a)| = |z∗n(a)− z∗(a)| −→ 0 si n −→ 0
para cada a ∈ A, entonces z∗ ∈ A⊥, por tanto A⊥ es subespacio
cerrado de X∗. Esto prueba 1).

Para ver que se cumple 2) primero notese que ⊥(A⊥) es un subes-
pacio cerrado de X que contiene a A por ende < A > ⊆ ⊥(A⊥).
Ahora suponemos que x0 ∈ X \ < A >, por el corolario 1.48 exis-
te x∗0 ∈ X∗ tal que x∗0(x0) 6= 0 y < A > ⊆ ker(x∗0)(x0), se sigu
que x0 no está en ⊥(A⊥). Asi se tiene que 2) es cierto. 3) se sigue
inmediatamente de 2).

Teorema 1.67. Sea Y un subespacio de un espacio normado X.
Entonces existe un isomorfismo isométrico

T :
X∗

Y ⊥
−→ Y ∗

dado por T (x∗ + Y ⊥) = x∗ |Y .

Demostración. Si x∗1, x
∗
2 ∈ X∗ entonces x∗2 + Y ⊥ = x∗1 + Y ⊥, si

sólo si x∗2 − x∗1 ∈ Y ⊥, si y sólo si (x∗2 − x∗1)(y) = 0 para cada
y ∈ Y , si y sólo si x∗2 |Y = x∗1 |Y . Es decir que T está bien definida
y es inyectiva. Claramente T es lineal. Si y∗ ∈ Y ∗ tomando su
extension x∗y∗ (que existe por el teorema de Hahn-Banach) se tiene
que T (x∗y∗ + Y ⊥) = y∗, por tanto es suprayectiva y aśı T es un
isomorfismo.

Ahora sea x∗+Y ⊥ ∈ X∗

Y ⊥
y y∗ = T (x∗+Y ⊥). Puesto que y∗ tiene

una extensión (Hahn-Banach) x∗y∗ a todo X y x∗y∗ +Y ⊥ = x∗+Y ⊥,
entonces ‖y∗‖ = ‖x∗‖ (corolario 1.47). Sea z∗ ∈ Y ⊥, si se identifica
y∗ = x∗ + z∗ entonces

‖y∗‖ = sup{|(x∗ + z∗)(y)| : y ∈ Y ‖y‖ ≤ 1} ≤

sup{|(x∗ + z∗)(x)| : x ∈ X ‖x‖ ≤ 1} = ‖x∗ + z∗‖.
También se tiene que:

‖y∗‖ ≤ ı́nf{‖x∗ + z∗‖ : z∗ ∈ Y ⊥} = ‖x∗ + Y ⊥‖ ≤ ‖x∗‖ = ‖y∗‖,

aśı
‖T (x∗ + Y ⊥)‖ = ‖y∗‖ = ‖x∗ + Y ⊥‖,
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entonces T es una isometŕıa. Por tanto T es un isomorfismo isométri-
co.

Teorema 1.68. Sea X un espacio de Banach y Y subespacio ce-
rrado de X. Considérese el mapeo cociente

π : X −→ X

Y
,

entonces

ψ :

(
X

Y

)∗
−→ Y ⊥

dado por ψ(f) = f ◦ π para cada f ∈ (X
Y

)∗, es un isomorfismo
isométrico.

Demostración. Primero nótese que ψ está bien definida pues si f ∈
(X
Y

)∗, entonces (f ◦ π)(y) = 0 para todo y ∈ Y , aśı f ◦ π ∈ Y ⊥. Es
fácil ver que es inyectiva y lineal. Sea x∗ ∈ Y ⊥, entonces x∗(y) = 0
para todo y ∈ Y , tomando f(x+Y )

.
= x∗(x) está bien definido pues

si x+Y = z+Y entonces x−z ∈ Y . Esto implica que x∗(x−z) = 0
y equivale a que x∗(x) = x∗(z), por definición f(x+Y ) = f(z+Y ).
f ∈ (X

Y
)∗ y por tanto ψ es suprayectiva. Puesto que π es el mapeo

cociente se cumple: ‖ψ‖ ≤ ‖f‖. Para ver la otra desigualdad sea
‖f‖ ≤ 1 y (xn + Y )n una sucesión en X

Y
tal que ‖xn + Y ‖ ≤ 1

y |f(xn + Y )| −→ ‖f‖. Eligiendo una sucesión (yn) ∈ Y tal que
‖xn + yn‖ ≤ 1, para cada n ∈ N se tiene.

‖ψ(f)‖ ≥ |ψ(f)(xn + yn| = |f(xn + Y )| −→ ‖f‖.

Por tanto ‖ψ‖ ≥ 1 y entonces ψ es un isomorfismo isométrico.



Caṕıtulo 2

Topoloǵıa débil y débil∗.

En este capitulo se introduce el concepto de convexidad para
poder definir lo que es un espacio topoloǵıco localmente convexo.
Después se introduce el concepto de espacio reflexivo y algunos
resultados que muestran la importancia de esos espacios. Además se
construyen las topologias débil y débil∗, que hacen a los espacios que
están dotados con ellas, localmente convexos. Estas topoloǵıas son
el concepto central este trabajo y finalmente se dan sus propiedades
y algunos teoremas importantes referentes a ellas que justifican su
construcción.

A partir de aqúı se considerarán espacios vectoriales reales.

2.1. Espacios localmente convexos.

Definición 2.1. Sea X un espacio vectorial y A ⊆ X. Se dice que
A es convexo si αx + βy ∈ A siempre que α, β > 0, α + β = 1 y
x, y ∈ A.

Ejemplo 2.2. Sea X un espacio normado, entonces el conjunto
Bε(x0) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ < ε}, con ε > 0 y x0 ∈ X, es convexo,
pues si α, β > 0, α + β = 1 y x, y ∈ Bε(x0), se tiene que

‖(αx+βy)−x0‖ = ‖(αx+βy)−(α+β)x0‖ = ‖α(x−x0)+β(y−x0)‖ ≤

‖α(x− x0)‖+ ‖β(y − x0)‖ ≤ α‖(x− x0)‖+ β‖(y − x0)‖
< αε+ βε = (α + β)ε = ε

por tanto αx+ βy ∈ Bε(x0) y aśı es convexo.

Observación 2.3. Si X es un espacio vectorial se cumple que

1. Si A,B ⊆ X son convexos, entonces A + B = {a + b : a ∈
A , b ∈ B} es convexo.

33
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2. Si {Ai : i ∈ I} es una familia de subconjuntos convexos de X
entonces

⋂
{Ai : i ∈ I} es convexo.

Proposición 2.4. Sea X un espacio vectorial y A ⊆ X convexo.
Entonces

∑n
i=1 λiai ∈ A, donde ai ∈ A y

∑n
i=1 λi = 1 con λi ≥ 0,

para cada i ∈ {1, ..., n}.

Demostración. Por inducción sobre n. Para n = 1 es obvio y pa-
ra n = 2 es la definición de conjunto convexo. Supóngase que∑n−1

i=1 aiλi ∈ A y definiendo α =
∑n−1

i=1 λi, β = λn y γi = λi/α,
se tiene que α + β = 1, aśı

α

(
n−1∑
i=1

γiai

)
+ βan =

n∑
i=1

λiai ∈ A.

Definición 2.5. Sea X un espacio vectorial y A ⊆ X. Se define la
envolvente convexa de A como:

co(A) =

{
n∑
i=1

aiλi : λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1, ai ∈ A, n ∈ N

}
.

Este es el convexo más pequeño que contiene a A.

Definición 2.6. Sea (X, τ) un espacio topológico, x0 ∈ X y B ⊆ τ .
Se dice que B es base local en x0 si:

1. x0 ∈ V para todo V ∈ B.

2. Si x0 ∈ U y U inτ , existe V ∈ B tal que x0 ∈ V ⊆ U .

Dado que en un espacio vectorial topológico la función

ta : X −→ X

dada por ta(x) = a+x, es un homeomorfismo de X, se tiene que un
subconjunto U de X es abierto si y solo si a+U es abierto para cada
a ∈ X, entonces la topoloǵıa de X está totalmente determinada por
una base local de 0.

Definición 2.7. Sea X un espacio vectorial topológico. Se dice que
X es localmente convexo si 0 tiene una base local de vecindades
convexas.

Obviamente los espacios normados son localmente convexos.
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Definición 2.8. Sea X un espacio vectorial y A ⊆ X. Se dice que
A es:

1. Balanceado si λA ⊆ A con |λ| ≤ 1.

2. Absorbente si para cada x ∈ X existe ρx (que depende de x)
tal que si |ρ| > ρx entonces x ∈ ρA.

Observación 2.9. Si X es un espacio vectorial y {Ai}ni=1 es una
familia finita de subconjuntos absorbentes, balanceados y convexos,
entonces

⋂n
i=1Ai es absorbente, balanceado y convexo.

Teorema 2.10 (De separación de Hahn-Banach). Sea X un espacio
vectorial topológico y A,B ⊆ X convexos ajenos. Si X es localmente
convexo, A es cerrado y B compacto, entonces existe x∗ funcional
lineal continuo y α ∈ R tal que:

x∗(a) < α < x∗(b)

para cada a ∈ A y b ∈ B.

La demostración puede verse en [14]

2.2. Definición y propiedades de la to-

poloǵıa débil.

Se denotará por ℘(X) al conjunto potencia de X.

Definición 2.11. Sea (X, τ) un espacio topológico y B ⊆ ℘(X).
Se dice que B es base para la topoloǵıa τ si se cumple que

1. B ⊆ τ

2. Para todo U ∈ τ , si p ∈ U , existe β ∈ B tal que x ∈ β y
β ⊆ U .

Teorema 2.12. Sea X un conjunto y S ⊆ ℘(X), entonces BS =
{
⋂n
i=1 si : si ∈ S, n ∈ N} ∪ {X} es base para la topologia τS =

{
⋃
α∈A Vα : Vα ∈ BS}. Además τS es la mı́nima topoloǵıa que con-

tiene a S.

Demostración. Es claro que τS es una topoloǵıa para X. Primero
se demostrará que BS es base. En efecto, pues es claro que BS ⊆ τS.
Ahora, sea U ∈ τS, entonces U =

⋃
α∈A Vα, donde A es un conjunto

y Vα =
⋂nα
i=1 si, con si ∈ S para todo i ∈ {1, 2, 3, ..., nα} y nα ∈ N.
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Sea p ∈ U , entonces existe α ∈ A tal que p ∈ Vα y como Vα ∈ BS

se cumple la segunda condición para ser base.
Ahora resta ver que τS es la mı́nima topoloǵıa que contiene a

S. Sea τ una topoloǵıa que contiene a S. Sea U ∈ τS, entonces
U =

⋃
α∈A Vα, donde A es un conjunto y Vα =

⋂nα
i=1 si, con si ∈ S

para todo i ∈ {1, 2, 3, ..., nα} y nα ∈ N. Primero notamos que Como
S ⊆ τ , entonces Vα ∈ τ para todo α ∈ A, pues es intersección finita
de elementos de τ . Además U por ser unión de elementos de τ debe
ser elemento de dicha topoloǵıa y esto demuestra que τS ⊆ τ .

Sea X un espacio vectorial topológico. El dual de X denotado
por X∗, es el espacio vectorial formado por las funcionales lineales
continuas definidas en X.

Considerando la familia S = {x∗−1(w) : x∗ ∈ X∗, w ⊆ R abierto}
de subconjuntos abiertos de X, se tiene por el teorema 2.12 que τS
es la mı́nima topoloǵıa que contiene a S, es decir, la mı́nima topo-
loǵıa con respecto a la cual los elementos de X∗ son continuos.

Claramente la topoloǵıa τS está contenida en la topologá original
de X y en general la contención es propia.

A la topoloǵıa τS se le llama topoloǵıa débil de X y se denota
σ(X,X∗).

Observación 2.13. Si x0 ∈ X y ε > 0, en vista del teorema 2.12
el conjunto:

V (x0, x
∗
1, ..., x

∗
n, ε) =

n⋂
i=1

x∗i
−1(ai − ε, ai + ε) =

{x ∈ X : |x∗i (x− xo)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}

con ai = x∗i (x0) y {x∗1, ..., x∗n} ⊂ X∗, es una vecindad de x0 en la
topoloǵıa débil σ(X,X∗).

En la siguiente proposición consideramos a X ×X con la topo-
loǵıa producto.

Proposición 2.14. (X, σ(X,X∗)) es un espacio vectorial topológi-
co localmente convexo.

Demostración. Sean x0, y0 ∈ X y U abierto en la topoloǵıa débil
tal que x0 + y0 ∈ U , entonces existen ε > 0 y {x∗1, ..., x∗n} ⊂ X∗ tal
que

x0 + y0 ∈ V (x0 + y0, x
∗
1, ..., x

∗
n, ε) ⊆ U.

Si
(x, y) ∈ V (x0, x

∗
1, ..., x

∗
n, ε/2)× V (y0, x

∗
1, ..., x

∗
n, ε/2),
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entonces,

|x∗i ((x+y)−(x0+y0))| ≤ |x∗i (x−x0)|+ |x∗i (y−y0))| < ε/2+ε/2 = ε

para cada i ∈ {1, ..., n}, aśı

x+ y ∈ V (x0 + yo, x
∗
1, ..., x

∗
n, ε).

Por tanto la suma es continua.
Sean x0 ∈ X,λ0 ∈ R y U un abierto en la topoloǵıa débil que

contiene a λ0x0, entonces existe ε > 0 y {x∗1, ..., x∗n} ⊂ X∗ tal que
λ0x0 ∈ V (λ0x0, x

∗
1, ..., x

∗
n, ε) ⊆ U . Por otro lado se tiene que

λx− λ0x0 = λx− λ0x+ λ0x− λ0x0 =

(λ− λ0)x+ λ0(x− x0)− (λ− λ0)x0 + (λ− λ0)x0 =

(λ− λ0)(x− x0) + λ0(x− x0) + (λ− λ0)x0.

Entonces por la igualdad anterior:

|x∗i (λx− λ0x0)| ≤

|(λ− λ0)||x∗i (x− x0)|+ |λ0||x∗i (x− x0)|+ |(λ− λ0)||x∗i (x0)|.

Si
(λ, x) ∈ Bδ(x0)× V (λ0x0, x

∗
1, ..., x

∗
n, δ),

entonces,

|x∗i (λx− λ0x0)| ≤ δ2 + |λ0|δ + δ|x∗i (xo)|,

esto para cada i ∈ {1, ..., n}.Ahora, al tomar delta suficientemente
pequeño se tiene que |x∗i (λx−λ0x0)| ≤ ε, por tanto el producto por
escalar es continuo.

Claramente x∗i
−1(−ε, ε) es convexo para cada i ∈ {1, ..., n} y

por la observación 2.9 se tiene que

V (0, x∗1, ..., x
∗
n, ε)

es una vecindad convexa de 0. Variando épsilon y n ∈ N se tiene
una base de vecindades convexas de 0.

Por tanto (X, σ(X,X∗)) es un espacio vectorial topológico lo-
calmente convexo.

Proposición 2.15. El conjunto V = V (0, x∗1, ..., x
∗
n, ε) es absorben-

te y balanceado para cada ε > 0 y {x∗1, ..., x∗n} ⊂ X.
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Demostración. Si y ∈ x∗i−1(−ε, ε) y |λ| < 1 entonces,

|x∗i−1(λy)| = |λ||x∗i−1(y)| < |λ|ε ≤ ε

por tanto x∗i
−1(−ε, ε) es balanceado para cada i ∈ {1, ..., n}.

Sea x ∈ X, def́ınase ρx =
|x∗i |
ε

, entonces si |ρ| > |ρx|, se tiene
que:

|x∗i (
x

ρ
)| = 1

|ρ|
|x∗i (x)| ≤ ε

|x∗i (x)|
|x∗i (x)| = ε,

por tanto x∗i
−1(−ε, ε) es absorbente para cada i ∈ {1, ..., n}.

Por la observación 2.9 se tiene que V es absorbente y balancea-
do.

Proposición 2.16. Sea X localmente convexo tal que {0} es cerra-
do, entonces (X, σ(X,X∗)) es un espacio topológico de Hausdorff.

La demostración puede verse en [14].

Demostración. Sean x, z ∈ X distintos. Considérese los subconjun-
tos {x} y {z} de X, los cuales son cerrados y además compactos,
como X es localmete convexo, por el teorema de Hahn-Banach,
existen x∗ ∈ X∗ y α ∈ R tal que:

x∗(x) < α < x∗(z).

Considérese los conjuntos U = x∗−1(−∞, α) y V = x∗−1(α,∞), los
cuales son abiertos en la topoloǵıa débil, ajenos y contienen a x y
z respectivamente, entonces se tiene la afirmación.

Teorema 2.17. Sea X localmente convexo y C ⊆ X convexo. La
cerradura de C en la topoloǵıa débil coincide con la cerradura de C
en la topoloǵıa fuerte (la topoloǵıa original de X).

Demostración. Sea C la cerradura fuerte de C y C
w

la cerradura
débil de C. Dado que C

w
es un conjunto débilmente cerrado enton-

ces también es fuertemente cerrado, como la cerradura de C es el
menor cerrado que contiene a C, entonces C

w ⊇ C. Sea x ∈ X/C,
como X es localmente convexo, {x} compacto y C cerrado, por el
teorema de Hahn-Banach existen α ∈ R y x∗ ∈ X∗ tal que

x∗(x) < α < x∗(c),

para cada c ∈ C. Entonces U = x∗−1(−∞, α) es débilmente abierto,
contiene a x y no intersecta a C, por tanto x no está en C

w
, aśı se

tiene que C ⊇ C
w

.
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Corolario 2.18 (Mazur). Sea X localmente convexo y C ⊆ X
convexo. Entonces:

1. C es débilmente cerrado si y sólo si C es fuertemente cerrado.

2. Si X es un espacio normado y (xn)n es una sucesión en X que
converge débil a x0 ∈ X, entonces existe una sucesión (yn)n
formada por combinaciones convexas de elementos de (xn)n
que converge fuerte a x0.

Demostración. (1) Es inmediato del teorema.
(2) Sea C=co(

⋃∞
n=1 {xn}) la envolvente convexa de (xn)n, como

xn −→ x0 débilmente, entonces x0 está en C
∗

la cerradura débil
que coincide con C la cerradura fuerte, por tanto x0 ∈ C. Como X
es normado y x0 ∈ C, existe una sucesión en C que converge fuerte
a x0, aśı se tiene la afirmación.

Proposición 2.19. Sea X localmente convexo, x ∈ X y (xn)n ⊆ X.
Entonces xn −→ x en la topoloǵıa débil si y sólo si x∗(xn) −→ x∗(x)
para cada x∗ ∈ X∗.

Demostración. (⇒) Si xn −→ x en la topoloǵıa débil entonces
x∗(xn) −→ x∗(x), pues cada x∗ es continuo respecto a esta to-
poloǵıa.

(⇐) Supóngase que x∗(xn) −→ x∗(x) para cada x∗ ∈ X∗, Sea U
vecindad de x en la topoloǵıa débil, entonces existe n ∈ N y ε > 0
tal que x ∈ V =

⋂n
i=1 x

∗
i
−1(−ε, ε) ⊆ U , entonces x∗i (x) ∈ (−ε, ε), aśı

existe mi ∈ N tal que si k > mi se tiene que x∗i (xk) ∈ (−ε, ε), esto
para cada i ∈ {1, ..., n}. Tomando m = máx{mi : i ∈ {1, ..., n}},
se tiene que xi(xn) ∈ (−ε, ε) para cada i ∈ {1, ..., n} si n > m,
entonces xn ∈ V ⊆ U si n > m, aśı xn −→ x en la topoloǵıa
débil.

Proposición 2.20. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

Id : (X × Y, σ(X,X∗)× σ(Y, Y ∗)) −→ (X × Y, σ(X × Y,X∗× Y ∗))

es un homeomorfismo, es decir, las topoloǵıas coinciden.

Demostración. Sea ε > 0, {y∗1, ..., y∗n} ∈ Y ∗ y {x∗1, ..., x∗n} ∈ X∗

Considérese los conjuntos

V = V
(
x∗1, ..., x

∗
n,
ε

2

)
=
{
x ∈ X : |x∗i (x)| < ε

2
, 1 < i < n

}
y

U = U
(
y∗1, ..., y

∗
n,
ε

2

)
=
{
y ∈ Y : |y∗i (y)| < ε

2
, 1 < i < n

}
,
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los cuales son abiertos básicos en la topologia débil de X y Y res-
pectivamente. Nótese que

U × V ⊆ W = W (x∗1 × y∗1, ..., x∗n × y∗n, ε)

= {(x, y) ∈ X × Y : |x∗i (x) + y∗i (y)| < ε, 1 < i < n}
y W es un abierto básico en la topoloǵıa σ(X ×Y,X∗×Y ∗). Cómo
los elementos de X∗ × Y ∗ son continuos respecto a la topoloǵıa
σ(X,X∗)×σ(Y, Y ∗), entonces esta topoloǵıa contiene a la topoloǵıa
σ(X × Y,X∗ × Y ∗). Por tanto ambas topoloǵıas coinciden.

2.3. Definición y propiedades de la to-

poloǵıa débil∗.

Sea X un espacio normado, hasta aqúı se tienen dos topoloǵıas
en X∗:

1. La topoloǵıa usual (fuerte) determinada por la norma.

2. La topologia débil σ(X∗, X∗∗).

Ahora se obtendrá una tercera topoloǵıa en X∗ llamada la topoloǵıa
débil∗ y denotada por σ(X∗, X), la cual está definida sólo para
espacios duales.

Cada x ∈ X determina un funcional lineal definido en X∗ por
la siguiente asociación

x −→ yx ∈ X∗∗

donde yx(z
∗) = z∗(x) para cada z∗ ∈ X∗. De esta manera se obtiene

una familia (yx)x∈X ⊆ X∗∗ y en general esta contención es propia.
La topoloǵıa débil∗ que se construye de manera análoga a la

sección 2.2, es la mı́nima con respecto a la cual los elementos de la
familia (yx)x∈X son continuos y en general se tiene que σ(X∗, X) ⊆
σ(X∗, X∗∗).

Observación 2.21. Sea x∗0 ∈ X∗; dado {x1, ..., xn} ⊆ X finito y
ε > 0, en vista del teorema 2.12 el conjunto:

V (x∗0, x1, ..., xn, ε) =
n⋂
i=1

y−1xi (ai − ε, ai + ε) =

{x∗ ∈ X∗ : |(x∗ − x∗0)(xi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}
donde ai = x∗0(xi), es una vecindad de x∗0 en la topoloǵıa débil∗.
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Proposición 2.22. (X∗, σ(X∗, X)) es un espacio vectorial topológi-
co localmente convexo donde los conjuntos V (0, x1, ..., xn, ε) son ab-
sorbentes y balanceados.

La demostración es análoga a la de la topoloǵıa débil.

Proposición 2.23. (X, σ(X∗, X)) es un espacio topológico de Haus-
dorff.

Demostración. Sean x∗1, x
∗
2 ∈ X∗ distintos, entonces existe x ∈ X

tal que x∗1(x) 6= x∗2(x) (esto por ser funciones distintas). Supóngase
sin pérdida de generalidad que x∗1(x) < x∗2(x). Sea α ∈ R tal que:

x∗1(x) < α < x∗2(x).

Sean U = y−1x (−∞, α) y V = y−1x (α,∞) los cuales son abiertos en
la topoloǵıa débil∗, x∗1 ∈ U , x∗2 ∈ V y son ajenos. Por tanto se tiene
la afirmación.

Proposición 2.24. Sea X un espacio normado, (x∗n)n ⊆ X∗ y x∗0 ∈
X∗. Entonces x∗n −→ x∗0 en σ(X∗, X) si y sólo si x∗n(x) −→ x∗0(x)
para todo x ∈ X.

Demostración. (⇒) Supóngase que

x∗n −→ x∗0

en la topoloǵıa σ(X∗, X), como xx es continuo respecto a la topo-
loǵıa débil∗ entonces

xx(x
∗
n) −→ xx(x

∗
0)

para todo x ∈ X, esto es x∗n(x) −→ x∗0(x) para todo x ∈ X.
(⇐) Ahora supóngase que x∗n(x) −→ x∗0(x) para todo x ∈ X. Sea

U abierto en la topoloǵıa débil∗ tal que x∗0 ∈ U , entonces existen
ε > 0 y {x1, ..., xn} ⊂ X tal que x∗0 ∈

⋂n
i=1 x

−1
xi

(−ε, ε), esto es
x∗0(xi) ∈ (−ε, ε), como x∗n(xi) −→ x∗o(xi) entonces existe mi ∈ N
tal que si k > m se tiene que x∗k(xi) ∈ (−ε, ε), esto para cada
i ∈ {1, ..., n}. Sea m = máx{mi : i ∈ {1, ..., n}}, aśı se tiene que si
k > m entonces x∗k(xi) ∈ (−ε, ε), esto es x∗k ∈

⋂n
i=1 x

−1
xi

(−ε, ε) ⊆ U ,
por tanto x∗n −→ x∗0 en la topoloǵıa débil∗

En la demostración del siguiente teorema se usa fuertemente
el teorema de Tychonoff, el cual dice que el producto de espacios
topológicos compactos dotado de la topoloǵıa débil respecto a las
funciones proyección es compacto. La demostración de este resul-
tado puede verse en [12].
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Teorema 2.25 (Banach-Alaoglu). La bola unitaria UX∗ = {x∗ ∈
X∗ : ‖x∗‖ ≤ 1} es compacta en la topoloǵıa débil∗.

Demostración. Considérese el producto

Y = RX =
∏
x∈X

Rx

donde Rx = R, que son todos los mapeos de X sobre R.
Dado que X∗ es el espacio de los funcionales lineales acotadas

definidas en X sobre R, se puede considerar a X∗ como subespacio
de Y mediante la asociación Φ(x∗) = (x∗(x))x∈X .

La función Φ es inyectiva pues si (x∗1(x))x∈X = (x∗2(x))x∈X en-
tonces x∗1(x) = x∗2(x) para todo x ∈ X, por tanto x∗1 = x∗2.

Nótese que Φ es continua pues (πx ◦Φ)(x∗) = x∗(x) es continua
para cada x ∈ X, donde πx es la proyección en la entrada x.

También Φ−1 definida en Φ(X∗) es continua pues si V =
⋂n
i=1 x

−1
xi

(ai + ε, ai + ε)
es un abierto básico en la topoloǵıa débil∗ entonces:

Φ

(
n⋂
i=1

x−1xi (ai + ε, ai + ε)

)
=

((
n⋂
i=1

π−1x1 (ai − ε, ai + ε)

)
∩ Φ(X∗)

)
es un abierto básico en Φ(X∗) con la topoloǵıa heredada de Y , por
tanto Φ |UX∗ : UX∗ −→ Φ(UX∗) es un homeomorfismo.

Por otro lado si ‖x∗‖ 6 1 entonces |x∗(x)| 6 ‖x‖‖x∗‖ 6 ‖x‖,
por tanto Φ(UX∗) ⊆ K donde

K = {ω = (ωx)x∈X ∈ Y : |ωx| 6 ‖x‖} =∏
x∈X

[−‖x‖, ‖x‖] ⊆
∏
x∈X

Rx

y por el teorema de Tychonoff K es compacto.
Ahora considérese los conjuntos:

K1 = {ω ∈ Y : ωx+y − ωx − ωy = 0}

K2 = {ω ∈ Y : ωλx − λωx = 0},
como las proyecciones son continuas entonces las funciones:

ω −→ ωx+y − ωx − ωy

ω −→ ωλx − λωx
son continuas, por tanto K1 y K2 son subconjuntos cerrados de Y .

Aśı, claramente Φ(UX∗) = K∩K1∩K2, es cerrado y está conte-
nido en K que es compacto, por tanto es compacto, entonces UX∗
es compacto en la topoloǵıa débil∗.
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Definición 2.26. Sea X un espacio normado. Se dice que X es
reflexivo si la inyección canónica j : X −→ X∗∗ es suprayectiva.

Lema 2.27 (Goldstine). Sea X un espacio normado y j : X −→
X∗∗ la inyección canónica. Entonces j(UX) es débil∗ denso en UX∗∗.

Demostración. Sea S la cerradura de j(UX) en la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗).
UX∗∗ es cerrado en (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)) pues es compacto respecto a
la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗), aśı se tiene que S ⊆ UX∗∗ .

Supóngase que esta contención es propia y sea x∗∗ ∈ UX∗∗ \ S.
Como σ(X∗∗, X∗) es localmente convexa, entonces por el teorema
de Hahn-Banach existen x∗∗∗x∗ ∈ X∗∗∗ y α ∈ R tal que

x∗∗∗x∗ (s) < α < x∗∗∗x∗ (x∗∗).

Para todo s ∈ S, entonces

s(x∗) < α < x∗∗(x∗)

sup{s(x∗) : s ∈ S} < x∗∗(x∗).

Y como S ⊇ j(Ux),

sup{xx(x∗) : xx ∈ j(UX)} < x∗∗(x∗),

sup{|x∗(x)| : x ∈ UX} < x∗∗(x∗).

Por tanto:
‖x∗‖ < x∗∗(x∗) ≤ ‖x∗∗‖‖x∗‖ ≤ ‖x∗‖,

lo cual es contradictorio y por tanto S = j(UX).

Teorema 2.28. Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si y
sólo si UX es compacto en la topoloǵıa σ(X,X∗).

Demostración. (⇒) Supóngase que X es reflexivo, entonces la in-
yección canónica

j : X −→ X∗∗

es una isometŕıa biyectiva y por tanto j(X) = X∗∗, aśı la topo-
loǵıa débil del dual y la topoloǵıa débil∗ coinciden. Como j es una
isometŕıa biyectiva entonces j(UX) = UX∗∗ . También se tiene que

j : (UX , σ(X,X∗)) −→ (UX∗∗ , σ(X∗∗, X∗))

es un homeomorfismo. Por el teorema de Banach-Alaoglu, UX∗∗ es
compacto en la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗) y por tanto UX es débilmente
compacto.
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(⇐) Ahora supóngase que UX es compacto en la topoloǵıa débil,
como

j : (UX , σ(X,X∗)) −→ (j(UX), σ(X∗∗, X∗))

es biyectiva y continua, entonces j(UX) es compacto respecto a la
topoloǵıa débil∗ y por tanto cerrado (en la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗)).
Por el teorema de Goldstine se tiene que

j(UX) = j(UX)
σ(X∗∗,X∗)

= UX∗∗

Proposición 2.29. Sean X y Y espacios de Banach. Sean

jX : X −→ X∗∗ y jY : Y −→ Y ∗∗

las inyecciones canónicas de X y Y en X∗∗ y Y ∗∗ respectivamente.
Entonces se tiene que

jX×Y = (jX , jY )

y

Id : (X∗×Y ∗, σ(X∗, X)×σ(Y ∗, Y )) −→ (X∗×Y ∗, σ(X∗×Y ∗, X×Y ))

es un homeomorfismo, es decir, las topoloǵıas coinciden.

Demostración. Análoga a la proposición 2.20.

Este resultado y la proposición 2.20 serán de gran utilidad en el
caṕıtulo 4.

2.4. Teorema de Eberlein-Smulian.

Definición 2.30. Sea X un espacio normado y F ⊆ X∗. Se dice
que F separa puntos si f(x) = 0 para todo f ∈ F implica que x = 0.

Observación 2.31. Si X es separable, entonces X∗ contiene un
conjunto numerable de elementos de norma 1 que separa puntos.
Sea D ⊆ X denso y numerable, para cada x ∈ D, por el corolario
1.47 del teorema de Hahn-Banach, existe y∗x ∈ X∗ tal que ‖y∗x‖ = 1
y y∗x(x) = ‖x‖. Si x ∈ X y x 6= 0 existe (xn)n ⊆ D tal que xn −→ x,
entonces ĺımn→∞ y

+
x (xn) = ‖x‖ > 0, entonces existe k ∈ N tal que

y∗x(xn) > 0 y por tanto C = {yx : x ∈ D} separa puntos.

Definición 2.32. Sea X un espacio topológico y A ⊆ X. Se dice
que A es
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1. Relativamente compacto si A es compacto.

2. Relativamente compacto por sucesiones si cada sucesión de
elementos de A contiene una subsucesión que converge en X.

3. Relativa y numerablemente compacto si cada sucesión de ele-
mentos de A tiene un punto de acumulacion en X.

Lema 2.33. Sea X un espacio normado y A ⊆ X. Entonces A
es acotado si y sólo si para cada x∗ ∈ X∗ se tiene que x∗(A) es
acotado.

Demostración. (⇒) Sea x∗ ∈ X∗. Si A es acotado entonces ‖a‖ ≤
M para todo a ∈ A, para alguna M ∈ R, aśı |x∗(a)| ≤ ‖x∗‖M para
todo a ∈ A, por tanto x∗(A) es acotado.

(⇐) Supóngase que x∗(A) es acotado para todo x∗ ∈ X∗, en-
tonces (xa(x

∗))a∈A (donde xa(x
∗) = x∗(a) para todo x∗ ∈ X∗) es

acotado, por el teorema de Banach-Steinhaus (xa)a∈A = j(A) es
acotado y en consecuencia A es acotado.

Lema 2.34. Sea X un espacio de Banach y A ⊆ X. Si toda suce-
sión en A tiene un punto de acumulación débil, entonces x∗(A) es
relativamente compacto.

Demostración. Sea A ⊆ X tal que toda sucesión (an)n ⊆ A tiene
un punto de acumulación débil. Sea x∗ ∈ X∗ y supóngase que x∗(A)
no es acotado, entonces existe una sucesión (an)n ⊆ A tal que
|x∗(an)| > n para todo n ∈ N. Por hipótesis (an)n tiene un punto
de acumulación x0, es decir x0 ∈ A

∗
. El conjunto Uk = {x ∈ X :

|x∗(x) − x∗(x0)| < 1
k
}, donde k > 1, es un abierto que tiene a x0

en la topoloǵıa débil para todo k, entonces existe una subsucesión
(xnk)k tal que

|x∗(ank)− x∗(x0)| <
1

k
,

entonces

|nk| < |x∗(ank)| <
1

k
+ |x∗(x0)|,

para todo k, lo cual es una contradicción, por tanto x∗(A) es acotado
en R.

Observación 2.35. Sea X un espacio normado y A ⊆ X. Si A es
débilmente compacto, entonces A es acotado en X.

Sea x∗ ∈ X∗, como x∗ es continuo respecto a la topoloǵıa débil
se tiene que x∗(A) es acotado puesto que es compacto en R, por el
lema 2.32 A es acotado.
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Lema 2.36. Sea X un espacio de Banach tal que X∗ contiene un
subconjunto numerable que separa puntos. Entonces si K ⊆ X es
débilmente compacto, K es metrizable.

Demostración. Sea K es un subconjunto de X débilmente com-
pacto y (x∗n)n el subconjunto de X∗ que separa puntos. Es posible
suponer que ‖x∗n‖ = 1 para cada n ∈ N. Def́ınase:

d(k1, k2) =
∞∑
n=1

|x∗n(k1 − k2)|2−n.

d está bien definida puesto que
∞∑
n=1

|x∗n(k1 − k2)|2−n ≤
∞∑
n=1

‖x∗n‖‖k1 − k2‖2−n =

‖k1 − k2‖

(
∞∑
n=1

1

2n

)
<∞.

Tomando en cuenta que (x∗n)n separa puntos y que | | es una norma,
es fácil verificar que d es una métrica.

Considérese la función identidad:

I : (K, σ(X,X∗)) −→ (K, d).

Sean ko ∈ K y ε > 0, para ver que I es continua basta ver que
existe una vecindad V en la topoloǵıa débil tal que V ⊆ Bε(k0). Si
δ > 0 existe N ∈ N tal que

∞∑
n=N+1

|x∗n(k1 − k2)|2−n < δ

y sea V = V

(
k0, x

∗
1, ..., x

∗
N ,

δ1
N(

∑N
n=1

1
2n )

)
vecindad de K0 en la to-

poloǵıa débil donde δ1 > 0. Si k ∈ V entonces

d(k0, k) =
N∑
n=1

|x∗n(k0 − k)|2−n +
∞∑

n=N+1

|xn(k1 − k2)|2−n ≤

N

 δ1

N
(∑N

n=1
1
2n

)
 N∑

n=1

1

2n
+

∞∑
n=N+1

|xn(k1 − k2)|2−n < δ1 + δ.

Eligiendo δ1 y δ suficientemente pequeños se tiene que d(k0, k) < ε,
es decir k ∈ Bε(ko), aśı V ⊆ Bε(k0), por tanto I es continua. Como
(K, σ(X,X∗)) es compacto y (K, d) es de Hausdorff, se tiene que I
es un homeomorfismo y por tanto (K, σ(X,X∗)) es metrizable.
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Lema 2.37. Sea X un espacio normado y X0 ⊆ X un subespacio
vectorial. Entonces la topoloǵıa débil σ(X0, X

∗
0 ) de X0 coincide con

la topoloǵıa inducida por (X, σ(X,X∗)) en X0.

Demostración. Se demostrará que la convergencia de una sucesión
en ambas topoloǵıas coincide. Sea (xn)n una sucesión en X0 y x0 ∈
X0 tal que xn −→ x0 en σ(X,X∗), entonces x∗(xn) −→ x∗(x0) para
todo x∗ ∈ X∗. Sea x∗0 ∈ X∗0 , por el teorema de Hahn-Banach existe
x ∈ X∗ extensión de x∗0 y entonces

x∗0(xn) = x(xn) −→ x(x0) = x∗0(x0),

esto es, xn −→ x0 en σ(X0, X
∗
0 )

Conversamente supóngase que xn −→ x0 en σ(X0, X
∗
0 ). Sea x∗ ∈

X∗, como x∗ |X0∈ X∗0 entonces

x∗(xn) = x∗ |X0 (xn) −→ x∗ |X0 (x0) = x∗(x0),

esto es, xn −→ x0 en σ(X,X∗)
Por tanto (X0, σ(X0, X

∗
0 )) = (X0, σ(X,X∗) |X0)

Lema 2.38. Sea X un espacio de Banach y F ⊆ X∗ un subespacio
vectorial de dimensión finita. Entonces existe {x1, ..., xn} ⊆ X tal
que ‖xi‖ = 1 para cada i ∈ {1, ..., n} y para todo x∗ ∈ F se cumple

‖x∗‖ ≥ 2 máx
i∈{1,...,n}

{|x∗(xi)|}

Demostración. Sea E = {x∗ ∈ F : ‖x∗‖ = 1}, como F es de di-
mensión finita entonces E es compacto. Puesto que E es compacto,
existe {x∗1, ..., x∗n} ⊆ F tal que

E ⊆
n⋃
n=1

B 1
4
(x∗i ),

entonces, dado x∗ ∈ F de norma 1, existe i ∈ {1, ..., n} tal que
‖x∗ − x∗i ‖ < 1

4
. Ahora como para cada i ∈ {1, ..., n} se tiene que

‖x∗i ‖ = 1, entonces existe xi ∈ X de norma 1 tal que

|x∗i (xi)| >
3

4
.

Se tiene entonces que

|x∗(xi)| = |x∗i (xi)− (x∗i (xi)− x∗(xi))|
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≥ ||x∗i (xi)| − |x∗i (xi − x∗(xi)|| >
3

4
− 1

4
=

1

2
.

Por tanto

2 máx{|x∗(xi)| : i{1, ..., n}} ≥ 1 = ‖x∗‖.

Teorema 2.39 (Eberlein-Smulian). Sea X un espacio de Banach
y A ⊆ X. Las siguientes tres condiciones son equivalentes:

1. A es relativa y débilmente compacto.

2. A es relativa y débilmente compacto por sucesiones.

3. A es relativa, numerable y débilmente compacto.

Demostración. 1)⇒2) Sea A ⊆ X relativa y débilmente compac-
to, entonces A

∗
es débilmente compacto. Sea (an)n una sucesión

en A y considérese X0 = < (an)n >
‖ ‖

la cerradura del subespacio
generado por (an)n, el cual es separable y por el teorema de Ma-
zur es débilmente cerrado. Por el lema 2.37 se tiene que X0 ∩A

∗
es

(X0, σ(X0, X
∗))-cerrado en A

∗
que es compacto y por tanto compac-

to. Como X+
0 es separable X∗0 contiene un subconjunto que separa

puntos, por el lema 2.36 (X0, σ(X0, X
∗
0 )) es metrizable. Por tanto

(an)n tiene una subsucesión convergente.
2)⇒ 3)Es claro.
3)⇒ 1)Sea A ⊆ X relativa, numerable y débilmente compacto,

entonces por el lema 2.34 x∗(A) es acotado en R para todo x∗ ∈ X∗
y por el lema 2.33 A es acotado. También se tiene que j(A) ⊆ X∗∗

es acotado y por el teorema de Banach-Alaoglu es relativamente
compacto en la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗). Sea j(A)

∗
la cerradura de

j(A) en la topoloǵıa débil. Sea x∗1 ∈ X∗ de norma 1 y x∗∗0 ∈ j(A)
∗
.

Entonces

U1 = {x∗∗ ∈ X∗∗ : |(x∗∗0 − x∗∗)(x∗1)| < 1} ∩ j(A) 6= ∅,

es decir, existe a1 ∈ A tal que

|(x∗∗0 − j(a1))(x∗1)| < 1.

Sea F1 = 〈x∗∗0 , x∗∗0 − j(a1)〉 el cual es de dimensión finita, por el
lema 2.38 existe {x∗2, ..., x∗n2

} ∈ X∗ tal que ‖x∗2‖ = ... = ‖x∗n2
‖ = 1

y

‖y∗∗‖ 6 2 máx{|y∗∗(x∗i )| : 2 ≤ i ≤ n2} 6 2 máx{|y∗∗(x∗i )| : 1 ≤ i ≤ n2},
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para todo y∗∗ ∈ F1. Ahora

U2 ={
x∗∗ ∈ X∗∗ : |(x∗∗0 − x∗∗)(x∗1)| <

1

2

}
∩ ...∩{

x∗∗ ∈ X∗∗ : |(x∗∗0 − x∗∗)(x∗n2
)| < 1

2

}
es una vecindad de x∗∗0 que contiene un elemento j(a2), con a2 ∈ A
tal que

|(x∗∗0 − j(a2))(x∗1)| <
1

2
, ..., |(x∗∗0 − j(a2))(x∗n2

)| < 1

2
.

Análogamente considérese F2 = 〈x∗∗0 , x∗∗0 − j(a1), x∗∗0 − j(a2)〉 el
cual es de dimensión finita y se obtiene{x∗n2+1, ..., x

∗
n3
} ∈ X∗ tal

que ‖x∗n2+1‖ = ... = ‖x∗n3
‖ = 1 y

‖y∗∗‖ 6 2 máx{|y∗∗(x∗i )| : n2+1 ≤ i ≤ n3} 6

2 máx{|y∗∗(x∗i )| : 1 < i < n3},

e inductivamente se obtienen sucesiones (an)n ∈ A y (x∗n)n ⊆ X
que satisfacen

‖y∗∗‖ ≤ 2 máx{|y∗∗(x∗i )| : nk−1 + 1 ≤ i ≤ nk}

para todo y∗∗ ∈ 〈x∗0, x∗0 − j(a1), ..., x∗0 − j(ak−1)〉

máx{|(x∗0 − j(ak))(x∗i ) : 1 ≤ i ≤ nk} <
1

k

Por hipótesis (an)n tiene un punto de acumulación x0 ∈ X y

j(x0) = x∗∗0 . En efecto pues x0 ∈ 〈(an)n〉
∗

y esto implica que:

x∗∗0 − j(x0) ∈ 〈(x∗∗0 − j(an)n〉
∗

⊆ 〈x∗∗0 , x∗∗0 − j(a1), x∗∗0 − j(a2), ...〉
∗
.

Además por construcción se tiene para cada y∗∗ ∈ Fm:

‖y∗∗‖ ≤ 2 máx{|y∗∗(xi)| : 1 ≤ i ≤ m} ≤ 2 sup{|y∗∗(xi)| : 1 ≤ i ≤ ∞}.

Por tanto, tomando ĺımite

‖y∗∗‖ ≤ 2 sup{|y∗∗(xi)| : 1 ≤ i <∞},
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para cada y∗∗ ∈ 〈x∗∗0 , x∗∗0 − j(a1), x∗∗0 − j(a2), ...〉
∗
, en particular pa-

ra y∗∗ = x∗∗0 − j(x0) se tiene que

‖x∗∗0 − j(x0)‖ ≤ 2 sup{|y∗∗(xi)| : 1 ≤ i <∞}.

Ahora se demostrará que (x∗∗0 − j(x0)(x
∗
k) = 0 para todo k. Si

k < np < n entonces |x∗∗0 − j(x0)(x∗k)| < 1
p

por construcción. Como

x0 es punto de acumulación de (an)n, si N > k existe an tal que
|xk(an−xo)| < 1

N
, siempre que n > N > k. En consecuencia cuando

n > nN > k se tiene que:

|(x∗∗0 −j(x0)(x∗k)| ≤ |(x∗∗0 −j(an)(x∗k)|+|x∗k−(an−x0)| <
1

N
+

1

N
=

2

N
,

entonces

|(x∗∗0 − j(x0)(x∗k))| ≤ 2
2

N
=

4

N
.

Como N es arbitrario se tiene que |(x∗∗0 − j(x0)(x
∗
k)| = 0 para

todo K, entonces ‖(x∗∗0 − j(x0)(x
∗
k)‖ = 0. Aśı j(A)

∗
⊆ j(X) y

es débilmente compacto, también A ⊆ j−1((j(A)
∗
) y j−1((j(A)

∗
)

es compacto, pues es fácil ver que j : (X,w) −→ (j(X), w∗) es un
homeomorfismo donde w denota la topologia débil y w∗ la topoloǵıa
débil∗, entonces A es relativa y débilmente compacto.

Teorema 2.40. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes.

1. X es reflexivo.

2. Cada subespacio vectorial cerrado de X es reflexivo.

3. Cada subespacio vectorial cerrado y separable de X es reflexi-
vo.

4. Cada sucesión acotada en X tiene una subsucesión que con-
verge débilmente.

Demostración. 1)⇒ 2) Sea X0 un subespacio vectorial cerrado de
X, por el corolario de Mazur (2.18) X0 es débilmente cerrado. Como
X es reflexivo la bola unitaria es débilmente compacto, por tanto
{x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} ∩ X0 = {x ∈ X0 : ‖x‖ ≤ 1} es débilmente
compacto, pero este conjunto es la bola unitaria en X0, por tanto
X0 es reflexivo.

2)⇒3)Es claro.
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3)⇒ 4)Sea (xn)n una sucesión acotada en X y X0 = 〈(xn)n〉 el
subespacio vectorial cerrado generado por esta sucesión, entonces
X0 es separable y por hipótesis reflexivo. Como (xn)n ⊆ X0 es
acotado existe r ∈ R tal que la sucesión está contenida en Br(0),
comoX0 es reflexivo,Br(0) es débilmente compacto, por tanto (xn)n
es relativa y débilmente compacto. Por el teorema de Eberlein-
Smulian (xn)n es relativamente compacto por sucesiones, entonces
(xn)n tiene una subsucesión (xnk)k que converge en σ(X0, X

∗
0 ), por

el lema 2.37 (xnk)k converge en la topoloǵıa σ(X,X∗).
4)⇒1) Sea (xn) una sucesión en UX , entonces esta sucesión es

acotada y por hipótesis tiene una subsucesión que converge débil-
mente, entonces UX es relativamente y débilmente compacto por
sucesiones. Por el teorema de Eberlein-Smulian UX es relativa y
débilmente compacto, pero UX

∗
= UX = UX , por tanto Ux es débil-

mente compacto, por el teorema 2.28 X es reflexivo.

Teorema 2.41. Sea X un espacio de Banach, entonces:

1. X es separable si y sólo si UX∗ es metrizable en la topoloǵıa
débil∗.

2. X∗ es separable si y sólo si UX es metrizable en la topoloǵıa
débil.

Demostración. 1)
(⇒) Súpongase que X es separable. Sea (xn)n una sucesión densa

en UX . Si x∗ ∈ X∗ cumple que x∗(xn) = 0 para todo n ∈ N entonces
x∗ = 0, es decir (xxn)n separa puntos en X∗, pues si x∗(xn) = 0
para todo n ∈ N y x∗ 6= 0 entonces

‖x∗‖ = sup{|x∗(x)| : x ∈ UX} > 0,

aśı existe x ∈ UX tal que |x∗(x)| > 0 y por tanto x ∈ UX \ (xn)n.
Como (xn)n = UX existe una sucesión (yn)n ⊆ (xn)n tal que yn −→
x, dado que x∗ es continua entonces x∗(yn) −→ x∗(x), pero x∗(yn) =
0 para todo n ∈ N, por tanto x∗(x) = 0, lo cual es absurdo.

Por el teorema de Banach-Alaoglu UX∗ es compacto en la topo-
loǵıa débil∗ y también (xxn)n separa puntos, por el lema 2.36 UX∗
es metrizable dotado de la topoloǵıa débil∗.

(⇐) Ahora si UX∗ es metrizable en la topoloǵıa débil∗, entonces
0 tiene una base numerable en la topoloǵıa σ(X∗, X) y es posible
suponer que dicha base está formada por abiertos básicos. Sea (U∗n)n
la base local donde

U∗n = V (0, xn1 , ..., x
n
mn , εn),
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con εn > 0 y An = {xn1 , ..., xnmn} ⊆ X para todo n ∈ N. Sea
A =

⋃
n∈NAn ⊆ X el cual es numerable, entonces el subespacio

cerrado 〈A〉 es separable y es todo X, pues sea x∗ ∈ X+ tal que
x∗(a) = 0 para todo a ∈ A, entonces x∗ ∈ U∗n para todo n ∈ N,
por tanto x∗ = 0, aśı 〈A〉 es el anulador de {0} ∈ X∗, por el tanto
〈A〉 = X. De este modo se tiene que X es separable.

2)
(⇒) Supóngase que X∗ es separable, entonces por 1) UX∗∗ es

débilmente∗ metrizable, como j(UX) ⊆ UX∗∗ , es débilmente∗ metri-
zable, entonces dado que

j : (UX , σ(X,X∗)) −→ (j(UX), σ(X∗∗, X∗))

es un homeomorfismo se sigue que UX es débil metrizable.
(⇐) Ahora supongáse que UX es débil metrizable y sea {Un :

n ∈ N} una base de 0 numerable. Es posible suponer que

Un = {x ∈ X : |x∗i (x)| < εn, 1 ≤ i ≤ mn},

donde εn > 0 y {x∗1, ..., x∗mn} ∈ X∗. Sea A∗n = {x∗1, ..., x∗mn} para

todo n ∈ N y A∗ =
⋃
n∈NA

∗
n (el cual es numerable), entonces X =

〈A∗〉 el subespacio cerrado generado por A∗ es separable. Basta ver
que X = X∗, supongáse que no se da la igualdad, sea x∗0 ∈ X∗ \X,
como X es cerrado se tiene que:

d = ı́nf{‖x∗ − x∗o‖ : x∗ ∈ X} > 0.

Por el corolario 1.46 del teorema de Hahn-Banach existe x∗∗0 ∈ X∗∗
con ‖x∗∗0 ‖ = 1

d
, x∗∗0 (x∗) = 0 para todo x∗ ∈ X y x∗∗0 (x∗0) = 1. Ahora

considérese

V = {x ∈ UX : |x∗0(x)| < d

2
}

el cual es un abierto que contiene a 0 en la topologéa débil de UX ,
entonces existe n0 ∈ N tal que Un0 ⊆ V .

Dados

V1

(
dx∗∗0 , x

∗
0,
d

2

)
=

{
x∗∗ ∈ X∗∗ : |dx∗∗0 − x∗∗)(x∗0)| <

d

2

}
,

V2(dx
∗∗
0 , A

∗
n0
, εn0) =

⋂
A∗n0

{x∗∗ ∈ X∗∗ : |(x∗∗0 − x∗∗)(x∗)| < εn0}

que son vecindades en la topoloǵıa débil∗ de dx∗∗0 , se tiene que V1∩V2
también es vecindad de dx∗∗0 . Como ‖dx∗∗0 ‖ = 1, por el teorema de
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Goldstine existe xx1 ∈ V1 ∩ V2 tal que x1 ∈ UX , entonces se tiene
que

|dx∗∗0 (x∗0)− x∗0(x1))| <
d

2
y

|d(x∗∗0 (x∗)− x∗(x1)| < εn0

para todo x∗ ∈ A∗n0
. Por construcción se tiene que

dx∗∗0 (x∗0) = d

y
dx∗∗0 (x∗) = 0

para todo x∗ ∈ X, entonces dx∗∗0 (x∗) = 0 para todo x∗ ∈ An0 , aśı
se obtiene que:

|d− xx1(x∗o)| = |d− x∗0(x1)| <
d

2

esto equivale a que |x∗0(x1)| > d
2
, y

|xx1(x∗)| = |x∗(x1)| < εn0 ,

para todo x∗ ∈ A∗n0
. Pero la desigualdad |x∗0(x1)| > d

2
dice que x1

no está en V y de |x∗(x1)| < εn0 se deduce que x1 ∈ Un0 , lo cual
contradice que V ⊇ Un0 , por tanto x∗0 no existe y aśı X = X∗.

Corolario 2.42. Sea X un espacio de Banach tal que X∗ es sepa-
rable. Entonces:

1. X es separable;

2. Cada sucesión acotada (xn)n en X tiene una subsucesión (xnk)k
tal que (x∗(xnk))k converge para todo x∗ ∈ X∗.

Demostración. 1) Es el corolario 1.53 del teorema de Hahn-Banach.
2) Sea (xn)n una sucesión acotada en X y sin pérdida de gene-

ralidad supóngase que ‖xn‖ ≤ 1. Como j((xn)n) = (xxn)n ⊆ UX∗∗
y UX∗∗ es métrico y compacto, (xxn)n tiene una subsucesión que
converge en la topologá débil∗, sea (xxnk )k dicha subsucesión y
x∗∗0 ⊆ UX∗∗ su ĺımite, entonces

xxnk (x∗) −→ x∗∗0 (x∗)

para todo x∗ ∈ X∗, esto es

x∗(xnk) −→ x∗∗0 (x∗)

para todo x∗ ∈ X∗, entonces x∗(xnk) converge para todo x∗ ∈
X∗.
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Corolario 2.43. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces
UX∗ es débil∗ compacto y metrizable.

En consecuencia, en los duales de espacios de Banach separa-
bles las sucesiones acotadas tienen subsucesiones convergentes en
la topoloǵıa σ(X∗, X).

Teorema 2.44 (Banach-Mazur). Sea X un espacio de Banach se-
parable. Entonces X es isométricamnte isomorfo a un subsepacio
C([0, 1]).

Este teorema está demostrado en [11] (Teorema 3.12).



Caṕıtulo 3

Operadores débilemnte
compactos y espacios de
Grothendieck.

En este caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa básica de operadores
débilmente compactos y operadores adjuntos para después dar una
serie de equivalencias a la definición de espacio de Grothendieck en
términos de dichos operadores, precisamente en el teorema 3.25.

En este caṕıtulo se denotará a T (x) como 〈T, x〉 o simplemente
Tx.

3.1. Operadores adjuntos.

Sean X y Y espacios normados, a cada T ∈ B(X, Y ) se le
asociará un operador T ∗ que será llamado su adjunto.

Proposición 3.1. Sea T ∈ B(X, Y ), entonces existe un único ope-
rador T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) que satisface que 〈y∗, Tx〉 = 〈T ∗y∗, x〉 para
todo x ∈ X y y∗ ∈ Y ∗

Demostración. Sea y∗ ∈ Y ∗. Def́ınase T ∗(y∗) = y∗ ◦ T , como esta
funcion es la composición de dos operadores lineales y continuos
entonces T ∗y∗ ∈ X∗ y se satisface que 〈y∗, Tx〉 = 〈T ∗y∗, x〉 para
todo x ∈ X. Como esta propiedad se tiene para toda x ∈ X, T ∗y∗

está determinado de manera única.
Ahora, si y∗1, y

∗
2 ∈ Y ∗ entonces

〈T ∗(y∗1 + y∗2), x〉 = 〈(y∗1 + y∗2), Tx)〉 = 〈y∗1, Tx〉+ 〈y∗2, Tx〉 =

〈T ∗y∗1, x〉+ 〈T ∗y∗2, x〉 = 〈(T ∗y∗1 + T ∗y∗2), x〉 ,

55
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para cada x ∈ X y análogamente se demuestra que T ∗(αy∗) =
αT ∗y∗ para todo α ∈ R. Por lo que T ∗ es lineal.

Por otro lado ‖T ∗y∗(x)‖ = ‖y∗(Tx)‖ ≤ ‖y∗‖‖T‖‖x‖ y se sigue
que T ∗ es continuo. Además se tiene que ‖T ∗‖ = ‖T‖, pues

‖T ∗‖ = sup{‖T ∗(y∗)‖ : ‖y∗‖ ≤ 1} =

sup{sup{| 〈T ∗(y∗), x〉 | : ‖x‖ ≤ 1} : ‖y∗‖ ≤ 1} =

sup{sup{| 〈T ∗(y∗), x〉 | : ‖y∗‖ ≤ 1} : ‖x‖ ≤ 1} =

sup{sup{| 〈y∗, T (x)〉 | : ‖y∗‖ ≤ 1} : ‖x‖ ≤ 1} =

sup{‖T (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖T‖.

Teorema 3.2. La función

u : B(X, Y ) −→ B(Y ∗, X∗)

dada por u(T ) = T ∗, es un operador lineal.

Demostración. Sean T, T1, T2 ∈ B(X, Y ) y λ ∈ R. Entonces se tiene
que

〈(T1 + T2)
∗y∗, x〉 =

〈y∗, (T1 + T2)x〉 = 〈y∗, T1x+ T2x〉 =

〈y∗, T1x〉+ 〈y∗, T2x〉 =

〈T ∗1 y∗, x〉+ 〈T ∗2 y∗, x〉

para todo x ∈ X. Se sigue que (T1 + T2)
∗ = T ∗1 + T ∗2 , es decir,

u(T1 + T2) = u(T1) + u(T2).
También se tiene que

〈(λT )∗y∗, x〉 = 〈y∗, λTx〉 = λ 〈y∗, Tx〉 = λ 〈T ∗y∗, x〉

para cada x ∈ X. Por tanto (λT )∗ = λT ∗, es decir, u(λT ) = λu(T ).

Observación 3.3. u : B(X, Y ) −→ B(Y ∗, X∗) es un operador
lineal isométrico.

Proposición 3.4. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Entonces
se cumple lo siguiente:

1. Si S ∈ B(X, Y ) y T ∈ B(Y, Z), entonces (ST )∗ = T ∗S∗.
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2. Si IX y IX∗ denotan la identidad en X y X∗ respectivamente,
entonces (IX)∗ = IX∗.

Demostración. 1) Sean z∗ ∈ Z∗ y x ∈ X, por definición se tiene
que

〈(ST )∗z∗, x〉 = 〈z∗, (ST )x〉 =

〈z∗, STx〉 = 〈(S∗z∗, Tx〉 =

〈T ∗S∗z∗, x〉 = 〈(S∗T ∗)z∗, x〉 ,

por tanto (TS)∗ = S∗T ∗.

2)Para cada x ∈ X y x∗ ∈ X∗ se tiene que

〈I∗x∗, x〉 = 〈x∗, Ix〉 = 〈x∗, x〉 ,

por tanto I∗x∗ = x∗ para cada x∗ ∈ X∗, esto es I∗X = IX∗ .

Proposición 3.5. Sea T ∈ B(X, Y ) invertible. Entonces T ∗ es
invertible y se cumple que (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Demostración. Sea y∗ ∈ Y ∗, si T ∗(y∗) = 0, entonces

y∗(y) =
〈
y∗, TT−1y

〉
=
〈
T ∗y∗, T−1y

〉
= 0

para cada y ∈ Y , aśı y∗ = 0 y por tanto ker(T ∗) = {0}, es decir T ∗

es inyectiva. Sea x∗ ∈ X∗, entonces

〈x∗, x〉 =
〈
x∗T−1, Tx

〉
=
〈
T ∗x∗T−1, x

〉
,

para cada x ∈ X, entonces T ∗(x∗T−1) = x∗ y por tanto T ∗ es
suprayectiva. Aśı T ∗ es un isomorfismo.

Sean x∗ ∈ X∗ y y ∈ Y , entonces〈
(T−1)∗x∗, y

〉
=
〈
x∗, T−1y

〉
=〈

T ∗(T ∗)−1x∗, T−1y
〉

=
〈
(T ∗)−1x∗, TT−1y

〉
=
〈
(T ∗)−1x∗, y

〉
.

Por tanto (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Proposición 3.6. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces (T ∗)∗ |X=
T ∗∗ |X= T
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Demostración. Sean

jX : X −→ X∗∗

y

jY : Y −→ Y ∗∗,

la inyección canónica de X y Y respectivamente. Sea x ∈ X, en-
tonces

〈T ∗∗jX(x), y∗〉 =

〈jX(x), T ∗y∗〉 = 〈xx, T ∗y∗〉 =

〈T ∗y∗, x〉 = 〈y∗, Tx〉 =

〈jY (Tx), y∗〉

para todo y∗ ∈ Y ∗. Por tanto T ∗∗jX(x) = jY (Tx) para todo x ∈
X.

Teorema 3.7. Sea T ∈ B(X, Y ). Entonces

T ∗ : (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) −→ (X∗, σ(X∗, X))

es continuo.

Demostración. Sea (y∗n)n ⊆ Y ∗ una sucesión que converge a y∗0 ∈ Y ∗
en la topoloǵıa σ(Y ∗, Y ), entonces

〈T ∗, y∗n〉 −→ 〈T ∗, y∗0〉

débilmente∗, si y sólo si

〈T ∗y∗n, x〉 −→ 〈T ∗y∗0, x〉 , para todo x ∈ X,

si y sólo si

〈y∗n, Tx〉 −→ 〈y∗0, Tx〉 , para todo x ∈ X.

Como y∗n −→ y∗o en la topoloǵıa σ(Y ∗, Y ), entonces y∗ny −→ y∗oy
para todo y ∈ Y , en particular para los elementos de T (X). Por
tanto 〈T ∗, y∗n〉 −→ 〈T ∗, y∗0〉 débil∗. Aśı T ∗ es débilmente∗ continuo.

Proposición 3.8. Supóngase que X y Y son espacios de Banach
y sea T ∈ B(X, Y ). Entonces

ker(T ∗) = Im(T )⊥ y ker(T ) =⊥ Im(T ∗).



3.1. OPERADORES ADJUNTOS. 59

Demostración. y∗ ∈ ker(T ∗) si 〈T ∗, y∗〉 = 0, entonces 〈T ∗y∗, x〉 = 0
para todo x ∈ X, entonces 〈y∗, Tx〉 = 0 para todo x ∈ X, aśı
y∗ ∈Im(T )⊥. Por tanto ker(T ∗) ⊆ Im(T )⊥.

Notese que las implicaciones en el otro sentido también son cier-
tas, entonces ker(T ∗) ⊇ Im(T )⊥ y aśı se tiene la igualdad.

Ahora,
x ∈ ker(T )

si y sólo si Tx = 0, si y sólo si

〈y∗, Tx〉 = 0

para todo y∗ ∈ Y ∗, si y sólo si

〈T ∗y∗, x〉 = 0

para todo y∗ ∈ Y ∗, si y sólo si x ∈⊥Im (T ∗). Por tanto ker(T ) =⊥Im(T ∗).

Proposición 3.9. Sea X un espacio normado, A ⊆ X y B subes-
pacio vectorial de X∗. Entonces se cumple lo siguiente:

1. A⊥ es un subespacio débilmente∗ cerrado de X∗.

2. (⊥B)⊥ coincide con la cerradura de B en la topoloǵıa débil∗.

Demostración. 1) Se tiene la igualdad

A⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0 , x ∈ A} =
⋂
{ker j(x) : x ∈ A}.

Como j(x) es débilmente∗ continuo para todo x ∈ X, A⊥ es un
subespacio débil∗ cerrado.

2) Primero nótese que (⊥B)⊥ es un subespacio débil∗ cerrado
que contiene a B, entonces B

∗
está contenido en (⊥B)⊥. Ahora

sea x∗0 ∈ X∗ \ B∗, por el corolario 1.46 existe xx0 ∈ X∗ tal que
xx0(x

∗
0) = x∗0(x0) = 1 y xx0(x

∗) = x∗(x0) = 0 para todo x∗ ∈ B∗, es
decir B

∗ ⊆ ker(j(x0)), entonces x0 ∈ X \⊥ B) y aśı x∗0 no está en
(⊥B)⊥.

Por tanto (⊥B)⊥ = B
∗
.

Corolario 3.10. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ).
Entonces se cumple lo siguiente:

1. ker(T ∗) es débil∗ cerrado en Y ∗.

2. Im(T ) es denso en Y si y sólo si T ∗ es inyectiva.
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3. T es inyectivo si y sólo si ImT ∗ es débil∗ denso en X∗

Demostración. Por 3.9 y 3.8 (2) se tiene que ker(T )⊥ = (⊥Im(T ∗))⊥ =

T ∗(Y ∗)
∗

y ⊥ ker(T ∗) =⊥ (im(T )⊥) = T (X).
Ahora, T ∗ es inyectiva si y sólo si ker(T ∗) = {0}, si y sólo si

ker(T ∗)⊥ = {0}⊥ = Y = T (X)
∗
, si y sólo si ImT es denso en Y .

Análogamente se demuestra que Im(T ) es denso en Y si y sólo
si T ∗ es inyectiva.

Lema 3.11. Sean UX y UY las bolas unitarias en los espacios de
Banach X y Y respectivamente. Si T ∈ B(X, Y ) y δ > 0, entonces
1.)⇒ 2.)⇒ 3.)⇒ 4.), donde

1. ‖T ∗y∗‖ ≥ δ‖y∗‖.

2. T (UX) ⊇ δUY .

3. T (UX) ⊇ δUY .

4. T (X) = Y .

Demostración. Supóngase 1. y sea y0 6∈ T (UX). Como T (UX) es
convexo, por el teorema de Hahn-Banach existe y∗ ∈ Y ∗ tal que
y∗(y0) > 1 y y∗(y) ≤ 1 para todo y ∈ T (UX). Si x ∈ UX , entonces

〈T ∗y∗, x〉 = 〈y∗, Tx〉 ≤ 1,

por tanto ‖T ∗y∗‖ ≤ 1. Entonces por la hipótesis

δ < δ|y∗(y0)| ≤ δ‖y∗‖‖y0‖ ≤ ‖T ∗y∗‖‖y0‖ ≤ ‖y0‖,

aśı y0 no esta en δUY . Por tanto se sigue que y ∈ T (UX) si ‖y‖ < δ
y aśı se tiene 2.

Ahora supóngase 2. y sin pérdida de generalidad sea δ = 1,
entonces T (UX) ⊇ UY y por tanto T (UX) ⊃ UY . Para cada y ∈ Y y
ε > 0 existe x ∈ X tal que ‖x‖ ≤ ‖y‖ y ‖y−Tx‖ < ε. Sea y1 ∈ UX ,
elegimos (εn)n tal que

∞∑
n=1

εn < 1− ‖y1‖.

Supóngase que n > 1 y que se tiene yn. Entonces existe xn tal
que ‖xn‖ < ‖yn‖ y ‖yn − Txn‖ < εn. Sea yn+1 = yn − Txn
e inductivamente obtenemos sucesiones (yn)n y (xn)n tales que
‖xn+1‖ < ‖yn+1‖ = ‖yn − Txn‖ < εn. Aśı

∞∑
n

‖xn‖ ≤ ‖x1‖+
∞∑
n=1

εn ≤ ‖y1‖+
∞∑
n=1

εn < 1.
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Entonces se sigue que x =
∑∞

n=1 xn ∈ UX y

Tx = ĺım
n→∞

n∑
m=1

Txm = ĺım
n→∞

n∑
m=1

ym − ym+1 = y1.

Por tanto y1 = Tx ∈ T (UX) y aśı se tiene 3.
Finalmente 3. implica 4. es claro.

Teorema 3.12 (Banach). Sean X y Y espacios de Banach y T ∈
B(X, Y ). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Im(T ) es cerrado en Y .

2. Im(T ∗) es débilmente∗ cerrado.

3. Im(T ∗) es cerrado.

Demostración. 1)⇒ 2) Por el corolario 3.10 se tiene que ker(T )⊥ es
la cerradura en la topoloǵıa débil∗ de Im(T ∗), entonces basta ver
que Im(T ∗) ⊇ ker(T )⊥.

Sea x∗ ∈ ker(T )⊥, def́ınase el funcional f sobre Im(T ) dado por
f(Tx) = x∗(x). El funcional está bien definido pues si Tx2 = Tx1,
entonces T (x1−x2) = 0, es decir x1−x2 ∈ ker(T ), aśı x∗(x1−x2) =
0, por tanto x∗(x1) = x∗(x2).

Como Im(T ) es cerrado en Y , entonces es de Banach. Por el
teorema del mapeo abierto

T :
X

kerT
−→ T (X)

T ([x]) = T (x)

es un homeomorfismo, aśı existe K > 0 tal que ‖[x]‖ ≤ K‖Tx‖
para todo x ∈ X, entonces

|f(Tx)| = |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖‖[x]‖ ≤ K‖Tx‖‖x∗‖,

por tanto f es acotado. Aśı por el teorema de Hahn-Banach existe
y∗ ∈ Y ∗ que extiende a f , es decir, para cada x ∈ X

〈y∗, Tx〉 = 〈f, Tx〉 = 〈x∗, x〉 ,

entonces
〈T ∗(y∗), x〉 = 〈x∗, x〉 ,

por lo que T ∗y∗ = x∗, aśı x∗ es un elemento de la imagen de T ∗.
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2)⇒ 3) Es claro.
3)⇒ 1) Sea Z la cerradura de Im(T ) en Y y def́ınase S ∈

B(X,Z) como Sx = Tx, entonces Im(S) es denso en Z, por el
corolario 3.10 (2) S∗ es inyectiva. Si z∗ ∈ Z∗ por ser acotado, tie-
ne una extensión por el teorema de Hahn-Banach. Sea y∗ ∈ Y ∗ la
extensión de z∗, entonces se tiene lo siguiente:

〈T ∗y∗, x〉 = 〈y∗, Tx〉 =

〈z∗, Sx〉 = 〈S∗z∗, x〉 .
Se sigue que S∗z∗ = T ∗y∗, es decir, S∗ y T ∗ tiene la misma imagen,
entonces por hipótesis Im(S∗) es cerrado. Por el teorema del mapeo
abierto se tiene que S∗ es un isomorfismo sobre su imagen, aśı existe
una constante C > 0 tal que

C‖z∗‖ ≤ ‖S∗z∗‖

para todo z∗ ∈ Z∗. Por el lema anterior se tiene que S(X) = Z,
pero la imagen de T es igual a la imagen de S, entonces T (X) = Z
y Z es un subespacio cerrado de Y .

3.2. Operadores débilmente compactos.

Definición 3.13. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ).
Se dice que T es débilmente compacto si T (UX) es relativa y débil-
mente compacto, es decir, la cerradura de T (UX)en la topoloǵıa
débil es débilmente compacto en Y .

Observación 3.14. La definición 3.13 es equivalente a decir que un
operador T ∈ B(X, Y ) es débilmente compacto, si T (B) es relativa
y débilmente compacto para cada B ⊆ X acotado en norma.

Proposición 3.15. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ).
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. T es débilmente compacto.

2. Si (xn)n es una sucesión acotada en X, entonces T ((xn))n
tiene una subsucesión débilmente convergente.

Demostración. Supóngase que T es débilmente compacto y sea (xn)n
una sucesión acotada en X, entonces (T (xn))n es rélativa y débil-
mente compacto, y por el teorema de Eberlein-Smulian, es relativa y
débilmente compacto por sucesiones, aśı la sucesión (T (xn))n tiene
una subsucesión débilmente convergente.
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Supóngase que T es tal que si (xn)n es una sucesión acotada
en X, entonces T ((xn))n tiene una subsucesión débilmente conver-
gente. Sea B subconjunto de X acotado y sea (yn)n ⊆ T (B) una
sucesión, entonces existe una sucesión (xn)n ⊆ B tal que T (xn) = yn
para todo n ∈ N. Nótese que (xn)n es acotada en X, entonces (yn)n
tiene una subsucesión débilmente convergente. Aśı por el teorema
de Eberlein-Smulian T (B) es relativa y débilmente compacto y por
tanto T es débilmente compacto.

Se denotará a la colección de operadores débilmente compactos
en B(X, Y ) como WB(X, Y ).

Teorema 3.16. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ).
Entonces, T ∈ WB(X, Y ) si y sólo si

(T ∗)∗ = T ∗∗ : X∗∗ −→ Y ∗∗

es tal que T ∗∗(X∗∗) ⊆ j(Y ).

Demostración. Se denotará como A
w

y A
w∗

a la cerradura débil y
débil∗ de A respectivamente.

(⇒) Supóngase que T es débilmente compacto. Por el teorema
3.7,

T ∗∗ : (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)) −→ (Y ∗∗, σ(Y ∗∗, Y ∗))

es débilmente continuo y aśı

T ∗∗(UX∗∗) = T ∗∗(j(UX)
w∗

) (Por el teorema de Goldstine)

⊆ T ∗∗(j(UX))
w∗

(Por la continuidad de T ∗∗)

= (j(T (UX))
w∗

(Pues T ∗∗ extiende a T )

⊆ (j(T (UX)
w

)
w∗

.

Como T (UX)
w

es débilmente compacto, entonces

j(T (UX)
w

)

es débilmente∗ compacto y por tanto es débilmente∗ cerrado. En-
tonces

T ∗∗(UX∗∗) ⊆ (j(T (UX)
w

)
w∗

⊆ j(T (UX)
w

) ⊆ j(Y ).

(⇐) Supóngase ahora que T ∗∗(X∗∗) ⊆ j(Y ). Por el teorema
3.7, T ∗∗ es débilmente∗ continuo, entonces T ∗∗(UX∗∗) es débilmente∗

compacto en j(Y ), pues por el teorema de Banach-Alaoglu UX∗∗ es
débilmente∗ compacta en X∗∗, pero la topoloǵıa débil∗ de j(Y ) coin-
cide con la topoloǵıa débil de Y heredada a j(Y ) como subespacio
topológico, por tanto T es débilmente compacto.
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Teorema 3.17. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces se cum-
ple lo siguiente:

1. Si S, T ∈ WB(X, Y ) entonces S + T ∈ WB(X, Y ).

2. Si λ ∈ F y T ∈ WB(X, Y ), entonces λT ∈ WB(X, Y ).

Demostración. Primero supóngase que S, T ∈ WB(X, Y ) y sea
(xn)n ⊆ X acotada. Como T ∈ WB(X, Y ), entonces existe una
subsucesión (xnk)k tal que (T ((xnk)))k converge débilmente. Como
(xnk)k está acotada y S ∈ WB(X, Y ) existe una subsucesión (xnkj )j
tal que (S((xnkj )))j converge débilmente, aśı ((S+T )((xnkj )))j con-

verge débilmente. Por tanto S + T ∈ WB(X, Y )
De manera similar se demuestra que si λ ∈ F y T ∈ WB(X, Y ),

entonces λT ∈ WB(X, Y ).

Teorema 3.18. Sean R ∈ B(W,X) y T ∈ B(Y, Z), si S ∈ WB(X, Y )
entonces TS y SR son débilmente compactos.

Demostración. Sea (xn)n una sucesión acotada enW , entonces (R((xn)))n
es acotada. Como S es débilmente compacto entonces (S(R((xn))))n =
(SR(((xn))))n tiene una subsucesión débilmente convergente, aśı
SR es débilmente compacto.

Si (xn)n es acotada en X, entonces (S(xn))n tiene una subsu-
cesión débilmente convergente (S(xnk))k. Como T es débilmente
continuo entonces (TS(xnk))k es débilmente convergente, aśı TS es
débilmente compacto.

Teorema 3.19. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces T ∈
B(X, Y ) es débilmente compacto si y sólo si el operador adjunto

T ∗ : (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) −→ (X∗, σ(X∗, X∗∗))

es continuo.

Demostración. Primero supóngase que T es débilmente compacto,
entonces por el teorema 3.16, T ∗∗(X∗∗) ⊆ j(Y ). Aśı, dado x∗∗ ∈
X∗∗, existe y ∈ Y tal que

〈x∗∗, T ∗y∗〉 = 〈T ∗∗x∗∗, y∗〉 = j(y)(y∗) = y∗(y)

para todo y∗ ∈ Y ∗. Sea (y∗n)n ⊆ Y ∗ débilmente∗ convergente a algún
y∗0 ∈ Y ∗, entonces (y∗n(y))n converge a y∗0(y) para todo y ∈ Y , aśı
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〈x∗∗, T ∗y∗n〉 −→ 〈x∗∗, T ∗y∗0〉. Entonces T ∗(y∗n) −→ T ∗(y∗0) débilmen-
te y por tanto

T ∗ : (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) −→ (X∗, σ(X∗, X∗∗))

es continuo.

Ahora Supóngase que

T ∗ : (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) −→ (X∗, σ(X∗, X∗∗))

es continuo. Sea x∗∗0 ∈ X∗∗, por el teorema 3.16, basta ver que
T ∗∗x∗∗0 ∈ j(Y ). Sea (y∗n)n ⊆ Y ∗ débilmente∗ convergente a y∗0 ∈ Y ∗,
entonces T ∗y∗n −→ T ∗y∗0 débilmente, aśı 〈x∗∗0 , T ∗y∗n〉 −→ 〈x∗0, T ∗y∗0〉,
esto implica que 〈T ∗∗x∗∗0 , y∗n〉 −→ 〈T ∗∗x∗0, y∗0〉 , esto es, T ∗∗x∗∗0 es
débilmente∗ continuo, es decir T ∗∗x∗∗0 ∈ j(Y ), por tanto T ∗∗(X∗∗) ⊆
j(Y ).

Teorema 3.20 (Gantmacher-Nakamura). Sean X y Y espacios de
Banach. Entonces un operador T ∈ B(X, Y ) es débilmente com-
pacto, si y sólo si, T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) es débilmente compacto.

Demostración. Supóngase que T es débilmente compacto, entonces
por el teorema anterior

T ∗ : (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) −→ (X∗, σ(X∗, X∗∗)

es continuo, aśı por el teorema de Banach-Alaoglu UY ∗ es débilmente∗

compacto y por tanto T ∗(UY ∗) es débilmente compacto. Entonces
T ∗ es debilmente compacto.

Ahora supóngase que T ∗ es débilmente compacto, por el teorema
3.19

T ∗∗ : (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)) −→ (Y ∗∗, σ(Y ∗∗, Y ∗∗∗))

es continuo. Entonces

T ∗∗(UX∗∗) = T ∗∗(j(UX))
w∗

) (por teorema de Goldstine)

⊆ T ∗∗(j(UX))
w

(por la continuidad de T ∗∗)

= j(T (UX)
w

(pues T ∗∗ extiende a T )

= j(T (UX))
‖‖

(por el corolario de de Mazur)

y j(T (UX))
‖‖
⊆ j(Y ) pues (j(Y ), ‖‖) es completo. Por el teorema

3.16 T es débilmente compacto.
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3.3. Espacios de Grothendieck.

Definición 3.21. Un espacio de Banach X es llamado de Grot-
hendieck, si cada sucesión (x∗n)n ⊆ X∗ débilmente∗ convergente es
débilmente convergente.

Teorema 3.22 (Amir-Lindenstrauss). La bola unitaria UX∗ en el
dual de un espacio de Banach X es débilmente∗ compacta por suce-
siones si existe K ⊆ X débilmente compacto tal que X = 〈K〉 (esta
cerradura esta tomada respecto a la topoloǵıa que induce la norma).

Observación 3.23. El teorema original de Amir-Lindenstrauss es
más fuerte que lo que se presenta en este trabajo. Este resultado fué
probado por Daniel Amir y Joram Lindenstrauss en 1968, en [1].

Definición 3.24. Sea X un espacio de Banach. Una base de Schau-
der en X es una sucesión (xn)n ⊆ X, tal que para todo x ∈ X existe
una única sucesión de escalares (an)n, donde

x =
∞∑
n=1

anxn.

Teorema 3.25. Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

1. X es un espacio de Grothendieck.

2. Si T ∈ B(X, Y ) y Y = 〈K〉
||||

, donde K ⊆ Y es débilmente
compacto, entonces T ∈ WB(X, Y ).

3. Si Y es un espacio de Banach, (Tn)n ⊆ WB(X, Y ) y

ĺım
n→∞

Tn(x) = T0(x)

(en la topoloǵıa débil) existe para todo x ∈ X, entonces T0 ∈
WB(X, Y ).

4. Si Y es un espacio de Banach, (Tn)n ∈ WB(X, Y ) y

ĺım
n→∞

Tn(x) = T0(x)

existe para todo x ∈ X, entonces T0 ∈ WB(X, Y ).

5. Si T ∈ B(X, Y ) y Y es separable, entonces T ∈ WB(X, Y ).

6. Si T ∈ B(X, c0), entonces T ∈ WB(X, c0)
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Demostración. 1)⇒2) Sea T ∈ B(X, Y ) donde Y = 〈K〉
||||

y K ⊆
Y , es débilmente compacto. Por el teorema de Gantmacher-Nakamura,
basta ver que T ∗ es débilmente compacto. Sea (y∗n)n una sucesión
acotada en Y ∗, por el teorema de Amir-Lindenstrauss, existe una
subsucesión (y∗nk)k que converge débilmente∗, como T ∗ es débilmen-
te continuo, entonces (T ∗y∗nk)k es débilmente∗ convergente en X∗,
aśı (T ∗y∗nk)k converge débil pues X es de Grothendieck. Por tanto
T ∗ es débilmente compacto.

2)⇒3) Nótese que ĺımn→∞ Tn(x) = T0(x) (en la topoloǵıa débil)
es un operador acotado, pues si y∗ ∈ Y ∗ entonces, ĺımn→∞ y

∗(Tn(x)) =
y∗T0(x) <∞ para todo x ∈ X, por el teorema de Banach-Steinhause,
y∗ ◦ T0 es acotado para todo y∗ ∈ Y ∗, entonces T0 es acotado.

Nótese que

T0(X) ⊆

〈⋃
n∈N

Tn(X)

〉‖ ‖
,

pues como

T0(x) = ĺım
n→∞

Tn(x)

en la topoloǵıa débil, entonces

T0(X) ⊆

〈⋃
n∈N

Tn(X)

〉σ(Y,Y ∗)

=

〈⋃
n∈N

Tn(X)

〉‖ ‖

por el corolario de Mazur.
De esta forma, basta ver que

〈⋃
n∈N

Tn(X)

〉‖ ‖
= 〈K〉

||||

para algún K que es débilmente compacto. Como Tn es débilmente
compacto para todo n ∈ N, el conjunto Bn = Tn(UX) es relativa
y débilmente compacto y por tanto acotado en norma, es decir,
existe Mn tal que ‖Tn(x)‖ ≤ Mn para todo x ∈ UX , aśı se tiene
que 1

Mn
Bn ⊆ UY y el conjunto 1

nMn
Bn es relativa y débilmente

compacto. Def́ınase K =
⋃
n∈N

1
nMn

Bn. Sea (sn)n una sucesión en
K, entonces hay dos posibles casos

1) Una cantidad infinita de términos de la sucesión están con-
tenidos en un sólo 1

nMn
Bn,

2) Sólo un número finito de elementos de la sucesión están con-
tenidos en cada 1

nMn
Bn.
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En el primer caso se tiene una subsucesión (snk)k ⊆ (sn)n tal que
(snk)k ⊆ 1

jMj
Bj para algún j ∈ N, como 1

jMj
Bj es relativa y débil-

mente compacto, entonces (snk)k tiene una subsucesión débilmente
convergente.

En el segundo caso es posible encontrar una sucesión creciente de
naturales (mn)n tal que smn ∈ 1

mnMmn
Bmn y claramente smn −→ 0

y es una subsucesión de (sn)n.
Entonces, en ambos casos, K es relativa y débilmente compacto

por el teorema de Eberlein-Smulian.
Como 〈

1

nMn

Bn

〉
= 〈Tn(X)〉 ,

entonces

〈K〉
‖ ‖

=

〈
∞⋃
n=1

Tn(X)

〉‖ ‖
.

Aśı, por hipótesis como

T0 : X −→

〈
∞⋃
n=1

Tn(X)

〉‖ ‖
= Y0 ⊆ Y,

y 〈
∞⋃
n=1

Tn(X)

〉‖ ‖
= 〈K〉,

entonces T0 es débilmente compacto, es decir, T0(UX)
σ(Y0,Y ∗0 )

es
compacto en la topoloǵıa σ(Y0, Y

∗
0 ), Entonces por el lema 2.37,

T ∈ WB(X, Y ).
3)⇒4) Es claro, pues la convergencia en norma es más fuerte

que la convergencia débil.
4)⇒5) Considérense dos casos, cuando Y tiene una base y cuan-

do no.
En el primer caso, supóngase que Y tiene una base de Schauder

(yn)n, entonces para todo x ∈ X, T (x) se escribe de manera única
como

T (x) =
∞∑
n=1

anyn,

y ∥∥∥∥∥T (x)−
n∑
i=1

anyn

∥∥∥∥∥ −→ 0.
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Sea Tn =
∑n

i=1 aiyi entonces T (x) = ĺımn→∞ Tn(x) (en norma).
Sea

∑n
i=1 aiyi para todo n ∈ N. Cada Tn tiene rango de dimensión

finita y por tanto es débilmente compacto, aśı por hipótesis, T (x) =
ĺımn→∞ Tn(x) (en norma), es débilmente compacto.

Ahora, en el segundo caso, si Y no tiene base, como Y es sepa-
rable, entonces por el teorema de Banach-Mazur, Y es isométrica-
mente isomorfo a un subsepacio de C([0, 1]) y este espacio tiene una
base (véase [11]), entonces por un argumento similar al anterior, T
es débilmente compacto.

5)⇒6) Como c0 es separable el resultado es inmediato.
6)⇒1) Sea (x∗n)n una sucesión que converge a 0 débilmente∗ en

X∗, entonces (x∗n(x))n converge a 0 para todo x ∈ X. Def́ınase

T : X −→ c0

como T (x) = (x∗n(x))n, la cual está bien definida y es lineal, pues
x∗n es lineal para todo n ∈ N. También T es acotado pues

‖T (x)‖ = ‖(x∗n(x))n‖ =

sup{|x∗n(x)| : n ∈ N} ≤ sup{‖x∗n‖‖x‖ : n ∈ N} ≤

‖x‖ sup{‖x∗n‖ : n ∈ N},

como (x∗n)n converge débilmente∗ entonces es acotada, entonces T
es acotado. Por hipótesis se tiene que T es débilmente compacto y
entonces por el teorema 3.16, T ∗∗(X∗∗) ⊆ j(co) ∼= c0. Sea

S : X∗∗ −→ c∗∗0

el operador dado por S(x∗∗) = (x∗∗(x∗n))n. Entonces S es acotado y
por tanto débilmente continuo, también T ∗∗ es débilmente continuo.
Nótese que si x ∈ X,

S(j(x)) = (j(x)(x∗n))n = (x∗n(x))n = T (x) = T ∗∗(j(x)),

entonces S |j(X)= T ∗∗ |j(X). Como j(X) es débilmente∗ denso en
X∗∗ y la topoloǵıa débil (de `∞) es Hausdorff, entonces S = T ∗∗.
Como T ∗∗(x∗∗) = (x∗∗(x∗n))n y (x∗∗(x∗n))n converge a cero para to-
do x∗∗ ∈ X∗∗, (x∗n)n converge débilmente a 0. Por tanto X es de
Grothendieck.
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Caṕıtulo 4

El espacio C(K,X)

En este caṕıtulo se estudiará el espacio de Banach C(K,X),
con la norma definida en el primer caṕıtulo. K será un espacio
topológico de Hausdorff y X un espacio de Banachl objetivo es dar
condiciones suficientes y necesarias para que este espacio sea de
Grothendieck.

4.1. Producto tensorial de espacios de

Banach.

Sean X y Y espacios vectoriales sobre un campo F =(R ó C)).
Una función

h : X × Y −→ F

es bilineal si cumple que

1. h(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1h(x1, y) + λ2h(x2, y)

2. h(x, γ1y1 + γ2y2) = γ1h(x, y1) + γ2h(x, y2)

para todo x, x1, x2 ∈ X, y, y1, y2 ∈ Y, y λ1, λ2, γ1, γ2 ∈ F .
Al conjunto de todas las funciones bilineales definidas en X×Y

que toman valores en el campo F se le denotará H(X, Y ).
Cada (x, y) ∈ X × Y induce un funcional lineal definido en

H(X, Y ) de la siguiente manera:

(x⊗ y)(h) = h(x, y),

donde h ∈ H(X, Y ).

Definición 4.1. Sean X y Y espacios vectoriales. Se define el pro-
ducto tensorial de X y Y como el espacio vectorial

X ⊗ Y = 〈{x⊗ y : x ∈ X, y ∈ Y }〉 =

71
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n∑
i=1

λi(xi ⊗ yi) : n ∈ N, λi ∈ F, xi ∈ X, yi ∈ Y

}
.

Proposición 4.2. Sean X y Y espacios vectoriales. Entonces se
cumple que:

1. (x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y

2. x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2

3. λ(x⊗ y) = λx⊗ y = x⊗ λy

4. 0⊗ y = x⊗ 0 = 0

Para cada x, x1, x2 ∈ X, y, y1, y2 ∈ Y , λ ∈ F .

Es posible dotar al producto tensorial de dos espacios X y Y ,
de una norma. Sea u =

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y , se define la norma

de u como

‖u‖ = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗(xi)y
∗(yi)

∣∣∣∣∣ : x∗ ∈ UX∗ , y∗ ∈ UY ∗
}
.

La demostración de que, en efecto, es una norma, puede verse
en [16].

Proposición 4.3. Sean X y Y espacios normados y

u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y.

Entonces

‖u‖ = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗(xi)y
∗(yi)

∣∣∣∣∣ : x∗ ∈ UX∗ , y∗ ∈ UY ∗
}

=

sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

x∗(xi)yi

∥∥∥∥∥ : x∗ ∈ UX∗
}

=

sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

y∗(yi)xi

∥∥∥∥∥ : y∗ ∈ UY ∗
}
.

La demostración puede verse en [16]
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4.2. El espacio C(K)⊗X.

Definición 4.4. Sea (K, τ) un espacios topológico. Una familia de
funciones {gi : K −→ [0, 1]}i∈N ⊆ C(K) se llama partición de la
unidad si

∞∑
i=1

gi(t) = 1

para todo t ∈ K.
Además, dada una cubierta abierta {Vi : i ∈ N} de X, decimos
que la partición está subordinada a esta cubierta si el soporte de
la función gi, {t ∈ X : gi(t) 6= 0}, está contenido en Vi para toda
i ∈ N.

Teorema 4.5. Sea (K, τ) un espacio topológico compacto y de
Hausdorff. Entonces dada una cubierta abierta del espacio K, existe
una partición de la unidad subordinada a dicha cubierta.

La demostración puede verse en [17]

Teorema 4.6. Sea K un espacio topológico compacto y de Haus-
dorff, y X un espacio de Banach. Entonces C(K)⊗X es isométri-
camente isomorfo a un subespacio de C(K,X).

Demostración. Considérese el mapeo

< : C(K)⊗X −→ C(K,X)

dado por
n∑
i=1

fi ⊗ xi 7−→ <

(
n∑
i=1

fi ⊗ xi

)
donde

<

(
n∑
i=1

fi ⊗ xi

)
(t) =

n∑
i=1

fi(t)xi

para todo t ∈ K. Es claro que < es lineal.
Falta ver que la norma de C(K,X) restringida a los elementos

de la imagen de < coincide con la norma del producto tensorial.
Sea u =

∑n
i=1 fi ⊗ xi ∈ C(K)⊗X, entonces

‖<(u)‖ = sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(t)xi

∥∥∥∥∥ : t ∈ K

}
=
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sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

δt(fi)xi

∥∥∥∥∥ : t ∈ K

}
donde δt ∈ C(K)∗ y δt(f) = f(t) para toda f ∈ C(K).

co{δt : t ∈ K} = UC(K)∗ ,

por tanto

sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

δt(fi)xi

∥∥∥∥∥ : t ∈ K

}
= ‖u‖

Teorema 4.7. Sea K un espacio topológico compacto y de Haus-
dorff, y X un espacio de Banach. Entonces C(K)⊗X es denso en
C(K,X).

Demostración. Sea f ∈ C(K,X) y sea ε > 0. Considérese la cu-
bierta abierta {Bε(f(t)) : t ∈ K} de f(K), entonces existe una
subcubierta finita {Bε(f(ti))}ni=1. Para cada i ∈ {1, 2, 3, ..., n} sea

vi = {t ∈ K : ‖f(t)− f(ti)‖ < ε},

entonces los abiertos {vi}ni=1 cubren a K. Sea {g1, ..., gn} una par-
tición de la unidad subordinada a esta cubierta y sea

u =
n∑
i=1

gi ⊗ f(ti)

entonces u ∈ C(K)⊗X. Ahora

‖<(u)− f‖ = sup
t∈K

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi(t)f(ti)− f(t)

∥∥∥∥∥
}
≤

sup
t∈K

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

gi(t)(f(ti)− f(t))

∥∥∥∥∥
}
< ε

pues para cada t ∈ K, ‖f(ti) − f(t)‖ < ε si t ∈ vi o gi(t) = 0 si t
no está en vi, pues el soporte de gi está contenido en vi.

Proposición 4.8. Sea K un espacio topológico compacto y de Haus-
dorff, y sea X un espacio de Banach. Entonces C(K) ⊗ X∗∗ y
C(K)∗∗ ⊗X son subespacios de C(K,X)∗∗

La demostración puede verse en [16]
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4.3. Teorema de Khurana.

Definición 4.9. Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X.

1. Se dice que A es denso en ninguna parte si el interior de
la cerradura de A es vaćıo (equivalentemente A es denso en
ninguna parte si y sólo si X \ A es denso en X).

2. Se dice que A es de primera categoŕıa en X si A es la unión de
una familia finita o numerable de subconjuntos de X densos
en ninguna parte.

3. Se dice que A es residual si X \A es de primera categoŕıa en
X.

Definición 4.10. Sea (X, τ) un espacio topológio y (Y, d) un espa-
cio métrico. Una familia = de funciones de X en Y es equicontinua
en el punto x0 ∈ X si, para todo ε > 0, existe Ux0 ∈ τ vecindad de
x0 tal que

d(f(x), f(x0)) < ε

para toda f ∈ =, si x ∈ Ux0.

Proposición 4.11. Sea (X, τ) un espacio topológico y (Y, d) un
espacio métrico. Si una sucesión de funciones continuas

fn : (X, τ) −→ (Y, d), n ∈ N

converge puntualmente a una función

f : (X, τ) −→ (Y, d)

y cumple que dado x0 ∈ X y ε > 0, existen una vecindad ux0 y
k ∈ N tal que

d(fp(x), fk(x)) < ε

si x ∈ ux0 y p ≥ k, entonces (fn)n es equicontinua en x0.

Demostración. Sea ε > 0.
Entonces existen una vecindad ux0 y k ∈ N tal que

d(fp(x), fk(x)) <
ε

3

si x ∈ ux0 y p ≥ k. Como (fn(x0))n converge, se tiene que existe k1
(sin pérdida de generalidad supóngase que k = k1) tal que

d(fp(x0), fk(x0)) <
ε

3
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si p ≥ k.
Como fk es continua, existe vx0 ∈ τ vecindad de x0 tal que

d(fk(x0), fk(x)) <
ε

3

si x ∈ vx0 .
Ahora, para todo i < k, fi es continua. Entonces para todo

i < k, existe uixo vecindad de x0 tal que

d(fi(x), fi(x0)) < ε

si x ∈ ux0 . Si u = (ux0 ∩ vx0) ∩
(⋂k−1

i=1 u
i
x0

)
, entonces u es una

vecindad abierta de x0 y es fácil ver que si x ∈ u, entonces

d(fn(x), fn(x0)) < ε.

Luego, por el lema anterior, se tiene que (fn)n es equicontinua en
x0.

En el siguiente lema A◦ denotará el interior de A.

Lema 4.12 (Osgood). Sea

fn : (X, τ) −→ (Y, d)

una sucesión de funciones continuas donde (X, τ) es un espacio
topológico y (Y, d) es un espacio métrico. Supóngase que la sucesión
converge puntualmente a una función

f : (X, τ) −→ (Y, d).

Entonces existe un subconjunto residual de X en el cual (fn)n es
equicontinua.

Demostración. Considérese el conjunto

Kn,k =

{
x ∈ X : d(fk(x), fp(x)) <

1

n
, p ≥ k

}
,

y sean

Kn =
⋃
k

(Kn,k)
◦

y

K =
⋂
n

Kn.
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La afirmación es que (fn)n es equicontinua en K. Sea ε > 0,
x0 ∈ K y fm ∈ {fn}n, como x0 ∈ K entonces x0 ∈ Kn para todo
n ∈ N, es decir,

x0 ∈
⋃
k

(Kn,k)
◦.

Sea n0 ∈ N tal que 1
n0
< ε. Aśı se tiene que

x0 ∈
⋃
k

({
x ∈ X : d(fp(x), fk(x)) <

1

n0

< ε, p ≥ k

})◦
y entonces existe k0 tal que

x0 ∈
({

x ∈ X : d(fp(x), fk(x)) <
1

n0

< ε, p ≥ k0

})◦
y este conjunto es una vecindad de x0. Aśı (fn)n es equicontinua en
K.

Nótese que X =
⋃
k {Kn,k}. En efecto, sea x ∈ X, como (fn(x))n

es de Cauchy, dado n0 ∈ N existe k0 ∈ N tal que

d(fp(x), fk0(x)) <
1

n0

si p ≥ k0. Por tanto x ∈ Kn0,k0 ⊆
⋃
k {Kn0,k}. También se tiene que

X \Kn =
⋃
k

{Kn,k} \
⋃
k

{(Kn,k)
◦} ⊆

⋃
k

{Kn,k \ (Kn,k)
◦}

y
⋃
k {Kn,k\(Kn,k)

◦} es de primera categoŕıa en X. Por tanto X\Kn

es de primera categoŕıa en X. Aśı,

X \
⋂
n

{Kn} =
⋃
n

{X \Kn}

es de primera categoŕıa y por tanto K es residual en X.

Considérese el conjunto potencia de los números naturales

℘(N) =
∏
i∈N

{0, 1}i

con la topoloǵıa producto.
Es necesario recordar la definición de medida:

Definición 4.13. Sea Σ una σ-álgebra de subconjuntos de una con-
junto X y X un espacio de Banach. Una medida es una función µ
definida en Σ que toma valores en X y satisface que:
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1. µ(∅) = 0

2. Si (Ei)i∈N es una sucesión de elementos de Σ ajenos dos a dos,
supóngase que

∑
i∈N µ(Ei) converge, entonces debe cumplirse

que

µ

(⋃
i∈N

Ei

)
=
∑
i∈N

µ(Ei).

Definición 4.14. Sea (K, τ) un espacio topológico. La σ-álgebra
de Borel de subconjuntos de K es la mı́nima σ-álgebra que contiene
a τ .

Sea Σ una σ-álgebra de Borel de subconjuntos de K que contiene
a la σ-álgebra de Borel de K. Una medida µ en (K,Σ) que toma
valores en un espacio de Banach X se dice regular si para cada
A ∈ Σ, dado ε > 0, existen un compacto k ∈ K y un abierto
U ∈ K, tal que k ⊆ A ⊆ U y si B ⊆ U \K, entonces ‖µ(B)‖ < ε.

Definición 4.15. Sea Σ una σ-álgebra de subconjuntos de un con-
junto X , X un espacio de Banach y µ : Σ −→ X una medida. Se
define la variación de µ denotada por |µ|, como

|µ|(A) =

sup

{
n∑
i=1

‖µ(Ai)‖ : {Ai}ni=1 ∈ A

}
donde A es el conjunto de particiones finitas de A en subconjuntos
medibles.

Además se dice que µ es de variación finita, o acotada, si |µ|(A) <
∞ para todo A ∈ Σ.

Observación 4.16. Sea Σ una σ-álgebra de subconjuntos de un es-
pacio topológico X y X un espacio de Banach. Entonces es fácil ver
que el conjunto de medidas de Borel de variación finita definidas en
Σ y que toman valores en X∗ M(X , X∗), es una espacio normado.
La norma se define como:

‖µ‖ = |µ|(X )

Definición 4.17. Sea Σ una σ-álgebra de subconjuntos de un con-
junto X , X un espacio de Banach y µ : Σ −→ X∗ una medida. Se
dice que µ es de semivariación acotada si

sup{|µ(Ai)(xi)|} <∞

donde el supremo se toma sobre las particiones finitas (Ai)
n
i ⊆ Σ

de K y subconjuntos finitos {x1, ..., xn} ⊆ UX .
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Proposición 4.18. Sea Σ una σ-álgebra de subconjuntos de un
conjunto X , X un espacio de Banach y µ : Σ −→ X∗ una medida.
Entonces, µ es de variación acotada si y solo si es de semivariación
acotada.

La demostración puede verse en [18]
Sea (K, τ) un espacio topológico y de Hausdorff. Sea Σ una σ-

álgebra de subconjuntos de K. Una función f es simple si es de la
forma f =

∑n
i=1 χAi ⊗ xi, donde {Ai}n1 ⊆ Σ es una partición de K.

Si µ : Σ −→ X∗ es una medida, se define la integral de una función
simple f =

∑n
i=1 χAi ⊗ xi como∫

fdµ =
n∑
i=1

µ(Ai)(xi).

Proposición 4.19. Sea X un espacio de Banach y K un espacio
topológico compacto y de Hausdorff. Entonces cada función f ∈
C(K,X) es ĺımite uniforme de funciones simples.

Nótese que T (f) =
∫
fdµ , para f ∈ C(K,X) define un funcio-

nal lineal y como cada función f ∈ C(K,X) es ĺımite uniforme de
funciones simples, se tiene un funcional lineal definido en C(K,X).

Teorema 4.20 (Teorema de representación de Riesz). Sea K un
espacio topológico compacto y de Hausdorff. Entonces la función de-
finida en las medidas de Borel regulares de variación finita M(K,R)
y que toma valores en C(K)∗, dado por

µ 7−→
∫

( )dµ

es un isomorfismo isométrico.

La demostración puede verse en [4].
Nótese que cada medida µ : Σ −→ X∗ determina una medida

µx : Σ −→ F de la siguiente manera

µx(A) = 〈µ(A), x〉

y śı f =
∑n

i=1 χAi es una función simple∫
fdµx =

n∑
i=1

µx(Ai) =
n∑
i=1

µ(Ai)(x) =

∫ n∑
i=1

χAi ⊗ xdµ.

Proposición 4.21. Sea µ una medida que toma valores en X∗

donde X es un espacio de Banach. Entonces µ es regular si y sólo
si cada µx es regular.
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La demostración puede verse en [18].

Teorema 4.22 (Teorema de representación de Riesz (C(K,X))).
Sea (K, τ) compacto y de Hausdorff, y X un espacio de Banach.
Entonces el espacio C(K,X)∗ es isomorfo al espacio M(K,X∗) (el
espacio de medidas regulares y de variación acotada definidas en la
σ-álgebra de Borel determinada por τ).

Demostración. Considérese el mapeo

T : M(, X∗) −→ C(K,X)∗

dado por T (µ) = Tµ, donde Tµ(f) =
∫
fdµ y nótese que Tµ es

lineal.
Si
∫
χA ⊗ xdµ = 0 para toda función simple χA ⊗ x, entonces∫

χAdµx = 0 para toda función simple. Por el teorema de represen-
tación de Riesz para funciones escalares se tiene que µx = 0 para
cada x y por tanto µ = 0, aśı se tiene que T es inyectiva.

Sea f ∗ ∈ C(K,X)∗. Para cada x ∈ X \ {0}, el conjunto

Cx = {g ⊗ x : g ∈ C(K)}

es isomorfo a C(K). Entonces f ∗ |C(X)= f ∗x determina un elemento
de C(K)∗, entonces existe una única medida µx regular de variación
acotada tal que

f ∗(g ⊗ x) =

∫
gdµx.

Def́ınase µ para cada A boreliano como µ(A)(x) = µx(A). El mapeo
t(x) = µx es lineal, pues si x, y ∈ X, entonces por el teorema de
representación para funciones escalares se tiene que

µx + µy = f ∗(a⊗ x) + f ∗(a⊗ y) =

f ∗(a⊗ x+ a⊗ y) = f ∗(a⊗ (x+ y)) = µx+y,

entonces se tiene que

µ(A)(x+ y) =

µx+y(A) = µx(A) + µy(A) = µ(A)(x) + µ(A)(y),

esto es, µ es aditiva.
Ahora se demostrará que si (xn)n ⊆ X converge a 0, entonces

se cumple que (f ∗xn)n converge a 0. Esto implica que el mapeo

x 7−→ µx
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es continuo y en consecuencia µ tomará valores enX∗. En efecto, sea
ε > 0 y sea f ∈ C(K,X), como f ∗ es continua entonces existe δ > 0
tal que si ‖f‖ < δ, entonces |f ∗(f)| < ε. Entonces si f(K) ⊆ Bδ(0)
se tiene que ‖f‖ < δ y por tanto |f ∗(f)| < ε. Por otro lado como
xn −→ 0 entonces a ⊗ xn −→ 0, aśı para Bδ(0) , existe n ∈ N
suficientemente grande tal que (a ⊗ xn)(K) ⊆ Bδ(0). Entonces se
tiene que, dado ε > 0

‖f ∗xn‖ = sup{|f ∗(a⊗ xn)| : a ∈ UC(K)} < ε,

si xn −→ 0.
Sea (Ai) ⊆ K una partición en borelianos de K. Como µx es

regular, para cada Ai y r > 0, existen borelianos ki compactos y ui
abiertos, tales que

ki ⊆ Ai ⊆ ui,

y si B ⊆ ui \ ki, entonces µ(B) < r. Como K es compacto y
Hausdorff, entonces K es regular. Aśı por el lema de Urysson, existe
una función continua

fi : K −→ [0, 1]

tal que fi(k) = 1 para todo k ∈ ki y fi(x) = 0 para todo x ∈ K \ui.
Aśı, si δ > 0 existen funciones (fi) ∈ C(K) con soportes ajenos de
norma 1 tales que∣∣∣∑µ(Ai)(xi)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣T (∑ fi ⊗ xi
)∣∣∣+ δ <∞.

De aqúı se sigue que µ es de semivariación acotada y en conse-
cuncia es de variación acotada.

Proposición 4.23. Sea K un espacio topológico compacto y de
Hausdorff, y X un espacio de Banach. Sea µ ∈ M(K,X∗) y f ∈
C(K,X). Entonces se cumple la siguiente desigualdad∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ ‖f‖d|µ|,
donde donde ‖f‖ denota la función g ∈ C(K) dada por g(x) =
‖f(x)‖.

La demostración puede verse en [18]
Más adelante, en vista del teorema de representación de Riesz y

por comodidad, en vez de escribir
∣∣∫ fdµ∣∣ ≤ ∫ ‖f‖d|µ|, se escribirá

|µ(f)| ≤ |µ|(‖f‖).
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Lema 4.24. Sea λn : ℘(N) −→ F (donde F = R o F = C) una
sucesión de medidas tal que ĺımn→∞ λn(A) existe para todo A ⊆ N,
entonces (λn)n converge uniformemente en ℘(N). En particular se
tiene que λn({n}) −→ 0.

Demostración. Se sigue del lema de Osgood (lema 4.12) que (λn)n
es equicontinua en un conjunto residual, pues dicha sucesión con-
verge puntuaalmente. Dado que 2N es compacto se tiene el resultado
.

4.3.1. Teorema de Nissenzweig.

Definición 4.25. Sea X un espacio de Banach y sea (x∗n)n ⊆ X∗.

1. Se dice que (x∗n) converge tipo `2 si existe ε > 0 tal que(
∞∑
n=1

(x∗n(x))
1
2

)2

≤ ε‖x‖.

2. Se dice que X tiene la propiedad de convergencia secuen-
cial (c.s.) si existe (x∗n)n convergente a cero débilmente∗ e
ı́nfn∈N ‖x∗n‖ > 0.

3. Se dice que X tiene la propiedad de convergencia secuencial `2
( `2 c.s.) si existe (x∗n)n que converge tipo `2 e ı́nfn∈N ‖x∗n‖ > 0.

Definición 4.26. Sea X un espacio de Banach. Una sucesión

(x∗n)n∈N ⊆ X∗

es semi `1 si para cada n ∈ N ‖x∗n‖ ≤ 1, y si existe r > 0, tal
que para cualesquiera números naturales p, q, n1 < ... < np+q y para
cualesquiera reales no negativos a1 < ... < ap+q, se tiene que∥∥∥∥∥

p∑
i=1

aix
∗
ni
−

p+q∑
i=p+1

aix
∗
ni

∥∥∥∥∥ ≥ r

p+q∑
i=1

ai.

Observación 4.27. Si X tiene la propiedad `2 c.s. entonces tiene
c.s.

Teorema 4.28 (Helly). Sea X un espacio normado. Sean

{x∗1, x∗2, ..., x∗n} ⊆ X∗

y
{α1, α2, ..., αn} ⊆ F

no vaćıos. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. Existe x0 ∈ X tal que x∗i (x0) = αi para todo i ∈ {1, 2, 3, ..., n}

2. Existe M ≥ 0 tal que para todo subconjunto {β1, β2, ..., βn} ⊆
F se tiene que ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

αiβ1

∣∣∣∣∣ ≤M

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αix
∗
i

∥∥∥∥∥ .
Además, si existe un número M ≥ 0 que satisfaga la segunda

condición, entonces para cualquier ε > 0 existe x0 ∈ X tal que x0
cumple la primera condición y ‖x0‖ ≤M + ε.

La demostración puede verse en [2].

Teorema 4.29. Sea X un espacio de Banach. Si X no es reflexivo
entonces para cada r < 1, existen sucesiones (xn)n ⊆ X, (x∗n)n ⊆
X∗, cuyos elementos tienen norma 1 y que satisfacen que x∗n(xi) > r
si n ≤ i y x∗n(xi) = 0 si n > i.

Demostración. Sea r < 1 y sea X un espacio de Banach no refle-
xivo. Considérese el cociente X∗∗/j(X), el cual es un espacio de
Banach puesto que j(X) es de Banach y por tanto cerrado.

Como X no es reflexivo es posible elejir y∗∗ ∈ X∗∗ \ j(X), en-
tonces [y∗] 6= 0. Sea δ ∈ (r, 1) y def́ınase z∗∗ = δ

‖[y∗∗]‖y
∗∗. Nótese

que

‖[z∗∗]‖ =

∥∥∥∥[ δ

‖[y∗∗]‖
y∗∗
]∥∥∥∥ =

(
δ

‖[y∗∗‖

)
‖[y∗∗]‖ = δ < 1.

Por el teroema 1.14 y 1.15, para 1− ‖[z∗‖ > 0 existe u∗∗ ∈ X∗∗
tal que

[u∗∗] = [z∗∗],

‖u∗∗‖ < ‖[z∗∗]‖+ (1− ‖[z∗∗]‖ = 1

y
‖u∗∗‖ > ‖[u∗∗]‖ = ‖[z∗∗]‖ > r.

Como ‖u∗∗‖ = sup{|u∗∗(x∗)| : x∗ ∈ UX∗} > r, existe y∗ ∈ UX∗
tal que |u∗∗(y∗)| > r > 0. Sea y∗1 = r

u∗∗(y∗∗
y∗. Nótese que

u∗∗(y∗1) = u∗∗(
r

u∗∗(y∗∗
y∗) = r

y

‖y∗1‖ = ‖ r

u∗∗(y∗
y∗‖ =

r

|u∗∗(y∗|
‖y∗‖ =

r

|u∗∗(y∗|
< 1.
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Tambien, r = |u∗∗(y∗1)| ≤ ‖u∗‖‖y∗1‖ ≤ ‖y∗1‖.
Con un procediemiento análogo a la construcción de y∗1, es po-

sible construir y1 ∈ X tal que ‖y1‖ ≤ 1 y y∗1(y1) = r.
La manera de proceder será inductiva, entonces supóngase que

se tiene {y1, y2, ..., yn} ⊆ X y {y∗1, ..., y∗n} ⊆ X∗ que satisfacen las
condiciones:

1. ‖y∗n‖ ≤ 1 y ‖yn‖ ≤ 1, para todo n ∈ N.

2. y∗n(yj) = 0 si n > j y y∗n(yj) = r si n ≤ j.

3. u∗∗(y∗n) = r para todo n ∈ N.

Sea M = r
‖[u∗∗]‖ , nótese que r < M < 1.

Sean a1, a2, ..., an ∈ R, entonces

r = M‖[u∗∗]‖ ≤M

∥∥∥∥∥u∗∗ +
n∑
i=1

aij(yi)

∥∥∥∥∥
Pues aij(yi) ∈ j(X). Sean c1 = c2 = cn = 0 y cn+1 = r, además
sean b1, b2, ..., bn ∈ R. Entonces∣∣∣∣∣

n+1∑
i=1

bici

∣∣∣∣∣ = |bn+1|r,

Y suponiendo que bn+1 no es cero y considerando aj =
bj
bn+1

se tiene
que ∣∣∣∣∣

n+1∑
i=1

bici

∣∣∣∣∣ = |bn+1|r ≤

M |bn+1|

∥∥∥∥∥u∗∗ +
n∑
i=1

bi
bn+1

j(yi)

∥∥∥∥∥ = M

∥∥∥∥∥bn+1u
∗∗ +

n∑
i=1

bij(yi)

∥∥∥∥∥ .
Aśı, como 0 < M < 1, por el teorema de Helly, para 1 −M > 0
se tiene que existe x∗ ∈ X∗ tal que ‖x∗‖ ≤ M + (1 −M) = 1 y
j(yj)(x

∗) = x∗(yj) = cj = 0 para j ∈ {1, 2, ..., n}. Def́ınase y∗n+1 =
x∗, entonces se cumple que ‖y∗n+1‖ ≤ 1 y y∗n+1(yj) = 0 para todo
j ∈ {1, 2, 3, ..., n} y u∗(yn+1) = r. Ahora resta encontrar yn+1 ∈ X∗
tal que ‖yn+1‖ ≤ 1 y y∗j (yn+1) = r para todo j ∈ {1, 2, 3, ..., n+ 1}.
Sean γ1, γ2, γn+1 ∈ R, entonces se cumple que∣∣∣∣∣

n+1∑
i=1

γir

∣∣∣∣∣ =
n+1∑
i=1

ru∗∗(y∗i ) =

∣∣∣∣∣u∗∗
(
n+1∑
i=1

γiy
∗
i

)∣∣∣∣∣ ≤ ‖u∗∗‖
∥∥∥∥∥
n+1∑
1=1

γiy
∗
i

∥∥∥∥∥ .
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Aplicando el teorema de Helly para 1−‖u∗∗‖ > 0 se tiene que existe
x ∈ X tal que ‖x‖ ≤ 1 − ‖u∗∗‖ + ‖u∗∗‖ = 1 y yi(x) = r para todo
i ∈ {1, 2, ..., n+1}. Def́ınase yn+1 = x y de esta manera se concluye
el paso inductivo. Finalmente, se obtuvieron sucesiones (yn)n ⊆ X
y (y∗n)n ⊆ X∗ tales que ‖y∗n‖ ≤ 1, ‖yn‖ ≤ 1 para todo n ∈ N,

y∗n(yj) = r si n ≤ j y y∗n(yj) = 0 si n < j. Aśı, tomando xn =
yn
‖yn‖

y x∗n =
y∗n
‖y∗n‖

se obtienen las sucesiones buscadas.

Teorema 4.30. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita.
Sea (x∗n)n ⊆ X∗ una sucesión semi `1. Supóngase que no existe
(y∗n)n ⊆ 〈{xn}n〉, tal que, que converge a 0 en la topoloǵıa débil∗ y
que ı́nfn∈N{‖y∗n‖} > 0. Entonces X tiene LA PROPIEDAD `2 c.s.

Este resultado fué probado en [13].

Teorema 4.31 (Nissenzweig). Sea X un espacio de Banach de
dimensión infinita. Entonces existe una sucesión (x∗n)n ⊆ X∗ que
converge a 0 en la topoloǵıa débil∗ y ı́nfn∈N{‖x∗n‖} > 0.

Demostración. Primero supóngase que X no es reflexivo, entonces
por el teorema 4.28, existe una sucesión (xn)n semi `1 (por cons-
trucción la sucesión satisface las condiciones semi `1). Entonces si
no existe (y∗n)n ⊆ 〈{x∗n}n∈N〉 que satisface que converge débil∗ y que
ı́nfn∈N{‖yn‖} > 0, entonces es consecuencia inmediata del teorema
anterior que X tiene la propiedad `2 c.s. y en consecuencia tiene la
propiedad c.s.; si śı existe tal sucesión, entonces no hay nada que
demostrar.

Si X es reflexivo, entonces es posible encontrar una familia de
subespacios cerrados de X, (Xn)n, cuya unión es densa en X. Por
el corolario 1.48 es posible encontrar x∗n ∈ X∗ tal que xn(x) = 0
para todo x ∈ Xn y ‖x∗‖ = 1. Como

⋃
nXn es densa en X, se sigue

que (x∗n)n converge débil∗ y aśı X tiene la propiedad c.s.

4.3.2. Demostración del teorema de Khurana.

Teorema 4.32 (Khurana.). Sea K un espacio topológico de Haus-
dorff y X un espacio de Banach. Entonces C(K,X) es de Grothen-
dieck si y sólo śı alguna de las siguientes condiciones se satisface:

1. K es finito y X es de Grothendieck.

2. X es de dimensión finita y C(K) es de Grothendieck.
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Demostración. Primero, si se satisface 1), el espacio C(K,X) =
X |K| y en vista de la proposición 1.36 y la proposición 2.29, se
tiene que

(C(K,X)∗, σ(C(K,X)∗, C(K,X))) =
(
(X∗)|K|, τ

)
donde X∗ está dotado de la topoloǵıa débil∗ y τ es la topoloǵıa pro-
ducto. Entonces, como X es de Grothendieck, se sigue que C(K,X)
es de Grothendieck.

Ahora, si se satisface 2), como X es de dimensión finita, entonces
es isomorfo al espacio F n, donde n es la dimensión de X. Entonces
el espacio C(K,X) es isomorfo al espacio

∏n
i=1C(K) y en vista de

la proposición 1.36 y la proposición 2.29 se tiene que

(C(K,X)∗, σ(C(K,X)∗, C(K,X))) =

(
n∏
i=1

C(K)∗, τ

)
.

Como C(K) es de Grothendieck, se sigue que C(K,X) es de Grot-
hendieck.

Ahora supóngase que 1) y 2) no se satisfacen y que C(K,X) es
un espacio de Grothendieck.

Sea (kn)n una sucesión en K, como este espacio es infinito po-
demos suponer que los puntos de la sucesión son todos distintos.
Como X es de dimensión infinita por el teorema de Nissenzweig
es posible elegir una sucesión en X∗ que converja débil∗ y que no
converja en norma, es decir, (x∗n)n una sucesión en X∗ tal que

x∗n −→ 0

en la topoloǵıa débil∗ y ‖x∗n‖ = 1 para todo n ∈ N. Nótese que
‖x∗n‖ = sup{|x∗n(x)| : x ∈ UX}, entonces es posible encontrar una
sucesión (xn)n ⊆ UX tal que |x∗(xn)| ≥ 1

2
para todo n ∈ N.

Ahora def́ınase

µn(A) =

{
x∗n si kn ∈ A
0 si kn 6∈ A

para cada A en la σ-álgebra de Borel de (K, τ). Visto como elemento
de C(K,X)∗, µn es igual a la función dada por

µn(χA ⊗ x) = ξkn(χA)x∗n(x) = χA(kn)x∗n(x), (1)

donde x ∈ X y ξkn es la función evaluación en kn, pues∫
(χA ⊗ x)dµn = µn(A)(x),
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lo cual coincide con (1).
Nótese que (µn)n ⊆ C(K,X)∗ = M(K,X∗) y que

‖µn‖ = |µn|(X) =

sup

{
n∑
i=1

‖µk(Ai)‖ : {Ai}ni=1 es partición de K, k ∈ N

}
≤ 1

para todo n ∈ N.
Por otro lado, sea f ∈ C(K) y x ∈ X. entonces

µn(f ⊗ x) = T (µn) =

∫
(f ⊗ x)dµn = f(xn)x∗n(x) −→ 0

pues x∗n converge en la topoloǵıa débil∗.
Para cada M ⊆ N def́ınase

LM : C(K,X)∗ −→ F

como LM(µ) =
∑

n∈M µ(χkn ⊗ xn) y nótese que

|LM(µ)| ≤∑
n∈M

|µ(χkn ⊗ xn)| ≤

∑
n∈M

|µ|‖χkn ⊗ xn‖ ≤
∑
n∈M

|µ|(χkn) = |µ|
∑
n∈M

χkn <∞,

pues ‖χkn ⊗ xn‖ ≤ χkn , donde ‖χkn ⊗ xn‖ es la función men-
cionada en 4.22. De la desigualdad anterior se sigue que LM ∈
C(K,X)∗∗ (pues es fácil verificar que es lineal). Como µn conver-
ge a 0 en la topologia débil∗ de C(K,X)∗ y puesto que C(K,X)
es de Grothendieck, se tiene que µn converge a 0 en la topoloǵıa
σ(C(K,X)∗, C(K,X)∗∗), es decir, x∗∗(µn) converge a 0 para todo
x∗∗ ∈ C(K,X)∗∗, en particular LM(µn) converge a 0 para todo
M ⊆ N. Def́ınase

λn : 2N −→ F

como
λn(M) = LM(µn),

la cual es claramente una medida. Por el lema 4.23 se tiene que

λn({n})) −→ 0,

esto es

L{n}(λn) = λn(χkn ⊗ xn) = χkn(kn)x∗n(xn) = x∗n(xn) −→ 0,

pero x∗n(xn) ≥ 1
2
, lo cual es una contradicción.
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