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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo probar el método de Diferencias Finitas (FD) basadas en
la teoria de Funciones de Base Radial (RBFs) para resolver las ecuaciones de Navier Stokes, a
saber, el problema de la cavidad con tapa deslizante (LDC). Los métodos basados en RBFs, re-
cientemente han sido ampliamente usados en la solucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales
(PDE) ya que tienen propiedades que las hacen muy atratactivas, como por ejemplo el hecho de
que no requieren la construcién de mallas, diversas variantes han sido desarrolladas a través del

tiempo y en afios recientes ha surgido la combinacién de RBFs con FD.

Uno de los principales problemas en el uso de los métodos basados en RBFs, es que los sistemas
lineales resultantes llamados de Gram, tiene un alto condicionamiento. La variante del método
que usaremos genera sistemas locales que permiten mejorar el condicionamiento del problema.
Otra forma de mejorar el condicionamiento es aumentar la precision de maquina, adicionalmen-
te el empleo de un mapeo unitario, similar al que se emplea en la teoria del método de Elemento
Finito (FEM), ha permitido mejorar el criterio en la eleccion del parametro de forma. Como ve-
remos, existen varios tipos de funciones o kerneles radiales que poseen distintas caracteristicas,
en esta tesis, sin embargo, s6lo usaremos el kernel Inverso Multicuddrico (IMQ), debido a que

esta funcion tiene propiedades importantes cuando variamos el llamado parametro de forma.

En este trabajo nos proponemos comparar el nimero de condicién local contra el pardmetro de
forma tanto en precision doble, como cuadruple, con y sin mapeo unitario, cada uno de estos
casos para diferente nimero de nodos locales. Con los resultados obtenidos pudimos elegir un
parametro de forma adecuado para cada caso y resolvimos el problema LDC para cada uno
de los casos, comparando los resultados con los obtenidos por Ghia [20] y Cruz [6] quienes
usaron FD y RBFs respectivamente. Usando las ventajas generales que nos da cada uno de ellos,
los resultados sugirieron que es importante que los sistemas locales se resulevan con precision

cuadruple y mapeo unitario con a los més 9 nodos locales.

VI
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Capitulo 1

Introduccion

Durante afios, una de las principales herramientas en la solucién de PDEs ha sido el uso de
analisis numérico, donde uno de los métodos mas usados es el de FD. Este método ha sido
ampliamente estudiado, debido a que en comparacién de otros métodos como Volumen Finito
(FVM) y FEM es relativamente mds sencillo y tiene un costo computacional bajo, sin embargo,
FD tiene la limitante de que s6lo pueden usarse nodos equiespaciadas en coordenadas cartesianas

o curvilineas.

Generalmente cuando se pretende estudiar un método nimerico mas sofisticado como FEM, no
solo se recomienda comparar los resultados con la solucién analitica (si es que se conoce), si
no resolver también con FD (en los casos donde sea posible) para poder hacer una comparacién

valida.

Algunos problemas clésicos en la solucién de PDEs por métodos numéricos han sido aquellos
referentes a la dindmica de fluidos, un ejemplo clasico es el conocido como el problema LDC, de
donde algunos trabajos destacables son los de Ghia [20] y Ertuk [8], [9]. Este problema describe
el movimiento de un fluido sobre un recipiente cuya tapa es una banda transportadora que mueve

la superficie del fluido de manera constante.

Las PDEs que gobiernan el problema LDC se caracterizan por su relativa complejidad en com-
paracion con algunas PDEs cldsicas como Poisson u Onda ya que se trata de un sistema fuerte-
mente acoplado, sin embargo, también puede considerarse un problema sencillo en comparacion
con el sistema definido por las Ecuaciones de Navier Stokes en 3 dimensiones o problemas de
electromagnetismo, (consulte por ejemplo Larsson [33] capitulos 12y 13). Es por esta razén que

su solucidn sirve de pardmetro en la solucién de PDEs mds complejas.

Por otro lado, cuando se necesita resolver PDEs sobre nodos que no se encuentran en un arre-

glo uniformemente distribuido, uno de los métodos més estudiado ha sido FEM, sin embargo,
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recientemente el desarrollo de la teoria de RBFs ha abierto un nuevo campo de estudio, ya que

una de las principales ventajas que muestra sobre FEM es su convergencia espectral.

Las RBFs evolucionaron del método multicuddrico propuesto de manera heuristica en 1971 por
el geodesista Rolland Hardy en la interpolacion de datos topogréficos (véase Hardy [26]), asi
como la interpolaciéon basada en Splines de capa delgada propuesta por los ingenieros Harder
y Desmarais de la MacNeal-Schwendler Corporation y de la NASA respectivamente, para el
disefio de aeronaves (véase Harder y Desmarais [25]), tiempo después fue generalizado como el
método de interpolacion por RBF y del cual se han formalizado y estudiado diversos aspectos
tedricos que mas adelante se mencionaran. Entre las aplicaciones mas destacables ademas de la
interpolacion de datos, se encuentran: problemas de minimos cuadrados (consulte Hardy [27]),
problemas de redes neuronales sintéticas (puede ver Chen et al. [5]) y por supuesto solucién a
PDEs (véase Sarra y Kansa [40] capitulo 3).

Recientemente la combinacién de FD con RBF (RBF-FD) descrita por Tolstykh [45] ha supuesto
una mejora en los inconvenientes cldsicos de la teoria de las RBFs, como es el caso del mal
condicionamiento.



Capitulo 2

Conceptos Basicos

2.1. Normas de matrices

Gran parte de los problemas que se estudian en andlisis numérico se reducen a un sistema de
ecuaciones lineales cuya solucién generalmente nos permite obtener una solucién aproximada a
nuestro problema original, es por ello que es de suma importancia caracterizar algunas propie-
dades que guardan las matrices y los vectores involucrados en dicho sistema. Es necesario hacer
énfasis que aunque en este trabajo sélo se trabajardn con matrices y vectores en el campo de
los reales, algunas definiciones se pueden generalizar al campo de los complejos (para ver una

descripcion més detallada puede consultar Saad [37] capitulo 1).

Definicion 2.1.1. Sea el vector € R”, su norma p se define como 2.1

n 1/p
], = | Y |l 2.1)
=1

para todo p € [1, c0), mientras que en el caso p = oo la norma estd dada por 2.2,

x|, = méax |z; 2.2
Il = mx Jai 22)
es facil probar que estas normas estan bien definidas, es decir cumplen con las propiedades basi-
cas de una norma.

Algo interesante es que apartir de estas normas es posible inducir una norma para las matri-



Capitulo 2. Conceptos Bdsicos

ces, la cual estd dada por la definicion 2.1.2.

Definicion 2.1.2. Sea una matriz A € R™*™, definimos la funcién [|-[|, : R™™ — [0, o0) dada

por la expresién 2.3

1Al
1A, = max =
z€R™ x#£0 Hpr

(2.3)

esta definicidn tiene como consecuencia la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. A La funcion de la Definicion 2.1.2, es una norma.

Demostracion. Es fécil probar que dado un escalar real ¢ y otra matriz B € R™*™ la funcién

hereda de la norma vectorial las primeras cuatro propiedades listadas abajo.

LAl > 0
2. |lcAll, =l e | 1A,

3. |A+ Bl, < [IAll, + I BIl,
4. Si A = 0 entonces ||Al[, =0

5. Ahora suponga que [|A[[, = 0y que A # 0, entonces existen i, jo tales que A;, j, # 0.
Sea también z € R™ tal que 7; = 9, ;,, entonces tenemos que

Az, 1Az,
[A]l, = méx > = | Al =] Aipjo [> 0 (2.4)

wcimaso [, = T,

lo cual es una contradiccion, por tanto A = 0.

]

A partir de esta norma se desprenden algunas propiedades interesantes, las cuales son enlistadas

en la proposicién 2.1.2.

Proposicion 2.1.2. Sean A € R™™, B € R™*! yy € R™, entonces se cumple lo siguiente
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1. Definicion equivalente

1A, = méx || A, (2.5)

z€R™ ||z||=1

2. Propiedad de consistencia vectorial

1Ayl < 1A, [lyll, (2.6)

3. Propiedad de consistencia matricial

1ABl, < [lAll, 1Bl (2.7)

Demostracion. De la definicion y usando las propiedades de la norma vectorial tenemos lo

siguiente
1.
x
Al i :
1é max ||z, = max Az,
zER™ x40 ||x|| z€ER™ x40 H,CEH z€ER™ 240 ||aj|| z€R™ ||z||=1
(2.8)
2. Casol y=0
Se cumple la igualdad en este caso
Caso2 y#0
Ax Ay
A= i 1l 1401, )
zekmazo lzfl, — [lyll,

de la desigualdad anterior tenemos que || Ay||, < [|All, llyll,

3. Sea y € R™ unitario tal que ||[ABy||, = ||AB|,, usando la propiedad de consistencia

vectorial tenemos que
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IAByll, < [IAll, [ Byll, (2.10)

aplicando nuevamente esta propiedad tenemos que

LAl 1 Byll, < [[A[l, 1B, lyll, (2.11)

dado que y es unitario se satisface la propiedad.

]

En el caso en el que B es ortogonal (BT = B~!) se da laigualdad con p = 2, la cual se establece

con la proposicion 2.1.3

Proposicion 2.1.3. Sea () ortogonal, entonces para p = 2 se tiene la igualdad 2.12, mds aiin

1Ql, =1
1AQI; = [All, (2.12)
Demostracion. Sea y unitario tal que ||Qy/||, = ||Q]|,. tenemos entonces que,
1QII5 = 1Qyll3 = (@)™ (Qy) = y"(Q"Q)y = Ilyl; = 1 (2.13)

usando la consistencia y el hecho de que la norma de () es unitaria tenemos que

[AQl, < [IAlly [|QIl, = (1Al (2.14)

por otro lado, usando el hecho de que Q7 también es ortogonal, tenemos la siguiente desigual-
dad.

1411, = [[(AQ)Q™ ], < 14l |Q™ |, = 1AQIl, (2.15)

Combinando ambas desigualdades tenemos la igualdad deseada.

]

De manera andloga es posible probar que dada () ortogonal, se cumple la igualdad || AQ|, =

|| Al],, lo cual nos lleva a la siguiente proposicion 2.1.4.



Capitulo 2. Conceptos Bdsicos

Proposicion 2.1.4. Sea A simétrica, entonces se satisface la ecuacion 2.16

1Al = Amaz| =: 0(A) (2.16)

Demostracion. Dado que A es simétrica, existe una matriz () ortogonal de eigenvectores tal que
A= QTdia‘g()\lu )\27 T An)Q, por lo que

HAHQ = HQTdiag()\b)\Za T 7)\n)QH2
= HQTd’iag(Ala)\Qa"' 7)\n)H2 (217)
= Hdiag()‘h)‘% T 7>‘n)||2

sea z el eigenvector unitario asociado al radio espectral, entonces

Idiagh, Az, A2l = [Amanlly = o(A) (2.18)
por lo que
Sea ahora z = (11,3, -+ ,1,)T € R™ unitario, entonces tenemos la siguiente estimacién
ldiag(X, g, An)ally = 3 Maf < o(A) ) af = o(A)” (2:20)
i=1 i=1
de donde deducimos que o( A) es cota superior de ||diag(A, A, - , An) |5, y podemos concluir
que

o(A) < [|diag(Ar; Az, -+, An)ll; < o(A) (2.21)

Finalmente como corolario, es posible calcular la norma de A~! si A es simétrica.

Corolario 2.1.5. Sea A simétrica e invertible, entonces la norma de A~' estd dada por la

ecuacion 2.22
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1

A7, = —— (2.22)
a7, =
Demostracion. Por ser A simétrica, estd se puede representar como A = QT diag(A\i, X, - -+, A\n)Q.
Por lo que al calcular la inversa se tiene la ecuacién 2.23
1 1 1
A7 = QT diag(—, —, -, — 2.23
usando la proposicion 2.1.3 tenemos,
1 1 1
A7, = ||diag(—, —,- -, — 2.24

Finalmente, al ser la matriz diagonal simétrica es posible usar la proposicion 2.1.4 de donde se

concluye el valor de la norma.

]

2.2. Matrices definidas positivas

Uno de los problemas principales del algebra lineal numérica es la solucion al sistema de ecua-

ciones lineales (cuando son matrices cuadradas).

Az =b (2.25)

donde la solucidn a dicho sistema existe y es tnica si y s6lo si det(A) # 0, existen también otras

caracterizaciones de las cuales una cldsica es la siguiente afirmacion.

Proposicion 2.2.1. El sistema 2.25 tiene solucion inica si y sélo si todos los eigenvalores \;

son diferentes de cero.
Demostracion. Para ver una prueba, puede consultar Golan [22] pdgina 129. [l

Dado que en general el calculo tanto del determinante como de los eigenvalores es complicado,

se puede hacer uso de propiedades de las matrices para establecer su invertibilidad.
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Definicion 2.2.1. Sea una matriz A € R™*" simétrica, se dice que es simétrica definida positiva

si para todo x € R" no nulo se cumple la desigualdad 2.26

2T Ax >0 (2.26)

La importancia de este tipo de matrices es que son no singulares, tal y como lo establece la

proposicién 2.2.2.

Proposicion 2.2.2. Sea una matriz A € R™" simétrica definida positiva, entonces todos sus

eigenvalores son positivos y por tanto es no singular.

Demostracion. Sea y un eigenvector de A asociado a su eigenvalor )\, por definicion se tiene

que

y ' (Ay) = y" () = Ayl (2.27)

dado que A es definida positiva, entonces A > 0.

O]

Las matrices simétricas definidas positivas son comunes en diversos métodos numéricos, lo que
da lugar a que los problemas a resolver estén bien planteados si se conoce dicha propiedad desde

un principio.

A pesar de poder asegurar la no singularidad en aritmética real, existen matrices que son singula-
res en aritmética de punto flotante, dicho inconveniente sirvié de inspiracion para establecer una
propiedad que indique que tan cercana a singular puede ser una matriz. Una forma de medir lo
anterior es através de perturbaciones en la solucidn al sistema de ecuaciones 2.25 con el nimero

de condicion.

2.3. Numero de condicion

Dado que en aritmética de punto flotante sélo se trabaja con un nimero finito de digitos, dificil-
mente es posible encontrar una solucion exacta al sistema de ecuaciones 2.25 con algin método

numérico. Es por ello que si la solucion exacta es x, la calculada la llamaremos x..

Definicion 2.3.1. .

9
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1. El error del sistema 2.25 estd dad6 por 2.28

e=x— T, (2.28)
2. El residual del sistema 2.25 se define como 2.29

r=>b— Ax, (2.29)

Definicion 2.3.2. Sea una matriz A € R™*" no singular, entonces su nimero de condicion se
define por la expresion 2.30.

rp(A) = Al [A7], (2.30)

Adicionalmente podemos decir que para matrices simétricas, es posible calcular el nimero de
condicion con los eigenvalores de la matriz.

Proposicion 2.3.1. Sea A una matriz no singular simétrica, entonces el niimero de condicion

con la norma ||-||, estd dado por

ko(A) = (2.31)

Demostracion. De la proposicion 2.1.4 y el corolario 2.1.5 tenemos que.

ra(A) = [| Al [[A7]
1
= |/\maz|m (2.32)
_ |)\max|

]

Si bien, nos hemos enfocado en p = 2, la equivalencia de las normas en dimension finita implica
que los nimeros de condicion son equivalentes y por tanto €stos tienen aproximadamente los
mismos Ordenes de magnitud. En la practica es comutn usar p = 1 y oo ya que su calculo es
relativamente sencillo (para ver mds detalles consulte Saad [37] pdgina 9).

10
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Para entender como influye el nimero de condicién en la solucién al sistema 2.25, se tiene la

siguiente estimacion para el error relativo.

Proposicion 2.3.2. Sea A una matriz no singular y sea b un vector no nulo, entonces se cumple
la desigualdad 2.33

I,

ST

lell,

e,

(2.33)

p

Demostracion. Sabemos que Ae = r, por lo que al despejar el error éste estd dado por e =
A~'r, usando la propiedad 2.6 tenemos la desigualdad 2.34

-1 _1
lell, = [|A™ ||, < |A7], M7l (2.34)
por otro lado, de 2.25 es clara la desigualdad [|b]|, = [[Az|, < [|A]l, [|z[],, y de ésta dltima
tenemos que
1 A
i, s
1, = o,

combinando las desigualdades 2.34 y 2.35 se tiene la estimacion deseada.

]

La proposicion 2.3.2 nos dice que mientras mas pequefio sea el nimero de condicion entonces
el error relativo es pequefio, mientras que si el nimero de condicién es muy grande no se puede
asegurar nada sobre el error relativo. Sin embargo existe una aproximacion heuristica dada por
Golub en [23] pagina 138,

2 107, (A) (2.36)

donde d es el nimero de digitos decimales usados en la precisién de la maquina, para el caso de
la precision doble y cuadruple este valor es de 16 y 32 respectivamente, por lo que si el nimero
de condicién es del orden de 107 con ¢ > d, entonces el sistema 2.25 tendria una solucion

totalmente erronea y por tanto singular en aritmética de punto flotante.

Los métodos para resolver los sistemas de ecuaciones lineales pueden dividirse en dos cate-

gorias: aquellos que son directos y los iterativos, los directos son aquellos que se basan en

11
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algoritmos con un numero fijo de operaciones, por ejemplo: Eliminacién Gaussiana, Descom-
posicion LU, Descomposicion de Cholesky y el algoritmo de Thomas entre otros, mientras que
los iterativos como lo dice su nombre, van aproximando la soluciéon mediante iteraciones las cua-
les se detienen hasta que alcancen una tolerancia o un nimero maximo de iteraciones, algunos
ejemplos son: Jacobi, Gauss Seidel, el método de Sobrerelajacién Sucesiva (SOR), Gradien-
te Conjugado, el método del Gradiente Biconjugado Estabilizado (BIGSTAB) y el método del
Residuo Minimo Generalizado (GMRES), entre otros.

En el caso de los métodos directos, la ventaja principal es que el error relativo sélo depende de
las operaciones en aritmética de punto flotante y en consecuencia del nimero de condicién de
la matriz, sin embargo, generalmente estos métodos son costosos, dando complejidades opera-
cionales del orden de O(N?) y en algunos casos se necesita almacenamiento en memoria del
orden O(N?). Por otro lado los métodos iterativos pueden tener complejidades que dependen
del ndmero de iteraciones m, el nimero de elementos diferentes de cero NV, y la dimension de
la matriz N, por ejemplo, GMRES realiza (m + 3 + 1/m)N + N, multiplicaciones y necesita
un almacenamiento de (m + 2) NV (para ver mas detalles puede consultar a Saad [38]). El proble-
ma principal de los métodos iterativos es que el numero de iteraciones necesarios para alcanzar
la tolerancia (si es que se alcanza) se incrementa cuando el niimero de condicién es muy alto,
ademads de que el error de truncamiento asociado al nimero de iteraciones se afiade al ya propio

error asociado al namero de condicion.

Si bien en varios métodos numéricos como FD, FVM vy algunos problemas de interpolacion es
preferible usar métodos iterativos por el buen condicionamiento del sistema, en otros podria ser

preferible usar descomposicion LU si la matriz es pequeiia (con N < 100).

2.4. Diferencias Finitas

A pesar de que actualmente existe una teoria bastante consolidada sobre la existencia y unicidad
de algunos tipos de ecuaciones diferenciales tanto oridanarias como parciales, en muchos casos
no es posible establecer la soluciéon de manera explicita. Por ello, se han desarrollado diferentes
métodos numéricos que han ayudado a establecer un solucién aproximada en un nimero finito
de nodos.

El método de diferencias finitas se basa en aproximar las derivadas de una funcién por medio
de evaluaciones de ella en diferentes nodos, por ejemplo, sea f : £ C R — R una funcién
suficientemente suave y supongamos que queremos calcular la primera derivada. Haciendo uso
de la expansion en Serie de Taylor tenemos que la traslaciéon de = hacia adelanteen 0 < h < 1

unidades, se puede expresar por las ecuacion 2.37

12
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B 4

dx( z) + O(h?) (2.37)

[l +h) = f(x) +

de la expresion 2.37 se tiene que la derivada se puede calcular por las expresion 2.38.

af  _ flet+h) - f(z)

(@) = - +O(h) (2.38)

donde O(h) es el error de truncamiento (orden h).

De manera andloga se puede hacer la expansion en Serie de Taylor de f(z — k), la cual esta dada
por 2.39

B4

dz( z) + O(h?) (2.39)

flx—h) = fz) -

como consecuencia la derivada se puede también expresar por 2.40

a
dz

()= L (z) - £<x —h) O(h) (2.40)

Para obtener un error de truncamiento menor a los anteriores, es posible usar mas términos en la

expansion por Serie de Taylor, dando las expresiones 2.41 y 2.42.

2 72
df Wdf x) + O(h?) (2.41)

flx+h)=f(x )+hda:( )+5w( )

h2 d2f

dx( T) + — 5 dm?( z) + O(h?) (2.42)

restando 2.42 y 2.41 y dividiendo sobre h, tenemos que la primera derivada estd dada por 2.43

df( )_f($+h)—f(f€—h)
dx 2h

+ O(h?) (2.43)

Supongamos ahora que se quiere aproximar la primera derivada en el punto z; con valores
discretos de la funcion f; = f(x;) en una malla uniforme de N puntos, entonces es posible
definir el paso h = z;,,, — x; paratodo 7 = 1,2,--- | N — 1, el cual al usar la expresion 2.41
da lugar al esquema de diferencias finitas hacia adelante de para la aproximacion de la primera

derivada. Dicho esquema estd dado por la ecuacion 2.44

Hacia adelante

13
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df fz 1 fz 1 T
(i) =( . h) (fi fin) (2.44)

de manera andloga se pueden definir los esquemas de diferencias finitas hacia atras y centrales,

los cuales estan dados respectivamente por las expresiones 2.45 y 2.46.

Hacia atras

daf L fi—fion 1 1 T
%(%) ~ T, T (_E E) (fi—l fi) (2.45)
Centrales
df fz 1 — fz 1 1 T
%(%) = ~on (—% 0 %> (fz‘ﬂ fi fi+1) (2.46)

En el caso de la segunda derivada es sencillo probar que al promediar la segunda derivada en
las expresiones 2.41 y 2.42, el esquema central tiene un error de truncamiento O(h?) y cuya
aproximacion estd dada por la expresion 2.47,

d*f 1 -2 1 T
@(%)“(ﬁ e ﬁ) <fi—1 fi f¢+1> (2.47)

en general la derivada en un punto u; puede aproximarse como combinacion lineal de todos los

j=N j=N
valores {u;}7_;" con los pesos {w;;}_; como 2.48,

N T
~ Z Wijl; = (wil cee wiN> (Ul s UN> (248)
j=1

calcular las derivadas en todos los nodos es posible con el producto matriz vector 2.49.

d_< 1) w11 WiN Uy
: ~or o : (2.49)
d_u@N) WN1 -t WNN un
x

Elegir los pesos, es un tema de estudio bastante discutido, por ejemplo, existen algunos trabajos
como los de Fornberg [14], [15] en los que se exponen a detalle algoritmos eficientes para
calcular los pesos de diferencias finitas asi como tablas para elegirlos desde un principio en

diferentes tipos de mallas.

14
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La forma de expresar los pesos en una matriz se puede generalizar a un operador diferencial ®,

por lo que es posible escribirlo de manera lineal por la aproximacion 2.50

U =~ WU (2.50)

Una forma de calcular los pesos en una dimension es con el método de los coeficientes inde-
terminados, el cual consiste en aproximar los pesos de 11 correspondientes al nodo central x¢
a partir de una base polinomial con sus correspondientes nodos vecinos {z,, }ivil en una malla.
En el caso de una dimension resulta el sistema lineal 2.51, donde los coeficientes ,, son los
pesos correspondientes al nodo central y a la matriz de dicho sistema se le conoce como matriz
de Vandermonde, la cual se denota como Vy, (2o,, To,, "+ , 7o Ne) o de manera abreviada como
Vi, . Es importante mencionar que la matriz de Vandermonde también es usada para construir
interpoladores polinémicos.

I U Yo 1,
Toy  Toy T Toy Yoo | Dy, 2.51)
Ne—1  Ne—1 Ne—1 _
xaf xUzg e 'Z‘szl5 ’YUNg CD',BNg 1’3395)

El sistema ya mencionado siempre tiene solucion unica, pues la matriz de Vandermonde tiene

determinante no nulo, lo cual se probaré a continuacion.

Teorema 2.4.1. Sean los nodos {x;}Y., C Ry sea Vy(z1,72,- - ,xN) su matriz de Vander-
monde, entonces el determinante estd dado por

det(Vy) =[] (2i—=y), (2.52)

1<i<j<N

mds aiin, si todos los nodos son distintos entonces es invertible.

Demostracion. Primero observemos que si al renglon ¢ 41 le restamos el renglon ¢ multiplicado
por zy, el determinante no cambia. En efecto, usando el hecho de que dos renglones repetidos
implican un determinante nulo, el determinante de Vandermonde se puede escribir por medio de

la expresion 2.54.
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det(Vy) = det(Vy) + 0

1 1

X1 X2

_ i i

= det x§ x4
i+l i+1

T Lo
1 1

Iy Ty

— xydet

1 1
X2 TN
T Ty
Ty Ty

—_

(2.53)

Usando las propiedades multilineales del determinante, multiplicamos el escalar zy por el -

ésimo renglon del segundo determinante de la expresion 2.52 y sumamos con el determinante

de Vandermonde, de donde tenemos 2.54.

det(Vy) = det

= det

1
TN
i+1 i
N-1
T
1
TN
0
N-1
TN

(2.54)

Usando este mismo argumento podemos probar que la matriz de Vandermonde se puede calcular

como

16
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1 1 1 1
T — TN To — TN T3 — TN 0

det(Vy) =det | xi(zi—an) @(v2 —an)  x3(73 —2N) 0 (2.55)
o) o —ay) a) Hzp—ay) xy C(zs—an) o 0

Ahora procederemos por induccién, queda claro que para el caso N = 1 no hay nada que hacer
y para N = 2, la matriz de Vandermonde satisface la igualdad 2.52. Supongamos que es cierto

para N — 1, entonces

1 1 1 1
T — TN To — TN T3 — TN 0
det(Vy) =det |  x1(71 —2N) To(T2 — TN) z3(r3 —xy) -0 0
oV —an) ) (wy —ay) 2 P(xs—xNn) -0 O
T1 —IN Ty —IN T3 — TN IN-1 — TN
ot ri(ry —2y) T2 —wy) x3(w3—aN) 0 Zn_1 (TNl — TN)
=de
oYy —ay) ad 2(:5'2 —ay) 1) Hwz—ay) oo N Hayo —TN)
-1
=det(Vy_1(z1, -+ ,xn_1) H —ZN)
=1
(2.56)
Pero por hipoétesis de induccion tenemos que
N-1 N-1
det(Vy—1(x1, -+ ,on-1) —IN) = H —TN)
i=1 1<i<j<N-1 i=1 (2.57)
= II @i—=
1<i<j<N
que era lo que se deseaba probar.
O
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Ya calculados los coeficientes v,, se tiene que paratodo { = 1,2,..., N los pesos son redefini-

dos con la funcion de Kronecker como en la expresion 2.58,

Wej = f)/Uk(SUkj (258)

claramente el método proporciona un menor error conforme aumenta el nimero de nodos veci-
nos alrededor del nodo central, sin embargo en dicho caso la matriz es muy mal condicionada,
por lo que en la practica algunos problemas clasicos como la solucién a la Ecuacién de Pois-
son usan un esquema central de pocos nodos para un problema de valores en la frontera tipo
Dirichlet, dando lugar asi a matrices tridiagonales con un buen nimero de condicién y con
propiedades especiales (simétricas, definidas positivas y diagonal dominantes) cuya solucion es

calculada facilmente con el algoritmo de Thomas o bien por métodos iterativos.

Es importante sefialar que en més de una dimension no se puede hacer el cdlculo de los pesos

por medio de la matriz de Vandermonde, para ello consideremos los siguientes contraejemplos.

En dos dimensiones, el interpolante lineal define la ecuacion de un plano en R?, por lo que se
necesitan al menos 3 puntos no colineales para definir un plano. La matriz de Vandermonde en

este caso estd dada por la expresion 2.59

1 1 1
VN = Ty T2 X3 y (259)
Y1 Y2 Y3

supongamos ahora que los puntos pasan por la recta ax + by + ¢ = 0, entonces tenemos la
igualdad 2.60.

T

1 1 1 c 0
T1 To X3 a|l=101]. (2.60)
Y1 Y2 Y3 b 0

Dado que los coeficientes a,b y ¢ no pueden ser simultaneamente cero, la matriz V£ tiene un
eigenvalor cero y por tanto es singular, pero como Vy tiene los mismos eigenvalores, entonces

Vx también lo es.

Otro ejemplo importante es la interpolacion cuadratica en 2D, en este caso se necesitan 6 puntos

para construir la matriz de Vandermonde, la cual se puede escribir como 2.61
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1 1 1 1 1 1
T1 T2 x3 Ty L5 Te

n Y2 Ys Ya Ys Ye

2 2 2 2 2 2 ’
Ty T T3 Ty Ty Tg

T1Y1 T2Y2 X3Y3 TalYs TsYs Tels
TR - S - S 1 S V-

VN = (2.61)

supongamos en este caso que los 6 puntos pasan por la cénica az?+bxy+cy? +dx+ey+ f = 0,
entonces tenemos el sistema 2.62

1 1 1 1 1 1

T T2 I3 Ty Ty Te

W Y2 Ys Y4 Ys Ye

vt @y 23 2} af ag
T1Yr T2Y2 X3Y3 TalYs TsYs TeYs

TR B V- T S VS 17

(2.62)

O o 9 o Q=
|
o oo o o o

Dado que los coeficientes de la conica no pueden ser todos simultaneamente cero, entonces de

manera andloga al ejemplo anterior tenemos que V! es singular y Vy también lo es.

Es por ello que si se requieren calcular los pesos en 2D usando el método de los coeficientes
indeterminados se deben elegir los nodos de manera que no pasen por una conica, lo cual es muy
complicado. En estos casos, para calcular los pesos de un operador diferencial por FD se usan

productos tensoriales. Algunos ejemplos clésicos son el Laplaciano a 5 y 9 puntos.

2.5. Algoritmo de Thomas

El algoritmo para Sistemas Tridiagonales (TDMA), también conocido como algoritmo de Tho-
mas, es un método directo basado en eliminacién gaussiana y que es ampliamente usado en la

resolucion de sistemas lineales tridiagonales, es decir aquellos que son de la forma 2.63

Ay ==z (2.63)

donde
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a; C 0 0 tee 0
b2 a9 Cy 0 :
A= (2.64)
0 . by—2 an—2 cy—2 O
by—1 an—1 cn-1

El proceso para resolver dicho sistema esta dado por el algoritmo 1

Algoritmo 1 Algoritmo TDMA
Entrada: A, z.

21
I:w=ai,y = —
w

Salida: Solucion al sistema Ay = z.

: parai = 2,3,..., N hacer
C; — 1

v, =
w
w = a; — bi’Ui
2 — biyi—1
w

: fin para
:paraj =N —1,N —2,...,1 hacer

Yi =Y; — Vir1lYj+1

2
3
4
5: Y; =
6
7
8
9: fin para

Para que dicho algoritmo funcione de manera adecuada, la matriz tridiagonal ademads de ser in-

vertible debe ser diagonal dominante, lo cual se define a continuacion.

Definicion 2.5.1. Decimos que una matriz A es:

1. Diagonal dominante si

]aii\ 2 Z ]aij|, VZ € {1,2, s ,N} (265)
i#j

2. Estrictamente diagonal dominante si

lai| > layl,  Vie{1,2,--- N} (2.66)
1#j
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Algunos teoremas importantes que se desprenden de la diagonal dominancia y estan relaciona-

dos con el TDMA son los siguientes.

Teorema 2.5.1 (Levy-Desplanques). Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante, en-
tonces A es invertible.

Demostracion. Procederemos por reduccion al absurdo, supongamos que A es singular, enton-

ces existe un eigenvalor nulo A = 0 con su eigenvector asociado x = (21, 79, ..., zx)T. Defini-

N

mos a ¢ como el subindice para el cual |z | = maz{|x;|};_,, claramente este elemento x, es no

nulo por ser x eigenvector de A y para cualquier subindice j cumple la desigualdad % <1

Por otro lado, como A es estrictamente diagonal dominante, entonces al multiplicar el renglon ¢
de A por x tenemos la igualdad 2.67

N
> agz; =0 (2.67)
j=1

de donde al despejar el término a,,z, llegamos a 2.68

|AgqTq| = |agq|| 7]

= | Zaqjxﬂ

q#j

2.68
<3 laga,| (2.68)
q#j

<D laglla|

q#j

Dividiendo entre |z, |, obtenemos la desigualdad 2.69,

lagel <> lag] (2.69)
qF#]

lo cual es una contradiccidn, ya que A es estrictamente diagonal dominante.
O]

Teorema 2.5.2. Sea A una matriz tridiagonal, invertible y diagonal dominante, entonces el

sistema Ay = z puede resolverse con el TDMA.
Demostracion. Puede consultar la prueba en Dahlquist y Bjorck [7]. [
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Para ilustrar como funciona este método en el caso de diferencias finitas usaremos el Ejemplo 1.

Ejemplo 1. Sea el problema de valores en la frontera (BVP) dado por la ecuacién de Poisson en

una dimension 2.70.

a
ulz)=b x=1 (2.70)
Suponiendo una malla equiespaciada de N + 2 nodos y paso h, entonces, el esquema central

tiene como discretizacion el sistema 2.71.

a— 2ujp + up = h2f1
U1 — 2u; + Uir1 = h2fz l<i< N
un_1 — 2uy +b=h*fxn (2.71)

En este caso, la solucion al BVP esta dada por U en el sistema 2.72

WU =F (2.72)
o bien en forma explicita por 2.73
2 —1 0 0 ce 0 Uy h2f1 —a
-1 2 -1 0 . Ug h? f
' == ' (2.73)
o - -1 2 -1 0 UN-—2 h?fn—2
: . .o-1 2 -1 UN-1 h?fnoa
o --- 0 0 =1 2 UN W fy —b

La matriz W es no singular, ya que sus eigenvalores estdn dados por 2.74 los cuales nunca son
nulos y su numero de condicion estd dado por la expresion 2.75 (para mas detalles consulte
Allaire [1] pagina 87),

w1
A\ = Asin? (%—> (2.74)
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Ra(W) = — 2 ~ ( - ) (2.75)
Sin (§N_+l) s

en este caso el sistema se puede resolver con TDMA pues claramente es diagonal dominante
irreducible, alcanzando una complejidad O(/N) mientras que en los métodos iterativos se puede
alcanzar una aproximacion adecuada con pocas iteraciones, ya que aunque el nimero de con-
dicion crece conforme aumenta /V, en una dimension se tiene una excelente aproximacion para
N =103

2.6. El método SOR

Como ya se menciond antes uno de los métodos iterativos mas usados en diferencias finitas es
el conocido como SOR y el cual proporciona una convergencia adecuada con un nimero menor
de iteraciones en comparacion con otros métodos. Para ver como funciona SOR se empezara

definiendo algunos conceptos previos.

Definicion 2.6.1. Sea A una matriz no singular y sean M y N dos matrices tales que M es no

singular y A se puede descomponer como 2.76

A=M-—-N (2.76)

entonces, un método iterativo basado en descomposicion es aquel dado por la sucesion 2.77

Tpir = M Nz + M1 (2.77)

donde z es una solucién inicial propuesta.

El método conocido como Jacobi se basa en descomponer lamatriz Acon M = Dy N = D—A,
mientras que Gauss-Seidel usa la descomposicion de la forma M = D — E'y N = F, donde
D, E'y F son la diagonal principal, la parte triangular inferior y la parte triangular superior res-
pectivamente. En el caso de SOR se necesita de manera adicional un pardmetro conocido como

pardmetro de relajacion 6, el cual define el siguiente método iterativo.

Definicion 2.6.2. Sea w € R™. El método iterativo conocido como SOR estd dado por la des-

composicion 2.78
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D 1—-0
M:g—E, N:TD+F (2.78)

Claramente no es conveniente la aplicacion directa de la expresion 2.77 para poder calcular
pues se necesita el cdlculo de la inversa de M, el cual es costoso en términos de operaciones.
Una manera equivalente de expresar la iteracién dada por SOR es con el algoritmo 2,

Algoritmo 2 Método SOR
Entrada: x, 0, k4., tol.

1: k:=0
Salida: Solucién aproximada al sistema Az = b.

2: mientras k <kp., y error>tol hacer

30 M = (1 -0 4 £ (bi — S agryt = aijx§k)>, (Paso de SOR)
4: error = ||xpe1 — ok
5: k=k+1

6: fin mientras

donde la convergencia se puede asegurar con el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1. Sea A una matriz simétrica definida positiva. Entonces el método SOR converge
para 6 € (0,2).

Demostracion. Para ver detalles de la prueba, véase Teorema 8.2.1 de Allaire [1] y Teorema
4.10 de Saad [37].
[

Ejemplo 2. El sistema de ecuaciones 2.73, converge con SOR pues claramente es simétrica y
por la ecuacién 2.74 es definida positiva. A pesar de que en mas dimensiones la matriz global
W de este ejemplo sigue siendo simétrica definida positiva y diagonal dominante, ésta ya no es
tridiagonal, si no tridiagonal por bloques y en estos casos se debe usar una generalizacion del
TDMA por bloques. Es aqui cuando los métodos iterativos como SOR resultan mas convenien-

tes.
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Funciones de Base Radial

3.1. Interpolacion con RBFs

Definicion 3.1.1. Una funcién de base radial ¢ es un campo escalar ¢ : Q C R™ — R tal que

el mapeo es de la forma x — ¢(||x||), donde ||-|| es la norma euclidiana, en otras palabras las

RBFs s6lo dependen de la distancia (radio) de sus elementos.

Sea { f.}*=I un conjunto de valores reales de la funcién f generados por el conjunto de nodos

aleatorios Y = {x;}¥=Y en R", una funcién interpoladora se define por la expresién 3.1.

N
s(z) =Y o (|l — axl]) (3.1)
k=1

donde )\, son coeficientes de variable real.

Si definimos ¢;; = ¢ (||z; — x;||) parai,j = 1,2,..., N, entonces los coeficientes \; pueden

ser obtenidos resolviendo el sistema lineal 3.2,

¢11 e qblN /\1 fl

(3.2)

¢N1 0 QNN AN In
donde podemos escribirlo de manera compacta como 3.3, a la matriz ¢ se le conoce como matriz

de Gram.

dA =T (3.3)
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Los tipos mas importantes de RBFs también llamados kernels pueden ser de diversas categorias,
dos de las mas respresentativas son: la de las RBFs Suaves a Trozos y la de las RBFs Infini-
tamente Suaves, las cuales se pueden observar en la TABLA 1. Algo interesante acerca de los
kernels es que algunos dependen de un parametro de forma c y cuya correcta eleccion es un tema
que ha sido extensamente estudiado y sigue siendo un problema abierto, algunas propuestas han
sido reportadas por ejemplo en [17], [18] y [36].

Tabla 3.1.1: RBFs-Kernels

RBF Kernel
Suaves a trozos
Splines Poliharménicos (PHS)  (—1)""1r?™[og(r)

Splines Suaves (SS) (—1)mttyp2mtl
Infinitamente suaves

Multicuddrico (MQ) o(r,c) = (r* + )12
Multicuddrico Inverso IMQ)  ¢(r,c) = (r? + )71/
Gaussiano (GA) o(r,c) = exp(—(rc)?)

Para que el problema de interpolacion con RBFs quede bien planteado, es necesario probar que
la matriz de Gram asociada a un kernel ¢ es no singular, sin embargo probar dicha afirmacién
resulta no ser sencillo en todos los casos. Dado que para este trabajo sé6lo se utilizé el kernel

IMQ, la prueba se realizara en la siguiente seccion s6lo para dicho kernel.

3.2. Matrices de Gram estrictamente definidas positivas

El objetivo de esta seccion es probar que la matriz ¢ asociada a IMQ es estrictamente definida
positiva, para ello, es necesario introducir algunos conceptos previos sobre funciones definidas

positivas.

Definicion 3.2.1. Sea ¢ : R" — C una funcién continua, decimos que es definida positiva si se
cumple la desigualdad 3.4,

N
SN e (zx — ) > 0 (3.4)

k=1 =1

para cualquier conjunto {z1,2,...,2y} C R™ de puntos distintos y para cualquier ¥ =
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(Y1, 92, -+ ,yn)T € C". Decimos que es estrictamente definida positiva si la igualdad 3.4 se

cumple solo para Y = 0.

Observemos que en el caso de un kernel radial si este es una funcion estrictamente definida po-
sitiva, entonces, esto quiere decir que su matriz de Gram es estrictamente definida positiva. Sin
embargo, como veremos mas adelante no todos los kerneles radiales son estrictamente definidos

positivos, en estos caso es necesario generalizar el concepto tal y como sigue.

Definicion 3.2.2. Sea ¢ : R" — R una funcién continua y par, decimos que es condicionale-
mente definida positiva de orden m si se cumple la desigualdad 3.5,

N
Z Zyszb (x, — ;) >0 (3.5)

k=1 =1

para cualquier conjunto {z1,2,...,2y} C R™ de puntos distintos y para cualquier ¥ =
(y1,92, -+ ,yn)T € R" no nulo, que a su vez que satisfaga las condiciones de momento 3.6.
N
> yp(ri) =0 (3.6)
k=1

Donde p es cualquier polinomio de grado menor a m, analogamente decimos que que es estric-

tamente condicionalmente definida positiva si la igualdad 3.5 se cumple s6lo para Y = 0.

Respecto a los kerneles radiales, tenemos que si son estrictamente condicionalmente definidos
positivos, entonces son estrictamente definidos positivos en el subespacio de los vectores Y &€

R™ que satisfacen la igualdad 3.7.

N
> upi(ar) =0, 1<1<Q=dimR,,_(R") (3.7)
k=1

Donde los interpolantes son de la forma 3.8

N Q
s(@) =Y Mo (lz—ml) + D ap(@), (3.8)
k=1 =1

y el sistema de ecuaciones asociado al sistema esta dado por 3.9

[ 0)G)= ()
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Nuestra primer afirmacion serd que el kernel IMQ es estrictamente definido positivo, para ello
se empezard probando que dicha afirmacion es verdadera para el kernel GA, de donde se parte
como primer lema.

Lema 3.2.1. El kernel GA es estrictamente definido positiva.

Demostracion. La Transformada de Fourier de la funcién ¢(x) = e=l=1” estq dada por la
expresion 3.10, (véase Folland [12] pagina 244).

1

Ty e llwll®/(4c?) (3.10)

d(w) =

y por tanto el kernel GA se puede expresar por medio de la Transformada Inversa de Fourier de
3.10 y la cual esta dada por 3.11

el _ 1 L l?/ae?) i )
e CORE /Rn 2n/2cne e dw (3.11)
SeaY = (y1,92,- ,yn)T € RY no nulo, usando la identidad 3.11 se tiene que la forma

cuadratica de su matriz de Gram se puede expresar como 3.12

N N
Yoy = Z Zykfymb ([lzk — 2]

k=1 l=1

k=1 l=1
N

1 1 —||wW C (T x
Z g )n/2/ e M e g
- N N
__ / o—llwl?/(4c?)
(2c)r /2 Jgn
1 2 al
__ b e i) i
= ey /Rne Z k )(Zyze ! )

_ ();/2 / o lol2/(4c2)
2c)nhn n

Para demostrar que la expresion 3.12 es estrictamente positiva, se tiene que probar que el término

WMZ

(3.12)

—_

yeyie ,m) dw
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Supongamos que Hz,ivzl ype!®ew) || = 0, esto implica que el la suma dentro de la norma es

) , N ) ) )
nula, dado que las funciones {e”xk’”) }k:l son linealmente independientes, entonces, todas las

componentes ¥, son cero, lo cual es una contradiccién pues Y ## 0 por hipétesis.

]

Una alternativa mas sofisticada a este lema estd dada por el Teorema de Bochner, el cual enun-

ciamos a continuacion.

Teorema 3.2.2 (Bochner). Sea ¢ : C(R") — R, entonces ¢ es una funcion estrictamente
definida positiva si y solo si es la transformada de Fourier de una funcion W € L;(R™) no

negativa y acotada, es decir, el kernel radial se puede escribir como 3.13.

1 )
o(z) = @ W (w)e™) du. (3.13)

Demostracion. Puede consultar la prueba en [46] pagina 70.

]

De aqui podemos observar que el Lema 3.2.1 es un caso particular del Teorema de Bochner, en
el que W = a(w), esto debido a que la transformada de Fourier del kernel GA es acotada, no
negativa y estd en L;(R"). Para que una funcion (en este caso un kernel) tenga transformada de
Fourier, ésta debe al menos estar en L; (R"), desafortundamente varios kerneles no cumplen con

esta propiedad.

En general no toda funcién tiene transformada Fourier, o bien, ésta no cumple con las hipétesis
del Teorema de Bochner porque es condicionalmente positiva definida y no estrictamente po-
sitiva definida, en estos casos es posible usar la transformada de Fourier Generalizada, la cual
se define sobre los Espacios de Schwarz (vea el Apéndice A). Esta generalizacion de la trans-
formada de Fourier nos lleva al Teorema de Madych y Nelson (ver Wendland [46] pagina 103),
el cual no veremos en este trabajo, sin embargo generaliza el Teorema de Bochner a funciones

condicionalmente definidas positivas que no estan en L; (R™).

El enfoque anterior estd basado en la teoria de los espacios de Hilbert, otro enfoque, que depen-

de del concepto de monotonicidad es el siguiente.
Definicion 3.2.3. Una funcién g : [0,00) — R tal que g € C[0,00) () C(0,00) se dice que

es completamente monot6nica o completamente monétona en [0, o) si cumple para r > 0 la
desigualdad 3.14.
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(=1)kg®(r) > 0, k=0,1,2,... (3.14)

Teorema 3.2.3 (Representacion de Bernstein-Widder). Una funcion g es completamente mo-
notdnica en [0,00) si'y sélo g estd definida por la transformada de Laplace de una medida 1
no decreciente en [0,00) y tal que du(t) > 0, dicha transformada de Laplace estd dada por la

expresion 3.15

g(r) = / e "du(t) (3.15)
0
Demostracion. Para ver la prueba consulte Widder [47] pagina 160.
O

A continuacién enunciamos el Teorema de Schoenberg [42], dicho teorema es la clave para el
kernel IMQ.

Teorema 3.2.4 (Schoenberg). Sea g una funcion completamente monotonica no constante en

[0, 00), entonces el kernel definido por ¢(r) = g(r?) es estrictamente definido positivo.

Demostracion. SeaY = (yi,v2,- -+ ,yn)T € RY no nulo, entonces su forma cuadrética estd

dada por la expresion 3.16

N N
YT = " yiysg (|lo: — 2°) (3.16)

i=1 j=1

por el Teorema de Representacion de Bernstein - Widder, tenemos que existe una medida p tal

que la forma cuadratica esta definida por 3.17

N N N N o )
D> wiig (o — al*) = Zyiyj/ el dp(t) (3.17)
0

=1 j=1 i=1 j=1
Dado que se trata de sumas finitas, es posible intercambiar los operadores, dando lugar a la

integral de la forma cuadrética asociada al kernel Gaussiano, es decir, tenemos la expresion 3.18

w© N N

N N
SN viig (I — ) = /0 SN yyge el apr) (3.18)

i=1 j=1 i=1 j=1
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pero por el Lema 3.18, el kernel GA es estrictamente definido positivo lo cual implica que el

kernel ¢ es estrictamente definido positivo.

O

Con el Teorema de Schoenberg 3.2.4 se concluye el resultado esperado para el kernel IMQ con

el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5. La matriz de Gram asociada al kernel IMQ es estrictamente definida positiva

y por tanto no singular.

Demostracion. Sealafuncién g(r) = (r+c?)~'/2, es facil probar por induccién que su k—ésima

derivada estd dada por 3.19

(r+c*)"2, (3.19)

y como consecuencia (—1)kg® (r) > 0.

Dado que g(r) es completamente monoténica y el kernel de IMQ resulta ser ¢(r) = g(r?),
entonces P es estrictamente definida positiva.

]

Por ultimo mencionaremos que en el caso de las funciones condicionalmente definidas positi-

vas, el Teorema andlogo al de Schoenberg es el de Michelli y el cual enunciamos a continuacion.

Teorema 3.2.6 (Michelli). Sea g € C[0,00) N C™[0,00), y sea la funcién ¢(r) = g(r?), en-
tonces ¢ es condicionalmente definida positiva de orden m si se cumple que (—1)"g™ (1) es

completamente monotonica.

Demostracion. Consultar Wendland [46] pagina 113. [

3.3. Error de aproximacion en RBFs

Cuando se desea hacer una interpolacion o una aproximacion, el error estd dado en términos
de pardmetros que relacionan el espacio entre los nodos o bien el nimero de nodos, en dichos
casos generalmente es necesario usar nodos equiespaciados en una malla cartesiana. Dado que

el conjunto y de nodos no necesariamente debe estar en una malla sino que su distribucién en
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general es aleatoria, al usar RBFs, la forma de medir el error serd con el pardmetro conocido

como distancia de llenado (fill distance).

Definicion 3.3.1. Llamaremos distancia de llenado al parametro dado por la expresion 3.20

hyo = supmin ||z — x|, (3.20)
zeQ TiEX

como iterpretacion geométrica se tiene que es el radio de la médxima bola que no contiene ningin

nodo de y.
Definicion 3.3.2. Sea f en un espacio de funciones F subespacio de L,(§2), se dice que una

funcién de interpolacion o de aproximacion s tiene convergencia L, de orden £, si existe una
constante C' > 0 tal que para todo f € F se tiene la estimacion 3.21.

If = sz, < CRLallfll£ (3.21)

Recordemos que las normas en L, con p € [1, c0) estdn dadas por 3.22,

1/p
1Al 0 = ( / !f!”d:v>  <peo (3.22)

y para p = oo tenemos 3.23

HfHLOO(Q) = esssup |f| (3.23)

€
es decir, el supremo de todas las cotas superiores para |f| en € excepto en un conjunto con
medida de Lebesgue cero. Algunos ejemplos comunes de espacios F son los espacios L,(2) y

sus subespacios como los de Sobolev W*?(2), entre otros.

Ejemplo 3. La interpolacién lineal a pedazos para una dimensién en 2 = [a, b] tiene conver-

gencia en Ly de orden 2, es decir se cumple 3.24 (véase Atkinson y Han [2] seccion 3.1.3).

1f = 8l < CRE L Ly (3.24)
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A pesar de que en principio podria ser una buena estimacion el tener una convergencia de este
tipo, con orden k muy alto y distancia de llenado muy pequeiia, algunos kernels de RBFs supe-
ran dicha convergencia lo cual supone superioridad sobre otros métodos, dicha convergencia se

conoce como espectral y se define a continuacion.

Definicion 3.3.3. Se dice que la funcién de aproximacion s tiene convergencia L, espectral, si
existe una constante C' > 0 y una constante 0 < A\ < 1 tal que para todo f € F se tiene la cota
3.25.

_ k
1f = sllp @ < CA Ve | f]| £ (3.25)

En ocasiones la convergencia espectral se puede escribir en términos de la funcién exponencial

como || f = s, ) < CeC/Ma || f|| 7, donde C'y C son constantes positivas.

Respecto a la teoria de las RBFs, cada kernel ¢ tiene su propio espacio F de funciones llamado
espacio Hilbertiano nativo y el cual se denota como N, (R™), en consecuencia la cota de error

en cada kernel depende de su espacio nativo, es decir,

1 = sl @) < CF(hyrn) [ flly, (3.26)

sin embargo, este punto excede los limites de este trabajo. Pese a que el estudio de los espacios
nativos no lo trataremos en este trabajo, sefialamos que N, se deriva del teorema de Madych y
Nelson y esta definido como el espacio Lo(R", 1) donde p es la transformada generalizada de

Fourier del kernel ¢, (para mas detalles consulte [46]).

La tabla 3.3.1 contiene las cotas de error para algunos de los kerneles ya mencionados, para ver
la discusién completa sobre los espacios nativos y las cotas de error F'(h, ), véase Wendland
[46] y Fasshauer [10] seccién 15.1.1. De esta tabla queda claro que al haber varios kernels con

convergencia espectral, el uso de RBFs es mas conveniente que otros métodos de interpolacion.

3.4. Principio de Incertidumbre

La relacion que existe entre el error de interpolacion y el nimero de condicion fue dada por
Schaback en [41], para ello establecié una cota inferior para el radio espectral de ®~! dicha cota
estd en funcién de un parametro conocido como distancia minima de separacion, el cual estd

dado por la definicion 3.4.1,
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Tabla 3.3.1: RBFs-Errores

RBF F(hyg)
Suaves a trozos
Splines Poliharménicos (PHS) 227,

Splines Suaves (SS) hif’;‘z“
Infinitamente suaves

Multicudrico (MQ) e~ C/ha
Multicuadrico Inverso (IMQ) e~ /e
Gaussiano (GA) o~ Cliog(hy.0)I/B% o

Definicion 3.4.1. Llamaremos distancia minima de separacion al parametro ¢ dado por

1

con dicho pardmetro tenemos que la cota inferior para el kernel IMQ viene dada por la proposi-
cién 3.4.1

Proposicion 3.4.1. El radio espectral de la inversa de la matriz de Gram, estd acotado de la

siguiente manera

1 S exp(—12.76nc/q)

> (3.28)

o(®1) q
Demostracion. Para ver la prueba puede consultar Schaback [41] pagina o Buhmann [4] p4gina
146. [

Por otro lado, es posible dar una cota superior para el radio espectral de ® a partir de la equiva-

lencia de las normas matriciales, dicha cota estd dada por la proposicién 3.4.2

Proposicion 3.4.2. El radio espectral de alguna matriz A se puede acotar por

o(A) < N Al (3.29)
Demostracion. Usando el hecho de que ||Al|, = 0(A) y que se cumplen las estimaciones
|All, < NY2|A]|, y [|A]l, < NY2|A]l,, (véase Proposition 3.1.4 de Allaire [1]), se tiene
la cota deseada. U
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Como consecuencia al aplicar la cota dada por la proposicion 3.4.2 a la matriz de Gram, tenemos
que la cota superior para el radio espectral de ® no es siginificativa en el nimero de condicidn,
por lo que la estabilidad estd mayotitariamente dada por el inverso de la expresion 3.4.1. Debido
a que o(®~!) estd acotado por una exponencial con argumento positivo, para tener un buen
condicionamiento es necesario que ¢ sea muy grande, lo cual implica que h, o debe ser muy
grande y por tanto el error de aproximacion es también grande. Al mismo tiempo tenemos que
si deseamos un error bastante pequefio es necesario que h, o sea pequefio y como consecuencia
q es pequeiio, lo cual implica un mal condicionamiento. Dado que no se puede tener un buen
condicionamiento y un error pequefio en la aproximacién por RBFs de manera simultanea, en
andlogia a la mecanica cudntica con la relacidn que existe entre velocidad y posicién se le llamé
a este hecho principio de incertidumbre de Schaback.

3.5. RBFs en la solucion de PDEs

Una aplicacioén tipica de las RBFs es la solucion de PDEs tanto dependientes como no depen-
dientes del tiempo. La primer propuesta fue hecha por Kansa en [28] y en [29], en dichos trabajos
se aproximaron derivadas espaciales y se resolvieron ecuaciones diferenciales parciales de tipo
eliptico y parabdlico. En el caso de las no dependientes del tiempo, el problema de valores en la

frontera por resolver es de la forma 3.30

Lu=g(zr) €
(3.30)
Bu=h(x) =z
donde £ y *B son operadores diferenciales, los cuales defienen la PDE para el interior y la

frontera respectivamente.

La discretizacién en términos de RBFs, requiere introducir un conjunto de nodos interiores
{z; }Zjlv ', los cuales pueden estar distribuidos de forma no uniforme (incluso aleatoriamente) con
sus respectivos valores para la funcién {g;}/="" y otro conjunto de nodos frontera {z; }£=1. N,
con los valores {h; }¥=N " n,» la idea es similar a la del interpolador ya que la solucion es pro-
puesta como combinacion lineal de los kernels como en 3.1, entonces aplicar los operadores
diferenciales y evaluar en los nodos de colocacion para encontrar los coeficientes de la combi-

nacion lineal (también llamada ansatz radial), por esa razén £ y B deben ser operadores lineales.

La solucién aproximada al problema 3.30 estd forzada por las ecuaciones 3.31 y 3.32,
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N
D ML =g i=1...Ns (3.31)
k=1

N
> MeBoi, = hi, i=N;+1,...,N (3.32)
k=1

el correspondiente sistema lineal es dado por 3.33 y éste es comunmente conocido como Colo-
cacion Asimétrica de Kansa (KAC).

L1 T Lo, £¢1(N1+1) T Loin A1 (251
Lon1 s Lon N, LON(Nr+1) T Lon N AN, _ gn;
Bonv+1 - Bow,+on, | BOw+1y(v+1) - Bodv+1)n AN +1 Ry,
Boni T Bonn, BON(N;+1) T Bonn AN hn

(3.33)

El problema principal de la KAC es que no hay una prueba de la invertibilidad de la matriz
involucrada, sin embargo diversos experimentos han probado resultados exitosos en la solucion
de problemas de valores en la frontera, vea por ejemplo [28], [29], [30] y [40]. Por otro lado, el
problema del mal condicionamiento se extiende a la KAC por lo que algunas técnicas para me-
jorar este problema han sido desarrrolladas, como es el caso del precondicionamiento proximal
dado por Brown et al. [3] y métodos de descomposicion de dominio (DDM) (véase por ejemplo
Gonzalez et al. [24]). Una vez el sistema es resuelto, la solucion es escrita como 3.1 y donde
dicha ecuacion resuelve el problema para todo nodo interior en el dominio, incluso si ese nodo
no fue usado en 3.33.

Tiempo después surge lo que se conoce como la Colocacion Simétrica de Kansa (KSC), cuya
ventaja principal sobre la KAC es que en dicho esquema la matriz del sistema lineal es simétrica

y ademas es posible probar su invertibilidad.

3.6. Funciones de Base Radial - Diferencias Finitas (RBF-FD)

Una propuesta para solucionar el problema del mal condicionamiento tanto en la KAC como en
la KSC fue reportada por [45] y en la cual se combina la idea de usar RBFs para calcular los

pesos como en FD, a este método se le conoce de manera abreviada como (RBF-FD), esta idea
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* *
N *

i * *
« *
4+

* *
£y Lk
K 0 * * Sk

Figura 3.6.1: Distribucién de los nodos alrededor de z..

fue adapatada por Martin y Fornberg [34] para ser usada en problemas de exploracion sismica.
Asi mismo existe una version muy parecida a RBF-FD propuesta por Shu et al. [43] y la cual
es conocida como Cuadratura Diferencial con RBFs (DQ-RBF), ésta consiste en aproximar los

pesos usando el kernel MQ.

Con el fin de explicar como funciona RBF-FD se selecciona un conjunto de nodos {xz}’:ff "en

i=
el interior del dominio €2, la idea es aproximar el operador diferencial £ evaluado en el nodo
central x,. a través de pesos con algunos nodos cercanos I = {a:gk}ﬁjvc como en la Figura 3.6.1.
En analogia al método de los coeficientes indeterminados [34], los pesos son calculados con el
sistema lineal 2.51 pero en vez de usar polinomios se usan kernels de RBF con matrices locales

de Gram como en el sistema lineal 3.34,

¢010'1 ¢0'10'2 e ¢U10'Nc Yo £¢alc Te
¢0.20'1 ¢o.2crz ‘ Qbaz'mvc ’Yc'fz _ S(bo.zc Tc (3.34)
(bUNcUl (bO'NC(TQ U (bO'NCO'NC Yon. £¢UNCC Te

el cual puede ser abreviado como en la ecuacion 3.35. Este sistema, como hemos visto es inver-
tible para el kernel IMQ.

oI = (£d), (3.35)

Una vez calculados todos los pesos, es posible construir la matriz global de la discretizacion de

£ dando lugar a la aproximacién 3.36.

U ~ W,U (3.36)
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Para el caso en que se resuelva un problema como el dado por el sistema 2.72 a aquellos nodos
que se encuentran en la frontera se les asigna un unico peso en el mismo nodo central y este
tiene como valor 1, es decir si z. € 0, entonces el tinico peso diferente de cero estd dado
por 7. = 1. Sin embargo, cuando usamos condiciones de frontera de tipo Neumann puede ser
complicado implementar las condiciones de frontera de esta manera y por ello aunque se usen
nodos distribuidos de forma no uniforme, se deja un borde cartesiano para poder implementarlas

con diferencias finitas clasicas.

Diversas ventajas se desprenden al usar RBF-FD sobre otros métodos, por ejemplo: al calcular
los pesos con el pardmetro de forma adecuado la matriz de Gram tiene un nimero de condicién
mucho mas bajo que si se usaran todos los nodos vecinos, esto sin duda reduce el error de punto
flotante en los pesos asociado al nimero de condicidn tal y como se discutid en el capitulo
anterior. A pesar de que el nimero de condicion pueda ser mucho mas bajo usando la matriz de
Gram de manera local, es posible que éste sea muy cercano al méximo aceptado por la precision
doble o cuadruple segun sea el caso, por ello no es recomendable usar métodos iterativos, por
lo que los métodos directos como la descomposicion LU o de Cholesky pueden funcionar de

manera eficiente al s6lo usar un nimero pequefio de nodos vecinos.

Por otro lado, la matriz global W, por construccién es una matriz no densa lo cual la hace re-
lativamente bien condicionada, en este caso si es recomendable usar métodos iterativos como
GMRES si se estd resolviendo el problema 2.72 o bien métodos directos con almacenamiento
disperso por ejemplo la Descomposicion LU Gilbert-Peierls [21]. No obstante algunas PDEs
dependientes del tiempo también tienen ventajas al tener una matriz global dispersa, éste es el
caso del método de lineas, en el que la aplicacion de los métodos de Runge-Kutta implica ope-
raciones matriz vector que son mucho més eficientes al estar almacenados los pesos de manera

dispersa.

3.7. Mapeo Unitario

Como ya se ha mencionado anteriormente, la eleccion del pardmetro de forma c es un problema
que hasta la fecha sigue siendo debatido, por lo que la eleccidn de este depende de varios factores

como lo es el kernel seleccionado, el tamafio de / y la distribucién de los nodos.

El trabajo reportado por Shu et al [43] usa DQ-RBF sobre diferentes PDEs de prueba, dicho
método es muy similar al ya mencionado RBF-FD y consiste en calcular los pesos con un con-
junto de nodos dispersos alrededor de un nodo central usando el kernel MQ como en la figura
3.6.1. El inconveniente en este caso era que para cada vecindad de nodos alrededor de uno cen-

tral se necesitaria elegir un parametro 6ptimo, Shu resolvié dicho problema y uniformizé dicho
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parametro haciendo un mapeo como el definidio a continuacion.

Definicion 3.7.1. Sea [ el conjunto de nodos vecinos alrededor del nodo central z.y seaz € I,

llamaremos mapeo unitario a la transformacién dada por 3.37

(3.37)

T =

x
D
donde

D =2 méx ||z. — x,, | (3.38)

o, €1
Con dicho mapeo se puede asegurar que los nodos estdn encerrados en una bola cerrada de
didmetro unitario, en este caso las derivadas se pueden calcular usando la regla de la cadena,
es decir, dada una funcién f : Q C R" — Rydadoy = (y1,y2, " ,yn) € €, las derivadas

parciales estdn dadas por 3.39

of ofody  10f
Oy; Oy 0y; DOy’ (3.39)

si suponemos que los pesos estan calculados con DQ-RBF, las derivadas parciales con el mapeo

unitario estarian dadas por 3.40,

k=N¢

of -
~ 3.40
o7 ;;1 Wk fr (3.40)

usando la expresion 3.39 tendriamos que las derivadas parciales en nuestro espacio de interés

estan dadas por la expresion 3.41

of 1'&

3~ D 2 T (3:41)
! k=1

de manera andloga es posible calcular los pesos para derivadas de 6érdenes mas altos.

En el trabajo de Shu et al. [43] se resuelve la ecuacién de Poisson variando el pardmetro de
forma c para diferente nimero de nodos locales V. con nodos dispersos, de las conclusiones
obtenidas de dicha prueba se tiene que cuando N, es muy grande, el pardmetro de forma sélo se
puede escoger en un rango pequefio pues el error aumenta abruptamente, por lo que sugiere a lo
mas usar 16 nodos locales.
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Ecuaciones de Navier Stokes (El problema
de la cavidad con tapa deslizante)

Las ecuaciones de Navier-Stokes desde su surgimiento han sido ampliamente estudiadas desde
diferentes puntos de vista, en los que se encuentran el aspecto fisico, el matematico desde la
teoria de las ecuaciones diferenciales parciales y el numérico. Su importancia radica en que las
aplicaciones son inmensas al modelar la dindmica de fluidos, a continuacion se hard la deduccion
de dichas ecuaciones.

4.1. Fundamentos fisicos

Estudiar la dindmica de fluidos puede ser tan complicado como se quiera, por lo que es nece-
sario hacer algunas consideraciones fisicas para simplificar el problema, para empezar, vamos
a trabajar solo con Fluidos Newtonianos, los cuales son aquellos en los que la viscosidad p es
constante respecto el tiempo, es decir %—‘; = 0. Por otro lado para estudiar un fluido es posible
hacerlo desde dos perspectivas, la primera es conocida como Formulacién Lagrangiana y con-
siste en estudiar el movimiento de una parcela de fluido individual en el espacio y tiempo, la
segunda es conocida como Formulacion Euleriana y estudia el movimiento de las parcelas de
fluido a través de un plano fijo en funcion del tiempo y del espacio, es de ésta tltima de la cual

partimos.

Empezaremos definiendo el vector velocidad como 4.1

7= (u,v,w), (4.1)
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Figura 4.1.1: Volumen de control

donde ¢; := u, g2 := vy ¢3 := w son las componentes de velocidad en z, y y z respectivamente.
Ahora, definamos el volumen de control {2 como el de la Figura 4.1.1, si asumimos que el fluido
sobre (2 satisface la ecuacion de conservacion de masa, entonces para un fluido con densidad p

se tiene la expresion integral dada por 4.2

0

— av + / p{q,n)ds = 0, 4.2)
ot Jo a0

la cual indica que el cambio en la masa del fluido respecto al tiempo es igual a la masa transpor-

tada a través de la superficie.

Sabemos que el teorema de la divergencia estd dado por la expresion 4.3

/V@dvz/ (q,m)ds, 4.3)
Q o

al aplicar dicho teorema sobre el término vectorial pg, tenemos la expresion

|5 omav = [ plamas (4.4)
Q 15)9)

la cual a su vez al sustituir en la ecuacion de conservacion de masa 4.2 nos da la integral 4.5

ap _ B
/Q <E + V- pq) dV = 0. 4.5)

Dado que se trata de un volumen de control arbitrario €2 y los integrandos son funciones conti-

nuas, llegamos a la ecuacion 4.6

dp

- pg = 4,
at+V pq =10, (4.6)
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TTJZ Tzx
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y

Figura 4.1.2: Tensiones

dicha ecuacién es conocida como ecuacion de continuidad y la cual puede escribirse también

como 4.7

0
a—iervaLpV-G:O- (4.7)

Por otro lado, un requisito indispensable es que también deben cumplirse las ecuaciones de
conservacion de momento, las cuales estdn dadas por 4.8

omq —
= = Y F, (4.8)
donde I son las fuerzas involucradas en el sistema. Para simplificar el problema, consideremos
un cubo microscopico como el de la figura 4.1.2, sobre dicho cubo interactuan fuerzas de cuerpo
y fuerzas de contacto, en el caso de las fuerzas de cuerpo tenemos la fuerza por unidad de masa
y la cual denotamos f = (f1, f2, f3), mientras que las fuerzas de contacto sobre las paredes se
calculan con las tensiones 7;; por unidad de area, lo que nos lleva a la expresion 4.9.

3
(Z F)i: /Q pfidV + /8 Q;nmjds (4.9)

Al mismo tiempo tenemos que la expresion del lado izquierdo de 4.9 se puede expresar en forma

integral para el volumen de control como 4.10

omg 0 _ o
o = g/gpqd‘/ + /8Q pq(q, m)ds (4.10)
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de donde tenemos la expresion 4.11

3
0
/ﬂfidv+/ E n;Tids = —/PQidV+/ pqi(q, m)ds 4.11)
Q 090 = ot Jo 20

que al usar el teorema de la divergencia sobre las integrales de superficie da como resultado la

expresion 4.12

/(;mwv (pgi7) — pfi — Za ) =0 (4.12)

y donde nuevamente al ser arbitrario el volumen de control sobre una funcién continua se tiene
que el integrando es nulo. Dicho integrando al ser desarrollado da como resultado la expresion
4.13

0
{atqﬂquqz} p= pmeZ oz (4.13)

que al considerar un fluido newtoniano las componentes de tension estan dadas por 4.14 (véase
Katz [31] pédgina 38),

2 o 0 dg; O
Tij = (—p - gu; a—xqu) dij + 1 (axj + &ci) (4.14)

al sustitur en 4.13 finalmente tenemos las ecuaciones de Navier-Stokes 4.15

@ 8 i an an
4.1
{&qﬂrq qu}p oli= 5o (p+ “hV - q) Z (8% o ) (4.15)

=1

Una manera de estandarizar el problema es volverlo adimensional, para ello se pueden definir la

transformacion, dada por los mapeos 4.16,4.17 y 4.18

T Y z
= — = — = — 4.1

4.17)
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(4.18)

donde:
1. V es un volumen de referencia.
2. L es una longitud de referencia.
3. T es un tiempo de referencia.
4. po es una presion de referencia.

5. fo es una aceleracion producida por las fuerzas de cuerpo (usualmente la constante gravi-
tatoria terrestre g).

Suponiendo un fluido con viscosidad constante e incompresible, es decir con densidad constante
(o equivalentemente V - ¢ = 0) y usando la regla de la cadena es posible escribir las ecuaciones
de Navier-Stokes como 4.19, 4.20 y 4.21,

ou* ou* ou* ou* 1 op 1 [(0*u* O*u*  O*u
* * * 7 7 - * _ . 4.1
Cr ot T ox* i oy* i 0z* FQf1 YOz - Re (8x*2 * oy*? * 32*2) (19)

T

ot ov* ov* ov* 1 op 1 [0%v* 0% O**
. e g P 420
v y* tw F? f2 dy + Re (83:*2 + oy*? + 0;5*2) (4.20)

ow*  ow* ow*  Ow" 8p 1 (0w O*w*  O*w*
Cr +u +v +w <8x*2 + e + 82*2> (4.21)

ot ox* oy* oz f3 u Re
de donde tenemos las siguientes constantes adimensionales. La primera es Cp := esta cons-

TV’
tante controla los términos temporales en el sistema. La segunda constante estd definida por
F, = ﬁ y se le conoce como nimero de Froude, el cuadrado de esta constante determina
la razén que existe entre las fuerzas de inercia sobre las fuerzas de cuerpo. En tercer lugar esta
E, = V2 conocida como nimero de Euler, dicho nimero representa la razon entre la presion
y las fuerzas de inercia. Finalmente estd la constante Re := "ZL conocida como numero de
Reynolds, la importancia de éste radica en que puede determinar regimen laminar o turbulencia

en cualquier problema de fluidos.

Las suposiciones que haremos de nuestro fluido son las siguientes:
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1. El problema es bidimensional o bien puede ser modelado de esta manera.

2. Latnica fuerza de cuerpo involucrada es la gravitacional (fy = g) y las fuerzas de inercia

son mucho mayores que las fuerzas de cuerpo, es decir, el efecto de la fuerza gravitatoria

es mucho menor que el de las fuerzas de cuerpo, de aqui tenemos que el térmnino o ~ 0.

T
3. Las fuerzas de inercia producen un efecto mucho mayor al de la presion en el sistema, por

tanto la constante de Euler puede ser despreciable.

4. El tiempo de referencia 7' no puede ser extremadamente pequeiio, ya que si asumimos el
tiempo de referencia como el tiempo medio del proceso, entonces este debe ser prolongado
o de lo contrario seria casi instantaneo. De las dos suposiciones anteriores tenemos que V'
es grande en magnitud mientras que L es relativamente pequefio, por lo que de esta tltima

suposicion la constante Cr = 0.

Como consecuencia de esto, el sistema 4.19, 4.20 y 4.21 se reduce a dos ecuaciones que no
dependen del tiempo, a esto se le conoce como un problema de flujo estable que s6lo depende
del parametro IRe. Una vez hecho lo anterior y con el fin de simplificar todavia més el sistema
de ecuaciones 4.19, 4.20 y 4.21, es posible introducir algunas variables fisicas como son la
vorticidad, la cual estd definida como & = V X g y cuyo significado fisico es la capacidad de
giro del fluido. Dado que se trata de un fluido modelado en dos dimensiones, dicha vorticidad

s6lo tiene una componente £ en la direccién z, es decir

= (0, 0, % - gZ*> . 4.22)

Por otro lado tenemos la funcién de flujo ¢, la cual representa las posibles curvas sobre las
cuales una particula dentro del fluido podria viajar. Por definicién las componenetes de velo-
cidad siempre son tangentes a dichas trayectorias, por lo que se define dicha funcién en forma
diferencial con el sistema 4.23

LW L
ut = By v = pys (4.23)

Sustituyendo las expresiones 4.22 y 4.23 en el sistema de Navier-Stokes 4.19, 4.20, 4.21 con las
consideraciones ya mencionadas, se tiene finalmente el sistema acoplado dado por las ecuacio-
nes 4.24 y 4.25

V3 = —¢ (4.24)
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0, .0

2¢ %
Vﬁ-uaw* oy*

(4.25)

Finalmente, es necesario decir que a apartir de este momento evitaremos la notacion * con fines
practicos (para los detalles referentes a esta seccion puede consultar Katz [31] capitulo 2 y
Pozrikidis [35] capitulo 6).

4.2. El problema de la cavidad con tapa deslizante

El problema de la cavidad con tapa deslizante ampliamente conocido en inglés como Lid Driven
Cavity (LDC), consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes dadas por el sistema 4.24 y
4.25, para un flujo estable sobre el dominio rectangular: Q = [0, 1] x [0, 1] y cuyas condiciones

de frontera estan representadas en la figura 4.2.1,

=0, u=1, v=0

=20 =0
u=1>0 u=1~0
v=0 v=10

Figura 4.2.1: LDC

este problema puede reproducirse experimentalmente en un laboratorio con el dispositivo dado
en la figura 4.2.2, en éste se tiene un recipiente en 3 dimensiones con un fluido donde la tapa
superior no es mas que una banda transportadora que tiene contacto con el fluido y la cual es
movida por dos ruedas que giran en sentido antihorario.

El problema ha sido resuelto generalmente usando diferencias finitas sobre una malla cartesiano
en diversos trabajos, una dificultad presentada por este problema es que el sistema de ecuaciones
es fuertemente acoplado, por lo que es necesario usar algiin método numérico que pueda dar una
soluciodn iterativa tanto de 1) como de &.
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Figura 4.2.2: Dispositivo fisico para el LDC

En la mayoria de los casos la discretizacion clésica en diferencias finitas del problema estd dada
por el Laplaciano a 5 puntos y derivadas centradas para el caso de los operadores 8% y %, dando
lugar asi al esquema numérico 4.26 y 4.27

0

_ Vi1 — 205 + Vivaj n Yij—1 — 205 + Vi

Ax? Ay? i (20

_ §ic1j — 285+ &iv1yj n ij—1— 285 + &ij+

0
Ar? Ay’ (4.27)
_ R6¢i,j+1 — Yij—1 &t — &1, N Rewiﬂ,j — i1 &1 — &ij1
2Ay 2Ax 2AT 2Ay ’

mientras que existen diferentes alternativas para el método iterativo. Un trabajo clasico es el
presentado por Ghia [20], en el cual el problema se resuelve con un método iterativo conocido
como multigrid, por otro lado tenemos el trabajo de Erturk [9] el cual usa la adicién de un

término llamado pseudoderivada temporal dando lugar asi al sistema 4.28 y 4.29

9

V23 + € = B (4.28)
2 of  0¢ 0
Vf—ug—va—y— ETE (4.29)

la adicién de este término no altera el sistema original para un problema de flujo estable, pues la

funcién de flujo y la vorticidad no dependen del tiempo por lo que s6lo se adhiere un cero a cada
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ecuacion. La forma en la que trabaja este método es proponer las soluciones iniciales 1)° y £°
con la cuales la discretizacion 4.28 y 4.29 transforma el sistema en un problema de valor inicial
para ecuaciones diferenciales ordinarias, en este caso Ertuk propone usar un esquema implicito
para asegurar estabilidad, sin embargo esta eleccion implica la solucién de los sistemas lineales
asociadas al Laplaciano en cada iteracion por lo que puede ser muy costoso computacionalmente
hablando.

Otra alternativa también usada por Erturk [8] es utilizar SOR como el método iterativo del siste-
ma acoplado, en dicho trabajo Erturk también propone usar la formula de Jensen 4.30 (descrita
en Fletcher [11] pagina 374) para la vorticidad,

_ —4ap; + 0.5 B g (4.30)

o Ah? AR’

en esta formula &, es la vorticidad sobre las paredes de la cavidad, ), es la funcién de flujo en el
nodo adyacente a la pared y ¢/, es adyacente al nodo ;. El valor de U es la velocidad sobre las
paredes de la cavidad, resultando ser U = 1 en la parte superior y cero en otro caso, finalmente

Ah es Ax o Ay segin sea la direccion de los nodos adyacentes.

El algoritmo que describe este proceso es el siguiente

Algoritmo 3 Problema LDC con FD (SOR)
Entrada: £°, ¢°, u°, 0%, U, 0, kyaz, tol.

1: Calcula los pesos para V2, % y % con FD.
2: k:=0

Salida: Solucién aproximada £ y 1.
3: mientras &k < k.. y error>tol hacer

4:  Calcular un paso de SOR en VEiphtl = ¢k
. k k
5:  Calcular las velocidades con FD uktl = 8%—;1, vhtl = —8%—;1
4 E+1 _ , k+106F k+10¢k
6:  Calcular la expresion it =yttt % + ot 8Ly

7:  Condiciones de frontera con la formula de Jensen
8:  Calcular un paso de SOR en V2R = Renhtl

9: k=k+1
—£1, IIw’ffw’“-lllg}
e, kel

o llgk
10:  error = max{ |

11: fin mientras
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El nimero de Reynolds juega un papel fundamental en la solucién del problema, por ejemplo,
Koseff y Street [44] probaron de manera experimental que para e > 1000 el LDC no puede
ser fisicamente modelado de manera bidimensional, es decir, en una cavidad no se puede usar la
simplificacion de Navier-Stokes en 2 dimensiones, mds atin, dicho problema tampoco puede ser
considerado como un problema de flujo estable.

En dicho trabajo también se prob6 de manera experimental que si el nimero de Reynolds se
encuentra en el rango de 6000 < Re < 8000, el fluido empieza a dejar de ser laminar y presenta
rasgos de turbulencia. Para el caso de Re = 8000, Fortin et. al [19] detectaron una bifurcacién de
Hopf a través del calculo numérico de eigenvalores, mientras que Koseff [32] probé turbulencia
para e = 10000 de manera experimental. Erturk [8] menciona que aunque el fluido no pueda
ser modelado fisicamente, numéricamente si es posible resolver el problema para Re > 1000
de manera bidimensional y como problema de flujo estable, en estos casos se considera que el
problema es de un fluido ficticio !, por otro lado la estabilidad en los casos donde Re es muy
grande sélo se puede asegurar haciendo las mallas cada vez mas finas y por tanto la convergencia

puede depender de cada vez mas iteraciones.

En el trabajo de Ghia [20] se resolvi6 el problema para Re = 100, 400, 1000, 3200, 5000, 7500 y
10000 en una malla de 129129 nodos y generando tablas del perfil horizontal de v y del perfil
vertical de u que pasan por el centro de la cavidad, en el caso del trabajo de Erturk [8], este usa
una malla de 1025x1025 para Re = 1000, 2500, 5000, 7500, 10000, 12500, 15000, 17500 y
20000 obteniendo resultados favorables y donde grafica algunos perfiles para u y para v.

Por dltimo, un trabajo importante es el de Cruz [6] en el cual se resuelve el LDC con KAC,
esto para una malla de 51 x 51 para Re = 100, 400 y 1000. El kernel que se usé en dicho
trabajo fue MQ con el pardmetro de forma ¢ = 1/ V/N, asi como el precondicionador llamado
Approximated Cardinal Basis Functions Preconditioner (ACBF) propuesto por Brown et al. [3]
con 50 nodos vecinos. Dicho experimento tuvo resultados favorables, los cuales se pudieron

corroborar al comparar los perfiles de u y v con los reportados por Ghia [20].

'Un fluido ficticio es aquel cuyo comportamiento puede ser descrito por medio de un modelo matemético (como
una ecuacidn diferencial), sin embargo, existe evidencia en laboratorio de que no es posible fisicamente.
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Metodologia

5.1. Seleccion de pesos

El método iterativo por usar en la solucién al LDC serd SOR, lo cual como ya se menciond se
debe a que puede ser menos costoso computacionalmente que la adicion de pseudoderivadas
y adicionalmente ha reportado buenos resultados. En este trabaj6 se usara un arreglo de nodos
distribuidos uniformemente de manera que la matriz global W, tenga una estructura simétrica,
esto con la finalidad de comparar los resultados con los reportados por Ghia [20] y Cruz [6].
Cabe decir que existen algunos trabajos como el de Shu [43] en el cual se puede usar SOR para

resolver PDEs con DQ-RBF sobre una distribucién de nodos aleatorios.

Una forma de construir I/, de manera simétrica, es usar una configuracion de nodos en la que
cada nodo local (con excepcion del nodo central) tiene un par a la misma distancia del nodo
central. De manera simple escogeremos las configuraciones de nodos locales con N, =9, 25y
49 tal y como se muestran en la figura 5.1.1, sin embargo, no es posible usar 25 o 49 nodos
locales sobre los puntos que estdn mds a la orilla. Para resolver este problema en el caso que
se deseen usar mas de 9 nodos locales, es necesario dividir la distribucién de los nodos en
tres categorias como en la figura 5.1.2, por ejemplo, considere la esquina superior izquierda y
supongamos que queremos usar 49 nodos locales, en este caso a los nodos consecuentes a los
nodos frontera les corresponden los pesos correspondientes a 9 nodos locales, a los adyacentes a
estos ultimos les asignamos los pesos de 25 nodos locales y finalmente los que restan se calculan

con 49 nodos locales.
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Figura 5.1.1: Nodos locales
e Nodos frontera
O Nodos centrales para 9 nodos locales
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Figura 5.1.2: Categorias de los nodos
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Para calcular los pesos en los nodos interiores s6lo es necesario hacerlo una vez al igual que en
FD cldsico para los operadores V?, 8% y a%’ por simplicidad escogemos como nodo central al
origen para todos los casos, ya que una traslacion es una isometria en R" y dado que los kernels
son dependientes de la norma, entonces no se altera la estructura de la matriz de Gram. Para
resolver el sistema 3.3, se usard la descomposicién LU y aprovechando dicha descomposicion
se calculard la inversa de la matriz de Gram, la cual a su vez servird para calcular el nimero
de condicion k., (A). A pesar de que esta forma de calcular el nimero de condicién puede ser
costosa en comparacion con otros algoritmos de aproximacion (vedse por ejemplo la seccién
5.3.4 de Allaire [1]), a lo més éste se calcula 3 veces por cada pardmetro de forma para unos
cuantos nodos locales, ademds de que se debe ser muy preciso al delimitar en que casos el
numero de condicion sobrepasa la precision de la miquina. Una vez obtenidos los pesos locales
se pueden construir las respectivas matrices globales de cada operador, las cuales se almacenan
en el formato ralo CSR (para ver detalles de esto, puede consultar [37] seccion 3.4). Cabe decir
que todos los c6digos necesarios para este trabajo se realizardn en Fortran 95 y de los cuales se

pueden consultar algunos en el Apéndice B.

La primer grafica propuesta consiste en grificar el maximo de los nimeros de condicion entre
9, 25 y 49 nodos locales contra el parametro de forma, esto nos indica los pardmetros que son
incompatibles con la precision de la maquina. Estos resultados se muestran en la Figura 6.1.1,

la cual se analizard en el proximo capitulo.
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5.2. Solucion al problema de la cavidad con tapa deslizante
usando RBF-FD

Una vez realizadas las graficas mencionadas, es posible elegir un parametro de forma para poder
usarse en el calculo de los pesos. Como requisito, el nimero de condicion de dicho parametro
debe ser grande (por el principio de incertidumbre) sin sobrepasar la precision de la maquina en
cada caso. Ya elegido el pardmetro de forma adecuada para cada uno de los casos, se calculardn

los pesos con RBF-FD vy el algoritmo que determinard la solucion al problema es el 4.

Algoritmo 4 LDC RBF-FD (SOR)
Entrada: £°, ¢°, u°, 0%, U, 0, kypaz, tol.

1: Calcula los pesos para V2, % y a% con RBF-FD.

2: k:=0

Salida: Solucién aproximada £ y 1.
3: mientras k < kp.. y error >tol hacer

4:  Calcular un paso de SOR en VEiphtl = ¢k
. k k
5. Calcular las velocidades con FD uktl = 8%;1, Rl = _aqpa;l
14 k41 k+10¢" k+1 9¢F
6:  Calcular la expresion Nt =wu +1% + ot 8%

7:  Condiciones de frontera con la formula de Jensen
8:  Calcular un paso de SOR en V2Rl = Rephtt
9: k=k+1

/ gkigk—l wkiwk—l
10:  error = max{H T ”2, I o] H?}
2 2

11: fin mientras

Este problema sera resuelto para una distribuciéon uniforme de nodos de 50 x 50 y una de 100 x
100, dicha prueba se realizard para los nimeros de Reynolds Re = 100, 400 y 1000 en cada
caso una tolerancia de 1079 para el error en SOR y un méximo de iteraciones de 100000. Una
vez hecho esto se graficaran los perfiles de velocidad que pasan por el centro de la cavidad, tal
y como se muestran en la Figura 5.2.1. Dichos resultados se compararan con los obtenidos por
Ghia [20], adicionalmente calcularemos Uy,in, Vmin Y Vmae €0 cada prueba, luego se comparara
con los resultados obtenidos por de la Cruz en [6].
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y=0.5

Perfilde U ——

Perfil de U

z=20.5

Figura 5.2.1: Perfiles para u y v
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Capitulo 6

Resultados

6.1. Numeros de condicion

La Figura 6.1.1 contiene los resultados de graficar el pardmetro de forma c contra el nimero de
condicion en precision doble, cuddruple, con y sin mapeo unitario. Para el caso de la precision
doble, tenemos que en general los nimeros de condiciéon aumentan considerablemente confor-
me c aumenta, en este caso el intervalo de ¢ donde crece abruptamente es muy pequefio. Por
ejemplo, para 9 nodos locales tanto en arreglos de 50 x 50 con los de 100 x 100 tenemos que
c crece rdpidamente desde 1072 hasta 1 aproximadamente. Como es de esperarse el niimero de
condicion crece mas abruptamente mientras mas nodos se usen en la matriz de Gram, mas atn,
al aumentar el nimero total de nodos (al usar 100 x 100) el pardmetro ¢ es mds pequeflo y por
tanto como lo establece el principio de incertidumbre de la seccidn 2.5, el nimero de condicién

crece mds que en el caso de 50 x 50.

En el caso de la precision doble con mapeo unitario, el intervalo de c en el que el nimero
de condicién crece abruptamente es mucho mds amplio, pues va aproximadamente desde 107!
hasta casi 10% para c. Otro detalle importante es que las graficas de los niimeros de condicién
con el mismo nimero de nodos locales se encuentran sobrepuestas, esto se debe a que al usar el

mapeo unitario el pardmetro ¢ es el mismo independientemente del nimero de nodos totales.

Para las graficas de precision cuadruple con y sin mapeo, observamos que los ndmeros de con-
dicién siguen el mismo comportamiento que su andlogo en precision doble, sin embargo, el
intervalo de c en el que nimero de condicién crece abruptamente es mucho méds amplio, pues en
el caso de 9 nodos locales éste va aproximadamente de 10~2 hasta 10" sin usar mapeo, y al usar

el mapeo el intervalo soprepasa el valor de 10%.

Con los resultados ya mencionados, fue posible elegir el pardmetro de forma adecuado para

W
(9)]
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Doble Doble (Mapeo)
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Figura 6.1.1: Numeros de condicion para precision doble, cuddruple con y sin mapeo unitario.

cada caso, dicho pardmetro debia cumplir que el nimero de condicién fuera alto sin importar la
precision a la que se calcularan los pesos. Esto tanto para cada una de las posibilidades de 9, 25

y 49 nodos locales, los mapeos, asi como para ambos casos de 50 x 50y 100 x 100.

Las tablas 6.1.1 y 6.1.2 clasifican los experimentos hechos para 50 x 50 y 100 x 100 respectiva-
mente con el pardmetro de forma elegido en cada caso, una vez hecho el experiemento en estas
mismas tablas se recopila la informacion de salida obtenida como es el caso de las iteraciones

hechas con SOR, y el error en éste.



Capitulo 6. Resultados

Tabla 6.1.1: Experimentos en arreglos de 50 x 50

Experimento | N, | N, | N. | Re c iter (SOR) | error (SOR) | Precisién | Mapeo
El 50 150 9 | 100 0.8 3899 9.9462E-11 doble No
E2 50 | 50 | 25 | 100 0.2 4275 9.9702E-11 doble No
E3 50 | 50 | 49 | 100 | 0.16 5159 9.9638E-11 doble No
E4 50 150 9 | 400 0.8 14870 9.9901E-11 doble No
E5 50 | 50 | 25 | 400 0.2 29343 1.0000E-10 doble No
E6 50 | 50 | 49 | 400 | 0.16 35089 9.9961E-11 doble No
E7 50 50| 9 | 1000 | 0.8 87235 9.9987E-11 doble No
ES8 50 | 50 | 25 | 1000 | 0.2 100000 | 9.5905E-09 doble No
E9 50 | 50 | 49 | 1000 | 0.16 100000 | 5.1113E-08 doble No

E10 50 150 9 | 100 13 3899 9.9944E-11 doble Si
Ell 50 | 50 | 25 | 100 1.8 4229 9.9797E-11 doble Si
E12 50 | 50 | 49 | 100 | 0.85 5170 9.9684E-11 doble Si
El3 50 150 9 | 400 13 14871 9.9972E-11 doble Si
El4 50 | 50 | 25 | 400 1.8 29039 9.9978E-11 doble Si
El5 50 | 50 | 49 | 400 | 0.85 35154 9.9982E-11 doble Si
El6 50 |50 9 | 1000 | 13 87245 9.9982E-11 doble Si
E17 50 | 50 | 25 | 1000 | 1.8 100000 | 8.3208E-09 doble Si
E18 50 | 50 | 49 | 1000 | 0.85 100000 | 5.1489E-08 doble Si
E19 50150 9 | 100 | 100 3897 9.9539E-11 | cuddruple No
E20 50 | 50 | 25 | 100 3 3255 9.9758E-11 | cuddruple No
E21 50 | 50 | 49 | 100 1.3 5336 9.9395E-11 | cuddruple No
E22 50 50| 9 | 400 | 100 14864 9.9933E-11 | cuadruple No
E23 50 | 50 | 25 | 400 3 22417 9.9942E-11 | cuddruple No
E24 50 | 50 | 49 | 400 1.3 36266 9.9973E-11 | cuddruple No
E25 50 50| 9 | 1000 | 100 87203 9.9984E-11 | cuadruple No
E26 50 | 50 | 25 | 1000 2 100000 | 2.0226E-09 | cuadruple No
E27 50 | 50 | 49 | 1000 1 100000 | 5.7027E-08 | cuadruple No
E28 50 150 9 | 100 6.5 3897 9.9548E-11 | cuadruple Si
E29 50 | 50 | 25 | 100 | 0.35 3282 9.9693E-11 | cuadruple Si
E30 50 | 50 | 49 | 100 | 0.225 5336 9.9814E-11 | cuadruple Si
E31 50 150 9 | 400 6.5 14864 9.9936E-11 | cuddruple Si
E32 50 | 50 | 25 | 400 | 0.35 22620 9.9998E-11 | cuddruple Si
E33 50 | 50 | 49 | 400 | 0.225 36270 9.9973E-11 | cuddruple Si
E34 50 50| 9 | 1000| 6.5 87203 9.9987E-11 | cuadruple Si
E35 50 | 50 | 25 | 1000 | 0.28 100000 | 5.2004E-09 | cuadruple Si
E36 50 | 50 | 49 | 1000 | 0.2 100000 | 5.1971E-08 | cuadruple Si
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Tabla 6.1.2: Experimentos en arreglos de 100 x 100

Experimento | N, | N, | N. | Re c iter (SOR) | error (SOR) | Precisién | Mapeo
E37 100 | 100 | 9 | 100 | 0.38 15300 9.9826E-11 doble No
E38 100 | 100 | 25 | 100 | 0.12 15684 9.9991E-11 doble No
E39 100 | 100 | 49 | 100 | 0.085 20138 9.9922E-11 doble No
E40 100 | 100 | 9 | 400 | 0.38 55026 9.9989E-11 doble No
E41 100 | 100 | 25 | 400 | 0.12 100000 1.1710E-10 doble No
E42 100 | 100 | 49 | 400 | 0.085 | 100000 | 2.3364E-09 doble No
E43 100 | 100 | 9 | 1000 | 0.38 100000 | 2.1077E-06 doble No
E44 100 | 100 | 25 | 1000 | 0.12 100000 | 4.0683E-06 doble No
E45 100 | 100 | 49 | 1000 | 0.085 | 100000 | 4.4463E-06 doble No
E46 100 | 100 | 9 | 100 13 15300 9.9831E-11 doble Si
E47 100 | 100 | 25 | 100 1.8 16491 9.9914E-11 doble Si
E48 100 | 100 | 49 | 100 | 0.85 20200 9.9937E-11 doble Si
E49 100 | 100 | 9 | 400 13 55025 9.9996E-11 doble Si
E50 100 | 100 | 25 | 400 1.8 100000 | 2.2563E-10 doble Si
E51 100 | 100 | 49 | 400 | 0.85 100000 | 2.3789E-09 doble Si
E52 100 | 100 | 9 | 1000 | 13 100000 | 2.1077E-06 doble Si
E53 100 | 100 | 25 | 1000 | 1.8 100000 | 4.1620E-06 doble Si
E54 100 | 100 | 49 | 1000 | 0.85 100000 | 4.4512E-06 doble Si
E55 100 | 100 | 9 | 100 4 15288 9.9987E-11 | cuddruple No
E56 100 | 100 | 25 | 100 | 0.13 15179 9.9868E-11 | cuddruple No
E57 100 | 100 | 49 | 100 | 0.09 20176 9.9957E-11 | cuddruple No
E58 100 | 100 | 9 | 400 4 54998 9.9986E-11 | cuddruple No
E59 100 | 100 | 25 | 400 | 0.13 98039 9.9996E-11 | cuddruple No
E60 100 | 100 | 49 | 400 | 0.09 100000 | 2.3851E-09 | cuddruple No
E61 100 | 100 | 9 | 1000 4 100000 | 2.1032E-06 | cuadruple No
E62 100 | 100 | 25 | 1000 | 0.13 100000 | 3.9949E-06 | cuddruple No
E63 100 | 100 | 49 | 1000 | 0.9 100000 | 4.4482E-06 | cuadruple No
E64 100 | 100 | 9 | 100 | 100 15289 9.9802E-11 | cuédruple Si
E65 100 | 100 | 25 | 100 3 12762 9.9990E-11 | cuddruple Si
E66 100 | 100 | 49 | 100 1.3 20786 9.9907E-11 | cuédruple Si
E67 100 | 100 | 9 | 400 | 100 54998 9.9991E-11 | cuédruple Si
E68 100 | 100 | 25 | 400 3 83002 9.9986E-11 | cuddruple Si
E69 100 | 100 | 49 | 400 1.3 100000 | 3.1694E-09 | cuddruple Si
E70 100 | 100 | 9 | 1000 | 100 100000 | 2.1032E-06 | cuédruple Si
E71 100 | 100 | 25 | 1000 2 100000 | 4.1042E-06 | cuédruple Si
E72 100 | 100 | 49 | 1000 1 100000 | 4.4474E-06 | cuddruple Si
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6.2. Lineas de flujo
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Figura 6.2.1: Funcion de lineas de flujo con precision doble.

En la Figura 6.2.1 tenemos los resultados obtenidos sobre la funcion de lineas de flujo con
precision doble, siguiendo la clasificacion de las tablas 6.1.1 y 6.1.2 observamos que no hay una
diferencia significativa en las graficas con el mismo nimero de Reynolds salvo en la E8 y en
la E9 donde se intensifica el nimero de isolineas en el vortice inferior derecho. Esto se debe a
que al aumentar el nimero de Reynolds el nimero de iteraciones en SOR no fue suficiente para

alcanzar la tolerancia ya mencionada.
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Figura 6.2.2: Funcion de lineas de flujo con precision doble y mapeo unitario.

La Figura 6.2.2 contiene los resultados obtenidos sobre la funcién de lineas de flujo con precision
doble y aplicando el mapeo unitario, en este caso tampoco hay una diferencia significativa en las
gréificas con el mismo nimero de Reynolds, nuevamente es en las grificas E17 y E18 donde se
intensifica el nimero de isolineas en el vértice inferior derecho. En ambos casos no se alcanz6
la tolerancia para SOR, sin embargo los 6rdenes de magnitud son muy cercanos a la tolerancia

especificada.
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Para la Figura 6.2.3 tenemos los resultados obtenidos sobre la funcién de lineas de flujo
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Figura 6.2.3: Funcion de lineas de flujo con precision cuddruple.
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precision cuadruple, nuevamente tenemos una diferencia poco significativa en las graficas con

el mismo nimero de Reynolds, y al igual que en los casos de precision doble es en las figuras

E26 y E27 donde no se alcanza la tolerancia para SOR.
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Figura 6.2.4: Funcion de lineas de flujo con precision cuddruple y mapeo unitario.
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En el caso de la Figura 6.2.4 se encuentran los resultados obtenidos sobre la funcion de lineas

de flujo con precision cuddruple y aplicando el mapeo unitario, también sucede en este caso

que hay poca diferencia entre las figuras con el mismo niimero de Reynolds, sin embargo al no

alcanzar la tolerancia especificada para SOR se intensifican las isolineas de las figuras E35 y

E36.
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6.3. Vorticidad
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Figura 6.3.1: Vorticidad con precision doble.

Para la vorticidad con precision doble 6.3.1 es posible observar diferencias mds marcadas entre
las figuras con el mismo nimero de Reynolds. Por ejemplo, para el nimero de Re = 100
tenemos que las figuras E2 y E3 son muy parecidas entre si, sin embargo, E1 tiene marcadas
diferencias en su parte inferior. Este mismo patrdn se repite para Re = 400, mientras que para

Re = 1000 se observan diferentes detalles en cada una de las figuras.
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Figura 6.3.2: Vorticidad con precision doble y mapeo unitario.

En la vorticidad con precision doble y mapeo unitario cuyos resultados estan en la Figura 6.3.2
tenemos un comportamiento muy similar al de los experimentos hechos con precisién doble,
es claro que para Re = 100 y para Re = 400 hay un comportamiento muy similar entre las
figuras E11 y E12, asi como las figuras E14 y E15. En el caso de Re = 1000 se nota un
comportamiento diferente entre si para los tres tipos de nodos locales, esto se debe seguramente

a que no se alcanzo la tolerancia de SOR.
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Figura 6.3.3: Vorticidad con precision cuadruple.

La figura 6.3.3 contiene los experiemtos hechos con precision cuadruple para la vorticidad, en
este caso es posible observar que en Re = 100 las figuras son bastante parecidas entre si. Por
otro lado en Re = 400 podemos observar que las figuras E23 y E24 son casi idénticas, mientras
que al compararlas con la E22 se puede apreciar una diferencia muy sutil en la parte inferior
izquierda. Finalmente en el caso de Re = 1000 se notan pequefias diferencias entre todas, sin
embargo, es claro que la E26 y E27 tienen un error mayor que la E25 pues no alcanzaron la
tolerancia de SOR.
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Figura 6.3.4: Vorticidad con precision cuddruple y mapeo unitario.

En el ultimo caso dado por la vorticidad con precision cuadruple y mapeo unitario 6.3.4, tenemos

resultados muy parecidos al caso en el que sélo se aumentaba la precision pues para Re = 100

todas las figuras son parecidas entre si. Y para los demds casos todas las figuras tienen diferen-

cias muy sutiles entre si. Por ejemplo, para la grafica E32 y E35 se observan lineas de contorno

poco suaves en su extremo inferior izquierdo. Al igual que en todos los casos anteriores, es de

esperarse que las figuras E35 y E36 son las que tienen un mayor error al no alcanzar la tolerancia

de SOR
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Figura 6.4.1: Perfiles de velocidades wu atravesando el centro de la cavidad, Re = 100
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Figura 6.4.2: Perfiles de velocidades v atravesando el centro de la cavidad, e = 100

En las Figuras 6.4.1 y 6.4.2 tenemos los perfiles de velocidades de u y de v a através del centro

de la cavidad para Re = 100, dichos perfiles fueron comparados con los datos publicados por

Ghia, claramente podemos ver que todos los datos experimentos hechos con RBF-FD se ajustan

a los datos de Ghia y ademds se encuentran encimados entre si, es decir, para fines practicos

tenemos un error despreciable en todos los casos, sin importar la precision de la maquina.
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Figura 6.4.4: Perfiles de velocidades v atravesando el centro de la cavidad, Re = 400

La Figuras 6.4.3 y 6.4.4 muestran los perfiles de velocidades de v y de v a através del centro de

la cavidad para Re = 400, en este caso podemos observar que el perfil de 9 nodos locales para

el arreglo de 50 por 50 se desajusta ligeramente en todos los casos de RBF-FD, asi como con

los puntos dados por Ghia. Esto sucede en ambos perfiles u y v, asi como los diferentes tipos de

precision.
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Figura 6.4.6: Perfiles de velocidades v atravesando el centro de la cavidad, Re = 1000

En el dltimo caso, tenemos los perfiles de velocidad u y v a través del centro de la cavidad con
Re = 1000 dados por las Figuras 6.4.5 y 6.4.6, para este caso vemos que el perfil de 9 nodos
locales en el arreglo de 50 por 50 se desajusta muy ligeramente tanto a otros perfiles como a los
datos dados por Ghia en todos los casos, mientras que los nodos de 25 y 49 nodos locales para

el arreglo de 100 por 100 se desajustan abruptamente en el perfil de u.
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Tabla 6.4.1: Valores maximos y minimos de u y v para Re = 100

Re =100 El

\ E2 \ E3 \ E10 \ Ell \ E12 \DelaCruz\ Ghia

Unmin -0.20976 -0.21378 -0.21358 -0.20978 -0.2138 -0.21363  -0.22633  -0.2109
Umin -0.24799 -0.25312 -0.25324 -0.24803 -0.25316 -0.25335 -0.27342  -0.24533
Umag 0.17527 0.17934 0.17923 0.17529 0.17936  0.17929  0.19566  0.17527

Re =100 E19

E20 E21 E28 E29 E30 De la Cruz Ghia

Umaz 0.17511

Umin -0.20957 -0.21369 -0.21355 -0.20957 -0.21369 -0.21355 -0.22633  -0.2109
Umin -0.24773  -0.25302 -0.25307 -0.24773 -0.25303 -0.25307 -0.27342  -0.24533

0.17926  0.17918 0.17511 0.17926  0.17918  0.19566  0.17527

Re =100 E37

E38 E39 E46 E47 E48 De la Cruz Ghia

Upnin, -0.21316 -0.21378 -0.21429 -0.21317 -0.21338 -0.21489 -0.22633  -0.2109
Umin -0.25264 -0.25339 -0.25423 -0.25266 -0.25279 -0.25516 -0.27342  -0.24533
Umaz 0.17863  0.1793  0.17985 0.17865 0.17887 0.18051  0.19566  0.17527

Re =100 ES55

E56 E57 E64 E65 E66 De la Cruz Ghia

Umaz 0.1784

Umin -0.21289 -0.21383 -0.21415 -0.2129 -0.21395 -0.214 -0.22633  -0.2109
Umin -0.25226 -0.25349 -0.25403 -0.25226 -0.25368 -0.25378 -0.27342  -0.24533

0.17936  0.17971  0.1784 0.1795  0.17955  0.19566  0.17527

Tabla 6.4.2: Errores porcentuales de los valores maximos y minimos de v y v para Re = 100, se

us6é como punto de comparacion el valor obtenido por Ghia

El \ E2 \ E3 \ E10 \ Ell \ E12 \DelaCruz\

0.54054 1.36558 1.27074 0.53106 1.37506 1.29445  7.31626
1.08425 3.17531 3.22423 1.10056 3.19162 3.26907 11.44988
0 232213 2.25937 0.01141 2.33354 2.2936  11.63348

E19 \ E20 \ E21 \ E28 \ E29 \ E30 \DelaCruz

0.63063 1.3229 1.25652 0.63063 1.3229 1.25652  7.31626
0.97827 3.13455 3.15493 0.97827 3.13863 3.15493  11.44988
0.09129 2.27649 223084 0.09129 2.27649 223084 11.63348

E37 | E38 | E39 | E46 | E47 | E48 | DelaCruz

1.0716  1.36558 1.6074 1.07634 1.17591 1.89189  7.31626
2.97966 3.28537 3.62777 298781 3.0408 4.00685 11.44988
1.91704 2.29931 2.61311 1.92845 2.05397 2.98967 11.63348

E55 \ E56 \ E57 \ E64 \ E65 \ E66 \Delasz

Re =100
Umin
Umin
Umazx

Re =100
Umin
Umin
Umaz

Re =100
Umin
Umin
Umaz

Re =100
Umin
Umin
Umaz

0.94358 1.38928 1.54101 0.94832 1.44618 1.46989  7.31626
2.82477 3.32613 3.54624 2.82477 3.40358 3.44434 11.44988
1.78582 2.33354 2.53323 1.78582 2.41342 2.44195 11.63348
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En las tablas 6.4.1 y 6.4.2 tenemos que los resultados de 9 nodos locales son los que mejor se
ajustan a los reportados por Ghia en el caso del arreglo de 50 x 50 nodos, es posible observar
para este mismo caso que no hay gran diferencia entre usar o no el mapeo unitario para cada
precision. Al comparar las precisiones para 9 nodos locales, vemos que se ajustan mejor a los de
Ghia para v,,;, solamente, pero es complicado afirmar que los resultados por Ghia son mejores
que los de RBF-FD pues Ghia usa como método base FD.

Por otro lado, para estas mismas tablas tenemos que los demads resultados también se acercan a
los obtenidos por Ghia pero con un error relativamente mds significativo que el obtenido para 9
nodos locales, en este caso vemos que los resultados son muy parecidos entre si con una sutil
mejora al usar el cambio de precision a cuddruple. Otro detalle importante es el hecho de que
al aumentar el tamafo de arreglo a 100 x 100 los resultados también se alejan de manera muy
ligera a los Ghia en comparacion con el arreglo de 50 x 50 nodos.

Finalmente podemos decir que los resultados obtenidos por RBF-FD para Re = 100 se acer-
can mads a los resultados reportados por Ghia que los de Cruz, esto posiblemente se deba a la
eleccion del pardmetro de forma en dicho experimento. En general podemos decir que todos los
resultados son buenos, con cierta superioridad para el caso de 9 nodos locales en alguna de sus
variantes.
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Tabla 6.4.3: Valores maximos y minimos de u y v para Re = 400

Re=400| E4 | Es | E6 | EI3 | EI4 | EIS |[DelaCruz| Ghia
Umin | -0.2987 -0.32567 -0.3246 -0.29874 -0.32555 -0.32454 -0.34309 -0.32726
Umin | 041436 -0.44752 -0.44783 -0.41441 -0.44737 -0.44788 -0.45963  -0.44993
Umee | 0.27338 030027 0.29949 0.27341 030015 0.29946  0.31744  0.30203

Re=400| E22 E23 E24 E31 E32 E33 | DelaCruz| Ghia
Umin | -0.20845 -0.32441 -0.32381 -0.29845 -0.32442 -0.32384 -0.34309 -0.32726
Umin | -0.41403  -0.44595 -0.44597 -0.41403 -0.44596 -0.44602 -0.45963  -0.44993
Umee | 027314 029896 0.29853 0.27315 0.29897 0.29856  0.31744  0.30203

Re=400| E40 E41 E42 E49 E50 E51 |DelaCruz| Ghia
Umin | -0.32167 -0.32837 -0.32862 -0.32169 -0.328 -0.32928 -0.34309 -0.32726
Umin | -0.44463 -0.45325 -0.45368 -0.44466 -0.45287 -0.45444 -0.45963  -0.44993
Umee | 0.29656 030342 0.30376 0.29659 0.30301 0.30451  0.31744  0.30203

Re=400| E58 E59 E60 E67 E68 E69 |DelaCruz| Ghia
Umin | -0.32128 -0.32835 -0.32845 -0.32128 -0.32835 -0.32829 -0.34309 -0.32726
Umin | 044411 -0.45325 -0.4535 -0.44411 -0.45321 -0.45327 -0.45963  -0.44993
Umes | 029617 030342 0.30358 0.29618 0.30343 0.30339  0.31744  0.30203

Tabla 6.4.4: Errores porcentuales de los valores maximos y minimos de v y v para Re = 400, se

us6é como punto de comparacion el valor obtenido por Ghia

Re=400| E4 E5 E6 | EI3 | El4 | EI5 |DelaCruz |
Umin | 872701 0.48585 0.81281 8.71478 0.52252 0.83114 4.83713
Umin | 7.90567 0.53564 0.46674 7.89456 0.56898 0.45563  2.15589
Umae | 1.81108 046022 0.57279 1.80115 0.32447 0.82111  5.10214

Re=400| E22 | E23 | E24 | E31 | E32 | E33 |DelaCruz
Umin | 8.8034 0.87087 1.05421 8.8034 0.86781 1.04504  4.83713
Umin | 797902 0.88458 0.88014 7.97902 0.88236 0.86902  2.15589
Umas 1.9402 046022 051319 193689 046353 045029 5.10214

Re=400 | E40 | E41 | E42 | E49 | ES0 | E51 |DelaCruz
Upmin | 1.70812  0.33918 0.41557 1.70201 0.22612 0.61725 4.83713
Umin | 117796  0.73789 0.83346 1.17129 0.65343 1.00238  2.15589
Umae | 1.81108 046022 0.57279 1.80115 0.32447 0.82111 5.10214

Re=400| ES8 | E59 | E60 | E67 | E68 | E69 |DelaCruz
Umin | 1.82729 0.33307 0.36363 1.82729 0.33307 0.31473  4.83713
Umin | 129353 0.73789 0.79346 129353  0.729  0.74234  2.15589
Umas 1.9402 046022 051319 193689 046353 045029 5.10214
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Para las tablas 6.4.3 y 6.4.4 la cual contiene los experimentos de Re = 400, tenemos que los
resultados con de 9 nodos locales son los que menos se ajustan a los reportados por Ghia en el
arreglo de 50 x 50 nodos a diferencia del experimento de Re = 100, sin embargo, la diferencia
en el caso de 9 nodos locales y los datos de Ghia es es bastante aceptable, pues el error es
menor al 2 %. Al igual que en el caso anterior, para estas mismas tablas tenemos que hay poca

diferencia entre los resultados obtenidos para los casos de 25 y 49 nodos locales.

En el caso del arreglo de 100 x 100 con 9 nodos locales hay un mayor acercamiento a los
resultados de Ghia en comparacién con el arreglo de 50 x 50, pero para los demds casos aumenta
la diferencia, esto para ambas precisiones.

Con este numero de Reynolds, podemos observar la diferencia entre los resultados obtenidos
por Ghia y los de Cruz es menor que con Re = 100, ya que el error méximo es del orden de
5 %, en comparacion con el de la tabla 6.4.2 donde éste es del orden de 11 %. Esto nos lleva a
decir que en general los resultados son aceptables.
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Tabla 6.4.5: Valores maximos y minimos de u y v para Re = 1000

Re = 1000 E7 | EBS | EY | EI6 | EI7 | EI8 |DelaCruz| Ghia
Unnin 030615 -0.3635 -0.35741 -0.30617 -0.36315 -0.35724  -0.3856  -0.38289
Umin 04226  -0.48592 -0.48068 -0.42262 -0.48553 -0.48073 -0.51525  -0.5155
Vmas 029457 03512 034433 029459  0.35086  0.3441  0.37829  0.37095

Re =1000 | E25 E26 E27 E34 E35 E36 |DelaCruz | Ghia
Unnin 0.30599 -0.36143  -0.35463  -0.30599  -0.3623  -0.35643  -0.3856  -0.38289
Umin 04224 -0.48369 -0.47598  -0.4224  -0.48463 -0.47903 -0.51525  -0.5155
Umas 0.29442 034914 034171 029442  0.35003  0.34339 037829  0.37095

Re=1000| E43 E44 E45 ES2 E53 E5S4 |DelaCruz | Ghia
Umin | -3.69B-01 -4.03B-01 -423E-01 -3.69E-01 -4.07E-01 -4.23E-01 -3.86E-01 -3.83E-01
Urmin -495E-01 -4.92E-01 -4.65B-01 -4.95E-01 -4.87E-01 -4.66E-01 -5.15E-01 -5.16E-01
Vmas 371E-01 3.80E-01 3.59E-01 3.71E-01 3.76E-01 3.59E-01 3.78E-01 3.71E-01

Re = 1000 Eo61 E62 E63 E70 E71 E72 De la Cruz Ghia
Umin | -3.69E-01 -4.00E-01 -423E-01 -3.69E-01 -4.04E-01 -423E-01 -3.86E-01 -3.83E-01
Umin -4.94E-01 -4.95E-01 -4.65B-01 -4.94E-01 -4.90E-01 -4.65E-01 -5.15B-01 -5.16E-01
Umas 370E-01 3.82E-01 3.58B-01 3.70E-01 3.79E-01 3.59E-01 3.78E-01 3.71E-01

Tabla 6.4.6: Errores porcentuales de los valores maximos y minimos de u y v para Re = 1000,

se us6 como punto de comparacion el valor obtenido por Ghia

Re=1000| E7 | ES | E9 | EI6 | EI7 | EI8 |DelaCruz|
Umin | 20.04231 5.06412  6.65465 20.03709 5.15553 6.69905  0.70778
Urmin 18.02134 573812 6.75461 18.01746 5.81377 6.74491  0.0485
Umee | 20.59038 5.32417 7.17617 20.58498 541582 7.23817  1.9787

Re=1000 | E25 | E26 | E27 E34 | E35 | E36 |DelaCruz
Unnin 20.0841 5.60474 7.38071 20.0841 537752 69106  0.70778
Urmin 18.06014 6.17071 7.66634 18.06014 598836 7.07468  0.0485
Umae | 20.63081 5.8795  7.88246 20.63081 5.63957 7.42957  1.9787

Re=1000 | E43 | E44 | E45 ES2 | E53 | E54 |DelaCruz
Unnin 3.65535 5.22193 1044386 3.65535 6.26632 10.44386  0.78329
Urmin 406977 4.65116 9.88372 4.06977 5.62016 9.68992  0.1938
Umas 0 242588  3.2345 0 134771 32345  1.88679

Re=1000 | E61 | E62 | E63 E70 | E71 | E72 [DelaCruz
Upnin 3.65535 4.43864 10.44386 3.65535 5.48303 10.44386  0.78329
Urmin 426357 4.06977 9.88372 426357 5.03876 9.88372  0.1938
Umas 026954 296496 3.50404 026954 2.15633 32345  1.88679
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La tablas 6.4.5 y 6.4.6 nos muestran los resultados para Re = 1000, para el caso del arreglo de
50 x 50 tenemos que en 9 nodos locales la diferencia con los resultados de Ghia es significativa,
mientras que para los demas nodos en el mismo arreglo esta diferencia no es tan grande que con
9 nodos locales. Por otro lado es necesario decir que fue en este caso cuando la tolerancia de
SOR no fue alcanzada para el niimero de nodos mayor a 9.

En el caso del arreglo de 100 x 100 vemos una mejora significativa para todos los casos de
nodos locales y es para 9 nodos locales donde la diferencia con los datos obtenidos con Ghia es
despreciable, también ocurre aqui que la diferencia entre los resultados de Ghia y los de Cruz
es pequeia, lo que implica que en este caso los resultados también se acercan a los de Cruz.
Podemos decir en general que los resultados son aceptables a pesar de no haber alcanzado la
tolerancia de SOR.

78



Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se usé el método de diferencias finitas con funciones de base radial para re-
solver el problema de mecénica de fluidos conocido como el problema de la cavidad con tapa
deslizante, para esto se utiliz6 el kernel Inverso Multicuddrico, pues con éste se tiene convergen-
cia espectral. Uno de los aspectos estudiados fue el comportamiento del nimero de condicién
con respecto al pardmetro de forma c, asi como configuraciones de 9, 25 y 49 nodos locales

uniformemente distribuidos tanto en precision doble como cuadruple.

El primer aspecto a resaltar es que el cambio de precision de doble a cuddruple aument6 el rango
de posibilidades para la eleccion del pardmetro de forma c, pues en este caso los pardmetros de
forma tienen asociado un nimero de condicion mucho mayor que en precision doble, los cuales

son adecuados por el principio de incertidumbre.

Otra técnica que ayudo a la eleccion del parametro de forma fue el uso del mapeo unitario, ya que
los resultados muestran una amplificacion del rango en el que c es adecuado, como consecuencia
tenemos una mayor estabilidad a la hora de escoger éste el pardmetro de forma. Por otro lado, el
mapeo unitario también permitié que la eleccion del ¢ no dependiera del espacio entre los nodos

locales para cada una de las configuraciones de nodos dadas.

Los resultados en la comparacion del parametro de forma con los nimeros de condicién mues-
tran que la cantidad de nodos locales adecuada con las configuraciones de nodos dadas es de
N. =9, ya que el numero de condicion de su matriz de Gram tarda mas en sobrepasar la preci-

si6n de la mdquina tanto en doble como cuadruple y por ello el error puede ser menor.

Una vez que se eligié un pardmetro de forma para cada uno de los casos, los resultados en
la simulacién del problema de la cavidad con tapa deslizante fueron favorables en todos ellos,
sin embargo, una de las complicaciones presentadas fue que el nimero de iteraciones de SOR

aumentaba conforme el numero de Reynolds Re lo hacia. Para e = 1000 tenemos que sé6lo en
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algunos casos en los que se usé 9 nodos locales se pudo alcanzar la convergencia o se estaba
muy cerca de la tolerancia, desafortundamente las técnicas como el empleo del mapeo unitario
y el cambio de precision no ayudaron de manera significativa en la convergencia de SOR para

este valor de Re.

De todo lo anterior podemos concluir que para obtener un resultado favorable con Funciones
de Base Radial - Diferencias Finitas es necesario usar siempre una metodologia consistente en
la aplicaciéon del mapeo unitario y el cambio de precision de doble a cuddruple. Respecto al
nimero de nodos, debemos enfatizar que en este problema en particular recomendamos sélo 9
nodos, lo cual es congruente con los resultados reportados por Shu et al. [43]. En dicho trabajo,
¢éste recomienda usar a lo mas 16 nodos locales para que el error se estabilice en datos aleatorios,

pero dadas las configuraciones que escogimos 9 es una opcion adecuada.

Respecto a la determinacidn del valor del pardmetro de forma para la solucion de problemas en
PDEs, es un tema sujeto a numerosas investigaciones. Por ejemplo Fornberg propone el algorit-
mo QR que en esencia es un cambio de base en el espacio discreto de RBF [16]. Otro enfoque es
el que ha sido doptado por Kansa y Sarra [39] que proponen la utilizacién de precision extendida

de tipo mayor a la cuadruple, esto entre diferentes formulaciones que se han propuesto.
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Apéndice A
Analisis Funcional

En este apéndice se introduciran algunas nociones de Espacios de Sobolev y su relacién con la

Transformada de Fourier.

A.1. Espacios de Sobolev

Empezaremos introduciendo el vector o = (v, g, . . ., o) € N9, a este lo llamaremos multi-

indice de orden |a| = ¥4 ;.

Definiciéon A.1.1. Sea z € Q C R?, y sea o un multi-indice, entonces definimos a la a-ésima

potencia de x como A.1

r=a{ry? - xyl (A.1)

En el caso de las funciones derivables en sentido clasico, es posible introducir la idea de deriva-

da en términos de notacion multi-indice.

Definicion A.1.2. Sea f € C*(Q2), donde 2 C Ry sea a un multi-indice de orden |a| < k

definimos la a-ésima derivada de f como

0l (x)

= a1 (o] g
0x{' 0x5? - - - Oz,

D%f(x) : = 0x{'0x5? - - 0z f(2). (A.2)

En la teoria de los espacios de Sobolev es posible hacer una generalizaciéon de la derivada,

para ello consideremos el conjunto C°(IR?), este es el conjunto de las funciones infinitamente
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diferenciables y tales que tienen soporte compacto en R?. A los elementos de este conjunto

generalmente se les llama funciones de prueba.
Otro conjunto importante dentro de esta teoria es el de las funciones localmente integrables

Ll

loc

(Q2), es decir aquellas que pertenecen a L;(A), donde A es cualquier compacto de €.

1

Le(£2), decimos que g es la a-ésima

Definicion A.1.3. Sea o un multi-indice y sean f,g € L

derivada débil de f si para toda funcén de prueba ¢ satisface la expresion A.3

/ fD%pdx = (—1) / godz. (A.3)
Q Q

En este caso denotamos a la derivada débil como D f = g.

Debemos hacer enfasis que en los casos en los que f tiene su a-ésima derivada en sentido clasi-

co, esta coincide con la débil.

Definicion A.1.4. Sean k € Ny p € [0, o], llamaremos espacio de Sobolev W*?(Q) al con-
junto dado por A.4

Wh(Q) = {f € L,(Q) | D°f € L,(Q), |a] < k}. (Ad)

Los elementos f de estos espacios pueden ser dotados con una norma, la cual esta dada por

1. Parap € [1,00)

1/p
Wlwese = | SS1D°F I 0| (A5)
|| <K
2. Ysip=o0
I fllwee@ = D 1| Df iy - (A.6)
la| <k

Un teorema que nos habla de la completes de los espacios de Sobolev es el siguiente.

Teorema A.1.1. Los espacios W*?(2) son de Banach.

Demostracion. Puede consultar Folland [13] pagina 199. [l

86



Apéndice A. Andlisis Funcional

En el caso de p = 2, el producto interior definido por (-, -) 1, () induce el producto interior A.7

(f, 9 wre) = Z (D*f, D*g) 1,9, (A7)

lo| <k

por lo que W"*2(£2) es un espacio de Hilbert, el cual denotaremos por W*2(Q) = H*(Q).

A.2. Transformada de Fourier

Definicion A.2.1. Sean f € L;(R?), se le llama transformada de Fourier a la funcién

F: Li(RY) — Lo (RY) (A.8)
dada por

-~

FIQ = f(&) = (2m) " | flx)e"¢da. (A.9)
R
Definicion A.2.2. Llamaremos espacio de Schwarz al espacio de las funciones dado por
SRY) :={f € C°(RY) |2°D*f € Loo(R?) Va,B € N} (A.10)

Una caracteristica importante de los espacios de Schwarz es la siguiente.

Proposicion A.2.1.
S(RY) C L,(RY), pel, o0 (A.11)

Demostracion. Puede consultar Folland [13] pdgina 4. [

En base a esto, es claro que se puede redefinir la Transformada de Fourier en el espacio de

Schwarz

F: S(RY = S(RY), (A.12)
la cual estd bien definida, pues se cumplen las siguientes relaciones
F(a’f) = (1) D (A.13)

87



Apéndice A. Andlisis Funcional

F(Dyf) = (i) . (A.14)
Teorema A.2.2 (Plancherel). La transformada de Fourier F : S(R?) — S(RY) es biyectiva y

es un isomorfismo cuya inversa estd dada por

Ffx) = (2m) 2 | f(€)e de. (A.15)
R4
Demostracion. Véase Folland [13] pagina 17. [

El espacio dual de S(R?) esta dado por S(R?)* y también se le conoce como el espacio de las
distribuciones temperadas, y sobre este espacio se puede generalizar el concepto de derivada, es

decir, para o un multi-indice se define la derivada a-ésima como

D : S(RY* — S(RY)* (A.16)

tal que para T' € S(R?)* y f se cumple la relacién

(DT, f) = (=1)lel(DT, £). (A.17)

Para poder definir una generalizacion de la transformada de Fourier, definimos el conjunto

S = A{¢ € Slo(x) = O(||=[I™), =[]l = 0, m e N}. (A.18)

donde la notacién ¢(x) = O(]|z||™) indica que el término ||¢(x)||/||x||™ es acotado en una ve-

cindad de cero.

Definicion A.2.3. Sea f una funcién continua que crece a lo mds como un polinomio y sea
¢ € Sop, decimos que f es la transformada de Fourier generalizada de f, si satisface la igualdad
A.19

/R d fodr = /R d o fdz. (A.19)

Cabe mencionar que en el caso de las funciones continuas tales que f € L;(R?) U Ly(R?), la

transformada generalizada de Fourier coincide con la transformada de Fourier cldsica de orden
0.
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Finalmente podemos decir que una caracterizacion importante del espacio de Sobolev H*(R?)

se puede dar en términos de la transformada de Fourier.

Proposicion A.2.3. Sean las normas | f|| g, we) y A.20, entonces f € H F(RY) siy solo si (1 +

I€12)f € Ly(RY) y dichas normas son equivalentes.

12 = [ IFOPQ+ gy de. (A.20)
R
Demostracion. Consulte Folland [13] 191. ]

Lo cual nos lleva a la generalizacién de H*(R¢) dada por el conjunto A.21

H*(RY) := {f € S(RY*|f, es funcion,

flls < o0} (A.21)
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Coédigos Fortran 95

B.1. Modulos para RBF

B.1.1. Moédulo para el calculo del kernel IMQ y sus derivadas

! Parameters

! ¢ = Shape parameter

! Xi = Node in position i (not confuse with the i-component of X)
! Xj = Node in position j (not confuse with the j-component of X)
! k = Spatial component (Partial derivative is in this component)
! r = Distance between Xi and Xj

module RBF_kernels

contains

'IMQ (Inverse Multiquadric)
[ L L L L L L O L L O O O I O

function IMQ(r,c) result (phi)

real (kind = 16),intent (in)::r,c
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real (kind = 16) ::phi

phi = 1.90 / sgrt(r*r + cxc)

end function IMQ

!der_xi_TIMQ (Derivative Inverse Multigquadric)
EEEEEE RN RN

function der_xi_IMQ(r,c,Xi,Xj,k) result (derxi)

integer,intent (in) : :k
real (kind = 16), intent (in)::r,c
real (kind

real (kind

16) ,dimension(:),intent (in) : : Xi, X
16) ::dif, derxi

dif = delta(Xi,X7j, k)
derxi = IMQ(r,c)

derxi = dif * derxi x derxi * derxi

end function der_xi_ IMQ

!der_2_xi_IMQ (Second order derivative of Inverse Multiquadric)
[ L L L L L L L O I O |

function der_2_xi_IMQ(r,c,Xi,Xj,k) result (derxi)

integer, intent (in) : :k

real (kind = 16), intent (in) ::r,c

16) ,dimension(:), intent (in) : : Xi, XJ
16) ::dif,derxi

real (kind
real (kind

dif = delta (Xi, X3, k)

derxi = r+*r + c*cC
dif = (3.90 » dif * dif) - derxi
dif = dif/(derxi * derxi)

derxi = IMQ(r,c)
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derxi = derxi = dif

end function der_2 xi_IMQ

I delta

function delta(Xi,Xj,k) result (dx)

integer, intent (in) : :k
16) ,dimension(:), intent (in) : : Xi, XJ
16) ::dx

real (kind

real (kind

dx = Xi(k) - Xj(k)

end function delta

end module
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B.1.2. Moédulo para el calculo de la matriz de Gram

!'The functions are

! gram_IMQ

! Parameters

Shape parameter

Vector node

Distance between Xi and XJj nodes

Z B X Q
Il

Number of nodes

module gram_matrix_RBF

use RBF_kernels

contains

'gram_IMQ
| L L L L L Y Y O O

function gram_ IMQ (X,N,c) result (PHI)

integer, intent (in) : :N

real (kind = 16),intent (in) ::c

real (kind = 16),dimension(:, :),intent (in) ::X
integer::i, Jj

real (kind = 16) ::r,PHI (N, N)

PHI(1,1) = 1.9q0 / ¢

do i = 2,N
PHI(i,1i) = 1.90 / c
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do j = 1,i-1

r = sqgrt (dot_product (X (i, :

PHI(i,3) = IMQ(r,c)
PHI(j/j—) = PHI(j—rj)

enddo
enddo

end function gram_IMQ

end module
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B.1.3. Médulo para el calculo del vector de derivadas (£P).

! Parameters

! ¢ = Shape parameter

! M = Number of local nodes

! r = Distance between Xi and Xj
! X = Vector node

! X_central = Central node

! dim_x = Dimension (R"n)

! 10 = Component of derivation

module vector_ RBF_FD

use RBF_kernels

contains

! Vector Dx_{i} Operator IMQ
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnr

function vect_Dxi_IMQ (X,x_central,i0,M, c,dim_x) result (vect)

integer, intent (in) : :M,dim_x,1i0
real (kind

real (kind

16),intent (in) ::c

16) ,dimension(:),intent (in) : :x_central

real (kind 16) ,dimension(:, :),intent (in) : : X
integer::i, j
real (kind = 16)::r

real (kind = 16),dimension(:) ::vect (M)

'Tnitial value

vect = 0.90

!Differential Operator
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do i =1,M
r = sqgrt (dot_product (X(i,:) - x_central,X(i,:) - x_central))
vect (1) = der_xi IMQ(r,c,X(i,:),X_central,iO)

enddo

end function vect_Dxi_IMQ

! Vector D2x_{i} Operator IMQ
rrrrrrrrrrrerrrrrrrrrrrrrrrrrrerrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnrd

function vect_D2xi_IMQ(X,x_central,iO,M,c,dim_Xx) result (vect)

integer,intent (in) : :M,dim_x, 10
real (kind

real (kind

16),intent (in) ::c

16) ,dimension(:),intent (in) : :x_central

real (kind 16) ,dimension(:, :),intent (in) : : X
integer::1i, J
real (kind = 16)::r

real (kind

16) ,dimension(:) : :vect (M)

'Tnitial value

vect = 0.90

!Differential Operator
do i =1,M

r = sqgrt (dot_product (X(i,:) - x_central,X(i,:) - x_central))
vect (1) = der_2_xi_IMQ(r,c,X(i,:),x_central,iQ)
enddo

end function vect_D2xi_ IMQ

! Vector Lapalcian Operator IMQ
| L L L L L Y Y O |

function vect_laplacian_IMQ (X, x_central,M,c,dim x) result (vect)

integer, intent (in) : :M,dim_x
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real (kind = 16),intent (in) ::c

real (kind = 16),dimension(:),intent (in) ::x_central
real (kind = 16),dimension(:, :),intent (in) ::X
integer::1i, J

real (kind = 16)::r

real (kind = 16),dimension(:) ::vect (M)

'Tnitial value

vect = 0.90

!Differential Operator
do i =1,M
r = sqgrt (dot_product (X(i,:) - x_central,X(i,:) - x_central))
do j = 1,dim_x
vect (1) = vect (i) + der_2_xi_IMQ(r,c,X(i,:),x_central, j)
enddo
enddo

end function vect_laplacian_IMQ

end module
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B.2. Moédulos para sistemas lineales

B.2.1. Moédulo para la solucion a sistemas lineales por métodos directos

! The system is of the form
! Ax = b

' And "N" is the size of the matrix A
module direct_methods

contains

! Thomas Algorithm (TDMA)
EEREEEERER RN RN R R RN

function TDMA (A, b, N) result (x)

integer, intent (in) : :N

16) ,dimension(:),intent (in) : :b (N)

real (kind

real (kind 16) ,dimension(:, :),intent (in) : :A (N, 3)
integer::i

real (kind = 16),dimension(:) ::x(N),ci(N),di(N)

!Coefficients
ci(l) = A(1,3) / A(1,2)
di(l) = b(l) / A(1,2)

do i = 2,n-1
ci(i) = A(1i,3)/(A(1,2) — ci(1i — 1)*A(1i,1))
di(i) = (b(i) — di(i - 1)*A(1,1))/(A(i,2) — ci(i — 1)=*A(i,1))

enddo

di(N) = (b(N) — di(N - 1)*A(N,1))/(A(N,2) — ci(N — 1)xA(N,1))
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!Solution
x (N) = di(N)

do i = N-1,1,-1
Xx(1) = di(i) — ci(i) ~ x(i1 + 1)
enddo

end function TDMA

! LU Descomposition Version (Gilbert-Peierls) Total
L L L L L Y IO Y |

subroutine LU_descomposition_gilbert_peierls_total (A, N, LU)

integer,intent (in) : :N

real (kind = 16),dimension(:, :),intent (in) : :A (N, N)
real(kind = 16),dimension(:, :), intent (out) : :LU (N, N)
integer::i, j

real (kind = 16),dimension(:) ::s(N)

!Tnitial data
do i =1,N
LU(i,1) = 1.90
enddo

!Step one

s = A(:,1)

LU(1,1) = s (1)

LU(2:N,1) = s(2:N)/LU(1,1)

!Step two

do i = 2,N

s = A(:,1)

do j =1,1i-1

S(j+1:N) = s(j+1:N) - LU(J+1:N, Jj)*s(])
enddo
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LU(1:i,1i) = s(1:1)
LU(1i+1:N,1) = s(i+1:N)/LU(1i,1)
enddo

end subroutine LU_descomposition_gilbert_peierls_total

I Tnverse Matrix with LU Gilbert-Peierls Total
EEEEEEEEEEE RN RN

function inverse_LU_gilbert_peierls_total (A, N) result (A_1)

integer,intent (in) : :N

real (kind = 16),dimension(:, :), intent (in) ::A (N, N)
integer::k

real (kind = 16),dimension(:)::x(N),y(N),e(N)

real (kind = 16),dimension(:, :)::LU_A(N,N),A_1(N,N)

LU descomposition matrices

call LU_descomposition_gilbert_peierls_total (A,N,LU_A)

!'Tnitial data
e = 0.90

do k = 1,N
!Canonical vector
y = 0.90
e(k) = 1.90
!Forward sustitution
y(k:N) = forward_sustitution_doolittle (LU_A(k:N,k:N), &

& e(k:N),N — k + 1)

!Backward sustitution
A_1(:,k) = backward_sustitution (LU_A,y,N)

100



Apéndice B. Cédigos Fortran 95

enddo

end function inverse_LU_gilbert_peierls_total
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B.2.2. Mobdulo para el paso de SOR con almacenamiento ralo (Formato
CSR)

! The storage of the matrix operator is CSR

! Nt = Dimension of the matrix
! Nnz = Number of entries no zero
! w = Parameter for SOR

! D CSR = Elements of the matrix in format CSR
' T CSR = Index of the matrix in format CSR
! point_CSR = Pointer of the matrix in format CSR

! index_diag = Pointer of the diagonal element in I_CSR

module SOR_step_LDC

contains

'l SOR Step
| L L L L L O L L Y Y O |

subroutine SOR_step_RBF_FD_1lid_driven_cavity_ 2D_stationary (Nt, &
& Nnz,w,point_CSR,I_CSR,D_CSR, index_diag,b,Y_prev,Y)

integer, intent (in) : :Nt, Nnz

integer,dimension(:),intent (in) : :point_CSR(Nt + 1), I_CSR(Nnz)

integer,dimension(:), intent (in) : :index_diag (Nt)

real (kind = 8),intent (in) ::w

real (kind = 8),dimension(:),intent (in) ::D_CSR(Nnz),b (Nnz)
real (kind = 8),dimension(:),intent (in) ::Y_prev (Nt)

real (kind = 8),dimension(:), intent (out) ::Y (Nt)

integer::1i, j,k1,k2,k3

real (kind = 8) ::aux
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do i = 1,Nt

kl = point_CSR(1i); k2 = index_diag (i)

k3 = point_CSR(i+1l) - 1

aux = dot_product (D_CSR(k1l:k2 - 1),Y(I_CSR(k1l:k2-1)))
Y(i) = b(i) - aux

aux = dot_product (D_CSR (k2 + 1:k3), &
& Y_prev(I_CSR(k2 + 1:k3)))
Y(i) = (Y(i) - aux)/D_CSR(k2)
Y (i) = w*xY (i) + (1.0d0 - w)*Y_prev (i)
enddo

end subroutine

! Index for diagonal elements in SOR
| L L L L L L L Y Y O I A I |

subroutine pointers_SOR_step_ RBF_FD_1id_driven_cavity_2D_ &
& stationary (Nt,Nnz,point_CSR,I_CSR, index_diag)

integer, intent (in) : :Nt, Nnz
integer,dimension(:),intent (in) : :point_CSR(Nt + 1),I_CSR(Nnz)
integer,dimension(:),intent (out) : :index_diag (Nt)

integer::i, j

! Process
do i = 1,Nt
do 7 = point_CSR(i),point_CSR(i + 1) -1
if (I_CSR(3j) == 1) then
index_diag (i) = j
exit
endif
enddo
enddo

end subroutine
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