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Resumen. En este trabajo se realiza un estudio del efecto Casimir dindmico en dos
escenarios del campo de la dptica cudntica. El efecto Casimir dindmico representa
la generacién de fotones reales provenientes del estado de vacio, como resultado
de una amplificacién paramétrica de las fluctuaciones cuanticas asociadas, debido a
cambios no adiabdticos en las condiciones de frontera del campo electromagnético.
En el primer escenario se investiga cémo la produccién de fotones se ve afectada
drasticamente cuando se consideran medios lineales y no lineales dentro de las cavidades
no estacionarias. En el segundo, se propone un esquema experimental factible, basado
en un arreglo de guias de onda acopladas en el cual se desarrolla una simulacién clasica
del efecto Casimir dindmico. Por 1iltimo, mediante una ecuacién maestra microscopica
se estudia el efecto que tiene la decoherencia y disipacion sobre los fotones generados.

Abstract. In this work we study the dynamical Casimir effect in two scenarios of
quantum optics. The dynamical Casimir effect is the generation of real photons from
the vacuum state, as a result of parametric amplification of vacuum fluctuations, due to
non-adiabatic changes in the boundary conditions of the field. In the first scenario we
investigate how the photon production is drastically affected by inclusion of linear and
nonlinear mediums inside nonstationary cavities. In the second scenario, we propose a
feasible experimental setup, based on a photonic array of coupled waveguides on which
a classical simulation of the dynamical Casimir effect is performed. Finally, using a
microscopic master equation we studied the effect of dissipation and decoherence upon
created photons.
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1. Introduccion

En 1970 Moore predijo tedricamente que en una cavidad electromagnética
unidimensional hecha con espejos planos perfectamente conductores, donde uno de ellos
esta fijo y el otro puede moverse, se podrian generar fotones reales provenientes del estado
de vacio cudntico [1]. Tal efecto se conoce hoy en dia como efecto Césimir dindmico de
cavidades, DCE (por su siglas en inglés Dynamical Casimir effect) y puede ser entendido
como la amplificacién paramétrica de las fluctuaciones cuanticas del estado de vacio,
como consecuencia de cambios no adiabaticos en las condiciones de frontera dependien-
tes del tiempo del campo electromagnético. A diferencia del efecto Casimir estatico,
el corrimiento Lamb o la emisién espontanea, los cuales son evidencia indirecta de las
fluctuaciones cuéanticas de vacio del campo electromagnético, el DCE es considerado
como una prueba directa de la existencia de dichas fluctuaciones [2]. Desde entonces
han surgido una amplia variedad de trabajos tedricos sobre el DCE [3]; por ejemplo, la
generaciéon y deteccién de los fotones generados ha sido estudiada en cavidades oscilantes
en una [4] y tres dimensiones [5]. Sin embargo, observaciones experimentales del efecto
no se habian logrado sino hasta hace poco. El DCE fue demostrado experimentalmente
usando un metamaterial de Josephson superconductor, el cual estaba formado por
un arreglo de 250 SQUIDs (Superconducting quantum interference devices) los cuales
simulaban en conjunto, un indice de refraccion efectivo dependiente del tiempo, que
a su vez cambia la longitud efectiva del resonador, comportandose entonces como un
sustituto de uno de los espejos de la cavidad dinamica, el cual oscilaba a velocidades
que son una fraccién significativa de la velocidad de la luz [6].

Por otro lado, en 1976 se demostro tedricamente que el DCE también se puede manifestar
cuando se tiene un solo espejo (sin necesidad de la cavidad), que se mueve con
aceleraciones no uniformes en espacio libre [7], lo cual fue confirmado en una observacién
experimental realizada en [§]. Ademads, bajo ciertas trayectorias especificas del espejo, es
posible generar una radiaciéon que tenga exactamente el mismo espectro de la radiacion
térmica de Hawking producida en la evaporacién de agujeros negros [9]. Més atn, se
ha demostrado que existe una equivalencia entre los efectos Unruh, Hawking, Casimir
dindmico y la amplificacién paramétrica |2|10]. Por tal motivo se presume que el DCE
estd relacionado con la creacién de particulas en la evoluciéon temprana del universo.

En el capitulo [2| de esta tesis se describe y se desarrolla el marco tedrico referente
a los Hamiltonianos efectivos, éstos seran adoptados con el fin de realizar un estudio
del DCE con la notacién y la jerga de la éptica cuantica. Ademéds de ser un resultado
importante desde el punto de vista fundamental de la teoria cuantica de campos, el efecto
Casimir dinamico ha sido investigado en varios contextos tales como: iones atrapados
[11] (generacién de fonones en lugar de fotones), refrigeradores cuanticos [12], medios
tipo Kerr [13] y més recientemente, en sistemas estocdsticos [14]. Aplicaciones del efecto
Casimir dinamico como recurso para generar estados altamente entrelazados utilizando
circuitos cudnticos han sido propuestas en |15].
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Mencionado breve e indirectamente en el parrafo anterior, el efecto Kerr [16] es un efecto
optico cuantico no lineal bien conocido, en donde el indice de refracciéon de un material es
proporcional a la intensidad de la luz [17]. Es cominmente utilizado para generar estados
no clésicos de la luz. El ejemplo tipico [18] del efecto es cuando un estado coherente
que atraviesa un medio de Kerr, evoluciona en una superposicion macroscopicamente
distinguible de multiples estados coherentes conocidos como estados de gatos de
Schrodinger de varias componentes [19]. Resultados experimentales de la realizacién
del efecto Kerr a nivel de un solo fotén en circuitos cuanticos superconductores se han
conseguido recientemente en [20]. Se demostré en [21] que no linealidades tipo Kerr
deberian tomarse en cuenta en una descripcion realista del DCE. Es por ésto que en el
capitulo |3| de esta tesis, la motivacion central sera estudiar un sistema en el que ambos
efectos, Casimir dindmico y Kerr se manifiestan simultdaneamente. En este trabajo se
quiere contestar la siguiente pregunta: jcémo se modifica la generacién de fotones del
estado de vacio cuando se incluye la presencia de un medio no lineal tipo Kerr en una
cavidad no estacionaria? Para contestarla, lo que se haréd es proponer un Hamiltoniano
que represente a los dos efectos, realizar una serie de aproximaciones a ese Hamiltoniano
y con ello obtener el operador de evolucién del sistema, para asi poder transformar
cualquier observable fisica de interés que se desee. En este caso sera el operador de
nimero y después se hara su valor esperado con respecto al estado de vacio.

Debido a que la realizacion del DCE incluyendo no linealidades tipo Kerr es un efecto
cudntico muy dificil de lograr experimentalmente, el propdsito del capitulo 4| serd,
plantear la simulacién clésica del DCE con interacciones lineales y no lineales utilizando
una plataforma de arreglos foténicos, formados por guias de ondas acopladas mediante
ondas evanescentes. Tales arreglos permiten el mapeo de las ecuaciones diferenciales que
modelan la dindmica del DCE en una dinamica equivalente, que describe la propagacién
lineal de luz clasica la cual emula la generacién de luz cuantica proveniente del estado
de vacio. Con ello serd interesante observar, que efectos provenientes del campo de la
materia condensada como las oscilaciones de Bloch y las transiciones de fase, se llegan a
manifestar en dichos arreglos foténicos. Al final del capitulo [ se realiza un estudio del
efecto que tiene la temperatura en la produccion de fotones y se da simultaneamente una
propuesta experimental para su implementacion. Dado lo genérico del Hamiltoniano de
sitios que modela los arreglos de guias de onda, éstas han sido exitosas en el modelaje
de otro tipo de fenémenos fisicos cudnticos complicados de realizar experimentalmente,
como lo es un condensado de Bose-Einstein [22], la localizacién de Anderson [23] las
caminatas aleatorias cudnticas con [24] y sin [25] interaccién entre particulas, por
mencionar algunos.

En general el DCE se ha estudiado ampliamente en diferentes sistemas, incluyendo
cavidades no estacionarias con uno [26] o dos |27] dtomos de dos niveles en su interior
y que interaccionan de manera dipolar con el campo de la cavidad; asi como también
en medios dieléctricos dependientes del tiempo [28]. Sin embargo, en la mayoria de
esos trabajos el efecto que tiene el inevitable entorno que todo sistema fisico debe
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experimentar es ignorado. Es pues el propdsito del capitulo [5, estudiar cudl es el efecto
que tiene la decoherencia y la perdida de energia sobre los fotones generados en una
cavidad dinamica. Para ello se deriva una ecuacion maestra microscopica adecuada a la
cavidad dentro de las aproximaciones de Born y Markov, asi como en régimen donde
la produccién de fotones estd acotada. Esto permite calcular los vectores y operadores
propios del sistema, aplicar la formula cuantica de regresion y obtener la funcién de co-
rrelacion de segundo orden; dicha funcion serd usada para entender cudl es la estadistica
de los fotones que son generados del estado de vacio. Con base en los resultados obtenidos
a lo largo de esta tesis las conclusiones y perspectivas serdan presentadas en el capitulo [0}



2. Efecto Casimir dinamico: Hamiltoniano efectivo

Los primeros estudios del efecto Casimir dindmico fueron realizados en la
representaciéon de Heisenberg, donde el operador cuantico del campo eléctrico se
construye utilizando el conjunto completo de soluciones de la ecuacion de onda
bidimensional de Klein-Gordon (KG), junto con el producto interno de KG [2]. En este
marco, la caracterizacion del estado del campo se hace a través del tensor de energia-
momento. Sin embargo, debido a que la invarianza conforme ya no es 1til en 3D, diversas
estrategias para estudiar el DCE han surgido [29]. De entre ellas, nosotros usaremos el
enfoque de Hamiltonianos efectivos [3], el cual describe la dindmica del campo en la
representacion de Schrodinger.

En este capitulo nos enfocaremos en trabajos previos realizados del DCE en el area
de cavidades electromagnéticas. En particular nos guiaremos de la referencia [30] para
obtener y cuantizar un Hamiltoniano efectivo que describa al campo electromagnético
dentro de una cavidad no estacionaria unidimensional. Veremos también el efecto que
tiene sobre la generacién de fotones el hecho de incluir una temperatura finita en el
sistema. Esto sentara las bases para hacer un estudio subsecuente del efecto Casimir
dindmico en otros sistemas de la Optica cuantica.

2.1. Hamiltoniano efectivo de una cavidad no estacionaria

Consideremos una cavidad unidimensional que posea en sus extremos espejos
perfectamente reflectores (reflejan todas las longitudes de onda incidentes) y que no
tenga algiin medio dieléctrico dentro, i.e., e(x,t) = 1. Con ello las ecuaciones de Maxwell
sin fuentes para los campos eléctrico E y magnético B son:

0B
E=_2" E= 2.1
V x 5 \Y 0, (2.1)
VxB= uoeo—aa]?, V- -B=0. (2.2)

Vamos a trabajar con el potencial vectorial A definido como B =V x A ya que una vez
conocido éste, sera posible mediante (2.1)) encontrar el campo eléctrico y por lo tanto la
solucién al problema clésico. Si trabajamos en la norma de Lorentz V - A = —uoeo%—‘;
con V el potencial escalar, entonces el potencial vectorial satisface la siguiente ecuacion
de onda
Az, t)  O*A(z,t)
ox2 o2

—-1/2

(2.3)

donde hicimos c=(pg€p) ~'/#=1. Como estamos trabajando en una dimensién el potencial
vectorial es A(7,t) = é,A(x,t), suponemos que las polarizaciones estdn desacopladas.
La cavidad es no estacionaria en el sentido de que el espejo izquierdo esta fijo en x=0y
el espejo derecho se puede mover en alguna trayectoria x=¢g(t) durante un intervalo de

tiempo 0 < t < T', de esta manera las condiciones de frontera son

A(0,) = A(g(t),t) = 0. (2.4)
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La dindmica del sistema estd completamente especificada por las ecuaciones (2.3]) y

(2.4).

Vamos a definir un conjunto de coordenadas generalizadas {Qy(t)} dadas por

kmx
1/ / drA(z,t)sin — ok (2.5)

donde k=1,2,3... y Q(t) es béasicamente la descomposicién modal del campo, pero
a diferencia de la situacion estatica, las funciones modales base usadas aqui estan
determinadas por la frecuencia instantanea de la cavidad wy (t)=kw/q(t), la cual depende
de la posicién instantanea del espejo. Dado que la base de modos es completa, podemos
escribir al potencial vectorial de la siguiente manera

t) = ;Qk(m /%sin%, (2.6)

el cual satisface de manera automatica las condiciones de frontera. Para que el potencial
cumpla la ecuacién de onda lo que tenemos que hacer es sustituirlo en dicha ecuacién y
asi obtener las ecuaciones diferenciales de las coordenas Q(t). Primero recordemos la
regla de la cadena aplicada a la funcion ¢, que abrevia

2 . knx 8g0k &pk

O = @smm, W: q(t)— 90 (2.7)

donde el punto representa la derivada temporal. Las derivadas del potencial vectorial
involucradas en la ecuacion de onda son

62A (x, t Zwk )Qk () @k, (2.8)
A éif’ ) - ; {Qk(t)SOk + 2q‘(t)6'2k(t)aa—? + d(t)Qk@)aai’“ +q (t)%(t)aa;’;’f } (2.9)

Si igualamos las dos ecuaciones anteriores, multiplicamos el resultado por ¢;, integramos
cada termino con respecto a dx en el intervalo [0,¢(t)] y utilizamos las siguientes
propiedades de las funciones ortonormales

q(t) Ok q(t) i Oy
gri = q(t / dx, Gingu = ¢ (1 / L2 dx,  (2.10
ki ()0 i 5q Zk:ﬂuk ()0 90 g (2.10)

q(t)
Oj = / orp;de, (2.11)
0
obtenemos las ecuaciones diferenciales para las funciones Qg (t):

Q1) + wi()Qu(t) = 2A(2) ngij(t) +A(D) ngij(t) + () Z 9ikg51Qi(t),(2.12)

donde definimos A(t)=¢(t)/q(t). En el ultimo término del lado derecho de la ecuacién
(2.12)) esta implicito que j # k en la doble suma, debido a que el coeficiente adimensional



y antisimétrico gx; se puede escribir (dada la ortonormalidad de ) como

%7 0 k=

(2.13)

Observemos que a t < 0 la cavidad posee una longitud fija Ly = ¢(0) y la solucién de
es Qk(t) = exp[—iwk(0)t], que es la conocida dependencia temporal arménica del
potencial vectorial que resuelve el problema estatico. Si consideramos que son
las ecuaciones de movimiento provenientes de las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces
lo que debemos hacer es encontrar un Lagrangiano que reproduzca dichas ecuaciones de
movimiento. Sin mucha complicacion es posible demostrar que un Lagrangiano que da

origen a es el siguiente:
: 1
L(Qr, Qr) = Z{Qk (@R} — A() Xk: 9 Qs + §>\2(t) zk;gkjglele- (2.14)
J» VELZ)
Para obtener el respectivo Hamiltoniano debemos usar la definicion del momento
canénico conjugado (omitiendo la dependencia temporal en la notacion)

oL .
Po=——=Qn— M) _ Qs (2.15)
0Qs .
hacer una transformacion de Legendre
H(Py, Q) Z PeQr — L(Qr, Q), (2.16)

para finalmente obtener un Hamﬂtomano que reproduzca las ecuaciones de movimiento
(2.12) y que represente al campo electromagnético dentro de la cavidad no estacionaria

H(Pr, Qr) = Z{Pk (DR} + (1) Z ki PrQj. (2.17)

Podemos identificar facilmente que en la estructura de , el primer término del lado
derecho corresponde a un conjunto de osciladores arménicos con frecuencia dependiente
del tiempo. Adicionalmente aparece un acoplamiento bilineal de las coordenadas y los
momentos generalizados que también es dependiente del tiempo. Dicho acoplamiento se
elimina cuando A(¢)=0, es decir, cuando el espejo que se mueve adquiere una posicién
fija. El Hamiltoniano clasico sienta la base con la cual podemos realizar una
cuantizacién candnica esténdar. Esta consiste en promover a las variables Q(t) y Pi(t)
a ser operadores que obedecen las siguientes reglas de conmutacion (haciendo A = 1)

[Qu(t), B0 =16y, [Qu(t), Q;(D] = [F(t), B(1)] = 0. (2.18)
Usando a # en la ecuacién de movimiento Oy = i[ﬁ, Opl, siendo Oy un operador en
la representacion de Heisenberg, se obtienen las derivadas temporales de los operadores

dQi(t) -

= P(t) + A\t ; gk Q; (1), (2.19)
dP,(t) )

= W@ = MO Y g Bi(1). (220
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Para describir al sistema en el espacio de Fock, debemos introducir los operadores
bosénicos de creacion y aniquilacion “instantaneos” dados por:
1

= ———[wi () Qi(t) + 1P(t)]. (2.21)
ka(t)
1 A .
af = —m—=I[wi (1) Qx(t) — iB:(1)], (2.22)
2wk(t)
los cuales Satisfacen [ak,a}] = 0. Seguidamente haremos las derivadas temporales
de y ) tomando en cuenta que términos extras aparecerén debido a la
dependen01a expllc1ta en el tiempo de wg(t). Con ayuda de (2.19) y (2.20]) conseguimos
da ) k(1) W,
d_tk = —iwg(t)ar + Xk(t)az + Tkj 0 (a; + a ) + GjkA / ] a — a]
(2.23)
da} . t At) wi(t) t w; (t) i
i iwg(t)ay, + xn(t)ar + N ; {gkj (1) (aj +aj) + gjk on(t) (a; — aj)}-
(2.24)

Si consideramos que las ecuaciones (2.23)) y (2.24]) son las provenientes de la ecuacién de
movimiento de Heisenberg, entonces realizando un poco de algebra se puede demostrar
que el Hamiltoniano efectivo que las origina es [30]:

eﬁ‘—ZWk- akak—HZXk (al” — a2)

+ 3 Z ukj(t){aza; + a,taj —ajay — a}ak}, (2.25)
k.j

con la abreviacién de las siguientes funciones

s Wi Wi 1/2
o) =25 ) = s ) = awas [20] @20

De esta manera, representa el Hamiltoniano effectivo dependiente del tiempo
correspondiente al campo electromagnético cuantizado dentro de una cavidad no
estacionaria unidimensional sin un medio dieléctrico dentro, y serd la base para todos
los subsecuentes tratamientos. Notemos que el Hamiltoniano posee términos cuadraticos
en los operadores de creacién, mas adelante veremos que éstos términos seran los
responsables de la generacion de fotones provenientes del vacio cuantico. Ademés se
observa una interaccion entre todos los modos de la cavidad dada por el término que
multiplica fu4;(t). Dicha interaccién es posible que actie como un ambiente externo que
haga disminuir la producciéon de fotones. Es importante mencionar que el operador Hesr
se encuentra en la representacién de Schrodinger y que los operadores de creacion y
aniquiliacion que lo forman son independientes del tiempo y no deben confundirse con

los definidos en (2.21)) y ([2.22]).

Si hubiésemos supuesto que la cavidad estuviera llena con un medio dieléctrico lineal,
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no dispersivo, sin pérdidas y con una permitividad con dependencia espacial y temporal
€(x,t), entonces el Hamiltoniano efectivo que describe al campo cuéntico en dichas
condiciones tendria exactamente la misma estructura que , pero en la definicion
de las funciones aparecerian términos adicionales [30].

2.2. Desarrollo de Moore

Por completez vamos a comentar brevemente el resultado de un método alternativo
pero equivalente al desarrollado unas paginas atras, que también es muy ultil en la
descripcion del campo cuantico dentro de la cavidad unidimensional no estacionaria. El
tratamiento fue desarrollado inicialmente por Moore y en general consiste en encontrar
los modos normales de un campo escalar sin masa A(z,t) que satisface la ecuacién
de onda bidimensional de Klein-Gordon (KG) 92A(x,t) = 0?A(x,t) con condiciones
de frontera . La solucién se obtiene haciendo una transformacién de coordenadas
conformal que deja invariante la métrica y la ecuacion de KG, en dichas coordenadas
el sistema es estatico y la solucion es trivial, las funciones modales en las coordenadas
originales se expresan como

¢n<l‘,t) _ (471.”)71/2 [efirrnR(t+x) . efiTrnR(tfx)]’ (2'27)
donde R(€) debido a las condiciones de frontera ([2.4)), satisface la ecuacién funcional
R(t+q(t)) — R(t —q(t)) = 2. (2.28)

Resolver la ecuacion (2.28) representa un verdadero reto, generalmente éste se aborda
desde el enfoque del “problema inverso”, el cual consiste en extraer de la funcion
desconocida ¢(t) dada previamente, una dependencia particular de R(£). Soluciones
numéricas eficientes a la ecuacién funcional han sido desarrolladas recientemente [31].
Los modos ¢,(z,t) son ortonormales con respecto al producto interno (Dp, Og) =
i/h[y ()b (t) —gbq(t)gzp(t)] y pueden ser utilizados en una cuantizacién canénica estandar
del campo

Alz,t) = andn(,t) + a (. 1), (2.29)

donde ¢ significa conjugacién compleja. La caracterizacion del estado del campo se puede
hacer mediante el tensor de energia-momento T,45(z,t). Si el estado inicial del campo
es el vacio cuantico, entonces el valor esperado de los campos eléctrico y magnético son
cero a cualquier tiempo. Sin embargo, dado que la cavidad es no estacionaria, el espejo
vibrante u oscilante puede alterar como funcion del tiempo las fluctuaciones en algiin
punto espacial dentro de la cavidad. Es de interés calcular estas fluctuaciones locales
utilizando la densidad de energia del campo dada por

e = H{((PA20)") ¢ (20 o

x+xEn teorfa cudntica de campos con dimensiones espacio-temporales mayores a la cerodimensional como
la usada en éste trabajo, el producto interno es llamado producto de KG.
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donde el valor esperado se realiza con respecto al estado de vacio. Debido a las
contribuciones provenientes de frecuencias arbitrariamente altas se sabe que
es divergente; el cédlculo del tensor requiere, para obtener resultados finitos, de un
procedimiento de regularizacién que en general no es unico. Si la trayectoria q(t) del
espejo desarrolla un movimiento cercano al armoénico, entonces la densidad de energia
adquiere una estructura no trivial en forma de dos paquetes de onda contrapropagantes
que oscilan de un extremo al otro de la cavidad amplificando la fuerza de Casimir en
cada periodo [32]. Mas importante atn, el nimero promedio de fotones del estado de
vacio esta relacionado con el flujo de energia (T, (z,t)). Solamente con trayectorias que
posean un movimiento acelerado no uniforme es posible obtener (Tp,(x,t)) # 0 [7]. A
este resultado a menudo se le conoce como efecto Casimir dinamico. Es importante
mencionar que con este método alternativo, no es posible encontrar un Hamiltoniano
fundamental y consistente con la teoria una vez asumidas las condiciones de frontera
. Por lo tanto, todo el tratamiento es llevado a cabo en el esquema de Heisenberg.

2.8. Cavidad vacia unimodal

Es bien sabido que un sistema, sea clasico o cuantico, que dependa explicitamente
del tiempo, a menudo puede responder de manera resonante cuando es modulado bajo
ciertas frecuencias. Una solucion analitica completamente general de la ecuacion de
Schrodinger utilizando el Hamiltoniano para cualquier ley de movimiento ¢(¢) no
se conoce por ahora (hasta donde sabemos). Soluciones perturbativas [33] y aproximadas
han sido investigadas para tiempos cortos [30] y largos [34]. Las soluciones perturbativas
pueden llegar a fallar cuando el sistema se encuentra en algiin tipo de resonancia. Las
resonancias de las podemos encontrar cuando el espejo movible desarrolla un
movimiento del tipo oscilatorio a una frecuencia cercana al doble de la frecuencia propia
de algiin modo de la cavidad en reposo, es decir, resonancias paramétricas. En estos
casos los términos que oscilan muy rapido pueden despreciarse y con ello H eff ¢ reduce
de manera considerable. Si la cavidad fuese tridimensional y rectangular, entonces el
Hamiltoniano efectivo bajo estas condiciones de resonancia paramétrica se simplifica
al de un solo oscilador armoénico con frecuencia dependiente del tiempo. Esto sucede
debido al caracter no equi-espaciado entre las frecuencias propias de los modos de una
cavidad en tres dimensiones wy,,; = w[(m/L;)* + (n/L,)* + (I/L.(t))?]"/%. M4s atin, si
consideramos que la cavidad descrita en la seccion anterior puede soportar solamente
un modo del campo, entonces la interaccion intramodal automaticamente desaparece
y nos quedamos con el término del oscilador armoénico con frecuencia dependiente del

tiempd

Ya sea que la cavidad no estacionaria pueda soportar un solo modo o que ésta
se encuentre bajo las condiciones de resonancia paramétrica arriba mencionadas, el
Hamiltoniano efectivo Heg es reducido a su expresion mas simple no trivial, capaz de

xxEs interesante ver que los campos libres en un espacio-tiempo curvo son similares a una coleccién de
osciladores arménicos con frecuencia dependiente del tiempo [35].
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describir en ausencia de disipacién el campo electromagnético dentro de la cavidad;
dicha simplificacién estd dada por [5],26,27,30]

' 2 _ 2 1 dw(?t)
H.=w(t)a'a+ix(t)(a™ —d?), x(t)= o) dt (2.31)
Hemos omitido la etiqueta del subindice k en todos los operadores debido a que estamos
trabajando con un solo modo electromagnético, para el cual [a, a'] = 1. Recordemos que
w(t) es la frecuencia instantdnea de la cavidad, la cual vamos a considerar que tiene la

siguiente dependencia arménica
w(t) = woll + esin(2wpt)], (2.32)

donde wy es la frecuencia del modo fundamental (resonante o seleccionado) cuando
ambos espejos la cavidad estan fijos en su posicion equilibrio, € es la llamada amplitud
de modulacion y 2wqg la frecuencia de modulacion, que para espejos masivos no puede
estar en el régimen optico; debe estar en el de microondas. En la literatura del efecto
Casimir dindmico, H. es conocido como Hamiltoniano de cavidad vacia. Se sabe que
el nimero promedio de fotones generados a partir del estado de vacio cuantico bajo la
accion de H,, crece de manera exponencial con el tiempo [5]. Para mostrar tal resultado
notemos que en el régimen de perturbacién pequena, esto es, si ¢ < 1 uno puede
escribir w(t) &~ wy ya que la influencia de la modulacién solamente es relevante en el
coeficiente de compresion x(t) [36]. Haciendo x(t) ~ (ewp/2) cos(2wpt) podremos tener
un Hamiltoniano aproximado de la siguiente forma

H, ~ woa'a + (iewy/2) cos(2wot)(a'* — a?). (2.33)

Si nos movemos a un marco de referencia generado por la transformacion unitaria
Uy = exp(—iwpta’a) conseguimos

HCI = (ie(,uo/él)(aJr2 — a? + qf?eitwot — aQe_iA‘th). (2.34)

En la expresion anterior los dos ultimos términos del lado derecho oscilan muy rapido
y mediante el uso de la aproximacién de onda rotante (RWA) podemos eliminarlos,
ya que al realizar la integracién los dos primeros seran dominantes. Asi obtenemos un
Hamiltoniano de cavidad vacia en la representacion de interaccién que es independiente
del tiempo

H! ~ (lewy/4)(a™ — a?), (2.35)

cuyo operador de evolucién temporal es Ul = exp[3r(a™ — a?)], el cual podemos
identificar claramente como el operador de compresién S(r), donde r=ewyt/2 viene
siendo el parametro de compresion dependiente del tiempo. Para encontrar la evolucién
temporal de a y a' usaremos al operador U! el cual genera una transformacién
de Bogoliubov en cada uno de los operadores del campo, el resultado de dicha
transformacién se escribe como:

a(t) = a'sinh(r) + acosh(r), a'(t) = a' cosh(r) + asinh(r). (2.36)
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El nimero promedio de fotones en el estado de vacio, p(0) = |0)(0|, se puede calcular a
un tiempo arbitrario utilizando la transformaciéon anterior dando como resultado

(0la’(t)a(t)|0) = sinh? (ewot/2), (2.37)

. . : : o N .
donde para ewgt > 1 se observa el bien conocido crecimiento exponencial en la
generacion de fotones. Este crecimiento es una manifestacion puramente cuantica de
una amplificacién paramétrica de las fluctuaciones de vacio.

Dado que el operador de evolucion resulté ser el operador de compresion, se sabe que el
estado de vacio evolucionard en el estado de vacio comprimido |0,¢) = S(r)|0) dado por

|0, 1) = [cosh(r)]~1/2 Z[tanh(r)]m%|2m), (2.38)

con la correspondiente distribucién de probabilidad Py, (0,t)=|(2m|0,t)|> # 0 y
Poyi1(0,)=](2m + 1|0,¢)|*=0; esto indica que la distribucién es oscilatoria. Tales
oscilaciones son una clara evidencia de la naturaleza no clésica del estado de vacio
comprimido. Otra evidencia es que existe una compresion exponencial en la dispersién
de la cuadratura del campo X,=—i(a — a')/v/2, a expensas de un crecimiento en la
cuadratura X,=(a +a')/v/2. Las correspondientes varianzas y producto de dispersiones
de las cuadraturas como funcién del tiempo son

[AX()]? = exp(ewpt) /2, [AX2(t)]? = exp(—ewot)/2, AXi(H)AXy(t) =1/2. (2.39)

Del ultimo término de la ecuacién anterior se infiere que el estado de vacio comprimido
mantiene durante toda su evolucion, la caracteristica de ser un estado de minima
incertidumbre semejante al del estado coherente. Recordemos que los resultados de
las ecuaciones y se han realizado en la representacion de interaccion.
Para trasladarlos a la representacién de Schrédinger habria que utilizar al operador
de evolucién total dado por la transformacién U, U;.

Temperatura finita

Si en lugar de elegir al estado de vacio como el estado inicial se considera que es
un estado térmico, entonces el niimero promedio de fotones {a'a)y, = tr[pm(0)a’(t)a(t)],
estard dado como

(a’a)y, = (14 27y,) sinh? (ewot /2) + 7, (2.40)

donde g, =(exp(hwy/kgT) — 1)7! es el nimero de fotones térmicos en la cavidad y
esta dado por la distribucién de Bose-Einsten, ésta ultima es usada en la definiciéon del
estado inicial: py,(0)=>""7 ;g |n)(n]/(1 + fig,)" . Observemos que el nimero promedio
de fotones en el DCE (Ec. (2.37)), se ve incrementado por el factor 1+ 27y, (Ec. (2.40))
debido a los efectos de temperatura finita |36]. Si se considera que el sistema estd a
temperatura ambiente, para la cual las longitudes de onda térmicas se encuentran en el
rango de microondas, el incremento puede llegar a ser del orden 10% [36]. Este resultado
es importante ya que los experimentos del DCE se realizan a una temperatura distinta de
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cero. Tomar en cuenta tal incremento en el niimero promedio de fotones puede ayudar
a discernir, entre una posible amplificacién paramétrica de fotones térmicos de una
verdadera amplificacién de las fluctuaciones cudnticas de vacio. Por tltimo observemos
que el sistema evolucionard en un estado térmico comprimido [37]

pst = S(r)pn(0)S'(r). (2.41)

2.4. Resumen de capitulo

Obtuvimos el Hamiltoniano efectivo que describe la dinamica, en la representacion
de Schrodinger, de una cavidad electromagnética unidimensional que posee espejos
perfectamente reflectores, uno fijo y el otro movible. El Hamiltoniano en cuestién posee
un termino de interaccion intramodal el cual hace que obtener una solucion analitica
general sea muy complicado. Se recurrié entonces a dos aproximaciones, la primera
consitio en suponer que la cavidad solo puede soportar un solo modo y que ademas el
espejo oscila en condiciones de resonancia, es decir, a dos veces la frecuencia fundamental
de la cavidad. Con estas suposiciones se encontré que los fotones producidos del estado
de vacio tienen un crecimiento exponencial seguido por . A su vez, el efecto de
considerar una temperatura inicial en el sistema de cavidad dinamica, hace que la
generacion de fotones se vea incrementada por un factor que puede llegar a ser ordenes
de magnitud mayor, ver ([2.40)).
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3. Efecto Casimir dindmico con un medio de Kerr

En este capitulo se estudia el DCE dentro de una cavidad electromagnética no
estacionaria de un solo modo que contiene un medio de Kerr. Se obtendra una expresion
aproximada para el operador de evolucién que es vélida para tiempos cortos y/o un
nimero promedio bajo de fotones. Se encuentra que la generacién de fotones del vacio
cuantico se ve fuertemente afectada por la presencia del medio de Kerr. En el dominio
del tiempo ésta presenta fuertes oscilaciones, cuya frecuencia aumenta con la intensidad
del medio no lineal, compartiendo caracteristicas fisicas similares al caso de dos atomos
de dos niveles dentro de una cavidad con paredes oscilantes. Usando un enfoque semi-
clasico se mostrara que las nolinealidades tipo Kerr, repercuten en la tasa de produccién
de fotones con un decremento mucho méas rapido que la reportada en estudios previos,
los cuales consideran cavidades no estacionarias cuasiresonantes. También se observa
que el estado de vacio puede evolucionar en un estado gato de Schrodinger.

Parte del contenido de este capitulo se encuentra en [13].

Hamiltoniano de Kerr

Una manera muy comun de estudiar efectos no lineales en éptica cldsica y/o
cuantica es a través de la inclusion de medios materiales que respondan de manera no
lineal a la interacciéon con un campo electromagnético. De entre ellos estan materiales
que manifiestan un indice de refraccién dependiente de la intensidad del campo, esto
se denomina como efecto Kerr. En el régimen cuantico el efecto Kerr se utiliza para
generar estados no clasicos de la luz. Por ejemplo en la referencia [20], mediante
una arquitectura de circuitos cuanticos superconductores, los autores reportaron la
realizacion experimental de superposiciones macroscépicamente distinguibles de estados
coherentes, conocidos como estados de gato de Schrodinger o gatos 6pticos usando el
Hamiltoniano de Kerr [18}38]

K
HK = ?CLTQCLQ, (31)

donde el parametro K es el cambio de frecuencia por fotén, el cual es proporcional
a la susceptibilidad no lineal de tercer orden y®, que en general es un nimero
pequeno [17], lo cual requiere de intensidades muy grandes del campo para poder
manifestarse. Se puede demostrar que el tiempo de reactivacion o avivamiento (revival
en inglés) para el Hamiltoniano Hy estd dado por Tx = 27/K [19]. El operador
de evolucién correspondiente es Ugx = exp(—iKta?a?/2). Su accién sobre un estado
coherente del oscilador arménico, [2) = exp(—|al?/2)3°%, a”/Vnl|n), es |2(t)) =
Uk|z) = exp(—iKt(a'a)?/2)|zeX*/?). Exactamente a la mitad del tiempo de avivamiento
t = Tk /2 el estado coherente evoluciona en

|2(n/K)) = e ™4 (|iz) + 1| —i2))/V/2. (3.2)

El estado cuantico (3.2)) lo podemos identificar, salvo un factor de fase, como un estado
de Yurke-Stoler |18], esto es, un estado de gato. Ademads el operador de evolucién Uk
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genera la siguiente transformacién en los operadores del campo
al(t) = ale®He'o), a(t) = e i)y, (3.3)

Debe observarse que al realizar la evolucion temporal del valor esperado del operador de
nimero, bajo la accién del Hamiltoniano de Kerr, el valor esperado permanece sin cambio
alguno. Esto sucede debido a la conmutatividad entre ambos operadores [Hy, a'a] = 0.

3.1. Hamiltoniano de cavidad mds el medio de Kerr

Motivados por las observaciones experimentales del efecto Casimir dindmico [8] y
del efecto Kerr [20] en circuitos cudnticos superconductores, hemos decidido estudiar
un sistema donde ambos efectos estén presentes simultaneamente. Nuestra propuesta
esta basada en un Hamiltoniano compuesto de dos partes: la primera corresponde a
un modo resonante del campo electromagnético dentro de una cavidad con paredes
oscilantes y la segunda se refiere a un medio de Kerr que llena la cavidad, esto es:

H(t) = w(t)ala +ix(t)(a™ — a®) + %aﬁaz. (3.4)
Un Hamiltoniano similar fue estudiado recientemente en [39] donde no linealidades
de Kerr explicitamente dependientes del tiempo fueron analizadas. En dicho trabajo
estados gato de Schrédinger con compresion fueron reportados. Debemos enfatizar que
el sistema representado por la Ec. es ligeramente diferente al sistema de un modo
del campo electromagnético que interacciona con un espejo movible cerca de su posicién
de equilibrio a través de la presién de radiacién (sistema optomecénico). En ese sistema
los grados de libertad del espejo que oscila son tratados cuanticamente, reduciendo
el problema a un sistema de dos osciladores armonicos cudnticos acoplados [40]. Para
ilustrar éste sistema consideremos el Hamiltoniano que describe tal interaccién [41]:

Hopr = wea'a + wb'b — ga'a(b + b), (3.5)

donde wy,, (w.) es la frecuencia de oscilacién del espejo (cavidad). Los operadores
de creacién y aniquilacién del espejo son b’ y b respectivamente. La constante de

We h

acoplamiento es g = $4/5-—,
m

con L la longitud de cavidad y m la masa del espejo
movible. Para obtener el operador de evolucién asociado a Hgy, debemos realizar la

siguiente transformacién unitaria: D} (g/wm ) Hopt Db (9/wm) = H},. + HY,, siendo
Hlpt = weala + wnb'd, HQ}IDt = _(gz/wm)(aTa)Qa (3.6)

los Hamiltonianos lineal y no lineal respectivamente. La transformacién Dy(g/wy, )=exp [a'a(b'—
b)(g/wm)] la identificamos como un tipo de operador de desplazamiento de Glauber en

los operadores bosénicos del espejo, pero que tiene como argumento al operador de
nimero de la cavidad a'a. El operador de evolucién correspondiente a es

Uspr = Dy(g/win) exp(—it Hyp, ) exp(—it Hyge) Dy (9/wm)- (3.7)

opt opt

La presencia del término HQ}')t en uno de los exponentes de U,y puede dar lugar a
la generacién de estados no cldsicos de la luz [42], por ejemplo, estados de gato de
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Schrodinger. He aqui la confusién que podria surgir entre los Hamiltonianos y
; uno podria llegar a pensar que ambos describen la misma dinamica, sin embargo,
en el sistema optomecanico el medio de Kerr solamente es inducido a través de la
transformacion Dy(g/wn). Ademds, en este sistema las frecuencias wy, y w. difieren
por varios 6rdenes de magnitud, tipicamente w, < w.. Debido a eso los operadores
cuadraticos de compresién de la cavidad se desprecian en el Hamiltoniano, siendo dificil
el poder hacer un estudio del efecto Casimir dinamico.

Regresando al estudio de observemos que, el Hamiltoniano es explicitamente
dependiente del tiempo, los operadores que lo constituyen no conmutan entre si y ni
siquiera forman un algebra de Lie. Resolver pues la ecuacién de Schrodinger resulta ser
un desafio ya que el sistema presenta una complejidad algebraica alta. Con el objetivo
de tener expresiones mas faciles de manipular, usaremos nuevamente las aproximaciones
realizadas en la obtencién de H! pero ahora aplicadas y desarrolladas en H(t). De
esta manera podemos obtener el siguiente Hamiltoniano aproximado independiente del
tiempo

H = (iewo/4)(a™ — a®) + (K/2)aa’. (3.8)

Este Hamiltoniano es bien conocido en el contexto de éptica cudntica no lineal [43] y fue
propuesto para estudiar caracteristicas, huellas o sefiales de caos cudntico [44]. Hasta
donde hemos investigado una solucién analitica completamente general no se conoce.
El operador de evolucién correspondiente es Uy=exp (—iHt). Desafortunadamente, esta
forma del operador de evolucion es poco conveniente debido a que los operadores que
constituyen al hamiltoniano #, siguen no conmutando (no formando un &lgebra de
Lie) entre si, haciendo que el operador de evolucién no se pueda escribir como un
producto de exponenciales. M&s ain, si estuviéramos buscando la tansformacién O(t) =
U;[[OUH siendo O cualquier observable fisica de interés del sistema, resultaria altamente
complicado realizar dicha transformacion. Lo ideal seria conseguir un operador de
evolucion que se pudiera escribir como un producto de exponenciales. Para encontrarlo,
primero pasaremos a la representacién de interaccion generada por la transformacion
unitaria Us = exp (—iKt(a'a)?/2) la cual genera

H; = i% <aT26i2Kt(aTa+1) _ e—ith(aTa+1)a2> _ %CLTG, (3.9)
donde la identidad aF(a'a)=F(a'a + 1)a fue utilizada, siendo F(a'a) una funcién
arbitraria del operador aa. Renombrando a los operadores que estdn presentes en el
Hamiltoniano como

1 1 : 1
Lo =5 (ala+1/2), Ly(t) = S, [ (1) =

§efi2Kt(aTa)a2, (310)

y definiendo la funcién f(t)=ige con g=ewp/2, podemos reescribir al Hamiltoniano
en la representacion de interaccién como Hy = —K Lo+ f(t) Ly (t) + f*(t)L_(t) + K/4.
Observemos que el término K /4 conmuta con todos los otros elementos del Hamiltoniano

2Kt
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y por lo tanto sélo generara una fase global (e7%*/) en la dindmica. Los operadores
restantes dependientes del tiempo satisfacen las relaciones de conmutacion:

Lo (8), Ly (D) = 2Lo, Lo, L (8)] = L (1), (3.11)

las cuales podemos identificar como las reglas de conmutacion del dlgebra de Lie
su(1,1) [45]. Dado que H; es una combinacién lineal de generadores de un algebra
de Lie, es importante mencionar que es posible encontrar una transformacién unitaria
que diagonalice al Hamiltoniano H; y lo haga independiente del tiempo. Consideremos
al operador de compresion generalizado T¢(t) = exp[(L4(t) — (*L_(t)] con las
constricciones: tanh(2|(|) = —2¢/K y ¢ = [¢|e?E¥1™/2 Haciendo uso de las férmulas
de descomposicién estandar [46] para el dlgebra su(1,1) el operador de compresién
generalizado se puede factorizar como

To(t) = o1er tanh(IC) L (8) 2 In cosh([¢]) Lo ;g‘ tanh(|¢[) L (t) (3.12)

9

que junto con las relaciones de conmutacién es posible realizar la transformacion
del Hamiltoniano H; como sigue: T;(t )7‘—[ITT —+/K? —4g¢%Ly. Si usamos la base de
Fock |n) y la definicién del operador Ly llegamos a la ecuacién de valores propios

Haln)r = —/(K/2)? = g2 (n + 1/2) )y, (3.13)

donde n es un entero no negativo y |n); = Tg (t)|n) son un tipo de estados de
nimero comprimidos dependientes del tiempo, que generan una base completa en la
cual el Hamiltoniano en la represetacion de interaccion es diagonal. Es interesante ver
que los valores propios de H; estan igualmente espaciados a cualquier tiempo justo
como los valores propios del llamado invariante de Ermakov-Lewis correspondiente al
oscilador arménico cudntico con frecuencia dependiente del tiempo [47]. Para encontrar
la evolucién del estado cudntico bajo la accién de H;, debemos resolver la ecuacién
de Schrodinger en el marco de referencia generado por la transformacién T;(t), esta se
escribe como

10,]14(t) — VK? —Ag2Lo — iT:(t)0,T] (1)][a(t)), (3.14)

siendo [i4(t)) = 4( )|z/1( )) el vector de estado transformado. Debido a que la
transformacion realizada depende del tiempo, el término 7; (t)atTCT (t) que aparece extra
en sera distinto de cero. Este involucra derivadas temporales de los generadores
del algebra de Lie, dejando una estructura que en general es méas complicada y dificil
de resolver que la ecuacion de Schrodinger en el marco de interaccion. Sin embargo, la
transformacion 7;(t) permite explorar un poco la simetria intrinseca del sistema.

Notemos que los operadores que forman 7 inicialmente no son cerrados bajo
conmutacion, estos al ser transformados a la representacion de interaccién mediante U,
se vuelven cerrados bajo conmutacion generando un algebra de Lie . Esto podria
llevar a pensar (erréneamente) que podemos hacer uso del teorema de Wei-Norman el
cual nos permitiria escribir al operador de evolucién asociado a H; como un producto de
exponenciales de los operadores que forman el algebra. Sin embargo, para poder utilizar
dicho teorema es necesario que los operadores que forman el dlgebra sean independientes
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del tiempo. De la ecuacién (3.10) vemos claramente que la dependencia temporal se

’ . : T
encuentra el término etizKt(a'a)

que multiplica a los operadores cuadraticos de creacién
y aniquilacion respectivamente, por lo tanto, no podemos aplicar dicho teorema. Sin
embargo, para un intervalo de tiempo infinitesimalmente corto de ¢ a t + dt, el operador

de evolucién siempre se puede escribir como [19)
Up, (t + 6t t) = exp [ — iH1dt],
= exp [0t K Lo — 16t f(t) L4 (t) — it f(t)"L_(t)],
= exp [g1(t) L] exp [ga(t) Lo (t)] exp [g5(t) L—(t)], (3.15)

siendo g¢,(t) son funciones complejas dependientes del tiempo que se determinan
facilmente utilizando las férmulas generales de factorizacién [46]. Para un intervalo de
tiempo finito, digamos de 0 a T, el operador de evolucion es

T/t

= 5133) T ed1 (L) Lt o92 (tz)Lo(tz)egaa(tz)Lf(tz)’ (3.16)

U’HI (T’ O)

1=0
con T el operador de ordenamiento temporal y ¢, = [6t. Notemos que para cada tiempo t;
el operador de evolucién factoriza como un producto de exponenciales, que poseen en los
exponentes, a los generadores del dlgebra. Si el término de la exponencial del operador
de niimero no estuviera presente, entones tendriamos que el operador de evolucién seria
un operador de compresién, pero ese no es el caso y entonces estamos tratando con

un tipo de operador de compresiéon modificado. El operador de evolucién total tiene la
forma: U(t) ~ UyUy = e K40 Uy Uy, .

El problema se trasladé a poder encontrar una forma eficiente de calcular los productos
del operador Uy, aplicarlos a algtin estado inicial y /o transformar observables fisicas de
interés. Tal tarea continia siendo muy complicada, sin embargo, dada la forma inicial
de H en la Ec. , el correspondiente operador de evolucién, Ec. , no es un
resultado obvio. Vamos a recurrir a una tercera aproximacién en el Hamiltoniano Hy
con el fin de tener soluciones analiticas, que puedan ser de facil interpretacién y que
posteriormente nos ayuden a enteder los resultados numéricos exactos.

. . . 3 t
La aproximacién consiste en hace eFi2Ki(ala)

~ 1 en los generadores del algebra de
Lie su(1,1) (3.10). Esto puede ser justificado cuando el valor esperado del operador de
nimero es mucho menor que uno, lo cual en general sucede a tiempos realmente cortos
cuando la generacién de fotones esta comenzando. Es decir, estudiaremos una evolucién
temprana del sistema en tiempos mucho menores que el tiempo de avivamiento.
Comparando, este tltimo es generalmente mucho mas grande que el periodo clésico [49).
Con dicha aproximacion los operadores que constituyen al Hamiltoniano se vuelven

independientes del tiempo
Hy~ —KLo+ f(t)Ly + f*(t)L_ = H;. (3.17)

#+En la referencia [48] con un Hamiltoniano similar a H; se hizo un remplazo de exp[+i2Kt(afa)] por
(exp[+i2Kt(a'a)]), donde el valor esperado se realiza con respecto a un estado coherente obteniendo
buenos resultados solo cuando el estado inicial del sistema es distinto del vacio cudntico.
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Antes de seguir con los calculos hay unos puntos importantes que debemos enfatizar
acerca de Hy. La informacién del medio de Kerr todavia sigue contenida en dado
que la funcién f(¢) posee una dependencia del pardmetro K, mas ain, el operador Us
posee en su exponente el término cuadratico del operador de niimero. La estructura de
H: es muy parecida al hamiltoniano de un amplificador paramétrico degenerado [38].
Observemos que es dependiente del tiempo y aparte no conmuta a diferentes tiempos,
por lo tanto, el operador de evolucién no puede escribirse como Uy = exp (—1i / 7:[Idt).
Sin embargo, esta constituido por un conjunto de operadores independientes del tiempo
que siguen preservando el dlgebra su(1,1). En este punto podemos utilizar el teorema de
Wei-Norman [50] y escribir al operador de evolucién como un producto de exponenciales

Uy, = @b+ POLog (0L (3.18)

donde «(t), B(t) v ~v(t) son funciones dependientes del tiempo en general complejas,
las cuales satisfacen el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales
acopladas [45]

at) = —i{f(t) = Ka(t) + [* ()’ (1)},

B(t) = —iH{—=K +2f*(t)a(t)},

() = —if*(6)e’, (3.19)
donde el punto representa una derivada temporal. Las ecuaciones diferenciales anteriores
se obtienen mediante la sustituciéon del operador de evolucién en la ecuacién de
Schrodinger en el marco de interaccién. Observemos que la ecuacién para la funcion
a(t) es la conocida ecuacion diferencial de Ricatti. Si encontramos su solucién, entonces
las funciones 3(t) y v(t) se pueden obtener de forma facil usando integracién directa.
Las condiciones iniciales son a(0) = (0) = v(0) = 0, debido a que esto garantiza que a
t = 0 el operador de evolucién es el operador identidad. Las soluciones a las ecuaciones
diferenciales con las ya mencionadas condiciones iniciales son

_ ge?Ktsinh(tn)
alt) = ncosh(tn) + i(K/2) sinh(tn) (3:20)
B(t) = 12Kt + 21n(n‘) — 21In [ cosh(tn) + i(K/2) sinh(tn)] (3.21)
(t) —gsinh(ir) (3.22)

B ncosh(tn) 4+ i(K/2) sinh(tn)

donde hemos definido n = y/¢? — (K/2)2. Debemos tomar en cuenta que si K/2 > g,
entonces las funciones hiperbdlicas que aparecen en las soluciones deben ser remplazadas
por sus contrapartes trigonométricas, y n debe ser remplazado por 7 = /(K /2)? — g2
De esta manera conseguimos un operador de evolucion aproximado para el sistema total
de la forma U(t) ~ e V40U, UsUy. = U(t). Sustituyendo la forma explicita de cada

producto en términos de los operadores del campo resulta en
t 1Kt 1Kt
pE) i ] exp [ i 2]

- [ S _; Tg — 2" (qf
U(t) exp[ 1 1 iwpta'a 5 (a'a)

e [ 200 e [Pt e [ 20 o2
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La ecuacién anterior es uno de los resultados principales de este trabajo, debido a que
tenemos una forma analitica para el operador de evolucién del sistema a tiempos cortos.
Notemos que U(t) estd formado por una parte de compresion generada por los términos
a?, a?, una parte de evolucién lineal a'a y no lineal (afa)?; esta tltima podrd dar
origen a superposiciones de estados coherentes. Armados con el operador de evolucion
del sistema podemos entonces realizar la transformacion de cualquier observable fisico
de interés.

3.2. Generacion de fotones de vacio

Ahora estamos en una posicion desde la cual podemos estudiar uno de los objetivos
principales de este trabajo, esto es, queremos analizar hasta qué punto se ve afectada
la generacién de fotones del vacio cuantico durante el efecto Casimir dinamico cuando
existe la presencia de un medio no lineal tipo Kerr. Esto puede ser relevante incluso en
etapas tempranas de la evolucién del sistema. Para llevar a cabo dicha tarea necesitamos
escribir al operador de nimero N = a'a en la representaciéon de Heisenberg:

N@t) =U'(t)a'ald(t) = ®1a'* + Pya’a 4 P3a® + Dy, (3.24)
donde hemos definido

1 = a(t)e !, 3 = a(t)y(t)’e " — (1),

Dy =1 —2a(t)y(t)e PV, oy = —a(t)y(t)e V. (3.25)

Debemos mencionar que el operador N (¢) aunque no parece hermitiano, si es hermitiano,
ya que proviene de una transformacién dada por el operador U(t) y este es unitario
por construccién, ya que se obtuvo mediante el teorema de Wei-Norman. Si hubiera
alguna duda sobre la hermiticidad del operador N(t) podria deberse a que hicimos
varias aproximaciones, sin embargo, las aproximaciones se realizaron en el Hamiltoniano
y tales aproximaciones nunca comprometieron la hermiticidad del mismo. Entonces no
hay ningin motivo para dudar que el operador N(t) sea hermitiano. De hecho, si uno
sustituye la forma explicita de las funciones «a(t), B(t) y v(t) encontramos que ®; = ¥,
siendo ®5 y &4 funciones reales.

Dado que ya tenemos al operador N(t) en la representacién de Heisenberg, resulta
sencillo calcular el nimero promedio de fotones de estado de vacio (N)g = (0| N (t)|0) =

Dy
(N)y = ﬁ;/?)? sinh? <t\/ ¢ — (K/2)2>. (3.26)

De la Ec. podemos identificar tres regimenes distintos: i) para K/2 < g, tenemos
pues un crecimiento exponencial en la produccion de fotones de vacio. De hecho esta
formula es una generalizacion de la Ec. , evidentemente ambas ecuaciones coinciden
cuando K es despreciable:

Ifim (N)o = sinh? (ewot/2) . (3.27)

K—0
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i) Para K/2 > g, la expresién toma su contraparte trigonométrica y tendremos
oscilaciones en el nimero promedio de fotones, siendo nula a tiempos ¢ = 2mn /7 con m
un entero positivo. i71) Para K/2 — g, (N)q crece como 2. El dltimo caso es de especial
interés, debido a que el efecto Casimir dinamico y el efecto Kerr ambos contribuyen de
igual manera en la dinamica y la produccion de fotones crece monoténicamente, pero
de una manera mds lenta que en el caso 7). Dicha funcién cuadréitica es precisamente
la separatriz entre el crecimiento exponencial y el comportamiento oscilatorio sugerido
por la formula ([3.26)).

En la figura [1] se muestra (N)y como funcién del tiempo usando el resultado analitico
dado por la Ec. (3.26]), asi como también el cédlculo numérico convergido considerando
el Hamiltoniano que proponemos sin niguna aproximacién expresado en la Ec. .
Hemos fijado los parameteros wy = 1, ¢ = 0,1 dando ¢ = 0,05 y usamos distintos
valores relevantes de K. Escogimos este valor pequeno de € de forma que w(t) ~ wy
y al mismo tiempo se valiera la RWA. Como referencia cuando K=0 se tiene (linea
roja-clara) el esperado crecimiento exponencial de la ecuacién . Sin embargo, para
K # 0 se observa como el niimero de fotones de vacio decrece rapidamente acompanado
de pronunciadas oscilaciones, tal y como son predichas por la Ec. para K/2 > g.
Fisicamente, estas oscilaciones podrian deberse a efectos de saturacion del medio no
lineal [17]. La solucién nimerica presenta adicionalmente pequenas oscilaciones que no
posee la solucién analitica; estas fueron eliminadas mediante la aproximacién de onda
rotante. El tiempo de avivamiento mas pequeno que se maneja en los resultados es
Tos = 4m ~ 12, que corresponde al valor méas grande de K utilizado en la figura. Los
otros tiempos de revival evidentemente son mayores. Dicho esto, podemos confiar en
que tenemos un buen acuerdo entre el calculo analitico y numérico para tiempos t < 12
y valores (V)¢ =~ 0,1. Después de este tiempo, es natural notar diferencias sustanciales.
Para saber qué pasa con la dinamica a tiempos mas largos y poder explorar el régimen
donde nimero promedio de fotones es grande, lo que se hard es desarrollar un célculo
puramente numérico haciendo la evolucién con el Hamiltoniano del sistema completo
dado en la Ec. (3.4)). Para la diagonalizacién del Hamiltoniano en cuestién, se incluyeron
hasta 10% términos de la base de Fock para alcanzar la convergencia deseada. Los
resultados se muestran en la figura [2l En la region que se encuentra antes de la linea
punteada vertical, esto es, para los tiempos menonres a 60 unidades, la imagen global es
muy similar a la figura [I} sin embargo, existen diferencias importantes. En la solucion
numérica, para cualquier valor del parametro € y procurando que el coeficiente de
Kerr K fuese distinto de cero, el comportamiento oscilatorio siempre esta presente,
esto es, el aparente crecimiento exponencial desaparece atin si K/2 < g. Cuando K es
extremadamente pequeno, este comportamiento se manifiesta a una escala de tiempo
muy larga; esta es la razén del por qué un aparente crecimiento exponencial en la
produccién de fotones se refleja en el caso 7).

En el régimen donde (N)o es grande no se espera que nuestra solucién aproximada
coincida con la numérica. Sin embargo, es posible reproducir cualitativamente el
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Figura 1. Ntimero promedio de fotones del estado de vacio. Lineas puntedas (sélidas)
corresponden al célculo analitico (nimerico). Los pardmetros son wy = 1, ¢ = 0,1 y
K = 0 (rojo-claro), 0,15 (azul), 0,2 (amarillo), 0,25 (negro), 0,3 (verde), 0,4 (magenta)
y 0,5 (rojo-oscuro).

comportamiento en dicho régimen mediante un ajuste del pardametro K a valores
ligeramente mas grandes en la ecuacién . El andlisis numérico ademas sugiere
la imposibilidad de un crecimiento asintotico en los fotones de vacio. Esta es la principal
diferencia con el resultado arrojado por la ecuacién (3.26). De hecho, en la referencia [21]
los autores probaron que la produccion de fotones atin en el caso no disipativo siempre
estd limitada, para ello usaron una versién del Hamiltoniano (3.4) independiente del
tiempo, resolviendo aparentemente una larga controversia sobre la divergencia que
aparece en la generacion de fotones dentro de cavidades con espejos oscilantes y que
ademas son perfectamente reflectores.

3.3. Enfoque semicldsico

Para obtener una aproximacion valida para tiempos mds largos y/o valores
del nimero promedio de fotones grandes, vamos a utilizar un enfoque diferente al
algebraico usado previamente. Lo que se hard es una exploracion semiclasica de los
valores esperados asociados a algunos operadores y observables de interés del sistema.
Consideremos nuevamente el Hamiltoniano independiente del tiempo de la Ec. ; la
evolucion temporal del valor esperado para un operador O arbitrario en la representacion
de Heisenberg estd dado por: (O) = i([H,0]), donde el punto representa la derivada
temporal. De esta manera, dado los operadores N, a? y a'? se tiene que:

<JY> = ewp({a'?) + (a*)) /2, (3.28)
(a?) = ewo((N) +1/2) —iK{(a?) — 21K (Na?), (3.29)
(at?) = ewo((N) + 1/2) + iK (a'?) + 20K (a"N). (3.30)
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Figura 2. Generacion de fotones del estado de vacio. Hemos fijado wg =1, e = 0,1 y
tomando distintos valores de K = 0 (rojo oscuro), 0,001 (asul), 0,005 (amarillo) y 0,01
(azul cielo).

Los ultimos términos del lado derecho de las Ecs. y representan la llamada
auto-interacciéon o auto-correlacion generada por el medio de Kerr. Tratar de resolver
estas ecuaciones no es una tarea facil, ya que primero se deben conocer las ecuaciones
de evolucién temporal para las variables (Na?) y (a'?N), lo cual usando la ecuacién de
Heisenberg se observa que estas dependeran de ordenes superiores en los productos de
los operadores de campo y de nimero, y asi sucesivamente. Esto stablece un ntimero
infinito de ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Sin embargo, si ignoramos los
términos de auto-interaccién, es relativamente facil probar que la Ec. es solucion
de las ecuaciones arriba mencionadas considerando que el estado inicial es el estado
de vacio. Para tomar en cuenta dichos términos, asumiremos que, para un nuimero
alto de fotones, el estado del campo dentro de la cavidad puede aproximarse por un
estado coherente |a), a esto se le conoce como aproximacién semiclésica, donde las
posibles correlaciones cuanticas se supone que son despreciables; de acuerdo con esto
(Na?) ~ (N){a?®) junto con el respectivo complejo conjugado. Entonces, tomaremos el
valor esperado las ecuaciones arriba mencionadas con respecto a un estado coherente.
Dentro de este nivel de aproximacion, el conjunto infinito de ecuaciones diferenciales
lineales es ahora truncado a un conjunto finito de tres ecuaciones no lineales de primer
orden que pueden resolverse numéricamente de manera sencilla.

En la figura[3] mostramos el nimero promedio de fotones provenientes del vacio cudntico
usando pardmetros tales que, la generacién de fotones toma valores méas grandes que
los reportados en la figura [2 Estos corresponden a K = 0,0,0,001,0,005 y 0,001
(pardmetros para los cuales (N)y es méas grande o igual que uno, como se muestra
en la figura . Los primero pasos de la evolucion temporal, de t = 0 at = t; = 25
se han calculado utilizando la Ec. , la cual ha probado ser una buena aproxi-
macién a tiempos cortos. A partir de t = t;, se evalia el nimero promedio de
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fotones a través del resultado analitico y posteriormente usarlo para encontrar el valor
inicial del estado coherente (N (t1)) = |a(t;)|* y también obtener los valores esperados
(a®(t1)) = (OUT(t1,t0)aU(t1,10)|0) = a?(t1), los cuales son usados como condicién

inicial para las ecuaciones diferenciales no lineales.
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Figura 3. Generacion de fotones del estado de vacio como funcién del tiempo usando
la aproximacién semicldsica en las Ecs. (3.29)) y (3.30). Hemos fijado wp =1, e =0,1 y
tomando distintos valores de K = 0 (rojo), 0,001 (azul), 0,005 (amarillo) y 0,01 (azul
cielo).

De la figura [3] podemos ver que la aproximacién semicldsica reproduce cualitativamente
el comportamiento en la evolucién temporal de la generacién de fotones del estado de
vacio cuéntico. Es importante notar que aun para valores de K/2 < g el crecimiento
exponencial desaparece, lo cual estd en buen acuerdo con lo encontrado en el céalculo
puramente numeérico.

Una forma alternativa de ver como es que el medio de Kerr dentro de la cavidad afecta
de manera dramatica la produccién de fotones, es graficar esta tltima como funcién del
parametro K a un tiempo dado y una amplitud de modulacion € fija. Tales resultados
se muestran en la figura [l donde se ha escogido ¢ = 40 unidades de tiempo, porque
cuando no esta presente el medio de Kerr, se obtiene una produccion de mas de una
docena de fotones utilizando ewp/2 = 0,05 (ver Fig. 2). En la figura [4] se muestra
la produccién de fotones del estado de vacio; los resultados numéricos convergidos
utilizando el Hamiltoniano de la Ec. estan representados por la linea sélida negra,
el resultado aproximado dado de la Ec. se muestra mediante la linea verde sélida-
punteada y el calculo semiclasico aproximado discutido previamente estd dado por la
linea roja punteada. La curva verde sélida-punteada tiene un comportamiento similar a
una distribucion de Breit-Wigner con oscilaciones adicionales debido a la funcién seno,
tal distrubicién aparece tipicamente en procesos resonantes. Podemos observar un buen
(mal) acuerdo de la Ec. para valores pequenos (grandes) de (N )q. Por el contrario,
para valores pequenos de K, la curva punteada roja obtenida mediante el remplazo del
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valor esperado de la correlacion cuantica por su forma factorizada esta relativamente
cerca y por encima del resultado numérico, esto es, sobrestima el efecto del parametro
de Kerr. Sin embargo, existen algunos puntos donde ambas curvas se intersecan.

12
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Figura 4. Produccion de fotones debido al DCE como funcién de coeficiente K de
Kerr. La linea sélida-punteada (verde) corresponde a la Ec. , la linea punteada
(rojo) es la solucién semiclasica de la Ec. y la linea sélida (negro) es la solucién
puramente numérica del Hamiltoniano H. Hemos fijado wy = 1, ¢ = 0,1 y t = 40.
t1 = 25 para las tres curvas.

En general conforme el valor del parametro K aumenta, la tasa de produccion de
fotones disminuye drasticamente, esto tiene una interpretacién sencilla; para valores
grandes del coeficiente de Kerr es posible tratar al Hamiltoniano efectivo del DCE como
una perturbaciéon, y por consiguiente la dinamica futura estara dominada por dicho
término de Kerr, el cual conmuta con el operador de nimero, por lo tanto impidiendo
la generacion de fotones.

Debemos mencionar que la férmula ha sido obtenida recientemente en la re-
ferencia [34] pero en un contexto ligeramente diferente. En ese trabajo, los autores
consideran solamente el Hamiltoniano de cavidad vacia, Ec. , junto con la ley
de movimiento arménica, Ec. , y en lugar de que la frecuencia de oscilacién del
espejo movible sea exactamente 2wy, los autores permiten un pequeno desfasamiento
k < 1 pasando a estudiar una oscilacién de frecuencia 2wy(l + k). Aunque en
nuestro caso el comportamiento en la produccion de fotones a tiempos cortos haya
resultado similar a la reportada en [34], el operador de evolucion correspondiente a dicha
referencia seguira siendo un operador de compresion y de ninguna manera podra generar
superposiciones coherentes del tipo gatos de Schrodinger, esto debido a que el
Hamiltoniano de cavidad vacia por ser de naturaleza lineal siempre transformara estados
Gaussianos en estados Gaussianos, y eso incluye al estado de vacio cuantico; sin embargo,
con la aparicién del operador de nimero al cuadrado en uno de los exponentes de U(t),



28

existe la posibilidad de que en nuestro sistema propuesto si podamos obtener dichas
superposiciones.

Comportamientos de (IV)o bastante similares a los obtenidos en este capitulo son
presentados en [27], donde dos dtomos de dos niveles dentro en una cavidad con paredes
oscilantes son usados como fotodetectores, mostrando que también (N)y es del orden
de 0,1 o menos. Podemos relacionar sus resultados con los nuestros e inferir que los
dos atomos de dos niveles podrian estar comportandose como un indice de refraccién
dependiente de la intensidad del campo dentro de la cavidad. Esto es semejante al modelo
de Jaynes-Cummings donde el estado del campo que inicialmente se supone coherente,
evoluciona en superposiciones cuanticas distinguibles parecidas a las generadas por un
medio no lineal tipo Kerr [51].

Funcion de Husimi

Para visualizar la superposicién generada por el Hamiltoniano de Kerr de un estado
coherente |z), usualmente se trabaja en la representacién de espacio fase cudntico,
con una funcién de distribucién de cuasi-probabilidad como la funcion de Wigner o
Husimi [19]. Esta dltima es facil de calcular y ademads tiene la ventaja de ser siempre
positiva en cualquier punto del espacio fase. La funcién de Husimi esta definida como el
valor esperado del operador densidad entre estados coherentes: Q(z,t) = (z|p(t)|z). Para
el estado de inicial del vacio p(0) = |0)(0], se tiene que Q(z,t) = |(z|0, t)|?, donde |0, t) es
el estado de vacio evolucionado. Para su cédlculo, vamos a usar una integracion puramente
numérica de H; en la Ec. . Los resultados son mostrados en la figura , donde
Q(z,t) es evaluada a t = 40 con los parametros correspondientes a la joroba mostrada
en la Fig. 4] cerca de K = 0,05 asociada a la curva sélida negra. Se puede observar
la formacién de superposiciones cuanticas pequenas pero distinguibles que surgen del
estado de vacio [52], lo cual podriamos llamar estado gato de wvacio, ver Fig. 5| (b).
Si no se hubiese anadido Hx al Hamiltoniano efectivo del DCE, la cuadratura X, del
campo en estado de vacio es comprimida indefinidamente, mientras que X; se expande
a medida que el tiempo avanza (ver las dispersiones del segundo y primer término de la
Ec. respectivamente) deslocalizando el estado tal como se muestra en la figura
(a). Entonces, la consecuencia de la inlcusion de no linealidades de Kerr a cavidades no
estacionarias es crear localizacién en el espacio fase, ademas de la generacién de estados
gato de vacio, los cuales no serian posibles si solamente se tomase en cuenta el efecto
Kerr o el DCE por separado.

3.4. Resumen de capitulo

Estudiamos lo que consideramos fue la forma mas simple de un Hamiltoniano que
represente al efecto Casimir dinamico y al efecto Kerr combinados en uno solo, esto es
Ec. , de tal manera que obtuvimos un operador de evolucién aproximado de todo el
sistema. El operador de evolucién se pudo escribir como un producto de exponenciales, el
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Figura 5. Evolucién de la funcién de Husimi para el estado de vacio bajo la accion
de #H;. Se han usado los mismos pardmetros de la Fig. Et haciendo (a) K=0 se tiene al
estado de vacfo comprimido y con (b) K=0.05 se observa un estado gato de vacio, el
cual es una manifiestacién simultdnea del efecto Kerr y del DCE.

cual posee tres tipos de evolucién: lineal, no lineal y compresion. También obtuvimos una
expresion analitica y cerrada para el niimero promedio de fotones del vacio, Ec. , la
cual comparamos con la solucién puramente numérica, obteniendo resultados que estan
en buen acuerdo en el régimen de (V) < 1y tiempos cortos.

Para probar valores grandes de los parametros, escribimos la ecuacion de movimiento
de Heisenberg para el operador de nimero y los operadores de campo cuadraticos;
posteriormente tomamos los respectivos valores esperados dentro de la aproximacion
semiclasica donde las correlaciones cuanticas factorizan. Dentro de la aproximacién
semiclasica, observamos claramente una desviacion muy notoria del comportamiento
predicho por la Ec. en el régimen donde la produccién de fotones es mayor que
uno. Se encontré que (N)g, el cual inicialmente tiene un répido crecimiento, puede
exhibir, debido a la presencia del medio de Kerr, un decremento mas rapido que el
reportado en trabajos similares . Este comportamiento se vuelve més pronunciado
con el aumento del parametro K y esta presente a cualquier escala de tiempo, pequena
o larga, asi como también cuando (N)y es mucho més grande que uno.

Para la evolucién del estado del campo en el espacio fase, se encontré que las no
linealidades de Kerr anadidas al DCE tienden a localizar y crear estados gato de
Schrodinger provenientes del estado de vacio inicial. Finalmente se compararon y
discutieron estos resultados con trabajos previos, estableciendo un enlace entre dos
sistemas diferentes; ya sea usando un medio de Kerr o dos atomos de dos niveles que se
encuentren dentro de una cavidad con espejos oscilantes, obtuvimos que (), muestra en
ambos casos una conducta bastante similar. De ello podemos inferir que el sistema de dos
atomos puede actuar como un medio no lineal con un indice de refracciéon dependiente
de la intensidad del campo.
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4. Efecto Casimir dinamico en redes fotdnicas

Proveer de un sistema fisico del que se tenga un alto grado de control y sea capaz
de simular las caracteristicas y/o comportamientos de otro sistema fisico siempre es
deseable. Estudiar de manera experimental la evolucién temporal de sistemas fisicos
que manifiestan una naturaleza cudntica como los atomos individuales, los fotones de la
luz o su respectiva interaccion, requiere de sofisticados aparatos que generalmente son
costosos. Se ha recurrido entonces a investigar, disenar y construir sistemas clasicos que
emulen una dindmica cuantica y que sean mas baratos y mas faciles de hacer.

En particular, en este capitulo se estudia un anédlogo clésico del efecto Casimir dinamico
en una red foténica. Se propone un esquema experimental factible basado en un arreglo
de guias de ondas semi-infinito no homogéneo, ver Fig. |§| (b), en el cual la propagacién
lineal de luz clasica inyectada, emula la generacién de luz cudntica proveniente del vacio
cuantico, asociada a una cavidad electromagnética unidimensional no estacionaria como
la estudiada en el capitulo anterior, ver Fig. |§| (a). El arreglo de guias de ondas posee
un gradiente transversal lineal en su indice de refraccion, curiosamente, éste genera
una transicion de fase del tipo metal-aislante, pasando de una generacion exponencial
a un flujo muy bajo de fotones debido a la aparicién de oscilaciones tipo Bloch. Estas
ultimas causan una fuerte localizacién de la excitacion inicial, haciendo dificil conseguir
intensidades de luz que puedan ser accesibles a una mediciéon experimental realista.
Para romper dicha localizacion y superar esta situaciéon, se introduce un mecanismo de
desfasamiento (dephasing en inglés) el cual activa el fenémeno de transporte cuantico de
energia asistido por ruido, incrementando por 6rdenes de magnitud el nimero promedio
de fotones en la fase aislante. También se considera el efecto de una temperatura finita
en la produccién de fotones del sistema, con la diferencia de que ahora si se dard una
propuesta para su implementacién en el sistema foténico.

-

Refractive index
|

fewmer high
Figura 6. (a) Representacién esquemética de una cavidad no estacionaria en la cual

el efecto Casimir dindmico se manifiesta. (b) Propuesta del arreglo de gufas de ondas
semi-infinito comprimido para la simulacién de la produccién de fotones de vacio.
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Parte del contenido de este capitulo se encuentra en [14].
Primero reescribamos el Hamiltoniano de la Ec. (3.8) de la siguiente manera:
Hup, = (iewo/4)(a™® — a®) — (K/2)a’a + (K/2)(a'a)?, (4.1)

el cual recordemos representa al campo electromagnético dentro de una cavidad no
estacionaria en 1D que soporta un solo modo y que ademas posee un medio no lineal
tipo Kerr. Del capitulo anterior sabemos que este Hamiltoniano es no lineal y tratar
de resolverlo en términos algebraicos resulté ser una tarea dificil. Sin embargo, si
se elimina el término (afa)?, la dindmica se vuelve lineal y es posible encontrar una
solucion analitica cerrada. Para tener una conexién directa y congruente con los futuros
parametros del arreglo de guias de ondas, se trabajara en un marco de referencia rotado
por 7/4, mediante la aplicacién de la transformacién unitaria Tp = exp(—ira’a/4) a la
previa simplificacion de Hyy,, con ello se obtiene:

Hup, ~ Hy, = —(ewo/4)(a™ + a?) — (K/2)d'a. (4.2)

Es precisamente con Hp, que se hara el analisis subsecuente durante el resto capitulo.
Cabe mencionar que es posible obtener a H;, suponiendo que la dependencia armonica
en la frecuencia de oscilacion del espejo derecho de la cavidad, ver Fig. |§| (a), se encuentre
ligeramente fuera de las condiciones de resonancia [14], es decir, que la Ec. se vea
modificada de la siguiente manera: w(t) = wo[l 4 €sin(2wot + Kt)], donde K < 1 deja
de ser el coeficiente de Kerr y pasa a representar, de ahora en adelante, un corrimiento
muy pequeno en la frecuencia. De esta manera se considera que la Ec. es el
Hamiltoniano efectivo méas simple para el cual la produccion de fotones en el DCE,
exhibe un umbral debido a la condicién de fuera de resonancia. Si insertamos Hp, en
la ecuacién de Schrodinger, id|W(t))/dt = Hy|¥()) y expandimos el vector de estado
|U(t)) en términos de los estados de la base de Fock: [W(t)) = Y o An,(t)|m), se
obtendra un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales acopladas para las amplitudes
de probabilidad de transicién A, (t):

A (1) + ApAm—a(t) + AmsaAmia(t) + KmAn,(t)/2 = 0, (4.3)

donde A, =(ewp/4)y/m(m —1). La ecuacién (4.3) puede integrarse formalmente,
la solucién se obtiene de los elementos matriciales (m|Uy(t)|W(0))=A,,(t), donde
UL(t)=exp(—iHrt) y |¥(0)) es un estado inicial puro. Para evaluar Uy (t) es conveniente
expresar al operador exponencial exp(—iHyt) en forma de productos; observemos que
Hy, posee la simetria del dlgebra su(1,1) independiente del tiempo y es la misma que
la asociada al Hamiltoniano de la Ec. (3.17)), por lo tanto, el operador de evolucion
correspondiente a Hy, utilizando las férmulas de descomposicion [46] estd dado por:

UL(t) = 3/4 exp (Ba'?) exp (a'aln By) exp (Ba?), (4.4)
B =1 (1/20) sinh (ewot /2) .1 = /T — (K ewp)? (45)
Bo = [cosh (newpt/2) — i(K/ewyn) sinh (newot /2)] 2. (4.6)
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Para estimar la produccion de fotones del estado vacio, se calcula el valor esperado
(afa)o =Y mlAn ()] = 4676, (4.7)
m=0

substituyendo los valores correspondientes de 5 y 3y se obtiene:
(aa)y = 172 sinh? (newot/2) (4.8)
que es idéntica a la férmula reportada en . Tal resultado era de esperarse dado

que Hy, posee salvo factores de fase, los mismos coeficientes y operadores que H; en
la Ec. . Recordemos los tres regimenes de excitaciéon, los cuales dependen de si
el cociente K/ewy es menor, mayor o igual que uno. En el caso donde K/ewy < 1,
la generacién de fotones crece exponencialmente; por el contrario, para K/ewg > 1,
la produccién de fotones se convierte en oscilatoria, siendo cero a valores ewgt/2 =
nm/+/(K/ewy)? — 1, con n € N. Como tercera opcion, se tenia que si K/ewy = 1 la
produccién de fotones era cuadratica, lo cual indicaba un umbral entre los dos primeros
comportamientos, dicho limite se ve explicitamente como:

Mn@h%:(ggf. (4.9)

K—)EUJO 2

Como antecedente, en los trabajos [4] y [53] se demostré que si se toma en cuenta
la interaccién entre todos los modos de la cavidad, es decir, considerando todos los
operadores que multiplican a ju;(t) en ﬂeﬁ de la Ec. 1) el nimero de fotones N,
generados del estado vacio en el n-ésimo modo (modo par) crece linealmente con el
tiempo en el régimen asintético ewt/2 > 1, mientras que el nimero total de fotones
Niot = >0 Ny crece cuadrdticamente con el tiempo. Con ello se puede interpretar
que el sistema compuesto de un solo modo al cual se le tiene fuera de las condiciones
de resonancia, emula en lo concerniente a la generacion de fotones, el efecto de toda la
interaccion intramodal que aparece en 7:[6]7. Recordemos que solamente se estd refiriendo
a la dinamica del niimero total de fotones generados en todos los modos.

Los tres regimenes mencionados estan representados en la figura [7} la cual muestra un
panorama global de la produccién de fotones evaluada en las tres regiones diferentes; el
umbral es marcado por una linea horizontal punteada la cual separa el comportamiento
oscilatorio del exponencial. Una manera sencilla de entender porqué existen estos tres
comportamientos en la produccién de fotones, es a través de un estudio del espectro
energético de Hy,. En particular, para K/ewy > 1, se sabe que Hy, puede diagonalizarse
utilizando el operador de compresion:

S(r) = exp [La? ~ )] r—iM(%:%%), (4.10)

con él se realiza la siguiente transformacion:
25T (rYHLS(r) = —ewor/ (K /ewo)? — 1(ala 4+ 1/2) + K/2. (4.11)

Al evaluar la expresién de arriba entre los estados |n) de Fock, se observa claramente
la presencia de un espectro ligado que esta igualmente espaciado y que es similar al
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Figura 7. Generacién de fotones del estado de vacio, (a'a)o, producidos por una
cavidad vibrante. La linea punteada indica el umbral del sistema que separa el
crecimiento exponencial de fotones (arriba) del comportamiento oscilatorio (abajo).
Las lineas sélidas muestran los valores donde la produccién de fotones se desvanece.

del oscilador arménico. Esto implica que cualquier estado inicial, se espera que realice
avivamientos periodicos a instantes de tiempo particulares, dados por los ceros de
la funcién (a'a)y que describe la produccién de fotones. En la figura EI los ceros se
manifiestan como las dreas o zonas oscuras. Por otro lado para K/ewy < 1 el sistema
exhibe un espectro continuo lo cual resulta en una generacién de fotones significativa.
Finalmente, en el umbral todos los valores propios se comprimen hasta coalescer en un
solo punto, ver Fig.

2|1E [/ K+1/2

Figura 8. Espectro de energia asociado al Hamiltoniano Hp de la Ec. (4.2).
Se muestran los primeros cinco valores propios como funcién del cociente K/ewy.
Conforme éste se aproxima a 1 todo el espectro se comprime a un solo punto.

Es importante notar que existe una similitud muy grande de los céalculos arriba
presentados con la discusion hecha entre las ecuaciones y ; esto debido
a que ambos sistemas poseen la misma simetria, pero con la diferencia de que ahora
estamos trabajando en un espacio de Hilbert independiente del tiempo, contrario a lo



34

que pasaba en la ecuacién de valores propios (3.13)).

4.1. Stmulacion del efecto Casimir dindmico en guias de onda

Para trasladar los conceptos del DCE al terreno de guias de ondas en el régimen
optico, debemos mapear los elementos matriciales del operador Hy,, sobre los canales de
acoplamiento y las constantes de propagacion del arreglo presentado en la Fig. |§| (b).
La teoria de modos acoplados, en el régimen de acoplamiento a primeros vecinos y
junto con la aproximacién denominada “envolvente lentamente variable” (SVEA slowly
varying envelope approximation por sus siglas en inglés), establece que las ecuaciones
diferenciales que describen la propagacién de la luz y que estan asociadas a las

oo

amplitudes 6pticas normalizadas del campo {&,(z)} dentro de cada guia de onda

n=0
mono modal que forma el arreglo foténico de la Fig. |§| (b) estédn dadas por:
1d€,(2)/dz + Ch&n1(2) + Cri1&nia(2) + ané,(z) = 0, (4.12)

donde z representa la distancia de propagacion a lo largo de una guia de onda. Tales
ecuaciones representan un modelo genérico de amarre fuerte (tight-binding en inglés)
con energias de sitio no idénticas. Para establecer una conexiéon uno a uno entre las
amplitudes del campo del arreglo de guias de ondas, Ec. , y las amplitudes de
probabilidad descritas por la Ec. , se definen los coeficientes de acoplamiento por
ser C, = C1y/2n(2n — 1), para n > 0, con C; representando el acople entre las guias
de ondas 0 y 1. Mas aun, las energias de sitio an corresponden a las constantes de
propagacién de cada guia de onda, éstas generan un gradiente transversal lineal en
el indice de refraccion del arreglo, que para valores experimentales de a pequenos, se
supone no afectan los coeficientes de acoplamiento. Hay que notar que en un arreglo de
guias de onda real, el acoplamiento evanescente entre los sitios n y n — 1 separados por
una distancia d,,, estd dado por

C, = Cyexp[—(d, — dy)/s], (4.13)

donde d; y s vienen siendo parametros de ajuste de C; el cual depende del ancho de la
guia de onda y de la longitud de onda de la luz laser empleada en el experimento. Con el
fin de obtener los C,, deseados, las guias de onda deben construirse con una separacion

d, = dy — (s/2) In[2n(2n — 1)], (4.14)

es decir, las primeras dos son las més separadas de todo el arreglo, mientras que
las siguientes guias se van construyendo cada vez mas juntas de tal manera que el
correspondiente acoplamiento evanescente vaya aumentando dada su proximidad.

Para el sistema que se esta considerando aqui, la completa representacién del espacio
de estados, es el espacio del oscilador armoénico dividido en dos subespacios de paridad
par e impar. Sin embargo, debido a la naturaleza cuadratica de Hp, las ecuaciones
de movimiento para el sistema en cuestién solamente conectan estados con la misma
paridad. Debido al interés en la evolucién del sistema cuando éste inicialmente se
encuentra preparado en el estado de vacio (un estado par), el arreglo de guias de onda
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mostrado en la Fig. |§| (b) es el apropiado para simular la dindmica del DCE, una vez
que se ha identificado que C; — ewp/4 y a — K/2, con z jugando el papel del tiempo.
Bajo estas premisas la Ec. y los elementos pares de la Ec. son equivalentes.
Esta es la razon del por qué podemos mapear la interaccién del DCE que es a segundos
vecinos, en una red foténica en interacciéon a primeros vecinos. Si se quisieran simular
los términos impares de la Ec. , una red fotonica independiente deberia construirse
en la misma forma que el esquema de la Fig. |§| (b), la diferencia solamente estaria
en elaborar adecuadamente los acoplamientos impares; de hecho, el sistema cuantico
completo podria simularse disenando ambos arreglos, uno encima del otro, con una
separacién suficientemente grande tal que las posibles interacciones entre ellos sean
despreciables.

Para llevar acabo la simulacién foténica del DCE deberemos inyectar un haz de luz
clasica en la primer guia de onda (etiquetada como el sitio 0), lo cual significa restringirse
al régimen de una sola excitacion en el sistema de amarre fuerte. De acuerdo a esto la
amplitud del campo &, (z) puede ser obtenida escribiendo &,,(z) = (2m|UL(2)|0). Donde
Uy (z) representa al operador de evolucién de la seccién anterior pero con los pardmetros
del arreglo de guias de onda correspondiente. La intensidad de luz a la salida del arreglo
L(Zout) = |Em(zout)|? @ una distancia z,, es una cantidad medible que usualmente se
detecta con una camara CCD. Por el contrario, la técnica de imagenes por fluorescencia
permite la visualizacién de la propagacién de la luz dentro del arreglo para un valor
continuo de z. Por lo tanto, la intensidad en la guia m-ésima a una distancia z habiendo
inyectado inicialmente luz en el primer sitio esta dada por:

L eml (day
)= Gy (14 (ata)o)™ =

la cual es similar a la distribucién de probabilidad de un campo de radiacién térmico

IQerl(Z) = 0, (415)

excepto por el factor extra multiplicativo. En este contexto optico, la produccion de
fotones (a'a)y puede expresarse como (afa)y = sinh® (2C;2n,)n;2, con n2 = 1 — 2% y
x = «a/2C. Se observa que ahora toda la dindmica de la red foténica, estard gobernada
solamente por el cociente entre el gradiente transversal lineal y el primer coeficiente de
acoplamiento. Alternativamente, es posible escribir la produccion de fotones en términos
de la intensidad de la luz de la guia m-ésima como:

(aa)§™ =2 Z mly,(2). (4.16)

La ecuacion (4.16)) constituye el andlogo clasico de la generacion de fotones provenientes
del estado de vacio Ec. , a una distancia z, siendo el factor de 2 consecuencia de
considerar unicamente los estados con paridad par y N es el nimero maximo de guias
de ondas inscritas.

La figura |§| muestra las distribuciones de intensidad I,,(z), para las primeras catorce
guias de ondas de dos arreglos fotonicos distintos en dos posibles escenarios, esto es, por
arriba y por debajo del umbral. Las guias de ondas estdan disenadas con pardmetros
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experimentales realistas. Para x < 1 [Fig. |§| (a)], la propagacién de la excitacién
inicial, como funcién de la distancia escalada Z = 2C;z, muestra rdapidamente una
deslocalizacién a través de todo el arreglo. Por el contrario, para x > 1 [Fig. |§| (b)]
el espectro del sistema forma una escalera del tipo Wannier-Stark, causando una
localizacién espacial de modos y dando lugar a avivamientos de tipo Bloch a valores
Zrey=nT/ V22 — 1. De hecho, tal efecto de localizacién puede entenderse notando que la
condicién x > 1 implica que a > 2C;. Fisicamente, esto ocasiona que las amplitudes de
probabilidad se propaguen bajo la influencia de un gradiente de potencial lineal asociado
al indice de refraccién, con una pendiente dada por el parametro «, lo cual produce un
espectro de tipo Bloch equidistante que finalmente conlleva a la localizacion del estado
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Figura 9. Propagacién de luz en el arreglo de gufas de ondas mostrado en la Fig. |§| (b)
cuando el primer (estado de vacio) sitio es excitado inicialmente; con las constante de
propagaciéon a = 0,5cm~!. (a) Propagacién extendida de la excitacién inicial (fase
metal) con C; = 0,26em~!. (b) Localizacién de la excitacién (fase aislante) para
Cy =0,2em™ 1.

Es interesante notar que el cambio espectral entre una excitacién que es extendida y
una localizada, es muy parecido a una transicién de fase del tipo metal-aislante, con un
umbral en z = 1. En ese sentido, la Fig. [J] (a) muestra la dindmica del sistema en la
fase metal, mientras que la Fig. |§| (b) ilustra la fase aislante. Es importante enfatizar
que mientras los fotones producidos en la fase metalica del DCE podrian ser facilmente
detectados, la correspondiente observacién de la fase aislante resulta ser mas desafiante.
Por lo tanto, es de interés buscar e imaginar herramientas que permitan acceder a la
fase aislante del DCE.
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4.2. Incrementando la produccion de fotones a través del ruido

Como se ha discutido en la seccién previa, cuando el sistema que presenta el DCE
se encuentra en la fase aislante, casi toda la excitacién inicial permanece localizada
o “atrapada.?lrededor de la primer guia de onda, es decir, el estado de vacio. Por
lo tanto, valores de intensidad distintos de cero en guias adyacentes son dificiles de
obtener. Todo esto resulta en una produccién de fotones muy baja que solamente
a distancias especificas podria llegar a medirse. Para sobrepasar esta situacién, se
introducird un mecanismo de desfasamiento puro, el cual simulara el efecto de un
ambiente de naturaleza Markoviana, que se encuentre interaccionando con el sistema
fotonico. Esta interaccion ayuda a que la excitacién del primer sitio escape, llegando
a poblar los siguientes sitios resultando en una deslocalizacién, lo cual conlleva a un
incremento en la produccion de fotones; a este fendémeno se le conoce como transporte
cuantico asistido por el entorno o ruido. De hecho para implementar este mecanismo en
el arreglo de guias de ondas, uno necesita incluir fluctuaciones Gaussianas diagonales
sobre las energias de los sitios, es decir, sobre las constantes de propagacién de cada
guia de onda, generando un indice de refracciéon aleatorio a lo largo de la misma.
Esto se puede implementar experimentalmente cambiando aleatoriamente la velocidad
a la cual cada gufa de onda es inscrita o grabada, ver las referencias [54] y [55] para
los detalles de fabricacion de dichos sistemas. Notablemente, en el contexto de una
cavidad electromagnética no estacionaria, este fendmeno podria ser observado mediante
la adicién de fluctuaciones estocasticas al pequeno corrimiento de frecuencia K.

Bajo diferentes consideraciones sobre fluctuaciones aleatorias, se decide incorporar un
proceso de desfasamiento puro para el operador densidad del campo electromagnético
p. Con ello se estudiard la accién sobre p del generador L[x] definido en la forma de
Lindblad como L[x]p = zpx'— (zTzp+pxTz)/2, con el cual la ecuacién maestra a resolver
es

p = —i[H, p] +L[a'a]p, (4.17)

donde v es la tasa de desfasamiento. Si inspeccionamos el término (n|Da'a]p|m) =
—(n—m)?pn.m/2, vemos que sélo los elementos no diagonales de la matriz densidad estdn
siendo directamente afectados por las fluctuaciones aleatorias, lo cual es considerado
como una huella digital asociada a un proceso de desfasamiento puro.

Ahora calculemos el valor esperado del operador de nimero asi como de los operadores
de campo cuadraticos; de la ecuacion maestra se obtienen las ecuaciones de movimiento

correspondientes:
d(ata)/dr = i({a™) — (a?)), (4.18)
d(a?)/dr = 2K (a®) +i(2(a’a) + 1), (4.19)
d(a?)/dr = 2K (a) —i(2(ala) + 1), (4.20)
donde 7 = ewpt/2 vy K, = iK/ewy — 27y/ewy. Notemos que la generacién de

fotones, Ec. (4.18]), depende indirectamente de v a través de las Ecs. (4.19) v (4.20).
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Si consideramos las condiciones iniciales (a'a)|,—o=(a?)|;,=0=(a?)|,=o=0, las cuales
corresponden al estado de vacio, es posible resolver numéricamente las ecuaciones de
movimiento arriba mencionadas.

La figura [10| (a) muestra la produccién de fotones (a'a) como funcién de la tasa de
desfasamiento cuando el sistema esta en la fase aislante y a tiempos especificos donde,
en ausencia de ruido o desfasamiento, la produccién de fotones es minima (esto es,
cerca los avivamientos de Bloch). Para el caso donde el ruido es bajo o simplemente
estd ausente, el indice de refraccion de las guias de onda es esencialmente inalterado y
las oscilaciones tipo Bloch ocurren. Sin embargo, para un incremento moderado de la
tasa de desfasamiento uno puede observar que las oscilaciones tipo Bloch dejan de existir,
Fig. [L0| (b), resultando en un mejoramiento considerable sobre la generacién de fotones.
El mecanismo que esta detras de dicho incremento de fotones es que, valores moderados
de desfasamiento rompen el espectro equidistante de valores propios y como resultado
esto previene la manifestacion de oscilaciones de Bloch. Para ilustrar mejor el efecto
del desfasamiento, en la Fig. [L0[ (b) se examinan los elementos diagonales de la matriz
densidad (2n|p|2n) como funcién del tiempo. Debido a la interaccién del sistema con el
ambiente, la deslocalizacion del primer sitio es rota, lo cual induce una gran contribucién
a la produccién de fotones dado que (a'a) = > np,.,. Se observa que la deslocaliacién es
mas dramatica en las regiones que se encuentran cerca de los avivamientos de Bloch, esto
es, en los puntos donde la produccion es cero en ausencia del desfasamiento. Finalmente,
para valores altos de desfasamiento, los términos de interferencia cruzada entre sitios
diferentes son completamente eliminados y el estado de propagacion difusiva pura, donde
la probabilidad de la excitacion de permanecer en su estado inicial es maxima, es
alcanzado. La ecuacién maestra se ha resuelto numéricamente utilizando el paquete
computacional QuTip [56].

4.8. Efectos térmicos en arreglos fotonicos

Por otro lado, del capitulo [2| se sabe que el efecto de una temperatura finita sobre
el DCE es el de incrementar por érdenes de magnitud la produccion de fotones, ver
Ec. . En este caso usando el Hamiltoniano Hj,, la evolucion en el niimero promedio
de fotones para el campo térmico inicial p,(0) es:

o 1+ 2n
_OPn<aTa>n _ L 2m sinh? (2C12V1 — 22) + fg,,  (4.21)

1 — 22

donde P, es la distribucién de Bose-Einsten asociada a py,(0), (a'a), = (14+2n){(a’a)o+n,

(d'a), =

es la produccién de fotones que se obtiene cuando el sistema es preparado en un estado
de Fock |n).

Un campo térmico en el contexto foténico podria generarse, usando de manera
independiente, una estructura finita de guifas de ondas desordenadas, dicha estructura
es caracterizada por tener una simetria quiral inmune al desorden; en ella la inyeccion
de un estado coherente inicial evolucionard en una mezcla incoherente [57]. El andlogo
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Figura 10. (a) Incremento en la produccién de fotones como funcién de la tasa de
desfasamiento escalada, 2v/ewy, a tres tiempos de reactivacién. (b) Evolucién temporal
de los elementos diagonales de la matriz densidad del sistema usando 2v/ewg = 0,04.

clasico de la Ec. estda dado como:

M N
(o= =30 " P> mhm(2)]. (4.22)
donde I, ,,(%) es la intensidad de luz clasica inyectada en el sitio n y medida en la
m-ésima guia de onda a su salida. De nueva cuenta N es el nimero de guias inscritas
y M es la etiqueta asociada, a la maxima contribucién del estado de nimero |M) en
la distribucién P,, para el cual la correspondiente propagacién de luz a través de la
red foténica no alcanza el borde derecho, por lo tanto M < N. De acuerdo a esto, ny,
no deberd ser mayor a 10 si queremos usar una arreglo foténico de algunos cuantos
cientos de guias de onda. Por ejemplo, en la fase aislante el niimero promedio de fotones
usualmente es menor a uno, entonces para ny, = 4,5 debido al factor extra multiplicativo
1+ 20y, <aTa>th serd diez veces mas grande que la contribucién de vacio pura. Hay que
mencionar que ahora los sitios donde el haz de luz es inyectado, son pares e impares.
Un arreglo foténico independiente, de simetria impar, debe ser construido para simular
los estados impares. Por lo tanto, la evolucion completa serd la suma de las dinamicas
de ambos arreglos. Debido a que la implementaciéon de ambos sistemas se realiza con la
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misma tecnologia de Optica integrada, seria posible disenar ambos arreglos en tandem,
de tal manera que las perdidas en el acoplamiento del estado térmico a nuestro sistema
propuesto serd despreciable.

4.4. Resumen de capitulo

Se propuso un sistema fotonico novedoso para la implementacion de una simulacién
clasica del efecto Casimir dinamico. Se mostré que la generacién de fotones provenientes
del estado de vacio presenta un cambio, pasando de una generacién exponencial a
un comportamiento oscilatorio, lo cual se asemeja a un transicién de fase del tipo
metal-aislante. Ademds, se enocontré que la fase aislante surge como consecuencia de
la aparicién de oscilaciones tipo Bloch en la dinamica del sistema. Esto causa una
fuerte localizacion de la excitacién inicial en la primer guia de onda, dejando una
contribuciéon muy pobre para la radiaciéon tipo Casimir, haciendo dificil una posible
deteccion. Para sobrellevar esta situacién se discutieron dos soluciones posibles. Como
primera opcién se usé un mecanismo de desfasamiento, en el cual la evolucion coherente
del sistema es rota debido a su interacciéon con un entorno Markoviano. La reduccién
de la coherencia del sistema causa una deslocalizacién de la excitacion, incrementando
entonces la producciéon de fotones hasta dos 6rdenes de magnitud en los primeros dos
avivamientos tipo Bloch. El segundo mecanismo estuvo basado en la consideracion de
efectos térmicos sobre el DCE, se mostré que en este caso la produccion de fotones es
mejorada por un factor que depende del niimero promedio de fotones del campo térmico
inyectado inicialmente en el sistema.

Finalmente, se hace hincapié, que las modificaciones que puede tener el DCE debido a la
inclusién de no linealidades tipo Kerr, como las predichas en el capitulo anterior, también
pueden ser probadas en este sistema foténico, simplemente cambiando el gradiente
transversal lineal en el indice de refraccion de las guias de ondas por un gradiente
cuadratico.
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5. Efecto Casimir dindmico con disipacion

En tiempos recientes el tema de decoherencia ha tenido mucho interés, debido
principalmente a que los nuevos sistemas cuanticos que se estan implementando
como herramientas para el computo y simulaciones cuanticas, se construyen a escalas
macroscopicas donde la decoherencia y la disipaciéon de energia son unas de las
principales causas que afectan el correcto funcionamiento de dichos dispositivos. Como
se sabe cualquier sistema fisico no puede estar aislado completamente de un entorno; se
necesita entonces conocer como el sistema interactiia con sus alrededores.

Hasta este momento no nos hemos preocupado por considerar los posibles efectos de
perdida de energia y coherencia cuantica que podrian llegar a suceder dentro y fuera
una cavidad dindmica. Es de nuestro interés particular, el querer detectar y correlacionar
los fotones generados del vacio cudntico durante la manifestacién del DCE en cavidades
unidimensionales como las estudiadas en los capitulos anteriores. Para ello es necesario
acoplar los fotones generados a un entorno del cual se pueda extraer la informacién
deseada.

Siguiendo estas lineas de investigacién, pocos trabajos han surgido con el objetivo
de incorporar efectos disipativos en cavidades electromagnéticas no estacionarias. Por
ejemplo, en [58] y [59] se consideraron los efectos de amortiguamiento en amplitud y
fase respectivamente; asi como también una ecuacién maestra dependiente del tiempo
bastante complicada fue derivada de primeros principios en [60]. Sin embargo, a pesar
de estos esfuerzos, un consenso acerca del como analizar apropiadamente los efectos de
disipacion en el DCE no se ha alcanzado todavia.

Lo que se pretende en este capitulo es desarrollar a través de un modelo algebraico
sencillo, una ecuacién maestra microscopica efectiva para la matriz densidad reducida
de una cavidad dinamica, vista como un sistema cuantico abierto, capaz de describir
bajo ciertas condiciones del entorno y del sistema, como son las modificaciones en
la generacién de fotones del estado de vacio, cuando se toman en cuenta efectos de
decoherencia y con ello poder detectar y correlacionar dichos fotones. En particular, el
modelo estara restringido al régimen donde la generacién de fotones estd acotada, es
decir, estaremos trabajando en el equivalente a la fase aislante descrita con detalle en
el capitulo [

Parte del contenido de este capitulo se encuentra en [61].

El sistema oOptico del proceso del que se estd hablando se encuentra descrito y
esquematizado en la Fig. [I11} De acuerdo con la figura [11, primero los fotones son
generados en la cavidad no estacionaria, posteriormente las fluctuaciones cuanticas
asociadas son analizadas mediante la funcién de correlacién (coherencia) de segundo
orden g (7), la cual se mide con un interferometro de intensidades llamado Hanbury-
Brown y Tuwiss. Los detalles especificos del modelo efectivo y el preciso conjunto de
parametros al cual se estara enfocando el estudio se daran a continuacion.
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Figura 11. Esquema 6ptico para la deteccion de la radiacién de Casimir. Izquierda.
Cavidad no estacionaria con disipaciéon donde el DCE se maniesta. Derecha. Los fotones
creados que salen de la cavidad son detectados y correlacionados por un interferometro
de Hanbury-Brown y Twiss compuesto de un divisor de haz, (BS), y dos foto-detectores
Dy y D,, para desempenar las mediciones de ¢(?) (7).

Del capitulo anterior se sabe que el Hamiltoniano efectivo mas simple con el cual se
puede describir el DCE dentro de una cavidad que es unidimensional, no estacionaria,
monomodal y sin pérdidas, cuya frecuencia instantédnea sea w(t) = wo[l + esin(vt)]

estd dado por :
Hi = (ewo/4)(a” + a®) + (K/2)ala, (5.1)

donde wy es la frecuencia fundamental de la cavidad, y € (v) es la amplitud (frecuencia)
de modulacion. Este Hamiltoniano independiente del tiempo es un modelo algebraico
efectivo obtenido bajo condiciones cerca resonancia, esto es v = 2wy + K, siendo K
un pequeno corrimiento en la frecuencia; y H.g estd escrito en un marco de referencia
rotante donde la aproximacién de onda rotante fue usada. De la ecuacion sabemos
que el nimero promedio de fotones creados es:

(a'a)y = sinh?(newot /2) /n?. (5.2)

Lo primero que se hard es calcular las modificaciones de la ecuacién anterior cuando
se considera un enfoque fenomenolégico de la disipacién en el modo, es decir, se
supondrd que la perdida de energia y/o coherencia cudntica de una cavidad estatica
(ambos espejos fijos) es la misma que la de una cavidad dindmica.

5.1. Enfoque fenomenologico

La ecuacion maestra fenomenoldgica asociada al operador densidad p del campo
dentro de una cavidad no estacionaria y disipativa se asumira que esta dada por [58]:

p = —i[Hy, p] + k(1 + fen) Lla]p + KRenLlal]p (5.3)

donde x es la tasa de decaimiento del modo la cual es inversamente proporcional al
factor de calidad de la cavidad y ne, es el nimero promedio de fotones térmicos de
un entorno de osciladores armonicos, y esta dado por la distribuciéon de Boltzman
Nen = |exp(hw/kpT) —1]7!. El operador L]a]p representa la parte disipativa del sistema
el cual esta escrito en la forma de Lindblad, ver . Las ecuaciones diferenciales de
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los valores de expectacién asociados a los operadores de nimero y de campo son:

d(a'a)/dt = icwy((a®) — (a'?))/2 — 2k{a’a) + 2Ty, (5.4)
d(a®)/dt = —iewo({a'a) +1/2) —iK (a®) — 2k{a?), (5.5)
d(a™)/dt = iewy({a'a) + 1/2) +iK (a'?) — 2x{a'?) (5.6)

Observemos cémo la ecuacion maestra , a diferencia de , si afecta de manera
directa a los elementos diagonales de la matriz densidad, prueba de ello son los dos
ultimos términos que aparecen en . Es posible encontrar una solucién analitica
al sistema de ecuaciones diferenciales arriba mencionado, sin embargo, tal solucion es
muy engorrosa para presentarla. En lugar de ello, lo que se hara es mostrar la solucién
simplificada del nimero promedio de fotones generados del vacio cuando el entorno se
encuentra una temperatura T’ = 0, es decir, el nimero de fotones térmicos es ne, = 0,
esto implica una modificacién a la Ec. que se ve la siguiente manera:

(ata)P" = —2nP"e ™2 sinh®(newot /2) 4+ 1/2 + (k/new,) sinh(newgt )] + A8, (5.7)
donde

3

ph %[(%/ewo)? (K ews) — 1], (5.8)

es el valor estacionario del nimero promedio de fotones generados siempre y cuando
2K > newp; se puede ver que dicho valor estacionario depende de la tasa de decaimiento
del modo dentro de la cavidad.

En condiciones de resonancia, esto es K = 0, la Ec. reproduce el resultado de la
referencia [58], el cual establece que la tasa de produccién de fotones crece de manera
exponencial siempre y cuando la amplitud de modulacién (compresién o squeezing),
supere al proceso de disipaciéon. Por otro lado, en [59] se demostré que si sélo se
consideran efectos de desfasamiento en la Ec. , es decir, usar términos proporcionales
a Lla'a]p, tales efectos de desfasamiento sélo tienden a ralentizar la generacién de
fotones. Este resultado no estd en contradiccién con el fendmeno de transporte asistido
por ruido estudiado en el capitulo anterior, ya que en [59] la cavidad dindmica, contrario
al sistema de guias de onda, se encuentra en condiciones de resonancia exacta.

El enfoque fenomenolégico resulta poco 1til al querer describir de manera analitica
funciones de correlacién cuanticas, debido a que no se conoce de manera explicita
el estado estacionario del sistema, lo cual es indispensable en el cédlculo de los
valores iniciales, que surgen cuando es aplicada la férmula de regresién cudntica [62].
Una discusién detallada sobre las deficiencias que aparecen al usar el tratamiento
fenomenoldgico se puede encontrar en [58] y [60].

Se estudiara entonces la derivacion de una ecuacién maestra microscépica adecuada al
sistema no estacionario y que esté dentro de la aproximaciéon Born-Markov. Tal enfoque
resultard adecuado en la descripcion de la disipacién en el DCE siempre y cuando el
sistema se encuentre en el régimen donde la generacion de fotones esté acotada.
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5.2. Ecuacion maestra microscopica

El Hamiltoniano serd el punto de partida para la derivacién de una ecuacién
maestra microscépica que describa la disipacion de la cavidad no estacionaria. Del
capitulo [4] se encontré que para K/ewy > 1, Hy puede diagonalizarse mediante la
transformacién generada por el operador de compresiéon S(r) = exp[r(a? — a'?)/4],
siendo el pardmetro de compresién r = 3 In[(K + ewp)/(K — ewp)]. Los valores y vectores
propios correspondientes estan dados por :

2E, =ewoy/ (K/ewp)? —1(n+1/2) — K/2, (5.9)

|r,n) = S(r)|n), (5.10)
donde n = 0,1,2,.. y los vectores propios |r,n) son los llamados estados de ntimero
comprimidos. Utilizando el operador de compresion se pueden introducir los llamados
seudooperadores de creacién y aniquilacién b y b, definidos como una transformacién
de Bogoliubov de los operadores de campo a y a' dada por

b = S(r)aS'(r) = cosh (r/2) a + sinh (r/2) a, (5.11)

b = S(r)a'ST(r) = cosh (r/2) a' + sinh (r/2) a, (5.12)
evidentemente se cumple que [b, b'] = 1. Con estos seudooperadores es posible escribir
al Hamiltoniano (5.1]) en una forma diagonal

Hg = Q(b'b+1/2) — K/4, (5.13)

donde Q = fewy/2. Se puede probar facilmente que ([5.10)) son estados propios del
llamado seudooperador de nimero b'b v que ademds, los operadores b y b actiian
sobre (5.10)) de la siguiente manera

blr,n) = +/nlr,n — 1), bi|r,n) = v/n+ 1jr,n + 1), (5.14)

lo cual deja claro el porqué son llamados seudooperadores de creacién y anquilacién.
Estos actiian sobre la base de estados de nimero comprimidos de la misma forma en que
los operadores de campo actian sobre la base de los estados de Fock, es decir, agregan
y quitan +1 excitacion. Al realizar la conmutacion de estos seudooperadores con Hg se
encuentra que

[H.b] = —Qb,  [Hs,b] = Qb (5.15)

identificando a b y b' como operadores propios del Hamiltoniano Hg. Este hecho motiva
la posibilidad de considerar el derivar una ecuacién maestra aproximada en el régimen de
un acoplamiento débil, asi como Markoviano, para poder explorar la dinamica disipativa
del sistema descrito por pero desde un punto de vista algebraico.

Primero se asume a la cavidad dindmica ([5.1)) como un sistema cudntico abierto el cual
puede ser estructurado de la siguiente manera

H=Hs+ Hp + Hsg, (516)
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donde Hg representa al sistema central de interés (cavidad no estacionaria
unidimensional), Hp representa el Hamiltoniano del entorno el cual se supone que
estd descrito por un bafio de oscilador arménicos dado por

Hp = kakB;Bk (5.17)

donde By y B,i son los operadores de creacion y aniquilacién del k-ésimo oscilador
armoénico de frecuencia wy respectivamente, su conmuatador es [Bi,B;f] = 0,j. Hsp
representa el Hamiltoniano de interaccion entre el sistema central y el entorno. Tal
interaccién se asumird que es lineal entre la amplitud del campo =z = a + af y las
amplitudes del entorno X, = By + B,i, esto es

Hsp = (a+ aT)Zka(Bk + BY), (5.18)

siendo g los coeficientes de acoplamiento. Es interesante notar, que la interaccién
es muy parecida al Hamiltoniano de acoplamiento multimodal conseguido en [60] (ver
Ec. (57) de dicha referencia), en el cual un espejo dispersivo, modelado como un potencial
delta de Dirac, es introducido cerca de la pared vibrante de una cavidad electromagnética
de longitud muy grande; al colocar el espejo dispersivo se crean dos cavidades acopladas,
la pequena se considera como el sistema central mientras que la méas grande juega el papel
de entorno o ambiente. Es conveniente escribir la interaccion en términos de los
operadores naturales del campo b y b', asi como también escribirla en la representacién
de interaccion generada por Hg y Hg, todo ello resulta en

ﬁSE(t) = (be_iQt —+ bfeigt)zkgk(T)(BkG_iwkt + Blzeiwkt), (519)

donde el coeficiente de acoplamiento gi(r) = e~"/2g; ahora es dependiente del pardmetro
de compresion r. Basandose en la aproximacién de Born-Markov y dentro del marco
de ecuaciones maestras, es posible escribir al operador densidad reducido, asociado al
sistema central como [63]:

() = - / " e Trw{({Hsp(t), [Hsp(t — 7). 1) ® pil]}. (5.20)

Para la obtencién de ésta ultima expresion no es necesario conocer explicitamente la
interacciéon que tiene lugar entre el sistema central y su entorno. La tilde sobre el
operador densidad en significa que éste se encuentra en la representacién de
interaccion, T'rp indica la traza sobre los grados de libertad del entorno, pg representa la
matriz densidad del entorno en la cual la aproximacién de Born ha sido utilizada, pg(t) ~
pe(0) = pg, es decir, se supone que la evolucién del estado del ambiente es constante y
estd determinada por la distribucién de Boltzman pp = e~ #/ksTTpfe=He/ksTY

Sustituyendo Hg g(t) en , aplicando la aproximacion de onda rotante al resultado
obtenido y posteriormente regresando a la representacién de Schrodinger, se obtiene
la siguiente ecuacion maestra del tipo Lindblad, que modela la dindmica disipativa de
una cavidad no estacionara que interactiia con un bano de osciladores armonicos en
equilibrio térmico a una temperatura 7"

p = —i[Hs, p] + 7 (1 + 7)) L[b]p + 110 L[b]p. (5.21)
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Aqui, 7, = ey es la tasa de decaimiento global, donde v = 7h(2)|g(2)|? tiene un

valor que es aproximadamente constante siempre y cuando se considere que el entorno
posee una densidad espectral plana; h(€) y |g(2)]* son respectivamente, la densidad
de estados del sistema y el acoplamiento sistema-entorno dados a una frecuencia 2;

ademés, ng = (8T — 1)~! es el ntimero promedio de fotones térmicos del entorno.

La dependencia de la ecuacién maestra resultante en el parametro de compresion r es
implicita desde el punto de vista del esquema algebraico en el que se esta trabajando;
cada conjunto de pardametros { K, €, w}, genera un valor diferente de r lo cual define un
oscilador descrito por el Hamiltoniano algebraico , que para un valor dado de los
parametros involucrados, su espectro de energia es igualmente espaciado . Entonces,
para cada valor del cociente K /ewy se tienen seudooperadores {b, b’} que describen las
transiciones permitidas inducidas por el entorno y que toman lugar con una tasa -, y
una frecuencia de transicién especifica €2, entre los niveles de energia involucrados de
acuerdo con las relaciones de conmutacion .

Es importante mencionar que se puede tomar ventaja del esquema algebraico utilizado
hasta el momento y observar, que debido a que la ecuaciéon maestra microscopica
estd escrita en términos de los operadores naturales del sistema {b,b'}, esto permite
utilizar la técnica estandar de super-operadores descrita en [64]; ya que con dicha ténica
se encuentra la solucién p(t) a la matriz densidad reducida. Con ello es posible confirmar
que el estado estacionario asociado al operador densidad reducido se aproxima, en el
limite asintotico, a un estado térmico comprimido :
AT

lim p = Z ﬁ| n){r,n| = pur. (5.22)
Cuando el entorno se encuentra a temperatura cero (ng = 0), el estado estacionario del
sistema es el estado de vacio de comprimido

Pst — ’T7 0><T70|7 (523)

que es justamente el estado de minima energfa del sistema (ver (5.10)) descrito por el
Hamiltoniano (5.1)). Este resultado es muy 1til al querer evaluar las condiciones iniciales
que aparecen durante la aplicacion de la formula de regresion cudntica en el calculo de
g (7), tales valores iniciales estdn directamente relacionados con los valores esperados
de los operadores de campo en el estado estacionario.

Es interesante notar que si la ecuacién maestra se reescribe en términos de los
operadores de creacién y aniquilacién a y af, el resultado serd similar a una ecuacién
maestra correspondiente un sistema bosénico acoplado a un entorno que es sensible a la
fase [65] y adicionalmente, serd semejante a la ecuacién maestra derivada en [60].

5.3. Generacion y correlacion de fotones

Ahora se calculara y discutira la evolucién amortiguada del nimero promedio de
fotones generados y de la funcién de correlacién de segundo orden. Para ello se observa
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que el valor esperado del operador de ntimero afa se puede escribir en términos de los
seudooperadores de campo de la siguiente manera

(a'a) = cosh(r)(b'b) — sinh(r)((b™) 4 (b?))/2 + sinh?(r/2). (5.24)

Se requiere conocer como son las ecuaciones de movimiento asociadas a los
seudooperadoes; esto se logra utilizando la ecuacién maestra ([5.21)), con ella se obtienen
de manera directa las ecuaciones:

d(b'b) /dt = —27,(b'b) + 27,nq, (5.25)
d(b?)/dt = —(2iQ + 27,)(b?), (5.26)
Ay /dt = —(iQ + 7,.) (D). (5.27)

La solucién este sistema ecuaciones es facil de obtener y mas atn si se consdiera que
el estado inicial de la matriz densidad del sistema es el estado de vacio p(0) = |0)(0|.

Entonces, sustituyendo la respectiva solucién de (5.25)) y (5.26)) en (5.24)) se obtiene
(aTa) = e sin? (fewot/2) /72 + (1 — e )i, (5.28)

donde g = nige (1 + 2ng) + na ¥y
a0 = [(1— (ewo/K)?) 72 = 1]/2, (5.29)

representan el valor estacionario del nimero promedio de fotones generados del estado
de vacio cuando el entorno o ambiente se ecuentra a una temperatura distinta e igual
a cero respectivamente. Es importante notar que ng o, a diferencia de ﬁg’th en |D es
independiente de la tasa a la cual el sistema central tiende a decaer.

En la figura [12] se muestra la evolucién amortiguada de los fotones generados del estado
de vacio mediante una cavidad no estacionaria que interactia con un ambiente de
oscialdores armonicos y cuya dindmica estd descrita completamente por la ecuacion
maestra . Recordemos que la cavidad dindamica esta en el régimen de pardmetros
correspodiente a la fase aislante, es decir, la generaciéon de fotones es pequena y
oscilatoria; esto se ve reflejado directamente en la figura durante los inicios de la
evolucién del sistema. Ademas, se observa claramente cémo los fotones generados tienden
al valor estacionario fig, 0 7,0 Segun sea el caso.

La ecuacién es uno de los resultados principales de este capitulo y podria, en
principio, probarse experimentalmente midiendo la distribucién de probabilidad de los
fotones que salen de la cavidad a diferentes intervalos de tiempo.

En lo que respecta a la funciéon de correlacion intensidad-intensidad del campo
electromagnético, su expresion estandar y normalizada es

g?(7) = (a¥(0)a’(T)a(1)a(0))/(a'a)?,. (5.30)
Esta funcion de correlacién es intrinsecamente simétrica, representa una medida relativa
de la probabilidad conjunta de detectar dos fotones separados por un tiempo de retraso
7, también permite discernir si dos procesos de deteccion estan correlacionados o son
independientes uno del otro. De acuerdo al esquema 6ptico mostrado en la Fig. [I1] para
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<n(t)>

Figura 12. Numero promedio de fotones como funcién del tiempo escalado
~t. Se visualiza el periodo de transicion oscilatoria del sistema, asi como el limite del
estado estacionario para fig = 0 (linea negra) y fig # 0 (linea azul), de tal manera que
hK/kpT =3, K/vy=10y ewy/K = 0,85.

obtener el valor de ¢ (1), los fotones generados y que salen de la cavidad se hacen
pasar por un divisor de haz 50/50, la senial trasmitida y registrada por el detector Dy
es multiplicada por la senal reflejada y registrada por D, posteriormente éstas son
promediadas sobre todo el rango de valores de deteccién, el resultado generalmente se
varia como funciéon de la diferencia de tiempos.

Si se aplica la férmula cudntica de regresién [62], junto con el conocimiento de (5.28)),
esto permite obtener el siguiente resultado

gP(r) =1+ e 277 [Cy 4 Cy cos(2Q7)] (5.31)
especificando las siguientes constantes

Cl - {(1 + 2ﬁst,0) ['ﬁfst —ng (ﬁst + ﬁst,O + 2)] +
(1 + 27g0)(203 + 7ig) } /72, (5.32)
Cy = g (R + 1) /g 077 (5.33)

La ecuacién se comporta diferente como funciéon del tiempo de retraso T,
dependiendo de si los fotones térmicos del entorno juegan un papel o no, esto se
muestra claramente en la figura . A un temperatura 7" = 0 (linea negra) la funcién de
correlacion revela un evidente comportamiento de amontonamiento de fotones, conocido
como bunching en inglés, para tiempos de retraso cortos; en particular se tiene que

1

9(2) (O)‘Nﬂzo =3 + = y (534)
Nst,0

esto representa un comportamiento super-térmico o super-cadtico en la estadistica de los
fotones detectados, lo cual esta en buen acuerdo con el resultado previo que se conoce
del DCE, esto es, los fotones del estado de vacio se crean en pares [30]. Cuando la
temperatura del entorno es distinta de cero (linea azul), en adicién al comportamiento
previo, aparecen unas oscilaciones en la funcion de correlacién de frecuencia 2€2, que de
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Figura 13. Funcién de correlacién de segundo normalizada (5.31]) como funcién del
tiempo de retraso escalado 7. El conjunto de pardmetros es el mismo que los de la

Fig.

acuerdo con ([5.33)), provienen de haber considerado los fotones térmicos del entorno a
través de la naturaleza cuadratica del sistema central.

5.4. Resumen de capitulo

Un modelo algebraico efectivo visto como un sistema abierto, se ha propuesto con el
fin de entender mejor los efectos que tiene la decoherencia en la deteccién y correlacion,
de los fotones generados en un cavidad no estacionaria con pérdidas y en la cual el DCE
se ve manifiestado. Para que el modelo sea valido, se debe estar restringido al regimen
de parametros para los cuales la generacién de fotones estd acotada, esto es, cuando la
desigualdad K/ewg > 1 se cumple, de esta manera el sistema permanece en la llamada
fase aislante. Basdndose en la ecuacién maestra markoviana microscépica derivada, el
estado estacionario del sistema correspondié a un estado térmico comprimido, que a
una temperatura cero éste se reduce al estado de vacio comprimido, el cual es el estado
de minima energia del sistema central; este resultado, a diferencia del tratamiento
fenomenoldgico, permite tratar de manera sencilla y analitica, el calculo de la funcion
de correlacién de segundo orden la cual revela una estadistica de amontonamiento en
los fotones generados del estado de vacio.
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6. Conclusiones y prespectivas

En esta tesis se realiz6 un estudio del efecto Casimir dinamico de cavidades
electromagnéticas y como la generacién de fotones del estado de vacio se ve afectada
cuando se introducen medios Opticos lineales y no lineales dentro de cavidades con
condiciones de frontera dependientes del tiempo. En particular en el el capitulo
se encontré que la no linealidad del tipo Kerr disminuia de manera drastica, la
generacion de fotones provenientes del estado de vacio que tiene lugar dentro de una
cavidad unidimensional no estacionaria monomodal e ideal, donde el efecto Casimir
dindmico de cavidades es manifestado. La caida en la disminucién de fotones es mas
abrupta que la reportada en los trabajos previos que estudian el DCE en cavidades
cuasiresonantes y con atomos de dos niveles en su interior. La generacion de fotones
presentd distintos comportamientos dependiendo de que tan intensa era la presencia
del medio no lineal. Ademas, se observé que debido a la competencia entre los efectos
Kerr y Casimir dindmico que tienen lugar dentro de la cavidad, el estado de vacio
del campo electromagnético experimenta una localizacion, que a su vez evoluciona en
una superposicion macroscopicamente distinguible la cual se ha llamado: estado gato de
vacio.

Con el fin de establecer un anélogo clasico del DCE, en el capitulo [ se realiz6 una
propuesta experimental factible basada en un arreglo de guias de onda acopladas de
manera evanescente, en las cuales la propagacion de luz clésica simulaba la generacién
de luz cudntica de una cavidad dindmica como la descrita en el capitulo 3] En este
sistema se incluyeron primero medios lineales los cuales generaban, como funcién de la
distancia de propagacion, oscilaciones de tipo Bloch debido al gradiente en el indice de
refraccién del arreglo. Ademas, la luz dentro de estas guias presenté un comportamiento
similar al de una transicién de fase del tipo metal-aislante. En la fase metal la excitacién
inicial (inyeccién de luz en la primer guia de onda) podia poblar varias de las guias
vecinas, sin embargo, en la fase aislante casi toda la luz se localizaba en el estado de
vacio, generando asi una mediciéon muy pobre del niimero promedio de fotones. Para
romper dicha localizacién, se introdujo un mecanismo de desfasamiento el cual activaba
el transporte cuantico asistido por ruido el cual aumentaba por 6rdenes de magnitud la
produccién de fotones; haciendo accesible una posible medicién y por lo tanto corroborar
la fase aislante del efecto Casimir dindmico. Todo esto establece una conexién de algunos
fenomenos del campo de la materia condensada, como las oscilaciones de Bloch y
transiciones de fase, con sistemas foténicos y de cavidades comunmente estudiados en
optica cuantica. Surge pues la posibilidad de utilizar conceptos y herramientas que se
conozcan muy bien en uno de estos campos y aplicarlos en el estudio del otro y viceversa.

En el capitulo 5] se realizé un estudio del efecto Casimir dindmico tomando en cuenta
posibles efectos de decoherencia y pérdida de energia. Para ello se considerd a la
cavidad dinamica de los capitulos previos como un sistema cuantico abierto que
interacciona con un entorno modelado por un bafo de osciladores arménicos en equilibrio
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térmico. Con ello fue posible derivar una ecuacién maestra microscopica con la cual,
el amortiguamiento en la generacion de fotones alcanza un estado estacionario que
corresponde al estado de minima energia del sistema. También se calculd la funcién
de correlacién de segundo orden la cual confirmé que los fotones producidos tienen una
estadistica de amontonamiento; lo cual esta en buen acuerdo con el conocimiento previo
que se tiene, esto es, que los fotones generados del estado de vacio cuantico en el efecto
Casimir dindmico son creados en pares.

La puerta queda abierta para investigar diferentes temas que relacionen directa o
indirectamente al efecto Casimir dinamico. Por ejemplo, se puede pensar que si en vez
de inyectar un haz de luz clésico en el arreglo de guias de onda que simula el DCE se
inyecta un fotén individual, el resultado no cambiard, sin embargo si se inyectan dos
fotones individuales que sean indistinguibles, la correspondiente interferencia cuantica
dara lugar a patrones de amontonamiento o anti-amontonamiento en las correlaciones
del tipo Hanbury-Brown y Twiss, lo cual todavia no se ha estudiado en redes foténicas
como la presentada en esta tesis; mas aun, quiza sea interesante saber como son dichas
correlaciones justo en el punto de la transicion de fase que distingue al arreglo del
capitulo [l Dicho arreglo estuvo sujeto a un desorden dindmico, qué pasarfa si ahora se
considera un desorden estatico, ya sea en las energias de sitios o en los coeficientes de
acoplamiento, en tal caso, existiria una competencia entre la localizacién de Anderson
y la deslocalizacion provocada por el DCE.

En lo referente a la parte disipativa del DCE, la obtencién de la ecuacién maestra
microscopica del capitulo permite de manera directa el estudio de un espectro
estacionario asociado a la cavidad oscilante, sin embargo, dada la naturaleza dindmica
del sistema, seria preferible investigar en el espacio de frecuencia, la evolucion asociada al
espectro fisico dependiente del tiempo introducido por Eberly y Wédkiewicz en [66]. Por
otro lado, un tipo de medicién que podria cuantificar adecuadamente las fluctuaciones
cuanticas dependientes de la fase, seria el espectro de compresion (Spectrum of
squeezing), asi como también la funcién de correlacién amplitud-intensidad del campo
electromagnético, tal funcién podria resultar, a diferencia de ¢®(7), temporalmente
asimétrica [67].

Por dltimo, en la referencia |68] usando modelos paradigmaticos de interaccién radiacién-
materia hicimos un estudio de la dindmica no Markoviana reducida de un sistema
central formado por dos qubits (4&tomos de dos niveles) sin interaccién entre ellos. Se
estudié el modelo de Tavis-Cummings dentro de la configuracién espectador (uno de
los dos qubits se asume completamente aislado de cualquier ambiente) y se obtuvieron
relaciones explicitas del entrelazamiento medido con la concurrencia, como funcion de la
pureza, esto permitio establecer umbrales de pureza y entrelazamiento necesarios para la
realizacion de tareas tales como la teleportacién cuantica con ruido. Se analizd también
la naturaleza de la operacion local generada por la dindmica y cémo es qué su accién
sobre un estado de Bell inicial se puede caracterizar en un diagrama concurrencia-pureza.
Serfa interesante saber de qué manera se ven afectados los resultados conseguidos en [68],
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si se considera que los qubits ahora se localizan dentro de una cavidad no estacionaria
en la cual el efecto Casimir dindmico juega un papel importante en la evolucion del
estado del campo.
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