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1Instituto de Matemáticas, (Unidad Cuernavaca) UNAM. Av. Universidad s/n. Col. Lomas de Chamilpa.
CP 62210, Cuernavaca, México. ottohrg@gmail.com
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José R., Roćıo R., Adrián, Julio, Fŕıas, Ana, Esteban, Iván, Ivonne, Alexander, Janet, José Juan, Juan
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Introducción

Como motivación e introducción a la equidistribución recordamos un ejemplo clásico además de
histórico. Sea ξ ∈ R un número irracional y consideremos la sucesión {xn}∞n=1 dada por

xn = nξ mod 1.

La sucesión {xn}∞n=1 está equidistribuida (o uniformemente densa) en el intervalo (0, 1) con respecto
a la medida de Lebesgue µ. Esto significa que si como ejemplo tomamos el subconjunto I2 := (0, 1

2
),

entonces para m ∈ N suficientemente grande aproximadamente la mitad de los términos de la sucesión
{xn}mn=1 cae en el intervalo I2. Si ahora I3 := (1

3
, 2

3
) aproximadamente una tercera parte de la sucesión

{xn}mn=1 cae dentro del intervalo I3. Más formalmente, sea I el intervalo (a, b) ⊂ (0, 1), y si

mI = ]{ an ∈ I ; 1 ≤ n ≤ m },

entonces:
ĺım

m−→∞

mI

m
= µ(I) = b− a. (1)

Entre los años 1909− 1919, Bohl, Sierpinski y Weyl (independientemente) probaron la fórmula (1),
ver [30]. Pero Weyl en 1916 da origen a la teoŕıa de equidistribución, la cual aparece en muchas áreas
de matemáticas, incluyendo teoŕıa de números, combinatoria, probabilidad, análisis armónico, teoŕıa
ergódica y caos (quantum chaos).

Daremos un breve resumen de algunos resultados en equidistribución con el fin de motivar nuestro
trabajo. Sea Q el polinomio homogéneo de grado 2 en 3 variables dado por

Q(a, b, c) = a2 + b2 + c2, a, b, c ∈ N.

Si d ∈ Z, es interesante estudiar las representaciones de los enteros positivos |d| por Q, esto es, estudiar
los subconjuntos

VQ,|d|(Z) = { (a, b, c) ∈ Z3 ; Q(a, b, c) = |d| }

al proyectarlos a la variedad

VQ,1(R) = { (a, b, c) ∈ R3 ; Q(a, b, c) = 1 } = S2

como sigue
Jd = |d|−

1
2 · VQ,|d|(Z) ⊂ S2.

Linnik usando teoŕıa ergódica demuestra el siguiente teorema, ver [17].
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Teorema. (Linnik) Si Ω1,Ω2 son subconjuntos compactos de S2 (“no patológicos”) entonces:

ĺım
|d|−→∞

]{ |d|− 1
2 · VQ,|d|(Z) ∩ Ω1 }

]{ |d|− 1
2 · VQ,|d|(Z) ∩ Ω2 }

=
µS2(Ω1)

µS2(Ω2)
,

donde µS2 es la medida de Lebesgue de S2.

Usando herramientas de análisis armónico, teoŕıa de números, teoŕıa ergódica, Duke prueba el si-
guiente teorema.

Teorema. (Duke)[8] Para cuando d −→ −∞, d 6≡ 0, 1, 4 mod 8, los conjuntos Jd están equidistribuidos
en S2 con respecto a la medida de Lebesgue µS2.

Una variante del problema anterior resulta de considerar el polinomio homogéneo

Q(a, b, c) = b2 − 4ac, a, b, c ∈ Z

el cual es el discriminante de la siguiente forma cuadrática:

qa,b,c(x, y) = ax2 + bxy + cy2 =
(
x y

)(a b
2

b
2

c

)(
x
y

)
.

En este caso, el conjunto

VQ,|d|(Z) = { (a, b, c) ∈ Z3 ; Q(a, b, c) = d }

se identifica con el conjunto Ld de formas cuadráticas binarias de discriminante d. Existe una acción de
PSL(2,Z) en Ld mediante un cambio de variable, es decir, si γ ∈ PSL(2,Z) entonces

γ ∗ qa,b,c =
(
x y

)
γ

(
a b

2
b
2

c

)
γT
(
x
y

)
.

La acción anterior preserva el discriminante y ]{Ld/PSL(2,Z) } = h(d), donde h(d) < ∞ es el
número de clase de Q

√
d. Para d < 0 uno puede asociar a cada clase [qa,b,c] ∈ Ld/PSL(2,Z) un punto

z[q] ∈ H2/PSL(2,Z),

para esto se usa la única ráız de qa,b,c(x, 1) = 0 contenida en H2. Estos puntos son llamados puntos
de Heegner de discriminante d. Resumiendo, para d < 0 hay h(d) puntos de Heegner en la superficie
modular, conjunto el cual denotamos por Hd, esto es,

Hd = { z[q] ; [q] ∈ Ld/PSL(2,Z) }.

Teorema. (Duke)[8] Para cuando d −→ −∞, d ≡ 0, 1 mod 4, los conjuntos Hd están equidistribuidos
en H2/PSL(2,Z) con respecto a la medida de área hiperbólica (normalizada) µ = 3

π
dxdy
y2 .

Para d > 0 se puede asociar a cada clase [qa,b,c] ∈ Ld/PSL(2,Z) una geodésica orientada α[q] en
H2/PSL(2,Z), la cual es la imagen, bajo la proyección de H2 en H2/PSL(2,Z), de la geodésica en H2

determinada por las dos ráıces reales de qa,b,c(x, 1) = 0. Esta es una geodésica cerrada en la superficie
modular, de hecho toda geodésica cerrada en la superficie modular es de esa forma. Sea

Gd = {α[q] ; [q] ∈ Ld/PSL(2,Z) },

el conjunto de geodésicas de discriminante d. Al respecto tenemos el siguiente resultado:
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Teorema. (Duke)[8] Para cuando d −→ +∞, d ≡ 0, 1 mod 4, d no cuadrado perfecto, los conjuntos Gd
están equidistribuidos en el haz tangente unitario a la superficie modular H2/PSL(2,Z) con respecto a
la medida de Liouville (normalizada) µ = 3

π
dxdy
y2

dθ
2π

.

En otras palabras, el flujo geodésico en el haz tangente unitario está equidistribuido cuando las
geodésicas se ordenan por su discriminante.

En 1979 Zagier trabajó sobre equidistribución del flujo horoćıclico en la superficie modular y su
relación con series de Eisenstein. Para cada y > 0, el horoćıclo {x + iy ; x ∈ R} en H2 se proyecta a
H2/PSL(2,Z) en una curva cerrada αy de longitud hiperbólica 1

y
. Cuando y −→ 0 la curva está equi-

distribuida en H2/PSL(2,Z) con respecto a la medida de área hiperbólica ν = dxdy
y2 .

Teorema. (Zagier)[31] Si f : H2/PSL(2,Z) −→ C es diferenciable y con soporte compacto, entonces:

ĺım
y−→0

∫ 1

0

f(x+ iy)dx =
1

ν(H2/PSL(2,Z))

∫
H2/PSL(2,Z)

f(x+ iy)
dxdy

y2
,

equivalentemente,
ĺım
y−→0

ν(y) = ν (débilmente), (2)

donde ν(y) son medidas de probabilidad en H2/PSL(2,Z) con soporte en los horociclos cerrados αy y ν
es la medida de área hiperbólica normalizada.

Si U ⊂ H2/PSL(2,Z) es un abierto, aproximando la función caracteŕıstica χU por funciones diferen-
ciables en H2/PSL(2,Z) y usando la identidad (2) Zagier obtiene la siguiente fórmula:

ĺım
y−→0

Long (αy ∩ U)

Long (αy)
=

Área (U)

Área
(
H2/PSL(2,Z)

) , (3)

donde Long y Área se refieren a longitud y área hiperbólicas. Esta fórmula es el análogo de (1).

Por otro lado, Sarnak considera MΓ = H2/Γ una superficie hiperbólica no compacta pero de área
finita con n cúspides, aunque para este resumen suponemos que n = 1. Ahora se consideran las medidas
de probabilidad ν(y) localizadas en los horociclos levantados a el haz tangente unitario usando un campo
vectorial constante, obtiene el siguiente resultado,

Teorema. (Sarnak)[25] Existen números 1 > s1 > s2 > · · · > sp > 1
2

(p puede ser cero, en ese
caso no hay tales números) y ciertas distribuciones correspondientes ν1, ν2, · · · , νp en T1MΓ tal que si
f : T1MΓ −→ C es diferenciable y con soporte compacto entonces:

ν(y)(f) = ν(f) + y1−s1 ν1(f) + · · ·+ y1−sp νp(f) + o(y
1
2 ) (y −→ 0),

donde ν = 1

2πÁrea(MΓ)

dxdydθ
y2 es la medida de Liouville (normalizada) en T1MΓ.

El problema de la equidistribución correspondiente de la foliación horoćıclica en 3 orbidades hi-
perbólicas fue por ejemplo abordado en [7].

En esta tesis trabajamos con la equidistribución de la foliación horoćıclica en el haz tangente unitario
a 3 orbidades de Bianchi con una cúspide. Asumiendo una conjetura sobre continuación meromorfa (o
anaĺıtica) de series de Eisenstein, conjetura (4.6.1), obtenemos el siguiente resultado, el cual es el análogo
del teorema de Sarnak en dimensión 3.



Teorema 0.0.1. Sean D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} y M3
D orbidades de Bianchi con una cúspide

en ∞. Existen números 1 > s1 > s2 > · · · > sp > 0 (p puede ser cero, en ese caso no hay tales
números) y ciertas distribuciones correspondientes ν1, ν2, · · · , νp en T1M

3
D tal que si f : T1M

3
D −→ C

es diferenciable y con soporte compacto entonces:

ν(λ)(f) = ν(f) + λ1−s1 ν1(f) + · · ·+ λ1−sp νp(f) + o(λ) (λ −→ 0),

donde ν = 1
4πVol(M3

D)
sinϑ dxdydλdϑdϕ

λ3 es la medida de Liouville normalizada en T1M
3
D.

Corolario.
ĺım
λ−→0

ν(λ) = ν (débilmente).

En el caṕıtulo 1 repasaremos sobre teoŕıa de números. En particular sobre campos cuadráticos
imaginarios. En este trabajo usaremos los campos Q

√
−D con D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}, estos

campos tienen un anillo de enteros OD que es dominio de Dedekind, un dominio de factorización única y
un dominio de ideales principales. En cierto sentido son lo más parecidos a Z. Las orbidades de Bianchi
M3

D = H3/Γ̂D, donde Γ̂D = PSL(2,OD), son 3 orbidades hiperbólicas de volumen finito con una sola
cúspide en ∞.

En el caṕıtulo 2 de preliminares de grupos y álgebras de Lie recordamos por ejemplo: la representación
adjunta (sección 2), operadores diferenciables, ciertas acciones, el álgebra envolvente universal (sección
3) y los espacios débilmente simétricos (sección 4).

Nuestra herramienta principal para probar el teorema (0.0.1) son las series de Eisenstein Êl
km(g, s),

donde l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l] y s ∈ C tal que Re(s) > 1. Además de sus “proyecciones”:
las series El

km(z, λ, s). Para poder definir las series anteriores necesitaremos las matrices de Wigner
Dl
km(R), con R ∈ SO(3). Éstas surgen de rotar los armónicos esféricos Y l

m(ϑ, ϕ) (sección 3, caṕıtulo 3)
y vienen de las representaciones de los grupos SO(3) y SU(2), en el caṕıtulo 3 repasamos los cálculos
de Wigner [29] para obtener las fórmulas

Dl
km

(
R
)

= Dl
km

(
ROT (θ, χ, φ)

)
= eikθ dlkm(χ) eimφ,

Y l
m

(
R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
k=−l

Dl
km(R) · Y l

k(ϑ, ϕ),

dondeR es expresada usando sus ángulos de Euler comoR = ROT (θ, χ, φ). Además dlkm(χ) con χ ∈ [0, π]
es conocida como matriz pequeña de Wigner, definida en la sección 3. En la sección 4 del mismo
caṕıtulo damos la demostración de un lema técnico para obtener una expresión manejable para dlkm(χ),
importante para encontrar los coeficientes de Fourier de las series El

km(z, λ, s).

El caṕıtulo 4 está dedicado a los resultados básicos de series de Eisenstein, por ejemplo: definiciones,
convergencia, invarianza, expansión de Fourier. Al final del caṕıtulo (sección 4) presentamos una conje-

tura sobre la continuación meromorfa (o anaĺıtica) de las series de Eisenstein Êl
km(g, s), esta conjetura es

tomada (y asumida) en la tesis de doctorado de B. Louvel [18], que estudia el comportamiento asintóti-
co de ciertas sumas análogas a sumas de Kloosterman. También, en la tesis de L. Guleska [12] asumen
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dicha conjetura, Guleska estudia una generalización a campos cuadráticos imaginarios de una fórmula
que relaciona los coeficientes de Fourier de formas modulares real anaĺıticas a sumas de Kloosterman.

En el caṕıtulo 8 (caṕıtulo principal de la tesis) demostraremos el teorema (0.0.1), esto, asumiendo
la conjetura sobre la continuación meromorfa (o anaĺıtica) de las series de Eisenstein. Siguiendo las
ideas de Zagier [31] y Sarnak [25] nosotros generalizamos el Método de Rankin-Selberg en este contexto,
que explicamos brevemente. Para cada λ > 0 consideramos las medidas de probabilidad ν(λ) en T1M

3
D

(sección 1, definición (8.1.2)). Sea f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, es decir, f es diferenciable y con soporte compacto,

consideramos la transformada de Mellin de la siguiente función

λ ∈ R+ −→ ν(λ)(f) ∈ C,

es decir,

M(f, s) =

∫ ∞
0

ν(λ)(f)λs−2dλ,

y donde

ν(λ)(f) =
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1) dxdy,

con ΛD la ret́ıcula asociada a OD, además, |ΛD| indica el área de R2/ΛD. Probaremos en el caṕıtulo 8,
sección 1, que:

M(f, s) =
[Γ∞ : Γ′∞]

|ΛD|

∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
k=−l

Y l
m(~e1)

∫
FD

f̂ lk(z, λ) H l
km(z, λ, s)

dxdydλ

λ3
,

donde FD es un dominio fundamental de ΓD,H l
km(z, λ, s) son módulo una constante las series El

km(z, λ, s).

Además, f̂ lk(z, λ) son los coeficientes en la expansión de Laplace de f restringuida a las fibras S2.

Tomando residuos en s = 1 en la fórmula anterior, demostraremos que:

Res
(
M(f, s), s = 1

)
= ν(f),

donde ν es la medida canónica Riemanniana normalizada en T1M
3
D.

La demostración del teorema (0.0.1) se sigue de utilizar el Teorema del residuo de Cauchy para la
función h : C −→ C dada por h(s) = M(f, s)λ1−s en la franja { s ∈ C ; 0 ≤ Re(s) ≤ 3 }.

Una buena parte de nuestro trabajo se hizo con la idea de poder demostrar la continuación meromorfa
(o anaĺıtica) de las series de Eisenstein Êl

km(g, s). Como al final conjeturamos eso, los resultados al
respecto no son requeridos en la demostración del teorema (0.0.1).

Como mencionamos antes las series El
km(z, λ, s) admiten un desarrollo en series de Fourier:

El
km(z, λ, s) =

∑
γ∈Λ∗D

blkm(λ, s)γ e
2πi 〈z,γ〉,

donde Λ∗D es la ret́ıcula dual a ΛD. Siguiendo las ideas de Selberg en [16], un primer paso para demostrar
la continuación meromorfa (o anaĺıtica) es probar que el coeficiente cero de Fourier blkm(λ, s)~0 definido



para Re(s) > 1 admite una continuación meromorfa (o anaĺıtica) a todo C. En el caṕıtulo 5, sección
2, subsección 3, calculamos el coeficiente general de Fourier blkm(λ, s)γ de las series El

km(z, λ, s). En
particular, calculamos el coeficiente cero de Fourier blkm(λ, s)~0 en casos (sección 2, subsecciones 4,5,6 y
7). Por ejemplo, sea

RD =


2 si D = 1
3 si D = 3
1 si D ∈ {2, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.

Si k ∈ N tal que RDk ∈ [0, l] probaremos que:

blRDk,−RDk(λ, s)~0 =
FD
RD

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δk +

λ1−s 2π

22l · |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
(l +RDk)! (l −RDk)! ·

L
(
s, χ−2RDk

)
L
(
s+ 1, χ−2RDk

) ·Θl
RDk,−RDk(s),

donde Θl
RDk,−RDk(s) es una cierta función que involucra funciones gamma. Además, L

(
s, χm

)
con m ∈ Z

(dependiendo del campo de números Q
√
−D ) son funciones L de Hecke asociadas al caracter χm. Ver

caṕıtulo 1, para caracteres de Hecke y funciones L de Hecke. Si l = k = m = 0 tenemos que:

b0
00(λ, s)~0 = λ1+s + πλ1−s 1

s |ΛD| [Γ∞ : Γ′∞]
· ζD (s)

ζD (s+ 1)
.

El coeficiente cero es bien conocido ya que es el coeficiente cero de la serie de Eisenstein clásica E(z, λ, s).

Otro paso importante para demostrar la continuación meromorfa es el hecho de que cierta álgebra
de operadores es conmutativa. Explicamos brevemente los resultados en dimensión 2. La teoŕıa se puede
seguir en el libro de Kubota [16], caṕıtulo VI (Generalizations of Eisenstein Series). Sea G = SL(2,R)
con cierta métrica Riemanniana g, el grupo H = SL(2,R)×SO(2) actúa de manera natural en SL(2,R),
además, actúa transitivamente y por isometŕıas. Por otro lado, existe una cierta isometŕıa µ : G −→ G tal
que el triple

(
(G, g), H, µ

)
es un espacio débilmente simétrico (ver caṕıtulo 2, sección 4 para definiciones

y resultados de espacios débilmente simétricos). Lo anterior implica que el álgebra A generada por:

A = 〈A1, X
2
1 +X2

2 〉

es conmutativa. Esto es,
[A1, X

2
1 +X2

2 ] = 0, (4)

y donde

X1 =

(
1 0
0 −1

)
, X2 =

(
0 1
1 0

)
, A1 =

(
0 −1
1 0

)
.

Es conveniente decir que en este caso es fácil probar directamente que A es conmutativa demostrando la
identidad (4). Dicha álgebra es isomorfa a un álgebra L(A) de operadores diferenciables H-invariantes
en SL(2,R). Un hecho fundamental en la teoŕıa de series de Eisenstein es que son eigenfunciones de
tales operadores diferenciables. En este caso, para los generadores tenemos que:

L(A1)En(g, s) = −in · En(g, s),

L(X2
1 +X2

2 )En(g, s) = c(s, n) · En(g, s),

para cierta constante c(s, n).
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En el caṕıtulo 6, sección 1, consideramos G = SL(2,C) con cierta métrica Riemanniana g construida
usando la forma bilineal de Killing. El grupo H = SL(2,C) × SU(2) actúa en G = SL(2,C) transi-
tivamente y por isometŕıas. Por medio de la descomposición polar de SL(2,C) (sección 2) damos una
isometŕıa µ : G −→ G. Usando una equivalencia de espacios débilmente simétricos debida a Ziller [32],
demostramos que el triple

(
(G, g), H, µ

)
es un espacio débilmente simétrico (sección 3). Como conse-

cuencia de los resultados de Selberg en [26], el álgebra L(A) de operadores diferenciables de todos los
órdenes y H-invariantes en SL(2,C) es conmutativa. En la sección 4 damos los generadores O1,O2 y O3

de A y probamos directamente que es conmutativa. Esto es, demostramos que

[O1,O2] = [O2,O3] = [O1,O3] = 0.

En el caṕıtulo 7 probamos que las series de Eisenstein Êl
km(g, s) son eigenfunciones de los operadores

en L(A), para los generadores tenemos el siguiente resultado:

Teorema. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Las series de Eisenstein Êl
km(g, s) son

eigenfunciones de los operadores L(O1), L(O2) y L(O3). Si k = m tenemos que:

L(O1) Êl
kk(g, s) = −k2 · Êl

kk(g, s),

L(O2) Êl
kk(g, s) = (1 + s)2 · Êl

kk(g, s),

L(O3) Êl
kk(g, s) = iks · Êl

kk(g, s).

Si k 6= m entonces

L(O1) Êl
km(g, s) = L(O2) Êl

km(g, s) = L(O3) Êl
km(g, s) = 0.



CHAPTER 1

Preliminares de Teoŕıa de Números

En la sección 1 de este caṕıtulo daremos un repaso sobre campos de números algebraicos, su anillo
de enteros, ideales, el grupo de clases de ideales y la función zeta de Dedekind, haciendo énfasis en los
campos cuadráticos imaginarios de clase 1, que son los que utilizaremos en esta tesis.

En la sección 2 repasaremos sobre caracteres de Hecke y la función L de Hecke asociada a dichos
caracteres, de nuevo, haciendo énfasis en los caracteres que usaremos.

En la sección 3 recordaremos la función ϕD de Euler asociada a OD, el anillo de enteros de Q
√
−D,

análoga a la función ϕ de Euler asociada a Z.

Si Γ = SL(2,Z), en el coeficiente cero de Fourier de la serie de Eisenstein asociada a Γ aparece la
función φ(s), con Re(s) > 1, dada por:

φ(s) =
∑

∗ ∗
c d

∈Γ

c>0, d(mod c)

1

|c|2+2s
.

Se cumple la siguiente identidad:

φ(s) =
∞∑
n=1

ϕ(n)

n2s+2
=
ζ(2s+ 1)

ζ(2s+ 2)
, (1.1)

donde ζ(s) es la función zeta de Riemann. En el caṕıtulo 3 estudiaremos una generalización de las
series de Eisenstein asociadas a grupos de Bianchi ΓD. En el coeficiente cero de su expansión de Fourier
aparecerá una cierta función φm,~0(s), donde m ∈ Z y s ∈ C tal que Re(s) > 1. El resultado principal de
la sección 3 (y de el caṕıtulo 1) será demostrar un análogo de la fórmula (1.1) como sigue:

φm,~0(s) =
∑

06=c∈OD

ϕD(c) ·M(c)m

|c|2+2s
=

L(s, χm)

L(s+ 1, χm)
,

donde m depende del campo cuadrático Q
√
−D, y L(s, χm) es la función L de Hecke asociada a un

cierto caracter de Hecke χm.

1.1 — Campos de números y la función zeta de Dedekind

Definición. Los números naturales denotados N son el conjunto siguiente:

N = {0, 1, 2, 3, . . .}.
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Definición. Un campo de números algebraico es una extensión algebraica finita de el campo de los
números racionales Q.

Ejemplo. Q
√
D, con D ∈ Z libre de cuadrados.

Ejemplo. Q(εn), donde εn = e
2πi
n .

Definición. Un campo de números cuadrático imaginario es un campo de números algebraico de
la forma Q

√
−D donde D ∈ N− {0} y libre de cuadrados. Denotamos a estos campos por KD.

Ejemplo. K1 = Q
√
−1, K3 = Q

√
−3, K5 = Q

√
−5.

El campo de números Q contiene al anillo de enteros Z. Un campo de números algebraico K también
tiene asociado un anillo de enteros OK dado por la siguiente:

Definición. El anillo de enteros de un campo de números algebraico K (denotado OK), es el anillo
de elementos contenidos en K que son ráıces de polinomios mónicos con coeficientes enteros.

Ejemplo 1.1.1. El anillo de enteros del campo cuadrático imaginario Q
√
−D (denotado OD), donde

D ∈ N−{0} y libre de cuadrados, está definido por la siguiente tabla (ver teorema 4.2.2 de [27], página
63, para una demostración).

OD =

{
Z
[
i
√
D
]

si D ≡ 1, 2 mod 4

Z
[

1
2

+ i
√
D
2

]
si D ≡ 3 mod 4

(1.2)

Algunos ejemplos concretos son los siguientes:

O1 = Z[i], llamados enteros de Gauss.

O3 = Z
[

1
2

+ i
√

3
2

]
, llamados enteros de Eisenstein.

O5 = Z
[
i
√

5
]
.

Definición. Sea wD ∈ H2 con Im(wD) > 0 dada por

wD :=

{
i
√
D si D ≡ 1, 2 mod 4

1+i
√
D

2
si D ≡ 3 mod 4

Definición. El anillo OD nos da una ret́ıcula ΛD ⊂ C generada por 1 y wD, esto es,

ΛD = Z+ wDZ = OD. (1.3)

La norma en KD es una función que mide el “tamaño” de los elementos. Se puede definir para
cualquier campo K pero aqúı solo daremos la definición para los campos que ocuparemos.

Definición 1.1.2. La norma en KD es una función N : KD −→ R dada por

N (α) = α · α = |α|2,

con α ∈ KD ⊂ C.



Definición. α ∈ OK es una unidad si tiene inverso multiplicativo en OK , es decir, si existe β ∈ OK tal
que α · β = 1. Denotaremos por O×K al conjunto de unidades de OK y por O×D al conjunto de unidades
del anillo de enteros OD de KD.

Definición 1.1.3. Un elemento p ∈ OD, p 6= 0 y p /∈ O×D es primo si no puede ser descompuesto como
p = ab con a, b ∈ OD, a menos que a ó b sean unidades.

Lema 1.1.4. Si α ∈ OD entonces N(α) ∈ N.

Demostración. Existen a, b ∈ Z tales que

α =

{
a+ bi

√
D si D ≡ 1, 2 mod 4

a+ b
[

1
2

+ i
√
D
2

]
si D ≡ 3 mod 4

Si D ≡ 1, 2 mod 4 tenemos que N(α) = (a+ b i
√
D)(a− b i

√
D) = a2 + b2D ∈ N.

Si D ≡ 3 mod 4 existe m ∈ N tal que D = 3 + 4m. Luego

N(α) =
(
a+

b

2
+ i

b

2

√
D
)(
a+

b

2
− i b

2

√
D
)

=
(
a+

b

2

)2

+
b2D

4

= a2 + ab+
b2

4
+
b2D

4
= a2 + ab+

b2

4
+
b2

4

(
3 + 4m

)
= a2 + ab+

b2

4
+

3b2

4
+ b2m = a2 + ab+ b2 + b2m ∈ N.

Lema 1.1.5. α ∈ O×D ⇐⇒ α ∈ OD y cumple que N(α) = 1.

Demostración. Si α ∈ O×D existe β ∈ OD tal que α · β = 1, luego

1 = N(1) = N(α · β)

= (α · β) · (α · β) = α · α · β · β
= N(α)N(β).

Pero por el lema (1.1.4) sabemos que N(α),N(β) ∈ N, por lo que necesariamente N(α) = 1.

Inversamente, si α ∈ OD y cumple la condición N(α) = 1 entonces N(α) = α · ᾱ = 1, donde
ᾱ ∈ OD, luego α ∈ O×D.

Las unidades de OD están dadas por el siguiente lema.

Lema 1.1.6.

O×D =


{±1,±i} si D = 1
{±1, e±i

π
3 , e±2iπ

3 } si D = 3
{±1} si D = 2, 7, 11, 19, 43, 67, 163.

Demostración. Sean a, b ∈ Z.
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Si a+ bi ∈ O1 entonces N(a+ bi) = a2 + b2, luego

a = ±1 y b = 0

N(a+ bi) = 1 ⇔ a2 + b2 = 1 ⇔ ó ⇔ a+ bi ∈ {±1,±i}.
a = 0 y b = ±1

Si a+ bi
√

2 ∈ O2 entonces N(a+ bi
√

2) = a2 + 2b2, luego

N(a+ bi
√

2) = 1 ⇔ a2 + 2b2 = 1 ⇔ a = ±1 y b = 0 ⇔ a+ bi
√

2 ∈ {±1}.

Si a+ b
2

+ ib
2

√
3 ∈ O3 entonces N

(
a+ b

2
+ ib

2

√
3
)

= a2 + ab+ b2

4
+ 3b2

4
= a2 + ab+ b2, luego

a2 + ab+ b2 = 1 ⇔

a = ±1 y b = 0
ó

a = 0 y b = ±1
ó

a = 1 y b = −1
ó

a = −1 y b = 1

⇔ a+ b
2

+ ib
2

√
3 ∈ {±1,±1

2
± i
√

3
2
}.

Sea D ∈ {11, 19, 43, 67, 163}, por lo que D ≡ 3 mod 4. Consideremos a+ b
2

+ bi
2

√
D ∈ OD, luego

N
(
a+ b

2
+ bi

2

√
D
)

= 1 ⇔ (a+ b
2
)2 + b2D

4
= 1 ⇔ a = ±1 y b = 0

⇔ a+ b
2

+ bi
2

√
D ∈ {±1}.

Definición. El discriminante (denotado dD) de un campo cuadrático imaginario KD = Q
√
−D

está dado por

dD =

{
−4D si D ≡ 1, 2 mod 4
−D si D ≡ 3 mod 4

(1.4)

El discriminante aparecerá más adelante en la fórmula de clase. Ahora recordamos los conceptos de
ideales para dar la definición del grupo de clases de ideales y número de clase.

Definición. Sea I ⊆ OK , I es un ideal integral si (I,+) es un subgrupo de (OK ,+) y absorbe la
multiplicación, es decir, si α ∈ OK , x ∈ I entonces α · x ∈ I.

Definición. Un ideal I es un ideal integral primo si ∀a, b ∈ OK tal que a · b ∈ I entonces a ∈ I
ó b ∈ I.

Definición. Un ideal a es un ideal integral principal si está generado por un elemento, es decir, si
existe α ∈ OK tal que

a = (α) = α · OK .

Definición. Denotamos por PK al conjunto de todos los ideales integrales principales de OK y por PD
al conjunto de todos los ideales integrales principales de OD.

Recordaremos la función zeta de Dedekind, pero para eso necesitamos el concepto de norma de un
ideal, que es una generalización del concepto de norma de elementos en un campo.



Definición. La norma de un ideal integral a de OK está definida por la fórmula siguiente

N (a) =
∣∣OK/a∣∣.

Si a = (α) es un ideal integral principal de OD entonces,

N (a) =
∣∣OD/a∣∣ = N (α).

Definición. Sea J ⊆ K, J es un ideal fraccionario de K si (J,+) es un subgrupo de (K,+) que
cumple las siguientes condiciones:

1. J = Zα + Zβ, donde α, β ∈ K y son linealmente independientes sobre Z.

2. Existe δ ∈ K tal que δ · J ⊆ J .

El elemento δ elimina los “denominadores” lo cual justifica el nombre, sin embargo, los ideales
fraccionarios son una nueva clase de objetos, no son ideales con una propiedad extra. Además, no
necesariamente están contenidos en OK , cuando esto sucede, dichos ideales fraccionarios son de hecho
ideales integrales de OK . Este párrafo fué tomado de [27], página 77. Un subconjunto importante de los
ideales fraccionarios son los siguientes.

Definición. Sea δ ∈ K − {0}, el conjunto

δ · OK = {δ · α ; α ∈ OK} ⊂ K

es un ideal principal fraccionario.

Ejemplo. En K1 = Q
√
−1, 1

2
Z[i] es un ideal principal fraccionario de K1 que no es un ideal integral de

Z[i].

Si J es un ideal fraccionario de K, entonces

J−1 := {α ∈ J ; α · J ⊆ OK}

es también un ideal fraccionario. Si J2 es otro ideal fraccionario, se puede definir el producto J · J2 el
cual es de nuevo un ideal fraccionario. Se tiene el siguiente teorema, para una demostración consultar
[27], página 78.

El conjunto de todos los ideales principales fraccionarios de K forman un grupo, denotado IK , cuyo
neutro es OK .

Sea α ∈ K×, existe β ∈ K tal que α · β = 1. Podemos considerar el ideal principal fraccionario
(α) ∈ IK , y definimos el homomorfismo div : K× −→ IK dado por

div(α) = (α) ∈ IK .

Definición. El grupo de clases de ideales de K, denotado ClK está dado por

ClK = IK/Im(div).

El grupo ClK es un grupo finito, ver teorema 4.11 en [19], página 128, para una demostración. Por
lo que tiene sentido la siguiente:

16



Definición. El número de clase de K, denotado hK , está dado por la fórmula

hK =
∣∣ClK∣∣.

El siguiente teorema nos dice cuales son todos los campos cuadráticos imaginarios de clase 1,

Teorema. (Stark-Heegner) Sea KD = Q
√
−D con D ∈ N − {0} y libre de cuadrados. El número de

clase de KD es 1 ⇐⇒ D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.
El anillo de enteros OK de cualquier campo de números K es un dominio de Dedekind. Un teorema

general de álgebra nos dice que OK es un dominio de factorización única ⇐⇒ OK es un dominio de
ideales principales. El siguiente teorema nos da cuales de los OD son dominios de factorización única,

Teorema. (Gauss-Baker-Stark) Sea OD el anillo de enteros de un campo cuadrático imaginario Q
√
−D,

D ∈ N− {0}. OD es un dominio de factorización única ⇐⇒ D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.
Resumiendo, si D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces OD es un dominio de Dedekind, un domi-

nio de factorización única y un dominio de ideales principales.

Informalmente, el grupo de clases de ideales deK mide la falla deOD a ser un dominio de factorización
única. Esto explica la coincidencia entre los anillos de enteros de campos cuadráticos imaginarios de
número de clase 1 (Teorema de Stark-Heegner) y los anillos de enteros de campos cuadráticos imaginarios
que son dominios de factorización única (Teorema de Gauss-Baker-Stark).

Definición. La función zeta de Dedekind de KD está definida por las series

ζD(s) =
∑
a

1[
N(a)

]s ,
para s ∈ C con Re(s) > 1, y la suma es sobre todos los ideales integrales a (no cero) de OD.

Dedekind demostó que las series anteriores convergen absolutamente para Re(s) > 1. Además, que
ζD(s) admite una continuación meromorfa a todo C con polos simples en s = 1 y s = 0. El residuo en
s = 1 está dado por la fórmula de número de clase,

Res(ζD(s), s = 1) =
2π · hD
wD
√
|dD|

,

donde dD es el discriminante de KD, hD es el número de clase de KD y wD := |O×D|.

1.2 — Caracteres de Hecke y funciones L de Hecke

Sea KD un campo cuadrático imaginario de clase 1 y consideremos m := OD ideal trivial de KD.
Siguiendo la definición de caracteres de Hecke y el ejemplo 1.5.7 en [6], página 14, tenemos la siguiente
definición adaptada a las condiciones anteriores. Solo ocuparemos dichos caracteres.

Definición 1.2.1. Un caracter de Hecke de peso χn y módulo trivial m en KD es un homomorfismo

χn : PD −→ S1 ⊂ C,

para algún n ∈ Z y definido mediante la siguiente igualdad

χn
(
a
)

= χn
(
(α)
)

=

(
α

|α|

)n

, ∀a = (α) ∈ PD,

recordamos aqúı que PD es el conjunto de todos los ideales integrales principales de OD. Simplemente
diremos que χn es un caracter de Hecke.



En los caṕıtulos posteriores necesitaremos considerar la función M ,

Definición. La función módulo M : C− {~0} −→ S1 ⊂ C se define por la siguiente regla:

M(z) =
z

|z|
.

Si c ∈ OD entonces la relación entre los caracteres de Hecke y la función M está dada por

χn
(
(c)
)

= M(c)n. (1.5)

Lema 1.2.2. Si a es un ideal integral principal de OD y α ∈ OD tal que a = (α) entonces

a = (α) = (εα), ∀ε ∈ O×D.

Demostración. Si ε ∈ O×D entonces probaremos primero que

ε−1 · OD = OD. (1.6)

⊆
)

Sea φ ∈ ε−1 · OD entonces φ = ε−1 · γ con γ ∈ OD. Además, ε−1 ∈ OD ya que ε ∈ OD y OD
es un anillo. Por lo que el producto φ = ε−1 · γ ∈ OD.

⊇
)

Sea φ ∈ OD, tenemos que φ = ε−1(ε · φ), pero ε · φ ∈ OD ya que ε, φ ∈ OD y OD es un anillo.
Por tanto, φ ∈ ε−1 · OD.

Por otra parte, tenemos la siguiente cadena de igualdades

a = (α) = α · OD
= εα · ε−1OD
= εα · OD por (1.6)

= (εα).

Sea χn un caracter de Hecke en OD, si a es un ideal principal integral de OD, por el lema (1.2.2),

a = (α) = (εα)

con ε ∈ O×D. Por lo tanto,

χn(a) =

(
εα

|εα|

)n

por la definición (1.2.1)

=

(
ε

|ε|

)n(
α

|α|

)n

= εn · χn
(
a
)

por el lema (1.1.5) (1.7)

Por la fórmula en (1.7) concluimos que la condición sobre n ∈ Z para que χn sea un caracter de
Hecke en OD es la siguiente:

εn = 1, ∀ ε ∈ O×D. (1.8)

En caṕıtulos posteriores necesitamos conocer todos los caracteres de Hecke en OD.
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Lema. χn es un caracter de Hecke en OD (definición (1.2.1)) siempre que

n ∈


4Z si D = 1
6Z si D = 3
2Z si D = 2, 7, 11, 19, 43, 67, 163

Demostración. Por (1.8) basta verificar que εn = 1 ∀ε ∈ O×D. Recordemos que por el lema (1.1.6)

O×D =


{±1,±i} si D = 1
{±1, e±i

π
3 , e±2iπ

3 } si D = 3
{±1} si D = 2, 7, 11, 19, 43, 67, 163.

Como (±1)4 = (±i)4 = 1, tenemos que ε4n = 1 ∀n ∈ Z, ∀ε ∈ O×1 .

Como (±1)6 = (e±i
π
3 )6 = (e±2iπ

3 )6 = 1, tenemos que ε6n = 1 ∀n ∈ Z, ∀ε ∈ O×3 .

Sea D ∈ {11, 19, 43, 67, 163}, como (±1)2 = 1, tenemos que ε2n = 1 ∀n ∈ Z, ∀ε ∈ O×D.

Hecke define las siguientes series,

Definición 1.2.3. Sea χm un caracter de Hecke para KD, las funciones L de Hecke están definidas
por la fórmula:

L(s, χm) =
∑
a

χm(a)[
N(a)

]s =
∏
p∈OD
p primo

1

1− χm(p) · |p|−2s
,

para s ∈ C con Re(s) > 1 y la suma es sobre todos los ideales integrales a no cero de OD.

Hecke probó que las series anteriores convergen absolutamente para Re(s) > 1. La continuación, en
este caso anaĺıtica, está dada por el siguiente teorema,

Teorema 1.2.4. (Hecke) Si χn 6= 1 (n 6= 0) es un caracter de Hecke no trivial y primitivo en OD
entonces la función L de Hecke L(s, χn) admite una continuación anaĺıtica a todo C.

Ejemplo 1.2.5. Sea n = 0 y consideramos KD un campo cuadrático imaginario de clase 1 con OD su
anillo de enteros. Si a = (α) un ideal integral no cero de OD (todo ideal no cero es ideal principal en
OD), se tiene que

χ0(a) =

(
α

|α|

)0

= 1.

Por lo que

L(s, χ0) =
∑
a

χn(a)[
N(a)

]s =
∑
a

1[
N(a)

]s = ζD(s).



1.3 — Función ϕD de Euler y la función φm,~0(s)

Primero recordaremos lo que ocurre en dimensión 2, es decir, la función ϕ de Euler, y la función
φ(s) que aparece en el coeficiente cero de Fourier de la serie de Eisenstein asociada a Γ = SL(2,Z). La
función φ(s) es un cociente de la función zeta de Riemann.

Definición 1.3.1. Si x, y, c ∈ R, entonces

x ≡ y modZ c ⇐⇒ ∃n ∈ Z tal que x− y = cn.

Definición 1.3.2. Sean I := (0, 1], c, d ∈ R, definimos d(modZ c) ∈ R como el único número real tal
que cumple las siguientes condiciones:

d ≡ d(modZ c) modZ c.

d(modZ c) ∈ cI.

Observamos que 0 < d(modZ c) ≤ c. Para no cargar la notación omitiremos la ret́ıcula Z, es decir,
nos referiremos a d(modZ c) simplemente como d(mod c).

Sea s ∈ C tal que Re(s) > 1, Γ = SL(2,Z) y consideramos la función φ(s), que aparece en el
coeficiente cero de Fourier de las series de Eisenstein asociadas a Γ, y definida como sigue:

φ(s) : =
∑

∗ ∗
c d

∈Γ

c>0, d(mod c)

1

|c|2+2s
=

∑
06=c∈N

[ ∑
d∈N tal que∗ ∗
c d

∈Γ

d=d(mod c)

1

|c|2s+2

]
=
∑

0 6=c∈N

ϕΓ(c)

|c|2s+2

donde

ϕΓ(c) = #

{
d(mod c) ∈ R ;

(
∗ ∗
c d(mod c)

)
∈ Γ

}
= #

{
d ∈ N ; 0 < d ≤ c ,

(
∗ ∗
c d(mod c)

)
∈ Γ

}
= #

{
d ∈ N ; 0 < d ≤ c ,

(
∗ ∗
c d

)
∈ Γ

}
= #

{
d ∈ N ; 0 < d ≤ c , (c, d) = 1

}
= ϕ(c),

reconocemos la función ϕ de Euler. Por tanto,

φ(s) =
∑

06=c∈N

ϕ(c)

|c|2s+2
=
∞∑
n=1

ϕ(n)

n2s+2
.

Por otra parte, si Re(s) > 2 se cumple

∞∑
n=1

ϕ(n)

ns
=

ζ(s− 1)

ζ(s)
, (1.9)

ver [1], página 231, para una demostración.
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Ahora, si Re(s) > 1 entonces Re(2s + 2) = 2Re(s) + 2 > 2 + 2 = 4 > 2, aplicando la identidad en
(1.9) concluimos que:

∞∑
n=1

ϕ(n)

n2s+2
=

ζ(2s+ 2− 1)

ζ(2s+ 2)
=
ζ(2s+ 1)

ζ(2s+ 2)
.

Resumiendo, si Re(s) > 1 entonces

φ(s) =
ζ(2s+ 1)

ζ(2s+ 2)
.

Regresamos al caso complejo. Sean z, w, c ∈ C, decimos que z ≡ w modΛD c ⇐⇒ ∃α ∈
OD tal que z − w = c α. Veremos que esto define una relación de equivalencia.

z ≡ z modΛD c, ya que ~0 ∈ OD y z − z = ~0 = c~0.

Si z ≡ w modΛD c, existe α ∈ OD tal que z − w = c α ⇐⇒ w − z = c (−α) ⇐⇒ w ≡ z modΛD c.

Si z ≡ w modΛD c existe α ∈ OD tal que z − w = c α.

Si w ≡ v modΛD c existe β ∈ OD tal que w − v = c β.

Por tanto, z − v = c (α + β) =⇒ z ≡ v modΛD c.

Ejemplo.

z ≡ w modΛ1 1 ⇐⇒ ∃α ∈ O1 tal que z − w = 1α = α⇐⇒ z − w ∈ Z[i].

Ejemplo. Se cumple que
1√
2

+
i√
2
≡
√

2i modΛ1 e
iπ

4

ya que

1√
2

+
i√
2
−
√

2i =
1√
2

+
i√
2
− 2i√

2

=
1√
2
− i√

2
=
( 1√

2
+

i√
2

)
(−i)

= ei
π
4 (−i).

Definición 1.3.3. Sea PD la región delimitada por el paralelogramo fundamental de la ret́ıcula ΛD, ver
figura (1.1). Sean c, d ∈ C, d(modΛDc) ∈ C es el único número complejo tal que cumple las siguientes
condiciones:

d ≡ d(modΛDc) modΛD c.

d(modΛDc) ∈ cPD.

Notamos que si c, d ∈ OD entonces d(modΛDc) ∈ OD. Por otra parte, usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.3.4. Sea ΓD = SL(2,OD). Entonces(
∗ ∗
c d

)
∈ ΓD ⇐⇒

(
∗ ∗
c d(modΛDc)

)
∈ ΓD.



0

Figura 1.1: La región PD.

Demostración. ⇒) ∃ a, b ∈ OD tal que
ad− bc = 1. (1.10)

Por la definición (1.3.3) existe α ∈ OD tal que

d− d(modΛDc) = cα ⇐⇒ d = d(modΛDc) + cα. (1.11)

Sustituyendo (1.11) en (1.10) tenemos

a
(
d(modΛDc) + cα

)
− bc = 1 ⇐⇒ a · d(modΛDc) + acα− bc = 1

⇐⇒ a · d(modΛDc)− c(b− aα) = 1

luego, (
a b− aα
c d(modΛDc)

)
∈ ΓD.

⇐) ∃ a, b ∈ OD tal que
a
(
d(modΛDc)

)
− bc = 1. (1.12)

Por la definición (1.3.3) existe α ∈ OD tal que

d− d(modΛDc) = cα ⇐⇒ d(modΛDc) = d− cα. (1.13)

Sustituyendo (1.13) en (1.12) tenemos

a(d− cα)− bc = 1 ⇐⇒ ad− acα− bc = 1

⇐⇒ ad− c(aα + b) = 1

luego, (
a aα + b
c d

)
∈ ΓD.

Definición 1.3.5. Se define la función ϕD : OD −→ N como sigue:

ϕD(c) = #

{
d ∈ OD ;

(
∗ ∗
c d(modΛDc)

)
∈ ΓD

}
, ∀c ∈ OD.

La función ϕD es la generalización de la función ϕ de Euler para el anillo OD.
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Figura 1.2: ϕ1(2 + i) = #{i, 1 + i, 2i, 1 + 2i} = 4.

Ejemplo. Para D = 1, se tiene que O1 = Z[i]. Sea c = 2 + i, entonces

ϕ1(2 + i) = #{i, 1 + i, 2i, 1 + 2i} = 4,

ya que (
−i 0

2 + i i

)
,

(
−1 −1

2 + i 1 + i

)
,

(
1 i

2 + i 2i

)
,

(
1− i 1
2 + i 1 + 2i

)
∈ Γ1.

Además, ver figura (1.2), {i, 1 + i, 2i, 1 + 2i} ∈ (2 + i)P1.

Lema 1.3.6. Se cumple la siguiente identidad:

ϕD(c) = #

{
d ∈ OD ; d ∈ cPD,

(
∗ ∗
c d

)
∈ ΓD

}
.

Demostración.

ϕΓD(c) = #

{
d ∈ OD ;

(
∗ ∗
c d(modΛDc)

)
∈ ΓD

}
por la definición (1.3.5)

= #

{
d ∈ OD ; d ∈ cPD,

(
∗ ∗
c d(modΛDc)

)
∈ ΓD

}
por (1.3.3)

= #

{
d ∈ OD ; d ∈ cPD,

(
∗ ∗
c d

)
∈ ΓD

}
por el lema (1.3.4)

Como mencionamos en la introducción del caṕıtulo, la función φm,~0(s) para m ∈ Z y s ∈ C tal que

Re(s) > 1 aparece en el coeficiente cero de Fourier de las series de Eisenstein generalizadas Êl
km(g, s),



definidas en el caṕıtulo 4. Recordemos que ΓD = SL(2,OD), se tiene la siguiente cadena de identidades:

φm,~0(s) :=
∑

∗ ∗
c d

∈ΓD

c6=0, d=d(modΛD
c)

M(c)m

|c|2+2s

=
∑

06=c∈OD tal que∗ ∗
c ∗

∈ΓD

[ ∑
d∈OD tal que∗ ∗
c d

∈ΓD

d=d(modΛD
c)

M(c)m

|c|2s+2

]

=
∑

06=c∈OD

[ ∑
d∈OD tal que∗ ∗
c d

∈ΓD

d=d(modΛD
c)

M(c)m

|c|2s+2

]

=
∑

06=c∈OD

[ ∑
d∈OD tal que∗ ∗
c d

∈ΓD

d=d(modΛD
c)

1

]
M(c)m

|c|2s+2

=
∑

06=c∈OD

ϕD(c) ·M(c)m

|c|2+2s
por la definición (1.3.5)

Resumiendo,

φm,~0(s) =
∑

06=c∈OD

ϕD(c) ·M(c)m

|c|2+2s
. (1.14)

Ahora damos una definición algebraica para ϕD, análoga a la que se tiene para Z, es decir, si n ≥ 1

ϕ(n) =
∣∣∣(Z/nZ)×∣∣∣.

Lema 1.3.7. Sea c ∈ OD, c 6= 0, se tiene que

ϕD(c) =
∣∣∣(OD/(c)

)×∣∣∣.
Demostración. Sea c ∈ OD, c 6= 0, consideremos el conjunto A(c) definido como sigue

A(c) =

{
d ∈ OD ; d ∈ cPD,

(
∗ ∗
c d

)
∈ ΓD

}
.

Por el lema (1.3.6)

ϕD(c) =
∣∣∣A(c)

∣∣∣. (1.15)
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Sea la función f : A(c) −→
(
OD/(c)

)×
definida por medio de siguiente fórmula:

f(d) = [d] = d+ cOD.

Primero verificamos que [d] ∈
(
OD/(c)

)×
. Como

(
∗ ∗
c d

)
∈ ΓD existen a, b ∈ OD tal que

ad− bc = 1 ⇐⇒ ad = 1 + bc, (1.16)

pero entonces podemos probar que [d] = d+ cOD tiene inverso multiplicativo, ya que

[d] · [a] = (d+ cOD)
(
a+ cOD

)
= ad+ cOD
= 1 + bc+ cOD por (1.16)

= 1 + cOD = [1].

Veamos que f es inyectiva: si d1, d2 ∈ A(c) tal que f(d1) = f(d2), entonces

d1 + cOD = d2 + cOD ⇐⇒ d1 − d2 ∈ cOD
⇐⇒ d1 ≡ d2 modΛD c, (1.17)

pero por hipótesis d1, d2 ∈ cPD, por lo que d1 = d2 y entonces f es inyectiva.

Veamos ahora que f es sobreyectiva: si [d] ∈
(
OD/(c)

)×
, por ser [d] unidad existe [a] ∈ OD/(c) con

a ∈ OD tal que



[d][a] = [1] ⇐⇒ [da] = [1]

⇐⇒ ∃ b ∈ OD tal que da− 1 = cb

⇐⇒ ∃ b ∈ OD tal que ad− bc = 1

⇐⇒
(
a b
c d

)
∈ ΓD

⇐⇒
(
∗ ∗
c d(modΛDc)

)
∈ ΓD. por el lema (1.3.4)

(1.18)

Pero por la definición (1.3.3) sabemos que d(modΛDc) ∈ cPD, y que [d(modΛDc)] = [d], luego, f(d) = [d].

Finalmente, por (1.15) y usando que f es una biyección se sigue que:

ϕD(c) =
∣∣∣A(c)

∣∣∣ =
∣∣∣(OD/(c)

)×∣∣∣.
Si D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces OD es un dominio de ideales principales. Por lo que si

I es un ideal en OD existe un único c ∈ OD y posiblemente una unidad ε ∈ O×D tal que I = (εc),

ϕD(εc) =
∣∣∣(OD/(εc)

)×∣∣∣
=

∣∣∣(OD/(c)

)×∣∣∣ = ϕD(c).

Por lo anterior, la función ϕD también se define en ideales.

Definición 1.3.8. Sean D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}, I un ideal en OD, existe c ∈ OD tal que
I = (c). Se define

ϕD(I) = ϕD(c).

Por otra parte, si D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces OD es un dominio de factorización única.
Por lo que para cada ideal I en OD existen ideales primos p1, . . . , pm en OD y r1, . . . , rm ∈ N tal que

I = pr11 · · · prmm .

Lema 1.3.9. Se cumple que

ϕD(I) = ϕD(pr11 · · · prmm ) = ϕD(p1)r1 · · ·ϕD(pm)rm .

Demostración. Usando el Teorema chino del residuo tenemos el siguiente isomorfismo de anillos:

OD/I ∼= OD/pr11
× · · · × OD/prmm ,

y entonces (
OD/I

)× ∼= (OD/pr11

)×
× · · · ×

(
OD/prmm

)×
,
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por tanto
ϕD(I) = ϕΓD(pr11 ) · · ·ϕD(prmm ).

Con los mismos argumentos vemos que

ϕD(pr) = ϕD(p)r, ∀r ∈ N, r ≥ 1.

Otro resultado que nos será útil más adelante es el siguiente.

Lema 1.3.10. Sean D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}, p un ideal primo en OD. Existe p ∈ OD tal que
p = (p) y se cumple la siguiente igualdad

ϕD(pn) = qn−1(q − 1),

donde n ≥ 1 y

q :=
∣∣∣OD/(p)

∣∣∣ = N(p).

Demostración. Existe p ∈ OD tal que p = (p), y pn = (pn). Sea f : OD/(pn) −→ OD/(p) la función definida
por la siguiente igualdad:

f(c+ pnOD) = c+ pOD.

Veamos que f está bien definida: si c1, c2 ∈ OD son tal que c1 + pnOD = c2 + pnOD entonces
c1 − c2 ∈ pnOD, por lo que existe t ∈ OD tal que c1 − c2 = pnt = p(pn−1t), por esto concluimos que
c1 + pOD = c2 + pOD y se sigue que f está bien definida.

Verificaremos ahora que f es un homomorfismo de anillos. Sean c1, c2 ∈ OD,

f
(
(c1 + pnOD) + (c2 + pnOD)

)
= f(c1 + c2 + pnOD)

= c1 + c2 + pOD = (c1 + pOD) + (c2 + pOD)

= f(c1 + pnOD) + f(c2 + pnOD).

f
(
(c1 + pnOD) · (c2 + pnOD)

)
= f(c1c2 + pnOD)

= c1c2 + pOD = (c1 + pOD) · (c2 + pOD)

= f(c1 + pnOD)f(c2 + pnOD).

Veamos que f es sobreyectiva. Sea c+ pOD ∈ OD/(p); luego, f(c+ pnOD) = c+ pOD.

Ahora observamos que ∀ c ∈ OD se cumple que f−1(c+ pOD) ={
c+ a1 · p1 + a2 · p2 + · · ·+ an−1 · pn−1 + pnOD ; am ∈ OD , 0 ≤ N(am) ≤ q− 1 , 1 ≤ m ≤ n− 1

}
, (1.19)

ya que

f(c+ a1 · p1 + a2 · p2 + · · ·+ an−1 · pn−1 + pnOD) = c+ a1 · p1 + a2 · p2 + · · ·+ an−1 · pn−1 + pOD
= c+ pOD.

Por (1.19) sabemos ∣∣∣f−1(c+ p)
∣∣∣ = qn−1, ∀c ∈ OD. (1.20)



Requerimos demostrar la siguiente igualdad:

f−1
((
OD/p

)×)
=
(
OD/pn

)×
. (1.21)

Para ello necesitamos algunos preliminares. Como OD es un dominio de Dedekind y en todo dominio
de Dedekind un ideal primo es maximal concluimos que p es ideal maximal. Por el ejercicio 2, página 25,
de [5] obtenemos que OD/pn es un anillo local para n ≥ 1. Esto es, OD/pn tiene un único ideal maximal
dado por:

I = p/pn .

Por otro lado, usando el ejercicio 2, página 25, también en [5] tenemos la siguiente identidad:(
OD/pn

)×
= OD/pn − I. (1.22)

Si n = 1 entonces OD/p es un campo, luego:(
OD/p

)×
= OD/p − [0] = OD/p − p. (1.23)

Usando (1.22) y (1.23) la fórmula (1.21) es equivalente a la siguiente:

f−1
(
OD/p − p

)
= OD/pn − p/pn . (1.24)

⊆) Si c+ pn ∈ f−1
(
OD/p − p

)
entonces f(c+ pn) 6∈ p. Supongamos que c+ pn ∈ p/pn =⇒ c ∈ p. Por

otra parte,

f(c+ pn) = c+ p

∈ p, ya que c ∈ p

pero esto es una contradicción. Concluimos que c+ pn ∈ OD/pn − p/pn .

⊇) Sea c+ pn ∈ OD/pn − p/pn =⇒ c 6∈ p.

Supongamos que c + pn 6∈ f−1
(
OD/p − p

)
entonces f(c + pn) = c + p ∈ p, pero esto implica que

c ∈ p, lo cual es una contradicción. Concluimos que c+ pn ∈ f−1
(
OD/p − p

)
.

Ahora, por (1.21),

ϕD(pn) =
∣∣∣(OD/pn)×∣∣∣ =

∣∣∣f−1
((
OD/p

)×)∣∣∣,
y entonces

ϕD(pn) =
∣∣∣f−1(c+ p)

∣∣∣ · ∣∣∣(OD/p)×∣∣∣, ∀ c ∈ OD. (1.25)

También sabemos que por (1.23)∣∣∣(OD/p)×∣∣∣ =
∣∣∣OD/p∣∣∣− 1

= N(p)− 1 = q − 1. (1.26)

Sustituyendo (1.26) y (1.20) en (1.25) obtenemos que ϕD(pn) = qn−1(q − 1).
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Recordamos lo que es una función completamente multiplicativa.

Definición. Decimos que una función f : OD − {~0} −→ C es completamente multiplicatica si

f(ab) = f(a)f(b), ∀a, b ∈ OD − {~0}.

Lema 1.3.11. Sea D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}, entonces ϕD es completamente multiplicativa en
ideales, es decir, si I y J son ideales en OD se cumple que

ϕD(IJ) = ϕD(I)ϕD(J).

Demostración. Como OD es un dominio de factorización única,

I = pr11 · · · prmm ,

J = p
rm+1

m+1 · · · p
rl
l ,

donde p1, . . . , pl son ideales primos, r1, . . . , rl ∈ N− {0}. Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

ϕD(IJ) = ϕD
(
pr11 · · · prmm · p

rm+1

m+1 · · · p
rl
l

)
=
[
ϕD(p1)r1 · · ·ϕD(pm)rm

] [
ϕD(pm+1)rm+1 · · ·ϕD(pl)

rl
]

por el lema (1.3.9)

=
[
ϕD(pr11 · · · prmm )

] [
ϕD(p

rm+1

m+1 · · · p
rl
l )
]

por el lema (1.3.9)

= ϕD(I)ϕD(J).

Si m ∈ Z, consideramos la función fm : OD − {~0} −→ C dada por

fm(c) = ϕD(c) · χm
(
(c)
)
, ∀ c ∈ OD, (1.27)

donde χm es un caracter de Hecke en OD. Ahora, se siguen las siguientes desigualdades e igualdades,

ϕD(c) =
∣∣∣(OD/(c)

)×∣∣∣ por el lema (1.3.7)

≤
∣∣∣OD/(c)

∣∣∣
= N(c) = |c|2. por la definición (1.1.2) (1.28)

Luego, ∣∣fm(c)
∣∣ =

∣∣ϕD(c)
∣∣ ∣∣χm((c))∣∣ por (1.27)

=
∣∣ϕD(c)

∣∣
≤ |c|2. por (1.28)

Resumiendo,
|fm(c)| ≤ |c|2. (1.29)

Lema 1.3.12. Sean D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} y χm un caracter de Hecke en OD. Entonces las
funciones ϕD, χm : OD − {~0} −→ C son completamente multiplicaticas. Y donde

χm(c) ≡ χm
(
(c)
)

= M(c)m, ∀c ∈ OD − {~0}.



Demostración. Sean a, b ∈ OD, se tiene la siguiente cadena de igualdades:

ϕD(ab) = ϕD
(
(ab)

)
por la definición (1.3.8) (1.30)

= ϕD
(
(a)(b)

)
= ϕD

(
(a)
)
ϕD
(
(b)
)

por el lema (1.3.11)

= ϕD(a)ϕD(b).

Por otra parte, para los caracteres vemos que:

χm(ab) =

(
ab

|ab|

)m

=

(
a

|a|
· b
|b|

)m

=

(
a

|a|

)m(
b

|b|

)m

= χm(a)χm(b).

Por el lema anterior, ϕD y χm son completamente multiplicativas, por (1.27) sabemos que fm es el
producto de esas funciones, luego obtenemos el siguiente:

Corolario 1.3.13. Sea m ∈ Z tal que χm es un caracter de Hecke en OD, entonces la función fm es
completamente multiplicativa.

También, por (1.27)
fm(1) = ϕΓ(1) · χm(1) = 1 · 1 = 1. (1.31)

Por otra parte, de la convergencia de la función zeta de Dedekind tenemos que,

ζD(s) =
∑

06=c∈OD

1[
N(c)

]s =
∑

06=c∈OD

1

|c|2s
converge ⇐⇒ Re(s) > 1. (1.32)

Ver por ejemplo [6], página 7.

Usando la desigualdad (1.29) se sigue que:∑
06=c∈OD

|fm(c)|
|c|2s+2

≤
∑

0 6=c∈OD

|c|2

|c|2s+2
=

∑
06=c∈OD

1

|c|2s
, (1.33)

la cual por (1.32) converge para Re(s) > 1.

Tenemos el siguiente resultado el cual es el teorema 11.6 en [1], página 230, aunque adaptado al
anillo de enteros OD,

Teorema 1.3.14. Sea f : OD − {~0} −→ C una función multiplicativa, con f(1) = 1, y si además∑
06=c∈OD

|f(c)|
|c|2s+2
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converge para Re(s) > σ, para alguna σ ∈ R, entonces se cumple la siguiente identidad:

∑
06=c∈OD

f(c)

|c|2s+2
=

∏
p∈OD
p primo

{
1 +

f(p)

|p|2s+2
+

f(p2)

|p|4s+4
+

f(p3)

|p|6s+6
+ . . .

}

para s ∈ C con Re(s) > σ.

Reunimos lo que sabemos acerca de la función fm. Si m ∈ Z tal que χm es un caracter de Hecke en OD
entonces por el corolario (1.3.13) fm : OD − {~0} −→ C es una función (completamente) multiplicativa,
por (1.31) cumple que fm(1) = 1, y por (1.33)∑

0 6=c∈OD

|fm(c)|
|c|2s+2

converge para Re(s) > 1, por lo que tenemos todas las hipótesis del teorema (1.3.14), por lo que

∑
06=c∈OD

fm(c)

|c|2s+2
=

∏
p∈OD
p primo

{
1 +

fm(p)

|p|2s+2
+
fm(p2)

|p|4s+4
+
fm(p3)

|p|6s+6
+ . . .

}
(1.34)

para s ∈ C con Re(s) > 1. Veamos primero el lado izquierdo de la ecuación (1.34),

∑
06=c∈OD

fm(c)

|c|2s+2
=

∑
06=c∈OD

ϕD(c) · χm
(
(c)
)

|c|2s+2
por (1.27)

=
∑

06=c∈OD

ϕD(c) ·M(c)m

|c|2s+2
por (1.5)

= φm,~0(s). por (1.14)

(1.35)

Resumiendo, el lado izquierdo de la ecuación (1.34) es equivalente a la siguiente ecuación:∑
06=c∈OD

fm(c)

|c|2s+2
= φm,~0(s), (1.36)

con s ∈ C tal que Re(s) > 1.

Buscamos transformar el lado derecho de la ecuación (1.34). Para esto primero observamos que si
p ∈ OD, p primo, entonces N(p) 6= 0. Pero también p /∈ O×D, por el lema (1.1.5) N(p) 6= 1. Resumiendo,
N(p) ≥ 2.

Lema 1.3.15. Si m ∈ Z tal que χm es un caracter de Hecke en OD, se cumple la siguiente desigualdad:∣∣∣∣∣q · χm(p)

|p|2s+2

∣∣∣∣∣ < 1,

donde q = N(p) = |p|2.



Demostración. Como Re(s) > 1 ⇐⇒ 2Re(s) > 2, y |p| > 1 se cumplen las siguientes desigualdades

|p|2Re(s) > |p|2 ⇐⇒ 1

|p|2Re(s)
<

1

|p|2
. (1.37)

Se tiene la siguiente cadena de igualdades y desigualdades:∣∣∣∣∣q · χm(p)

|p|2s+2

∣∣∣∣∣ =
|q| · |χm(p)|
|p|2Re(s)+2

=
|p|2 · 1
|p|2Re(s)+2

=
1

|p|2Re(s)

<
1

|p|2
por (1.37)

=
1

N(p)
≤ 1

2
< 1.

Recordamos ahora un hecho básico de series.

Lema 1.3.16. Si z ∈ C, con |z| < 1 entonces

1 + z + z2 + z3 + · · · =
1

1− z
.

El siguiente lema nos da el lado derecho de la igualdad en (1.34).

Lema. Sea m ∈ Z tal que χm es un caracter de Hecke en OD, se cumple la siguiente identidad:

∏
p∈OD
p primo

{
1 +

fm(p)

|p|2s+2
+
fm(p2)

|p|4s+4
+
fm(p3)

|p|6s+6
+ . . .

}
=

L(s, χm)

L(s+ 1, χm)
. (1.38)

Demostración. Sea
q = N(p) = |p|2. (1.39)

Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

∏
p∈OD
p primo

{
1 +

fm(p)

|p|2s+2
+
fm(p2)

|p|4s+4
+
fm(p3)

|p|6s+6
+ . . .

}

=
∏
p∈OD
p primo

{
1 +

ϕD(p) · χm(p)

|p|2s+2
+
ϕD(p2) · χm(p2)

|p|4s+4
+
ϕD(p3) · χm(p3)

|p|6s+6
+ . . .

}
por (1.27)

=
∏
p∈OD
p primo

{
1 +

(q − 1)χm(p)

|p|2s+2
+
q(q − 1)χm(p)2

|p|4s+4
+
q2(q − 1)χm(p)3

|p|6s+6
+ . . .

}
por (1.3.10)

=
∏
p∈OD
p primo

{
1 +

(q − 1)χm(p)

|p|2s+2

[
1 +

(
q · χm(p)

|p|2s+2

)
+

(
q · χm(p)

|p|2s+2

)2

+

(
q · χm(p)

|p|2s+2

)3

+ · · ·

]}
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=
∏
p∈OD
p primo

{
1 +

(q − 1)χm(p)

|p|2s+2
· 1

1− q χm(p)
|p|2s+2

}
por los lemas (1.3.15) y (1.3.16)

=
∏
p∈OD
p primo

{
1 +

(q − 1)χm(p)

����|p|2s+2 · ����|p|2s+2

|p|2s+2 − q χm(p)

}

=
∏
p∈OD
p primo

{
1 +

(q − 1)χm(p)

|p|2s+2 − q χm(p)

}

=
∏
p∈OD
p primo

{
|p|2s+2 −�����q χm(p) +�����q χm(p)− χm(p)

|p|2s+2 − q χm(p)

}

=
∏
p∈OD
p primo

{
|p|2s+2 − χm(p)

|p|2s+2 − χm(p)|p|2

}
por (1.39)

=
∏
p∈OD
p primo

{
1− χm(p) |p|−2s−2

1− χm(p) |p|−2s

}

=
∏
p∈OD
p primo

{
1

1−χm(p) |p|−2s

1
1−χm(p) |p|−2s−2

}
=

∏
p∈OD
p primo

1
1−χm(p)|p|−2s∏

p∈OD
p primo

1
1−χm(p)|p|−2s−2

=
L(s, χm)

L(s+ 1, χm)
. por la definición (1.2.3)

Sustituyendo (1.36) y la igualdad en el lema (1.38) en (1.34)

φm,~0(s) =
L(s, χm)

L(s+ 1, χm)
,

donde m ∈ Z es tal que χm es un caracter de Hecke en OD.

Veamos que pasa si m es impar. De la fórmula en (1.14),

φ2m+1,~0(s) =
∑

06=c∈OD

ϕD(c) ·M(c)2m+1

|c|2+2s
. (1.40)

Sea c ∈ OD, c 6= 0, como −1 ∈ OD tenemos que −c ∈ OD y se cumplen la siguiente cadena de
igualdades:

M(−c)2m+1 =

(
−c
|−c|

)2m+1

= −

(
c

|c|

)2m+1

= −M(c)2m+1. (1.41)

Por otro lado, del lema (1.3.7) se sigue que,

ϕD(−c) =
∣∣∣(OD/(−c)

)×∣∣∣ =
∣∣∣(OD/(c)

)×∣∣∣ = ϕD(c). (1.42)



Usando las igualdades en (1.41) y (1.42) vemos que

ϕD(−c) ·M(−c)2m+1

|−c|2+2s
= − ϕD(c) ·M(c)2m+1

|c|2+2s
,

pero entonces el valor en la sumatoria (1.40) para c ∈ OD (con c 6= ~0) se cancela con el valor en la
sumatoria para −c ∈ OD. Por tanto,

φ2m+1,~0(s) = 0, ∀m ∈ Z.

Hemos demostrado el siguiente,

Teorema 1.3.17. Si D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}, entonces

φ2m+1,~0(s) = 0, ∀m ∈ Z.

Si D = 1 entonces

φ4m,~0(s) =
L(s, χ4m)

L(s+ 1, χ4m)
, ∀m ∈ Z.

Si D = 3 entonces

φ6m,~0(s) =
L(s, χ6m)

L(s+ 1, χ6m)
, ∀m ∈ Z.

Si D ∈ {2, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces

φ2m,~0(s) =
L(s, χ2m)

L(s+ 1, χ2m)
, ∀m ∈ Z.
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CHAPTER 2

Preliminares de Grupos y Álgebras de Lie

En este caṕıtulo de preliminares recordamos conceptos que usaremos en lo que resta del trabajo.

En la sección 1 recordamos brevemente sobre grupos de Lie, álgebras de Lie y la función exponencial,
haciendo énfasis en los ejemplos que utilizaremos.

En la sección 2 vemos las transformaciones adjuntas Ad y ad.

En la sección 3 repasaremos sobre operadores diferenciales invariantes, el álgebra envolvente universal
y finalizaremos con dar una acción de SU(2) en el álgebra envolvente universal de sl(2,C)R.

En la sección 4 veremos espacios débilmente simétricos, su definición, algo de su motivación y un
lema que nos da una manera alternativa de ver cuando un espacio es un espacio débilmente simétrico.

2.1 — Conceptos generales

Un grupo de Lie es un grupo que al mismo tiempo es una variedad diferenciable y donde la función
G×G 3 (g, h) −→ gh−1 ∈ G es una función diferenciable de G×G en G.

En un grupo de Lie hay naturalmente traslaciones izquierda Lg : G −→ G y derecha Rg : G −→ G
para todo g ∈ G. Estas están dadas por Lg(h) = gh y Rg(h) = hg respectivamente. Dichas traslaciones
son difeomorfismos de G.

Se dice que un campo vectorial X en G es invariante a la izquierda si dLgXa = Xga, ∀a, g ∈ G.
Cada vector XI ∈ TI G genera un campo vectorial X invariante a la izquierda.

El espacio tangente a la identidad I en G, denotado g, es el álgebra de Lie de G, equivalentemente,
es el conjunto de todos los campos vectoriales en G que son invariantes a la izquierda. El grupo de Lie se
denota con letras mayúsculas, mientras la correspondiente álgebra de Lie con minúsculas. En el álgebra
de Lie g hay una multiplicación g× g −→ g dada por

(X, Y ) −→ [X, Y ], ∀X, Y ∈ g,

y que cumple las siguientes condiciones:

[X, Y ] = −[Y,X], ∀X, Y ∈ g.

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, ∀X, Y, Z ∈ g.
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Para grupos de Lie de matrices, como todos los que usamos en este trabajo, el corchete está dado
por el corchete usual de matrices, es decir, si X, Y ∈Mn×n(K) con K = R ó C, entonces:

[X, Y ] = XY − Y X,

donde XY indica el producto usual de matrices.

Ejemplo. Si K = R ó C, entonces:

GL(n,K) = {g ∈Mn×n(K) ; det g 6= 0}, gl(n,K) ∼= Mn×n(K).

SL(n,K) = {g ∈ GL(n,K) ; det g = 1}, sl(n,K) = {X ∈ gl(n,K) ; TrX = 0}.

SO(n,K) = {g ∈ GL(n,K) ; det g = 1, g−1 = gT}, so(n,K) = {X ∈ gl(n,K) ; XT = −X}.

SU(n) = {g ∈ GL(n,C) ; det g = 1, g−1 = gT}, su(n) = {X ∈ gl(n,C) ; TrX = 0, X
T

= −X}.

Una relación básica entre el álgebra de Lie y el grupo de Lie está dada por la función exponencial
exp : g −→ G. Si X ∈Mn×n(K) la exponencial está dada por:

exp (X) = I +X +
X2

2!
+
X3

3!
+ . . .

Usaremos la notación eX en lugar de exp (X).

2.2 — Transformación Adjunta

Damos una breve recopilación acerca de representaciones adjuntas. Para cada q ∈ G sea Ψq : G −→ G
dado por

Ψq(h) = qhq−1, ∀h ∈ G.

Como Ψq(I) = qIq−1 = I, se sigue que d(Ψq)I : g −→ g, ∀q ∈ G.

Definición 2.2.1. Sea q ∈ G, la transformación Adjunta Adq : g −→ g, es la función definida como:

Adq(X) = d(Ψq)I(X), ∀X ∈ g.

Como Ψpq = Ψp ◦ Ψq, ∀p, q ∈ G, tenemos que Adpq(X) = Adp ◦ Adq(X), ∀X ∈ g, y por tanto la
función Ad : G −→ GL(g) dada por

q −→ Adq : g −→ g,

es una representación de G, llamada representación Adjunta.

Definición. Sea X ∈ g, la transformación adjunta adX : g −→ g se define por medio de la siguiente
identidad:

adX(Y ) = [X, Y ], ∀Y ∈ g.

Ejemplo. Para grupos de matrices, por ejemplo, G = SL(2,C) ó G = SU(2),

AdqX = qXq−1, ∀q ∈ G, ∀X ∈ g.

adXY = [X, Y ] = XY − Y X, ∀X, Y ∈ g.
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Lema 2.2.2. Propiedades de la representación Ad en los casos G = SL(2,C) ó G = SU(2).

(a) Adq ◦ Adp = Adqp, ∀q, p ∈ G.

(b) AdI = Id : g −→ g.

(c) Adq−1 = Ad−1
q , ∀q ∈ G.

(d) Adq[X, Y ] = [AdqX,AdqY ], ∀q ∈ G, ∀X, Y ∈ g.

Demostración. (a) Si X ∈ g, entonces

Adq ◦ AdpX = Adq(pXp
−1) = q(pxp−1)q−1

= (qp)X(qp)−1 = AdqpX.

(b) Si X ∈ g, entonces AdIX = IXI−1 = X =⇒ AdI = Id.

(c) Tenemos las siguientes igualdades:

Adq ◦ Adq−1 = Adqq−1 por (a)

= AdI = Id. por (b)

(d) Si X, Y ∈ g, entonces

Adq[X, Y ] = Adq(XY − Y X) = q(XY − Y X)q−1

= qXY q−1 − qY Xq−1

= (qXq−1)(qY q−1)− (qY q−1)(qXq−1)

= [AdqX,AdqY ].

2.3 — Operadores diferenciables y álgebra envolvente universal

En esta sección ocuparemos el caso G = SL(2,C), g = sl(2,C). Sin embargo, los conceptos aplican
a cualquier grupo de Lie conexo.

Definición.

C∞(G) = { f : G −→ C ; f es diferenciable }.

Observamos que C∞(G) es, en particular, un espacio vectorial sobre R (y sobre C).

En nuestro trabajo usaremos operadores diferenciables de orden ≤ k, ver una definición com-
pleta en [11], página 50. Por el momento solo diremos que un operador diferenciable es una función
lineal D : C∞(G) −→ C∞(G).

Por otro lado, G actúa en G v́ıa traslaciones izquierdas, esto es,

q ∗ h := Lq(h) = qh, ∀q, h ∈ G.



Definición. La acción anterior hereda una acción de G en C∞(G) dada por:

q ∗ f = Lqf, ∀q ∈ G,∀f ∈ C∞(G),

donde Lqf ∈ C∞(G) y está definida por

(Lqf)(h) := f
(
Lq(h)

)
= f(qh), ∀h ∈ G.

Es claro que también hay una acción de G en C∞(G) usando traslaciones derechas como sigue:

q ∗ f = Rqf, ∀q ∈ G,∀f ∈ C∞(G),

donde Rqf ∈ C∞(G) y está dada por

(Rqf)(h) := f
(
Rq(h)

)
= f(hq), ∀h ∈ G.

Definición. Un operador diferenciable de orden ≤ k, D : C∞(G) −→ C∞(G), es G-invariante a la
izquierda si

Lq(Df) = D(Lqf), ∀q ∈ G,∀f ∈ C∞(G).

Definición. El conjunto de los operadores diferenciables de todos los órdenes y G-invariantes a la
izquierda en G forman un álgebra que denotaremos por IDO(G).

Escribimos sl(2,C)R para referirnos a el álgebra de Lie sl(2,C) como un álgebra de Lie sobre R.

Definición 2.3.1. Cada vector X ∈ sl(2,C)R genera un operador diferencial de orden ≤ 1, y que
denotamos por X izq, está definido por medio de la siguiente igualdad:(

X izqf
)
(q) =

d

dt

∣∣∣
0
f
(
qetX

)
, ∀q ∈ G,∀f ∈ C∞(G).

Es inmediato verificar que X izq ∈ IDO(G), lo cual motiva la siguiente función

L : sl(2,C)R −→ IDO(G)

dada por la regla
L(X) = X izq.

Dada el álgebra de Lie gR consideramos el álgebra

T (gR) = R⊕ gR ⊕ (gR ⊗ gR)⊕ (gR ⊗ gR ⊗ gR)⊕ . . .

donde ⊗ es el producto tensorial y ⊕ la suma directa de espacios vectoriales. Sea I el ideal en T (gR)
generado por los elementos como se indica a continuación:

I = 〈X ⊗ Y − Y ⊗X − [X, Y ] ; ∀X, Y ∈ gR〉

Definición. El cociente T (gR)/I, denotado U
(
gR
)
, es el álgebra envolvente universal de gR.

38



Una base para U
(
sl(2,C)R

)
está dada por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, y dice que

los siguientes elementos generan el álgebra envolvente universal U
(
sl(2,C)R

)
;

Xr1
1 ⊗Xr2

2 ⊗ · · · ⊗Xr6
6 , rk ∈ N, k ∈ {1, . . . , 6},

y donde Xm ≡ X ⊗ · · · ⊗X se multiplica m veces. En todo nuestro trabajo nos referiremos al elemento
anterior simplemente como

Xr1
1 X

r2
2 · · ·Xr6

6 .

U
(
sl(2,C)R

)
es un álgebra asociativa y fué Poincaré quien la introdujo en 1899 como una cierta

álgebra de operadores diferenciables sobre el grupo de Lie. En el caso que gR sea el álgebra de Lie de un
grupo abeliano, U

(
gR
)

es isomorfa a el álgebra de polinomios R[X1, X2, . . . , Xn], donde {X1, X2, . . . , Xn}
es una base de gR.

De la definición del álgebra envolvente observamos que sl(2,C)R ⊂ U
(
sl(2,C)R

)
, la función L :

sl(2,C)R −→ IDO(G) se puede extender a una función L : U
(
sl(2,C)R

)
−→ IDO(G), lo cual hacemos

en dos pasos. La idea es que como vectores en el álgebra de Lie equivalen a campos vectoriales invariantes
a la izquierda, estos generan operadores diferenciales de orden ≤ 1 G-invariantes a la izquierda, y usando
la composición ellos se genera toda el álgebra de operadores diferenciables de todos los órdenes y G-
invariantes a la izquierda, es decir, IDO(G).

Sea X = X1X2 · · ·Xm ∈ U
(
sl(2,C)R

)
, donde X1, X2, . . . , Xm ∈ sl(2,C)R, la función L se extiende a

monomios como sigue:
L(X) = X izq

1 ◦X izq
2 ◦ · · · ◦X izq

m .

Ahora consideremos cualquier elemento X ∈ U
(
sl(2,C)R

)
, X es una suma finita

X =
∑
m

Xm,

donde cada Xm es un monomio de la forma Xm = Xm1Xm2 · · ·Xmn con Xm1 , Xm2 , . . . , Xmn ∈ sl(2,C)R.
Luego, podemos definir L en X por

L(X) =
∑
m

L(Xm).

Definición 2.3.2. Tenemos una función

L : U
(
sl(2,C)R

)
−→ IDO(G),

tal que cumple
L(X1X2) = L(X1) ◦ L(X1), ∀X1,X2 ∈ U

(
sl(2,C)R

)
. (2.1)

Otra acción que utilizaremos en el caṕıtulo 7 es como sigue,

Definición 2.3.3. SU(2) actúa en U
(
sl(2,C)R

)
. Sean X ∈ U

(
sl(2,C)R

)
, K ∈ SU(2), definimos la

acción por casos. Si X = X ∈ sl(2,C)R entonces:

K ∗ X := AdKX.



Si X es un monomio dado por X = X1X2 · · ·Xm ∈ U
(
sl(2,C)R

)
donde X1, X2, . . . , Xm ∈ sl(2,C)R

K ∗ X := (AdKX1)(AdKX2) · · · (AdKXm).

Ahora consideremos cualquier elemento X =
∑

mXm, es una suma finita donde cada Xm es un
monomio de la forma Xm = Xm1Xm2 · · ·Xmn con Xm1 , Xm2 , . . . , Xmn ∈ sl(2,C)R. Luego, podemos
definir

K ∗ X :=
∑
m

AdKXm.

Para esta acción usamos la notación K ∗ X ≡ AdKX.

No es claro que la definición anterior realmente define una acción, por lo que lo probamos ahora.
Sean K1, K2 ∈ SU(2), X = X ∈ sl(2,C)R, tenemos que:

K1K2 ∗X = AdK1K2X

= K1K2X(K1K2)−1 = K1

(
K2XK

−1
2

)
K−1

1

= AdK1

(
AdK2X

)
= K1 ∗ (K2 ∗X). (2.2)

Suponemos ahora que X = X1X2 · · ·Xm ∈ U
(
sl(2,C)R

)
donde X1, X2, . . . , Xm ∈ sl(2,C)R, entonces

K1 ∗ (K2 ∗ X) = K1 ∗
(

(AdK2X1)(AdK2X2) · · · (AdK2Xm)
)

= AdK1

(
(AdK2X1)(AdK2X2) · · · (AdK2Xm)

)
= (AdK1AdK2X1)(AdK1AdK2X2) · · · (AdK1AdK2Xm)

=
(
K1 ∗ (K2 ∗X1)

)(
K1 ∗ (K2 ∗X2)

)
· · ·
(
K1 ∗ (K2 ∗Xm)

)
. (2.3)

Por otro lado,

K1K2 ∗ X = AdK1K2X

= (AdK1K2X1)(AdK1K2X2) · · · (AdK1K2Xm)

=
(
K1 ∗ (K2 ∗X1)

)(
K1 ∗ (K2 ∗X2)

)
· · ·
(
K1 ∗ (K2 ∗Xm)

)
. por (2.2) (2.4)

De (2.3) y (2.4) se sigue que
K1 ∗ (K2 ∗ X) = K1K2 ∗ X. (2.5)

Ahora consideramos X =
∑

mXm una suma finita, donde cada Xm es un monomio de la forma
Xm = Xm1Xm2 · · ·Xmn con Xm1 , Xm2 , . . . , Xmn ∈ sl(2,C)R,

K1 ∗ (K2 ∗ X) = AdK1

(
AdK2X

)
= AdK1

(
AdK2

∑
m

Xm

)
= AdK1

(∑
m

AdK2Xm

)
=
∑
m

AdK1

(
AdK2Xm

)
=
∑
m

AdK1K2Xm por (2.5)

= AdK1K2

∑
m

Xm = AdK1K2X.

Por lo que concluimos que

K1 ∗ (K2 ∗ X) = K1K2 ∗ X, ∀K1, K2 ∈ SU(2), ∀X ∈ U
(
sl(2,C)R

)
.

40



Espacio simétrico Espacio débilmente
simétrico

Figura 2.1: Espacios simétricos.

2.4 — Espacios débilmente simétricos

Los espacios débilmente simétricos fueron introducidos por Selberg [26] en 1956. Su motivación
fué generalizar la fórmula de sumación de Poisson a la ahora conocida como fórmula de traza de Selberg.

Definición 2.4.1. El triple
(
(S, g), H, µ

)
define un espacio débilmente simétrico si:

(S, g) es una variedad Riemanniana.

Existe un subgrupo H de el grupo de isometŕıas Iso(S, g) que actúa transitivamente en S, esto es,
para cualesquiera p, q ∈ S existe una isometŕıa f ∈ H tal que f(p) = q.

Existe una isometŕıa fija µ : S −→ S tal que µ2 ∈ H y µGµ−1 = G.

Para cualesquiera p, q ∈ S existe una isometŕıa f ∈ H tal que

f(p) = µ(q) y f(q) = µ(p).

Un espacio simétrico es también un espacio débilmente simétrico pero el inverso no siempre es cierto.
Ver figura (2.1), tomada de [21]. Como Selberg demostró en [26], los espacios débilmente simétricos (al
igual que los simétricos) tienen la propiedad de que el álgebra de operadores diferenciables de todos los
órdenes y H-invariantes en S es conmutativa.

Hay una caracterización geométrica de los espacios débilmente simétricos debida a Ziller, sin embargo,
nosotros usaremos la siguiente reinterpretación también debida a Ziller, ver [32] y el lema 2.1 en [22].

Lema 2.4.2. Supongamos que (S, g) es una variedad Riemanniana conexa y µ : S −→ S una isometŕıa
fija tal que µ(q) = q, para algún q ∈ S. Sean H un subgrupo de el grupo de isometŕıas Iso(S, g) que
actúa transitivamente en S, además, Hq := {f ∈ H ; f(q) = q}. El triple

(
(S, g), H, µ

)
define un espacio

débilmente simétrico ⇐⇒ ∀v ∈ TqS existe f ∈ Hq tal que d(f ◦ µ)q(v) = −v.



CHAPTER 3

Preliminares de Geometŕıa Hiperbólica y Análisis

En la sección 1 recordaremos los conceptos de espacio hiperbólico y la descomposición de Iwasawa.

En la sección 2, estudiaremos los grupos de Bianchi, orbidades de Bianchi, además de los subgrupos
estabilizador y maximal unipotente. Al final de la sección veremos el concepto de cúspide y la ret́ıcula
ΛD asociada a un anillo de enteros OD.

La sección 3 la dividimos en dos subsecciones, en la subsección 1 estudiaremos los conceptos de
polinomios de Legendre, polinomios Legendre generalizados, armónicos esféricos y polinomios de Jacobi.
En la subsección 2, repasaremos sobre las representaciones de SO(3) y SU(2), lo que permite recuperar
la matriz de Wigner Dl

km(R) para R ∈ SO(3) de una representación de SO(3). También construimos
un homomorfismo Φ : SU(2) −→ SO(3) (definición (3.3.9)) usando la representación adjunta. Veremos
coordenadas de Euler para SU(2) y ángulos de Euler para SO(3).

En la sección 4, daremos la demostración de un lema técnico que permite obtener una expresión más
manejable de la matriz pequeña de Wigner dlkm(χ) en términos de los polinomios de Jacobi, expresión
encontrada (pero no demostrada) en [4] página 50, esto será fundamental para obtener la expansión de
Fourier de series de Eisenstein.

3.1 — Espacio hiperbólico y descomposición de Iwasawa

El modelo del semiespacio superior para el espacio hiperbólico H3 está dado por la variedad

H3 = {(z, λ) ; z ∈ C, λ > 0} = {(x, y, λ) ; x, y ∈ R, λ > 0},

con la métrica Riemanniana hiperbólica dada por

ds2 =
dx2 + dy2 + dλ2

λ2
.

Para facilitar los cálculos usaremos los cuaternios de Hamilton, generados por la base {1, i, j, k}.
Denotaremos un punto P ∈ H3 de las siguientes maneras:

P = (z, λ) = (x, y, λ) = z + λj,

donde z = x+ iy, j = (0, 0, 1).

Recordamos que

SL(2,C) =

{(
a b
c d

)
; a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1

}
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PSL(2,C) = SL(2,C)/{±I}.

La acción de PSL(2,C) en H3 es por isometŕıas hiperbólicas que preservan orientación. La acción
induce un biholomorfismo sobre la esfera de Riemann P1(C) ∼= C ∪ {∞}, que es la frontera de H3.

El grupo SL(2,C) también actúa en H3 ∪ P1(C). La acción en H3 está por:(
a b
c d

)
(z + λj) =

[
a(z + λj) + b

]
· 1

c(z + λj) + d
.

Equivalentemente, la fórmula expĺıcita que utilizaremos es la siguiente:(
a b
c d

)
(z + λj) =

(az + b)(c̄z̄ + d̄) + ac̄ λ2

|cz + d|2 + |c|2 λ2
+

λ

|cz + d|2 + |c|2 λ2
j. (3.1)

Representamos a los elementos en P1(C) como [z1, z2], donde z1, z2 ∈ C y (z1, z2) 6= (0, 0). Con esta
notación, ∞ = [1, 0]. La acción de SL(2,C) en P1(C) está dada por(

a b
c d

)
[z1, z2] = [az1 + bz2, cz1 + dz2].

Lema. (Descomposición de Iwasawa compleja) Si g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), entonces g se puede

escribir de manera única como indica la siguiente fórmula:

(
a b
c d

)
=

(
1 ac̄+bd̄

|c|2+|d|2

0 1

)(
1√

|c|2+|d|2
0

0
√
|c|2 + |d|2

) d̄√
|c|2+|d|2

−c̄√
|c|2+|d|2

c√
|c|2+|d|2

d√
|c|2+|d|2

 .

Demostración. Sea λ = |c|2 + |d|2, se tiene que

M : =

(
1 ac̄+bd̄

λ

0 1

)( 1√
λ

0

0
√
λ

)( d̄√
λ

−c̄√
λ

c√
λ

d√
λ

)

=

(
1√
λ

ac̄+bd̄√
λ

0
√
λ

)(
d̄√
λ

−c̄√
λ

c√
λ

d√
λ

)

=

(
d̄
λ

+ (ac̄+bd̄)c
λ

− c̄
λ

+ (ac̄+bd̄)d
λ

c d

)
.

Como ad− bc = 1 ⇐⇒ ad = 1 + bc ⇐⇒ bc = ad− 1. Se obtiene,

d̄

λ
+

(ac̄+ bd̄)c

λ
=

d̄

λ
+
a|c|2

λ
+
bd̄c

λ

=
d̄

λ
+
a|c|2

λ
+
d̄(ad− 1)

λ

=
�
�
�̄d

λ
+
a|c|2 + a|d|2

λ
−

�
�
�̄d

λ

=
aλ

λ
= a.



− c̄
λ

+
(ac̄+ bd̄)d

λ
= − c̄

λ
+
ac̄d

λ
+
b|d|2

λ

= − c̄
λ

+
c̄(1 + bc)

λ
+
b|d|2

λ

= −
�
�
�̄c

λ
+

�
�
�̄c

λ
+
b|c|2 + b|d|2

λ

=
bλ

λ
= b.

Concluimos que M =

(
a b
c d

)
. Para verificar la unicidad consideremos w,w′ ∈ C, r, r′ > 0, α, α′, β, β′ ∈

C tales que

|α|2 + |β|2 = |α′|2 + |β′|2 = 1. (3.2)

Supongamos que existen dos descomposiciones en la forma del lema para g. Es decir, suponemos que(
1 w
0 1

)(
r 0
0 1

r

)(
α β

−β α

)
=

(
1 w′

0 1

)(
r′ 0
0 1

r′

)(
α′ β′

−β′ α′

)

⇐⇒
(
r w

r

0 1
r

)(
α β

−β α

)
=

(
r′ w′

r′

0 1
r′

)(
α′ β′

−β′ α′

)

⇐⇒

(
rα− w

r
β rβ + w

r
α

−β
r

α
r

)
=

(
r′α′ − w′

r′
β′ r′β′ + w′

r′
α′

−β′

r′
α′

r′

)
.

Por lo que

rα− w

r
β = r′α′ − w′

r′
β′, (3.3)

− β

r
= −β

′

r′
, (3.4)

α

r
=
α′

r′
. (3.5)

De (3.4) y (3.5)

β = β′
r

r′
, (3.6)

α = α′
r

r′
. (3.7)

Sustituyendo (3.6) y (3.7) en (3.2)

1 = |α|2 + |β|2 =
r2

r′2
|α′|2 +

r2

r′2
|β′|2 =

r2

r′2

(
|α′|2 + |β′|2

)
=
r2

r′2
,

por lo que al ser r, r′ números reales positivos concluimos que r = r′. Luego por (3.6) vemos que β = β′,
por (3.7) se sigue que α = α′. Finalmente, de (3.3) obtenemos que w = w′. Entonces la descomposición
de Iwasawa es única.

Usando la descomposición de Iwasawa daremos coordenadas a SL(2,C).
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Definición. Sea g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C). Las coordenadas de Iwasawa de g están dadas por las

siguientes fórmulas:

z =
ac̄+ bd̄

|c|2 + |d|2
, λ = |c|2 + |d|2, A =

(
d̄√
λ

−c̄√
λ

c√
λ

d√
λ

)
∈ SU(2), (3.8)

y son las únicas que cumplen la identidad

g =

(
a b
c d

)
=

(
1 ac̄+bd̄

|c|2+|d|2

0 1

)(
1√

|c|2+|d|2
0

0
√
|c|2 + |d|2

) d̄√
|c|2+|d|2

−c̄√
|c|2+|d|2

c√
|c|2+|d|2

d√
|c|2+|d|2

 .

Usando las coordenadas de Iwasawa denotaremos a g como sigue:

g = gz+ 1√
λ
j,A.

Inversamente, si z ∈ C, λ > 0 y A ∈ SU(2), denotaremos por gz+λj,A a la matriz en SL(2,C) dada por:

gz+λj,A =

(
1 z
0 1

)(
λ 0
0 1

λ

)
A.

Otra identidad que nos será muy útil (caso particular de la fórmula (3.1)) es la siguiente:

gz+λj,A(j) = z + λ2j. (3.9)

El grupo de Lie SU(2) es homeomorfo a la 3-esfera S3. A continuación observamos que debido a la
descomposición de Iwasawa compleja el grupo SL(2,C) es topológicamente H3 × SU(2).

Lema. SL(2,C) es homeomorfo a H3 × SU(2).

Demostración. Sea f : H3 × SU(2) −→ SL(2,C) dada por medio de la siguiente fórmula:

f(z, λ, A) =

(
1 z
0 1

)(
λ 0
0 1

λ

)
A = gz+λj,A ∈ SL(2,C),

con z = x + iy, (z, λ) ∈ H3, A ∈ SU(2). Sabemos que f es sobreyectiva por la descomposición de
Iwasawa, además que f es inyectiva por la unicidad de la descomposición de Iwasawa. Luego f es una
biyección.

Sea A =

(
α β

−β α

)
∈ SU(2), luego

gz+λj,A =

(
1 z
0 1

)(
λ 0
0 1

λ

)(
α β

−β α

)
=

(
λ z

λ

0 1
λ

)(
α β

−β α

)
=

(
λα− z

λ
β λβ + z

λ
α

−β
λ

α
λ

)
.

Ahora, como λα− z
λ
β, λβ + z

λ
α, −β

λ
, α
λ

son funciones continuas de x, y, λ, α, β, se concluye que f es

continua. Por otra parte, sea g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) se tiene que

f−1(g) = (z, µ, A),

donde

z =
ac̄+ bd̄

|c|2 + |d|2
, µ =

1√
|c|2 + |d|2

, A =

(
µd̄ −µc̄
µc µd

)
∈ SU(2).

Luego z, µ, A son funciones continuas en las variables a, b, c, d, por lo que f−1 es continua, entonces
f es un homeomorfismo.



3.2 — Grupos de Bianchi y orbidades de Bianchi

Definición. Un subgrupo Γ < PSL(2,C) es llamado discreto si y sólo si su imagen inversa en
SL(2,C) ⊂ C4 (bajo el mapeo Π : SL(2,C) → PSL(2,C)) es discreto con la topoloǵıa del espacio
vectorial, esto es, la topoloǵıa heredada de la norma

|A| =
√
|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2,

donde A =

(
a b
c d

)
.

Definición. Un subgrupo Γ < PSL(2,C) es llamado discontinuo si y sólo si para todo P ∈ H3 y
para toda sucesión {Tn}n≥1 de elementos distintos de Γ, la sucesión {Tn(P )}∞n=1 no tiene un punto de
acumulación en H3. En este caso decimos que Γ actúa discontinuamente en H3.

Se tiene el siguiente teorema de Poincaré en [23], tomo II, página 268.

Teorema 3.2.1. (Poincaré) Un subgrupo Γ < PSL(2,C) es discontinuo si y sólo si Γ es discreto en
PSL(2,C).

Tenemos el siguiente teorema en [9], página 311.

Teorema 3.2.2. Sea KD un campo cuadrático imaginario de discriminante dD < 0 (ver definición
(1.4)). El grupo PSL(2,OD) tiene las siguientes propiedades:

1. Γ̂D := PSL(2,OD) = SL(2,OD)�{±I} son los grupos de Bianchi.

2. PSL(2,OD) es un subgrupo discreto de PSL(2,C).

3. PSL(2,OD) es no cocompacto pero tiene covolumen finito, esto es, H3/PSL(2,OD) no es compacto
pero tiene volumen finito.

4. Se tiene que

Vol
(
H3/PSL(2,OD)

)
=
|dD|

3
2

4π2
ζKD(2).

5. PSL(2,OD) tiene un dominio fundamental FD acotado por un número finito de superficies geodési-
cas.

6. PSL(2,OD) es finitamente presentado.

Por el teorema (3.2.2) inciso (2) sabemos que Γ̂D es un subgrupo discreto de PSL(2,C), por lo que

usando el teorema de Poincaré en (3.2.1) concluimos que Γ̂D actúa discontinuamente en H3. La acción

también es propia. Resumiendo, Γ̂D actúa propia y discontinuamente en H3, por tanto se pueden definir
las orbidades M3

D como sigue:

Definición. Sean M3
D las 3-orbidades hiperbólicas definidas como sigue:

M3
D = H3/Γ̂D,

llamadas orbidades de Bianchi.
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Las orbidades de Bianchi no son compactas, pero por el teorema (3.2.2), inciso (4), sabemos que
tienen volumen hiperbólico finito dado por

Vol
(
M3

D

)
=
|dD|

3
2

4π2
ζKD(2).

Definición 3.2.3. El grupo estabilizador ΓD,∞ de ΓD en ∞ está dado como sigue

ΓD,∞ =

{(
ε z
0 ε−1

)
; ε ∈ O×D, z ∈ OD

}
.

Definición 3.2.4. El subgrupo maximal unipotente Γ′D,∞ de ΓD en ∞ está dado por

Γ′D,∞ =

{(
1 z
0 1

)
; z ∈ OD

}
.

Definición. Decimos que ΓD tiene una cúspide en∞ si ΓD,∞ contiene un grupo abeliano libre de rango
2.

Damos expĺıcitamente los grupos ΓD,∞ y Γ′D,∞ para ΓD donde D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}. Si
D = 1 entonces

Γ1,∞ =

{(
ε z
0 ε−1

)
; ε ∈ {1, i}, z ∈ Z[i]

}
.

Γ′1,∞ =

{(
1 z
0 1

)
; z ∈ Z[i]

}
.

Si D = 3 tenemos

Γ3,∞ =

{(
ε z
0 ε−1

)
; ε ∈ {1, e

πi
3 , e

2πi
3 }, b ∈ O3

}
.

Γ′3,∞ =

{(
1 z
0 1

)
; z ∈ O3

}
.

Si D ∈ {2, 7, 11, 19, 43, 67, 163}

ΓD,∞ = Γ′D,∞ =

{(
1 z
0 1

)
; z ∈ OD

}
.

Resumiendo, si D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces ΓD tiene una única cúspide en ∞. Esto
significa que M3

D son 3-orbidades hiperbólicas con una cúspide en ∞. Ver [12], página 4, para una
explicación detallada sobre las cúspides.

3.3 — Armónicos esféricos y matriz de Wigner

Consideremos el Laplaciano en S1 dado por 4S1 = − ∂2

∂θ2 . Sean n ∈ Z y ψn : S1 −→ C las eigenfun-
ciones del laplaciano de S1, es decir,

ψn(eiθ) = einθ,



se tiene que

4S1ψn = n2ψn,

luego, Spec(4S1) = {n2 ; n ∈ Z}. Por lo que solo hay multiplicidad igual a 2 si n 6= 0.

Sea Rα ∈ SO(2) una rotación de ángulo α y consideramos la función ψn ◦Rα : S1 −→ C, tenemos

ψn ◦Rα(eiθ) = ψn
(
ei(θ+α)

)
= ein(θ+α) = einα einθ

= einα ψn(eiθ). (3.10)

Para cada n ∈ Z existe una representación Ψn : SO(2) −→M1×1(C) ∼= C dada por

Ψn(Rα) = einα. (3.11)

Sustituyendo (3.11) en (3.10) hemos verificado la siguiente identidad:

ψn ◦Rα = Ψn(Rα) · ψn.

Luego, las funciones ψn ◦Rα y ψn son eigenfunciones linealmente dependientes en S1, el coeficiente que
aparece en la combinación lineal entre dichas funciones viene de las representaciones de SO(2).

Consideremos ahora el Laplaciano en S2 denotado 4S2 . Sean l ∈ N, m ∈ Z con m ∈ [−l, l], existen
funciones (armónicos esféricos) Y l

m : S2 −→ C que son las eigenfunciones de 4S2 , es decir,

4S2Y l
m = l(l + 1)Y l

m,

luego, Spec(4S2) = {l(l + 1) ; l ∈ N}, donde hay multiplicidad que crece con l.

Sean R ∈ SO(3), Y l
m ◦ R−1 : S2 −→ C, se puede probar que {Y l

m ◦ R−1, Y l
k}lk=−l son eigenfunciones

linealmente dependientes de S2. Luego, existen constantes C l
km(R) ∈ C tal que

Y l
m ◦R−1 =

l∑
k=−l

C l
km(R) · Y l

k .

En esta sección daremos sentido a las constantes C l
km(R) como los coeficientes de la matriz de Wigner de

R, y siguiendo a Wigner, veremos que dichos coeficientes vienen de representaciones (2l+1) dimensionales
de SO(3) (y de SU(2)). Es claro que esto es análogo a lo que ocurre para S1.

3.3.1 — Armónicos esféricos

Los armónicos esféricos son un conjunto de funciones usados para representar funciones en la esfera S2.
Los armónicos esféricos son las eigenfunciones del laplaciano 4S2 en S2. Como consecuencia aparecen en
las soluciones a ecuaciones diferenciales parciales donde aparece 4S2 . Por ejemplo, el laplaciano esférico
aparece en la ecuación del calor, ecuación de Schrödinger, ecuación de onda. También los armónicos
esféricos aparecen cuando se estudian las órbitas del átomo de hidrógeno. Para definir los armónicos
esféricos necesitamos primero recordar los polinomios de Legendre.
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Definición. Sea l ∈ N. Los polinomios de Legendre están definidos, v́ıa la fórmula de Rodrigues,
como indica la siguiente fórmula:

Pl(x) =
1

2l l!

dl

dxl
(x2 − 1)l.

Ejemplo.

P0(x) = 1.

P1(x) = x.

P2(x) = 1
2
(3x2 − 1).

Definición. Sean l ∈ N, m ∈ Z. Los polinomios de Legendre generalizados son definidos por la
fórmula:

Pm
l (x) = (−1)m (1− x2)

m
2
dm

dxm
(
Pl(x)

)
, si m ≥ 0

P−ml (x) = (−1)m
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x), si m ≥ 0.

Ejemplo.

P 0
0 (x) = 1.

P 0
1 (x) = x.

P 1
1 (x) = −

√
1− x2.

P 1
2 (x) = −3x

√
1− x2.

P−1
1 (x) = 1

2

√
1− x2.

Recordamos que las coordenadas esféricas r, ϑ, ϕ con r ∈ [0,∞), ϑ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π), están
dadas por las ecuaciones:

x =r · cosϕ · sinϑ
y =r · sinϕ · sinϑ
z =r · cosϑ

con inversas dadas por:

ϑ = arc cos
z

r

ϕ = arctan
y

x
.

Definición. Sean l ∈ N, m ∈ Z con m ∈ [−l, l]. Los armónicos esféricos son funciones Y l
m : S2 −→ C

definidos por la fórmula:

Y l
m(ϑ, ϕ) =

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cosϑ) · eimϕ.



Ejemplo.

Y 0
0 (ϑ, ϕ) = 1

2

√
1
π
.

Y l
0 (ϑ, ϕ) =

√
2l+1
4π

Pl(cosϑ).

Y 1
−1(ϑ, ϕ) = 1

2

√
3

2π
sinϑ · e−iϕ.

Y 2
1 (ϑ, ϕ) = −1

2

√
15
2π

sinϑ cosϑ · eiϕ.

Los armónicos esféricos son las eigenfunciones del Laplaciano en S2, es decir, son los análogos a las
eigenfunciones einθ en el ćırculo S1. Se cumple que

∆S2Y l
m(ϑ, ϕ) = l(l + 1)Y l

m(ϑ, ϕ).

Los armónicos esféricos forman una base ortonormal de funciones en S2. Esto es,〈
Y l1
m1

(ϑ, ϕ), Y l2
m2

(ϑ, ϕ)
〉
L2(S2)

=

∫ 2π

0

∫ π

0

Y l1
m1(ϑ, ϕ) Y l2

m2
(ϑ, ϕ) sinϑ dϑ dϕ = δl1l2δm1m2 .

Definición 3.3.1. Sean x ∈ R, n, α, β ∈ Z tales que n, n + α, n + β, n + α + β ≥ 0, definimos los
polinomios de Jacobi por medio de la siguiente ecuación:

P (α,β)
n (x) = (n+ α)! (n+ β)!

n∑
a=0

(
x−1

2

)n−a(
x+1

2

)a
(n+ α− a)! a! (β + a)! (n− a)!.

Más adelante aparecerán los números dlkm(χ) cuando estudiemos las representaciones de SU(2) y
SO(3). Por ahora solo diremos que con los coeficientes de la matriz pequeña de Wigner dlkm(χ) se
construyen las matrices de Wigner Dl

km(R).

Definición 3.3.2. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], χ ∈ [0, π]. Los coeficientes de la matriz
pequeña de Wigner (ver [29], página 167) están dados por medio de la siguiente ecuación:

dlkm(χ) =
√

(l + k)!(l − k)!(l +m)!(l −m)!
∑
a

(−1)k−m+a
(

sin χ
2

)k−m+2a(
cos χ

2

)−k+m+2l−2a

(l +m− a)! a! (k −m+ a)! (l − k − a)!
,

donde a corre en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos.

Ejemplo 3.3.3.

dl00(χ) = Pl(cosχ).

d1
11(χ) = 1

2
(1 + cosχ).

d1
10(χ) = − 1√

2
sinχ.

d1
1,−1(χ) = 1

2
(1− cosχ).

d2
2,2(χ) = 1

4
(1 + cosχ)2.
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3.3.2 — Cálculo de la matriz de Wigner Dl
km(R)

En esta sección encontraremos expĺıcitamente los coeficientes de la matriz de Wigner denotados
Dl
km(R), donde R ∈ SO(3), para esto necesitaremos los coeficientes de la matriz pequeña de Wigner.

La gúıa será el libro de Wigner [29], aunque hemos cambiado en algunos casos la notación.

Definición. Sea Wl el espacio vectorial sobre C de polinomios homogéneos de grado l en tres variables
x, y, z.

Ejemplo. f(x, y, z) = 2x2y − xyz + 8iz3 ∈W3.

Definición. Decimos que f(x, y, x) ∈Wl es armónica si 4f(x, y, z) = 0, donde

4 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Ejemplo. f(x, y, z) = x2y − yz2 ∈W3 es armónica ya que

4f(x, y, z) = (2y) + 0 + (−2y) = 0.

Definición. Sea Hl ⊂Wl definido como sigue:

Hl = { f ∈Wl ; f es armónica }.
Usando la linealidad del Laplaciano es fácil ver que Hl es un subespacio vectorial de Wl.

Definición 3.3.4. Sean R ∈ SO(3), f ∈ Wl. Definimos la función OR f : R3 −→ C mediante la
siguiente fórmula:

OR f(x, y, z) = f

(
R−1

xy
z

) = f
(
R−1(x, y, t)T

)
.

Lema. Si R ∈ SO(3), f(x, y, z) ∈Wl, entonces OR f(x, y, z) ∈Wl.

Demostración. Basta verificarlo para los monomios homogéneos, escogemos f(x, y, z) = xm1ym2zm3 con
m1,m2,m3 ∈ N y que satisfacen m1 +m2 +m3 = l. Sea

R−1 =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ,

con aij ∈ R. Luego,

OR f(x, y, z) = f
(
R−1(x, y, t)T

)
= f

(
a11x+ a12y + a13z, a21x+ a22y + a23z, a31x+ a32y + a33z

)
=

(
a11x+ a12y + a13z

)m1
(
a21x+ a22y + a23z

)m2
(
a31x+ a32y + a33z

)m3

=
3∏

k=1

(
mk∑
rk=0

(
mk

rk

)(
ak1x+ ak2y

)mk−rk · (ak3z
)rk)

=
3∏

k=1

(
mk∑
rk=0

mk−rk∑
sk=0

(
mk

rk

)(
mk − rk
sk

)(
ak1x

)mk−rk−sk · (ak2y
)sk · (ak3z

)rk)

=
3∏

k=1

(
mk∑
rk=0

mk−rk∑
sk=0

(
mk

rk

)(
mk − rk
sk

)(
ak1

)mk−rk−sk(ak2

)sk(ak3

)rk · xmk−rk−skyskzrk).



Por lo que cada término en OR f(x, y, z) tiene el mismo orden que el polinomio
∏3

k=1 x
mk−rk−skyskzrk ,

el cual tiene orden m1 +m2 +m3 = l.

Lema. La función OR : Wl −→Wl es lineal.

Demostración. Si f, g ∈Wl, λ1, λ2 ∈ C, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

OR

(
λ1f + λ2g

)
(x, y, z) =

(
λ1f + λ2g

)(
R−1(x, y, z)T

)
=

(
λ1f
)(
R−1(x, y, z)T

)
+
(
λ2g
)(
R−1(x, y, z)T

)
= λ1 · f

(
R−1(x, y, z)T

)
+ λ2 · g

(
R−1(x, y, z)T

)
= λ1 ·ORf(x, y, z) + λ2 ·OR g(x, y, z)

=
(
λ1 ·ORf + λ2 ·OR g

)
(x, y, z).

Por tanto OR

(
λ1f + λ2g

)
= λ1 ·ORf + λ2 ·OR g.

Lema. Si R1, R2 ∈ SO(3), entonces OR1 ◦OR2 = OR2◦R1 .

Demostración. Si f ∈Wl,

OR1 ◦OR2f(x, y, z) = OR1 ◦ f
(
R2
−1(x, y, z)T

)
= f

(
R1
−1 ◦R2

−1(x, y, z)T
)

= f
(
(R2 ◦R1)−1(x, y, z)T

)
= OR2◦R1f(x, y, z).

Lema. Sea R ∈ SO(3). Si ∆f = 0 entonces ∆ORf = 0, esto es, Hl es invariante bajo el operador OR,
para cada R ∈ SO(3).

Demostración. La prueba está basada en la demostración del lema 2.4, página 15, en [2]. Sean u =
(x, y, z), v = R−1 u, recordamos que

∇u = R−1∇v, (3.12)

donde

∇u =
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
.

Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

∆u = ∇u · ∇u

=
(
R−1∇v

)
·
(
R−1∇v

)
por (3.12)

= ∇v · ∇v ya que R−1 ∈ SO(3)

= ∆v.

Por lo que hemos verificado la siguiente identidad:

∆u = ∆v. (3.13)
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Luego,

4uORf(u) = 4u f
(
R−1(u)

)
= 4u f(v) por hipótesis

= 4v f(v) por (3,13)

= 0.

Resumiendo, sea l ∈ N, SO(3) admite una representación en Hl < Wl dada por

R ∈ SO(3) 7−→ OR : Hl −→ Hl,

recordamos que Hl es el espacio vectorial sobre C de polinomios homogéneos armónicos de grado l en
tres variables x, y, z.

El Laplaciano en R3 (denotado 4E) en coordenadas esféricas r, ϑ, ϕ está dado por:

4E = csc2 ϑ
∂2

∂ϕ2
+

∂

∂ϑ2
+ cotϑ

∂

∂ϑ
+ 2r

∂

∂r
+ r2 ∂2

∂r2

= 2r
∂

∂r
+ r2 ∂2

∂r2
−4S2 . (3.14)

donde 4S2 es el Laplaciano en la esfera unitaria S2 (con la métrica Riemanniana usual), y dado por:

4S2 = − csc2 ϑ
∂2

∂ϕ2
− ∂

∂ϑ2
− cotϑ

∂

∂ϑ
.

Sea f ∈ Hl, usando coordenadas esféricas, se cumple la siguiente identidad:

f(x, y, z) = rl Y l(ϑ, ϕ),

para alguna función diferenciable Y l : S2 −→ C. Luego,

0 = 4f(x, y, z) = 4E

(
rl Y l(ϑ, ϕ)

)
,

y por (3.14), (
2r

∂

∂r
+ r2 ∂2

∂r2
−4S2

)(
rl Y l(ϑ, ϕ)

)
= 0

⇐⇒ 2r · lrl−1 · Y l(ϑ, ϕ) + r2 l(l − 1)rl−2 · Y l(ϑ, ϕ)−4S2 rl · Y l(ϑ, ϕ) = 0

⇐⇒ 2lrl Y l(ϑ, ϕ) + l(l − 1)rl Y l(ϑ, ϕ)− rl4S2Y l(ϑ, ϕ) = 0

⇐⇒ rl4S2Y l(ϑ, ϕ) = rl
(
2l + l(l − 1)

)
Y l(ϑ, ϕ),

pero 2l + l(l − 1) = 2l + l2 − l = l2 + l = l(l + 1), por lo que

rl4S2Y l(ϑ, ϕ) = rl l(l + 1)Y l(ϑ, ϕ),

haciendo r = 1 concluimos que:

4S2Y l(ϑ, ϕ) = l(l + 1)Y l(ϑ, ϕ).



Existen 2l + 1 polinomios armónicos f lk ∈ Hl, con k ∈ Z y k ∈ [−l, l] tal que

f lk(r, ϑ, ϕ) = rl · Y l
k(ϑ, ϕ).

Luego,
{ rl Y l

k(ϑ, ϕ) ; k ∈ [−l, l] },
es una base para Hl. En particular, dimC Hl = 2l + 1. Ver por ejemplo [13] para la teoŕıa de esféri-
cos armónicos y rotaciones en SO(3), sección 4.4 (Representations of SO(3): Angular momentum and
spherical harmonics), página 174.

Definición. Dada R ∈ SO(3), denotaremos por Dl(R) a la matriz de (2l + 1) × (2l + 1) con entradas
en C asociada al operador lineal OR : Hl −→ Hl en la base { rl Y l

k(ϑ, ϕ) ; k ∈ [−l, l] }, y a cuya entrada
nm denotaremos por Dl

nm(R).

Se cumple la siguiente identidad:

OR

(
rl Y l

n(ϑ, ϕ)
)

=
l∑

k=−l

Dl
kn(R) · rl Y l

k(θ, ϕ).

Haciendo r = 1 y por la definición (3.3.4) concluimos que:

Y l
n

(
R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
k=−l

Dl
kn(R) · Y l

k(ϑ, ϕ). (3.15)

Siguiendo el método de Wigner para calcular Dl(R) primero se obtendrán representaciones de SU(2).
Pero antes necesitamos unos preliminares, análogos a los de SO(3).

Definición. Sea V2l el espacio vectorial sobre C de polinomios homogéneos de grado 2l en dos variables
x, y.

Definición. Sea A ∈ SU(2), f ∈ V2l, definimos la función PAf : R2 −→ C mediante la siguiente
fórmula:

PAf(x, y) = f

(
A−1

(
x
y

))
= f

(
A−1(x, y)T

)
.

Lema. Sea A ∈ SU(2). Si f ∈ V2l entonces PA f ∈ V2l.

Demostración. Consideremos el monomio f(x, y) = xm1ym2 con m1,m2 ∈ N y que satisfacen m1 +m2 =
2l. Sea

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

con a11, a12, a21, a22 ∈ C. Luego,

PA f(x, y) = f
(
A−1(x, y)T

)
= f

(
a11x+ a12y, a21x+ a22y

)
=

(
a11x+ a12y

)m1
(
a21x+ a22y

)m2

=
2∏

k=1

(
mk∑
rk=0

(
mk

rk

)(
ak1 x

)mk−rk · (ak2 y
)rk)

=
2∏

k=1

(
mk∑
rk=0

(
mk

rk

)(
ak1

)mk−rk(ak2

)rk · xmk−rk yrk).
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Por lo que cada término en PA f(x, y) tiene el mismo orden que el polinomio
∏2

k=1 x
mk−rk yrk , el cual

tiene orden m1 +m2 = 2l.

Resumiendo, sea l ∈ N, SU(2) admite una representación en V2l dada por

A ∈ SU(2) 7−→ PA : V2l −→ V2l.

Definición 3.3.5. Sean m ∈ Z y fm ∈ V2l definida como sigue:

fm(x, y) =
xl+myl−m√

(l +m)!(l −m)!
.

Una base para V2l está dada por:

{ fm(x, y) ; m ∈ [−l, l] },

en particular, dimC V2l = 2l + 1.

Sea A ∈ SU(2) como sigue:

A =

(
α β

−β α

)
,

con α, β ∈ C que satisfacen |α|2 + |β|2 = 1. Tenemos que

PAfm(x, y) = fm

(
A−1

(
x
y

))

= fm

((
α −β
β α

)(
x
y

))
. (3.16)

Por lo tanto

PAfm(x, y) = fm(αx− βy, βx+ αy)

=
(αx− βy)l+m(βx+ αy)l−m√

(l +m)!(l −m)!
por (3.16)

=
l+m∑
a=0

l−m∑
b=0

(
l +m

a

)(
l −m
b

)
(αx) l+m−a(−βy)a(βx)l−m−b(αy)b√

(l +m)!(l −m)!

=
l+m∑
a=0

l−m∑
b=0

(l +m)!

(l +m− a)!a!

(l −m)!

(l −m− b)!b!
(−1)a√

(l +m)!(l −m)!
· αb α l+m−a βa β

l−m−b · x2l−a−bya+b.

(3.17)

Siguiendo a Wigner, quitaremos los ĺımites para a y b en las sumas anteriores, y la suma en a y b es sobre
los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos. Esto está justificado por las siguientes
identidades:

l +m− a ≥ 0
a ≥ 0

l −m− b ≥ 0
b ≥ 0

⇐⇒

a ≤ l +m
a ≥ 0

b ≤ l −m
b ≥ 0

⇐⇒ 0 ≤ a ≤ l +m
0 ≤ b ≤ l −m.



Usando la convención de Wigner, la fórmula (3.17) queda como sigue:

PAfm(x, y) =
∑
a

∑
b

√
(l +m)!(l −m)! (−1)a

a!b!(l +m− a)!(l −m− b)!
· αb α l+m−a βa β

l−m−b · x2l−a−bya+b, (3.18)

donde las sumas en a y b corren en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos.

Ahora hacemos el cambio de variable de b por k mediante la fórmula siguiente:

k = l − a− b ⇐⇒ b = l − a− k.

Veamos como cambian las expresiones en (3.18) con el anterior cambio de variable,

l −m− b = l −m− (l − a− k) = l −m− l + a+ k = −m+ k + a,

2l − a− b = 2l − a− (l − a− k) = 2l − a− l + a+ k = l + k,

a+ b = a+ (l − a− k) = l − k.

Ahora, como a ≥ 0, b ≥ 0, entonces −a ≤ 0, −b ≤ 0, por tanto,

k = l − a− b ≤ l + 0 + 0 = l.

Por otra parte, como −a ≥ −l −m, −b ≥ −l +m, se sigue que

k = l − a− b ≥ l − l −m− l +m = −l.

Sustituyendo las identidades anteriores en (3.18) obtenemos la siguiente igualdad:

PAfm(x, y) =
l∑

k=−l

∑
a

√
(l +m)!(l −m)! (−1)a

a!(l − k − a)!(l +m− a)!(−m+ k + a)!
· αl−k−a α l+m−a βa β

−m+k+a · xl+kyl−k,

(3.19)
pero ahora recordamos que por la definición (3.3.5)

fk(x, y) =
xl+kyl−k√

(l + k)!(l − k)!
. (3.20)

Sustituyendo (3.20) en (3.19) obtenemos la siguiente igualdad:

PAfm(x, y) =
l∑

k=−l

∑
a

√
(l +m)!(l −m)!(l + k)!(l − k)! (−1)a

a!(l − k − a)!(l +m− a)!(−m+ k + a)!
· αl−k−a α l+m−a βa β

−m+k+a · fk(x, y).

(3.21)

Resumiendo, hemos probado la siguiente identidad:

PAfm(x, y) =
l∑

k=−l

Ulkm(A) · fk(x, y),

donde

Ulkm(A) =
∑
a

(−1)a
√

(l +m)!(l −m)!(l + k)!(l − k)!

a!(l − k − a)!(l +m− a)!(−m+ k + a)!
· αl−k−a α l+m−a βa β

−m+k+a
, (3.22)
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y a corre en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos.

Para relacionar las representaciones de SU(2) y SO(3) necesitaremos dar un homomorfismo entre
SU(2) y SO(3), éste no es único, aqúı recordamos la elección de Wigner en [29], página 158, acorde con
los cálculos anteriores. Primero, elegimos una base {Sx, Sy, Sz } (matrices de Pauli) de su(2) (el álgebra
de Lie de SU(2)) como sigue:

Sx =

(
0 1
1 0

)
, Sy =

(
0 i
−i 0

)
, Sz =

(
−1 0
0 1

)
.

Sea A ∈ SU(2), recordamos que la representación adjunta AdA : sl(2,C) −→ sl(2,C) está dada por:

AdAH = AHA−1, ∀H ∈ sl(2,C),

y donde sl(2,C) es el álgebra de Lie de SL(2,C).

Definición. Sea P : su(2) = 〈Sx, Sy, Sz〉 −→ R3 la transformación lineal dada por:

P
(
{Sx, Sy, Sz}

)
=
(
{~e1, ~e2, ~e3}

)
,

donde {~e1, ~e2, ~e3} es la base usual de R3.

Una observación útil en lo que sigue es la siguiente: cualquier matriz H ∈ su(2) la podemos escribir
de manera única como

H = x · Sx + y · Sy + z · Sz

=

(
0 x
x 0

)
+

(
0 iy
−iy 0

)
+

(
−z 0
0 z

)
=

(
−z x+ iy

x− iy z

)
,

donde x, y, z ∈ R.

Definición 3.3.6. Sea A ∈ SU(2), definimos la transformación lineal ΦA : R3 −→ R3 por medio de la
siguiente fórmula:

ΦA(~ek) = P ◦ AdA ◦ P−1(~ek), k = 1, 2, 3.

Equivalentemente, si H ∈ su(2) está dada por:

H = x · Sx + y · Sy + z · Sz, con x, y, z ∈ R,

sea
H ′ := AdAH = x′ · Sx + y′ · Sy + z′ · Sz, con x′, y′, z′ ∈ R,

entonces

ΦA

xy
z

 =

x′y′
z′

 .



Lema 3.3.7. Sean

A =

(
α β

−β α

)
∈ SU(2),

y

H =

(
−z x+ iy

x− iy z

)
= x · Sx + y · Sy + z · Sz ∈ su(2),

con x, y, z ∈ R. Entonces

H ′ = AdAH =

(
−z′ x′ + iy′

x′ − iy′ z′

)
= x′ · Sx + y′ · Sy + z′ · Sz,

donde

x′ =
1

2

(
α2 + α2 − β2 − β2)

x+
i

2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

y +
(
αβ + αβ

)
z ∈ R,

y′ =
i

2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

x+
1

2

(
α2 + α2 + β2 + β

2)
y + i

(
αβ − αβ

)
z ∈ R,

z′ = −
(
αβ + αβ

)
x+ i

(
αβ − αβ

)
y +

(
|α|2 − |β|2

)
z ∈ R.

Demostración. Tenemos que

A−1 =

(
α −β
β α

)
,

por tanto,

H ′ =

(
α β

−β α

)(
−z x+ iy

x− iy z

)(
α −β
β α

)
=

(
−αz + βx− iβy αx+ iαy + βz

βz + αx− iαy −βx− iβy + αz

)(
α −β
β α

)

=

(
−|α|2z + αβx− iαβy + αβx+ iαβy + |β|2z αβz − β2x+ iβ2y + α2x+ iα2y + αβz

α βz + α2x− iα2y − β2
x− iβ2

y + αβz −|β|2z − αβx+ iαβy − αβx− iαβy + |α|2z

)

=

(
(αβ + αβ)x− i(αβ − αβ)y − (|α|2 − |β|2)z (α2 − β2)x+ i(α2 + β2)y + 2αβz

(α2 − β2
)x− i(α2 + β

2
)y + 2αβz −(αβ + αβ)x+ i(αβ − αβ)y + (|α|2 − |β|2)z

)
.

Para terminar la demostración del lema observamos que

x′ + iy′ =
1

2

(
α2 + α2 − β2 − β2)

x+
i

2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

y +
(
αβ + αβ

)
z

−1

2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

x+
i

2

(
α2 + α2 + β2 + β

2)
y −

(
αβ − αβ

)
z

=
(
α2 − β2

)
x+ i

(
α2 + β2

)
y + 2αβz.

x′ − iy′ =
1

2

(
α2 + α2 − β2 − β2)

x+
i

2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

y +
(
αβ + αβ

)
z

+
1

2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

x− i

2

(
α2 + α2 + β2 + β

2)
y +

(
αβ − αβ

)
z

=
(
α2 − β2)

x− i
(
α2 + β

2)
y + 2αβz.
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Lema 3.3.8. Sea

A =

(
α β

−β α

)
∈ SU(2).

La matriz ΦA está dada por:

ΦA =

 Re (α2 − β2) −Im (α2 + β2) 2 Re (αβ)
Im (α2 − β2) Re (α2 + β2) 2 Im (αβ)

−2 Re (αβ) 2 Im (αβ) |α|2 − |β|2

 .

Demostración.

ΦA(~e1) = P ◦ AdA ◦ P−1(~e1)

= P ◦ AdA(Sx)

= P
(

1
2

(
α2 + α2 − β2 − β2)

Sx + i
2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

Sy −
(
αβ + αβ

)
Sz

)
por el lema (3.3.7)

= 1
2

(
α2 + α2 − β2 − β2) · P (Sx) + i

2

(
α2 − α2 + β2 − β2) · P (Sy)−

(
αβ + αβ

)
· P (Sz)

= Re (α2 − β2) · ~e1 + Im (α2 − β2) · ~e2 − 2 Re (αβ) · ~e3 (3.23)

ΦA(~e2) = P ◦ AdA ◦ P−1(~e2)

= P ◦ AdA(Sy)

= P
(
i
2

(
α2 − α2 + β2 − β2)

Sx + 1
2

(
α2 + α2 + β2 + β

2)
Sy + i

(
αβ − αβ

)
Sz

)
por el lema (3.3.7)

= i
2

(
α2 − α2 + β2 − β2) · P (Sx) + 1

2

(
α2 + α2 + β2 + β

2) · P (Sy) + i
(
αβ − αβ

)
· P (Sz)

= −Im (α2 + β2) · ~e1 + Re (α2 + β2) · ~e2 − 2 Im (αβ) · ~e3

= −Im (α2 + β2) · ~e1 + Re (α2 + β2) · ~e2 + 2 Im (αβ) · ~e3 (3.24)

ΦA(~e3) = P ◦ AdA ◦ P−1(~e3)

= P ◦ AdA(Sz)

= P
((
αβ + αβ

)
Sx + i

(
αβ − αβ

)
Sy +

(
|α|2 − |β|2

)
Sz

)
por el lema (3.3.7)

=
(
αβ + αβ

)
· P (Sx) + i

(
αβ − αβ

)
· P (Sy) +

(
|α|2 − |β|2

)
· P (Sz)

= 2 Re (αβ) · ~e1 − 2 Im (αβ) · ~e2 +
(
|α|2 − |β|2

)
· ~e3

= 2 Re (αβ) · ~e1 + 2 Im (αβ) · ~e2 +
(
|α|2 − |β|2

)
· ~e3 (3.25)

Por lo que el lema se sigue de (3.23), (3.24) y (3.25).

Por otra parte, si A ∈ SU(2) entonces ΦA ∈ SO(3), ver por ejemplo [29], página 159. Por lo que
tiene sentido la siguiente:

Definición 3.3.9. Sea Φ : SU(2) −→ SO(3) dada por

Φ(A) = ΦA.



Lema 3.3.10. Φ : SU(2) −→ SO(3) es un homomorfismo, es decir, si A,B ∈ SU(2), entonces

Φ(AB) = Φ(A) ◦ Φ(B).

Demostración. Sea ~v ∈ R3, obtenemos la siguiente cadena de identidades:

ΦAB(~v ) = P ◦ AdAB ◦ P−1(~v ) por la definición (3.3.6)

= P ◦ AdA ◦ AdB ◦ P−1(~v )

= P ◦ AdA ◦ P−1 ◦ P ◦ AdB ◦ P−1(~v )

= ΦA ◦ ΦB(~v ). (3.26)

Luego,

Φ(AB) = ΦAB

= ΦA ◦ ΦB por (3.26)

= Φ(A) ◦ Φ(B).

A continuación damos coordenadas de Euler a SU(2).

Definición 3.3.11. Sea A ∈ SU(2) dada por

A =

(
α β

−β α

)
,

damos a A coordenadas θ, χ, φ por medio de las siguientes ecuaciones:

α = e−
1
2
iθ · cos

χ

2
· e−

1
2
iφ,

β = − e−
1
2
iθ · sin χ

2
· e

1
2
iφ,

donde θ ∈ [0, 2π), χ ∈ [0, π], φ ∈ [−2π, 2π). Denotaremos a A como A(θ, χ, φ).

Usando la definición anterior,

A =

cos χ
2
e−i
(
θ+φ

2

)
− sin χ

2
e−i
(
θ−φ

2

)
sin χ

2
ei
(
θ−φ

2

)
cos χ

2
ei
(
θ+φ

2

)  . (3.27)

Por otra parte,(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)(
cos χ

2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
=

(
cos χ

2
e−i

θ
2 − sin χ

2
e−i

θ
2

sin χ
2
ei
θ
2 cos χ

2
ei
θ
2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)

=

(
cos χ

2
e−i

θ
2 e−i

φ
2 − sin χ

2
e−i

θ
2 ei

φ
2

sin χ
2
ei
θ
2 e−i

φ
2 cos χ

2
ei
θ
2 ei

φ
2

)
, (3.28)
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por lo que de (3.27) y (3.28) vemos que:

A(θ, χ, φ) =

(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)(
cos χ

2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
. (3.29)

Aplicaremos ahora el homomorfismo de la definición (3.3.9) a matrices A ∈ SU(2) como sigue:

Φ
(
A(θ, 0, 0)

)
= Φ

((
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

))

=

Re(e−iθ) −Im(e−iθ) 0
Im(e−iθ) Re(e−iθ) 0

0 0 1

 por el lema (3.3.8)

=

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 . (3.30)

Φ
(
A(0, χ, 0)

)
= Φ

((
cos χ

2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

))

=

cos2 χ
2
− sin2 χ

2
0 −2 cos χ

2
sin χ

2

0 cos2 χ
2

+ sin2 χ
2

0
2 cos χ

2
sin χ

2
0 cos2 χ

2
− sin2 χ

2

 por el lema (3.3.8)

=

cosχ 0 − sinχ
0 1 0

sinχ 0 cosχ

 . (3.31)

Por el lema (3.3.10) sabemos que Φ es un homomorfismo, por lo que aplicando Φ a la identidad en
(3.29) vemos que:

Φ
(
A(θ, χ, φ)

)
= Φ

(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)
· Φ
(

cos χ
2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

)
· Φ

(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
, (3.32)

por tanto, de (3.30) y (3.31) tenemos que

Φ
(
A(θ, χ, φ)

)
=

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

cosχ 0 − sinχ
0 1 0

sinχ 0 cosχ

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 . (3.33)

Definición 3.3.12. Denotaremos por ROT (θ, χ, φ) a la matriz en SO(3) determinada por la siguiente
ecuación:

ROT (θ, χ, φ) :=

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

cosχ 0 − sinχ
0 1 0

sinχ 0 cosχ

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 .

Los ángulos θ, χ, φ son llamados ángulos de Euler de la matriz ROT (θ, χ, φ) ∈ SO(3).



Por (3.33), los ángulos para A en SU(2) son los ángulos de Euler de Φ(A) ∈ SO(3), es decir:

Corolario 3.3.13.
Φ
(
A(θ, χ, φ)

)
= ROT (θ, χ, φ).

Ahora calcularemos expĺıcitamente Dl
km

(
Φ(A)

)
. Tenemos las siguientes identidades:

αl−k−a =
(
e−

1
2
iθ · cos

χ

2
· e−

1
2
iφ
)l−k−a

= e−
1
2
iθ
(
l−k−a

)
·
(

cos
χ

2

)l−k−a
· e−

1
2
iφ
(
l−k−a

)
,

α l+m−a =
(
e

1
2
iθ · cos

χ

2
· e

1
2
iφ
)l+m−a

= e
1
2
iθ
(
l+m−a

)
·
(

cos
χ

2

)l+m−a
· e

1
2
iφ
(
l+m−a

)
,

βa =
(
− e−

1
2
iθ · sin χ

2
· e

1
2
iφ
)a

= (−1)a e−
1
2
iθa ·

(
sin

χ

2

)a
· e

1
2
iφa,

β
−m+k+a

=
(
− e

1
2
iθ · sin χ

2
· e−

1
2
iφ
)−m+k+a

= (−1)−m+k+a e
1
2
iθ
(
−m+k+a

)
·
(

sin
χ

2

)−m+k+a

· e−
1
2
iφ(−m+k+a).

El coeficiente de θ en el producto αl−k−a α l+m−a βa β
−m+k+a

que aparece en la fórmula (3.21) está da-
do por la suma siguiente:

−1

2
iθ
(
l − k − a

)
+

1

2
iθ
(
l +m− a

)
− 1

2
iθa+

1

2
iθ
(
−m+ k + a

)
= −

�
�
�1

2
iθl +

1

2
iθk +

1

2
iθa+

�
�
�1

2
iθl +

1

2
iθm− 1

2
iθa− 1

2
iθa− 1

2
iθm+

1

2
iθk +

1

2
iθa

=
1

2
iθk +

1

2
iθa+

�
�
��1

2
iθm− 1

2
iθa− 1

2
iθa−

�
�

��1

2
iθm+

1

2
iθk +

1

2
iθa

= iθk +
�
�
�1

2
iθa−

�
�
�1

2
iθa− 1

2
iθa+

1

2
iθa

= iθk −
�
�
�1

2
iθa+

�
�
�1

2
iθa = iθk.

El coeficiente de φ está dado por:

= −1

2
iφ
(
l − k − a

)
+

1

2
iφ
(
l +m− a

)
+

1

2
iφa− 1

2
iφ (−m+ k + a)

= −
�
�
�1

2
iφl +

1

2
iφk +

1

2
iφa+

�
�
�1

2
iφl +

1

2
iφm− 1

2
iφa+

1

2
iφa+

1

2
iφm− 1

2
iφk − 1

2
iφa

=
1

2
iφk +

�
�
�1

2
iφa+

1

2
iφm−

�
�
�1

2
iφa+

1

2
iφa+

1

2
iφm− 1

2
iφk − 1

2
iφa

=
�
�
�1

2
iφk + iφm+

1

2
iφa−

�
�
�1

2
iφk − 1

2
iφa

= iφm+
�
�
�1

2
iφa−

�
�
�1

2
iφa = iφm.
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El exponente de cos χ
2

está dado por:(
l − k − a

)
+
(
l +m− a

)
= 2l +m− k − 2a.

El exponente de sin χ
2

está dado por:

a+
(
−m+ k + a

)
= −m+ k + 2a.

Por lo que

αl−k−a α l+m−a βa β
−m+k+a

= (−1)k−m · eiθk
(

cos
χ

2

)2l+m−k−2a(
sin

χ

2

)−m+k+2a

eiφm. (3.34)

Sustituyendo (3.34) en (3.22) obtenemos la siguiente identidad:

Ulkm(A) = eikθ·eimφ·
√

(l +m)!(l −m)!(l + k)!(l − k)!
∑
a

(−1)k−m+a
(

sin χ
2

)−m+k+2a(
cos χ

2

)2l+m−k−2a

a!(l − k − a)!(l +m− a)!(−m+ k + a)!
.

Reconocemos la expresión en el lado derecho como dlkm(χ), la matriz pequeña de Wigner, definición
(3.3.2). Luego hemos demostrado que

Ulkm
(
A(θ, χ, φ)

)
= eikθ dlkm(χ) eimφ. (3.35)

Por otra parte, por el lema (3.3.10) sabemos que Φ : SU(2) −→ SO(3) es un homomorfismo, entonces
Dl ◦ Φ,Ul : SU(2) −→ M(2l+1)×(2l+1)(C), es decir, tenemos dos representaciones de dimensión (2l + 1)
para SU(2). Pero entonces Dl ◦ Φ = Ul (ver [29], página 166). Equivalentemente,

Dl
km

(
Φ(A)

)
= Ulkm(A), ∀A ∈ SU(2). (3.36)

Por el corolario (3.3.13) se cumple la siguiente identidad:

Φ
(
A(θ, χ, φ)

)
= ROT (θ, χ, φ). (3.37)

De (3.35) y (3.36) tenemos que

Dl
km

(
Φ(A(θ, χ, φ))

)
= eikθ dlkm(χ) eimφ. (3.38)

De (3.37) y (3.38) finalmente obtenemos la siguiente identidad:

Dl
km

(
ROT (θ, χ, φ)

)
= eikθ dlkm(χ) eimφ.

Resumiremos los resultados principales, sean l ∈ N, m ∈ Z tal que m ∈ [−l, l], R ∈ SO(3), por la
ecuación (3.15)

Y l
m

(
R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
k=−l

Dl
km(R) · Y l

k(ϑ, ϕ), (3.39)

y si expresamos R en términos de sus ángulos de Euler,

R = ROT (θ, χ, φ),

entonces
Dl
km

(
R
)

= Dl
km

(
ROT (θ, χ, φ)

)
= eikθ dlkm(χ) eimφ, (3.40)

donde dlkm(χ) es la matriz pequeña de Wigner, definida en la definición (3.3.2).



3.4 — Simplificación de la matriz pequeña de Wigner dlkm(χ)

Como ya mencionamos en la introducción del caṕıtulo, por completez damos la demostración de un
lema técnico que permite obtener una expresión cómoda de la matriz pequeña de Wigner dlkm(χ).

Lema 3.4.1. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Sean r1, r2, d1, d2 ∈ Z definidos como sigue

d1 := min{l +m, l −m, l + k, l − k}, (3.41)

y si d1 =


l +m entonces r1 := k −m y d2 := k −m
l −m entonces r1 := m− k y d2 := 0
l + k entonces r1 := m− k y d2 := 0
l − k entonces r1 := k −m y d2 := k −m.

(3.42)

r2 := 2l − 2d1 − r1. (3.43)

Entonces r1, r2, d1, d2 ≥ 0 y se cumple que

dlkm(χ) = (−1)d2

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2(

sin
χ

2

)r1(
cos

χ

2

)r2
P

(r1,r2)
d1

(cosχ), (3.44)

donde χ ∈ [0, π].

Demostración. Primero observamos que por hipótesis k,m ∈ [−l, l], luego, l− k, l+ k, l−m, l+m ≥ 0,
y por tanto d1 ≥ 0.

Si d1 =


l +m entonces r2 = 2l − 2(l +m)− (k −m) = 2l − 2l − 2m− k +m = −k −m
l −m entonces r2 = 2l − 2(l −m)− (m− k) = 2l − 2l + 2m−m+ k = k +m
l + k entonces r2 = 2l − 2(l + k)− (m− k) = 2l − 2l − 2k −m+ k = −k −m
l − k entonces r2 = 2l − 2(l − k)− (k −m) = 2l − 2l + 2k − k +m = k +m.

(3.45)

Si d1 =


l +m entonces l +m ≤ l − k −→ r2 = −k −m ≥ 0
l −m entonces l −m ≤ l + k =⇒ r2 = k +m ≥ 0
l + k entonces l + k ≤ l −m =⇒ r2 = −k −m ≥ 0
l − k entonces l − k ≤ l +m =⇒ r2 = k +m ≥ 0.

(3.46)

Si d1 =


l +m entonces l +m ≤ l + k =⇒ r1 = d2 = k −m ≥ 0
l −m entonces l −m ≤ l − k =⇒ r1 = m− k ≥ 0, d2 = 0
l + k entonces l + k ≤ l +m =⇒ r1 = m− k ≥ 0, d2 = 0
l − k entonces l − k ≤ l −m =⇒ r1 = d2 = k −m ≥ 0.

(3.47)

Por lo que a partir de (3.45), (3.46) y (3.47) concluimos que r1, r2, d1, d2 ≥ 0. Una constante útil es la
siguiente:

Bl
km :=

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2

=

(
(2l − 2d1 − r1)!

(2l − r1)! (d1 + r1)!

) 1
2
(

(d1 + r2)!

(d1)! (r2)!

)− 1
2

=

√
(2l − d1)! (d1)! (r2)!√

(2l − 2d1 − r1)! (d1 + r1)! (d1 + r2)!
. (3.48)
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También nos serán útiles calcular los siguientes mı́nimos y máximos:

si d1 =


l +m entonces min{l +m, l − k} = l +m
l −m entonces l −m ≤ l + k =⇒ l − k ≤ l +m =⇒ min{l +m, l − k} = l − k
l + k entonces l + k ≤ l −m =⇒ l +m ≤ l − k =⇒ min{l +m, l − k} = l +m
l − k entonces min{l +m, l − k} = l − k.

(3.49)

si d1 =


l +m entonces l +m ≤ l + k =⇒ m− k ≤ 0 =⇒ max{0,m− k} = 0
l −m entonces l −m ≤ l − k =⇒ m− k ≥ 0 =⇒ max{0,m− k} = m− k
l + k entonces l + k ≤ l +m =⇒ m− k ≥ 0 =⇒ max{0,m− k} = m− k
l − k entonces l − k ≤ l −m =⇒ m− k ≤ 0 =⇒ max{0,m− k} = 0.

(3.50)

De la definición de la matriz pequeña de Wigner en (3.3.2),

dlkm(χ) =
√

(l + k)!(l − k)!(l +m)!(l −m)!
∑
a

(−1)k−m+a
(

sin χ
2

)k−m+2a(
cos χ

2

)−k+m+2l−2a

(l +m− a)! a! (k −m+ a)! (l − k − a)!
, (3.51)

donde a corre en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos. Esto es, cuando

l +m− a ≥ 0
a ≥ 0

k −m+ a ≥ 0
l − k − a ≥ 0

⇐⇒

a ≤ l +m
a ≤ l − k
a ≥ 0

a ≥ m− k

⇐⇒ a ≤ min{l +m, l − k}
a ≥ max{0,m− k}.

Para facilitar las cuentas, sustituimos C l
km :=

√
(l + k)!(l − k)!(l +m)!(l −m)! y las desigualdades

anteriores en el lado derecho de la expresión (3.51) para dlkm(χ), vemos que:

dlkm(χ) = C l
km ·

min{l+m,l−k}∑
a=max{0,m−k}

(−1)k−m+a
(

sin χ
2

)k−m+2a(
cos χ

2

)−k+m+2l−2a

(l +m− a)! a! (k −m+ a)! (l − k − a)!
. (3.52)

Para efecto de los siguientes cálculos usaremos algunas identidades trigonométricas. Usando la sus-
titución x = cosχ obtenemos,

x− 1

2
=

1

2
cosχ− 1

2
=

1

2

(
cos2 χ

2
− sin2 χ

2

)
− 1

2

(
cos2 χ

2
+ sin2 χ

2

)
= − sin2 χ

2
, (3.53)

x+ 1

2
=

1

2
cosχ+

1

2
=

1

2

(
cos2 χ

2
− sin2 χ

2

)
+

1

2

(
cos2 χ

2
+ sin2 χ

2

)
= cos2 χ

2
. (3.54)

Ahora consideramos α, β, n ∈ N, sea

T (α,β)
n :=

(
sin χ

2

)α(
cos χ

2

)β
P

(α,β)
n (cosχ)

= (n+ α)! (n+ β)!
(

sin
χ

2

)α(
cos

χ

2

)β n∑
a=0

(
x−1

2

)n−a(
x+1

2

)a
(n+ α− a)! a! (β + a)! (n− a)!

por la definición (3,3,1)



= (n+ α)! (n+ β)!
(

sin
χ

2

)α(
cos

χ

2

)β n∑
a=0

(−1)n−a
(

sin χ
2

)2n−2a(
cos χ

2

)2a

(n+ α− a)! a! (β + a)! (n− a)!
,

por (3,53) y (3,54)

y por tanto obtenemos la fórmula

T (α,β)
n = (n+ α)! (n+ β)!

n∑
a=0

(−1)n−a
(

sin χ
2

)2n+α−2a(
cos χ

2

)β+2a

(n+ α− a)! a! (β + a)! (n− a)!
. (3.55)

Ahora se demostrará la fórmula (3.44) caso por caso. Usando la notación en (3.41), (3.42) y (3.43)
equivale a demostrar que

(−1)d2 ·Bl
km · T

(r1,r2)
d1

= dlkm(χ). (3.56)

3.4.1 — Caso d1 = l +m.

Definimos las siguientes constantes:

α = r1 := k −m, β = r2 := −k −m, n = d1 := l +m, d2 := k −m. (3.57)

Sustituyendo las identidades en (3.57) en (3.55),

T (α,β)
n = (l +m+ k −m)! (l +m−m− k)!

l+m∑
a=0

(−1)l+m−a
(

sin χ
2

)2l+2m+k−m−2a(
cos χ

2

)−k−m+2a

(l +m+ k −m− a)! a! (−k −m+ a)! (l +m− a)!
.

Simplificando,

T (α,β)
n = (−1)l+m (l + k)! (l − k)!

l+m∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)k+m+2l−2a(
cos χ

2

)−k−m+2a

(l + k − a)! a! (−k −m+ a)! (l +m− a)!
. (3.58)

Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m − k} = 0 y min{l + m, l − k} = l + m, por lo que de
la identidad (3.52) se sigue que:

dlkm(χ) = C l
km ·

l+m∑
a=0

(−1)k−m+a
(

sin χ
2

)k−m+2a(
cos χ

2

)−k+m+2l−2a

(l +m− a)! a! (k −m+ a)! (l − k − a)!
. (3.59)

Hacemos el cambio de variable b = l + m − a ⇐⇒ a = l + m − b. Si a = 0 =⇒ b = l + m, si
a = l +m =⇒ b = 0. Además,

k −m+ 2a = k −m+ 2l + 2m− 2b = k +m+ 2l − 2b,

−k +m+ 2l − 2a = −k +m+ 2l − 2l − 2m+ 2b = −k −m+ 2b,

l +m− a = l +m− l −m+ b = b,

a = l +m− b,
k −m+ a = k −m+ l +m− b = l + k − b,
l − k − a = l − k − l −m+ b = −k −m+ b,

(−1)k−m+a = (−1)k−m+l+m−b = (−1)l+k(−1)b,
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por lo que sustituyendo las identidades anteriores en (3.59) tenemos que

dlkm(χ) = C l
km (−1)l+k ·

l+m∑
b=0

(−1)b
(

sin χ
2

)k+m+2l−2b(
cos χ

2

)−k−m+2b

b! (l +m− b)! (l + k − b)! (−k −m+ b)!
. (3.60)

Por otra parte, usando las constantes en (3.57) veamos como se modifica la constante Bl
km en (3.48),

Bl
km =

√
(2l − d1)! (d1)! (r2)!√

(2l − 2d1 − r1)! (d1 + r1)! (d1 + r2)!

=

√
(2l − l −m)! (l +m)! (−m− k)!√

(2l − 2l − 2m− k +m)! (l +m+ k −m)! (l +m−m− k)!

=

√
(l −m)! (l +m)! (−m− k)!√
(−m− k)! (l + k)! (l − k)!

=

√
(l −m)! (l +m)!√
(l + k)! (l − k)!

. (3.61)

Resumiendo, por (3.58), (3.60) y (3.61) concluimos que

(−1)k−m ·Bl
km · T (α,β)

n = dlkm(χ),

es decir, probamos la fórmula (3.56) para el primer caso.

3.4.2 — Caso d1 = l −m.

Definimos las constantes siguientes:

α = r1 := −k +m, β = r2 := k +m, n = d1 := l −m, d2 := 0. (3.62)

Sustituyendo las constantes (3.62) en (3.55),

T (α,β)
n = (l −m− k +m)! (l −m+ k +m)!

l−m∑
a=0

(−1)l−m−a
(

sin χ
2

)2l−2m−k+m−2a(
cos χ

2

)k+m+2a

(l −m− k +m− a)! a! (k +m+ a)! (l −m− a)!
.

Simplificando,

T (α,β)
n = (−1)l−m(l − k)! (l + k)!

l−m∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)−k−m+2l−2a(
cos χ

2

)k+m+2a

(l − k − a)! a! (k +m+ a)! (l −m− a)!
. (3.63)

Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m− k} = m− k y min{l +m, l − k} = l − k, por lo que
de (3.52) obtenemos

dlkm(χ) = C l
km ·

l−k∑
b=m−k

(−1)k−m+b
(

sin χ
2

)k−m+2b(
cos χ

2

)−k+m+2l−2b

(l +m− b)! b! (k −m+ b)! (l − k − b)!
. (3.64)



Hacemos el cambio de variable a = l − k − b ⇐⇒ b = l − k − a. Si b = m− k =⇒ a = l −m, y si
b = l − k =⇒ a = 0. Además,

k −m+ 2b = k −m+ 2l − 2k − 2a = −k −m+ 2l − 2a,

−k +m+ 2l − 2b = −k +m+ 2l − 2l + 2k + 2a = k +m+ 2a,

l +m− b = l +m− l + k + a = k +m+ a,

b = l − k − a,
k −m+ b = k −m+ l − k − a = l −m− a,
l − k − b = l − k − l + k + a = a,

(−1)k−m+b = (−1)k−m+l−k−a = (−1)l−m(−1)a,

por lo que sustituyendo las identidades anteriores en (3.64) se sigue

dlkm(χ) = C l
km · (−1)l−m

l−m∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)−k−m+2l−2a(
cos χ

2

)k+m+2a

(k +m+ a)! (l − k − a)! (l −m− a)! a!
. (3.65)

Usando las constantes en (3.62) veremos como se modifica la constante Bl
km en (3.48),

Bl
km =

√
(2l − d1)! (d1)! (r2)!√

(2l − 2d1 − r1)! (d1 + r1)! (d1 + r2)!

=

√
(2l − l +m)! (l −m)! (m+ k)!√

(2l − 2l + 2m−m+ k)! (l −m+m− k)! (l −m+m+ k)!

=

√
(l +m)! (l −m)! (k +m)!√
(m+ k)! (l − k)! (l + k)!

=

√
(l −m)! (l +m)!√
(l + k)! (l − k)!

. (3.66)

Resumiendo, por (3.63), (3.65) y (3.66) concluimos que

(−1)0 ·Bl
km · T (α,β)

n = dlkm(χ),

lo cual prueba (3.56) en el segundo caso.

3.4.3 — Caso d1 = l + k.

Definimos las constantes para este caso como sigue:

α = r1 := −k +m, β = r2 := −k −m, n = d1 := l + k, d2 := 0. (3.67)

Sustituyendo las constantes (3.67) en (3.55),

T (α,β)
n = (l + k − k +m)! (l + k − k −m)!

l+k∑
a=0

(−1)l+k−a
(

sin χ
2

)2l+2k−k+m−2a(
cos χ

2

)−k−m+2a

(l + k − k +m− a)! a! (−k −m+ a)! (l + k − a)!
.

Simplificando,

T (α,β)
n = (−1)l+k(l +m)! (l −m)!

l+k∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)k+m+2l−2a(
cos χ

2

)−k−m+2a

(l +m− a)! a! (−k −m+ a)! (l + k − a)!
. (3.68)
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Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m− k} = m− k y min{l+m, l− k} = l+m, por lo que
de (3.52) tenemos la siguiente igualdad:

dlkm(χ) = C l
km ·

l+m∑
b=m−k

(−1)k−m+b
(

sin χ
2

)k−m+2b(
cos χ

2

)−k+m+2l−2b

(l +m− b)! b! (k −m+ b)! (l − k − b)!
. (3.69)

Hacemos el cambio de variable a = l +m− b ⇐⇒ b = l +m− a. Si b = m− k =⇒ a = l + k, y si
b = l +m =⇒ a = 0. Además,

k −m+ 2b = k −m+ 2l + 2m− 2a = k +m+ 2l − 2a,

−k +m+ 2l − 2b = −k +m+ 2l − 2l − 2m+ 2a = −k −m+ 2a,

l +m− b = l +m− l −m+ a = a,

b = l +m− a,
k −m+ b = k −m+ l +m− a = l + k − a,
l − k − b = l − k − l −m+ a = −k −m+ a,

(−1)k−m+b = (−1)k−m+l+m−a = (−1)l+k(−1)a,

por lo que

dlkm(χ) = C l
km · (−1)l+k

l+k∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)k+m+2l−2a(
cos χ

2

)−k−m+2a

a! (l +m− a)! (l + k − a)! (−k −m+ a)!
. (3.70)

Por otra parte, usando las constantes (3.67) veremos como se transforma la constante Bl
km en (3.48),

Bl
km =

√
(2l − d1)! (d1)! (r2)!√

(2l − 2d1 − r1)! (d1 + r1)! (d1 + r2)!
por (6.4.1) (a)

=

√
(2l − l − k)! (l + k)! (−k −m)!√

(2l − 2l − 2k + k −m)! (l + k − k +m)! (l + k − k −m)!

=

√
(l − k)! (l + k)! (−m− k)!√

(−k −m)! (l +m)! (l −m)!
=

√
(l − k)! (l + k)!√

(l +m)! (l −m)!
. (3.71)

Por (3.68), (3.71) y (3.70) obtenemos

(−1)0 ·Bl
km · T (α,β)

n = dlkm(χ),

lo cual prueba (3.56) para el tercer caso.

3.4.4 — Caso d1 = l − k.

Definimos las constantes para el último caso como sigue:

α = r1 := k −m, β = r2 := k +m, n = d1 := l − k, d2 := k −m. (3.72)



Sustituyendo las constantes (3.72) en (3.55) obtenemos la siguiente identidad:

T (α,β)
n = (l − k + k −m)! (l − k + k +m)!

l−k∑
a=0

(−1)l−k−a
(

sin χ
2

)2l−2k+k−m−2a(
cos χ

2

)k+m+2a

(l − k + k −m− a)! a! (k +m+ a)! (l − k − a)!
.

Simplificando,

T (α,β)
n = (−1)l−k(l −m)! (l +m)!

l−k∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)−k−m+2l−2a(
cos χ

2

)k+m+2a

(l −m− a)! a! (k +m+ a)! (l − k − a)!
. (3.73)

Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m − k} = 0 y min{l + m, l − k} = l − k, por lo que de
(3.52) se sigue que:

dlkm(χ) = C l
km ·

l−k∑
b=0

(−1)k−m+b
(

sin χ
2

)k−m+2b(
cos χ

2

)−k+m+2l−2b

(l +m− b)! b! (k −m+ b)! (l − k − b)!
, (3.74)

haciendo el cambio de variable b = l − k − a ⇐⇒ a = l − k − b. Si b = l − k =⇒ a = 0 y si
b = 0 =⇒ a = l − k. Además,

k −m+ 2b = k −m+ 2l − 2k − 2a = −k −m+ 2l − 2a,

−k +m+ 2l − 2b = −k +m+ 2l − 2l + 2k + 2a = k +m+ 2a,

l +m− b = l +m− l + k + a = k +m+ a,

b = l − k − a,
k −m+ b = k −m+ l − k − a = l −m− a,
l − k − b = l − k − l + k + a = a,

(−1)k−m+b = (−1)k−m+l−k−a = (−1)l−m(−1)a,

por lo que

dlkm(χ) = (−1)l−mC l
km ·

l−k∑
a=0

(−1)a
(

sin χ
2

)−k−m+2l−2a(
cos χ

2

)k+m+2a

(k +m+ a)! (l − k − a)! (l −m− a)! a!
. (3.75)

Por otra parte, de (3.48) y las constantes en (3.72)

Bl
km =

√
(2l − d1)! (d1)! (r2)!√

(2l − 2d1 − r1)! (d1 + r1)! (d1 + r2)!

=

√
(2l − l + k)! (l − k)! (k +m)!√

(2l − 2l + 2k − k +m)! (l − k + k −m)! (l − k + k +m)!
=

√
(l + k)! (l − k)!√

(l −m)! (l +m)!
. (3.76)

Por (3.73), (3.75) y (3.76)
(−1)k−m ·Bl

km · T (α,β)
n = dlkm(χ),

lo cual prueba (3.56) para el cuarto caso.
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CHAPTER 4

Series de Eisenstein

En la sección 1 veremos como definir las rotaciones R(dσ, z, λ) ∈ SO(3), donde σ ∈ SL(2,C) y
(z, λ) ∈ H3; y están determinadas por lo que hace la diferencial de σ a la base ortonormal hiperbólica
{e1, e2, e3} de T(z,λ)H3 (lema (4.1.3)). Para n = 2, si σ ∈ SL(2,R) y z ∈ H2 entonces dσz actúa en R2

por una rotación en SO(2) compuesto con una homotecia. Como veremos, R(dσ, z, λ) ∈ SO(3) y es
entonces el análogo para n = 3.

Por otro lado, en el caṕıtulo 3 vimos que Φ : SU(2) −→ SO(3) es un homomorfismo de grupos. Si
codificamos el punto (z, λ) del espacio hiperbólico en la matriz g ∈ SL(2,C) como g = gz+

√
λj,I , proba-

remos en el lema (4.1.4) que la rotación R(dσ, z, λ) es (módulo conjugación por una matriz constante)
la matriz ΦT (σg), donde T es el mapeo que da la parte SU(2) de la descomposición de Iwasawa.

En la sección 2 estudiaremos algunas propiedades de la matriz de Wigner que usaremos en el resto del
caṕıtulo. Principalmente recordamos cómo cambia la matriz de Wigner de una composición de rotaciones
con respecto a las matrices de Wigner de cada una de las rotaciones, por ejemplo, en el lema (4.2.1)
veremos que si R, T ∈ SO(3) entonces

Dl
bm(R ◦ T ) =

l∑
a=−l

Dl
am(T ) ·Dl

ba(R).

En la sección 3, utilizaremos la matriz de Wigner de las rotaciones R(dσ, z, λ) para definir las series

de Eisenstein Êl
km(g, s) de ΓD en la cúspide ∞, ellas están definidas en SL(2,C) y para s un parámetro

complejo tal que Re(s) > 1. También en la sección 3 veremos que dichas series están bien definidas (lema
(4.3.3)), que convergen para Re(s) > 1 (lema (4.3.4)) y que son invariantes bajo el subgrupo ΓD (lema
4.3.5).

En la sección 4 veremos las series El
km(z, λ, s) (definición (4.4.1)). En general, las series El

km(z, λ, s)
no son series de Eisenstein (salvo el caso l = k = m = 0), ya que no son invariantes bajo el grupo ΓD,
sin embargo, son invariantes bajo el grupo Γ′D,∞ (lema (4.4.2)), por lo que admiten una expansión de
Fourier en la variable z, fijando λ y s. En la sección 9 veremos cómo la expansión de Fourier de las series
El
km(z, λ, s) determina la expansión de Fourier de las series de Eisenstein Êl

km(g, s).

En la sección 5 vemos la relación entre las series El
km(z, λ, s) y ciertas series H l

km(z, λ, s) que apa-
recerán naturalmente en el caṕıtulo 8, que resultan cuando consideramos la transformada de Mellin de
una función en el haz tangente unitario a una orbidad de Bianchi.

En la sección 6 veremos la conjetura sobre la continuación anaĺıtica de las series de Eisenstein.
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4.1 — Rotaciones R(dσ, z, λ), propiedades y equivalencias

Sean z ∈ C, λ ∈ R, con (z, λ) ∈ H3, ~v(z,λ) ∈ T(z,λ)R3, denotaremos por v(z,λ) ∈ T(z,λ)H3 el vector
definido por la siguiente igualdad:

v(z,λ) = Im(z, λ) · ~v(z,λ), (4.1)

y donde Im(z, λ) = λ.

Denotaremos vectores con barra a a vectores en TR3, donde cada espacio tangente tiene el producto
interior usual de R3, luego, podemos transportar dichos vectores en la manera usual. Mientras que
vectores sin barra corresponderán a vectores en TH3, donde cada espacio tangente está dotado de el
producto interior hiperbólico. En ocasiones vamos a omitir el punto base de los vectores.

Definición 4.1.1. Sean σ ∈ SL(2,C), (z, λ) ∈ H3, y sea ~v ∈ T0R3, usando el transporte paralelo
de R3 consideramos ~v ∈ T(z,λ)R3, ahora, v ∈ T(z,λ)H3, luego dσ(z,λ)v ∈ Tσ(z,λ)H3. Repitiendo el mismo

procedimiento pero a la inversa obtenemos un vector, que denotamos
−−−−→
dσ(z,λ)v ∈ T0R3. Con la notación

anterior, la matriz R(dσ, z, λ) ∈M3×3(R) está definida como sigue:

R(dσ, z, λ)~v =
−−−−→
dσ(z,λ)v, ∀~v ∈ R3.

Lema 4.1.2. R(dσ, z, λ) : R3 −→ R3 preserva la norma euclidiana.

Demostración. Sea v ∈ T(z,λ)H3, de la definición de la métrica hiperbólica tenemos que:

〈v, v〉H3

(z,λ) =
1

Im (z, λ)2
〈v, v〉R3

. (4.2)

Pero (4.2) es equivalente a la siguiente identidad:

‖v‖H3

(z,λ) =
1

Im (z, λ)
‖v‖R3

. (4.3)

Sea σ ∈ SL(2,C), un caso particular de la identidad (4.1) es la siguiente:

−−−−→
dσ(z,λ)v =

1

Imσ(z, λ)
dσ(z,λ)v. (4.4)

Por otra parte, por ser σ una isometŕıa hiperbólica sabemos que:

‖dσ(z,λ) v‖H
3

σ(z,λ) = ‖v‖H3

(z,λ). (4.5)

Luego,

‖R(dσ, z, λ)~v ‖R
3

=
∥∥∥−−−−→dσ(z,λ)v

∥∥∥R3

por la definición (4,1,1)

=
1

Imσ(z, λ)

∥∥ dσ(z,λ)v
∥∥R3

por (4.4)
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=
1

Imσ(z, λ)
Imσ(z, λ) ·

∥∥ dσ(z,λ)v
∥∥H3

σ(z,λ)
por (4.3)

=
∥∥ dσ(z,λ)v

∥∥H3

σ(z,λ)

= ‖ v ‖H
3

(z,λ) por (4.5)

=
1

Im (z, λ)
‖ v ‖R

3

por (4.3)

=
1

Im (z, λ)
Im (z, λ) · ‖~v ‖R

3

por (4.1)

= ‖~v‖R3

.

Lema 4.1.3. Sea σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), (z, λ) ∈ H3. Se cumple la siguiente identidad:

R(dσ, z, λ) =
(−−−−−→
dσ(z,λ)e1

T −−−−−→
dσ(z,λ)e2

T −−−−−→
dσ(z,λ)e3

T

)
, (4.6)

donde
(−−−−−→
dσ(z,λ)e1

T −−−−−→
dσ(z,λ)e2

T −−−−−→
dσ(z,λ)e3

T

)
indica la matriz cuyas columnas están dadas por las entradas

de la transformación lineal dσ(z,λ) como sigue

−−−−−→
dσ(z,λ)e1 =

1

2Ω

[
(z2c2 + z2c2) + 2(zcd+ zcd) + (d

2
+ d2)− λ2(c2 + c2)

]
~e1

− i

2Ω

[
(z2c2 − z2c2) + 2(zcd− zcd) + (d

2 − d2)− λ2(c2 − c2)
]
~e2

− λ

Ω

[
|c|2(z + z) + (cd+ cd)

]
~e3, (4.7)

−−−−−→
dσ(z,λ)e2 =

i

2Ω

[
(z2c2 − z2c2) + 2(zcd− zcd) + (d

2 − d2) + λ2(c2 − c2)
]
~e1

+
1

2Ω

[
(z2c2 + z2c2) + 2(zcd+ zcd) + (d

2
+ d2) + λ2(c2 + c2)

]
~e2

− λi

Ω

[
|c|2(z − z) + (cd− cd)

]
~e3, (4.8)

−−−−−→
dσ(z,λ)e3 =

λ

Ω

[
(zc2 + zc2) + (cd+ cd)

]
~e1

− λi

Ω

[
(zc2 − zc2) + (cd− cd)

]
~e2

+
1

Ω

[
|c|2(|z|2 − λ2) + |d|2 + (zcd+ zcd)

]
~e3, (4.9)

donde Ω := |cz+d|2+|c|2λ2. Además, {~e1, ~e2, ~e3} es una base ortonormal euclidiana en T(z,λ)R3, mientras
que {e1, e2, e3} es una base ortonormal hiperbólica en T(z,λ)H3. La relación entre las bases está dada por:

~ek =
1

Im (z, λ)
ek, k = 1, 2, 3. (4.10)



Demostración. Sea z = x+ iy, por (3.1),

Imσ(z + λj) =
λ

|cz + d|2 + |c|2λ2
=
λ

Ω
. (4.11)

Otra identidad que se sigue de (4.1) y que nos será útil es la siguiente:

−−−−−→
dσ(z,λ)ek =

1

Imσ(z, λ)
dσ(z,λ)ek, k = 1, 2, 3. (4.12)

Demostremos la primer ecuación (4.7). Sea α : R −→ H3 dada por

α(t) = z + t+ λj = x+ t+ iy + λj,

entonces α(0) = z + λj, α′(0) = 1. Tenemos

g
(
α(t)

)
=

(
a b
c d

)
(z + t+ λj)

=

(
a(z + t) + b

)(
c(z + t) + d

)
+ acλ2

|c(z + t) + d|2 + |c|2λ2
+

λ

|c(z + t) + d|2 + |c|2λ2
j por (3.1)

=
(az + at+ b)(cz + ct+ d) + acλ2

|cz + ct+ d|2 + |c|2λ2
+

λ

|cz + ct+ d|2 + |c|2λ2
j. (4.13)

Luego, si F1, F2 : R −→ C son definidas como sigue,

F1(t) := (az + at+ b)(cz + ct+ d) + acλ2,

F2(t) := |cz + ct+ d|2 + |c|2λ2 = (cz + ct+ d)(cz + ct+ d) + |c|2λ2,

entonces por (4.13),

g
(
α(t)

)
=
F1(t)

F2(t)
+

λ

F2(t)
j. (4.14)

Desarrollando F1(t) y F2(t),

F1(t) = ac|z|2 + aczt+ adz + aczt+ act2 + adt+ bcz + bct+ bd+ acλ2

F2(t) = |c|2|z|2 + |c|2zt+ cdz + |c|2zt+ |c|2t2 + cdt+ cdz + cdt+ |d|2 + |c|2λ2.

Evaluando en t = 0, obtenemos

F1(0) = ac|z|2 + adz + bcz + bd+ acλ2,

F2(0) = |c|2|z|2 + cdz + cdz + |d|2 + |c|2λ2

= |cz + d|2 + |c|2λ2 = Ω. (4.15)

Derivando F1(t) y F2(t),

F ′1(t) = acz + acz + 2act+ ad+ bc

F ′2(t) = |c|2z + |c|2z + 2|c|2t+ cd+ cd.
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Evaluando las derivadas en t = 0,

F ′1(0) = acz + acz + ad+ bc,

F ′2(0) = |c|2z + |c|2z + cd+ cd. (4.16)

Usando Mathematica encontramos

F ′1(0)F2(0)− F1(0)F ′2(0) = λ2bcc2 − λ2adc2 − bcd2
+ add

2 − 2bccdz + 2adcdz − bcc2z2 + adc2z2

= (ad− bc)(c2z2 − λ2c2 + 2cdz + d
2
)

= c2z2 − λ2c2 + 2cdz + d
2
. (4.17)

Derivando la ecuación (4.14) y evaluando en t = 0,

d

dt

∣∣∣
0
g
(
α(t)

)
=
F ′1(0)F2(0)− F1(0)F ′2(0)

F2(0)2
− λF ′2(0)

F2(0)2
j. (4.18)

Sustituyendo (4.15), (4.16) y (4.17) en (4.18) obtenemos

dσ(z,λ)~e1 =
d

dt

∣∣∣
0
g
(
α(t)

)
=

1

Ω2

[
c2z2 − λ2c2 + 2cdz + d

2
]
− λ

Ω2

[
|c|2z + |c|2z + cd+ cd

]
j

=
1

Ω2

[
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2
]
− λ

Ω2

[
|c|2(z + z) + (cd+ cd)

]
j.

=
1

Ω2
Re
[
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2
]
~e1 +

1

Ω2
Im
[
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2
]
~e2

− λ

Ω2

[
|c|2(z + z) + (cd+ cd)

]
~e3. (4.19)

Por otra parte, sea k ∈ {1, 2, 3}, tenemos las siguiente cadena de identidades:

dσ(z,λ)~e1 = dσ(z,λ)

[
1

Im (z, λ)
ek

]
por (4.10)

=
1

Im (z, λ)
dσ(z,λ)ek

=
1

Im (z, λ)
Imσ(z, λ) ·

−−−−−→
dσ(z,λ)ek por (4.12)

=
Imσ(z, λ)

Im (z, λ)

−−−−−→
dσ(z,λ)ek

=
λ

Ω

1

λ

−−−−−→
dσ(z,λ)ek, por (4.11)

resumiendo,

dσ(z,λ) ~ek =
1

Ω
·
−−−−−→
dσ(z,λ)ek, k = 1, 2, 3. (4.20)



Por lo que de las identidades en (4.19) y (4.20) vemos

−−−−−→
dσ(z,λ)e1 =

1

Ω
Re
[
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2
]
~e1 +

1

Ω
Im
[
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2
]
~e2

− λ

Ω

[
|c|2(z + z) + (cd+ cd)

]
~e3.

(4.21)

Lo cual prueba la primer identidad en (4.7) del lema.

Veamos ahora la segunda ecuación en (4.8). Sea α : R −→ H3 dada por

α(t) = z + ti+ λj = x+ (t+ y)i+ λj,

entonces α(0) = z + λj, α′(0) = i. Tenemos

g
(
α(t)

)
=

(
a b
c d

)
(z + ti+ λj)

=

(
a(z + ti) + b

)(
c(z + ti) + d

)
+ acλ2

|c(z + ti) + d|2 + |c|2λ2
+

λ

|c(z + ti) + d|2 + |c|2λ2
j por (3.1)

=
(az + ati+ b)(cz − cti+ d) + acλ2

|cz + cti+ d|2 + |c|2λ2
+

λ

|cz + cti+ d|2 + |c|2λ2
j. (4.22)

Luego, si F1, F2 : R −→ C son definidas como sigue,

F1(t) := (az + ati+ b)(cz − cti+ d) + acλ2,

F2(t) := |cz + cti+ d|2 + |c|2λ2 = (cz + cti+ d)(cz − cti+ d) + |c|2λ2,

entonces

g
(
α(t)

)
=
F1(t)

F2(t)
+

λ

F2(t)
j. (4.23)

Desarrollando F1(t) y F2(t),

F1(t) = ac|z|2 − aczti+ adz + aczti+ act2 + adti+ bcz − bcti+ bd+ acλ2,

F2(t) = |c|2|z|2 − |c|2zti+ cdz + |c|2zti+ |c|2t2 + cdti+ cdz − cdti+ |d|2 + |c|2λ2.

Evaluando en t = 0,

F1(0) = ac|z|2 + adz + bcz + bd+ acλ2,

F2(0) = |c|2|z|2 + cdz + cdz + |d|2 + |c|2λ2

= |cz + d|2 + |c|2λ2 = Ω. (4.24)

Derivando F1(t) y F2(t),

F ′1(t) = −aczi+ aczi+ 2act+ adi− bci,
F ′2(t) = −|c|2zi+ |c|2zi+ 2|c|2t+ cdi− cdi.
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Evaluando las derivadas en t = 0,

F ′1(0) = −aczi+ aczi+ adi− bci,
F ′2(0) = −|c|2zi+ |c|2zi+ cdi− cdi. (4.25)

Usando Mathematica obtenemos

F ′1(0)F2(0)− F1(0)F ′2(0) = −bcc2λ2i+ adc2λ2i− bcd2
i+ add

2
i− 2bccdzi+ 2adcdzi− bcc2z2i+ adc2z2i

= (ad− bc)(c2z2 + λ2c2 + 2cdz + d
2
)i

= (c2z2 + λ2c2 + 2cdz + d
2
)i. (4.26)

Derivando la ecuación (4.23) y evaluando en t = 0,

d

dt

∣∣∣
0
g
(
α(t)

)
=
F ′1(0)F2(0)− F1(0)F ′2(0)

F2(0)2
− λF ′2(0)

F2(0)2
j. (4.27)

Sustituyendo (4.24), (4.25) y (4.26) en (4.27) conseguimos

dσ(z,λ)~e2 =
d

dt

∣∣∣
0
g
(
α(t)

)
=

i

Ω2

[
c2z2 + λ2c2 + 2cdz + d

2
]
− λi

Ω2

[
− |c|2z + |c|2z + cd− cd

]
j

=
i

Ω2

[
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

]
− λi

Ω2

[
|c|2(z − z) + (cd− cd)

]
j.

=
i

Ω2
Re
[
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

]
~e1 +

i

Ω2
Im
[
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

]
~e2

− λi

Ω2

[
|c|2(z − z) + (cd− cd)

]
~e3. (4.28)

Por lo que de las identidades en (4.28) y (4.20) concluimos

−−−−−→
dσ(z,λ)e2 =

i

Ω
Re
[
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

]
~e1 +

i

Ω
Im
[
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

]
~e2

− λi

Ω

[
|c|2(z − z) + (cd− cd)

]
~e3.

Lo cual prueba (4.8).

Veamos la tercera ecuación en (4.9). Sea α : R −→ H3 dada por

α(t) = z + λj + tj = z + (λ+ t)j,

entonces α(0) = z + λj, α′(0) = j. Tenemos

g
(
α(t)

)
=

(
a b
c d

)
(z + (λ+ t)j)

=

(
az + b

)(
cz + d

)
+ ac(λ+ t)2

|cz + d|2 + |c|2(λ+ t)2
+

λ+ t

|cz + d|2 + |c|2(λ+ t)2
j. por (3.1) (4.29)



Luego, si F1, F2 : R −→ C son definidas como sigue

F1(t) := (az + b)(cz + d) + ac(λ+ t)2,

F2(t) := |cz + d|2 + |c|2(λ+ t)2,= (cz + d)(cz + d) + |c|2(λ+ t)2,

entonces

g
(
α(t)

)
=
F1(t)

F2(t)
+
λ+ t

F2(t)
j. (4.30)

Desarrollando,

F1(t) = ac|z|2 + adz + bcz + bd+ acλ2 + 2acλt+ act2,

F2(t) = |c|2|z|2 + cdz + cdz + |d|2 + |c|2λ2 + 2|c|2λt+ |c|2t2.

Evaluando en t = 0,

F1(0) = ac|z|2 + adz + bcz + bd+ acλ2,

F2(0) = |c|2|z|2 + cdz + cdz + |d|2 + |c|2λ2

= |cz + d|2 + |c|2λ2 = Ω. (4.31)

Derivando F1(t) y F2(t),

F ′1(t) = 2acλ+ 2act,

F ′2(t) = 2|c|2λ+ 2|c|2t.

Evaluando las derivadas en t = 0,

F ′1(0) = 2acλ,

F ′2(0) = 2|c|2λ. (4.32)

Se sigue la siguiente cadena de identidades,

F ′1(0)F2(0)− F1(0)F ′2(0) = 2acλ
(
|c|2|z|2 + cdz + cdz + |d|2 + |c|2λ2

)
−
(
ac|z|2 + adz + bcz + bd+ acλ2

)
2|c|2λ

= 2λ
(
�����ac|c|2|z|2 +����a|c|2dz + ac2dz + ac|d|2 +�����ac|c|2λ2

−�����ac|c|2|z|2 −����a|c|2dz − bc|c|2z − b|c|2d−�����ac|c|2λ2
)

= 2λ
(
ac2dz + ac|d|2 − bc|c|2z − b|c|2d

)
= 2λ

(
ac2dz + acdd− bc2cz − bccd

)
= 2λ

(
c2z(ad− bc) + cd(ad− bc)

)
= 2λ (c2z + cd). (4.33)
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Derivando la ecuación (4.30),

d

dt
g
(
α(t)

)
=

F ′1(t)F2(t)− F1(t)F ′2(t)

F2(t)2
+
(
(λ+ t)F2(t)−1

)′
(t) j

=
F ′1(t)F2(t)− F1(t)F ′2(t)

F2(t)2
+

(
F2(t)− (λ+ t)F ′2(t)

F2(t)2

)
j. (4.34)

Evaluando en t = 0 la ecuación (4.34),

d

dt

∣∣∣
0
g
(
α(t)

)
=
F ′1(0)F2(0)− F1(0)F ′2(0)

F2(0)2
+

(
F2(0)− λF ′2(0)

F ′2(0)2

)
j. (4.35)

Sustituyendo (4.31), (4.32) y (4.33) en (4.35) obtenemos

dσ(z,λ)~e3 =
d

dt

∣∣∣
0
g
(
α(t)

)
=

1

Ω2

[
2λ(c2z + cd)

]
+

1

Ω2

[
|c|2|z|2 + cdz + cdz + |d|2 + |c|2λ2 − λ(2|c|2λ)

]
j

=
2λ

Ω2

[
zc2 + cd

]
+

1

Ω2

[
|c|2(|z|2 − λ2) + |d|2 + (zcd+ zcd)

]
j.

=
2λ

Ω2
Re
[
zc2 + cd

]
~e1 +

2λ

Ω2
Im
[
zc2 + cd

]
~e2

+
1

Ω2

[
|c|2(|z|2 − λ2) + |d|2 + (zcd+ zcd)

]
~e3. (4.36)

Por lo que de las identidades en (4.36) y (4.20) concluimos

−−−−−→
dσ(z,λ)e3 =

2λ

Ω
Re
[
zc2 + cd

]
~e1 +

2λ

Ω
Im
[
zc2 + cd

]
~e2

+
1

Ω

[
|c|2(|z|2 − λ2) + |d|2 + (zcd+ zcd)

]
~e3,

lo cual demuestra (4.9).

Recordamos ahora brevemente algunos hechos vistos en el caṕıtulo anterior. Sea

A =

(
α β

−β α

)
∈ SU(2).

Por el lema (3.3.8) la matriz ΦA ∈ SO(3) está dada por:

ΦA =

 Re (α2 − β2) −Im (α2 + β2) 2 Re (αβ)
Im (α2 − β2) Re (α2 + β2) 2 Im (αβ)

−2 Re (αβ) 2 Im (αβ) |α|2 − |β|2

 . (4.37)

De la definición (3.3.9) y el lema (3.3.10) sabemos que Φ : SU(2) −→ SO(3) dada por Φ(A) = ΦA

es un homomorfismo, es decir, si A,B ∈ SU(2), entonces

ΦAB = ΦA ◦ ΦB. (4.38)



Definición. Sea T : SL(2,C) −→ SU(2) el mapeo que da la parte SU(2) de la descomposición de
Iwasawa. Es decir, si g = gz+

√
λj,K ∈ SL(2,C) entonces

T (g) = K.

Lema 4.1.4. Sean σ = σz′+
√
λ′j,K =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), g = gz+

√
λj,I donde (z, λ) ∈ H3, entonces se

cumple la siguiente identidad:
ΦT (σg) = B ◦R(dσ, z, λ) ◦B,

donde

B =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Demostración. Tenemos

σ =

(
1 z′

0 1

)(√
λ′ 0
0 1√

λ′

)(
α β

−β α

)
=

(√
λ′ z′√

λ′

0 1√
λ′

)(
α β

−β α

)

=

(√
λ′ α− z′√

λ′
β
√
λ′ β + z′√

λ′
α

− 1√
λ′
β 1√

λ′
α

)
. . (4.39)

Además,

g =

(
1 z
0 1

)(√
λ 0

0 1√
λ

)
=

(√
λ z√

λ

0 1√
λ

)
. (4.40)

De (4.39) y (4.40) se sigue que:

σg =

(√
λ′ α− z′√

λ′
β
√
λ′ β + z′√

λ′
α

− 1√
λ′
β 1√

λ′
α

)(√
λ z√

λ

0 1√
λ

)

=

(√
λλ′ α−

√
λ√
λ′
z′β

√
λ′√
λ
zα− zz′√

λλ′
β +

√
λ′√
λ
β + z′√

λλ′
α

−
√
λ√
λ′
β − z√

λλ′
β + 1√

λλ′
α

)
. (4.41)

Denotaremos a la matriz σg como:

σg =

(
a′ b′

c′ d′

)
.

Ahora queremos calcular la matriz T (σg), para esto necesitamos algunos cálculos previos,

|c′|2 + |d′|2 =
∣∣∣− √λ√

λ′
β
∣∣∣2 +

∣∣∣− z√
λλ′

β + 1√
λλ′

α
∣∣∣2

= λ
λ′
|β|2 +

(
− z√

λλ′
β + 1√

λλ′
α
)(
− z√

λλ′
β + 1√

λλ′
α
)

= λ
λ′
|β|2 + |z|2

λλ′
|β|2 − z

λλ′
αβ − z

λλ′
αβ + 1

λλ′
|α|2

=
λ2 |β|2+|z|2 |β|2+|α|2−

(
zαβ+zαβ

)
λλ′

. (4.42)
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Sea r := λ2 |β|2 + |z|2 |β|2 + |α|2 −
(
zαβ + zαβ

)
, por (4.42) tenemos

√
|c′|2 + |d′|2 =

√
r√
λλ′

. (4.43)

Además, de (4.41) y (4.43) concluimos

c′√
|c′|2 + |d′|2

=
−
√
λ√
λ′
β

√
r√
λλ′

= −λβ√
r
.

d′√
|c′|2 + |d′|2

=
− z√

λλ′
β + 1√

λλ′
α

√
r√
λλ′

=
−zβ + α√

r
.

Por lo que usando la descomposición de Iwasawa vemos

T (σg) =

(−zβ+α√
r

λβ√
r

−λβ̄√
r

−z~β+ᾱ√
r

)
=

(
µ η
−η̄ µ̄

)
. (4.44)

La matriz ΦT (σg) en (4.37) está dada como sigue:

ΦT (σg) =

 Re (µ2 − η2) −Im (µ2 + η2) 2 Re (µη)
Im (µ2 − η2) Re (µ2 + η2) 2 Im (µη)
−2 Re (µη) 2 Im (µη) |µ|2 − |η|2

 . (4.45)

Por otra parte, usando la descomposición de Iwasawa para σ obtenemos

T (σ) =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
con

α =
d√
t

β = − c√
t
, (4.46)

donde t := |c|2 + |d|2.

Ahora observaremos como se modifica r usando las identidades en (4.46):

r = λ2 |β|2 + |z|2 |β|2 + |α|2 −
(
zαβ + zαβ

)
= λ2

∣∣∣−c√
t

∣∣∣2 + |z|2
∣∣∣−c√

t

∣∣∣2 +
∣∣∣ d√

t

∣∣∣2 − (z d√
t

(−c)√
t

+ z d√
t

(−c̄)√
t

)
= λ2 |c|2

t
+ |z|2 |c|

2

t
+
|d|2

t
+

1

t

(
zcd+ zcd

)
=

1

t

(
cz + d

)(
cz + d

)
+

1

t
λ2|c|2.

Resumiendo,
rt = |cz + d|2 + λ2|c|2 := Ω. (4.47)



Veamos ahora como cambian µ y η de la matriz en (4.44) usando las identidades en (4.46),

µ =
−zβ + α√

r
=
−z (−c)√

t
+ d√

t√
r

=

zc+d√
t√
r

=
zc+ d√

rt

=
zc+ d√

Ω
. por (4.47) (4.48)

η = λβ√
r

=
λ

(−c)√
t√
r

= − λc√
rt

= − λc√
Ω
. por (4.47) (4.49)

Resumiendo, de (4.48) y (4.49) obtenemos las siguientes ecuaciones:

µ =
zc+ d√

Ω
η = − λc√

Ω
. (4.50)

Ahora calcularemos todas las entradas de la matriz ΦT (σg) en (4.45) usando las identidades en (4.50).
Primero vemos que:

|µ|2 − |η|2 =

∣∣∣∣zc+ d√
Ω

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣− λc√
Ω

∣∣∣∣2
=

1

Ω

[
(zc+ d)(zc+ d)− λ2|c|2

]
=

1

Ω

[
|z|2|c|2 + zcd+ zcd+ |d|2 − λ2|c|2

]
=

1

Ω

[
|c|2
(
|z|2 − λ2

)
+ |d|2 + (zcd+ zcd)

]
. (4.51)

Tenemos el siguiente producto,

µη =

(
zc+ d√

Ω

)(
− λc√

Ω

)
= −λ

Ω

(
zc2 + cd

)
.

Luego,

2Re (µη) = −λ
Ω

[
(zc2 + cd) + (zc2 + cd)

]
= −λ

Ω

[
(zc2 + zc2) + (cd+ cd)

]
. (4.52)
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2Im (µη) = − λ

Ωi

[
(zc2 + cd)− (zc2 + cd)

]
=

λi

Ω

[
(zc2 − zc2) + (cd− cd)

]
. (4.53)

Otro producto está dado por

µη =

(
zc+ d√

Ω

)(
− λc√

Ω

)
= −λ

Ω

(
z|c|2 + cd

)
.

Luego,

−2Re (µη) = −2Re (µη) =
λ

Ω

[(
z|c|2 + cd

)
+
(
z|c|2 + cd

)]
=

λ

Ω

[
|c|2(z + z) + (cd+ cd)

]
. (4.54)

2Im (µη) = −2Im (µη) = − λ

Ωi

[(
z|c|2 + cd

)
−
(
z|c|2 + cd

)]
=

λi

Ω

[
|c|2(z − z) + (cd− cd)

]
. (4.55)

Otra suma que necesitamos está dada por

µ2 + η2 =

(
zc+ d√

Ω

)2

+

(
− λc√

Ω

)2

=
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

Ω
.

Luego,

Re (µ2 + η2) =
1

2Ω

[(
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

)
+
(
z2c2 + 2zcd+ d2 + λ2c2

)]
=

1

2Ω

[
(z2c2 + z2c2) + 2(zcd+ zcd) + (d

2
+ d2) + λ2(c2 + c2)

]
. (4.56)

−Im (µ2 + η2) = − 1

2Ωi

[(
z2c2 + 2zcd+ d

2
+ λ2c2

)
−
(
z2c2 + 2zcd+ d2 + λ2c2

)]
=

i

2Ω

[
(z2c2 − z2c2) + 2(zcd− zcd) + (d

2 − d2) + λ2(c2 − c2)
]
. (4.57)

La última resta que necesitamos es la siguiente,

µ2 − η2 =

(
zc+ d√

Ω

)2

−

(
− λc√

Ω

)2

=
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2

Ω
.

Luego,

Re (µ2 − η2) =
1

2Ω

[(
z2c2 + 2zcd+ d

2 − λ2c2
)

+
(
z2c2 + 2zcd+ d2 − λ2c2

)]
=

1

2Ω

[
(z2c2 + z2c2) + 2(zcd+ zcd) + (d

2
+ d2)− λ2(c2 + c2)

]
. (4.58)



−Im (µ2 − η2) = − 1

2Ωi

[(
z2c2 + 2zcd+ d

2 − Ω2c2
)
−
(
z2c2 + 2zcd+ d2 − λ2c2

)]
=

i

2Ω

[
(z2c2 − z2c2) + 2(zcd− zcd) + (d

2 − d2)− λ2(c2 − c2)
]
. (4.59)

La primer columna de la matriz ΦT (σg) según la fórmula en (4.45) está dada por las identidades en
(4.58), (4.59) y (4.54),

ΦT (σg)(~e1)T =


1

2Ω

[
(z2c2 + z2c2) + 2(zcd+ zcd) + (d

2
+ d2)− λ2(c2 + c2)

]
− i

2Ω

[
(z2c2 − z2c2) + 2(zcd− zcd) + (d

2 − d2)− λ2(c2 − c2)
]

λ
Ω

[
|c|2(z + z) + (cd+ cd)

]


=

 〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e1, ~e1〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e1, ~e2〉R

3

−〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e1, ~e3〉R

3

 por el lema (4.1.3)

=

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e1, ~e1〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e1, ~e2〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e1, ~e3〉R

3


=

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 R(dσ, z, λ)
(
~e1

)T
. (4.60)

La segunda columna de la matriz ΦT (σg) según la fórmula en (4.45) está dada por las identidades en
(4.57), (4.56) y (4.55),

ΦT (σg)(~e2)T =


i

2Ω

[
(z2c2 − z2c2) + 2(zcd− zcd) + (d

2 − d2) + λ2(c2 − c2)
]

1
2Ω

[
(z2c2 + z2c2) + 2(zcd+ zcd) + (d

2
+ d2) + λ2(c2 + c2)

]
λi
Ω

[
|c|2(z − z) + (cd− cd)

]


=

 〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e2, ~e1〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e2, ~e2〉R

3

−〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e2, ~e3〉R

3

 por el lema (4.1.3)

=

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e2, ~e1〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e2, ~e2〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e2, ~e3〉R

3


=

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 R(dσ, z, λ)
(
~e2

)T
. (4.61)

La tercer columna de la matriz ΦT (σg) según la fórmula en (4.45) está dada por las identidades en
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(4.52), (4.53) y (4.51),

ΦT (σg)(~e3)T =


− λ

Ω

[
(zc2 + zc2) + (cd+ cd)

]
λi
Ω

[
(zc2 − zc2) + (cd− cd)

]
1
Ω

[
|c|2
(
|z|2 − λ2

)
+ |d|2 + (zcd+ zcd)

]


=

−〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e3, ~e1〉R

3

−〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e3, ~e2〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e3, ~e3〉R

3

 por el lema (4.1.3)

=

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e3, ~e1〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e3, ~e2〉R

3

〈
−−−−−→
dσ(z,λ)e3, ~e3〉R

3


= −

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 R(dσ, z, λ)
(
~e3

)T
. (4.62)

Tenemos las siguientes identidades:

ΦT (σg)

(
~e1

)T
= B ◦R(dσ, z, λ)

(
~e1

)T
por (4.60)

= B ◦R(dσ, z, λ) ◦B
(
~e1

)T
. (4.63)

ΦT (σg)

(
~e2

)T
= B ◦R(dσ, z, λ)

(
~e2

)T
por (4.61)

= B ◦R(dσ, z, λ) ◦B
(
~e2

)T
. (4.64)

ΦT (σg)

(
~e3

)T
= (−B) ◦R(dσ, z, λ)

(
~e3

)T
por (4.62)

= B ◦R(dσ, z, λ)
(
− ~e3

)T
= B ◦R(dσ, z, λ) ◦B

(
~e3

)T
. (4.65)

Por (4.63), (4.64) y (4.65) hemos demostrado

ΦT (σg) = B ◦R(dσ, z, λ) ◦B.

Corolario 4.1.5. Del lema anterior, det
(
R(dσ, z, λ)

)
= 1, pero por el lema (4.1.2) R(dσ, z, λ) preserva

la norma Euclidiana, concluimos R(dσ, z, λ) ∈ SO(3).

4.2 — Propiedades de las matrices de Wigner Dl
km(R)

Lema 4.2.1. Sean R, T ∈ SO(3), l ∈ N, b,m ∈ Z tales que b,m ∈ [−l, l]. Entonces

Dl
bm(R ◦ T ) =

l∑
a=−l

Dl
am(T ) ·Dl

ba(R).



Demostración. Por la identidad en (3.15) se cumple

Y l
m

(
(R ◦ T )−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
k=−l

Dl
km(R ◦ T ) · Y l

k(ϑ, ϕ), (4.66)

por (3.15),

Y l
m

(
T−1 ◦R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
a=−l

Dl
am(T ) · Y l

a

(
R−1(ϑ, ϕ)

)
, (4.67)

pero también por (3.15),

Y l
a

(
R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
b=−l

Dl
ba(R) · Y l

b (ϑ, ϕ). (4.68)

Sustituyendo (4.68) en (4.67) tenemos

Y l
m

(
T−1 ◦R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
a=−l

Dl
am(T )

l∑
b=−l

Dl
ba(R) · Y l

b (ϑ, ϕ)

=
l∑

a=−l

l∑
b=−l

Dl
am(T ) ·Dl

ba(R) · Y l
b (ϑ, ϕ). (4.69)

Pero por la ecuación en (4.66) y renombrando el entero k por b,

Y l
m

(
T−1 ◦R−1(ϑ, ϕ)

)
=

l∑
b=−l

Dl
bm(R ◦ T ) · Y l

b (ϑ, ϕ), (4.70)

e igualando las ecuaciones en (4.69) y (4.70) obtenemos

l∑
b=−l

Dl
bm(R ◦ T ) · Y l

b (ϑ, ϕ) =
l∑

b=−l

l∑
a=−l

Dl
am(T ) ·Dl

ba(R) · Y l
b (ϑ, ϕ),

y entonces, Dl
bm(R ◦ T ) =

∑l
a=−lD

l
am(T ) ·Dl

ba(R).

En particular, si R = I, de la identidad en (4.68) se sigue

Y l
a

(
I−1(ϑ, ϕ)

)
= Y l

a(ϑ, ϕ) =
l∑

b=−l

Dl
ba(I) · Y l

b (ϑ, ϕ).

Corolario 4.2.2. Sean l ∈ N, b,m ∈ Z tales que b,m ∈ [−l, l], entonces Dl
bm(I) = δbm.

Por otra parte, sean R, T, S ∈ SO(3), l ∈ N, b,m ∈ Z tales que b,m ∈ [−l, l]. Entonces

Dl
bm

(
R ◦ (S ◦ T )

)
=

l∑
a=−l

Dl
am(S ◦ T ) ·Dl

ba(R), (4.71)

pero

Dl
am(S ◦ T ) =

l∑
c=−l

Dl
cm(T ) ·Dl

ac(S). (4.72)

Por lo que sustituyendo (4.72) en (4.71) tenemos el siguiente resultado básico.
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Corolario 4.2.3. Sean R, S, T ∈ SO(3), l ∈ N, b,m ∈ Z tales que b,m ∈ [−l, l]. Entonces

Dl
bm(R ◦ S ◦ T ) =

l∑
a=−l

l∑
c=−l

Dl
cm(T ) ·Dl

ac(S) ·Dl
ba(R).

Otro resultado básico que nos será útil en la siguiente sección es el siguiente. Sea ~v ∈ R3, entonces

Φ−I(~v ) = P ◦ Ad−I ◦ P−1(~v ) por la definición (3.3.6)

= P
(
(−I)P−1(~v )(−I)−1

)
= P

(
(−I)P−1(~v )(−I)

)
= P

(
P−1(~v )

)
= ~v.

Corolario 4.2.4.
Φ±I = I.

4.3 — Definición y propiedades de las series de Eisenstein Êl
km(g, s).

Si D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces el subgrupo maximal unipotente Γ′D,∞ está dado por

Γ′D,∞ =

{(
1 z
0 1

)
; z ∈ OD

}
.

Definición 4.3.1. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1. Se denota
por Γ′D,∞\ΓD al conjunto de clases laterales derechas de Γ′D,∞. Las series de Eisenstein

Êl
km(·, s) : SL(2,C) −→ C,

asociadas a ΓD en la cúspide ∞ están dadas por medio de la siguiente fórmula:

Êl
km(g, s) :=

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
Imσg(j)1+s,

la notación Imσg(j)1+s corresponde a
(
Imσg(j)

)1+s
. Nos referiremos al ı́ndice [ΓD,∞ : Γ′D,∞] simplemente

como [Γ∞ : Γ′∞].

Definición 4.3.2. Sea f lkm(·, s) : SL(2,C) −→ C definida como sigue:

f lkm(g, s) = Dl
km

(
ΦT (g)−1

)
Im g(j)1+s,

donde s ∈ C tal que Re(s) > 1.

Si l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C con Re(s) > 1. Entonces:

Êl
km(g, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

f lkm(σg, s). (4.73)



Lema 4.3.3. Las series Êl
km(g, s) están bien definidas.

Demostración. Sea γ∞g ∈ Γ′D,∞\ΓD, con g = gq+
√
λj,K ∈ ΓD, y donde γ∞ =

(
1 z
0 1

)
∈ Γ′D,∞ para algún

z ∈ OD. Es claro que

γ∞g = gz+q+
√
λj,K . (4.74)

De (4.74) concluimos

T (γ∞g) = K. (4.75)

Se cumple

Im γ∞g(j) = Im gz+q+
√
λj,K(j) por (4.74)

= λ por (3.9)

= Im g(j). por (3.9) (4.76)

También tenemos la siguiente cadena de identidades:

f lkm(γ∞g) = Dl
km

(
ΦT (γ∞g)−1

)
Im γ∞g(j)1+s por la definición (4.3.2)

= Dl
km

(
ΦK−1

)
Im γ∞g(j)1+s por (4.75)

= Dl
km

(
ΦT (g)−1

)
Im g(j)1+s por (4.76)

= f lkm(g).

Luego, la función f lkm es constante en clases laterales derechas Γ′D,∞\ΓD, por (4.73) concluimos que las

series Êl
km(g, s) están bien definidas.

Lema 4.3.4. Las series Êl
km(g, s) convergen para s ∈ C con Re(s) > 1.

Demostración. La prueba está tomada (y adaptada) de [12], página 30. Sea

‖Dl
km‖∞ = sup

A∈SU(2)

∣∣Dl
km(A)

∣∣ <∞. (4.77)

Si g = gz+
√
λj,K ∈ SL(2,C), entonces

∣∣∣Êl
km(g, s)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

f lkm(σg, s)

∣∣∣∣∣∣ por (4.73)

≤
1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

∣∣f lkm(σg, s)
∣∣

88



≤
1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

∣∣∣Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
Imσg(j)1+s

∣∣∣
≤

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

∣∣Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)∣∣ · ∣∣Imσg(j)1+s
∣∣

≤
‖Dl

km‖∞
[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

∣∣Imσg(j)1+s
∣∣ por (4.77)

=
‖Dl

km‖∞
[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Imσ(z, λ)1+Re(s) por (3.9)

=
‖Dl

km‖∞
[Γ∞ : Γ′∞]

· E(z, λ,Re(s)). (4.78)

Como Re(s) > 1, de la teoŕıa de las series de Eisenstein (usuales) sabemos que E(z, λ,Re(s)) converge,

por (4.78), las series Êl
km(g, s) convergen.

Lema 4.3.5. Si Re(s) > 1, entonces:

Êl
km(γg, s) = Êl

km(g, s),∀γ ∈ ΓD.

Demostración. Tenemos por la definición (4.3.1)

Êl
km(γg, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (σγg)−1

)
Imσγg(j)1+s.

Haciendo el cambio de variable η = σγ ∈ Γ′D,∞\ΓD, se reescribe la expresión anterior como sigue:

Êl
km(γg, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
η∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (ηg)−1

)
Im ηg(j)1+s,

pero la suma anterior corresponde nuevamente a Êl
km(g, s).

4.4 — Definición y propiedades de las series El
km(z, λ, s).

Definición 4.4.1. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1, las series

El
km(·, s) : H3 −→ C,

asociadas a ΓD en la cúspide ∞ están dadas por medio de la siguiente fórmula:

El
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

)
Imσ(z, λ)1+s.

Equivalentemente, por (3.9) sabemos gz+
√
λj,I(j) = (z, λ), entonces:

Êl
km(gz+

√
λj,I , s) = El

km(z, λ, s). (4.79)



La fórmula en (4.79) también implica que las series El
km(z, λ, s) están bien definidas y que convergen

para Re(s) > 1, ya que hemos probado esto para las series Êl
km(g, s).

Aunque las series El
km(z, λ, s) no definen en general (salvo el caso l = k = m = 0) series de Eisenstein

en H3, si tienen una expansión de Fourier, de hecho, como veremos más adelante, la expansión de
Fourier de las series de Eisenstein Êl

km(g, s) está determinada por la expansión de Fourier de las series
El
km(z, λ, s).

Lema 4.4.2. Si s ∈ C tal que Re(s) > 1. Entonces:

El
km(z + q, λ, s) = El

km(q, λ, s), ∀z ∈ ΛD, ∀q ∈ C.

Demostración. Sean γ∞ =

(
1 z
0 1

)
∈ Γ′D,∞ con z ∈ ΛD, y g = gq+

√
λj,I ∈ SL(2,C). Entonces

El
km(q, λ, s) = Êl

km(gq+
√
λj,I , s) por (4.79)

= Êl
km(γ∞ · gq+√λj,I , s) por el lema (4.3.5)

= Êl
km(gz+q+

√
λj,I , s)

= El
km(z + q, λ, s). por (4.79)

Por el lema (4.4.2) las funciones El
km(z, λ, s) con s y λ fijas son periódicas con respecto a la ret́ıcula

ΛD, por lo que tienen una expansión de Fourier en la variable z, esto es,

El
km(z, λ, s) =

∑
γ∈Λ∗D

blkm(λ, s)γ e
2πi 〈z,γ〉,

donde Λ∗D es la ret́ıcula dual a ΛD, esto es,

Λ∗D = {γ ∈ C ; 〈γ, q〉 ∈ Z ∀q ∈ Λ}.

Los coeficientes de Fourier están dados como sigue:

blkm(λ, s)γ =
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

El
km(z, λ, s) e−2πi 〈z,γ〉 dxdy, (4.80)

con γ ∈ Λ∗D, |ΛD| denota el área del toro plano R2/ΛD.

4.5 — Relación entre las series H l
km(z, λ, s) y las series El

km(z, λ, s)

Si Re (s) > 1, g = gz+
√
λj,I , σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), por el lema (4.1.4) se cumple

ΦT (σg) = B ◦R(dσ, z, λ) ◦B, (4.81)

donde

B =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .
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Como B = B−1 de (4.81) tenemos

R(dσ, z, λ) = B ◦ ΦT (σg) ◦B,

tomando inversos,

R(dσ, z, λ)−1 = B ◦
(
ΦT (σg)

)−1 ◦B,

pero por (4.38) se cumple que
(
ΦT (σg)

)−1
= ΦT (σg)−1 , por lo que

R(dσ, z, λ)−1 = (−B) ◦ ΦT (σg)−1 ◦ (−B), (4.82)

donde −B ∈ SO(3).

Si l ∈ N, k,m ∈ Z, tales que k,m ∈ [−l, l]. Tenemos las siguientes identidades:

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
= Dl

km

(
(−B) ◦ ΦT (σg)−1 ◦ (−B)

)
por (4.82)

=
l∑

a=−l

l∑
c=−l

Dl
cm(−B) ·Dl

ac

(
ΦT (σg)−1

)
·Dl

ka(−B). por el corolario (4.2.3) (4.83)

En la equidistribución del flujo horoćıclico (caṕıtulo 8) aparecerán las siguientes series:

H l
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
Imσ(z, λ)1+s. (4.84)

Sustituyendo (4.83) en (4.84) tenemos

H l
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

l∑
a=−l

l∑
c=−l

Dl
cm(−B) ·Dl

ac

(
ΦT (σg)−1

)
·Dl

ka(−B) Imσ(z, λ)1+s

=
1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

l∑
a=−l

l∑
c=−l

Dl
cm(−B) ·Dl

ka(−B) ·Dl
ac

(
ΦT (σg)−1

)
Imσ(z, λ)1+s

=
l∑

a=−l

l∑
c=−l

Dl
cm(−B) ·Dl

ka(−B)

[
1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
ac

(
ΦT (σg)−1

)
Imσ(z, λ)1+s

]

=
l∑

a=−l

l∑
c=−l

Dl
cm(−B) ·Dl

ka(−B) El
ac(z, λ, s).

Pero −B = ROT (π, 0, 0), por lo que Dl
ab(−B) = eiaπ dlab(0) = eiaπ δab.

Corolario 4.5.1. Si l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1. Entonces:

H l
km(z, λ, s) = e−i(k+m)π · El

km(z, λ, s),

donde

H l
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
Imσ(z, λ)1+s.



4.6 — Conjetura

Conjetura 4.6.1. Si l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1. Entonces:

Las series Êl
km(g, s) admiten una continuación meromorfa a todo C en la variable s.

Más aún,

si l > 0 las series Êl
km(g, s) admiten una continuación anaĺıtica para Re(s) ≥ 1.

Lo anterior significa que si g ∈ SL(2,C) es fijo entonces las funciones

{s ∈ C ; Re(s) > 1} −→ C,

dadas por
s −→ Êl

km(g, s),

admiten una continuación meromorfa o anaĺıtica a todo C. En particular, lo anterior es válido para
g = gz+

√
λj,I con (z, λ) ∈ H3, y por (4.79) la función

s −→ Êl
km(gz+

√
λj,I , s) = El

km(z, λ, s),

también admite una continuación meromorfa o anaĺıtica a todo C. Resumiendo, la propiedad de la
continuación meromorfa o anaĺıtica a todo C de las series Êl

km(g, s) implica la misma propiedad para
las series El

km(z, λ, s).
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CHAPTER 5

Expansión de Fourier de series El
km(z, λ, s)

En la sección 1 daremos algunas propiedades de las funciones argumento y la función módulo complejo
M(z). Además, recordaremos fórmulas para calcular los ángulos de Euler de una matriz A ∈ SU(2).

El resultado principal de la sección 2 será encontrar (ver proposición (5.2.4)), una fórmula para
Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
, el término que aparece en la definición de las series El

km(z, λ, s).

En la sección 3 analizaremos algunas integrales y funciones que aparecen al calcular los coeficientes
de Fourier, por ejemplo, aparecen las siguientes integrales:∫

R2−
{
−d
c

}M(cz + d)k1 M(z1)k2
e−2πi 〈z,γ〉[

|cz + d|2 + λ2|c|2
]1+s dxdy.

Usando lo anterior, en la sección 4 encontraremos el coeficiente general de Fourier blkm(λ, s)γ. Es
conveniente mencionar, que los usados son esencialmente los mismos que los trucos usados en el libro de
Kubota [16] para las series de Eisenstein generalizadas en dimensión 2, caṕıtulo VI (Generalizations of
Eisenstein Series), página 63.

En la sección 5 damos el coeficiente cero en varios casos. Un caso inmediato es cuando k 6= ±m
(subsección 1). Después veremos los casos: m = −k con k ≥ 0 (subsección 2), l = k = m = 0 (subsección
3) y finalmente, k = −m con m ≥ 0 (subsección 4).

5.1 — Funciones argumento y módulo, ángulos de Euler

Un lema básico pero útil para reunir propiedades de la funciones Arg y módulo complejo es:

Lema 5.1.1. Sean q, q1 ∈ C tales que q · q1 6= 0, λ ∈ R tal que λ > 0, M : C − {0} −→ C dada por
M(z) := z

|z| . Entonces se cumplen las siguientes identidades:

(a) Arg (−q) = Arg (q) + π mod 2π (b) Arg (q) = −Arg (q) mod 2π

(c) Arg
(
q · (q1)−1

)
= Arg (q)± Arg (q1) mod 2π (d) Arg (λq) = Arg (q) mod 2π

(e) M(q) = eiArg (q) (f) M(λq) = M(q)

(g) M(q · q1) = M(q) ·M(q1) (h) M(q) = M(q) = M(q)−1

Lema 5.1.2. Sea

(
α β

−β α

)
∈ SU(2) tal que α · β 6= 0, entonces:

(
α β

−β α

)
=

(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)(
cos χ

2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
,

93



donde θ ∈ [0, 2π), χ ∈ (0, π), φ ∈ [−2π, 2π), cumplen las siguientes ecuaciones:

χ = 2 arc cos|α| = 2 arcsin|β|,
θ = −Arg (αβ)− π mod 2π,
φ = −Arg (αβ̄)− π mod 2π.

Demostración. Por la definición (3.3.11), cada matriz de SU(2) la podemos generar usando los ángulos
θ ∈ [0, 2π), χ ∈ [0, π], φ ∈ [−2π, 2π) por medio del siguiente producto de matrices:(

e−i
θ
2 0

0 ei
θ
2

)(
cos χ

2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
=

(
e−i

θ
2 cos χ

2
−e−i θ2 sin χ

2

ei
θ
2 sin χ

2
ei
θ
2 cos χ

2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)

=

(
e−i

θ
2 cos χ

2
e−i

φ
2 −e−i θ2 sin χ

2
ei
φ
2

ei
θ
2 sin χ

2
e−i

φ
2 ei

θ
2 cos χ

2
ei
φ
2

)
,

por lo que (
e−i

θ
2 cos χ

2
e−i

φ
2 −e−i θ2 sin χ

2
ei
φ
2

ei
θ
2 sin χ

2
e−i

φ
2 ei

θ
2 cos χ

2
ei
φ
2

)
=

(
α β

−β α

)

⇐⇒ α = e−i
θ
2 · cos χ

2
· e−i

φ
2 , (5.1)

β = −e−i
θ
2 · sin χ

2
· ei

φ
2 . (5.2)

Si χ = π entonces por (5.1) se tiene que α = 0, por lo que α · β = 0, lo cual es una contradicción,
luego, χ ∈ [0, π). Si χ = 0 por (5.2) se sigue que β = 0, por lo tanto α·β = 0, lo cual es una contradicción,
luego, χ ∈ (0, π).

De la identidad en (5.1) y como χ
2
∈ (0, π

2
) tenemos

|α| =
∣∣cos χ

2

∣∣ = cos χ
2
, (5.3)

por lo que χ = 2 arc cos|α|.

De la identidad en (5.2) y como χ
2
∈ (0, π

2
) se sigue

|β| =
∣∣sin χ

2

∣∣ = sin χ
2
, (5.4)

por lo que χ = 2 arcsin|β|. Resumiendo, de (5.3) y (5.4) demostramos que:

χ = 2 arc cos|α| = 2 arcsin|β|.

Por otro lado, de las identidades en (5.1) y (5.2) obtenemos

αβ = − cos χ
2
· sin χ

2
· e−iφ

= − |α| |β| e−iφ por (5.3) y (5.4)
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luego, − αβ

|αβ| = e−iφ, y entonces se tienen las siguientes fórmulas:

−φ = Arg
(
− αβ

|αβ|
)

mod 2π

= Arg
(

αβ

|αβ|
)

+ π mod 2π por el lema (5.1.1) (a)

= Arg (αβ) + π mod 2π por el lema (5.1.1) (d)

por tanto, φ = −Arg (αβ̄)− π mod 2π.

Por otro lado, multiplicando las identidades en (5.1) y (5.2) se sigue

αβ = − cos χ
2
· sin χ

2
· e−iθ

= − |α| |β| e−iθ por (5.3) y (5.4)

luego, − αβ
|αβ| = e−iθ, y entonces se cumplen las siguientes igualdades:

−θ = Arg
(
− αβ
|αβ|

)
mod 2π

= Arg
(
αβ
|αβ|

)
+ π mod 2π por el lema (5.1.1) (a)

= Arg (αβ) + π mod 2π por el lema (5.1.1) (d)

por tanto, θ = −Arg (αβ)− π mod 2π.

Si α = 0 tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.1.3. Sea

(
0 β

−β 0

)
∈ SU(2), con Arg

(
β
)
∈ [0, 2π), entonces:

(
0 β

−β 0

)
=

(
0 −1
1 0

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
,

donde θ = 0, χ = π y φ ∈ [−2π, 2π) cumple la siguiente ecuación:

φ

2
= Arg

(
β
)
− π mod 2π.

Demostración. De la fórmula en (5.1) tenemos que α = 0 = e−i
θ
2 · cos χ

2
· e−iφ2 , por lo que χ = π, luego

la identidad en (5.2) queda como:

β = −e−i
θ
2 · ei

φ
2 ,

haciendo θ = 0, tenemos

β = −ei
φ
2 ,

por lo que obtenemos la siguiente cadena de identidades:

Arg (β) = Arg
(
− ei

φ
2

)
mod 2π

= Arg
(
ei
φ
2

)
+ π mod 2π por el lema (5.1.1) (a)

=
φ

2
+ π mod 2π

por tanto, φ
2

= Arg (β)− π mod 2π.



Ejemplo. Si β = 1 entonces φ
2

= Arg (1)− π mod 2π = π mod 2π, luego(
0 −1
1 0

)(
e−iπ 0

0 eiπ

)
=

(
0 −1
1 0

)(
−1 0
0 −1

)
=

(
0 1
−1 0

)
.

5.2 — Preliminares

Ahora explicamos los resultados técnicos previos necesarios para obtener los coeficientes de Fourier
blkm(λ, s)γ. Fijamos g = gz+

√
λj,I ∈ SL(2,C), con (z, λ) ∈ H3, s ∈ C tal que Re(s) > 1 y sea

σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C). (5.5)

Tenemos por (3.1),

Imσ(z, λ) =
λ

|cz + d|2 + λ2|c|2
.

Ahora, obtenemos las siguientes multiplicaciones de matrices:

σg =

(
a b
c d

)(
1 z
0 1

)(√
λ 0

0 1√
λ

)
=

(
a az + b
c cz + d

)(√
λ 0

0 1√
λ

)
=

(
a
√
λ az+b√

λ

c
√
λ cz+d√

λ

)
. (5.6)

Por otro lado, observamos∣∣∣c√λ∣∣∣2 +

∣∣∣∣cz + d√
λ

∣∣∣∣2 = λ|c|2 +
|cz + d|2

λ

=
|cz + d|2 + λ2|c|2

λ
.

Usando la identidad anterior podemos calcular la parte SU(2) de la descomposición de Iwasawa de
σg dada en (5.6), y obtenemos

T (σg) =

 cz+d√
|cz+d|2+λ2|c|2

− λc√
|cz+d|2+λ2|c|2

λc√
|cz+d|2+λ2|c|2

cz+d√
|cz+d|2+λ2|c|2

 ,

por tanto,

T (σg)−1 :=
(
T (σg)

)−1
=

 cz+d√
|cz+d|2+λ2|c|2

λc√
|cz+d|2+λ2|c|2

− λc√
|cz+d|2+λ2|c|2

cz+d√
|cz+d|2+λ2|c|2

 . (5.7)

Si z 6= −d
c

(⇐⇒ cz + d 6= 0) y c 6= 0 podemos usar el lema (5.1.2) y encontrar las coordenadas de
Euler θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ) y φ(z, λ, σ) de la matriz T (σg)−1 en (5.7), esto es,

χ = 2 arc cos
|cz + d|√

|cz + d|2 + λ2|c|2
= 2 arcsin

λ|c|√
|cz + d|2 + λ2|c|2

. (5.8)
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φ = −Arg

(
cz + d√

|cz + d|2 + λ2|c|2
· λc√
|cz + d|2 + λ2|c|2

)
− π mod 2π

= −Arg
(
c · (cz + d)

)
− π mod 2π por el lema (5.1.1) (d)

= Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π. por el lema (5.1.1) (b)

θ = −Arg

(
cz + d√

|cz + d|2 + λ2|c|2
· λc√
|cz + d|2 + λ2|c|2

)
− π mod 2π

= −Arg
(
c · (cz + d)

)
− π mod 2π por el lema (5.1.1) (d)

= Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π. por el lema (5.1.1) (b)

Resumiendo, si c 6= 0 y z 6= −d
c

entonces

T (σg)−1 = A
(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

)
∈ SU(2),

donde

χ = 2 arc cos
|cz + d|√

|cz + d|2 + λ2|c|2
= 2 arcsin

λ|c|√
|cz + d|2 + λ2|c|2

,

θ = Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π,

φ = Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π.

Veamos ahora el caso c 6= 0 y z = −d
c
. Por (5.7) tenemos

T (σg)−1 =

 0 λc√
λ2|c|2

− λc√
λ2|c|2

0

 =

(
0 c

|c|
− c
|c| 0

)
.

En este caso
T (σg)−1 = A

(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

)
∈ SU(2),

donde (por el lema (5.1.3)),
θ = 0, χ = π,

y φ ∈ [−2π, 2π) cumple la siguiente ecuación:

φ

2
= Arg

(
c
|c|

)
− π mod 2π.

Consideramos ahora el caso c = 0, por (5.7),

T (σg)−1 =

(
d
|d| 0

0 d
|d|

)
,

entonces
T (σg)−1 = A

(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

)
∈ SU(2),



y si Arg (d) ∈ [0, π) los ángulos de Euler de T (σg)−1 están dados como sigue:

θ

2
= Arg

(
d
|d|

)
mod 2π,

χ = φ = 0.

Reunimos los resultados anteriores en el siguiente:

Lema 5.2.1. Sean g = gz+
√
λj,I ∈ SL(2,C), σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C). Entonces:

T (σg)−1 = A
(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

)
∈ SU(2), (5.9)

donde los ángulos de Euler θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ) están dados como sigue:

Si c 6= 0 y z 6= −d
c

entonces

θ = Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π, (5.10)

χ = 2 arc cos
|cz + d|√

|cz + d|2 + λ2|c|2
= 2 arcsin

λ|c|√
|cz + d|2 + λ2|c|2

, (5.11)

φ = Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π. (5.12)

Si c 6= 0 y z = −d
c

entonces

θ = 0, (5.13)

χ = π,

φ

2
= Arg

(
c
|c|

)
− π mod 2π. (5.14)

Si c = 0 y Arg (d) ∈ [0, π) entonces

θ

2
= Arg

(
d
|d|

)
mod 2π,

χ = 0,

φ = 0.

Además, por (3.37) se cumple en todos los casos

ΦT (σg)−1 = ΦA(θ(z,λ,σ),χ(z,λ,σ),φ(z,λ,σ)) = ROT
(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

)
. (5.15)

Por otra parte, si c 6= 0 y z 6= −d
c

tenemos las siguientes identidades:

eiθ = ei
[

Arg
(
c·cz+d

)
−π
]

por (5.10)

= e−iπeiArg
(
c·cz+d

)
= (−1)M

(
c · cz + d

)
por el lema (5.1.1) (e)

= (−1)M(c) ·M
(
cz + d

)
por el lema (5.1.1) (g)

= (−1)M(c) ·M
(
cz + d

)−1
. por el lema (5.1.1) (h)
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Resumiendo, si c 6= 0 y z 6= −d
c

eikθ = (−1)kM(c)k ·M
(
cz + d

)−k
, ∀k ∈ Z. (5.16)

También, si c 6= 0 y z 6= −d
c

tenemos las siguientes identidades:

eiφ = ei
[

Arg
(
c·cz+d

)
−π
]

por (5.12)

= e−iπeiArg
(
c·cz+d

)
= (−1)M

(
c · cz + d

)
por el lema (5.1.1) (e)

= (−1)M(c) ·M
(
cz + d

)
por el lema (5.1.1) (g)

= (−1)M(c)−1 ·M
(
cz + d

)−1
. por el lema (5.1.1) (h)

Resumiendo, si c 6= 0 y z 6= −d
c

eimφ = (−1)mM(c)−m ·M
(
cz + d

)−m
, ∀m ∈ Z. (5.17)

Sea z1 = z1(z, λ, σ) definida como sigue:

z1 = |cz + d|+ iλ|c|. (5.18)

Continuando con las hipótesis c 6= 0 y z 6= −d
c
, de la ecuación en (5.18) tenemos

Arg (z1) = Arg
(
M(z1)

)
∈ (0, π

2
), (5.19)

pero también

sin
(
ArgM(z1)

)
=

λ|c|√
|cz + d|2 + λ2|c|2

, (5.20)

pero por la ecuación (5.8),

sin
χ

2
=

λ|c|√
|cz + d|2 + λ2|c|2

, (5.21)

luego, de (5.19), (5.20) y (5.21) concluimos que ArgM(z1) = χ
2
, por lo tanto

ei
χ
2 = eiArgM(z1)

= M(z1). por el lema (5.1.1) (e) (5.22)

De (5.22) se sigue

eik
χ
2 = M(z1)k, ∀k ∈ Z.

Tomando la parte real de eik
χ
2 en la ecuación anterior tenemos

cos k
χ

2
=

1

2

[
M(z1)k +M(z1)k

]
, ∀k ∈ Z

=
1

2

[
M(z1)k +M(z1)

k
]
, ∀k ∈ Z

=
1

2

[
M(z1)k +

(
M(z1)−1

)k]
, ∀k ∈ Z por el lema (5.1.1) (h)

=
1

2

[
M(z1)k +M(z1)−k

]
, ∀k ∈ Z.



Análogamente, para la parte imaginaria obtenemos

sin k
χ

2
=

1

2i

[
M(z1)k −M(z1)−k

]
, ∀k ∈ Z.

También, bajo las hipótesis c 6= 0 y z 6= −d
c
, calculamos la matriz de Wigner Dl

km

(
ΦT (σg)−1

)
como

sigue: Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= Dl

km

(
ROT

(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

))
por el lema (5.2.1)

= eikθ dlkm(χ) eimφ por (3.40)

= (−1)kM(c)k ·M
(
cz + d

)−k · dlkm(χ) · (−1)mM(c)−m ·M
(
cz + d

)−m
por (5.16) y (5.17)

= (−1)k+m ·M(c)k−m ·M
(
cz + d

)−k−m · dlkm(χ).

Resumiendo:

Lema 5.2.2. Sean σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) con c 6= 0, g = gz+

√
λj,I ∈ SL(2,C) tal que z 6= −d

c
. Por el

lema (5.2.1) sabemos

θ = Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π,

χ = 2 arc cos
|cz + d|√

|cz + d|2 + λ2|c|2
= 2 arcsin

λ|c|√
|cz + d|2 + λ2|c|2

,

φ = Arg
(
c · cz + d

)
− π mod 2π.

Entonces se cumplen las siguientes fórmulas:

eik
χ
2 = M(z1)k, ∀k ∈ Z, (5.23)

cos k
χ

2
=

1

2

[
M(z1)k +M(z1)−k

]
, ∀k ∈ Z, (5.24)

sin k
χ

2
=

1

2i

[
M(z1)k −M(z1)−k

]
, ∀k ∈ Z. (5.25)

Además,

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= (−1)k+m ·M(c)k−m ·M

(
cz + d

)−k−m · dlkm(χ). (5.26)

Veamos ahora el caso c 6= 0 y z = −d
c
. Por el lema (5.2.1)

T (σg)−1 = A
(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

)
∈ SU(2),

donde

θ = 0, χ = π,

y φ ∈ [−2π, 2π) está dado por:
φ

2
= Arg

(
c
|c|

)
− π mod 2π. (5.27)
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Tenemos las siguientes identidades:

eiφ = e
2iArg

(
c
|c|

)
e−2iπ por (5.27)

= e
iArg
(
c
|c|

)2

por el lema (5.1.1) (c)

= M
((

c
|c|

)2
)

por el lema (5.1.1) (e)

=
(
M
(
c
|c|

))2

por el lema (5.1.1) (g)

= M
(
c
)2

por el lema (5.1.1) (f)

=
(
M
(
c
)−1
)2

por el lema (5.1.1) (h)

= M(c)−2. (5.28)

Resumiendo, por (5.28)
eimφ = M(c)−2m, ∀m ∈ Z. (5.29)

Luego, si c 6= 0 y z = −d
c
,

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= Dl

km

(
ROT

(
θ(z, λ, σ), χ(z, λ, σ), φ(z, λ, σ)

))
por el lema (5.2.1)

= eikθ dlkm(χ) eimφ por (3.40)

= eik0 dlkm(π) eimφ

= M(c)−2m · dlkm(π). por (5.29)

Resumimos el caso en el siguiente:

Corolario 5.2.3. Sean σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) con c 6= 0, g = gz+

√
λj,I ∈ SL(2,C) tal que z = −d

c
.

Por el lema (5.2.1) sabemos que θ = 0, χ = π, y

φ

2
= Arg

(
c
|c|

)
− π mod 2π.

Entonces se cumplen las siguiente fórmulas:

eimφ = M(c)−2m, ∀m ∈ Z,

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= M(c)−2m · dlkm(π).

Necesitamos calcular dlkm(χ). Para eso recurrimos a el lema (3.4.1), que recordamos ahora. Sean
l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Además, r1, r2, d1, d2 ∈ Z definidos como sigue

d1 = min{l +m, l −m, l + k, l − k}, (5.30)

y si d1 =


l +m entonces r1 = k −m y d2 = k −m
l −m entonces r1 = m− k y d2 = 0
l + k entonces r1 = m− k y d2 = 0
l − k entonces r1 = k −m y d2 = k −m

(5.31)



r2 = 2l − 2d1 − r1. (5.32)

Por el mismo lema tenemos

r1, r2, d1, d2 ≥ 0, (5.33)

y se cumple la identidad

dlkm(χ) = (−1)d2

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2(

sin
χ

2

)r1(
cos

χ

2

)r2
P

(r1,r2)
d1

(cosχ). (5.34)

Como antes, consideramos σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) tal que c 6= 0, g = gz+

√
λj,I ∈ SL(2,C) con

z 6= −d
c
. Por (5.33) podemos usar la definición (3.3.1). Luego,

P
(r1,r2)
d1

(cosχ) = (d1 + r1)! (d1 + r2)!

d1∑
a=0

(
cosχ−1

2

)d1−a(
cosχ+1

2

)a
(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!

= (d1 + r1)! (d1 + r2)!

d1∑
a=0

(
cosχ− 1

)d1−a(
cosχ+ 1

)a
2d1(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!

=
(d1 + r1)! (d1 + r2)!

2d1

d1∑
a=0

1

M0

d1−a∑
b=0

(
d1 − a
b

)
(cosχ)d1−a−b(−1)b

a∑
c=0

(
a

c

)
(cosχ)a−c

=
(d1 + r1)! (d1 + r2)!

2d1

d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

(−1)b

M0

(
d1 − a
b

)(
a

c

)
(cosχ)d1−b−c,

donde

M0 = M0(a, d1, r1, r2) :=
1

(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!
.

Resumiendo,

P
(r1,r2)
d1

(cosχ) =
(d1 + r1)! (d1 + r2)!

2d1

d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

M1(a, b, c, d1, r1, r2) · (cosχ)d1−b−c, (5.35)

con

M1(a, b, c, d1, r1, r2) := (−1)b
(
d1 − a
b

)(
a

c

)
M0

= (−1)b
(
d1 − a
b

)(
a

c

)
1

(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!
.

Por otra parte, de (5.24) lema (5.2.2) (haciendo k = 2) tenemos

cosχ =
1

2

[
M(z1)2 +M(z1)−2

]
,
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por lo que

(cosχ)d1−b−c =
1

2d1−b−c

[
M(z1)2 +M(z1)−2

]d1−b−c

=
1

2d1−b−c

d1−b−c∑
t=0

(
d1 − b− c

t

)(
M(z1)2

)d1−b−c−t (
M(z1)−2

)t
=

1

2d1−b−c

d1−b−c∑
t=0

(
d1 − b− c

t

)
M(z1)2d1−2b−2c−4t. (5.36)

Sustituyendo (5.36) en (5.35) tenemos

P
(r1,r2)
d1

(cosχ) =
(d1 + r1)! (d1 + r2)!

22d1

d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

M2(a, b, c, t, d1, r1, r2) ·M(z1)2d1−2b−2c−4t, (5.37)

donde

M2(a, b, c, t, d1, r1, r2) := (−1)b 2b+c
(
d1 − b− c

t

)(
d1 − a
b

)(
a

c

)
1

(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!
.

Por (5.25), lema (5.2.2) (haciendo k = 1) obtenemos

sin
χ

2
=

1

2i

[
M(z1)−M(z1)−1

]
,

luego, como r1 ≥ 0 (por (5.33)),(
sin

χ

2

)r1
=

1

(2i)r1

[
M(z1)−M(z1)−1

]r1
=

1

(2i)r1

r1∑
t1=0

(
r1

t1

)
M(z1)r1−t1

(
−M(z1)−1

)t1
=

1

(2i)r1

r1∑
t1=0

(
r1

t1

)
(−1)t1 M(z1)r1−2t1 . (5.38)

De (5.24) lema (5.2.2) (haciendo k=1),

cos
χ

2
=

1

2

[
M(z1) +M(z1)−1

]
,

luego, como r2 ≥ 0 (por (5.33)),(
cos

χ

2

)r2
=

1

2r2

[
M(z1) +M(z1)−1

]r2
=

1

2r2

r2∑
t2=0

(
r2

t2

)
M(z1)r2−t2

(
M(z1)−1

)t2
=

1

2r2

r2∑
t2=0

(
r2

t2

)
M(z1)r2−2t2 . (5.39)



Sustituyendo (5.37), (5.38) y (5.39) en (5.34) tenemos la siguiente igualdad:

dlkm(χ) = (−1)d2

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2

[
1

(2i)r1

r1∑
t1=0

(
r1

t1

)
(−1)t1 M(z1)r1−2t1

][
1

2r2

r2∑
t2=0

(
r2

t2

)
M(z1)r2−2t2

]
[

(d1 + r1)! (d1 + r2)!

22d1

d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

M2(a, b, c, t, d1, r1, r2) ·M(z1)2d1−2b−2c−4t

]
,

simplificando y reagrupando, se sigue

dlkm(χ) =
(−1)d2

2r1+r2+2d1ir1

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2

(d1 + r1)! (d1 + r2)!

d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

(−1)t1
(
r1

t1

)(
r2

t2

)
M2(a, b, c, t, d1, r1, r2) ·M(z1)r1+r2−2t1−2t2+2d1−2b−2c−4t.

Resumiendo, dlkm(χ) =

C1(r1, r2, d1, d2)

d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) ·M(z1)r1+r2−2t1−2t2+2d1−2b−2c−4t

(5.40)
donde

C1(r1, r2, d1, d2) :=
(−1)d2

2r1+r2+2d1ir1

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2

(d1 + r1)! (d1 + r2)!, (5.41)

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) := (−1)t1
(
r1

t1

)(
r2

t2

)
M2(a, b, c, t, d1, r1, r2)

= (−1)b+t1 2b+c
(
r1

t1

)(
r2

t2

)(
d1 − b− c

t

)(
d1 − a
b

)(
a

c

)
1

(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!
. (5.42)

Por lo que sustituyendo (5.40) en (5.26) del corolario (5.2.3) tenemos

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= (−1)k+m C1(r1, r2, d1, d2) ·M(c)k−m ·M

(
cz + d

)−k−m
d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) ·M(z1)r1+r2−2t1−2t2+2d1−2b−2c−4t.

Resumiremos la sección en la siguiente:

Proposición 5.2.4. Sean σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) con c 6= 0, g = gz+

√
λj,I ∈ SL(2,C), Re(s) > 1.

Además, l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], recordamos que r1, r2, d1, d2 ∈ N están definidos en
(5.30), (5.31) y (5.32).
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Si z 6= −d
c
. Entonces

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= (−1)k+m C1(r1, r2, d1, d2) ·M(c)k−m ·M

(
cz + d

)−k−m
d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) ·M(z1)r1+r2−2t1−2t2+2d1−2b−2c−4t, (5.43)

donde por (5.41), (5.42) y (5.18)

C1 =
(−1)d2

2r1+r2+2d1ir1

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2

(d1 + r1)! (d1 + r2)!, (5.44)

M3 = (−1)b+t1 2b+c
(
r1

t1

)(
r2

t2

)(
d1 − b− c

t

)(
d1 − a
b

)(
a

c

)
1

(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!
,

(5.45)
z1 = |cz + d|+ iλ|c|.

Si z = −d
c
. Entonces

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= dlkm(π) ·M(c)−2m.

5.3 — Integrales y funciones que aparecen en la expansión de Fourier

Necesitamos desarrollar ciertas integrales que aparecerán en la expansión de Fourier de las series
El
km(z, λ, s).

Definición 5.3.1. Sean σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) con c 6= 0, λ ∈ R tal que λ > 0, γ ∈ Λ∗D y s ∈ C tal

que Re (s) > 1. Definimos la siguiente integral

I(s, γ, k1, k2, σ, λ) =

∫
R2−
{
−d
c

}M(cz + d)k1 M(z1)k2
e−2πi 〈z,γ〉[

|cz + d|2 + λ2|c|2
]1+s dxdy, ∀k1, k2 ∈ Z,

donde z = x+ iy.

Haciendo el cambio de variable z = w
c
⇐⇒ cz = w, con w = w1 + iw2, c = c1 + ic2, se tiene

z =
1

|c|2
(c1 − ic2)(w1 + iw2) =

1

|c|2
(
w1c1 + w2c2 + i(w2c1 − w1c2)

)
luego,

x =
w1c1 + w2c2

|c|2
y =

w2c1 − w1c2

|c|2
,

y por tanto, ∣∣∣∣∣ ∂(x, y)

∂(w1, w2)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ c1|c|2 c2
|c|2

−c2
|c|2

c1
|c|2

∣∣∣∣∣ =
|c|2

|c|4
=

1

|c|2
,

además, z = −d
c
⇐⇒ w = −d, entonces,

I(s, γ, k1, k2, σ, λ) =
1

|c|2

∫
R2−{−d}

M(w + d)k1 M
(
|w + d|+ iλ|c|

)k2 e−2πi 〈w
c
,γ〉[

|w + d|2 + λ2|c|2
]1+s dw1 dw2.



Haciendo otro cambio w = z − d ⇐⇒ w + d = z, tenemos

w1 = x− d1 w2 = y − d2,

donde d = d1 + id2, y por tanto, ∣∣∣∣∣∂(w1, w2)

∂(x, y)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣∣ = 1,

además, w = −d ⇐⇒ z = 0, entonces,

I(s, γ, k1, k2, σ, λ) =
1

|c|2

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ iλ|c|

)k2 e−2πi 〈 z
c
− d
c
,γ〉[

|z|2 + λ2|c|2
]1+s dx dy

=
e2πi 〈 d

c
,γ〉

|c|2

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ iλ|c|

)k2 e−2πi 〈 z
c
,γ〉[

|z|2 + λ2|c|2
]1+s dx dy.

Ahora hacemos otro cambio de variable z = λc · w ⇐⇒ z
λc

= w, se tiene

z = λ(c1 + ic2)(w1 + iw2) = λ
(
w1c1 − w2c2 + i(w1c2 + w2c1)

)
luego,

x = λ(w1c1 − w2c2) y = λ(w1c2 + w2c1),

entonces ∣∣∣∣∣ ∂(x, y)

∂(w1, w2)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣λc1 −λc2

λc2 λc1

∣∣∣∣∣ = λ2(c2
1 + c2

2) = λ2|c|2,

además, z = 0 ⇐⇒ w = 0, por tanto,

I(s, γ, k1, k2, σ, λ)

=
e2πi 〈 d

c
,γ〉

|c|2
λ2|c|2

∫
R2−{0}

M(λc · w)k1 M
(
λ|c||w|+ iλ|c|

)k2 e−2πi 〈λw,γ〉[
λ2|c|2|w|2 + λ2|c|2

]1+s dw1 dw2

= e2πi 〈 d
c
,γ〉λ2

∫
R2−{0}

M(c · w)k1 M
(
λ|c|(|w|+ i)

)k2 e−2πi λ〈w,γ〉[
λ2|c|2(|w|2 + 1)

]1+s dw1 dw2

= e2πi 〈 d
c
,γ〉λ2

∫
R2−{0}

M(c)k1M(w)k1 M
(
λ|c|(|w|+ i)

)k2 e−2πi λ〈w,γ〉[
λ2|c|2(|w|2 + 1)

]1+s dw1 dw2 por el lema (5.1.1) (g)

=
M(c)k1 e2πi 〈 d

c
,γ〉

λ2s |c|2+2s

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πi λ〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy. por el lema (5.1.1) (f)

Resumiendo,

I(s, γ, k1, k2, σ, λ) =
M(c)k1 e2πi 〈 d

c
,γ〉

λ2s |c|2+2s

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πi λ〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy.

106



La integral anterior aparecerá en el coeficiente γ de la expansión de Fourier de las series El
km(z, λ, s).

Para encontrar el coeficiente cero necesitamos hacer γ = ~0, en ese caso tenemos,

I(s,~0, k1, k2, σ, λ) =
M(c)k1

λ2s |c|2+2s

∫
R2−{0}

M(z)k1 M(|z|+ i)k2
dx dy[

|z|2 + 1
]1+s . (5.46)

Hacemos un cambio de variable de coordenadas cartesianas a coordenadas polares en la integral en
(5.46), es decir, z = reiθ con r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, 2π]. Usando que el Jacobiano es r y el lema (5.1.1) (f),

I(s,~0, k1, k2, σ, λ) =
M(c)k1

λ2s |c|2+2s

∫ ∞
0

[∫ 2π

0

M(eiθ)k1dθ

]
M(r + i)k2

r dr

[r2 + 1]1+s
,

pero ∫ 2π

0

M(eiθ)k1dθ =

∫ 2π

0

eik1θdθ =

{
0 si k1 6= 0
2π si k1 = 0.

Resumiendo, tenemos el siguiente:

Lema 5.3.2. Sean σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) con c 6= 0, λ ∈ R tal que λ > 0, γ ∈ Λ∗D, s ∈ C tal que

Re (s) > 1, entonces:

I(s, γ, k1, k2, σ, λ) =
M(c)k1 e2πi 〈 d

c
,γ〉

λ2s |c|2+2s

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πi λ〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy, ∀k1, k2 ∈ Z.

(5.47)

Si γ = ~0 y k1 6= 0 entonces

I(s,~0, k1, k2, σ, λ) = 0, ∀k2 ∈ Z. (5.48)

Si γ = ~0 y k1 = 0 entonces

I(s,~0, 0, k2, σ, λ) =
2π

λ2s |c|2+2s

∫ ∞
0

M(r + i)k2
r dr

[r2 + 1]1+s
, ∀k2 ∈ Z.

Definición 5.3.3. Sean λ ∈ R tal que λ > 0, γ ∈ Λ∗D, s ∈ C con Re(s) > 1, se definen las funciones

φ̂r,k1,k2,γ(λ, ·) : {s ∈ C ; Re(s) > 1} −→ C

como sigue,

φ̂r,k1,k2,γ(λ, s) =
∑

σ=

∗ ∗
c d

∈ΓD

c6=0, d modΛD
c

M(c)r · I(s, γ, k1, k2, σ, λ), ∀r, k1, k2 ∈ Z. (5.49)



Sustituyendo la ecuación (5.47) del lema (5.3.2) en (5.49) tenemos

φ̂r,k1,k2,γ(λ, s) =
∑

σ=

∗ ∗
c d

∈ΓD

c6=0, d modΛD
c

M(c)r
M(c)k1 e2πi 〈 d

c
,γ〉

λ2s |c|2+2s

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πiλ 〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy

=
1

λ2s

[ ∑
∗ ∗
c d

∈ΓD

c6=0, d modΛD
c

M(c)r+k1 e2πi 〈 d
c
,γ〉

|c|2+2s

]∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πiλ 〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy. (5.50)

También nos serán utiles las siguientes funciones.

Definición 5.3.4. Sean γ ∈ Λ∗, s ∈ C con Re(s) > 1, las funciones

φm,γ(·) : {s ∈ C ; Re(s) > 1} −→ C,

están definidas por la siguiente igualdad:

φm,γ(s) =
∑

∗ ∗
c d

∈ΓD

c 6=0, d modΛD
c

M(c)m e2πi 〈 d
c
,γ〉

|c|2+2s
, ∀m ∈ Z. (5.51)

Sustituyendo la identidad (5.51) de la definición (5.3.4) en (5.50) tenemos

φ̂r,k1,k2,γ(λ, s) =
1

λ2s
φr+k1,γ(s) ·

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πiλ 〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy.

Si γ = ~0 y k1 6= 0 por (5.48) del lema (5.3.2) sabemos que I(s,~0, k1, k2, σ, λ) = 0, y entonces de la
definición (5.3.3) concluimos que:

φ̂r,k1,k2,~0
(λ, s) = 0.

Resumimos los resultados anteriores.

Corolario 5.3.5. Sean γ ∈ Λ∗D, λ ∈ R tal que λ > 0, s ∈ C con Re(s) > 1. Se cumple:

φ̂r,k1,k2,γ(λ, s) =
1

λ2s
φr+k1,γ(s) ·

∫
R2−{0}

M(z)k1 M
(
|z|+ i

)k2 e−2πiλ 〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy, ∀r, k1, k2 ∈ Z.

Si γ = ~0 y k1 6= 0
φ̂r,k1,k2,~0

(λ, s) = 0, ∀r, k2 ∈ Z. (5.52)

Si γ = ~0 y k1 = 0

φ̂r,0,k2,~0
(λ, s) =

1

λ2s
φr,~0(s) ·

∫
R2−{0}

M
(
|z|+ i

)k2[
|z|2 + 1

]1+s dx dy, ∀r, k2 ∈ Z. (5.53)
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Resolvemos la integral en la fórmula (5.53) usando la función gamma. La integral del siguiente lema
la podemos obtener usando Mathematica.

Lema 5.3.6. Sean n ∈ Z, z ∈ C tales que
n > −1 (5.54)

n− 2Re (z) < −1, (5.55)

entonces ∫ ∞
0

rn

(1 + r2)z
dr =

Γ
(

1
2

+ n
2

)
· Γ
(
z − 1

2
− n

2

)
2 Γ(z)

.

Ejemplo. Si n = 0 y z = 1 entonces∫ ∞
0

dr

1 + r2
=

Γ
(

1
2

)
· Γ
(

1
2

)
2 Γ(1)

=

√
π
√
π

2
=
π

2
.

Lema 5.3.7. Sean k2 ∈ N, s ∈ C tal que Re(s) > 1, entonces∫
R2

M
(
|z|+ i

)k2 dx dy[
|z|2 + 1

]1+s = 2π

k2∑
n=0

(
k2

n

)
in ·

Γ
(
1 + k2

2
− n

2

)
· Γ
(
s+ n

2

)
2 Γ
(
1 + s+ k2

2

) .

Demostración. Pasando a coordenadas polares,∫
R2

M
(
|z|+ i

)k2 dx dy[
|z|2 + 1

]1+s =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

r
(r + i)k2

(r2 + 1)
k2

2

dr dθ

(r2 + 1)1+s

= 2π

∫ ∞
0

r(r + i)k2 dr

(r2 + 1)1+s+
k2

2

= 2π

∫ ∞
0

k2∑
n=0

(
k2

n

)
rk2−nin

r

(r2 + 1)1+s+
k2

2

dr

= 2π

k2∑
n=0

(
k2

n

)
in
∫ ∞

0

rk2−n+1

(r2 + 1)1+s+
k2

2

dr. (5.56)

Veamos que la integral obtenida en (5.56) cumple las condiciones (5.54) y (5.55) del lema (5.3.6),

(k2 − n+ 1)− 2 Re
(
1 + s+ k2

2

)
< −1 ⇐⇒ ��k2 − n+ 1− 2− 2 Re (s)−��k2 < −1 (5.57)

⇐⇒ −n+ 1− 2− 2 Re (s) < −1

⇐⇒ −n− 1− 2 Re (s) < −1

⇐⇒ −n− 2 Re (s) < 0

⇐⇒ −2 Re (s) < n

⇐⇒ Re (s) > −n
2
. (5.58)

Por otra parte, como
n ≥ 0 ⇐⇒ n

2
≥ 0 =⇒ −n

2
≤ 0 < 1,



pero por hipótesis Re (s) > 1, por lo que Re (s) > −n
2
, la cual es justo la desigualdad obtenida en (5.58),

por lo que la desigualdad en (5.57) también es válida, condición (5.55) del lema.

Veamos ahora la primera desigualdad (5.54) requerida en el lema (5.3.6). Como

n ≤ k2 ⇐⇒ k2 − n ≥ 0, (5.59)

sumando la desigualdad obvia 1 > −1 a la desigualdad en (5.59) obtenemos que k2 − n+ 1 > −1.

Por lo anterior podemos aplicar el lema (5.3.6) a la integral obtenida en (5.56). Primero hacemos las
siguientes operaciones:

1
2

+ k2−n+1
2

= 1 + k2

2
− n

2
. (5.60)

(
1 + s+ k2

2

)
− 1

2
− 1

2

(
k2 − n+ 1

)
= 1 + s+

�
�k2

2
− 1

2
−

�
�k2

2
+ n

2
− 1

2

= 1 + s− 1 + n
2

= s+ n
2
. (5.61)

Luego, de (5.56), (5.60) y (5.61) concluimos∫
R2

M
(
|z|+ i

)k2 dx dy[
|z|2 + 1

]1+s = 2π

k2∑
n=0

(
k2

n

)
in

Γ
(
1 + k2

2
− n

2

)
· Γ
(
s+ n

2

)
2 Γ
(
1 + s+ k2

2

) .

Veamos ahora el caso k2 ∈ Z con k2 < 0, tenemos la siguiente cadena de identidades:

M
(
|z|+ i

)k2 :=
(
M
(
|z|+ i

))k2

=
(
M
(
|z|+ i

)−1
)−k2

=
(
M
(
|z|+ i

))−k2

por el lema (5.1.1) (h)

=
(
M
(
|z| − i

))−k2

≡ M
(
|z| − i

)−k2 . (5.62)

Combinando (5.62) y tomando en cuenta el cambio de signo de i en la demostración del lema (5.3.7),
obtenemos el siguiente:

Corolario 5.3.8. Sean k2 ∈ Z, Re(s) > 1, entonces∫
R2

M
(
|z|+ i

)k2 dx dy[
|z|2 + 1

]1+s = 2π

|k2|∑
n=0

(
|k2|
n

)
(Sgn k2)nin ·

Γ
(
1 + |k2|

2
− n

2

)
· Γ
(
s+ n

2

)
2 Γ
(
1 + s+ |k2|

2

) ,

donde

Sgn k2 =

{
1 si k2 ≥ 0
−1 si k2 < 0.
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5.4 — Coeficiente general blkm(λ, s)γ.

Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1. Con los preliminares en las
secciones anteriores podemos empezar a calcular los coeficientes de Fourier blkm(λ, s)γ, recordamos que
por (4.80):

blkm(λ, s)γ =
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

El
km(z, λ, s) e−2πi 〈z,γ〉 dxdy =

1

|ΛD|

∫
R2/Γ′D,∞

El
km(z, λ, s) e−2πi 〈z,γ〉 dxdy,

(5.63)
con γ ∈ Λ∗D. Por la definición (4.4.1) las series El

km(z, λ, s) están dadas por:

El
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

)
Imσ(z, λ)1+s,

donde hemos cambiado σ por [σ] ya que trabajaremos más adelante con otra clase de equivalencia. Sea
σ un representante dado por:

σ =

(
a b
c d

)
∈ ΓD.

Por (3.1),

El
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s . (5.64)

Hacemos ahora un breve repaso de dobles cocientes. Sean G un grupo y H ≤ G un subgrupo. Si
x ∈ G, la clase doble HxH está definida como sigue:

[x]H ≡ HxH = {h1xh2 ; ∀h1, h2 ∈ H }.

Sean x, y ∈ G, entonces

HxH = HyH ⇐⇒ ∃h1, h2 ∈ H tal que y = h1xh2.

El conjunto de todas las clases dobles es denotado por H\G/H, esto es,

H\G/H =
{

[x]H ; x ∈ G
}
.

Una propiedad básica de los los dobles cocientes es que si x, y ∈ G, entonces [x]H , [y]H son disjuntos
o son el mismo.

Consideremos H = Γ′D,∞ y G = ΓD, luego

H\G/H = Γ′D,∞\ΓD/Γ′D,∞. (5.65)

Si σ =

(
a b
c d

)
∈ ΓD, σ′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ ΓD, entonces:

Γ′D,∞σΓ′D,∞ = Γ′D,∞σ
′Γ′D,∞ ⇐⇒ c′ = c y d′ ≡ d modΛD c.



La descomposición de Bruhat de (5.65) se ve como sigue,

[σ]H ∈ Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞ = [σ]H donde σ ∈

{ ∗ ∗
c d

∈ΓD

c6=0, d modΛD
c

}⋃
α ∗

0 α−1

∈ΓD

α∈O×D

 . (5.66)

Ver [15], sección 2.5: Double coset decomposition, página 37, o [16], sección 2.2: Fourier expansion of
an automorphic function, página 13, para demostraciones en el caso de SL(2,R). Usaremos la siguiente
notación,

R :=

{(
∗ ∗
c d

)
∈ ΓD ; c 6= 0, d modΛD c

}
.

R0 :=

{(
α ∗
0 α−1

)
∈ ΓD ; α ∈ O×D

}
.

Por otro lado, tenemos la siguiente integral∫
R2/Γ′D,∞

e−2πi 〈z,γ〉 dxdy = |ΛD| δγ,~0, (5.67)

donde

δγ,~0 :=

{
1 si γ = ~0

0 si γ 6= ~0.

Definición. Sean D ∈ Z tal que D < 0, k ∈ Z. Denotamos por FD
k ∈ C a la constante dada por:

FD
k :=

∑
α=e−i

θ
2 ∈O×D

eikθ. (5.68)

Ejemplo. F 1
k =

{
4 si k es par
0 si k es impar.

Si D ∈ {2, 7, 11, 19, 43, 67, 163} entonces FD
k = 2.

Si D = 3 entonces F 3
k = 2

(
1 + e−

2πki
3 + e−

4πki
3

)
.

FD
0 = [ΓD,∞ : Γ′D,∞].

Lema 5.4.1. Sean σ =

(
α w
0 α−1

)
∈ ΓD con α ∈ O×D, g = gz+

√
λj,I ∈ SL(2,C). Entonces:

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= eikθ δkm, donde α = e−i

θ
2 .

Demostración. Tenemos

σg =

(
α w
0 α−1

)(
1 z
0 1

)(√
λ 0

0 1√
λ

)
=

(
α
√
λ αz+w√

λ

0 1
α
√
λ

)
.
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De la descomposición de Iwasawa,

T (σg) =

(
α 0
0 α−1

)
= A(θ, 0, 0), (5.69)

con θ ∈ [0, 2π) y cumple que α = e−i
θ
2 . Luego,

Dl
km

(
ΦT (σg)−1

)
= Dl

km

(
ΦA(θ,0,0)−1

)
por (5.69)

= Dl
km

(
ΦA(−θ,0,0)

)
= e−ikθ dlkm(0) por (3.38)

= eikθ δkm. por el corolario (4.2.2)

Sustituyendo (5.64) en (5.63) tenemos las siguientes igualdades:

|ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ =

=

∫
R2/Γ′D,∞

∑
[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy

=
∑

[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

∫
R2/Γ′D,∞

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy

=
∑

[σ]H∈Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞

∫
R2

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy.

Pero por la descomposición de Bruhat en (5.66),

|ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ =

∑
[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ

′
D,∞

σ∈R0

∫
R2

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy

+
∑

[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞

σ∈R

∫
R2

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy. (5.70)

Transformamos la primer integral de la ecuación (5.70) como sigue:

∑
[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ

′
D,∞

σ∈R0

∫
R2

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy



=
∑

[σ]∈Γ′D,∞\ΓD
σ∈R0

∫
R2/Γ′D,∞

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) λ1+s[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s e
−2πi 〈z,γ〉 dxdy

=
∑

[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

σ=

α ∗
0 α−1

∈R0

∫
R2/Γ′D,∞

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

)
λ1+s e−2πi 〈z,γ〉 dxdy

=
∑

[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

σ=

α ∗
0 α−1

∈R0

∫
R2/Γ′D,∞

eikθ δkm λ
1+s e−2πi 〈z,γ〉 dxdy por el lema (5.4.1)

= λ1+s δkm ·
∫
R2/Γ′D,∞

e−2πi 〈z,γ〉 dxdy ·
∑

[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

σ=

α ∗
0 α−1

∈R0

eikθ

= λ1+s δk,m δγ,~0 |ΛD| ·
∑

[σ]∈Γ′D,∞\ΓD

σ=

α ∗
0 α−1

∈R0

eikθ por (5.67)

= λ1+s δk,m δγ,~0 |ΛD|FD
k . por (5.68) (5.71)

Sustituyendo (5.71) en (5.70),

|ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = λ1+s δk,m δγ,~0 |ΛD|FD
k

+ λ1+s
∑

[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞

σ∈R

∫
R2

Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) e−2πi 〈z,γ〉[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s dxdy. (5.72)

Ahora, por el lema (5.2.1), si c 6= 0 y z = −d
c

el valor de Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

)
está bien definido, por

esto podemos quitar z = −d
c

en la integral de la ecuación (5.72), esto no cambia la integral, luego,

|ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = λ1+s δk,m δγ,~0 |ΛD|FD
k

+ λ1+s
∑

[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞

σ∈R

∫
R2−
{
−d
c

}Dl
km

(
ΦT (σgz+

√
λj,I)−1

) e−2πi 〈z,γ〉[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s dxdy. (5.73)

Por (5.15) del lema (5.2.1) la ecuación (5.73) se transforma en:

|ΛD|
λ1+s

· [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = δk,m δγ,~0 |ΛD|FD
k

+
∑

[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞

σ∈R

∫
R2−
{
−d
c

}Dl
km

(
ROT (θ, χ, φ)

) e−2πi 〈z,γ〉[
|cz + d|2 + λ2|c|2

]1+s dxdy, (5.74)

114



donde θ = θ(z, λ, σ), χ = χ(z, λ, σ), φ = φ(z, λ, σ).

Ahora recordamos que por la proposición (5.2.4) ecuación (5.43), si c 6= 0 y z 6= −d
c

entonces

Dl
km

(
ROT (θ, χ, φ)

)
= (−1)k+m C1(r1, r2, d1, d2) ·M(c)k−m ·M

(
cz + d

)−k−m
d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) ·M(z1)r1+r2−2t1−2t2+2d1−2b−2c−4t, (5.75)

donde C1(r1, r2, d1, d2) y M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) son constantes dadas en (5.44) y (5.45) respectivamen-
te.

Abreviaremos la suma que aparece en (5.75)

∑
a,b,c,t,t1,t2

≡
d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

.

Sustituyendo la fórmula (5.75) en (5.74) tenemos

|ΛD|
λ1+s

· [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = δk,m δγ,~0 |ΛD|FD
k +

∑
[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ

′
D,∞

σ∈R

∫
R2−
{
−d
c

}(−1)k+m C1(r1, r2, d1, d2) · M(c)k−m · M
(
cz + d

)−k−m·
∑

a,b,c,t,t1,t2

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) · M(z1)r1+r2−2t1−2t2+2d1−2b−2c−4t
e−2πi 〈z,γ〉[

|cz + d|2 + λ2|c|2
]1+s dxdy.

Usando el lema (5.1.1) (h) y reoordenando términos,

|ΛD|
λ1+s

· [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = δk,m δγ,~0 |ΛD|FD
k +

(−1)k+m C1(r1, r2, d1, d2)
∑

a,b,c,t,t1,t2

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) ·
∑

[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ
′
D,∞

σ∈R

M(c)−k+m

∫
R2−
{
−d
c

}M(cz + d
)k+m ·M(z1)−r1−r2+2t1+2t2−2d1+2b+2c+4t e−2πi 〈z,γ〉[

|cz + d|2 + λ2|c|2
]1+s dxdy.

Expresión la cual podemos reescribir usando la definición (5.3.1),

|ΛD|
λ1+s

· [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = δkm δγ,~0 |ΛD|FD
k + (−1)k+m C1

∑
a,b,c,t,t1,t2

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2)∑
[σ]H ∈Γ′D,∞\ΓD/Γ

′
D,∞

σ∈R

M(c)−k+m · I(s, γ, k +m,−r1 − r2 + 2t1 + 2t2 − 2d1 + 2b+ 2c+ 4t, σ, λ). (5.76)



Reconocemos ahora la segunda sumatoria en (5.76) como la sumatoria en la definición (5.3.3), por
tanto,

|ΛD|
λ1+s

· [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = δkm δγ,~0 |ΛD|FD
k +

(−1)k+m C1

∑
a,b,c,t,t1,t2

M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2) · φ̂−k+m,k+m,−r1−r2+2t1+2t2−2d1+2b+2c+4t,γ(λ, s). (5.77)

Finalmente, reescribimos la fórmula (5.77) usando el corolario (5.3.5), concluimos la siguiente:

Proposición 5.4.2. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1. El coeficiente
de Fourier general blkm(λ, s)γ de las series El

km(z, λ, s) está dado por la siguiente fórmula:

blkm(λ, s)γ =
FD
k

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δkm δγ,~0 + λ1−s (−1)k+m

|ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· C1 · φ2m,γ(s)

·
∑

a,b,c,t,t1,t2

M3 ·
∫
R2−{0}

M(z)k+mM
(
|z|+ i

)−r1−r2+2t1+2t2−2d1+2b+2c+4t e−2πiλ 〈z,γ〉[
|z|2 + 1

]1+s dx dy,

donde

d1 = min{l +m, l −m, l + k, l − k}, (5.78)

si d1 =


l +m entonces r1 = k −m y d2 = k −m
l −m entonces r1 = m− k y d2 = 0
l + k entonces r1 = m− k y d2 = 0
l − k entonces r1 = k −m y d2 = k −m

(5.79)

r2 = 2l − 2d1 − r1. (5.80)

∑
a,b,c,t,t1,t2

≡
d1∑
a=0

d1−a∑
b=0

a∑
c=0

d1−b−c∑
t=0

r1∑
t1=0

r2∑
t2=0

, (5.81)

C1 = C1(r1, r2, d1, d2) =
(−1)d2

2r1+r2+2d1ir1

(
2l − d1

d1 + r1

) 1
2
(
d1 + r2

r2

)− 1
2

(d1 + r1)! (d1 + r2)!, (5.82)

M3 = M3(a, b, c, t, t1, d1, r1, r2)

= (−1)b+t1 2b+c
(
r1

t1

)(
r2

t2

)(
d1 − b− c

t

)(
d1 − a
b

)(
a

c

)
1

(d1 + r1 − a)! a! (r2 + a)! (d1 − a)!
,

(5.83)

y con

φ2m,γ(s) =
∑

∗ ∗
c d

∈ΓD

c 6=0, d modΛD
c

M(c)2m e2πi 〈 d
c
,γ〉

|c|2+2s
.
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5.5 — Coeficiente cero

5.5.1 — Coeficiente cero blkm(λ, s)~0, donde k 6= −m.

Con la notación de la proposición (5.4.2) y la identidad en (5.77) sabemos

|ΛD|
λ1+s

· [Γ∞ : Γ′∞] · blkm(λ, s)γ = δkm δγ,~0 |ΛD|FD
k +

(−1)k+m C1

∑
a,b,c,t,t1,t2

M3 · φ̂−k+m,k+m,−r1−r2+2t1+2t2−2d1+2b+2c+4t,~0(λ, s). (5.84)

Ahora, por el corolario (5.3.5), ecuación (5.52), sabemos que si k1 6= 0

φ̂r,k1,k2,~0
(λ, s) = 0, ∀r, k2 ∈ Z. (5.85)

De las ecuaciones en (5.85) y (5.84) concluimos que si k 6= −m entonces

blkm(λ, s)~0 = 0.

5.5.2 — Coeficiente cero caso blk,−k(λ, s)~0, donde m = −k y k ≥ 0.

De las identidades (5.78), (5.79) y (5.80) calculamos rápidamente que

d1 = l − k, r1 = d2 = 2k, r2 = 0.

La suma en (5.81) queda como

∑
a,b,c,t,t1

=
l−k∑
a=0

l−k−a∑
b=0

a∑
c=0

l−k−b−c∑
t=0

2k∑
t1=0

.

La constante C1 en (5.82) se transforma a

C1 =
(−1)2k

22k+2l−2ki2k

(
2l − l + k

l − k + 2k

) 1
2
(
l − k

0

)− 1
2

(l − k + 2k)! (l − k)! =
(−1)k

22l
(l + k)! (l − k)!.

La constante M3 en (5.83) se reduce a

M3 = (−1)b+t1 2b+c
(

2k

t1

)(
l − k − b− c

t

)(
l − k − a

b

)(
a

c

)
1

(l + k − a)! (l − k − a)! a! a!
.

También necesitamos la siguiente suma,

−r1 − r2 + 2t1 + 2t2 − 2d1 + 2b+ 2c+ 4t = −2k + 2t1 − 2(l − k) + 2b+ 2c+ 4t+

= 2b+ 2c+ 4t+ 2t1 − 2l.

Por lo que de la proposición (5.4.2), tenemos

blk,−k(λ, s)~0 =
FD
k

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δk,−k +



λ1−s (−1)k (l + k)! (l − k)!

22l · |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· φ−2k,~0(s) ·

∑
a,b,c,t,t1

M3

∫
R2−{0}

M
(
|z|+ i

)2b+2c+4t+2t1−2l dx dy[
|z|2 + 1

]1+s .

Pero por el corolario (5.3.8),∫
R2−{0}

M
(
|z|+ i

)2b+2c+4t+2t1−2l dx dy[
|z|2 + 1

]1+s =

2π

|k2|∑
n=0

(
|k2|
n

)
(Sgn k2)nin ·

Γ
(
1 + |2b+2c+4t+2t1−2l|

2
− n

2

)
· Γ
(
s+ n

2

)
2 Γ
(
1 + s+ |2b+2c+4t+2t1−2l|

2

)
donde

k2 = 2b+ 2c+ 4t+ 2t1 − 2l.

Por lo que obtenemos la siguiente:

Proposición. Sean l ∈ N, k ∈ N tal que k ∈ [0, l], s ∈ C tal que Re(s) > 1. El coeficiente cero de
Fourier blk,−k(λ, s)~0 de las series El

k,−k(z, λ, s) está dado por la siguiente fórmula:

blk,−k(λ, s)~0 =
FD
k

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δk,−k + λ1−s 2π (−1)k (l + k)! (l − k)!

22l · |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· φ−2k,~0(s) ·Θl

k,−k(s), (5.86)

donde

Θl
k,−k(s) :=

∑
a,b,c,t,t1

M3

|k2|∑
n=0

(
|k2|
n

)
(Sgn k2)nin ·

Γ
(
1 + |2b+2c+4t+2t1−2l|

2
− n

2

)
· Γ
(
s+ n

2

)
2 Γ
(
1 + s+ |2b+2c+4t+2t1−2l|

2

) ,

con
k2 = 2b+ 2c+ 4t+ 2t1 − 2l,

y

M3 = (−1)b+t1 2b+c
(

2k

t1

)(
l − k − b− c

t

)(
l − k − a

b

)(
a

c

)
1

(l + k − a)! (l − k − a)! a! a!
.

además, por (5.51)

φ−2k,~0(s) =
∑

∗ ∗
c d

∈ΓD

c6=0, d modΛD
c

M(c)−2k

|c|2+2s
.

Más aún, sea RD ∈ N definida como sigue:

RD :=


2 si D = 1
3 si D = 3
1 si D ∈ {2, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.

Por el teorema (1.3.17), si k ∈ N tal que RDk ∈ [0, l] se cumple

blRDk,−RDk(λ, s)~0 =
FD
RD

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δk,−k +

λ1−s 2π (l +RDk)! (l −RDk)!

22l · |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
·

L
(
s, χ−2RDk

)
L
(
s+ 1, χ−2RDk

) ·Θl
RDk,−RDk(s). (5.87)
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5.5.3 — Coeficiente cero caso b0
0,0(λ, s)~0.

Como l = k = m = 0 por el caso anterior tenemos que d1 = l, r1 = r2 = d2 = 0. Además, vemos que
M3 = 1 y entonces se sigue de (5.87) la siguiente identidad:

b0
00(λ, s)~0 =

FD
0

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s + 2πλ1−s · 1

|ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· L(s, χ0)

L(s+ 1, χ0)
· Γ(1) · Γ(s)

2 Γ(1 + s)
.

Como Re (s) > 1 > 0 se cumple que Γ(1 + s) = sΓ(s), además, FD
0 = [Γ∞ : Γ′∞], por lo que podemos

reescribir

b0
00(λ, s)~0 = λ1+s + λ1−s π

s |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· L(s, χ0)

L(s+ 1, χ0)
.

Pero en el ejemplo (1.2.5) se vió que L(s, χ0) = ζD (s), por lo que

b0
00(λ, s)~0 = λ1+s + λ1−s π

s |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· ζD (s)

ζD (s+ 1)
, Re(s) > 1.

5.5.4 — Coeficiente cero caso bl−m,m(λ, s)~0, donde k = −m y m ≥ 0.

De las identidades (5.78), (5.79) y (5.80) calculamos

d1 = l −m, r1 = 2m, d2 = r2 = 0.

d1 = min{l −m, l +m} = l −m.
r1 = m− k = 2m.

d2 = 0.

r2 = 2l − 2(l −m)− 2m = 0.

La suma en (5.81) queda como

∑
a,b,c,t,t1

≡
l−m∑
a=0

l−m−a∑
b=0

a∑
c=0

l−m−b−c∑
t=0

2m∑
t1=0

.

La constante C1 en (5.82) se reduce a

C1 =
(−1)0

22m+2l−2mi2m

(
2l − l +m

l −m+ 2m

) 1
2
(
l −m

0

)− 1
2

(l −m+ 2m)! (l −m)!

=
(−1)m

22l
(l +m)! (l −m)!.

La constante M3 en (5.83) queda

M3 = (−1)b+t1 2b+c
(

2m

t1

)(
l −m− b− c

t

)(
l −m− a

b

)(
a

c

)
1

(l +m− a)! (l −m− a)! a! a!
.



También necesitamos la siguiente suma,

−r1 − r2 + 2t1 + 2t2 − 2d1 + 2b+ 2c+ 4t = −2m+ 2t1 − 2(l −m) + 2b+ 2c+ 4t

= 2b+ 2c+ 4t+ 2t1 − 2l.

El coeficiente cero de Fourier bl−m,m(λ, s)~0 de las series El
−m,m(z, λ, s) está dado por:

bl−m,m(λ, s)~0 =
FD
−m

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δ−m,m + λ1−s 2π (−1)m (l +m)! (l −m)!

22l · |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
· φ2m,~0(s) ·Θl

−m,m(s),

donde

Θl
−m,m(s) :=

∑
a,b,c,t,t1

M3

|k2|∑
n=0

(
|k2|
n

)
(Sgn k2)nin ·

Γ
(
1 + |2b+2c+4t+2t1−2l|

2
− n

2

)
· Γ
(
s+ n

2

)
2 Γ
(
1 + s+ |2b+2c+4t+2t1−2l|

2

) ,

con

k2 = 2b+ 2c+ 4t+ 2t1 − 2l,

M3 = (−1)b+t1 2b+c
(

2m

t1

)(
l −m− b− c

t

)(
l −m− a

b

)(
a

c

)
1

(l +m− a)! (l −m− a)! a! a!
.

Si m ∈ N es tal que RDm ∈ [0, l] se cumple

bl−RDm,RDm(λ, s)~0 =
FD
−RDm

[Γ∞ : Γ′∞]
λ1+s δ−m,m +

λ1−s 2π (l +RDm)! (l −RDm)!

22l · |ΛD| · [Γ∞ : Γ′∞]
·

L
(
s, χ2RDm

)
L
(
s+ 1, χ2RDm

) ·Θl
−RDm,RDm(s).

5.6 — Expansión de Fourier de las series de Eisenstein Êl
km(g, s)

En esta sección veremos que la expansión de Fourier de las series de Eisenstein Êl
km(g, s) está deter-

minada por la expansión de Fourier de las series El
am(z, λ, s).

Lema 5.6.1. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], B ∈ SU(2), g = gz+
√
λj,K ∈ SL(2,C).

Entonces

f lkm(gB, s) =
l∑

a=−l

Dl
ka

(
ΦB−1

)
· f lam(g, s).

Demostración. De la definición en (4.3.2),

f lkm(gB, s) = Dl
km

(
ΦT (gB)−1

)
Im gB(j)1+s. (5.88)

Pero por (3.9),

B(j) = gj,B(j) = j. (5.89)
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Además,

ΦT (gB)−1 = ΦT (gz+
√
λj,KB)−1

= ΦT (gz+
√
λj,KB)−1 = Φ(KB)−1

= ΦB−1K−1 = ΦB−1 ◦ ΦT (g)−1 . (5.90)

Luego,

Dl
km

(
ΦT (gB)−1

)
= Dl

km

(
ΦB−1 ◦ ΦT (g)−1

)
por (5.90)

=
l∑

a=−l

Dl
am

(
ΦT (g)−1

)
·Dl

ka

(
ΦB−1

)
. por el lema (4.2.1). (5.91)

Sustituyendo (5.89) y (5.91) en (5.88) obtenemos que

f lkm(gB, s) =
l∑

a=−l

Dl
am

(
ΦT (g)−1

)
·Dl

ka

(
ΦB−1

)
Im g(j)1+s

=
l∑

a=−l

Dl
ka

(
ΦB−1

)
·Dl

am

(
ΦT (g)−1

)
Im g(j)1+s

=
l∑

a=−l

Dl
ka

(
ΦB−1

)
· f lam(g, s).

De (4.73) y el lema (5.6.1) anterior obtenemos el siguiente:

Corolario 5.6.2.

Êl
km(gB, s) =

l∑
a=−l

Dl
ka

(
ΦB−1

)
· Êl

am(g, s).

Consideremos ahora g = gz+
√
λj,K ∈ SL(2,C), Re(s) > 1, entonces

Êl
km(gz+

√
λj,K , s) = Êl

km(gz+
√
λj,IK, s)

=
l∑

a=−l

Dl
ka

(
ΦK−1

)
· Êl

am(gz+
√
λj,I , s) por el corolario (5.6.2)

=
l∑

a=−l

Dl
ka

(
ΦK−1

)
· El

am(z, λ, s). por (4.79)

Corolario 5.6.3. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], Re(s) > 1, g = gz+
√
λj,K ∈ SL(2,C).

Entonces

Êl
km(g, s) =

l∑
a=−l

Dl
ka

(
ΦK−1

)
· El

am(z, λ, s).



CHAPTER 6

Operadores H-invariantes en SL(2,C)

Hacemos una serie de analoǵıas entre algunos hechos relevantes para las series de Eisenstein en
dimensión 2 (usando el grupo de Lie SL(2,R)) y para dimensión 3 (usando el grupo de Lie SL(2,C)).
Explicaremos todas las afirmaciones para el último caso.

Consideremos el grupo SL(2,R) y la involución Θ : SL(2,R) −→ SL(2,R) dada por:

Θ(q) = q−T , (6.1)

se verifica
dΘI(X) = −XT , ∀X ∈ sl(2,R).

Usando la forma bilineal de Killing B se puede definir una métrica Riemanniana g izquierda invariante
en SL(2,R) por medio de la siguiente fórmula:

g(X, Y ) = −B(θX, Y ) = Tr (adXT ◦ adY ), ∀X, Y ∈ sl(2,R),

y donde θ := dΘI .

Sea P la subvariedad de SL(2,R) definida por

P =

{(
λ1 x
x λ2

)
∈ SL(2,R); λ1 > 0

}
. (6.2)

La descomposición polar de SL(2,R) permite descomponerlo

SL(2,R) ∼= P · SO(2) (6.3)

donde

P =

{
q =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R) ; a > 0, Θ(q) = q−1

}
, (6.4)

SO(2) =
{
q ∈ G ; Θ(q) = q

}
. (6.5)

Hay también una descomposición en el álgebra de Lie:

sl(2,R) ∼= B ⊕ so(2), (6.6)

donde
B = 〈X1, X2〉, so(2) = 〈A1〉,
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con

X1 =

(
1 0
0 −1

)
, X2 =

(
0 1
1 0

)
, A1 =

(
0 −1
1 0

)
. (6.7)

Además, se cumple
eB = P, eso(2) = SO(2). (6.8)

Hay una acción del grupo SL(2,R)× SO(2) en SL(2,R)

(γ,K) q = γqK−1, ∀q ∈ SL(2,R). (6.9)

De hecho, el grupo SL(2,R)× SO(2) actúa transitivamente y por isometŕıas en (SL(2,R), g).

Por otra parte, se puede definir una cierta isometŕıa fija µ : SL(2,R) −→ SL(2,R) tal que cumple
las siguientes identidades µ(I) = I, µ2 = Id, además de la siguiente ecuación:

dµI(X) = −X, ∀X ∈ sl(2,R). (6.10)

Esto implica, ver lema (2.4.2), que el triple
(
(SL(2,R), g), H, µ

)
es un espacio débilmente simétrico. Una

consecuencia de este hecho es que el álgebra A generada por los dos siguientes operadores:

A = 〈A1, X
2
1 +X2

2 〉 (6.11)

es conmutativa. Esto es,
[A1, X

2
1 +X2

2 ] = 0. (6.12)

Conviene decir que en este caso es fácil probar directamente la identidad (6.12). Tenemos que el
álgebra de operadores diferenciables H-invariantes en SL(2,R), es decir L(A), es conmutativa, donde
L : U

(
sl(2,R)R

)
−→ IDO(G), ver definición (2.3.2).

Sea G = SL(2,C), en la sección 1 recordamos un teorema sobre involuciones para grupos de Lie
semisimples (teorema (6.1.1)) y damos una involución de Cartan Θ : SL(2,C) −→ SL(2,C) (definición
(6.1.2)), que generaliza (6.1). También recordamos la forma bilineal de Killing (definición (6.1.4)), usando
la forma de Killing se construye una forma bilineal definida positiva en sl(2,C) (definición (6.1.5)), que
nos permite dar una métrica Riemanniana izquierda invariante en G y que se denotará por g.

Además, en la sección 1 estudiaremos la acción del grupo H = SL(2,C)×SU(2) en SL(2,C), análoga
a la acción (6.9) en SL(2,R). También daremos algunos lemas técnicos que nos permitirán demostrar
que SL(2,C)× SU(2) actúa por isometŕıas en (SL(2,C), g) (corolario (6.1.11)).

En la sección 2 introducimos la subvariedad P (definición (6.2.1)), que generaliza a la subvariedad
también denotada P de SL(2,R) y definida en (6.2), y nos permite hacer la descomposición polar de
SL(2,C) (definición (6.2.4))

SL(2,C) ∼= P · SU(2),

donde

P =

{
q =

(
a b
c d

)
∈ G ; a > 0, Θ(q) = q−1

}
,



SU(2) =
{
q ∈ G ; Θ(q) = q

}
.

Hechos que generalizan (6.3), (6.4) y (6.5) respectivamente. De nuevo, hay una descomposición corres-
pondiente en el álgebra de Lie sl(2,C), veremos

su(2) =
{
X ∈ sl(2,C) ; θ(X) = X

}
,

isu(2) =
{
X ∈ sl(2,C) ; θ(X) = −X},

donde θ := dΘI , entonces:

sl(2,C) ∼= isu(2)⊕ su(2).

Fórmula análoga a (6.6). Hay una relación

eisu(2) = P, esu(2) = SU(2).

La primer identidad la probaremos en el lema (6.2.7), las fórmulas anteriores son el análogo a (6.8).

En la sección 3 primero demostraremos que la involución de Cartan Θ es una isometŕıa en (G, g)
(lema (6.3.3)). Después definimos una cierta función f : G −→ G (definición (6.3.4)) que resultará ser
también una isometŕıa (lema (6.3.6)). Usando f y Θ podemos construir otra isometŕıa µ : G −→ G que
cumple las siguientes condiciones: µ(I) = I, µ2 = Id y la siguiente identidad,

dµI(X) = −X, ∀X ∈ sl(2,C),

lo cual generaliza (6.10). Por el lema (2.4.2), el triple
(
(SL(2,C), g), H, µ

)
es un espacio débilmente

simétrico. Esto implica que L(A), el álgebra de operadores diferenciables de todos los órdenes y H-
invariantes en G es un álgebra conmutativa.

En la sección 4 damos la base del álgebra A, son tres polinomios de orden dos que denotaremos por
O1,O2 y O3. Demostraremos directamente (sin usar espacios débilmente simétricos) que A es un álgebra
conmutativa, verificando

[O2,O1] = [O2,O3] = [O1,O3] = 0,

hechos que demostraremos en los lemas (6.4.6), (6.4.7) y (6.4.8). Dicho resultado generaliza (6.12).

6.1 — Métrica en SL(2,C) e isometŕıas

En este caṕıtulo usaremos el grupo de Lie G = SL(2,C) y su álgebra de Lie g = sl(2,C). Por el
momento trabajaremos con la base de g (tomada de la tesis de Lokvenec-Guleska [12] página 11), y
dada por {H1, H2, V1, V2,W1,W2} donde,

H1 = 1
2

(
1 0
0 −1

)
V1 = 1

2

(
0 1
1 0

)
V2 = 1

2

(
0 i
−i 0

)
H2 = 1

2

(
i 0
0 −i

)
W1 = 1

2

(
0 1
−1 0

)
W2 = 1

2

(
0 i
i 0

)
.

Una base para su(2) está dada por:

su(2) = 〈H2,W1,W2〉,
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y una base para isu(2) está dada por:

isu(2) = 〈H1, V1, V2〉,

ya que

iH2 =
i

2

(
i 0
0 −i

)
=

1

2

(
−1 0
0 1

)
= −H1,

iW1 =
i

2

(
0 1
−1 0

)
=

1

2

(
0 i
−i 0

)
= V2,

iW2 =
i

2

(
0 i
i 0

)
=

1

2

(
0 −1
−1 0

)
= −V1.

Tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales

sl(2,C) ∼= su(2)⊕ isu(2) = 〈H2,W1,W2, H1, V2, V1〉.

Teorema 6.1.1. Sea G un grupo de Lie semisimple conexo de tipo no compacto, por ejemplo: SL(2,C),
que es el caso que aqúı nos interesa. Existe una función, llamada involución de Cartan, Θ : G −→ G
(que no es única) tal que cumple las siguientes condiciones:

(a) Θ2 = I.

(b) Θ(h1h2) = Θ(h1)Θ(h2), ∀h1, h2 ∈ G.

(c) Θ(h) = h ⇐⇒ h ∈ K, donde K es el subgrupo compacto maximal.

Definición 6.1.2. Una involución de Cartan Θ : G −→ G para G = SL(2,C) está dada por:

Θ(q) = q−T .

Lema 6.1.3. Se cumple la siguiente identidad:

dΘI(X) = −X T
, ∀X ∈ sl(2,C).

Demostración. Sean α : R −→ G una curva diferenciable tal que α(0) = I, α′(0) = X ∈ g, la curva
toma la forma siguiente:

α(t) =

(
a(t) b(t)
c(t) d(t)

)
.

Luego

X = α′(0) =

(
a′(0) b′(0)
c′(0) d′(0)

)
,

donde
TrX = a′(0) + d′(0) = 0. (6.13)

Entonces

Θ
(
α(t)

)
=

(
a(t) b(t)

c(t) d(t)

)−T
por la definición (6.1.2)

=

(
d(t) −b(t)
−c(t) a(t)

)T
=

(
d(t) −c(t)
−b(t) a(t)

)



por lo tanto,

d

dt

∣∣∣
0
Θ
(
α(t)

)
=

(
d′(0) −c′(0)

−b′(0) a′(0)

)
,

pero por (6.13)

d

dt

∣∣∣
0
Θ
(
α(t)

)
=

(
−a′(0) −c′(0)

−b′(0) −d′(0)

)
= −

(
a′(0) c′(0)

b′(0) d′(0)

)
= −X T

.

Con el fin de no cargar la notación, denotaremos a dΘI como θ, no debeŕıa esto confundir porque Θ
actúa en el grupo G y θ actúa en vectores de g.

Definición 6.1.4. La forma bilineal de Killing, B : g × g −→ R está definida por la fórmula si-
guiente:

B(X, Y ) = Tr (adX ◦ adY ), ∀X, Y ∈ g.

Se cumple que:

B(H1, H1) = B(V1, V1) = B(V2, V2) = 4,

B(H2, H2) = B(W1,W1) = B(W2,W2) = −4.

Por lo que B es una forma bilineal de signatura (3, 3).

La acción de θ en la base está dada por:

θ({H2,W1,W2}) = ({H2,W1,W2})
θ({H1, V1, V2}) = ({−H1,−V1,−V2}). (6.14)

Definición 6.1.5. La forma bilineal g en g, g : g× g −→ R está definida como sigue:

g(X, Y ) = −B(θX, Y ), ∀X, Y ∈ g.

Después de unas cuentas largas pero muy simples se prueba que la forma bilineal g es positiva
definida, y donde {H1, V1, V2, H2,W1,W2} es una base ortogonal, más exactamente:

g(H1, H1) = g(V1, V1) = g(V2, V2) = g(H2, H2) = g(W1,W1) = g(W2,W2) = 4.

Podemos extender la forma bilineal g a una métrica Riemanniana izquierda invariante en G =
SL(2,C), a la cual también denotaremos como g.
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Ponemos aqúı la lista (con repeticiones) de la estructura de álgebra de Lie en sl(2,C).

[H1, H1] = 0 [V1, H1] = −W1 [V2, H1] = −W2

[H1, V1] = W1 [V1, V1] = 0 [V2, V1] = H2

[H1, V2] = W2 [V1, V2] = −H2 [V2, V2] = 0
[H1,W1] = V1 [V1,W1] = −H1 [V2,W1] = 0
[H1,W2] = V2 [V1,W2] = 0 [V2,W2] = −H1

[H1, H2] = 0 [V1, H2] = −V2 [V2, H2] = V1

[H2, H1] = 0 [W1, H1] = −V1 [W2, H1] = −V2

[H2, V1] = V2 [W1, V1] = H1 [W2, V1] = 0
[H2, V2] = −V1 [W1, V2] = 0 [W2, V2] = H1

[H2,W1] = W2 [W1,W1] = 0 [W2,W1] = −H2

[H2,W2] = −W1 [W1,W2] = H2 [W2,W2] = 0
[H2, H2] = 0 [W1, H2] = −W2 [W2, H2] = W1.

Necesitaremos también los siguientes resultados.

Lema 6.1.6. Si X ∈ g, entonces
Θ(eX) = eθ(X).

Demostración.

Θ(eX) =
(
eX
)−T

=
(
eX
)−T

=
((
eX
)−1)T

=
(
e−X

)T
= e−X

T

= eθ(X) por el lema (6.1.3)

Lema 6.1.7. Se cumple la siguiente identidad:

θ ◦ AdKX = AdKθ(X), ∀K ∈ SU(2),∀X ∈ g.

Demostración.

θ ◦ AdKX = θ

(
AdK

( d
dt

∣∣∣
0
etX
))

= θ

(
K
( d
dt

∣∣∣
0
etX
)
K−1

)
= θ

( d
dt

∣∣∣
0
KetXK−1

)
=

d

dt

∣∣∣
0
Θ
(
KetXK−1

)
ya que θ = dΘI

=
d

dt

∣∣∣
0
Θ(K)Θ(etX)Θ(K−1) por el teorema (6.1.1) (b)

=
d

dt

∣∣∣
0
KΘ(etX)K−1 por el teorema (6.1.1) (c)

=
d

dt

∣∣∣
0
Keθ(tX)K−1 =

d

dt

∣∣∣
0
Ketθ(X)K−1 por el lema (6.1.6)



= K
( d
dt

∣∣∣
0
etθ(X)

)
K−1 = Kθ(X)K−1

= AdKθ(X).

El siguiente lema nos dice que la métrica g en G es invariante por la representación Adjunta de
SU(2).

Lema 6.1.8. Si K ∈ SU(2), entonces

g(AdKX,AdKY ) = g(X, Y ), ∀X, Y ∈ g.

Demostración. Si Z ∈ g, se tiene

AdK ◦ adX ◦ AdK−1Z = AdK [X,AdK−1Z]

= [AdKX,AdK ◦ AdK−1Z] por el lema (2.2.2) (d)

= [AdKX,AdIZ] por el lema (2.2.2) (a)

= [AdKX,Z] por el lema (2.2.2) (b)

= adAdKXZ.

Por lo que hemos demostrado la siguiente identidad:

adAdKX = AdK ◦ adX ◦ AdK−1 . (6.15)

Luego,

g(AdKX,AdKY ) = −B
(
θ ◦ AdKX,AdKY

)
por la definición (6.1.5)

= −B
(
AdK θ(X), AdKY

)
por el lema (6.1.7)

= −Tr
(
adAdK θ(X) ◦ adAdKY

)
por la definición (6.1.4)

= −Tr
(
AdK ◦ adθ(X) ◦ AdK−1 ◦ AdK ◦ adY ◦ AdK−1

)
por (6.15)

= −Tr
(
AdK ◦ adθ(X) ◦ AdI ◦ adY ◦ AdK−1

)
por el lema (2.2.2) (a)

= −Tr
(
AdK ◦ adθ(X) ◦ adY ◦ AdK−1

)
por el lema (2.2.2) (b)

= −Tr
(
AdK ◦ adθ(X) ◦ adY ◦ Ad−1

K

)
por el lema (2.2.2) (c)

= −Tr
(
adθ(X) ◦ adY

)
= −B

(
θ(X), Y

)
por la definición (6.1.4)

= g(X, Y ). por la definición (6.1.5)

Lema 6.1.9. La métrica Riemanniana g de G es invariante a la derecha por SU(2).

Demostración. Sea K ∈ SU(2), RK : G −→ G es la traslación derecha por K, es decir,

RK(h) = hK, ∀h ∈ G.

RK es una isometŕıa en (G, g) ⇐⇒

g
(
d(LK−1)K ◦ d(RK)IX , d(LK−1)K ◦ d(RK)IY

)
= g(X, Y ), ∀X, Y ∈ g. (6.16)
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Por otro lado, sea q ∈ G y observemos

LK−1 ◦RK(q) = LK−1(qK) = K−1qK = ΨK−1(q).

Esto es,
LK−1 ◦RK = ΨK−1 . (6.17)

Sea X ∈ g, se tiene la siguiente cadena de identidades:

d(LK−1)K ◦ d(RK)IX = d
(
LK−1 ◦RK

)
I
X

= d(ΨK−1

)
I
X por (6.17)

= AdK−1X. por la definición (2.2.1)

Resumiendo,
d(LK−1)K ◦ d(RK)I = AdK−1 . (6.18)

Por (6.16) y (6.18) RK con K ∈ SU(2) es una isometŕıa en (G, g) ⇐⇒

g
(
AdK−1X,AdK−1Y

)
= g(X, Y ), ∀X, Y ∈ g,

el lema (6.1.8) prueba esta identidad.

Definición 6.1.10. El grupo H := SL(2,C)× SU(2) actúa en G = SL(2,C). La acción está dada por
la fórmula siguiente:

(γ,K) q = γqK−1, ∀q ∈ G.

Veamos que esto define una acción. Sean (γ,A), (σ,B) ∈ H, q ∈ G, entonces

(γ,A)
(

(σ,B) q
)

= (γ,A)
(
σqB−1

)
= γ

(
σqB−1

)
A−1 = (γσ) q

(
B−1A−1

)
= (γσ) q

(
AB
)−1

= (γσ,AB) q

=
(
(γ,A) · (σ,B)

)
q.

Por otro lado, sea q ∈ G, se cumple

(γ,K)q = γqK−1

= Lγ ◦RK−1(q).

Sabemos que la métrica Riemanniana g en G es invariante a la izquierda por SL(2,C), por lo que
las traslaciones izquierdas Lγ son isometŕıas. Por el lema (6.1.9) las traslaciones a la derecha RK , con
elementos en SU(2) son isometŕıas. Como la composición de isometŕıas es isometŕıa se sigue que la
acción de SL(2,C)× SU(2) en G es por isometŕıas. Esto es, hemos demostrado el siguiente:

Corolario 6.1.11. H actúa por isometŕıas en (G, g).



6.2 — Descomposición polar

Definición 6.2.1. Sea P la subvariedad de SL(2,C) definida por la siguiente igualdad:

P =

{(
λ1 z
z λ2

)
∈ G ; λ1 ∈ R+, λ2 ∈ R

}
.

Lema 6.2.2. {
q =

(
a b
c d

)
∈ G ; a > 0, Θ(q) = q−1

}
= P.

Demostración. ⊆) Sea q =

(
a b
c d

)
∈ G, luego

Θ(q) =

(
a b
c d

)−T
=

(
a b

c d

)−T
=

(
a c

b d

)−1

=

(
d −c
−b a

)
,

pero

q−1 =

(
d −b
−c a

)
,

por lo que si Θ(q) = q−1 se cumplen las siguientes identidades: d = d, a = a > 0, b = c, luego

q =

(
a c
c d

)
∈ P.

⊇) Sea

q =

(
λ1 z
z λ2

)
∈ P con λ1 > 0. Se tiene

Θ(q) =

(
λ1 z
z λ2

)−T
=

(
λ1 z
z λ2

)−T
=

(
λ1 z
z λ2

)−1

=

(
λ2 −z
−z λ1

)
,

además,

q−1 =

(
λ2 −z
−z λ1

)
,

por lo que Θ(q) = q−1.

Por el teorema (6.1.1) (c) sabemos que la involución de Cartan Θ fija el subgrupo compacto maximal.
Por completez damos la demostración para G = SL(2,C).

Lema 6.2.3. {
q ∈ G ; Θ(q) = q

}
= SU(2).

Demostración. ⊆) Sea q =

(
a b
c d

)
∈ G. Luego
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Θ(q) =

(
a b
c d

)−T
=

(
a b

c d

)−T
=

(
a c

b d

)−1

=

(
d −c
−b a

)
.

Si Θ(q) = q se cumplen las siguientes identidades: d = a y c = −b, luego

q =

(
a b

−b a

)
∈ SU(2).

⊇) Sea

q =

(
α β

−β α

)
∈ SU(2). Luego

Θ(q) =

(
α β

−β α

)−T
=

(
α β
−β α

)−T
=

(
α −β
β α

)−1

=

(
α β

−β α

)
= q.

Definición 6.2.4. Si q ∈ G, existen b ∈ P y K ∈ SU(2) (únicos) tales que q se puede escribir de manera
única como:

q = bK.

Esta descomposición es conocida como descomposición polar de q.

De los lemas (6.2.2) y (6.2.3) vemos que la descomposición polar es equivalente a:

G ∼=

{
q =

(
a b
c d

)
∈ G ; a > 0, Θ(q) = q−1

}
·
{
q ∈ G ; Θ(q) = q

}
= P · SU(2).

El álgebra de Lie g = sl(2,C) se divide naturalmente en dos subespacios vectoriales como sigue:

g ∼=
{
X ∈ g ; θ(X) = −X

}
⊕
{
X ∈ g ; θ(X) = X

} ∼= isu(2)⊕ su(2).

Las subvariedades P y SU(2) de G se corresponden con las subespacios isu(2) y su(2) de g de la
siguiente manera,

eisu(2) = P, esu(2) = SU(2).

Hechos que demostraremos en los siguientes lemas.

Lema 6.2.5. {
X ∈ g ; θ(X) = X

}
= su(2).



Demostración. ⊇) Si X ∈ su(2), existe α : R −→ SU(2) ⊂ G curva diferenciable tal que α(0) = I,
α′(0) = X. Por el lema (6.2.3), Θ

(
α(t)

)
= α(t). Derivando,

d

dt
Θ
(
α(t)

)
= α′(t),

y entonces

θ(X) =
d

dt

∣∣∣
0
Θ
(
α(t)

)
= α′(0) = X.

⊆) Sea X ∈ g, existen a1, a2, . . . , a6 ∈ R tales que

X = a1H2 + a2W1 + a3W2 + a4H1 + a5V1 + a6V2,

luego,

θ(X) = θ
(
a1H2 + a2W1 + a3W2 + a4H1 + a5V1 + a6V2

)
= θ

(
a1H2

)
+ θ
(
a2W1

)
+ θ
(
a3W2

)
+ θ
(
a4H1

)
+ θ
(
a5V1

)
+ θ
(
a6V2

)
= a1 θ(H2) + a2 θ(W1) + a3 θ(W2) + a4 θ(H1) + a5 θ(V1) + a6 θ(V2)

= a1H2 + a2W1 + a3W2 − a4H1 − a5V1 − a6V2. por identidades (6.14)

Por lo que θ(X) = X implica que a4 = a5 = a6 = 0, por tanto,

X = a1H2 + a2W1 + a3W2 ∈ su(2).

Lema 6.2.6. {
X ∈ g ; θ(X) = −X

}
= isu(2).

Demostración. ⊇) Sea X ∈ isu(2), existen a4, a5, a6 ∈ R tales que

X = a4H1 + a5V1 + a6V2.

Luego,

θ(X) = θ
(
a4H1 + a5V1 + a6V2

)
= θ

(
a4H1

)
+ θ
(
a5V1

)
+ θ
(
a6V2

)
= a4 θ(H1) + a5 θ(V1) + a6 θ(V2)

= −a4H1 − a5V1 − a6V2. por identidades (6.14)

Por lo tanto, θ(X) = −X.

⊆) Sea X ∈ g, existen a1, a2, . . . , a6 ∈ R tales que

X = a1H2 + a2W1 + a3W2 + a4H1 + a5V1 + a6V2,

luego,

θ(X) = θ
(
a1H2 + a2W1 + a3W2 + a4H1 + a5V1 + a6V2

)
= θ

(
a1H2

)
+ θ
(
a2W1

)
+ θ
(
a3W2

)
+ θ
(
a4H1

)
+ θ
(
a5V1

)
+ θ
(
a6V2

)
= a1 θ(H2) + a2 θ(W1) + a3 θ(W2) + a4 θ(H1) + a5 θ(V1) + a6 θ(V2)

= a1H2 + a2W1 + a3W2 − a4H1 − a5V1 − a6V2. por identidades (6.14)
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Por lo que θ(X) = −X implica que a1 = a2 = a3 = 0, por tanto,

X = a4H1 + a5V1 + a6V2 ∈ isu(2).

Lema 6.2.7. Se cumple
eisu(2) = P.

Demostración. ⊆) Sea X ∈ isu(2), tenemos las siguientes igualdades:

Θ(eX) = eθ(X) por el lema (6.1.6)

= e−X por el lema (6.2.6)

=
(
eX
)−1

.

Luego, si g = eX =

(
a b
c d

)
entonces Θ(g) = g−1. Por el lema (6.2.2) solo necesitamos probar que

a > 0, luego, tendremos g ∈ P .

Por el lema (6.2.6) se tiene θ(X) = −X ⇐⇒ X
T

= X, esto es, X es una matriz hermitiana
y por tanto g = eX también lo es. Como la signatura (denotada sig) de e0 = I es (2, 0), por la
continuidad de la signatura sabemos que sig(g) = (2, 0). Un criterio de Hurwitz nos garantiza que
no puede haber cambio de signo entre a y det(g) = 1, ya que esto implicaŕıa que sig(g) = (0, 2),
luego a > 0.

⊇) Sea q =

(
λ1 z
z λ2

)
∈ P , con λ1, λ2 ∈ R, z ∈ C y

λ1λ2 − |z|2 = 1. (6.19)

Primero observamos

qT =

(
λ1 z
z λ2

)T
=

(
λ1 z
z λ2

)
= q.

Luego, q es una matriz hermitiana. Por otro lado, el polinomio caracteŕıstico de q está dado por

|λI − q| = 0 ⇐⇒ λ2 − λ(λ1 + λ2) + (λ1λ2 − |z|2) = 0,

el cual podemos reescribir usando la identidad en (6.19) como sigue:

λ2 − λ(λ1 + λ2) + 1 = 0.

Los eigenvalores de toda matriz hermitiana son números reales y están dados por:

λ =
(λ1 + λ2)±

√
(λ1 + λ2)2 − 4

2
.

Analizaremos el signo de la segunda ráız,

(λ1 + λ2)−
√

(λ1 + λ2)2 − 4 > 0 ⇐⇒ (λ1 + λ2)2 > (λ1 + λ2)2 − 4 (6.20)

⇐⇒ 0 > −4.

Como la última desigualdad se cumple sabemos que los eigenvalores de q son positivos. Usando
el Criterio de Sylvester concluimos que q es definida positiva. Recordamos ahora un teorema que
utilizaremos.



Teorema 6.2.8. (Sylvester) Si q ∈M2×2(C) es una matriz hermitiana definida positiva, entonces
existe una matriz V ∈ U(2) tal que

V −1qV =

(
r1 0
0 r2

)
, (6.21)

donde r1, r2 ∈ R, y además r1 · r2 > 0.

Sea X ∈M2×2(C) definida como sigue:

X := V

(
ln r1 0

0 ln r2

)
V −1, (6.22)

donde V, r1, r2 nos los da el Teorema de Sylvester.

Por otra parte, como V ∈ U(2) sabemos

V
−T

= V. (6.23)

Tomando determinantes en la ecuación (6.21)

det q = r1 · r2 ⇐⇒ 1 = r1 · r2

⇐⇒ ln r1 + ln r2 = 0. (6.24)

Sacando la traza de la matriz en (6.22),

TrX = ln r1 + ln r2

= 0, por (6.24)

luego X ∈ sl(2,C). Tenemos

θ(X) = −XT

= −

[
V

(
ln r1 0

0 ln r2

)
V
−1

]T
por (6.22)

= −V −T
(

ln r1 0
0 ln r2

)
V
T

= −V
(

ln r1 0
0 ln r2

)
V −1 por (6.23)

= −X. por (6.22)

Resumiendo, X ∈ sl(2,C) y cumple θ(X) = −X, por el lema (6.2.6) concluimos que X ∈ isu(2).
Además,

eX = V

(
eln r1 0

0 eln r2

)
V −1 por (6.22)

= V

(
r1 0
0 r2

)
V −1

= V
(
V −1qV

)
V −1 por (6.21)

= q.
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6.3 — Espacio débilmente simétrico
(
(G, g), H, µ

)
Recordamos que por la definición (6.1.2) una involución de Cartan Θ para G = SL(2,C) está dada

por Θ(q) = q−T . Queremos demostrar que Θ es una isometŕıa, para ello requerimos resultados previos.

Lema 6.3.1. Si (γ,K) ∈ H, se cumple la siguiente identidad:

(γ,K)∗ ◦Θ∗g = Θ∗g,

donde estamos pensando que (γ,K),Θ : G −→ G, más formalmente,

Θ∗gq(Xq, Yq) = g
(
dΘq(Xq), dΘq(Yq)

)
, ∀Xq, Yq ∈ TqG.

(γ,K)∗gq(Xq, Yq) = g
(
d(γ,K)q(Xq), d(γ,K)q(Yq)

)
, ∀Xq, Yq ∈ TqG.

Demostración. Se tiene[(
Θ(γ), K

)
◦Θ
]
(q) =

(
Θ(γ), K

)
Θ(q)

= Θ(γ)Θ(q)K−1

= Θ(γ)Θ(q)Θ(K−1) por el teorema (6.1.1) (c)

= Θ(γqK−1) por el teorema (6.1.1) (b)

=
[
Θ ◦ (γ,K)

]
(q),

por lo que hemos demostrado la siguiente identidad:(
Θ(γ), K

)
◦Θ = Θ ◦ (γ,K). (6.25)

Por otra parte, por el corolario (6.1.11) sabemos que H actúa por isometŕıas en (G, g), por lo que

(γ,K)∗g = g, ∀(γ,K) ∈ H. (6.26)

Podemos ahora probar el lema,

(γ,K)∗Θ∗g =
[
Θ ◦ (γ,K)

]∗
g

=
[(

Θ(γ), K
)
◦Θ
]∗
g por (6.25)

=
[
Θ∗ ◦

(
Θ(γ), K

)∗]
g

= Θ∗ ◦
(
Θ(γ), K

)∗
g

= Θ∗g. por (6.26)

Por lo que (γ,K)∗ ◦Θ∗g = Θ∗g.

Lema 6.3.2. Si X, Y ∈ g, entonces

B
(
θ(X), θ(Y )

)
= B(X, Y ).



Demostración. La forma de Killing B es invariante ante cualquier automorfismo del álgebra de Lie g,

por lo que es suficiente verificar que la función θ : g −→ g dada por θ(X) = −X T
es un automorfismo,

y es lineal por lo que solo demostraremos que preserva el corchete de Lie. Luego,

θ
(

[X, Y ]
)

= θ(XY − Y X) = −
(
XY − Y X

)T
= −

(
XY − Y X

)T
= −

((
XY

)T
−
(
Y X

)T)
= −

(
Y
T
X
T −XT

Y
T
)

= X
T
Y
T − Y T

X
T

=
(
−XT

)(
− Y T

)
−
(
− Y T

)(
−XT

)
= [θX, θY ] .

Lema 6.3.3. Θ es una isometŕıa en (G, g).

Demostración. Primero observaremos que las métricas Riemannianas Θ∗g y g coinciden en la identidad.
Sean X, Y ∈ g, entonces(

Θ∗g
)
I
(X, Y ) = gI

(
dΘI(X), dΘI(Y )

)
= gI

(
θ(X), θ(Y )

)
= −B

(
θ
(
θ(X)

)
, θ(Y )

)
por la definición (6.1.5)

= −B
(
θ(X), Y

)
por el lema (6.3.2)

= gI(X, Y ). por la definición (6.1.5)

Por lo que hemos probado
(Θ∗g)I = gI . (6.27)

Por el corolario (6.1.11) sabemos que H actúa por isometŕıas en (G, g), pero además, por el lema
(6.3.1) sabemos que H actúa por isometŕıas en G con respecto a la métrica Riemanniana Θ∗g. Resu-
miendo, H actúa en G transitivamente y por isometŕıas con respecto a g y Θ∗g, pero por (6.27) sabemos
que dichas métricas coinciden en la identidad I, luego,

Θ∗g = g.

Pero esta igualdad significa que Θ es una isometŕıa en (G, g).

Definición 6.3.4. Sea q = bK ∈ G, su descomposición polar. Se define f : G −→ G como sigue:

f(q) = f(bK) = bK−1.

Antes de probar que f es una isometŕıa requerimos la siguiente observación:

Lema 6.3.5. Si K ∈ SU(2), Y ∈ isu(2), entonces

AdKY ∈ isu(2).

Demostración. Existe X ∈ su(2) tal que Y = iX, entonces
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AdKY = KYK−1 = K
(
iX
)
K−1

= iKXK−1 = iAdKX,

pero AdKX ∈ su(2), luego AdKY ∈ isu(2).

Lema 6.3.6. f es una isometŕıa en (G, g).

Demostración. Sean q = bK ∈ G. Primero consideramos X̂ ∈ TqG tal que X̂ = d(Lq)IX para algún
X ∈ su(2),

dfqX̂ = dfq
(
d(Lq)IX

)
= dfq

(
d

dt

∣∣∣
0
qetX

)
=

d

dt

∣∣∣
0
f
(
qetX

)
=

d

dt

∣∣∣
0
f
(
b(KetX)

)
=

d

dt

∣∣∣
0
b
(
KetX

)−1
ya que KetX ∈ SU(2)

=
d

dt

∣∣∣
0
be−tXK−1

= −bXK−1. (6.28)

Luego,

f(q)−1 dfqX̂ =
(
bK−1

)−1
(−bXK−1) por (6.28)

= −Kb−1bXK−1 = −KXK−1

= −AdKX.

Resumiendo,
f(q)−1 dfqX̂ = −AdKX. (6.29)

Sea Ŷ ∈ TqG tal que Ŷ = d(Lq)IY para algún Y ∈ isu(2). Necesitamos calcular dfqŶ , pero primero
necesitamos una identidad. Sean t ∈ R y b1(t) := KetYK−1 = eAdKtY , por el lema (6.3.5) sabemos que
AdKtY ∈ isu(2), y por el lema (6.2.7) vemos que eAdKtY ∈ P , es decir,

b1(t) = KetYK−1 ∈ P, (6.30)

y entonces
KetY = b1(t)K. (6.31)

Retomando dfqŶ , tenemos la siguiente cadena de igualdades:

dfqŶ = dfq
(
d(Lq)IY

)
= dfq

(
d

dt

∣∣∣
0
qetY

)
=

d

dt

∣∣∣
0
f
(
qetY

)
=

d

dt

∣∣∣
0
f
(
b(KetY )

)
=

d

dt

∣∣∣
0
f
(
b b1(t)K

)
por (6.31)

=
d

dt

∣∣∣
0
b b1(t)K−1 = b ḃ1(0)K−1,



y entonces
dfqŶ = b ḃ1(0)K−1, (6.32)

pero de (6.30) se sigue
ḃ1(0) = KYK−1 = AdKY. (6.33)

Por lo que sustituyendo (6.33) en (6.32) obtenemos:

dfqŶ = b(AdKY )K−1. (6.34)

Se siguen las siguientes identidades:

f(q)−1 dfqŶ =
(
bK−1

)−1(
b(AdKY )K−1

)
= Kb−1b(AdKY )K−1 = K(AdKY )K−1

= AdK ◦ AdKY.

Resumiendo,
f(q)−1 dfqŶ = AdK ◦ AdKY. (6.35)

Con el trabajo previo podremos probar que f es una isometŕıa. Sean Ẑ1, Ẑ2 ∈ TqG, Z1, Z2 ∈ g
definidas como antes, es decir:

Ẑ1 = d(Lq)IZ1, Ẑ2 = d(Lq)IZ2.

Existen X̂1, X̂2, Ŷ1, Ŷ2 ∈ TqG, que cumplen

Ẑ1 = X̂1 + Ŷ1, Ẑ2 = X̂2 + Ŷ2,

y además X1, X2 ∈ su(2), Y1, Y2 ∈ isu(2), tales que

Z1 = X1 + Y1, Z2 = X2 + Y2.

Se cumple

g
(
dfqẐ1, dfqẐ2

)
= g

(
dfq(X̂1 + Ŷ1), dfq(X̂2 + Ŷ2)

)
= g

(
dfqX̂1 + dfqŶ1, dfqX̂2 + dfqŶ2

)
= g

(
dfqX̂1, dfqX̂2

)
+ g
(
dfqX̂1, dfqŶ2

)
+ g

(
dfqŶ1, dfqX̂2

)
+ g
(
dfqŶ1, dfqŶ2

)
. (6.36)

Analizaremos cada sumando de la ecuación (6.36), primero tenemos

g
(
dfqX̂1, dfqX̂2

)
= g

(
f(q)−1 dfqX̂1, f(q)−1 dfqX̂2

)
ya que g es izquierda invariante

= g
(
− AdKX1,−AdKX2

)
por (6.29)

= g
(
X1, X2

)
. por el lema (6.1.8)

Luego,
g
(
dfqX̂1, dfqX̂2

)
= g
(
X1, X2

)
. (6.37)
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Otro sumando en la ecuación (6.36) se ve como sigue,

g
(
dfqŶ1, dfqŶ2

)
= g

(
f(q)−1 dfqŶ1, f(q)−1 dfqŶ2

)
ya que g es izquierda invariante

= g
(
AdK ◦ AdKY1, AdK ◦ AdKY2

)
por (6.35)

= g
(
AdKY1, AdKY2

)
por el lema (6.1.8)

= g
(
Y1, Y2

)
. por el lema (6.1.8)

Resumiendo,
g
(
dfqŶ1, dfqŶ2

)
= g
(
Y1, Y2

)
. (6.38)

El sumando cruzado en (6.36) se transforma como sigue:

g
(
dfqX̂1, dfqŶ2

)
= g

(
f(q)−1 dfqX̂1, f(q)−1 dfqŶ2

)
ya que g es izquierda invariante

= g
(
− AdKX1, f(q)−1 dfqŶ2

)
por (6.29)

= g
(
− AdKX1, AdK ◦ AdKY2

)
por (6.35)

= −g
(
X1, AdKY2

)
, por el lema (6.1.8)

pero X1 ∈ su(2), Y2 ∈ isu(2) y por el lema (6.3.5) sabemos que AdKY2 ∈ isu(2), pero su(2) ⊥ isu(2),
por lo que

g
(
dfqX̂1, dfqŶ2

)
= g
(
X1, AdK Ŷ2

)
= 0 = g

(
X1, Y2

)
. (6.39)

Análogamente,
g
(
dfqŶ1, dfqX̂2

)
= 0 = g

(
Y1, X2

)
. (6.40)

Sustituyendo (6.37), (6.38), (6.39) y (6.40) en (6.36) obtenemos

g
(
dfqẐ1, dfqẐ2

)
= g

(
X1, X2

)
+ g
(
X1, Y2

)
+ g
(
Y1, X2

)
+ g
(
Y1, Y2

)
= g

(
Z1, Z2

)
. (6.41)

Ahora, la métrica Riemanniana g es invariante a la izquierda, por lo que se cumple

g
(
Ẑ1, Ẑ2

)
= g
(
Z1, Z2

)
. (6.42)

Por (6.41) y (6.42) hemos demostrado la siguiente igualdad:

g
(
dfqẐ1, dfqẐ2

)
= g
(
Ẑ1, Ẑ2

)
,

luego, f es una isometŕıa en (G, g).

Definición 6.3.7. Sea µ : G −→ G la función definida por la fórmula siguiente:

µ(q) = µ(bK) = b−1K−1,

donde q = bK es su descomposición polar.

Lema 6.3.8. Se cumple
dµI(X) = −X, ∀X ∈ g.



Demostración. Por linealidad basta ver lo que sucede con los generadores. Sea H2 ∈ su(2), existe
α : R −→ G una curva diferenciable tal que α(0) = I, α′(0) = H2. Podemos suponer que α(R) ⊂ SU(2).
Luego,

dµI(H2) = dµI

( d
dt

∣∣∣
0
etH2

)
=

d

dt

∣∣∣
0
µ
(
etH2

)
=

d

dt

∣∣∣
0

(
etH2

)−1
ya que etH2 ∈ SU(2)

=
d

dt

∣∣∣
0
e−tH2 = −H2.

Análogamente para W1,W2 ∈ su(2).

Consideremos ahora H1 ∈ isu(2), existe α : R −→ G una curva diferenciable tal que α(0) = I,
α′(0) = H1. Por el lema (6.2.7) podemos suponer que α(R) ⊂ P . Luego,

dµI(H1) = dµI

( d
dt

∣∣∣
0
etH1

)
=

d

dt

∣∣∣
0
µ
(
etH1

)
=

d

dt

∣∣∣
0

(
etH1

)−1
ya que etH1 ∈ P

=
d

dt

∣∣∣
0
e−tH1 = −H1.

Análogamente para V1, V2 ∈ isu(2).

Sea q = bK ∈ G (su descomposición polar), se tiene la siguiente cadena de igualdades:

f ◦Θ(q) = f
(
Θ(bK)

)
= f

(
Θ(b)Θ(K)

)
por el teorema (6.1.1) (b)

= f
(
b−1Θ(K)

)
por el lema (6.2.2)

= f
(
b−1K

)
por el lema (6.2.3)

= b−1K−1 por la definición (6.3.4)

= µ(bK) = µ(q),

por lo que hemos demostrado
µ = f ◦Θ.

Pero por los lemas (6.3.6) y (6.3.3) sabemos que f y Θ son isometŕıas en (G, g), por lo que:

Corolario 6.3.9. µ es una isometŕıa en (G, g).

Hacemos un resumen y concluimos la sección, tenemos que (G, g) es una variedad Riemanniana y
H = SL(2,C)×SU(2) actúa en (G, g) por isometŕıas (corolario (6.1.11)). Ahora, por el corolario (6.3.9)
sabemos que µ es una isometŕıa en (G, g). Sea I ∈ G, se tiene µ(I) = I y por el lema (6.3.8) tenemos
que dµI(X) = −X, ∀X ∈ TIG = g.

Por el lema (2.4.2),
(
(G, g), H, µ

)
es un espacio débilmente simétrico. Como consecuencia de los

resultados de Selberg en [26], el álgebra L(A) de operadores diferenciales de todos los órdenes y H-
invariantes en G es conmutativa.

En las siguientes secciones probaremos directamente queA es conmutativa (y por tanto L(A) también
es conmutativa) viendo que sus 3 generadores conmutan entre śı.
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6.4 — A es un álgebra conmutativa

Consideremos O1,O2,O3 ∈ U
(
sl(2,C)R

)
, el álgebra envolvente de sl(2,C)R, definidos como sigue:

O1 := H2
2 +W 2

1 +W 2
2 ,

O2 := H2
1 + V 2

1 + V 2
2 ,

O3 := H2(iH2) +W1(iW1) +W2(iW2)

= −H2H1 +W1V2 −W2V1.

En esta sección probaremos que O1,O2 y O3 conmutan entre śı, demostrando que los corchetes dos
a dos son cero, lo que implicará que A es un álgebra conmutativa. Aunque para ello primero requerimos
algunos resultados básicos previos. Recordamos

H2 = iH1, V2 = iW1, W2 = iV1. (6.43)

Lema 6.4.1. Sean X, Y,A ∈ g, se cumplen las siguientes identidades:

(a) [X2, Y ] = X[X, Y ] + [X, Y ]X (c) [X,AX] = [X,A]X

(b) [X, Y 2] = [X, Y ]Y + Y [X, Y ] (d) [X,XA] = X[X,A]

Demostración.

(a) X[X, Y ] + [X, Y ]X = X(XY − Y X) + (XY − Y X)X

= X2Y −XYX +XYX − Y X2

= X2Y − Y X2 = [X2, Y ].

(b) [X, Y ]Y + Y [X, Y ] = (XY − Y X)Y + Y (XY − Y X)

= XY 2 − Y XY + Y XY − Y 2X

= XY 2 − Y 2X = [X, Y 2].

(c) [X,A]X = (XA− AX)X = XAX − AXX
= X(AX)− (AX)X = [X,AX].

(d) X[X,A] = X(XA− AX) = XXA−XAX
= X(XA)− (XA)X = [X,XA].

Lema 6.4.2. Sean X, Y,A ∈ g, se cumplen las siguientes identidades:

(a) V1W1 = −W1V1 (d) H1W1 = −W1H1

(b) V2W2 = −W2V2 (e) V1H2 = −H2V1

(c) V2H2 = −H2V2



Demostración.

(a) V1W1 =
1

4

(
0 1
1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

1

4

(
−1 0
0 1

)
,

W1V1 =
1

4

(
0 1
−1 0

)(
0 1
1 0

)
=

1

4

(
1 0
0 −1

)
= −1

4

(
−1 0
0 1

)
.

(b) V2W2 =
1

4

(
0 i
−i 0

)(
0 i
i 0

)
=

1

4

(
i2 0
0 −i2

)
,

W2V2 =
1

4

(
0 i
i 0

)(
0 i
−i 0

)
=

1

4

(
−i2 0
0 i2

)
= −1

4

(
i2 0
0 −i2

)
.

(c) V2H2 =
1

4

(
0 i
−i 0

)(
i 0
0 −i

)
=

1

4

(
0 −i2
−i2 0

)
,

H2V2 =
1

4

(
i 0
0 −i

)(
0 i
−i 0

)
=

1

4

(
0 i2

i2 0

)
= −1

4

(
0 −i2
−i2 0

)
.

(d) H1W1 =
1

4

(
1 0
0 −1

)(
0 1
−1 0

)
=

1

4

(
0 1
1 0

)
,

W1H1 =
1

4

(
0 1
−1 0

)(
1 0
0 −1

)
=

1

4

(
0 −1
−1 0

)
= −1

4

(
0 1
1 0

)
.

(e) V1H2 =
1

4

(
0 1
1 0

)(
i 0
0 −i

)
=

1

4

(
0 −i
i 0

)
,

H2V1 =
1

4

(
i 0
0 −i

)(
0 1
1 0

)
=

1

4

(
0 i
−i 0

)
= −1

4

(
0 −i
i 0

)
.

Lema 6.4.3. Sean X, Y,A ∈ g, se cumplen las siguientes identidades:

(a) W1V2 −W2V1 = V2W1 − V1W2 = − i
2
I (d) V1H1 = −H1V1

(b) W2V1 +H2H1 = i
2
I (e) V2H1 = −H1V2

(c) H1W2 = −W2H1

Demostración. Primero necesitamos algunos cálculos.

H2
1 =

1

4

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
=

1

4

(
1 0
0 1

)
= 1

4
I. (6.44)

V 2
1 =

1

4

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

1

4

(
1 0
0 1

)
= 1

4
I. (6.45)

W 2
1 =

1

4

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

1

4

(
−1 0
0 −1

)
= −1

4
I. (6.46)

142



Podemos ahora demostrar el lema:

(a) W1V2 −W2V1 = W1(iW1)− (iV1)V1

= iW 2
1 − iV 2

1 = i
(
W 2

1 − V 2
1

)
= i

(
− 1

4
I − 1

4
I
)

por (6.46) y (6.45)

= − i
2
I.

La segunda identidad se sigue directamente de la anterior y de que [W1, V2] = [W2, V1] = 0.

(b) W2V1 +H2H1 = (iV1)V1 + (iH1)H1

= iV 2
1 + iH2

1 = i
(
V 2

1 +H2
1

)
= i

(
1
4
I + 1

4
I
)

por (6.45) y (6.44)

= i
2
I.

(c) H1W2 =
1

4

(
1 0
0 −1

)(
0 i
i 0

)
=

1

4

(
0 i
−i 0

)
,

W2H1 =
1

4

(
0 i
i 0

)(
1 0
0 −1

)
=

1

4

(
0 −i
i 0

)
= −1

4

(
0 i
−i 0

)
.

(d) V1H1 =
1

4

(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)
=

1

4

(
0 −1
1 0

)
,

H1V1 =
1

4

(
1 0
0 −1

)(
0 1
1 0

)
=

1

4

(
0 1
−1 0

)
= −1

4

(
0 −1
1 0

)
.

(e) V2H1 =
1

4

(
0 i
−i 0

)(
1 0
0 −1

)
=

1

4

(
0 −i
−i 0

)
,

H1V2 =
1

4

(
1 0
0 −1

)(
0 i
−i 0

)
=

1

4

(
0 i
i 0

)
= −1

4

(
0 −i
−i 0

)
.

Lema 6.4.4. Se cumplen las siguientes identidades:

(a) H2W1 = −W1H2 (c) W1W2 = −W2W1

(b) V1W2 = W2V1 (d) H2W2 = −W2H2

Demostración.

(a) H2W1 =
1

4

(
i 0
0 −i

)(
0 1
−1 0

)
=

1

4

(
0 i
i 0

)
,

W1H2 =
1

4

(
0 1
−1 0

)(
i 0
0 −i

)
=

1

4

(
0 −i
−i 0

)
= −1

4

(
0 i
i 0

)
.



(b) V1W2 =
1

4

(
0 1
1 0

)(
0 i
i 0

)
=

1

4

(
i 0
0 i

)
,

W2V1 =
1

4

(
0 i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

1

4

(
i 0
0 i

)
.

(c) W1W2 =
1

4

(
0 1
−1 0

)(
0 i
i 0

)
=

1

4

(
i 0
0 −i

)
,

W2W1 =
1

4

(
0 i
i 0

)(
0 1
−1 0

)
=

1

4

(
−i 0
0 i

)
= −1

4

(
i 0
0 −i

)
.

(d) H2W2 =
(
iH1

)(
iV1

)
= i2H1V1

= −i2V1H1 por el lema (6.4.3) (d)

= −
(
iV1

)(
iH1

)
= −W2H2.

Un lema básico pero útil para no repetir el mismo resultado que nos apararecerá varias veces es el
siguiente.

Lema 6.4.5.
Si [X, Y ] = 0 =⇒ [X2, Y ] = 0.

Demostración.

[X2, Y ] = X[X, Y ] + [X, Y ]Y por el lema (6.4.1) (a)

= X0 + 0X = 0.

Podemos ahora empezar a demostrar que los operadores O1,O2,O3 conmutan entre śı.

Lema 6.4.6.
[O2,O1] = 0.

Demostración. Primero probaremos que [H2
1 ,O1] = 0.

[H1, H
2
2 ] = [H1, H2]H2 +H2[H1, H2] por el lema (6.4.1) (b)

= 0H2 +H20 = 0. (6.47)

[H1,W
2
1 ] = [H1,W1]W1 +W1[H1,W1] por el lema (6.4.1) (b)

= V1W1 +W1V1

= V1W1 − V1W1 por el lema (6.4.2) (a)

= 0. (6.48)
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[H1,W
2
2 ] = [H1,W2]W2 +W2[H1,W2] por el lema (6.4.1) (b)

= V2W2 +W2V2

= V2W2 − V2W2 por el lema (6.4.2) (b)

= 0. (6.49)

Se sigue que:

[H1,O1] = [H1, H
2
2 +W 2

1 +W 2
2 ]

= [H1, H
2
2 ] + [H1,W

2
1 ] + [H1,W

2
2 ]

= 0 + 0 + 0 por (6.47), (6.48) y (6.49)

= 0.

por tanto [H1,O1] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[H2
1 ,O1] = 0. (6.50)

Ahora vamos a demostrar que [V 2
1 ,O1] = 0.

[V1, H
2
2 ] = [V1, H2]H2 +H2[V1, H2] por el lema (6.4.1) (b)

= −V2H2 −H2V2

= −V2H2 + V2H2 por el lema (6.4.2) (c)

= 0. (6.51)

[V1,W
2
1 ] = [V1,W1]W1 +W1[V1,W1] por el lema (6.4.1) (b)

= −H1W1 −W1H1

= −H1W1 +H1W1 por el lema (6.4.2) (d)

= 0. (6.52)

[V1,W
2
2 ] = [V1,W2]W2 +W2[V1,W2] por el lema (6.4.1) (b)

= 0W2 +W20

= 0. (6.53)

Se sigue

[V1,O1] = [V1, H
2
2 +W 2

1 +W 2
2 ]

= [V1, H
2
2 ] + [V1,W

2
1 ] + [V1,W

2
2 ]

= 0 + 0 + 0 por (6.51), (6.52) y (6.53)

= 0.

por tanto [V1,O1] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[V 2
1 ,O1] = 0. (6.54)



Por último necesitamos demostrar que [V 2
2 ,O1] = 0.

[V2, H
2
2 ] = [V2, H2]H2 +H2[V2, H2] por el lema (6.4.1) (b)

= V1H2 +H2V1

= V1H2 − V1H2 por el lema (6.4.2) (e)

= 0. (6.55)

[V2,W
2
1 ] = [V2,W1]W1 +W1[V2,W1] por el lema (6.4.1) (b)

= 0W1 +W10

= 0. (6.56)

[V2,W
2
2 ] = [V2,W2]W2 +W2[V2,W2] por el lema (6.4.1) (b)

= −H1W2 −W2H1

= −H1W2 +H1W2 por el lema (6.4.3) (c)

= 0. (6.57)

Se sigue que:

[V2,O1] = [V2, H
2
2 +W 2

1 +W 2
2 ]

= [V2, H
2
2 ] + [V2,W

2
1 ] + [V2,W

2
2 ]

= 0 + 0 + 0 por (6.55), (6.56) y (6.57)

= 0.

por tanto [V2,O1] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[V 2
2 ,O1] = 0. (6.58)

Ahora podemos concluir la demostración del lema como sigue:

[O2,O1] = [H2
1 + V 2

1 + V 2
2 ,O1]

= [H2
1 ,O1] + [V 2

1 ,O1] + [V 2
2 ,O1]

= 0 + 0 + 0 por (6.50), (6.54) y (6.58)

= 0.

Lema 6.4.7.
[O2,O3] = 0.

Demostración. Recordamos que O3 = −H2H1 +W1V2 −W2V1, pero

[H2, H1] = 0 =⇒ H2H1 = H1H2,

[W1, V2] = 0 =⇒ W1V2 = V2W1,

[W2, V1] = 0 =⇒ W2V1 = V1W2,
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por lo que
O3 = −H1H2 + V2W1 − V1W2. (6.59)

Primero probaremos [H2
1 ,O3] = 0.

[H1,−H1H2] = −[H1, H1H2]

= −H1[H1, H2] por el lema (6.4.1) (d)

= −H10 = 0,

por lo que [H1,−H1H2] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[H2
1 ,−H1H2] = 0. (6.60)

Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

[H2
1 ,O3] = [H2

1 ,−H1H2 + V2W1 − V1W2] por (6.59)

= [H2
1 ,−H1H2] + [H2

1 , V2W1] + [H2
1 ,−V1W2]

= [H2
1 , V2W1] + [H2

1 ,−V1W2] por (6.60)

=
(
H2

1V2W1 − V2W1H
2
1

)
+
(
−H2

1V1W2 + V1W2H
2
1

)
= H2

1

(
V2W1 − V1W2

)
−
(
V2W1 − V1W2

)
H2

1

= H2
1

(
− i

2
I
)
−
(
− i

2
I
)
H2

1 por el lema (6.4.3) (a)

= − i
2
H2

1 + i
2
H2

1

= 0. (6.61)

Ahora probaremos que [V 2
1 ,O3] = 0. Para ello primero vemos lo siguiente:

[V 2
1 ,−H1H2] = −V 2

1 H1H2 +H1H2V
2

1

= −V1V1H1H2 +H1H2V1V1

= +V1H1V1H2 +H1H2V1V1 por el lema (6.4.3) (d)

= −V1H1H2V1 +H1H2V1V1 por el lema (6.4.2) (e)

= −V1H1H2V1 −H1V1H2V1 por el lema (6.4.2) (e)

= −V1H1H2V1 + V1H1H2V1 por el lema (6.4.3) (d)

= 0. (6.62)

[V1, V2W1] = V1V2W1 − V2W1V1

= V1(iW1)W1 − (iW1)W1V1 por (6.43) (6.63)

= iV1W1W1 − iW1W1V1

= iV1W1W1 + iW1V1W1 por el lema (6.4.2) (a)

= −iW1V1W1 + iW1V1W1, por el lema (6.4.2) (a)

= 0, (6.64)

por lo tanto [V1, V2W1] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[V 2
1 , V2W1] = 0. (6.65)



Por otro lado,

[V1,−V1W2] = −V1[V1,W2] por el lema (6.4.1) (d)

= −V10 = 0,

por lo que [V1,−V1W2] = 0, y por el lema (6.4.5)

[V 2
1 ,−V1W2] = 0. (6.66)

Se sigue

[V 2
1 ,O3] = [V 2

1 ,−H1H2 + V2W1 − V1W2]

= [V 2
1 ,−H1H2] + [V 2

1 , V2W1] + [V 2
1 ,−V1W2]

= 0 + 0 + 0 por (6.62), (6.65) y (6.66)

= 0. (6.67)

Por último, necesitamos verificar que [V 2
2 ,O3] = 0. Primero obtenemos las siguientes identidades:

[V2,−H1H2] = −V2H1H2 +H1H2V2

= +H1V2H2 +H1H2V2 por el lema (6.4.3) (e)

= −H1H2V2 +H1H2V2 por el lema (6.4.2) (c)

= 0,

por lo que [V2,−H1H2] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[V 2
2 ,−H1H2] = 0. (6.68)

Además,

[V2, V2W1] = V2[V2,W1] por el lema (6.4.1) (d)

= V20 = 0,

por lo que [V2, V2W1] = 0, y por el lema (6.4.5)

[V 2
2 , V2W1] = 0. (6.69)

Por otro lado,

[V2,−V1W2] = [V2,−V1(iV1)]

= −i[V2, V
2

1 ]

= −i[V2,
1
4
I] por (6.45)

= − i
4
[V2, I]

= − i
4
(V2I − IV2)

= − i
4
0 = 0,

por lo tanto [V2,−V1W2] = 0, y por el lema (6.4.5)

[V 2
2 ,−V1W2] = 0. (6.70)
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Usando lo anterior,

[V 2
2 ,O3] = [V 2

2 ,−H1H2 + V2W1 − V1W2]

= [V 2
2 ,−H1H2] + [V 2

2 , V2W1] + [V 2
2 ,−V1W2]

= 0 + 0 + 0 por (6.68), (6.69) y (6.70)

= 0. (6.71)

Podemos concluir la demostración del lema como sigue:

[O2,O3] = [H2
1 + V 2

1 + V 2
2 ,O3]

= [H2
1 ,O3] + [V 2

1 ,O3] + [V 2
2 ,O3]

= 0 + 0 + 0 por (6.61), (6.67) y (6.71)

= 0.

Lema 6.4.8.
[O1,O3] = 0.

Demostración. Primero requerimos demostrar que [H2
2 ,O3] = 0. Se cumple

[H2,−H1H2] = −[H2, H1]H2 por el lema (6.4.1) (c)

= 0H2 = 0,

luego [H2,−H1H2] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[H2
2 ,−H1H2] = 0. (6.72)

Además,

[H2, V2W1] = H2V2W1 − V2W1H2

= −V2H2W1 − V2W1H2 por el lema (6.4.2) (c)

= +V2W1H2 − V2W1H2 por el lema (6.4.4) (a)

= 0,

luego [H2, V2W1] = 0, y por el lema (6.4.5) tenemos

[H2
2 , V2W1] = 0. (6.73)

Por otro lado,

[H2,−V1W2] = −H2V1W2 + V1W2H2

= V1H2W2 + V1W2H2 por el lema (6.4.2) (e)

= V1H2W2 − V1H2W2 por el lema (6.4.4) (d)

= 0,

luego [H2,−V1W2] = 0, y por el lema (6.4.5)

[H2
2 ,−V1W2] = 0. (6.74)



Se sigue que:

[H2
2 ,O3] = [H2

2 ,−H1H2 + V2W1 − V1W2]

= [H2
2 ,−H1H2] + [H2

2 , V2W1] + [H2
2 ,−V1W2]

= 0 + 0 + 0 por (6.72), (6.73) y (6.74)

= 0. (6.75)

Ahora necesitamos ver que [W 2
1 ,O3] = 0.

[W1,−H1H2] = −W1H1H2 +H1H2W1

= −W1H1H2 −H1W1H2 por el lema (6.4.4) (a)

= +H1W1H2 −H1W1H2 por el lema (6.4.2) (d)

= 0,

luego [W1,−H1H2] = 0, y por el lema (6.4.5)

[W 2
1 ,−H1H2] = 0. (6.76)

También,

[W1, V2W1] = [W1, V2]W1 por el lema (6.4.1) (c)

= 0W1 = 0.

luego [W1, V2W1] = 0, por el lema (6.4.5) tenemos

[W 2
1 , V2W1] = 0. (6.77)

Por otro lado,

[W1,−V1W2] = −W1V1W2 + V1W2W1

= +V1W1W2 + V1W2W1 por el lema (6.4.2) (a)

= −V1W2W1 + V1W2W1 por el lema (6.4.4) (c)

= 0,

luego [W1,−V1W2] = 0, y por el lema (6.4.5)

[W 2
1 ,−V1W2] = 0. (6.78)

Se sigue que:

[W 2
1 ,O3] = [W 2

1 ,−H1H2 + V2W1 − V1W2]

= [W 2
1 ,−H1H2] + [W 2

1 , V2W1] + [W 2
1 ,−V1W2]

= 0 + 0 + 0 por (6.76), (6.77) y (6.78)

= 0. (6.79)
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Por último demostraremos que [W 2
2 ,O3] = 0. Primero vemos

[W2,−H1H2] = −W2H1H2 +H1H2W2

= +H1W2H2 +H1H2W2 por el lema (6.4.3) (c)

= +H1W2H2 −H1W2H2 por el lema (6.4.4) (d)

= 0,

luego [W2,−H1H2] = 0, y por el lema (6.4.5)

[W 2
2 ,−H1H2] = 0. (6.80)

Ahora,

[W2, V2W1] = +W2V2W1 − V2W1W2

= −V2W2W1 − V2W1W2 por el lema (6.4.2) (b)

= −V2W2W1 + V2W2W1 por el lema (6.4.4) (c)

= 0,

luego [W2, V2W1] = 0, y por el lema (6.4.5)

[W 2
2 , V2W1] = 0. (6.81)

Por otro lado,

[W2,−V1W2] = −[W2, V1]W2 por el lema (6.4.1) (c)

= 0W2 = 0.

luego [W2,−V1W2] = 0, por el lema (6.4.5) tenemos

[W 2
2 ,−V1W2] = 0. (6.82)

Se sigue que:

[W 2
2 ,O3] = [W 2

2 ,−H1H2 + V2W1 − V1W2]

= [W 2
2 ,−H1H2] + [W 2

2 , V2W1] + [W 2
2 ,−V1W2]

= 0 + 0 + 0 por (6.80), (6.81) y (6.82)

= 0. (6.83)

Podemos concluir

[O1,O3] = [H2
2 +W 2

1 +W 2
2 ,O3]

= [H2
2 ,O3] + [W 2

1 ,O3] + [W 2
2 ,O3]

= 0 + 0 + 0 por (6.75), (6.79) y (6.83)

= 0.



CHAPTER 7

Operadores diferenciables y series de Eisenstein

En dimensión 2, las series de Eisenstein generalizadas En(g, s) con Re(s) > 1 y n ∈ Z, ver [16] página
63, son eigenfunciones de cada operador en L(A) (ver (6.11)) definido en SL(2,R). Para los generadores
tenemos que:

L(A1)En(g, s) = −in · En(g, s),

L(X2
1 +X2

2 )En(g, s) = c(s, n) · En(g, s), (7.1)

para cierta constante c(s, n).

En la sección 1 damos una nueva base para sl(2,C), aśı como sus exponenciales, hechos que serán
importantes para la última sección de este caṕıtulo.

En la sección 2 usaremos una fórmula que relaciona la matriz pequeña de Wigner con series hiper-
geométricas, esto para calcular la constante ϑlkm definida como sigue:

ϑlkm =
d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t).

En la sección 3 veremos que las series de Eisenstein Êl
km(g, s) son eigenfunciones de los operadores

L(O1), L(O2) y L(O3) (teorema (7.3.14)). Es decir, probaremos

L(O1) Êl
km(g, s) = c1(s) · Êl

km(g, s),

L(O2) Êl
km(g, s) = c2(s) · Êl

km(g, s),

L(O3) Êl
km(g, s) = c3(s) · Êl

km(g, s),

donde c1(s), c2(s) y c3(s) son constantes que pueden depender de l, k,m, s y la constante ϑlkm. Esto
generaliza las identidades en (7.1).

7.1 — Nueva base de sl(2,C) y sus exponenciales

Nos será clave en los cálculos siguientes usar una nueva base de sl(2,C), para ello definimos las
siguientes matrices:

Ã :=

(
1 0
0 −1

)
, B̃ :=

(
0 1
0 0

)
, C̃ :=

(
0 i
0 0

)
. (7.2)
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Además, sean

I :=

(
i 0
0 −i

)
= 2H2,

J :=

(
0 −1
1 0

)
= −2W1, (7.3)

K :=

(
0 −i
−i 0

)
= −2W2.

Se cumplen las siguientes relaciones:

KJ = −I, JK = I. (7.4)

Las matrices Ĩ , J̃ , K̃ las definimos como sigue:

Ĩ := iI =

(
−1 0
0 1

)
,

J̃ := iJ =

(
0 −i
i 0

)
,

K̃ := iK =

(
0 1
1 0

)
.

Se cumplen las siguentes relaciones entre las matrices anteriores,

Ĩ = −Ã = −2H1,

J̃ = −K − 2C̃ = −2V2, (7.5)

K̃ = J + 2B̃ = 2V1.

Por otra parte, usaremos también la notación clásica para la descomposición de Iwasawa, es decir,
si λ ∈ R, z ∈ C, K ∈ SU(2), entonces

aλ :=

(√
λ 0

0 1√
λ

)
= g√λj,I ,

nz :=

(
1 z
0 1

)
= gz+j,I .

luego,
gz+
√
λj,K = nzaλK.

Ahora notamos que por (3.9) se tiene

Im gz+
√
λj,K(j) = λ = aλ(j). (7.6)

Lema 7.1.1. Sean w ∈ C, λ ∈ R, entonces

aλ · nw = nλw · aλ.



Demostración.

aλ · nw =

(√
λ 0

0 1√
λ

)(
1 w
0 1

)
=

(√
λ
√
λw

0 1√
λ

)
=

(√
λ λ√

λ
w

0 1√
λ

)

=

(
1 λw
0 1

)(√
λ 0

0 1√
λ

)
= nλw · aλ.

Necesitaremos conocer las exponenciales de las matrices consideradas anteriormente, hacemos ahora
la lista de dichos resultados. Sea t ∈ R, entonces

etÃ = e
t

1 0
0 −1


=

(
et 0
0 e−t

)
= ae2t . (7.7)

etB̃ = e
t

0 1
0 0


=

(
1 t
0 1

)
= nt. (7.8)

etC̃ = e
t

0 i
0 0


=

(
1 ti
0 1

)
= nti. (7.9)

Ahora recordamos que por la identidad en (3.29), la expresión en ángulos de Euler (definición (3.3.11))
para K ∈ SU(2) está dada por:

A(θ, χ, φ) =

(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)(
cos χ

2
− sin χ

2

sin χ
2

cos χ
2

)(
e−i

φ
2 0

0 ei
φ
2

)
.

Usamos la expresión anterior para calcular las exponenciales siguientes:

etI = e
t

i 0
0 −i


=

(
eit 0
0 e−it

)
= A(−2t, 0, 0) ∈ SU(2). (7.10)

etJ = e
t

0 −1
1 0


=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
= A(0, 2t, 0) ∈ SU(2). (7.11)

etK = e
t

 0 −i
−i 0


=

(
cos t −i sin t
−i sin t cos t

)
= A

(
3π
2
, 2t,−3π

2

)
∈ SU(2), (7.12)

ya que

A
(

3π
2
, 2t,−3π

2

)
=

(
e−

3πi
4 0

0 e
3πi
4

)(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
e

3πi
4 0

0 e−
3πi
4

)

154



=

(
e−

3πi
4 cos t −e−

3πi
4 sin t

e
3πi
4 sin t e

3πi
4 cos t

)(
e

3πi
4 0

0 e−
3πi
4

)

=

(
cos t −e−

3πi
2 sin t

e
3πi
2 sin t cos t

)
=

(
cos t −i sin t
−i sin t cos t

)
.

7.2 — Funciones hipergeométricas y cálculo de la constante ϑlkm

Recordamos que las series hipergeométricas 2F1 (a, b; c; z) están definifas como sigue,

2F1 (a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (7.13)

y convergen para a, b, c ∈ R, con c > 0 y z ∈ C tal que |z| < 1. También recordamos que el śımbolo de
Pochhammer para q ∈ R, n ∈ N está dado por

(q)n :=

{
1 si n = 0
q(q + 1) · · · (q + n− 1) si n > 0.

(7.14)

Es claro de (7.13) y (7.14)

2F1 (a, b; c; 0) = 1, ∀a, b, c ∈ R. (7.15)

Otra propiedad que usaremos de las series hipergeométricas es la siguiente,

d

dz
2F1 (a, b; c; z) =

ab

c
2F1 (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) , ∀a, b, c ∈ R. (7.16)

Se puede probar la igualdad anterior derivando y usando la identidad q(q + 1)m = (q)m(q + m), con
q ∈ R y m ∈ N.

También nos será útil la siguiente derivada, sea u = − tan2 t, con t ∈ (−π
2
, π

2
), luego

d

dt
2F1

(
a, b; c;− tan2 t

)
=

d

dt
2F1 (a, b; c;u)

=
d

du
2F1 (a, b; c;u) · du

dt

=
ab

c
2F1 (a+ 1, b+ 1; c+ 1;u) · (−2 tan t · sec2 t), por (7.16) (7.17)

luego,

d

dt

∣∣∣
0

2F1

(
a, b; c;− tan2 t

)
=

ab

c
2F1 (a+ 1, b+ 1; c+ 1; 0) · (0) por (7.17)

=
ab

c
· 0 = 0. por (7.15) (7.18)

Lema 7.2.1. Si l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], entonces

ϑlkm =
d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) =


0 si k −m 6= ±1√

(l − k + 1)(l + k) si k −m = 1

−
√

(l −m+ 1)(l +m) si k −m = −1.



Ejemplo. Consideremos l = k = 1, m = 0, entonces ϑlkm =
√

2. Por otro lado, en los ejemplos (3.3.3)
vimos que

d1
10(χ) = − 1√

2
sinχ,

por lo tanto,

d1
10(−2t) = − 1√

2
sin(−2t)

= 1√
2

sin 2t

derivando,
d

dt
d1

10(−2t) = 2√
2

cos 2t,

y evaluando en t = 0,
d

dt

∣∣∣
0
d1

10(−2t) =
√

2,

lo cual coincide con ϑlkm como indica la foŕmula del lema.

Demostración. Supongamos primero que k > m, en particular, k −m > 0 > −1, luego

k −m+ 1 > 0. (7.19)

Tenemos la siguiente identidad que relaciona las funciones dlkm con las funciones hipergeométricas:

dlkm(χ) = clkm
(

cos χ
2

)2l+m−k (− sin χ
2

)k−m · 2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 χ

2

)
, si k ≥ m (7.20)

y donde

clkm :=
1

(k −m)!

[
(l −m)! (l + k)!

(l +m)! (l − k)!

]1
2

. (7.21)

Ver [24], ecuación (4.14), página 53.

Usando Mathematica vemos que si χ ∈ (−1, 1) entonces |− tan2 χ
2
| < 1. Además, por la desigualdad

(7.19) k − m + 1 > 0, por lo que las series hipergeométricas 2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 χ

2

)
convergen. Sea t ∈ (−1

2
, 1

2
), por (7.20)

dlkm(−2t) = clkm
(

cos t
)2l+m−k (

sin t
)k−m · 2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 t

)
, (7.22)

derivando la ecuación (7.22),

d

dt
dlkm(−2t) = −clkm (2l +m− k)

(
cos t

)2l+m−k−1 (
sin t

)k−m+1 · 2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 t

)
+ clkm (k −m)

(
cos t

)2l+m−k+1 (
sin t

)k−m−1 · 2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 t

)
+ clkm

(
cos t

)2l+m−k (
sin t

)k−m · d
dt

2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 t

)
,
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evaluando en t = 0,

d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) = −clkm (2l +m− k) (0)k−m+1 · 2F1 (k − l,−m− l; k −m+ 1; 0)

+ clkm (k −m) (0)k−m−1 · 2F1 (k − l,−m− l; k −m+ 1; 0)

+ clkm (0)k−m · d
dt

∣∣∣
0

2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 t

)
= −clkm (2l +m− k) (0)k−m+1 + clkm (k −m) (0)k−m−1

+ clkm (0)k−m · d
dt

∣∣∣
0

2F1

(
k − l,−m− l; k −m+ 1;− tan2 t

)
por (7.15)

= −clkm (2l +m− k) (0)k−m+1 + clkm (k −m) (0)k−m−1 por (7.18)

= clkm (k −m) (0)k−m−1. por (7.19) (7.23)

De (7.23) concluimos que si k > m entonces

d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) =

{
0 si k −m > 1
clkm si k −m = 1.

(7.24)

Pero si k −m = 1 entonces

clkm =
1

(k −m)!

[
(l −m)! (l + k)!

(l +m)! (l − k)!

]1
2

por (7.21)

=
1

(1)!

[
(l −m)!

(l − k)!

(l + k)!

(l +m)!

]1
2

=

[
(l − k + 1)!

(l − k)!

(l + k)!

(l + k − 1)!

]1
2

=

[
(l − k)!(l − k + 1)

(l − k)!

(l + k − 1)!(l + k)

(l + k − 1)!

]1
2

= [(l − k + 1)(l + k)]
1
2 .

Por lo que la identidad en (7.24) nos queda como sigue,

d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) =

{
0 si k −m > 1√

(l − k + 1)(l + k) si k −m = 1.
(7.25)

Supongamos ahora que l ≥ 1 y k = m, de la fórmula en (7.22) se sigue que si t ∈ (−1
2
, 1

2
) entonces

dlkk(−2t) = clkk
(

cos t
)2l · 2F1

(
k − l,−k − l; 1;− tan2 t

)
, (7.26)

derivando la ecuación (7.26),

d

dt
dlkk(−2t) = 2lclkk

(
cos t

)2l−1 (− sin t
)
· 2F1

(
k − l,−k − l; 1;− tan2 t

)
+ clkk

(
cos t

)2l · d
dt

2F1

(
k − l,−k − l; 1;− tan2 t

)
,



evaluando en t = 0,

d

dt

∣∣∣
0
dlkk(−2t) = 2lclkk

(
0
)
· 2F1 (k − l,−k − l; 1; 0)

+ clkk
d

dt

∣∣∣
0

2F1

(
k − l,−k − l; 1;− tan2 t

)
= 0 + 0 por (7.18)

= 0.

Resumiendo, si l ≥ 1 y k = m entonces

d

dt

∣∣∣
0
dlkk(−2t) = 0. (7.27)

Por otro lado, como d0
00(χ) = 1, se sigue

d

dt

∣∣∣
0
d0

00(−2t) = 0. (7.28)

De las identidades en (7.25), (7.27) y (7.28) concluimos que si k ≥ m, entonces

d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) =


0 si k −m = 0√

(l − k + 1)(l + k) si k −m = 1
0 si k −m > 1.

(7.29)

Supongamos ahora que k < m, una propiedad básica de las funciones dlkm es la siguiente:

dlkm(χ) = (−1)k−m dlmk(χ),

por lo tanto,

d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) = (−1)k−m

d

dt

∣∣∣
0
dlmk(−2t)

= (−1)−1 d

dt

∣∣∣
0
dlmk(−2t), ya que k −m < 0 (7.30)

usando la ecuación (7.24) y (7.30) concluimos que si k < m entonces

d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) =

{
−
√

(l −m+ 1)(l +m) si m− k = 1
0 si m− k > 1.

(7.31)

El lema se sigue de las identidades (7.29) y (7.31).

158



7.3 — Operadores y series de Eisenstein

Recordemos que por la definición (6.1.10) tenemos una acción de H = SL(2,C) × SU(2) en G =
SL(2,C) como sigue:

(γ,K) q = γqK−1, ∀q ∈ G. (7.32)

La acción anterior induce una acción de H en C∞(G).

Definición 7.3.1. H actúa en C∞(G) por medio de la siguiente identidad:[
(γ,K) ∗ f

]
(q) = f

(
(γ,K) ∗ q

)
= f

(
γqK−1

)
, ∀(γ,K) ∈ H,∀f ∈ C∞(G),∀q ∈ G.

Necesitamos el siguiente resultado técnico.

Lema 7.3.2. Si O1,O2,O3 ∈ U
(
sl(2,C)R

)
, definidos en el caṕıtulo 6, sección 4. Se cumple

AdKOn = On, n = 1, 2, 3, ∀K ∈ SU(2).

Demostración. Cálculos directos.

Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Recordamos que por la definición (4.3.2), las funciones
f lkm : SL(2,C) −→ C están dadas como sigue:

f lkm(g, s) = Dl
km

(
ΦT (g)−1

)
Im g(j)1+s, Re(s) > 1. (7.33)

Lema 7.3.3. Si l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], entonces ∀z ∈ C,∀λ ∈ R+

L(Ã) f lkm(nz aλ) = 2δkm(1 + s) · f lkm(nz aλ),

L(B̃) f lkm(nz aλ) = L(C̃) f lkm(nz aλ) = 0.

Demostración.

L(Ã) f lkm(nz aλ) = Ãizq f lkm(nz aλ)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e

tÃ
)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ ae2t

)
por (7.7)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e2t

)
=

d

dt

∣∣∣
0
Dl
km

(
ΦI

)
Imnz aλ e2t(j)

1+s por (7.33)

=
d

dt

∣∣∣
0
Dl
km(I)

(
λ e2t

)1+s
por (7.6)

= δkm
d

dt

∣∣∣
0

(
λ e2t

)1+s
por el corolario (4.2.2)

= δkm λ
1+s d

dt

∣∣∣
0
e2t(1+s) = 2δkm(1 + s) · λ1+s

= 2δkm(1 + s) · f lkm(nz aλ). (7.34)



L(B̃) f lkm(nz aλ) = B̃izq f lkm(nz aλ)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e

tB̃
)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ nt

)
por (7.8)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz nλt aλ

)
por el lema (7.1.1)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz+λt aλ

)
=

d

dt

∣∣∣
0
Dl
km(I) Imnz+λt aλ(j)

1+s por (7.33)

= Dl
km(I)

d

dt

∣∣∣
0
λ1+s por (7.6)

= 0. (7.35)

L(C̃) f lkm(nz aλ) = C̃izq f lkm(nz aλ)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e

tC̃
)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ nti

)
por (7.9)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz nλti aλ

)
por el lema (7.1.1)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz+λti aλ

)
=

d

dt

∣∣∣
0
Dl
km(I) Imnz+λti aλ(j)

1+s por (7.33)

= Dl
km(I)

d

dt

∣∣∣
0
λ1+s por (7.6)

= 0. (7.36)

Las igualdades en (7.34), (7.35) y (7.36) prueban el lema.

Lema 7.3.4. Si l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l], entonces ∀z ∈ C,∀λ ∈ R+

L(I) f lkm(nz aλ) = −2im δkm · f lkm(nz aλ),

L(J) f lkm(nz aλ) = ϑlkm · f lkm(nz aλ),

L(K) f lkm(nz aλ) = e
3i(m−k)π

2 ϑlkm · f lkm(nz aλ).

Demostración.

L(I) f lkm(nz aλ) = I izq f lkm(nz aλ)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e

tI
)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλA(−2t, 0, 0)

)
por (7.10)

=
d

dt

∣∣∣
0

(
Dl
km

(
ΦA(−2t,0,0)−1

)
· λ1+s

)
por (7.33)
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= λ1+s d

dt

∣∣∣
0
Dl
km

(
ΦA(0,0,2t)

)
= λ1+s d

dt

∣∣∣
0
dlkm(0) e2imt por (3.38)

= f lkm(nz aλ)
d

dt

∣∣∣
0

(
δkm e

−2imt
)

por el corolario (4.2.2)

= −2im δkm · f lkm(nz aλ). (7.37)

L(J) f lkm(nz aλ) = J izq f lkm(nz aλ)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e

tJ
)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλA(0, 2t, 0)

)
por (7.11)

=
d

dt

∣∣∣
0

(
Dl
km

(
ΦA(0,2t,0)−1

)
· λ1+s

)
por (7.33)

= λ1+s d

dt

∣∣∣
0
Dl
km

(
ΦA(0,−2t,0)

)
= λ1+s d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t) por (3.38)

= f lkm(nz aλ)
d

dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t)

= ϑlkm · f lkm(nz aλ). por el lema (7.2.1) (7.38)

L(K) f lkm(nz aλ) = Kizq f lkm(nz aλ)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm
(
nz aλ e

tK
)

=
d

dt

∣∣∣
0
f lkm

(
nz aλA

(
3π
2
, 2t,−3π

2

))
por (7.12)

=
d

dt

∣∣∣
0

(
Dl
km

(
Φ
A
(

3π
2
,2t,−3π

2

)−1

)
· λ1+s

)
por (7.33)

= λ1+s d

dt

∣∣∣
0
Dl
km

(
Φ
A
(

3π
2
,−2t,−3π

2

))
= λ1+s d

dt

∣∣∣
0
e

3πik
2 dlkm(−2t) e−

3πim
2 por (3.38)

= f lkm(nz aλ) · e−
3πik

2 · e
3πim

2 · d
dt

∣∣∣
0
dlkm(−2t)

= e
3i(m−k)π

2 ϑlkm · f lkm(nz aλ). por el lema (7.2.1) (7.39)

Las igualdades en (7.37), (7.38) y (7.39) prueban el lema.

Lema 7.3.5. Se cumple

L(O1) f lkm(nz aλ) =
(
−m2δkm + 1

4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· f lkm(nz aλ), ∀z ∈ C,∀λ ∈ R+.



Demostración. Usando las identidades en (7.3) transformamos O1 como sigue:

O1 = H2
2 +W 2

1 +W 2
2

=
(

1
2
I
)(

1
2
I
)

+
(
− 1

2
J
)(
− 1

2
J
)

+
(
− 1

2
K
)(
− 1

2
K
)

= 1
4
I2 + 1

4
J2 + 1

4
K2.

Por lo tanto,

L(O1) f lkm(nz aλ) = 1
4
L(I) ◦ L(I) f lkm(nz aλ) + 1

4
L(J) ◦ L(J) f lkm(nz aλ) + 1

4
L(K) ◦ L(K) f lkm(nz aλ)

= 1
4
L(I)

(
− 2im δkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
L(J)

(
ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
L(K)

(
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
por el lema (7.3.4)

= −1
2
im δkm · L(I) f lkm(nz aλ) + 1

4
ϑlkm · L(J) f lkm(nz aλ)

+ 1
4
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · L(K) f lkm(nz aλ)

= −1
2
im δkm

(
− 2im δkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
ϑlkm

(
ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm

(
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
por el lema (7.3.4)

= −m2δkm · f lkm(nz aλ) + 1
4

(ϑlkm)2 · f lkm(nz aλ) + 1
4

(ϑlkm)2 e3i(m−k)π · f lkm(nz aλ)

=
(
−m2δkm + 1

4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· f lkm(nz aλ).

Lema 7.3.6. Se cumple

L(O2) f lkm(nz aλ) =
(

(1 + s)2δkm + 1
4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· f lkm(nz aλ), ∀z ∈ C,∀λ ∈ R+.

Demostración. Usando las ecuaciones en (7.5) obtenemos,

H1 = 1
2
Ã, V1 = 1

2
J + B̃, V2 = 1

2
K + C̃. (7.40)

Por lo que usando las identidades en (7.40) vemos que O2 se transforma como sigue:

O2 = H2
1 + V 2

1 + V 2
2

=
(

1
2
Ã
)(

1
2
Ã
)

+
(

1
2
J + B̃

)(
1
2
J + B̃

)
+
(

1
2
K + C̃

)(
1
2
K + C̃

)
= 1

4
ÃÃ+ 1

4
JJ + 1

2
JB̃ + 1

2
B̃J + B̃B̃ + 1

4
KK + 1

2
KC̃ + 1

2
C̃K + C̃C̃.

Por lo tanto, L(O2) f lkm(nz aλ)

= 1
4
L(Ã) ◦ L(Ã) f lkm(nz aλ) + 1

4
L(J) ◦ L(J) f lkm(nz aλ) + 1

2
L(J) ◦ L(B̃) f lkm(nz aλ)

+ 1
2
L(B̃) ◦ L(J) f lkm(nz aλ) + L(B̃) ◦ L(B̃) f lkm(nz aλ) + 1

4
L(K) ◦ L(K) f lkm(nz aλ)

+ 1
2
L(K) ◦ L(C̃) f lkm(nz aλ) + 1

2
L(C̃) ◦ L(K) f lkm(nz aλ) + L(C̃) ◦ L(C̃) f lkm(nz aλ)

= 1
4
L(Ã) ◦ L(Ã) f lkm(nz aλ) + 1

4
L(J) ◦ L(J) f lkm(nz aλ) + 1

2
L(B̃) ◦ L(J) f lkm(nz aλ)

+ 1
4
L(K) ◦ L(K) f lkm(nz aλ) + 1

2
L(C̃) ◦ L(K) f lkm(nz aλ)

por el lema (7.3.3)
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= 1
4
L(Ã) ◦ L(Ã) f lkm(nz aλ) + 1

4
L(J)

(
ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

2
L(B̃)

(
ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
L(K)

(
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

2
L(C̃)

(
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
por el lema (7.3.4)

= 1
4
L(Ã)

(
2δkm(1 + s) · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
ϑlkm · L(J) f lkm(nz aλ) + 1

2
ϑlkm · L(B̃) f lkm(nz aλ)

+ 1
4
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · L(K) f lkm(nz aλ) + 1

2
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · L(C̃) f lkm(nz aλ)

por el lema (7.3.3)

= 1
2
δkm(1 + s) · L(Ã) f lkm(nz aλ) + 1

4
ϑlkm · L(J) f lkm(nz aλ) + 1

4
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · L(K) f lkm(nz aλ)

por el lema (7.3.3)

= (1 + s)2δkm · f lkm(nz aλ) + 1
4
ϑlkm · L(J) f lkm(nz aλ) + 1

4
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · L(K) f lkm(nz aλ)

por el lema (7.3.3)

= (1 + s)2δkm · f lkm(nz aλ) + 1
4
ϑlkm

(
ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

4
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm

(
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
por el lema (7.3.4)

= (1 + s)2δkm · f lkm(nz aλ) + 1
4
(ϑlkm)2 · f lkm(nz aλ) + 1

4
e3i(m−k)π (ϑlkm)2 · f lkm(nz aλ)

=
(

(1 + s)2δkm + 1
4
(ϑlkm)2 + 1

4
e3i(m−k)π (ϑlkm)2

)
· f lkm(nz aλ)

Lema 7.3.7. Se cumple

L(O3) f lkm(nz aλ) = ims δkm · f lkm(nz aλ), ∀z ∈ C,∀λ ∈ R+.

Demostración. Usando las ecuaciones en (7.5) obtenemos,

H1 = 1
2
Ã, V1 = 1

2
J + B̃, V2 = 1

2
K + C̃. (7.41)

De las identidades en (7.3) tenemos

H2 = 1
2
I, W1 = −1

2
J, W2 = −1

2
K. (7.42)

Por las igualdades en (7.4),

KJ = −I, JK = I. (7.43)

Recordamos que O3 = −H2H1 +W1V2 −W2V1, pero como

[H2, H1] = [W1, V2] = [W2, V1] = 0,

se tiene que O3 = −H1H2 + V2W1 − V1W2. Obtenemos la siguiente cadena de identidades:

O3 = −H1H2 + V2W1 − V1W2

=
(
− 1

2
Ã
)
H2 +

(
1
2
K + C̃

)
W1 −

(
1
2
J + B̃

)
W2 por (7.41)

=
(
− 1

2
Ã
)(

1
2
I
)

+
(

1
2
K + C̃

)(
− 1

2
J
)
−
(

1
2
J + B̃

)(
− 1

2
K
)

por (7.42)

= −1
4
ÃI − 1

4
KJ − 1

2
C̃J + 1

4
JK + 1

2
B̃K

= −1
4
ÃI − 1

4

(
− I
)
− 1

2
C̃J + 1

4

(
I
)

+ 1
2
B̃K por (7.43)

= −1
4
ÃI + 1

2
I − 1

2
C̃J + 1

2
B̃K. (7.44)



Por lo tanto, L(O3) f lkm(nz aλ)

= −1
4
L(Ã) ◦ L(I) f lkm(nz aλ) + 1

2
L(I) f lkm(nz aλ)− 1

2
L(C̃) ◦ L(J) f lkm(nz aλ)

+ 1
2
L(B̃) ◦ L(K) f lkm(nz aλ) por (7.44)

= −1
4
L(Ã)

(
− 2im δkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

2

(
− 2im δkm · f lkm(nz aλ)

)
− 1

2
L(C̃)

(
ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
+ 1

2
L(B̃)

(
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · f lkm(nz aλ)

)
por el lema (7.3.4)

= 1
2
im δkm · L(Ã) f lkm(nz aλ)− im δkm · f lkm(nz aλ)− 1

2
ϑlkm · L(C̃) f lkm(nz aλ)

+ 1
2
e

3i(m−k)π
2 ϑlkm · L(B̃) f lkm(nz aλ)

= 1
2
im δkm ·

(
2(1 + s)δkm · f lkm(nz aλ)

)
− im δkm · f lkm(nz aλ) por el lema (7.3.3)

= im (1 + s) δkm · f lkm(nz aλ)− im δkm · f lkm(nz aλ)

= ims δkm · f lkm(nz aλ).

Lema 7.3.8. Si X ∈ sl(2,C)R, se cumple la siguiente identidad:

eAdKX = KeXK−1, ∀K ∈ SU(2).

Demostración. Ver [14], página 127 y lema 1.12 para una demostración.

Lema 7.3.9. Sean m ∈ N, fk ∈ C∞(G) donde k ∈ {1, 2, . . . ,m}. Entonces

(γ,K) ∗
( m∑
k=1

fk

)
=

m∑
k=1

(γ,K) ∗ fk, ∀(γ,K) ∈ H.

Demostración. Sea h ∈ SL(2,C), tenemos las siguientes igualdades:[
(γ,K) ∗

( m∑
k=1

fk

)]
(h) =

( m∑
k=1

fk

)(
(γ,K)h

)
por la definición (7.3.1)

=
( m∑
k=1

fk

)(
γhK−1

)
por la definición (7.32)

=
m∑
k=1

fk(γhK
−1)

=
m∑
k=1

fk
(
(γ,K)h

)
por la definición (7.32)

=
m∑
k=1

[
(γ,K) ∗ fk

]
(h) por la definición (7.3.1)

=

[ m∑
k=1

(γ,K) ∗ fk
]
(h).
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Lema 7.3.10. Si X ∈ U
(
sl(2,C)R

)
, f ∈ C∞(G). Entonces

(γ,K) ∗ L(X)f = L
(
AdK−1X

) (
(γ,K) ∗ f

)
, ∀(γ,K) ∈ H.

Demostración. Sean q ∈ G, (γ,K) ∈ H, primero consideramos el caso en que X = X ∈ sl(2,C)R,
tenemos las siguientes identidades:[

(γ,K) ∗ L(X)f
]
(q) = L(X)f

(
(γ,K) q

)
por la definición (7.3.1)

= X izq f
(
(γ,K) q

)
por la definición (2.3.2)

= X izq f(γqK−1) por la definición (7.32)

=
d

dt

∣∣∣
0
f
(
γqK−1etX

)
. (7.45)

Por consiguiente,[
L
(
AdK−1X

)(
(γ,K) ∗ f

)]
(q) =

[(
AdK−1X

)izq (
(γ,K) ∗ f

)]
(q) por la definición (2.3.2)

=
d

dt

∣∣∣
0

(
(γ,K) ∗ f

)(
q etAdK−1X

)
=

d

dt

∣∣∣
0

(
(γ,K) ∗ f

)(
q eAdK−1 tX

)
=

d

dt

∣∣∣
0
f
(

(γ,K)
(
q eAdK−1 tX

))
por la definición (7.3.1)

=
d

dt

∣∣∣
0
f
(
γq eAdK−1 tXK−1

)
por la definición (7.32)

=
d

dt

∣∣∣
0
f
(
γqK−1etXKK−1

)
por el lema (7.3.8)

=
d

dt

∣∣∣
0
f
(
γqK−1etX

)
. (7.46)

De (7.45) y (7.46) tenemos

(γ,K) ∗ L(X)f = L
(
AdK−1X

)(
(γ,K) ∗ f

)
, ∀X ∈ sl(2,C)R. (7.47)

Consideremos ahora el caso en que X ∈ U
(
sl(2,C)R

)
es un monomio, S.P.G. suponemos que X =

X1X2 con X1, X2 ∈ sl(2,C)R, tenemos las siguientes identidades:

(γ,K) ∗ L(X1X2)f = (γ,K) ∗
((
L(X1) ◦ L(X2)

)
f
)

por (2.1)

= (γ,K) ∗
(
L(X1)

(
L(X2)f

))
= L

(
AdK−1X1

)(
(γ,K) ∗ L(X2)f

)
por (7.47)

= L
(
AdK−1X1

)
◦ L
(
AdK−1X2

)(
(γ,K) ∗ f

)
por (7.47)

= L
((
AdK−1X1

)(
AdK−1X2

))(
(γ,K) ∗ f

)
por (2.1)

= L
(
AdK−1X1X2

)(
(γ,K) ∗ f

)
.

Por lo que hemos demostrado que si X ∈ U
(
sl(2,C)R

)
es un monomio entonces

(γ,K) ∗ L(X)f = L
(
AdK−1X

)(
(γ,K) ∗ f

)
. (7.48)



Consideremos ahora cualquier elemento X ∈ U
(
sl(2,C)R

)
, X es una suma finita

X =
∑
m

Xm, (7.49)

donde cada Xm es un monomio de la forma Xm = Xm1Xm2 · · ·Xmn con Xm1 , Xm2 , . . . , Xmn ∈ sl(2,C)R.
Luego, tenemos las siguientes igualdades:

(γ,K) ∗ L(X)f = (γ,K) ∗ L
(∑

m

Xm

)
f por (7.49)

= (γ,K) ∗
(∑

m

L(Xm)f
)

por la definición (2.3.2)

=
∑
m

(γ,K) ∗
(
L(Xm)f

)
por el lema (7.3.9)

=
∑
m

L
(
AdK−1Xm

)(
(γ,K) ∗ f

)
por (7.48)

= L
(∑

m

AdK−1Xm

)(
(γ,K) ∗ f

)
por la definición (2.3.2)

= L
(
AdK−1

∑
m

Xm

)(
(γ,K) ∗ f

)
por la definición (2.3.3)

= L
(
AdK−1X

)(
(γ,K) ∗ f

)
. por (7.49)

Lo cual prueba el caso general.

Lema 7.3.11. Si K ∈ SU(2), entonces

(I,K−1) ∗ f lkm =
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · f lrm.

Demostración. Si h ∈ SL(2,C), Re(s) > 1, se tienen las siguientes identidades:

f lkm(hK) = Dl
km

(
ΦT (hK)−1

)
ImhK(j)1+s por la definición (7.33)

= Dl
km

(
ΦT (hK)−1

)
Imh(j)1+s por (3.9)

= Dl
km

(
Φ(T (h)K)−1

)
Imh(j)1+s

= Dl
km

(
ΦK−1T (h)−1

)
Imh(j)1+s

= Dl
km

(
ΦK−1 ◦ ΦT (h)−1

)
Imh(j)1+s por el lema (3.3.10)

=
l∑

r=−l

Dl
rm(ΦT (h)−1) ·Dl

kr(ΦK−1) Imh(j)1+s por el lema (4.2.1)

=
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) ·Dl

rm(ΦT (h)−1) Imh(j)1+s

=
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · f lrm(h). (7.50)
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Luego, [
(I,K−1) ∗ f lkm

]
(h) = f lkm

(
(I,K−1)h

)
por la definición (7.3.1)

= f lkm(hK) por la definición (7.32)

=
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · f lrm(h) por (7.50)

=

[
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · f lrm

]
(h).

Lema 7.3.12. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Sabemos que por el lema (7.3.5) se cumple

L(O1) f lkm(nzaλ) = µlkm · f lkm(nzaλ), ∀z ∈ C, λ ∈ R+, (7.51)

donde µlkm :=
(
−m2δkm + 1

4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
. Entonces

L(O1) f lkm(h) = µlkm · f lkm(h), ∀h ∈ SL(2,C).

Demostración. Si h = nzaλK su descomposición de Iwasawa, tenemos las siguientes identidades:[
L(O1) f lkm

]
(nzaλK) =

[
L(O1) f lkm

](
(I,K−1) (nzaλ)

)
por la definición (7.32)

=
[
(I,K−1) ∗ L(O1) f lkm

]
(nzaλ) por la definición (7.3.1)

=
[
L(AdKO1)

(
(I,K−1) ∗ f lkm

)]
(nzaλ) por el lema (7.3.10)

=
[
L(O1)

(
(I,K−1) ∗ f lkm

)]
(nzaλ) por el lema (7.3.2)

=

[
L(O1)

( l∑
r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · f lrm

)]
(nzaλ) por el lema (7.3.11)

=
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · L(O1)f lrm(nzaλ)

=
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · µlkmf lrm(nzaλ) por (7.51)

= µlkm

[
l∑

r=−l

Dl
kr(ΦK−1) · f lrm

]
(nzaλ)

= µlkm

[
(I,K−1) ∗ f lkm

]
(nzaλ) por el lema (7.3.11)

= µlkm · f lkm
(
(I,K−1)nzaλ

)
por la definición (7.3.1)

= µlkm · f lkm(nzaλK). por la definición (7.32)



Es claro que el lema anterior también se puede aplicar a los operadores O2 y O3, usando los lemas
(7.3.6) y (7.3.7) respectivamente. Luego obtenemos el siguiente:

Corolario 7.3.13. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Se cumplen las siguientes identidades:

L(O1) f lkm =
(
−m2δkm + 1

4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· f lkm.

L(O2) f lkm =
(

(1 + s)2δkm + 1
4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· f lkm.

L(O3) f lkm = ims δkm · f lkm.

Como las funciones f lkm son eigenfunciones de los operadores L(O1), L(O2) y L(O3) que sonG−invariantes
a la izquierda finalmente concluimos

L(O1) Êl
km(g, s) =

(
−m2δkm + 1

4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· Êl

km(g, s),

L(O2) Êl
km(g, s) =

(
(1 + s)2δkm + 1

4
(ϑlkm)2 + 1

4
(ϑlkm)2 e3i(m−k)π

)
· Êl

km(g, s),

L(O3) Êl
km(g, s) = ims δkm · Êl

km(g, s),

donde

ϑlkm =


0 si k −m 6= ±1√

(l − k + 1)(l + k) si k −m = 1

−
√

(l −m+ 1)(l +m) si k −m = −1.

Trabajando en los casos k = m y k 6= m, y utilizando la identidad e±3iπ = −1, obtenemos la siguiente
versión final simplificada:

Teorema 7.3.14. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Las series de Eisenstein Êl
km(g, s) son

eigenfunciones de los operadores L(O1), L(O2) y L(O3). Si k = m tenemos

L(O1) Êl
kk(g, s) = −k2 · Êl

kk(g, s),

L(O2) Êl
kk(g, s) = (1 + s)2 · Êl

kk(g, s),

L(O3) Êl
kk(g, s) = iks · Êl

kk(g, s).

Si k 6= m entonces

L(O1) Êl
km(g, s) = L(O2) Êl

km(g, s) = L(O3) Êl
km(g, s) = 0.
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CHAPTER 8

Equidistribución

Para cada λ ∈ R con λ > 0 consideramos la superficie

Hλ := {(z, λ, e1) ; z ∈ C} ⊂ T1H3.

Afirmamos que Hλ pasa al cociente T1M
3
D como una 2 orbidad cerrada que denotaremos por T̃λ. Esto

ya que si γw :=

(
1 w
0 1

)
∈ ΓD,∞, con w ∈ OD, entonces:

γw(z + λj) = (z + w) + λj, (8.1)

dγw(e1)(z,λ) = (e1)(z+w,λ). (8.2)

Si D ∈ {2, 7, 11, 19, 43, 67, 163} tenemos que Γ′D,∞ = ΓD,∞ (ver caṕıtulo 3, sección 2), y se tiene

una construcción clásica para las T̃λ. Sea Π : H3 −→ M3
D el cubriente universal. Para cada λ > 0

consideraremos la horoesfera Pλ dada por

Pλ = {(z, λ) ∈ H3 ; z ∈ C}.

Ver figura (8.1). Por (8.1), Tλ = Π(Pλ) será un “toro” en M3
D. Ahora consideramos el campo vectorial

unitario hiperbólico e1 en H3. Por (8.1) y (8.2) podemos levantar el toro Tλ a un “toro” en T1M
3
D como

sigue (ver figura (8.2))

T̃λ = e1(Tλ).

Figura 8.1: La horoesfera Pλ.
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Figura 8.2: Los toros Tλ y T̃λ.

Más adelante definiremos las medidas de probabilidad ν(λ) en T1M
3
D (definición (8.1.2)), y que están

localizadas en las 2 orbidades T̃λ. Queremos estudiar que pasa con las medidas ν(λ) cuando λ −→ 0.

Cabe mencionar que en este caṕıtulo, al contrario de los anteriores, daremos primero los resultados
principales y el teorema, dejando los lemas técnicos para el final.

8.1 — Conjetura =⇒ Equidistribución

Primero hacemos algunos preliminares y recordatorios.

C∞0
(
T1M

3
D

)
= { f : T1M

3
D −→ C ; f es diferenciable y con soporte compacto },

C0
0

(
T1M

3
D

)
= { f : T1M

3
D −→ C ; f es continua y con soporte compacto }.

El haz tangente unitario a H3 está dado por

T1H3 =
⋃

(w,η)∈H3

SH3

(w,η),

donde

SH3

(w,η) = { v ∈ T(w,η)H3 ; ‖v‖H3

(w,η) = 1 }.

Además,

T1M
3
D = T1H3/Γ∗D,

donde con Γ∗D nos referimos a la acción natural de ΓD en T1H3, es decir, en H3 la acción es la usual, y
en los vectores tangentes hiperbólicos unitarios la acción está dada por la diferencial.

Sea (w, η) ∈ H3, {e1, e2, e3} la base ortonormal hiperbólica en T(w,η)H3 y {~e1, ~e2, ~e3} la base ortonormal
euclidiana en T(w,η)R3 correspondiente. Denotaremos por ~v(ϑ, ϕ)(w,η) al vector en T(w,η)R3 definido como
sigue:

~v(ϑ, ϕ)(w,η) = Im(w, η) · cosϕ · sinϑ · ~e1 + Im(w, η) · sinϕ · sinϑ · ~e2 + Im(w, η) · cosϑ · ~e3. (8.3)
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Se cumple

‖~v(ϑ, ϕ)(w,η)‖R
3

= Im(w, η). (8.4)

‖~v(ϑ, ϕ)‖H3

(w,η) =
1

Im(w, η)
‖~v(ϑ, ϕ)(w,η)‖R

3

= 1. (8.5)

Sea f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, equivalentemente, f : T1H3 −→ C es una función diferenciable, con soporte

compacto y además ΓD invariante. Sea (z, λ) ∈ H3, por (8.5) sabemos ~v(ϑ, ϕ)(z,λ) ∈ SH
3

(z,λ), luego, podemos

evaluar f en (z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)) ∈ T1H3, y por la invarianza tenemos que para γ ∈ ΓD

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
= f

(
γ(z, λ), dγ(z,λ)~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
. (8.6)

Restringiendo f a las fibras SH3

(z,λ)
∼=

difeo.
S2 −→ C del haz tangente unitario obtenemos la siguiente

función:
f
(
z, λ,~v(·, ·)(z,λ)

)
: S2 −→ C.

Como ya comentamos en el caṕıtulo 3, los armónicos esféricos son un conjunto de funciones usados para
representar funciones sobre la esfera S2, son eigenfunciones del laplaciano 4S2 y son los análogos a las
funciones z −→ zn sobre S1. La serie de Laplace para funciones en S2 es el análogo 2-dimensional de la
serie de Fourier para funciones en S1.

Suponiendo que f admite una serie de Laplace podemos restringuirla a las fibras, tenemos la siguiente
expansión:

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
=

∞∑
l=0

l∑
m=−l

f̂ lm(z, λ) · Y l
m(ϑ, ϕ), (8.7)

(ϑ, ϕ) denota el punto de S2 con coordenadas esféricas (1, ϑ, ϕ), y

f̂ lm(z, λ) =

∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
Y l
m(ϑ, ϕ) sinϑ dϑdϕ. (8.8)

Haciendo ϑ = π
2
, ϕ = 0 en (8.7) tenemos

f
(
z, λ,~v(π

2
, 0)(z,λ)

)
=

∞∑
l=0

l∑
m=−l

f̂ lm(z, λ) · Y l
m(π

2
, 0). (8.9)

Pero como ~v(π
2
, 0)(z,λ) = e1(z,λ), nos referiremos a la ecuación (8.9) simplemente como

f(z, λ, e1) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

f̂ lm(z, λ) · Y l
m(~e1). (8.10)

Lema 8.1.1. Sean l ∈ N, m ∈ Z tal que m ∈ [−l, l], f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
. Entonces:

f̂ lm
(
γ(z, λ)

)
=

l∑
k=−l

Dl
km

(
R(dγ, z, λ)−1

)
· f̂ lk(z, λ), ∀γ ∈ ΓD.



Demostración. Por (8.8) tenemos

f̂ lm
(
γ(z, λ)

)
=

∫
S2

f
(
γ(z, λ), ~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ)

)
Y l
m(ϑ, ϕ) sinϑ dϑ dϕ. (8.11)

Por otro lado, recordamos que por (8.3) el vector ~v(ϑ, ϕ)(z,λ) ∈ Tγ(z,λ)R3 está definido por:

~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ) = Im γ(z, λ) · cosϕ · sinϑ · ~e1 + Im γ(z, λ) · sinϕ · sinϑ · ~e2 + Im γ(z, λ) · cosϑ · ~e3. (8.12)

Hacemos un cambio de variable en S2 ⊂ R3 usando la rotación R(dγ, z, λ) ∈ SO(3) que definimos
en (4.1.1),

R(dγ, z, λ)

[
1

Im (z, λ)
~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

]
=

1

Im γ(z, λ)
~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ). (8.13)

Veamos cómo cambian los armónicos esféricos.

Y l
m(ϑ, ϕ) = Y l

m

(
1

Im γ(z, λ)
~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ)

)

= Y l
m

(
R(dγ, z, λ)

[
1

Im (z, λ)
~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

])
por (8.13)

=
l∑

k=−l

Dl
km

(
R(dγ, z, λ)−1

)
· Y l

k

(
1

Im (z, λ)
~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
. por (3.15)

Resumiendo,

Y l
m(ϑ, ϕ) =

l∑
k=−l

Dl
km

(
R(dγ, z, λ)−1

)
· Y l

k(ϑ′, ϕ′). (8.14)

Usando la notación en (4.1), tenemos

−−−−−−−−−→
dγ(z,λ)~v(ϑ′, ϕ′) =

1

Im γ(z, λ)
dγ(z,λ)~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ). (8.15)

Por otro lado, tenemos las siguientes identidades:

f
(
z, λ,~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
= f

(
γ(z, λ), dγ(z,λ)~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
por (8.6)

= f

(
γ(z, λ), Im γ(z, λ) · 1

Im γ(z,λ)
dγ(z,λ)~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
= f

(
γ(z, λ), Im γ(z, λ) ·

−−−−−−−−−−−−→
dγ(z,λ)~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
por (8.15)

= f

(
γ(z, λ), Im γ(z, λ) ·R(dγ, z, λ)

[−−−−−−−−→
~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

])
por (4.1.1)
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= f

(
γ(z, λ), Im γ(z, λ) ·R(dγ, z, λ)

[
1

Im (z,λ)
~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

])
por (8.4)

= f

(
γ(z, λ), Im γ(z, λ) · 1

Im γ(z,λ)
~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ)

)
. por (8.13)

= f
(
γ(z, λ), ~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ)

)
.

Resumiendo,
f
(
z, λ,~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
= f

(
γ(z, λ), ~v(ϑ, ϕ)γ(z,λ)

)
. (8.16)

Además, por ser R(dγ, z, λ) una isometŕıa en S2 tenemos

sinϑ dϑdϕ = sinϑ′ dϑ′dϕ′. (8.17)

Finalmente, sustituyendo (8.14), (8.16) y (8.17) en (8.11)

f̂ lm
(
γ(z, λ)

)
=

∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

) l∑
k=−l

Dl
km

(
R(dγ, z, λ)−1

)
· Y l

k(ϑ′, ϕ′) sinϑ′ dϑ′dϕ′

=
l∑

k=−l

Dl
km

(
R(dγ, z, λ)−1

) ∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ′, ϕ′)(z,λ)

)
Y l
k(ϑ′, ϕ′) sinϑ′ dϑ′dϕ′

=
l∑

k=−l

Dl
km

(
R(dγ, z, λ)−1

)
· f̂ lk(z, λ). por (8.8)

Definición 8.1.2. Sea λ ∈ R tal que λ > 0. Definimos las medidas de probabilidad ν(λ), localizadas en

las 2 orbidades T̃λ ⊂ T1M
3
D, como sigue:

ν(λ)(f) :=
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1) dxdy, ∀f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
.

Veamos que la definición anterior tiene sentido. Sean f, g ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, t ∈ C, entonces:

ν(λ)(f + tg) =
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

(f + tg)(z, λ, e1) dxdy

=
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

[
f(z, λ, e1) + tg(z, λ, e1)

]
dxdy

=
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1) dxdy + t
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

g(z, λ, e1) dxdy

= ν(λ)(f) + t ν(λ)(g). (8.18)

Para comprobar que ν(λ) es una medida de probabilidad observamos

ν(λ)(1) =
1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

dxdy

=
1

|ΛD|
|ΛD| = 1.



Definición 8.1.3. Si s ∈ C tal que Re(s) > 1, la transformada de Mellin M(f, s) de f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
está definida por la siguiente igualdad:

M(f, s) :=

∫ ∞
0

ν(λ)(f)λs−2dλ

=
1

|ΛD|

∫ ∞
0

∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1)λs+1 dxdydλ

λ3
, z = x+ iy.

Denotamos por CD al subconjunto cerrado de C delimitado por el paralelogramo generado por 1 y
wD. Sea

SD = { (z, λ) ∈ H3; z ∈ CD }, (8.19)

se cumple la siguiente identidad:

SD =
⋃

σ∈Γ′D,∞/ΓD

σ(FD), (8.20)

donde FD es un dominio fundamental apropiado de ΓD.

Proposición 8.1.4. Sean f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, s ∈ C tal que Re(s) > 1. Entonces

M(f, s) =
[Γ∞ : Γ′∞]

|ΛD|

∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
k=−l

Y l
m(~e1)

∫
FD

f̂ lk(z, λ) H l
km(z, λ, s)

dxdydλ

λ3
,

donde FD es el dominio fundamental de ΓD y

H l
km(z, λ, s) =

1

[Γ∞ : Γ′∞]

∑
σ∈Γ′D,∞/ΓD

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
Imσ(z, λ)1+s. (8.21)

Demostración. Se tiene la siguiente cadena de igualdades:

|ΛD| ·M(f, s) =

∫ ∞
0

∫
CD

f(z, λ, e1) Im (z, λ)1+s dxdydλ

λ3
por la definición (8.1.3)

=

∫ ∞
0

∫
CD

∞∑
l=0

l∑
m=−l

f̂ lm(z, λ)Y l
m(~e1) Im (z, λ)1+s dxdydλ

λ3
por (8.10)

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y l
m(~e1)

∫
SD

f̂ lm(z, λ) Im (z, λ)1+s dxdydλ

λ3
por (8.19)

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y l
m(~e1)

∑
σ∈Γ′D,∞/ΓD

∫
σ(FD)

f̂ lm(z, λ) Im (z, λ)1+s
dxdydλ

λ3
. por (8.20)

Resumiendo, hasta ahora hemos probado

M(f, s) =
1

|ΛD|

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y l
m(~e1)

∑
σ∈Γ′D,∞/ΓD

∫
σ(FD)

f̂ lm(z, λ) Im (z, λ)1+s dxdydλ

λ3
. (8.22)
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Ahora nos ocuparemos de la integral obtenida en la ecuación (8.22), para ello consideramos el si-
guiente cambio de variable:

(z, λ) = σ(z′, λ′),

donde σ ∈ Γ′D,∞/ΓD. Por lo que si z′ = x′ + iy′ y como σ : FD −→ σ(FD) es una isometŕıa se sigue que:∫
σ(FD)

f̂ lm(z, λ) Im (z, λ)1+s dxdydλ

λ3
=

∫
FD

f̂ lm
(
σ(z′, λ′)

)
Imσ(z′, λ′)1+s dx

′dy′dλ′

λ′3

=

∫
FD

f̂ lm
(
σ(z, λ)

)
Imσ(z, λ)1+s dxdydλ

λ3
.

Pero por el lema (8.1.1),∫
σ(FD)

f̂ lm(z, λ) Im (z, λ)1+s dxdydλ

λ3
=

∫
FD

l∑
k=−l

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
f̂ lk(z, λ) Imσ(z, λ)1+s dxdydλ

λ3
.

(8.23)

Reemplazando la identidad (8.23) en la ecuación (8.22) obtenemos la primera identidad de la siguiente
cadena de igualdades:

|ΛD| ·M(f, s) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y l
m(~e1)

∑
σ∈Γ′D,∞/ΓD

∫
FD

l∑
k=−l

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
f̂ lk(z, λ) Imσ(z, λ)1+s dxdydλ

λ3

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
k=−l

Y l
m(~e1)

∫
FD

f̂ lk(z, λ)

[ ∑
σ∈Γ′D,∞/ΓD

Dl
km

(
R(dσ, z, λ)−1

)
Imσ(z, λ)1+s

]
dxdydλ

λ3

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
k=−l

Y l
m(~e1)

∫
FD

f̂ lk(z, λ) [Γ∞ : Γ′∞] H l
km(z, λ, s)

dxdydλ

λ3
. por (8.21)

Por el lema (8.2.1) sabemos que M(f, s) está bien definida para Re(s) > 1 y por el lema (8.2.2)

M(f, s) =
1

|ΛD|

∫
M3
D

f(z, λ, e1)E(z, λ, s)
dxdydλ

λ3

para Re(s) > 1. Usando la fórmula anterior podemos extender las propiedades de la serie de Eisenstein
E(z, λ, s) a M(f, s), en particular, M(f, s) admite una continuación meromorfa a todo C, y tiene un
polo simple en s = 1.

Consideremos ahora la función φ(s) que aparece en el coeficiente cero de Fourier de la serie de
Eisenstein E(z, λ, s), esto es,

φ(s) =
π

s |ΛD|
· ζD(s)

ζD(s+ 1)
, (8.24)

donde ζD(s) es la función zeta de Dedekind asociada al campo de números Q
√
−D.

Por el teorema 1.2, página 232, en [9] sabemos que φ(s) admite una continuación meromorfa a todo
C, y por el teorema 1.11, página 244, en [9], tiene un número finito de polos simples situados en el
intervalo (0, 1], y que denotaremos por s1, s2, . . . , sp, excepto a el polo en 1, además suponemos

1 > s1 > s2 > · · · > sp > 0.



0

Figura 8.3: Región de integración Ωh.

Definición 8.1.5. Sean νa con a ∈ {1, 2, . . . , p} las distribuciones en T1M
3
D definidas como sigue:

νa = Res
(
E(s), s = sa

)
.

Equivalentemente, si f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
entonces

νa(f) = Res
(
M(f, s), s = sa

)
.

Definición 8.1.6. Sea ν la medida de probabilidad (medida de Liouville normalizada) en T1M
3
D definida

como sigue, si f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
entonces

ν(f) :=
1

4πVol(M3
D)

∫
T1M3

D

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

) sinϑ dxdydλdϑdϕ

λ3
.

Sea f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, retomaremos una idea de Zagier la cual consiste de aplicar el Teorema del

residuo de Cauchy a la función
h(s) = M(f, s)λ1−s,

en la franja { s ∈ C ; 0 ≤ Re(s) ≤ 3 }. Para esto primero consideramos Ωh con h > 0 la región en C
como indica la figura (8.3). Denotamos por αh el segmento de recta que va del punto (3, h) al punto
(0, h), y como βh al segmento de recta que va del punto (0,−h) al punto (3,−h).

Por otra parte, la continuación meromorfa de M(f, s) nos da la continuación meromorfa de h(s) a
todo C. Los polos de h(s) son los mismos que los polos de M(f, s). Pero por el lema (8.2.2) los polos de
M(f, s) son los mismos que los polos de la serie de Eisenstein E(z, λ, s), que a su vez se corresponden
con los polos de φ(s). Resumiendo, los polos de h(s) están en s1, s2, . . . , sp, 1 ∈ (0, 1].

Por el teorema del residuo,∫
Ωh

M(f, s)λ1−s ds = 2πiRes
(
M(f, s)λ1−s, s = 1

)
+ 2πi

p∑
a=1

Res
(
M(f, s)λ1−s, s = sa

)
. (8.25)
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Una consecuencia del Teorema de Paley-Wiener es

ĺım
h→∞

∫
αh

M(f, s)λ1−s ds = ĺım
h→∞

∫
βh

M(f, s)λ1−s ds = 0. (8.26)

Tomando el ĺımite cuando h→∞ en (8.25) y utilizando las identidades en (8.26) concluimos∫ 3+i∞

3−i∞
M(f, s)λ1−s ds +

∫ −i∞
i∞

M(f, s)λ1−s ds =

2πiRes
(
M(f, s)λ1−s, s = 1

)
+ 2πi

p∑
a=1

Res
(
M(f, s)λ1−s, s = sa

)
. (8.27)

Suponiendo la conjetura (4.6.1) y el lema (8.2.4) obtenemos la siguiente identidad

Res
(
M(f, s)λ1−s, s = 1

)
= ν(f). (8.28)

Por el lema (8.2.5) se cumple la siguiente ecuación

ν(λ)(f) =
1

2πi

∫ 3+i∞

3−i∞
M(f, s)λ1−s ds. (8.29)

Por el lema (8.2.7) se tiene

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
M(f, s)λ1−s ds = o(λ) cuando λ→ 0. (8.30)

Sea a ∈ {0, 1, . . . , p}, de la definición (8.1.5) se obtiene la identidad

Res
(
M(f, s)λ1−s, s = sa

)
= λ1−sa Res

(
M(f, s), s = sa

)
= λ1−sa νa(f). (8.31)

Sustituyendo (8.28), (8.29), (8.30) y (8.31) en (8.27) concluimos que

2πi ν(λ)(f)− 2πi o(λ) = 2πi ν(f) + 2πi
(
λ1−s1 ν1(f) + · · ·+ λ1−sp νp(f)

)
.

Resumiendo, la conjetura implica el siguiente:

Teorema. Sean D ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} y M3
D las orbidades de Bianchi correspondientes.

Existen números 1 > s1 > s2 > · · · > sp > 0 (p puede ser cero, en ese caso no hay tales números) y
ciertas distribuciones correspondientes ν1, ν2, · · · , νp en T1M

3
D tal que si f ∈ C∞0

(
T1M

3
D

)
entonces:

ν(λ)(f) = ν(f) + λ1−s1 ν1(f) + · · ·+ λ1−sp νp(f) + o(λ) (λ −→ 0),

donde ν es la medida de Liouville normalizada en T1M
3
D.

Corolario.
ĺım
λ−→0

ν(λ) = ν (débilmente).

Equivalentemente, si f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, z = x+ iy, entonces:

ĺım
λ−→0

1

|ΛD|

∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1) dxdy =
1

4πVol(M3
D)

∫
T1M3

D

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

) sinϑ dxdydλdϑdϕ

λ3
.



8.2 — Lemas

Lema 8.2.1. Sean f ∈ C0
0

(
T1M

3
D

)
, s ∈ C con Re(s) > 1, la función 〈E(s), ·〉 : C0

0

(
T1M

3
D

)
−→ C dada

por

〈E(s), f〉 = M(f, s)

es una medida en T1M
3
D.

Demostración. La prueba es tomada de [25], página 724. Sea f ∈ C0
0

(
T1M

3
D

)
, f : T1H3 −→ C es ΓD

invariante. Definimos

‖f‖∞ = sup
(z,λ,~v(ϑ,ϕ)(z,λ))∈T1M3

D

∣∣f(z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)∣∣ <∞. (8.32)

Consideramos C ∈ R una constante suficientemente grande tal que

soporte(f) ⊂ {(z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)) ; z ∈ C , λ ≤ C} ⊂ H3. (8.33)

Entonces, si η = Re(s) > 1,

|M(f, s)| =

∣∣∣∣ 1

|ΛD|

∫ ∞
0

∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1)λs+1 dxdydλ

λ3

∣∣∣∣ por la definición (8.1.3)

≤ 1

|ΛD|

∫ ∞
0

∫
R2/ΛD

∣∣f(z, λ, e1)λs+1
∣∣ dxdydλ

λ3

≤ 1

|ΛD|

∫ ∞
0

∫
R2/ΛD

‖f‖∞ · λRe(s)+1dxdydλ

λ3
por (8.32)

=
‖f‖∞
|ΛD|

∫ ∞
0

λη+1

[∫
R2/ΛD

dxdy

]
dλ

λ3

= ‖f‖∞
∫ ∞

0

λη−2dλ

≤ ‖f‖∞
∫ C

0

λη−2dλ por (8.33)

= ‖f‖∞
Cη−1

η − 1
.

Resumiendo,

|M(f, s)| <∞.

Lema 8.2.2. Sean f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, s ∈ C tal que Re(s) > 1, se cumple

M(f, s) =
1

|ΛD|

∫
M3
D

f(z, λ, e1)E(z, λ, s)
dxdydλ

λ3
, (8.34)

donde z = x+ iy.
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Demostración. Se tiene la siguiente cadena de igualdades:∫
H3/ΓD

f(z, λ, e1)E(z, λ, s)
dxdydλ

λ3
=

∫
H3/ΓD

f(z, λ, e1)
∑

σ∈Γ′D,∞\ΓD

Imσ(z, λ)1+s dxdydλ

λ3

=

∫
H3/ΓD

∑
σ∈Γ′D,∞\ΓD

f
(
σ(z, λ), dσ(z,λ)e1

)
Imσ(z, λ)1+s dxdydλ

λ3

=

∫
H3/Γ′D,∞

f(z, λ, e1)λ1+s dxdydλ

λ3

=

∫ ∞
0

[∫
R2/ΛD

f(z, λ, e1) dxdy

]
λs−2 dλ

=

∫ ∞
0

ν(λ)(f)λs−2 dλ = |ΛD| ·M(f, s).

Lema 8.2.3. Sea f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, s ∈ C tal que s 6= ±1 y s no es un polo de E(z, λ, s). Se cumple la

siguiente desigualdad

|M(f, s)| ≤ 1

|s2 − 1|2 · |ΛD|
‖∆2f‖2 · ‖ET (·, s)‖2,

donde T = T (f) es una constante suficientemente grande. Las series de Eisenstein truncadas ET (·, s)
(ver [9], página 270) están definidas como sigue:

ET (z, λ, s) = E(z, λ, s)− α(T, z, λ, s),

con (z, λ) ∈ H3, y

α(T, z, λ, s) =

{
λ1+s + φ(s)λ1−s si λ ≥ T

0 si λ < T.

La función φ(s) es la que aparece en (8.24).

Demostración. Sabemos como consecuencia del lema (8.2.2) que para todo s ∈ C se cumple

M(f, s) =
1

|ΛD|

∫
H3/ΓD

f(z, λ, e1)E(z, λ, s)
dxdydλ

λ3
. (8.35)

Por otra parte, si s no es un polo de E(z, λ, s) tenemos la siguiente identidad:

∆2E(z, λ, s) = (s2 − 1)2E(z, λ, s). (8.36)

Ver teorema 1.2 de [9], página 232, para una demostración.

Sustituyendo (8.36) en (8.35) se sigue que si s 6= ±1 y s no es un polo de E(z, λ, s) entonces

M(f, s) =
1

(s2 − 1)2 · |ΛD|

∫
H3/ΓD

f(z, λ, e1) ∆2E(z, λ, s)
dxdydλ

λ3
,



integrando por partes,

M(f, s) =
1

(s2 − 1)2 · |ΛD|

∫
H3/ΓD

∆2f(z, λ, e1)E(z, λ, s)
dxdydλ

λ3
.

Sea T = T (f) > 0 suficientemente grande tal que el soporte de f está contenido en el conjunto
{(z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)); z ∈ C, λ ≤ T}, como f

(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
= 0 si λ > T y ET (z, λ, s) = E(z, λ, s) para

λ ≤ T se cumple que:

M(f, s) =
1

(s2 − 1)2 · |ΛD|

∫
H3/ΓD

∆2f(z, λ, e1)ET (z, λ, s)
dxdydλ

λ3
, (8.37)

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (8.37) concluimos

|M(f, s)| ≤ 1

|s2 − 1|2 · |ΛD|
‖∆2f‖2 ‖ET (·, s)‖2,

donde si z = x+ iy recordamos

‖ET (·, s)‖2 =

∫
FD

|ET (z, λ, s)|2 dxdydλ
λ3

<∞,

‖∆2f‖2 =

∫
FD

|∆2f(z, λ, e1)|2 dxdydλ
λ3

<∞.

Lema 8.2.4. Sea f ∈ C∞0 (T1M
3
D), asumiendo la conjetura (4.6.1)se cumple la siguiente identidad:

Res
(
M(f, s)λ1−s, s = 1

)
= Res

(
M(f, s), s = 1

)
= ν(f),

donde

ν(f) =
1

4πVol(M3
D)

∫
T1M3

D

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ

)
(z,λ)

)
sinϑ dxdydλdϑdϕ

λ3
.

Demostración. Sean l ∈ N, k,m ∈ Z tales que k,m ∈ [−l, l]. Por el corolario (4.5.1) si Re(s) > 1

H l
km(z, λ, s) = e−i(k+m)π · El

km(z, λ, s). (8.38)

Suponiendo la conjetura de la sección 6, caṕıtulo 4, tendŕıamos la continuación meromorfa (o anaĺıti-
ca) de las series El

km(z, λ, s), por lo que usando la ecuación (8.38) concluimos que también las series
H l
km(z, λ, s) admiten una continuación meromorfa a todo C en la variable s. Por lo que la ecuación

(8.38) es válida para todo s ∈ C. Tomando residuos en la ecuación (8.38),

Res
(
H l
km(z, λ, s), s = 1

)
= e−i(k+m)π · Res

(
El
ac(z, λ, s), s = 1

)
. (8.39)

Recordamos que E(z, λ, s) = [Γ∞ : Γ′∞] ·E0
00(z, λ, s). El residuo en s = 1 es un resultado clásico dado

por

Res
(
E(z, λ, s), s = 1

)
=

|ΛD|
Vol(M3

D)
. (8.40)
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Ver teorema 1.11, página 244, de [9] para una demostración.

Asumiendo la conjetura,

Res
(
El
km(z, λ, s), s = 1

)
=

{
1

[Γ∞:Γ′∞]
· |ΛD|

Vol(M3
D)

si l = 0

0 si l > 0.
(8.41)

De (8.39), (8.40) y (8.41) concluimos

Res
(
H l
km(z, λ, s), s = 1

)
=

{
1

[Γ∞:Γ′∞]
· |ΛD|

Vol(M3
D)

si l = 0

0 si l > 0.
(8.42)

La fórmula que relaciona M(f, s) con las series H l
km(z, λ, s) está dada por la proposición (8.1.4),

M(f, s) =
[Γ∞ : Γ′∞]

|ΛD|

∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
k=−l

Y l
m(~e1)

∫
FD

f̂ lk(z, λ) H l
km(z, λ, s)

dxdydλ

λ3
, Re(s) > 1. (8.43)

Ahora, como la transformada de Mellin M(f, s) admite una continuación meromorfa a todo C en la
variable s, la fórmula en (8.43) es válida para todo s ∈ C. Tomando residuos en s = 1,

Res
(
M(f, s), s = 1

)
=

[Γ∞ : Γ′∞]

|ΛD|

∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
k=−l

Y l
m(~e1)

∫
FD

f̂ lk(z, λ) Res
(
H l
km(z, λ, s), s = 1

) dxdydλ
λ3

=
[Γ∞ : Γ′∞]

|ΛD|
Y 0

0 (~e1)

∫
FD

f̂ 0
0 (z, λ)

1

[Γ∞ : Γ′∞]

|ΛD|
Vol(M3

D)

dxdydλ

λ3
, por (8.42)

pero Y 0
0 (ϑ, ϕ) = 1

2
1√
π
, luego

Res
(
M(f, s), s = 1

)
=

1

2
√
πVol(M3

D)

∫
FD

f̂ 0
0 (z, λ)

dxdydλ

λ3
. (8.44)

Recordamos que por (8.8)

f̂ lm(z, λ) =

∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
Y l
m(ϑ, ϕ) sinϑ dϑ dϕ,

por tanto,

f̂ 0
0 (z, λ) =

∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
Y 0

0 (ϑ, ϕ) sinϑ dϑdϕ

=
1

2
√
π

∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

)
sinϑ dϑdϕ. (8.45)

Sustituyendo (8.45) en (8.44) se sigue

Res
(
M(f, s), s = 1

)
=

1

4πVol(M3
D)

∫
FD

∫
S2

f
(
z, λ,~v(ϑ, ϕ)(z,λ)

) sinϑ dxdydλdϑdϕ

λ3
,

y entonces por la definición (8.1.6) concluimos ue

Res
(
M(f, s), s = 1

)
= ν(f).



Lema 8.2.5. Si f ∈ C∞0 (T1M
3
D), entonces:

ν(λ)(f) =
1

2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
M(f, s+ 1)λ−s ds =

1

2πi

∫ 3+i∞

3−i∞
M(f, s)λ1−s ds.

Demostración. Sea ρ : R+ −→ C dada por

ρ(λ) = ν(λ)(f), λ > 0.

Como f es de soporte compacto entonces ρ es cero cuando λ −→ ∞. La transformada de Mellin de ρ
está dada por

ρ̃(s) :=

∫ ∞
0

ρ(λ)λs−1 dλ

=

∫ ∞
0

ν(λ)(f)λs−1 dλ

= M(f, s+ 1). por la definición (8.1.3) (8.46)

Por el Teorema de inversión de Mellin,

ν(λ)(f) =
1

2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
ρ̃(s)λ−s ds

=
1

2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
M(f, s+ 1)λ−s ds. por (8.46)

La linea vertical en 2 se puede elegir arbitrariamente en cualquier número real. Hacemos un cambio
de variable s+ 1 = u, entonces

s = 2∓ i∞ ⇐⇒ u = 3∓ i∞,

luego,

ν(λ)(f) =
1

2πi

∫ 3+i∞

3−i∞
M(f, u)λ1−u du.

Lema 8.2.6. Sea f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, se cumple∫ ∞

−∞
|M(f, it)| dt < ∞.

Demostración. Si t 6= 0 por el lema (8.2.3) tenemos

|M(f, it)| ≤ cf
|(it)2 − 1|2

‖ET (·, it)‖2,

donde cf := ‖∆2f‖2
|ΛD|

y T = T (f) es una constante suficientemente grande. Luego,

|M(f, it)| ≤ cf
(t2 + 1)2

‖ET (·, it)‖2. (8.47)
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De la fórmula (4.29), página 290, de [9] sabemos

‖ET (·, it)‖2 =

∫
FD

|ET (z, λ, it)|2 dxdydλ
λ3

= c∞w(t) + h(t), (8.48)

donde c∞ es una constante, w : R −→ R es una función que depende de φ(s) (ver (8.24)), más exacta-
mente,

w(t) = 1− φ∗′
φ∗

(it) ≥ 1 ∀t ∈ R. (8.49)

Nota: la desigualdad anterior es demostrada en [9]. Por otro lado, para definir φ∗(s) recordamos que
si s1, s2, . . . , sp son los polos de φ(s), entonces

φ∗(s) = |cΓD |2sφ(s)

p∏
k=1

s− sk
s+ sk

, ∀s ∈ C.

La constante |cΓD | aparece en el lema 3,5, página 271, de [9]. Para definirla primero definimos el sub-

conjunto HD ⊂ Γ̂D como sigue:

HD =

{(
a b
c d

)
∈ Γ̂D ; c 6= 0

}
.

Entonces,

|cΓD | = ı́nf
g∈HD

{
|c| ; g =

(
a b
c d

)}
.

Además, h : R −→ R es una función que cumple

h(t) = O(1) cuando |t| → ∞. (8.50)

Sustituyendo (8.48) en (8.47) tenemos

|Mf (it)| ≤
cf

(t2 + 1)2

(
c∞w(t) + h(t)

)
,

luego, ∫ ∞
−∞
|M(f, it)| dt ≤ cf c∞

∫ ∞
−∞

w(t)

(t2 + 1)2
dt + cf

∫ ∞
−∞

h(t)

(t2 + 1)2
dt. (8.51)

Analizamos la primer integral en el lado derecho de la desigualdad en (8.51), integrando por partes,∫ x

−x

w(t)

(t2 + 1)2
dt =

1

(x2 + 1)2

∫ x

−x
w(u)du + 4

∫ x

−x

[∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt. (8.52)

Por el teorema 4.10 (inciso 3), página 294, en [9]∫ R

−R
w(u)du = O(R3) cuando R→∞. (8.53)



Por (8.53) existen constantes R0, c1 > 0 tales que si R ≥ R0 > 0 entonces∣∣∣∣∫ R

−R
w(u)du

∣∣∣∣ ≤ c1R
3. (8.54)

Por la identidad en (8.49) sabemos que w(u) > 0 ∀u ∈ R, luego,∫ R

−R
w(u)du =

∣∣∣∣∫ R

−R
w(u)du

∣∣∣∣ . (8.55)

De (8.54) y (8.55) vemos que si x ≥ R0 > 0 entonces∫ x

−x
w(u)du ≤ c1 x

3. (8.56)

Si t ≥ R0 > 0 entonces ∫ t

0

w(u)du ≤
∫ t

−t
w(u)du ≤ c1 t

3. (8.57)

Sea t ∈ R+ y

εt :=

{
1 si t > R0

0 si t ≤ R0.

Se tiene la siguiente desigualdad,∫ t

0

w(u)du ≤
∫ R0

0

w(u)du + εt

∫ t

0

w(u)du, (8.58)

que se sigue de w es una función positiva.

Tomando el ĺımite cuando x→∞ en la igualdad en (8.52),∫ ∞
−∞

w(t)

(t2 + 1)2
dt = ĺım

x→∞

1

(x2 + 1)2

∫ x

−x
w(u)du+ ĺım

x→∞
4

∫ x

−x

[∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt por (8.52)

≤ ĺım
x→∞

c1x
3

(x2 + 1)2
+ 4 ĺım

x→∞

∫ x

−x

[∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt por (8.56)

≤ 4 ĺım
x→∞

∫ x

−x

[∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt

≤ 4 ĺım
x→∞

∫ x

−x

[∫ R0

0

w(u)du + εt

∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt por (8.58)

≤ 4

[∫ R0

0

w(u)du

]
ĺım
x→∞

∫ x

−x

t

(t2 + 1)3
dt+ 4 ĺım

x→∞

∫ x

−x

[
εt

∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt

= 4 ĺım
x→∞

∫ x

−x

[
εt

∫ t

0

w(u)du

]
t

(t2 + 1)3
dt
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≤ 4 ĺım
x→∞

∫ x

−x
εt c1 t

3 t

(t2 + 1)3
dt por (8.57)

≤ 4c1 ĺım
x→∞

∫ x

−x
εt

t4

(t2 + 1)3
dt

≤ 4c1 ĺım
x→∞

∫ x

−x

t4

(t2 + 1)3
dt ya que εt ≤ 1

= 4c1

∫ ∞
−∞

t4

(t2 + 1)3
dt.

Resumiendo, ∫ ∞
−∞

w(t)

(t2 + 1)2
dt ≤ 4 c1 c2 <∞, (8.59)

donde c2 :=
∫∞
−∞

t4

(t2+1)3 dt. Veamos que c2 < ∞. Por la paridad, c2 = 2
∫∞

0
t4

(t2+1)3 dt = 2
∫ 1

0
t4

(t2+1)3 dt +

2
∫∞

1
t4

(t2+1)3 dt, pero si t 6= 0 entonces 1
(t2+1)3 ≤ 1

t6
, luego

c2 ≤ 2

∫ 1

0

t4

(t2 + 1)3
dt+ 2

∫ ∞
1

1

t2
dt

≤ 2

∫ 1

0

t4

(t2 + 1)3
dt+ 2 <∞.

Analizamos ahora la segunda integral en el lado derecho de la desigualdad en (8.51). Primero obser-
vemos que por (8.50) existen constantes t0, c3 > 0 tales que si −t0 ≥ t ≥ t0 > 0 entonces

|h(t)| ≤ c3. (8.60)

Tenemos las siguientes desigualdades:∫ ∞
−∞

h(t)

(t2 + 1)2
dt =

∫ −t0
−∞

h(t)

(t2 + 1)2
dt +

∫ t0

−t0

h(t)

(t2 + 1)2
dt +

∫ ∞
t0

h(t)

(t2 + 1)2
dt

≤
∫ −t0
−∞

|h(t)|
(t2 + 1)2

dt +

∫ t0

−t0

h(t)

(t2 + 1)2
dt +

∫ ∞
t0

|h(t)|
(t2 + 1)2

dt

≤
∫ −t0
−∞

c3

(t2 + 1)2
dt +

∫ t0

−t0

h(t)

(t2 + 1)2
dt +

∫ ∞
t0

c3

(t2 + 1)2
dt por (8.60)

≤
∫ t0

−t0

h(t)

(t2 + 1)2
dt + c3

∫ ∞
−∞

1

(t2 + 1)2
dt

Resumiendo, ∫ ∞
−∞

h(t)

(t2 + 1)2
dt ≤ c4 + c3 c5 <∞, (8.61)

donde

c4 :=

∫ t0

−t0

h(t)

(t2 + 1)2
dt <∞,

c5 :=

∫ ∞
−∞

1

(t2 + 1)2
dt =

π

2
<∞.



Finalmente, sustituyendo (8.59) y (8.61) en (8.51)∫ ∞
−∞
|M(f, it)| dt ≤ 4cf c∞ c1 c2, + cf c4 + cf c3 c5 <∞.

Lema 8.2.7. Sea f ∈ C∞0
(
T1M

3
D

)
, se cumple

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
M(f, s)λ1−s ds = o(λ) cuando λ→ 0.

Demostración. Por el lema (8.2.6) podemos aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue a la función M(f, it),

ĺım
u→∞

∫ ∞
−∞

M(f, it) eiut dt = 0. (8.62)

Haciendo el cambio de variable u = −logλ, se sigue

eiut = e−it logλ =
(
elogλ

)−it
= λ−it,

además,
λ −→ 0 ⇐⇒ u −→∞.

Por lo que la integral en (8.62) se transforma como sigue,

ĺım
λ→0

∫ ∞
−∞

M(f, it)λ−it dt = 0,

equivalentemente,

ĺım
λ→0

λ
2π

∫∞
−∞M(f, it)λ−it dt

λ
= 0,

esto es,
λ

2π

∫ ∞
−∞

M(f, it)λ−it dt = o(λ) cuando λ→ 0. (8.63)

Retomamos ahora la integral del lema

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
M(f, s)λ1−s ds, (8.64)

y consideramos el cambio de variable s = it,

s = ∓i∞ ⇐⇒ t = ∓∞,

por tanto, la integral (8.64) se transforma como sigue,

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
M(f, s)λ1−s ds =

1

2πi

∫ +∞

−∞
M(f, it)λ1−it idt

=
λ

2π

∫ +∞

−∞
M(f, it)λ−it dt

= o(λ) cuando λ→ 0. por (8.63)
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