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4 Índice general

Resumen

La emergencia de estructuras biológicas y sus cambios son un proce-

so sumamente complejo que a nivel bioquímico está basado en Redes de

Regulación Genética (RRG). Estas redes modelan las interacciones en-

tre los genes responsables de la diferenciación celular y están acopladas

a una escala mayor con factores externos. En este trabajo partimos de

un modelo matemático construido previamente, basado en información

biológica detallada, que modela la RRG y recupera la con�guración

espacial de las plantas con �ores (angiosperms) durante la determina-

ción del destino celular. Consideramos en particular la �or de la planta

Arabidopsis thaliana. El modelo consta de un sistema de ecuaciones de

reacción-difusión cuya dinámica está gobernada por un campo poten-

cial. Las propiedades cualitativas que se observan experimentalmente,

están dadas por las características de las soluciones estacionarias del

sistema de ecuaciones. Como primer paso, veri�camos que nuestro mo-

delo recupere también la con�guración espacial de las �ores mutantes,

cuya RRG es diferente. Posteriormente, observando que el sistema de

ecuaciones tiene estructura variacional, buscamos sus soluciones calcu-

lando los puntos críticos del funcional correspondiente. Esto es tratado

como un problema no estándar de optimización, que resolvemos uti-

lizando algoritmos genéticos, los cuales resultan apropiados para este

tipo de problemas.



Introducción

Gracias al desarrollo de técnicas experimentales en la biología de

los últimos años, se pueden ahora establecer conexiones detalladas en-

tre los procesos de regulación genética y el surgimiento de formas y

patrones en los organismos vivos. Así, utilizando información experi-

mental detallada proporcionada por un equipo de investigadores del

Instituto de Ecología de la UNAM, entre otros, construimos un mode-

lo matemático para estudiar la con�guración espacial de las �ores en

las angiosperms, en particular la de la Arabidopsis thaliana, durante la

determinación del destino celular.

A partir de un sistema dinámico discreto cuyas reglas de transición

son obtenidas experimentalmente, extraemos información que es utili-

zada para construir el modelo que consta de un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales de reacción-difusión tipo Turing. Esto nos per-

mite no sólo investigar las propiedades de un ensamble de células, sino

también explorar la dinámica espacial de una colección de células que

se supone están conectadas por difusión. Buscamos entonces las solu-

ciones estacionarias del sistema. Anteriormente se abordó el problema

utilizando Teoría de Sturm Liouville para la �or silvestre, con lo que lo-

gramos reproducir la con�guración espacial observada, mostrando así,

que el modelo funciona adecuadamente. En este trabajo se veri�ca que
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6 INTRODUCCIÓN

lo haga también para los mutantes homeóticos (obtenidos modi�cando

el estado de los genes homeóticos, aquéllos responsables del desarrollo

de estructuras especí�cas en plantas y animales).

Posteriormente, observando que las ecuaciones tienen estructura va-

riacional, reducimos el problema a uno de optimización no estándar. Es

posible entonces utilizar el Teorema de Paso de Montaña, un teorema

de tipo Minimax, para demostrar que las soluciones de mínima energía

son precisamente las que reproducen adecuadamente la con�guración

espacial de las �ores. Los problemas de tipo Minimax, caracterizan un

valor crítico, c, de un funcional, I, como un minimax sobre una cla-

se adecuada de funciones S: c = ı́nfA∈S máxu∈A I(i). La elección de S

debe de re�ejar algún cambio cualitativo en la naturaleza topológica

de los conjuntos de nivel de I, es decir, los conjuntos I−1(s) para s

cerca de c. Veri�camos que los pasos de montaña corresponden con los

datos experimentales utilizando los puntos de tangencia de las cuencas

del funcional y �nalmente llevamos a cabo una implementación nu-

mérica del Teorema de Paso de Montaña haciendo uso de algoritmos

genéticos. Hemos encontrado que las implementaciones numéricas del

TPM y de técnicas minimax en general es muy escaso. Esto debido en

gran parte a que las soluciones obtenidas por el teorema del paso de

montaña son inestables, lo cual, aunque resulta bené�co en problemas

cuyas soluciones son inestables por naturaleza, hace que este resulta-

do sea difícil de implementar numéricamente. Los algoritmos genéticos

son e�cientes incluso con este tipo de complicaciones y sin embargo

hemos encontrado una única referencia ([35]) en la aplicación de éstos
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a métodos minimax. El objetivo entonces es por un lado implementar

una herramienta numérica útil para este tipo de problemas y por otro

avanzar en el entendimiento del problema biológico con el que estamos

trabajando.

Este trabajo está organizado de la siguiente forma:

En el Capítulo 1 se presentan los antecedentes teóricos necesarios pa-

ra entender el problema biológico que estamos tratando y su solución

analítica (Cálculo de Variaciones) y numérica (Algoritmos Genéticos).

En la primera sección presentamos antecedentes biológicos, incluimos

información sobre la forma general de la estructura de las �ores y la ma-

nera en la que se desarrollan sus órganos; el modelo ABC, que analiza

las bases moleculares y genéticas de la formación de órganos �orales y

los mutantes homeóticos que se pueden obtener en laboratorio activan-

do o desactivando genes homeóticos especí�cos (los genes homeóticos

son los responsables del desarrollo de estructuras); el proceso de di-

ferenciación celular, mediante el cual las células se especializan y los

paisajes epigenéticos de Waddington que lo modelan; las Redes de Re-

gulación Genética que rigen el desarrollo de un organismo y �nalmente

el concepto de morfogénesis, el proceso biológico que construye la for-

ma y estructura de los organismos vivos y el sistema de ecuaciones

de reacción-difusión de Turing que lo modela. En la segunda sección

se habla sobre las herramientas analíticas y numéricas que utilizare-

mos. Mostramos cómo se obtienen las ecuaciones de Euler Lagrange

asociadas a un funcional y presentamos los Algoritmos Genéticos: su



8 INTRODUCCIÓN

estructura, los operadores que los conforman y su utilidad.

En el Capítulo 2 explicamos cómo fue construido el modelo matemá-

tico con el que trabajamos y las etapas que lo conforman, empezando

por un sistema dinámico discreto regido por datos experimentales [36],

la construcción del paisaje epigenético y la presentación del sistema de

ecuaciones de reacción-difusión tipo Turing, nuestro modelo. El sistema

dinámico discreto es una grá�ca dirigida donde cada nodo representa

un gen y las aristas son las interacciones entre ellos. Cada nodo tiene

dos posibles estados y las reglas que rigen al sistema son obtenidas de

datos experimentales detallados. El paisaje epigenético, modelado me-

diante un campo potencial, se construye recuperando la información

esencial del sistema biológico (obtenida del Sistema Dinámico Discre-

to) y será el que gobierne la dinámica del sistema de las ecuaciones

diferenciales parciales con el que trabajaremos. Buscamos entonces las

soluciones estacionarias al sistema de ecuaciones. Utilizando un cono-

cido teorema de simetría, debido a Gidas, Ni y Nirenberg ([20], pág.

518-522) concluimos que las soluciones a nuestro sistema serán radial-

mente simétricas.

En el Capítulo 3 presentamos la solución del sistema de ecuaciones

mediante la Teoría de Sturm Liouville (con los detalles en un apéndi-

ce). Esto fue realizado en un trabajo previo con la �or silvestre, en el

cual calculamos las soluciones estacionarias obteniendo ecuaciones in-

tegrales que se aproximan numéricamente. Se aplica ahora esta misma
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técnica a los mutantes homeóticos de la �or estudiada. Cada mutante

tiene un paisaje epigenético particular y contamos con los datos expe-

rimentales de cada uno de ellos. Mostramos los resultados obtenidos

que permiten validar nuestro modelo.

En el Capítulo 4 mostramos que las ecuaciones estacionarias de nues-

tro sistema son justamente las ecuaciones de Euler-Lagrange de un

funcional. Así, los puntos críticos del funcional serán precisamente las

soluciones estacionarias del sistema de ecuaciones de reacción-difusión

con lo cual nuestro problema se reduce a uno de optimización no es-

tándar. Encontrando los puntos de tangencia entre parejas de cuen-

cas, encontramos los pasos de montaña veri�cando de esta forma que

la construcción del funcional es la adecuada. El Teorema de Paso de

Montaña (TPM) es una técnica minimax que utiliza la condición de

Palais-Smale que ocurre muy frecuentemente en la teoría de puntos

críticos.

En el Capítulo 5 presentamos el diseño del Algoritmo Genético que

implementamos, que busca las soluciones a nuestro sistema utilizando

su estructura variacional y minimizando el valor del funcional asociado

al problema. El resolver el sistema de ecuaciones se reduce entonces a

encontrar las funciones que minimicen el valor del funcional correspon-

diente. Puesto que las soluciones son radialmente simétricas llegamos

a una ecuación diferencial parcial, que resolviendo mediante el método
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de características nos da información sobre la forma que deben de te-

ner las soluciones. El algoritmo genético busca entonces en el espacio

de funciones adecuadas, aquella que minimice el valor del funcional.

Mostramos los resultados obtenidos por el algoritmo.

Por último en el Capítulo 6 presentamos las conclusiones y el trabajo

que se hará en el futuro.

Incluimos en un apéndice el código que conforma el Algoritmo Ge-

nético y el desarrollo analítico que resuelve las ecuaciones de nuestro

modelo mediante la teoría de Sturm-Liouville.

A continuación se presentan los antecedentes: Exponemos el proble-

ma biológico y describimos las bases de las herramientas matemáticas

y computacionales que utilizaremos.



Capítulo 1

Antecedentes

1. Motivación biológica

Hay tres eventos importantes que ocurren durante el desarrollo de

un organismo vivo:

- El desarrollo y división de las células, mediante el cual se incre-

menta la población celular.

- La diferenciación celular a través de la cual las células pluripoten-

tes, capaces de transformarse en cualquier tipo celular del organismo,

adquieren sus destinos �nales. Durante este proceso, las células su-

fren modi�caciones, transformando dramáticamente su tamaño, forma

y actividad metabólica. La diferenciación ocurre durante el desarrollo

embrionario cuando un organismo pasa de ser un cigoto a un sistema

complejo de tejidos y tipos celulares; y en organismos adultos cuando

hay reparación de tejidos y renovación celular normal. En las plantas

este proceso continúa durante todo el ciclo de vida en los meristemos

(cúmulos de células no diferenciadas).

- La morfogénesis que determina la forma de los tejidos, órganos y

organismos enteros y la ubicación �nal que tendrán los tipos celulares

especí�cos, es decir, controla el surgimiento de estructuras formadas por

tejidos organizados, con una distribución espacio-temporal especí�ca.

11



12 1. ANTECEDENTES

En las plantas la morfogénesis ocurre en los meristemos durante toda

la vida del organismo.

Cada uno de estos procesos involucra señales que se mandan de un

tejido a otro. Estas señales son el resultado de la interacción de la infor-

mación genética contenida en el ADN con diversas señales ambientales

([3], [58]).

Los mecanismos que conllevan al desarrollo de un organismo, en

particular aquellos responsables de la diferenciación celular y la mor-

fogénesis, aún no se han entendido bien, por lo que resulta de sumo

interés estudiarlos y analizarlos mediante herramientas matemáticas y

computacionales que permitan seguir la acción concertada de muchos

componentes moleculares. En esta sección se exponen las bases nece-

sarias para entender el problema biológico que se trata en esta tesis.

1.1. La �or. Las angiosperms, son plantas que producen �ores,

se dividen en dos grandes grupos: monocotiledóneas y dicotiledóneas.

Las angiosperms están conformadas por el conjunto más diverso de

plantas terrestres. Éstas se diferencian del resto de las espermato�tas

(plantas vasculares que producen semillas) en que poseen verticilos o

espirales ordenadas. El verticilo exterior se llama cáliz, el siguiente

corola, el tercero androceo y el central gineceo, éstos están conformadas

respectivamente por los órganos: sépalos, pétalos, estambres y carpelos

(ver �gura 2).
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A pesar de que la �or es la característica esencial de las angiosperms

(véase �gura 1), aún no se entiende cómo emerge la disposición espacio-

temporal de sus órganos que, se conserva en las aproximadamente 250

mil especies.

Figura 1. Nueve especies de angiosperms

Figura 2. Verticilos



14 1. ANTECEDENTES

La única excepción conocida se da en la �or de una planta micohe-

terótrofa (depende de un hongo para vivir) que habita en el estado

mexicano de Chiapas, llamada Lacandonia schismática (ver �gura 3),

en la cual la posición espacial de los estambres y carpelos está inter-

cambiada.

Figura 3. Lacandonia schismática

Trabajamos con la �or de la planta Arabidopsis thaliana (�g.4),

la primera �or cuyo genoma completo fue secuenciado y que ha sido

estudiada extensamente. Esta planta es pariente cercano del brócoli y

de la coli�or y pertenece a las crucíferas, una familia de la división de

angiosperms dicotiledóneas.

En las plantas, las células no diferenciadas se encuentran en los me-

ristemos. Las células meristemáticas se dividen y diferencian, formando

así, los diversos órganos de las plantas y manteniéndola en crecimiento.

Hay dos meristemos principales en las plantas: uno en el ápice del tallo
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Figura 4. Arabidopsis thaliana

que da lugar a hojas, �ores y tallos y otro en la parte de la raíz que da

lugar a todas las estructuras subterráneas.

Cuando una planta angiosperma madura sexualmente inicia la fase

de �oración, el inicio de esta fase es provocado por un estímulo ex-

terno. En este momento, el meristemo apical del tallo (un meristemo

vegetativo) se transforma en un meristemo de in�orescencia, en cuyos

�ancos aparecen posteriormente los meristemos �orales. Las células del

meristemo �oral, se subdividen en cuatro anillos concéntricos de células

primordias que darán lugar a cada uno de los órganos �orales: sépalos,

pétalos, estambres y carpelos.

Referencias: [27],[6].

1.2. Modelo ABC. El ADN, está compuesto de un cierto nú-

mero de genes, la unidad básica de la herencia. Cada gen es un trozo

de información que puede estar activo o no (prendido o apagado). Al

estar activo, la célula lo utiliza para sintetizar una proteína especí�ca.

Los genes además pueden modi�car su estado (prenderse o apagarse),
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lo cual es fundamental para la forma en la que se desarrolla un or-

ganismo. La �or Arabidopsis tiene alrededor de 25,000 genes, por lo

que tiene información su�ciente para sintetizar al menos 25,000 pro-

teínas diferentes. Estas proteínas llevan a cabo diversas funciones. Es

interesante conocer y entender los mecanismos genéticos colectivos que

establecen la identidad de cada órgano.

El modelo ABC, propuesto en 1991 por Enrico Coen y Elliot Me-

yerowitz [17], logra describir las bases biológicas de la formación �oral

desde una perspectiva molecular y del desarrollo genético, ha sido la

base para diversos estudios en angiosperms y ha permitido desarrollar

nuevas hipótesis evolutivas. El modelo ABC inicialmente fue basado

puramente en datos genéticos, pero desde que fue propuesto ha sido

corroborado y a�nado mediante técnicas de biología molecular. Es-

te modelo ha sido útil no solo para llevar a cabo estudios en las dos

especies de plantas en las cuales fue basado (Arabidopsis thaliana y

Antirrhinum majus), sino que también ha sugerido estudios en nume-

rosas especies de plantas, demostrando que es aplicable a casi todas las

especies de plantas angiosperms [6].

El modelo ABC se basa en tres tipos de genes homeóticos: A, B, C

y analiza su actividad e interacción, que determina la identidad de los

cuatro órganos �orales. Cada uno de los tipos genéticos incluye a los

siguientes genes:

A. Apetala1 y Apetala2

B. Apetala3 y Pistilata

C. Agamus
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Al inicio del desarrollo �oral, las células del meristemo �oral se

encuentran ya divididas en cuatro anillos concéntricos (verticilos). En

los dos verticilos exteriores están activos los genes A; los genes B están

activos en el segundo y tercer verticilo y el gen C está activo en el

tercero y cuarto (central).

El modelo ABC muestra que los genes A, B y C, son necesarios

para la determinación de los órganos �orales en las siguientes combi-

naciones:

(A) Sépalos

(A+B) Pétalos

(B+C) Estambres

(C) Carpelos

Así, se observa que los genes A y C se requieren para diferenciar la

identidad de los dos verticilos exteriores (sépalos y pétalos) o tépalos

(si los sépalos y pétalos no están diferenciados) de la de los verticilos

reproductivos (estambres y carpelos). Estos genes son excluyentes, por

lo que si uno de ellos se muta, el otro se expresa en su sitio. Los genes

B son los encargados de diferenciar pétalos de sépalos y estambres

de carpelos. En el esquema (5) se muestra el funcionamiento de este

modelo y en la �gura (6) se ve cómo están activados los tres tipos de

genes (A,B y C) en cada uno de los cuatro verticilos.

Los genes ABC son necesarios pero no su�cientes para explicar la

diferenciación celular y la morfogénesis durante el desarrollo �oral. Re-

cientemente [36], [37], [19],[7], se descubrió el módulo regulatorio de
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Figura 5. Modelo ABC ([48])

Figura 6. Modelo ABC

interacciones genéticas su�cientes para recuperar las con�guraciones
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genéticas características de células primordiales de sépalos, pétalos, es-

tambres y carpelos; y se encontró el mecanismo mediante el cual se

diferencian estos cuatro tipos celulares en tiempo y espacio [10].

Queda entonces por desentrañar la cascada de actividades genéticas,

que además depende de factores externos (no sólo genéticos) y que

da lugar a la diferenciación de las células individuales dentro de los

órganos. En este sentido, el identi�car las metas directas de los genes

responsables de la identidad de los órganos será un paso esencial en la

tarea de entender este complejo proceso.

1.3. Redes de regulación genética. Las interacciones entre

los múltiples componentes de una célula, en particular entre genes y

proteínas, es lo que da lugar a la regulación de los procesos celulares

fundamentales. Cada proteína desempeña una función que puede pro-

mover cambios en otras moléculas de la célula. Estas moléculas pueden

representarse como los nodos de una red y las interacciones como sus

enlaces, con lo que podemos de�nir complejas redes de regulación gené-

tica que subyacen tras la diferenciación celular. Estas redes regulatorias

son el objeto de estudio de este capítulo.

Las células son las unidades estructurales y funcionales básicas de

los seres vivos. Todas las células en un organismo, salvo unas cuantas

excepciones, contienen el mismo material genético. Esto implica que,

para poder entender la forma en que los genes están involucrados en el

control de procesos intracelulares e intercelulares, se tienen que estudiar
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los sistemas regulatorios, es decir, los sistemas encargados de determi-

nar la ubicación y el momento preciso en el que se expresa (activa)

cada gen en el organismo.

Los genes proporcionan a la célula la información necesaria para

la síntesis de proteínas. Las proteínas son parte fundamental de los

organismos vivos pues construyen y mantienen a las células y partici-

pan en casi todos los procesos que ocurren dentro de éstas. Entre las

funciones principales que cumplen las proteínas están las enzimáticas

que catalizan reacciones bioquímicas, las estructurales o mecánicas que

mantienen la forma de la célula, las encargadas de mandar señales y

respuestas inmunológicas y las responsables del ciclo celular. Las pro-

teínas se sintetizan dependiendo de cómo se encuentren regulados los

genes que las codi�can, por lo que son susceptibles a señales o factores

externos.

De particular interés en este trabajo, son las proteínas llamadas fac-

tores de transcripción, que se encuentran en todos los organismos vivos

y cuya función es la de participar, junto con otras proteínas, en la acti-

vación o inhibición de la regulación de la transcripción de genes blancos.

Éstos, al controlar la expresión genética, regulan las tasas de produc-

ción de proteínas, las cuales a su vez, pueden actuar como factores de

transcripción de otros genes o de ellos mismos en asas de retroalimen-

tación. Los genes que sintetizan factores de transcripción, son también

activados o desactivados selectivamente por proteínas. Estas redes de

regulación genética (RRG) en donde los factores transcripcionales son
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los elementos claves, están formadas por conjuntos de genes, proteí-

nas y pequeñas moléculas; y sus interacciones regulatorias mutuas. El

desarrollo y funcionamiento de los seres vivos, emerge de las interaccio-

nes en las RRG las cuáles forman gradientes químicos y campos físicos

en dominios cuya geometría también restringe los efectos fenotípicos

de los genes. El adquirir un entendimiento de cómo emergen patrones,

que son sumamente complejos, a partir de las interacciones entre genes

en las RRG y otras fuentes de restricciones del desarrollo es un reto

enorme.

Gracias a proyectos de secuenciación genética se conocen ahora

grandes cantidades de genes y sus sitios regulatorios. En algunos ca-

sos, las proteínas involucradas en el control de la expresión de estos

genes, así como los mecanismos moleculares a través de los cuales se

logra la regulación, han sido identi�cados. Sin embrago, queda aún por

entender de manera más precisa, cómo interactúan estos genes de for-

ma individual dentro sus sitios regualtorios. Puesto que los sistemas

regulatorios de interés involucran redes grandes y complejas un enten-

dimiento intuitivo o uno completo y formal, sobre su dinámica es difícil

de obtener, por lo que además de las herramientas experimentales, es

indispensable utilizar métodos formales para el modelado y la simula-

ción de las RRG. La modelación matemática y computacional proveen

una descripción clara y precisa acerca de las interacciones que ocurren

en las redes, además de una derivación sistemática de predicciones en

el comportamiento [11], [19], [16].
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La forma más directa de modelar una RRG es mediante una red

booleana, que consta de una grá�ca dirigida, donde los vértices son los

genes y las aristas corresponden a los factores de transcripción. El es-

tado de un gen es descrito como una variable booleana que está activa

(prendida) o inactiva (apagada) y que por lo tanto sus productos están

presentes o ausentes. Las interacciones entre elementos son representa-

dos mediante funciones booleanas cuya salida depende de la activación

de genes adyacentes. Dos genes son adyacentes, es decir, están unidos

mediante una arista que va del primero al segundo cuando la proteína

producida por el primero actúa como factor de transcripción del se-

gundo. En los casos en los que la proteína producida por un cierto gen

actúa como factor de transcripción de sí mismo, tendremos un lazo o

asa de retroalimentación. El modelar redes regulatorias mediante redes

booleanas se volvió popular a partir del estudio de Kau�man [34]. Al

localizar atractores, trayectorias y cuencas de atracción en el espacio

de estados, es posible investigar sistemáticamente las implicaciones de

propiedades sistémicas de la dinámica de las redes. Las redes booleanas

permiten analizar redes regulatorias en una forma e�ciente, haciendo

suposiciones adecuadas que simpli�can la estructura y la dinámica de

sistemas regulatorios genéticos.

Además de las redes booleanas existen otras herramientas que pue-

den ser utilizadas para describir sistemas de regulación genética. En

particular se han utilizado modelos continuos, que echan mano de ecua-

ciones diferenciales [14], [53],[25], y que han resultado de suma utili-

dad. Los modelos matemáticos y computacionales han contribuido de



1. MOTIVACIÓN BIOLÓGICA 23

forma importante a descifrar la relación entre la actividad coordenada

entre grupos de genes y las funciones celulares.

Las redes de regulación genética (RRG) son las interacciones entre

los diferentes genes que controlan una función especí�ca de una célula.

Son importantes en muchos aspectos de la vida, incluyendo por supues-

to, la diferenciación celular. El estudiarlas ha sido de mucha utilidad.

Entre otras cosas, ha permitido entender mecanismos de enfermedades

que ocurren cuando estos procesos celulares fallan. Además, la pre-

dicción adecuada del comportamiento de las RRG es más efectiva y

costeable que la experimentación. Los métodos computacionales pa-

ra analizarlas y llevar a cabo experimentación numérica han resultado

sumamente e�cientes.

1.4. Paisaje epigenético. Aunque la mayoría de las células en

los organismos multicelulares tienen la misma información genética, es

decir un genotipo idéntico, durante el desarrollo, los organismos gene-

ran una diversidad de tipos celulares, donde la expresión genética y

las funciones celulares son estables. La diferenciación celular puede ser

considerada como un fenómeno que depende de procesos genéticos y

epigenéticos.

La palabra epigenético históricamente ha sido utilizada para des-

cribir principios no genéticos. Conrad Waddington en 1942 [55] utilizó

por primera vez el término y lo de�nió como la rama de la biología que

estudia las interacciones entre genes y sus productos, dando lugar al

fenotipo, la expresión del genotipo en función de un determinado am-

biente. En 1957Waddington propuso el concepto de paisaje epigenético,
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el cual representa el proceso de la toma de decisiones celulares durante

el desarrollo de un organismo. En esta metáfora visual dinámica, la cé-

lula, representada por una pelota, se encuentra en una super�cie en el

espacio, que tiene varios pozos o cuencas, correspondientes a destinos

celulares distintos, como se observa en la �gura (7). De esta manera la

célula puede tomar trayectorias especí�cas permitidas, que conllevan

a diferentes destinos celulares. La diferenciación celular es gobernada

por cambios en el paisaje epigenético que emerge como resultado de

las interacciones genéticas en redes complejas, y no por alteraciones

genéticas aisladas. Así, la epigenética es un enlace entre el genotipo

y el fenotipo que estudia los cambios en la expresión genética o en el

fenotipo celular que pueden ser potencialmente estables y heredables,

y que no modi�can el ADN.

Figura 7. Paisaje epigenético, �gura tomada de [55]
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En este trabajo, construimos un paisaje epigenético que gobierna

la dinámica de las ecuaciones diferenciales del modelo, como veremos

más adelante.

Referencias: [28]

1.5. Morfogenénesis. La morfogénesis es el proceso biológico

que construye la forma y estructura espacio-temporal de un organismo

durante su crecimiento. Este proceso se lleva a cabo de manera simul-

tánea con las redes de regulación que controlan la expresión genética.

D'Arcy Wentworth Thompson [52] y Alan Turing [54] fueron los

primeros que estudiaron el crecimiento de los seres vivos desde un pun-

to de vista físico y matemático. Ellos postularon la presencia de señales

químicas y procesos �sicoquímicos como difusión, activación e inhibi-

ción en el crecimiento celular y de los organismos.

En organismos multicelulares, cada vez que una célula se divide, da

lugar a dos células, que aunque contienen el mismo genoma, pueden

diferir en los genes que tiene activados y están produciendo proteínas.

Una pregunta clave es cómo emerge la información posicional que da

lugar a la diferenciación celular en un contexto espacio-temporal. Una

fuente de información posicional en organismos multicelulares proviene

de los de gradientes de morfógenos. Un morfógeno es una sustancia que

se extiende a partir de una fuente localizada y forma un gradiente de

concentración en el tejido en desarrollo. Éstos gobiernan los patrones

del desarrollo de tejidos y las posiciones de los varios tipos de célu-

las especializadas dentro de un tejido, mandando señales que actúan
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directamente sobre las células produciendo una respuesta especí�ca de-

pendiendo de la concentración que alcancen. Así, los morfógenos son

una fuente de posicionamiento que le indican a la célula en qué parte

del cuerpo se encuentra, y por lo tanto en qué clase de célula se debe

de convertir.

Durante el desarrollo inicial de un organismo multicelular, los gra-

dientes de morfógenos generan diferentes tipos de células en un orden

espacio-temporal dado. El morfógeno transmite información espacial,

al formar un gradiente de concentración que subdivide grupos de célu-

las al introducir o mantener la expresión de ciertos genes especí�cos en

diferentes umbrales de concentración. Diferentes tipos celulares surgi-

rán como consecuencia de las diferentes combinaciones de expresiones

genéticas. Las células dentro del grupo al que afecta el morfógeno son

subdivididas en diferentes tipos de acuerdo a su posición relativa a la

fuente de morfógenos. Mediante este mecanismo ocurre la diversidad

celular dentro de un tejido.

En particular, Alan Turing, cuyas aportaciones en las Ciencias de

la Computación son bien conocidas, tuvo además un gran impacto en

la Química y en la Biología. En uno de sus pocos artículos publicados

en biología en 1951: Las bases bioquímicas de la morfogénesis ([54]),

propuso una teoría de formación de patrones, la primera que ofrece una

explicación sobre los mecanismos de este proceso mediante la química.

En su modelo, células idénticas se diferencian y cambian de forma me-

diante un proceso llamado reacción-difusión intracelular. Esto ocurre a

través de un sistema de químicos que reaccionan entre ellos (llamados
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morfógenos por Turing) y se difunden a través del espacio (por ejemplo

entre las células de un embrión). Estas reacciones químicas requieren

un agente inhibitorio para suprimir la reacción y un agente excitatorio

para activarla. Dicho agente se difunde a través del embrión, crean-

do patrones de células químicamente diferentes. El modelo de Turing

consta de un sistema de ecuaciones diferenciales de reacción-difusión.

Basándonos en la teoría de Turing proponemos nuestro modelo,

que debe de reproducir la con�guración espacial de los órganos �ora-

les, como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reacción-

difusión.

En las siguientes dos secciones se presentan las herramientas mate-

máticas y computacionales que utilizaremos.

2. Métodos Variacionales

Los métodos variacionales y topológicos son herramientas suma-

mente poderosas que logran encontrar la solución a problemas de valo-

res en la frontera, que no pueden calcularse por métodos tradicionales.

Los problemas variacionales, están dados por una ecuación diferen-

cial parcial de la forma

(1) A[w] = 0,

donde A[·] es un operador diferencial parcial posiblemente no lineal y

w es una función desconocida.
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Los problemas variacionales son aquellos donde el operador A[·] es

la derivada de un funcional de energía correspondiente Φ[·], es decir

A[·] = Φ′[·]

y por lo tanto (1) queda como Φ′[w] = 0. Así, al encontrar los puntos

críticos de Φ[·] habremos obtenido la solución de la ecuación diferencial,

lo cuál en ocasiones puede resultar más sencillo.

2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange. Supongamos que Ω ⊂

Rn es un conjunto abierto acotado con frontera suave ∂Ω. Sea x ∈ Rn

y w : Rn → R una función suave que cumple con la condición de

frontera:

(2) w(x) = g(x) en ∂Ω.

Consideremos el Lagrangiano L, una función suave, L : Rn×R×Ω̄→ R

donde

L := L(∇w(x), w(x), x)

y con Φ de la forma

Φ[w] :=

∫
Ω

L(∇w(x), w(x), x)dx.(3)

Supongamos ahora que una función suave w̄(x) que satisface la condi-

ción de frontera (i.e. w̄(x) = g(x),∀x ∈ ∂Ω) minimiza a Φ[·] (conside-

rándola entre todas las funciones ω que satisfacen (2)). Demostraremos

que esta w̄(x) es la solución de una ecuación diferencial parcial no lineal

dada.
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Sea h ∈ C∞c una función (suave con soporte compacto en Ω) arbi-

traria. Consideremos ahora la función real-valuada

ι(τ) := Φ[w̄(x) + τh(x)],

con τ ∈ R. Dado que ω̄ es un minimizador de Φ[·] en ∂Ω y además

ω̄+ τh = ω̄ = g en ∂Ω podemos ver que ι(·) tiene un mínimo en τ = 0.

Por lo tanto

(4) ι′(0) = 0.

Calcularemos entonces esta derivada. Empezamos por reescribir

ι(τ) = Φ[w] en términos de w̄, τ y h. Nótese que w(x) = w̄(x) + τh(x),

entonces

ι(τ) = Φ[w̄ + τh] =

∫
Ω

L(∇w̄(x) + τ∇h(x), w̄(x) + τh(x), x)dx

ahora

ι′(τ) =

∫
Ω

∂L
∂τ
dx.

Sea ξ = ∇w = ∇w̄ + τ∇h. Denotaremos ξj = ∂w
∂xj

con j = 1 . . . n

entonces, calculando ∂L
∂τ

usando la regla de la cadena, obtenemos

∂L

∂τ
=

n∑
i=1

∂L
∂ξi

∂ξi
∂τ

+ ∂L
∂w

∂w
∂τ

pero

∂ξi
∂τ

= ∂
∂τ

[
∂w̄
∂xi

+ τ ∂h
∂xi

]
= ∂h

∂xi
y ∂w

∂τ
= ∂

∂τ
(w̄ + τh) = h
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por lo que
∂L

∂τ
=

n∑
i=1

Lξihxi + Lwh,

donde Lξi = ∂L
∂ξi

. Entonces

(5) ι′(τ) =

∫
Ω

n∑
i=1

Lξihxi + Lwhdx

Consideremos primero

Φ1 =

∫
Ω

n∑
i=1

Lξihxidx

Integrando por partes (Green), llegamos a que

Φ1 =

∫
∂Ω

h
n∑
i=1

Lξiν
idS −

∫
Ω

h
n∑
i=1

∂Lξi
∂xi

dx(6)

=

∫
Ω

−h
n∑
i=1

(Lξi)xidx(7)

(donde ν = (ν1, . . . , νn) es un vector normal unitario). El primer tér-

mino del lado derecho de (6) se anula puesto que h tiene soporte com-

pacto, regresando a (5) obtenemos que

ι′(τ) = Φ1 +

∫
Ω

Lwhdx

=

∫
Ω

−h
n∑
i=1

(Lξi)xi + Lwh dx

=

∫
Ω

h

[
−

n∑
i=1

(Lξi)xi + Lw

]
dx.
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Evaluando ι′(τ) en τ = 0 por (4), llegamos a que

(8) ι′(0) =

∫
Ω

h

[
−

n∑
i=1

(Lξi)xi + Lw

]
dx = 0

donde L := L(∇w̄, w̄, x).

Como (8) es válida para todas las funciones de prueba h, concluimos

que necesariamente

−
n∑
i=1

(Lξi)xi + Lw = 0

Esta es una ecuación diferencial parcial no lineal, y es la ecuación de

Euler Lagrange asociada con el funcional de energía Φ[·] de�nido en

(3).

Dos variables dependientes

Nuevamente sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto acotado con frontera

suave ∂Ω. Consideremos ahora un Lagrangiano donde tenemos dos va-

riables dependientes, i.e.

L := L(∇u, u,∇v, v, x),

al igual que en el caso anterior x ∈ Rn y u, v : Rn → R son funciones

suaves, que cumplen con la condición de frontera: u

v

 =

 g1

g2

 en ∂Ω



32 1. ANTECEDENTES

Observamos que en este caso L : Rn×R×Rn×R×Ω→ R. Repetimos el

procedimiento utilizado en el caso anterior. Consideremos el funcional

(9) Φ[u, v] =

∫
Ω

L(∇u, u,∇v, v, x)dx

Sean ū, v̄ dos funciones que cumplen con las condiciones de frontera

(i.e., para x ∈ ∂Ω : ū = g1 y v̄ = g2). Además supongamos que

(ū, v̄) minimiza el funcional Φ[·]. Observamos que cualquier (u, v) que

satisfaga las condiciones de frontera puede escribirse en términos de

(ū, v̄), de la siguiente forma: u

v

 =

 ū

v̄

+ τ

 h1

h2


donde h1, h2 ∈ C∞c son dos funciones de prueba y τ es un escalar.

Tenemos entonces que

L := L(∇ū+ τ∇h1, ū+ τh1,∇v̄ + τ∇h2, v̄ + τh2, x).

Sea ι(τ) = Φ[u, v] = Φ[ū+τh1, v̄+τh2]. Como ū y v̄ son minimizadores

de Φ[·], éste alcanza su mínimo cuando τ = 0, lo que implica que

ι′(0) = 0. Calculamos ι′(τ).

ι′(τ) = ∂
∂τ

Φ[ū+ τh1, v̄ + τh2]

=

∫
Ω

∂L

∂τ
dt.

Sean ξ = ∇u y η = ∇v (i.e., ξj = uxj y ηj = vxj), entonces
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∂L

∂τ
=

n∑
i=1

∂L
∂ξi

∂ξi
∂τ

+ ∂L
∂u

∂u
∂τ

+
n∑
i=1

∂L
∂ηi

∂ηi
∂τ

+ ∂L
∂v

∂v
∂τ

al igual que en el caso anterior (considerando que u = ū + τh1 y

v = v̄ + τh2),

∂ξi
∂τ

= ∂
∂τ

[
∂ū
∂xi

+ τ ∂h
1

∂xi

]
= ∂h1

∂xi
y ∂u

∂τ
= ∂

∂τ
(ū+ τh1) = h1

análogamente:

∂ηi
∂τ

= ∂h2

∂xi
y ∂v

∂τ
= h2

por lo que

∂L

∂τ
=

n∑
i=1

Lξih
1
xi

+ Luh
1 +

n∑
i=1

Lηih
2
xi

+ Lvh
2

Integramos y obtenemos que

(10) ι′(τ) =

∫
Ω

n∑
i=1

Lξih
1
xi

+ Luh
1 +

n∑
i=1

Lηih
2
xi

+ Lvh
2dx.

Integramos el primer y tercer término utilizando integración por partes.

Obtenemos para cada uno lo obtenido en (6):∫
Ω

n∑
i=1

Lξih
1
xi
dx = −

∫
Ω

h1

n∑
i=1

(Lξi)xidx

y ∫
Ω

n∑
i=1

Lηih
2
xi
dx = −

∫
Ω

h2

n∑
i=1

(Lηi)xidx

por lo que regresando a (10) y factorizando h1 y h2

ι′(τ) =

∫
Ω

h1

[
−

n∑
i=1

(Lξi)xi + Lu

]
+ h2

[
−

n∑
i=1

(Lηi)xi + Lv

]
dx
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Evaluamos ι′(τ) en τ = 0, y sabiendo que ι′(0) = 0 tenemos que

(11)

ι′(0) =

∫
Ω

h1

[
−

n∑
i=1

(Lξi)xi + Lu

]
+ h2

[
−

n∑
i=1

(Lηi)xi + Lv

]
dx = 0

donde ahora L := L(∇ū, ū,∇v̄, v̄, x). Como (11) debe de satisfacerse

para todas las funciones de prueba h1 y h2, entonces necesariamente

(12) −
n∑
i=1

(Lξi)xi + Lu = 0 y −
n∑
i=1

(Lηi)xi + Lv = 0.

Estas son las ecuaciones de Euler Lagrange para el funcional Φ[·] de�-

nido en (9).

2.2. Teorema de paso de montaña. Como vimos en la sección

anterior, nos interesa encontrar los puntos críticos de un funcional,

para lo cual utilizaremos el teorema del paso de montaña. Empezamos

por de�nir la condición de Palais-Smale, el análogo de compacidad en

cálculo variacional.

Definición 1. Sea X un espacio de Banach y Φ : X → R un

funcional C1. Decimos que Φ satisface la condición de Palais-Smale

(PS) si cualquier sucesión (un) en X tal que Φ(un) está acotado y

Φ′(un) → 0 admite una subsucesión convergente. Cualquier sucesión

que satisface la condición anterior es una sucesión de Palais-Smale.

Definición 2. Sean X y Φ como en la de�nición anterior y c ∈

R. El funcional Φ satisface la condición de Palais-Smale local, en c,

denotado como (PS)c si cualquier sucesión (un) es tal que

Φ(un)→ c y Φ′(un)→ 0,



2. MÉTODOS VARIACIONALES 35

admite una subsucesión convergente.

La condición de Palais-Smale es una condición de compacidad en

el funcional Φ puesto que el conjunto Kc de puntos críticos de Φ en c

es Kc = {u ∈ X : Φ(u) = c,Φ′(u) = 0} es compacto [32].

Los siguientes resultados sobre las medidas de los puntos críticos

son importantes:

Teorema 3. Teorema de Morse. Si Φ : U ⊂ Rn → Rm es clase Cn

y U un conjunto abierto, entonces el conjunto de puntos críticos de Φ

tiene medida cero.

Teorema 4. Teorema de Sard. Si Φ : U ⊂ Rn → Rm es clase Cr

en el conjunto abierto U ⊂ Rn, entonces el conjunto de puntos críticos

de Φ tiene medida cero siempre que r ≥ n−m+ 1.

Finalmente, enunciamos el teorema de paso de montaña.

Teorema 5. Ambrosetti, Rabinowitz. Sea X un espacio de Banach

y Φ ∈ C1(X → R) un funcional que satisface la condición de Palais-

Smale, si se cumple que

1) Φ[0] = 0

2) Existen constantes ρ > 0, α > 0 tales que Φ(u) ≥ α si ‖u‖ = ρ,

3) Existe e ∈ X, con ‖e‖ > ρ tal que Φ(e) ≤ 0

entonces Φ tiene un punto crítico c ≥ α de la forma

c = ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

Φ[γ(t)],
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donde

Γ = {γ ∈ C([0, 1],R) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Cuando X = R2 las condiciones (2) y (3) implican que el origen se

encuentra en un valle rodeado de montañas.

3. Algoritmos genéticos para métodos minimax

La teoría clásica minimax es una teoría de existencia, por lo que

no hay algoritmos computacionales que utilicen estas herramientas. En

esta parte del proyecto, se hará uso de los algoritmos genéticos para

implementar el teorema del paso de montaña.

Los algoritmos genéticos fueron desarrollados por John Holland y

sus colaboradores en la Universidad de Michigan [30],[31]. Las metas

de su investigación eran, por un lado abstraer e intentar explicar rigu-

rosamente los procesos adaptativos de sistemas biológicos y por otro,

diseñar sistemas computacionales arti�ciales, tomando como base los

principios de los procesos adaptativos de sistemas naturales. Ha sido

demostrado teóricamente y en la práctica que los algoritmos genéticos

son un método robusto, capaz de funcionar en espacios de búsqueda

complicados.

Así, los algoritmos genéticos llevan a cabo búsquedas, basándose en

la mecánica de la selección natural y la genética. Combinan la super-

vivencia del más apto con un intercambio de información estocástico

para formar un algoritmo de búsqueda. En cada generación un nuevo

conjunto de individuos arti�ciales es creado sin perder la información

de los individuos más aptos de la generación anterior [45].
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Aunque parte del funcionamiento de los algoritmos genéticos es

aleatorio, no son una simple caminata al azar. Los algoritmos genéti-

cos explotan información histórica para especular en nuevos puntos de

búsqueda con un mejor desempeño esperado. A partir de una población

inicial generada aleatoriamente, cada individuo es evaluado y se le asig-

na una medida de desempeño. De acuerdo a esto se hace una selección

de los mejores individuos, con los cuales se realizan operaciones de cru-

za y mutación para crear la siguiente generación. Este proceso se repite

hasta encontrar un individuo con un desempeño satisfactorio. Existen

diversas formas de implementar un algoritmo genético [12], uno simple

(que por lo general es su�ciente y será el que utilizaremos) consta de

los siguientes operadores:

3.1. Operadores.

a) Inicialización: Una primera población se inicializa de forma alea-

toria, dentro de ciertos parámetros de manera tal que cada in-

dividuo representará una posible solución del problema. El ta-

maño de la población se decide en base a prueba y error.

b) Selección (con elitismo): La selección que llevaremos a cabo será

mediante el Método de la Ruleta. Cada individuo de la pobla-

ción tendrá una cierta probabilidad de ser elegido, proporcional

a su medida de desempeño (asignada de acuerdo a qué tanto se

acercan al mínimo de una cierta función objetivo) de forma que

los individuos con un mejor desempeño tendrán una mayor pro-

babilidad de ser elegidos, que los individuos con un desempeño

menor. Puede haber individuos que sean seleccionados más de
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una vez e individuos que no sean seleccionados para la siguien-

te generación. Para hacer el algoritmo más e�ciente se utiliza

elitismo en la selección, es decir, el mejor individuo de la gene-

ración anterior siempre pasará a la siguiente, de forma que se

garantiza que el mejor individuo de cada generación es al menos

tan bueno como el mejor de la anterior.

c) Cruza: En el proceso de cruza se seleccionan dos individuos y

se elige un punto de cruza pc aleatoriamente. Se parten ambos

individuos en pc y se concatena el inicio del primero con el �nal

del segundo y viceversa. Este proceso se repite hasta que un

porcentaje predeterminado de la población haya sido cruzado.

d) Mutación: Este operador se utiliza para introducir nuevas so-

luciones. Para esto se selecciona un individuo de la población

mediante el operador selección. El individuo será modi�cado en

un punto de mutación elegido aleatoriamente pm. El dato conte-

nido en pm será sustituido por un valor proporcional al original.

Este proceso se repite hasta que un porcentaje predeterminado

de individuos haya sido mutado.

e) Evaluación: Cada individuo de una generación será evaluado

(qué tan bueno es como solución al problema en cuestión). Para

esto se calcula el error que produce el individuo como solución y

en base a esto se le asignará una medida de desempeño (�tness).

En la primera iteración los individuos generados aleatoriamente

deberán de ser evaluados. Una vez evaluada toda la población

se procede a aplicar los operadores de los algoritmos genéticos.
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Esto generará una nueva población. Este conjunto de individuos

a su vez será evaluado y el proceso se repite. El algoritmo se

detiene cuando se encuentra a un individuo cuyo desempeño es

su�cientemente bueno.

En nuestro caso, cada individuo será una pareja de funciones sua-

ves que cumplen con ciertas condiciones de frontera que de�niremos

en la siguiente sección. El algoritmo buscará aquellas soluciones que

minimicen el funcional con el que estamos trabajando (9).

4. Construcción del modelo

En este trabajo utilizamos la RRG de la planta Arabidopsis tha-

liana, generada a partir de datos obtenidos experimentalmente, para

construir un modelo matemático que logre reproducir correctamente

la con�guración espacial de los órganos �orales. Nuestro modelo, cons-

truido en un trabajo previo, consta de un sistema de ecuaciones de

reacción-difusión gobernados por el paisaje epigenético asociado a la

formación de órganos �orales, que simula la forma en la que diferentes

fuerzas ambientales y genéticas afectan la diferenciación celular.

Al encontrar las soluciones estacionarias de este sistema de ecuacio-

nes de reacción-difusión, observamos que el modelo reproduce correcta-

mente la con�guración espacial de la formación de los órganos �orales.

Para validar nuestro modelo repetimos el procedimiento con los mu-

tantes homeóticos de la �or, los cuales tienen cada uno diferentes redes

de regulación genética y por lo tanto, una distinta con�guración espa-

cial e incluso órganos faltantes. Aprovechando la estructura variacional
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de nuestro sistema de ecuaciones, buscamos su solución mediante un

proceso de optimización utilizando Algoritmos Genéticos.

El �ujo de datos de nuestro modelo se muestra a continuación (�-

gura 8).

Figura 8. Flujo de datos

4.1. Sistema dinámico discreto. En trabajos anteriores del

grupo ([36], [37], [19], [16], [7], [5], [10]), se construyó un sistema

dinámico discreto basado en información experimental, para explorar

la dinámica de la determinación del destino celular durante las eta-

pas tempranas del desarrollo �oral. El sistema es una red regulatoria

genética booleana que consta de trece nodos, cada uno de los cuales

representa a uno de los genes que participan en el desarrollo �oral.

Estos nodos tienen dos posibles estados (0 ó 1) y se actualizan siguien-

do un conjunto de reglas lógicas obtenidas experimentalmente y que

corresponden a la interacción entre los diferentes genes.

Los 13 genes que se consideran son los siguientes:
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FUL (Fruitfull) FT (Terminal �ower)

AP1 (Apetala 1) EMF1 (Embrionic �ower 1)

LFY (Leafy) AP2 (Apetala 2)

WUS (Wuschel) AG (Agamous)

TFL1 (Terminal �ower 1) P1 (Piscilata 1)

SEP (Sepallata) AP3 (Apetala 3)

UFO (Unusal �ower organ)
Nuestra red es entonces, una grá�ca dirigida compuesta por trece

nodos (�gura 9).

Figura 9. Autómata

Dado que cada nodo tiene dos posibles estados, se tienen 213 condi-

ciones iniciales. El sistema se itera, comenzando a partir de cada una de

estas condiciones iniciales y encontramos diez estados estables. Cada
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Cuadro 1. Puntos de equilibrio

Órgano �oral Atractor
In�orescencia 1 q1 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]
In�orescencia 2 q2 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1]
In�orescencia 3 q3 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0]
In�orescencia 4 q4 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1]
Sépalos q5 = [0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]
Pétalos (sin UFO) q6 = [0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0]
Pétalos (con UFO) q7 = [0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1]
Estambres (sin UFO) q8 = [1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0]
Estambres (con UFO) q9 = [1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1]
Carpelos q10 = [1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0]

uno de estos estados corresponde a uno de los tipos celulares princi-

pales, observados durante las etapas tempranas del desarrollo de los

órganos �orales: las células meristemáticas de la in�orescencia y las

células primordiales de los meristemos de la �or (sépalos, pétalos, es-

tambres y carpelos). Cada punto de equilibrio es una cadena de ceros

y unos con trece componentes (cuadro 1).

Para propósitos de este trabajo nos interesan los cuatro puntos

de equilibrio que corresponden a los órganos �orales: sépalos, pétalos,

estambres y carpelos (los otros corresponden a órganos vegetativos).

Contamos además, el número de condiciones iniciales que van a dar

a cada punto de equilibrio y obtenemos la siguiente información:

(13) cS = 152, cP = 160, cT = 3744, cC = 3608,

donde S, P, E y C corresponden a sépalos, pétalos, estambres y carpelos,

respectivamente.
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Extrayendo de este modelo la información más relevante, construi-

mos un sistema de ecuaciones de reacción-difusión como se detalla en

la siguientes secciones.

4.2. Paisaje epigenético. Los paisajes epigenéticos, ideados por

Waddington en 1975 ([55]), son modelos de desarrollo que ilustran la

mecánica de la diferenciación de destino celular: la célula no diferen-

ciada es vista como una masa que se encuentra en un campo poten-

cial(cuya grá�ca corresponde al paisaje epigenético) con un cierto nú-

mero de cuencas de atracción (posibles estados �nales de la célula) y

caminos que conducen a cada una de éstas.

Construimos el paisaje epigenético de nuestro problema, es decir

construimos un campo potencial con cuatro cuencas de atracción, ca-

da una de las cuales corresponde a un órgano �oral (sépalos, pétalos,

estambres y carpelos). Del sistema dinámico discreto obtendremos in-

formación para ubicar los centros de las cuencas y su tamaño, de forma

que correspondan con los datos experimentales de la �or. Para esto

procedemos como sigue:

Recordemos que los estados estables encontrados en la sección (4.1)

son una cadena con 13 caracteres, donde cada uno de los cuales es un

gen especí�co del órgano, que puede estar en dos diferentes estados: (0

o 1).

Queremos colocar los cuatro estados estables en un plano bidimen-

sional, buscando que aquéllos que son similares (es decir los que tengan

varias componentes en el mismo estado (ambas 0 ó ambas 1)) queden

cercanos en el plano y análogamente, que estados estables diferentes
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queden separados. Esto es, buscamos que la distancia entre los puntos

en el plano sea proporcional a lo parecidas que son las componentes,

una a una, de los puntos de equilibrio. La distancia de Hamming (que

cuenta el número de componentes diferentes en cada pareja de cadenas)

es una forma de medir esto.

Considerando lo anterior, buscamos el plano bidimensional que mi-

nimice la distancia de cada estado estable a él, para posteriormente

proyectarlos en este plano. El procedimiento que llevamos a cabo es el

siguiente:

Sean e1 y e2 dos vectores ortonormales en R13 y sea Π =< e1, e2 >

el plano que genera estos vectores. Queremos encontrar e1 y e2 tales que

la suma de las distancias de cada estado estable q1, q2, q3, q4 al plano Π

sea el menor. Buscamos entonces minimizar la cantidad

(14) S =
∑
i

d2(qi,Π)

donde S := S(e1, e2) y d2(qi,Π) es el cuadrado de la distancia del vector

qi al plano Π. Esto es,

(15) d2(qi,Π) = ||qi − Pqi||2,

donde Pqi es la proyección del vector qi en el plano Π,

(16) Pqi = (qi · e1)e1 + (qi · e2)e2,

y (·) denota el producto escalar entre los vectores correspondientes. Pa-

ra minimizar S utilizamos descomposición en valores singulares (DVS),
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una técnica excelente para trabajar con sistemas de ecuaciones de ma-

trices que son singulares o numéricamente casi singulares.

Empezamos por ajustar un plano al conjunto de vectores {q1, q2, q3, q4}.

Sea Q la matriz de tamaño m × n (m = 13, n = 4), formada por los

vectores columna qi, i.e.

(17) Q = (q1|, q2|, . . . |, q4).

Usando DVS podemos descomponer la matriz Q en tres factores y en-

contrar sus valores singulares. Es decir, expresaremos la matriz Q como

el producto de tres matrices: U , una matriz ortogonal (por columnas)

de tamañom×n, D, una matriz diagonal de tamaño n×n, cuyas entra-

das son mayores o iguales a cero, y �nalmente V , una matriz traspuesta

a una ortogonal de tamaño n× n. Esto es,

(18) Q = U ·D · V T .

Tanto U como V tienen columnas ortogonales, por lo que UTU =

V TV = I y V · V T = I y D será la matriz diagonal dada por:

D =


w1 0 . . . 0

0 w2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . wn


donde wi serán los valores singulares de Q y wi ≥ 0 ∀i.

Habiendo obtenido las matrices U , V y D tomaremos e1 y e2 como

la primera y segunda columna de V T respectivamente (las cuales son
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mutuamente ortogonales). El plano formado por estos vectores ortogo-

nales es el plano que minimiza la suma de las distancias de cada vector

qi a él. Ahora podemos calcular la proyección Pqi de cada vector qi al

plano Π = Π < e1, e2 >,

Pqi = (qi · e1)e1 + (qi · e2)e2.

Tomando e1 y e2 como los vectores que generan respectivamente los

ejes horizontal y vertical del sistema de coordenadas bidimensional,

podemos calcular ambas coordenadas de cada vector qi con respecto a

{e1, e2}, usando la siguiente ecuación

xqi = Pqi · e1, yqi = Pqi · e2

donde x y y denotan los ejes horizontal y vertical respectivamente.

Encontramos que una base que genera el plano requerido está dada

por

e1 = [−0.2202,−0.4050,−0.1848, 0,−0.4050,−0.4050, 0,

−0.2202, 0,−0.3291,−0.4050,−0.2286,−0.2286 ]

y

e2 = [−0.5118, 0.1032, 0.6150, 0, 0.1032, 0.1032, 0,

−0.5118, 0,−0.2273, 0.1032, 0.0422, 0.0422 ].

Proyectando nuestros vectores originales en este plano, obtenemos

los siguientes cuatro puntos en R2, cada uno de los cuales corresponde

a un órgano �oral (2).
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Cuadro 2. Puntos de equilibrio en el plano

Órgano Puntos �jos
Sépalos pS = (uS, vS) = (−1.8048, 1.0278)
Pétalos pP = (uP , vP ) = (−2.5911, 0.8850)

Estambres pT = (uT , vT ) = (−2.8466,−0.7537)
Carpelos pC = (uC , vC) = (−2.3893,−0.8381)

La grá�ca de los cuatro vectores en el plano e1, e2 se observa en la

�gura (10).

Figura 10. Puntos �jos en el plano e1, e2

Nótese que si queremos permanecer en el cuadrante positivo, bas-

ta hacer una traslación de forma que las cuatro condiciones iniciales

((uS, vS), (uP , vP ), (uT , vT ) and (uC , vC)) sean todas positivas.

De esta forma, cada cuenca estará centrada en un punto �jo pS, pP , pE

y pC y su tamaño será el recíproco del número de condiciones iniciales

que aterrizan en cada estado estable del sistema dinámico discreto, es
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decir: aS = 1/cS, aP = 1/cP , aE = 1/cE y cC = 1/cC (donde cS, cP , cE

y cC están de�nidos en (13).

El campo potencial F (u, v) determinado por el paisaje epigenético

se de�ne entonces, de la siguiente manera:

(19)

F (u, v) = mı́n{ aS[(u− uS)2 + (v − vS)2], aP [(u− uP )2 + (v − vP )2],

aE[(u− uE)2 + (v − vE)2], aC [(u− uC)2 + (v − vC)2]}

4.3. Sistema de ecuaciones de reacción-difusión. Los siste-

mas de reacción-difusión son modelos matemáticos que describen có-

mo una o más sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la

in�uencia de dos procesos: reacciones químicas locales en las que las

sustancias se transforman las unas en las otras, y difusión, que provo-

ca que las sustancias se extiendan en el espacio. El resultado de este

proceso es una con�guración estable en la que la composición química

es no uniforme en un dominio espacial. Desde que en 1952 Alan Tu-

ring los propuso como La base química de la morfogénesis, los sistemas

de reacción-difusión se han utilizado para modelar diversos procesos

biológicos de formación de patrones [38].

Así nuestro modelo constará de un sistema de dos ecuaciones de

reacción-difusión tipo Turing, gobernadas por el potencial F (u, v) de-

�nido previamente (19):

(20)
∂u
∂t

= d1∆u+ f(u, v)

∂v
∂t

= d2∆v + g(u, v)
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donde (f, g) = −∇F y d1, d2 son las constantes de difusión.

Las variables u y v representan una combinación lineal de los esta-

dos de activación de los genes, que resultan de elegir un sistema de ejes

coordenados en el plano bidimensional ajustado. El objetivo ahora es

encontrar soluciones estacionarias de (20), esto es

(21)
d1∆u+ f(u, v) = 0

d2∆v + g(u, v) = 0

Las condiciones de frontera se de�nirán más adelante.





Capítulo 2

Validación del modelo

Utilizamos mutantes homeóticos para validar nuestro modelo. Los

genes homeóticos son responsables del desarrollo de estructuras especí-

�cas en plantas y animales. Mutaciones en estos genes puede provocar

que un órgano sea reemplazado por otro. Como mencionamos en la

introducción, de acuerdo al modelo ABC, la identidad de los órganos

�orales está determinada por tres clases de genes: A, B y C. Estas

clases codi�can los factores transcripcionales y al combinarse, causan

la especialización de los tejidos en sus regiones especí�cas durante el

desarrollo.

Una serie de mutantes de la �or Arabidopsis thaliana han sido ca-

racterizados. Éstos sirven como material experimental en estudios de

laboratorio. En particular nosotros trabajamos con los mutantes Ape-

tala (AP1), Pistillata (Pi) y Agamous(Ag). El mutante AP1 tiene car-

pelos en el primer verticilo, estambres en el segundo y tercero y carpelos

en el cuarto. Este mutante carece de actividad A, dando lugar a una

expansión de los genes C en toda la �or. El mutante Pi tiene sépalos

en el primer y segundo verticilo y carpelos en el tercero y cuarto. Éste

mutante no tiene genes tipo B. Por último el mutante Ag tiene sépalos

en el primer verticilo y pétalos en los siguientes dos. Éste patrón se

repite en el verticilo interno. El mutante Ag no cuenta con actividad

51
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C, lo que provoca una expansión de genes A (�gura (1)). Estos mutan-

tes tienen cada uno una red de regulación genética diferente y que se

utiliza en nuestro modelo.

Figura 1. Modelo ABC para la �or silvestre y 3 mu-
tantes: AP1, Pi, Ag (mostradas en ese orden)

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales (21) se resolvió en un

trabajo previo, utilizando Teoría de Sturm-Liouville, para veri�car que

el modelo reproduce correctamente el orden espacial de la formación

de órganos �orales en la �or silvestre. Aquí se repite el procedimiento,

ahora para los mutantes homeóticos, cada uno de los cuales tiene un

paisaje epigenético particular. Se muestran los pasos que se siguieron

para obtener la solución y los detalles se encuentran en un apéndice.
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1. Solución del sistema de ecuaciones

Dada la geometría de la �or, consideramos un dominio cerrado anu-

lar Ω, centrado en el origen:

(22) Ω = {z : rε ≤ |z| ≤ R}.

donde rε << R. La perforación evita singularidades en el origen y es

biológicamente coherente, pues el centro de las �ores no es totalmente

sólido ni cerrado.

Resulta entonces natural trabajar en coordenadas polares. El siste-

ma (22) queda como:

(23)
d1

(
urr + 1

r
ur + 1

r2
uθθ
)

+ f(u, v) = 0

d2

(
vrr + 1

r
vr + 1

r2
vθθ
)

+ g(u, v) = 0

Recordemos que el potencial F está de�nido como

(24) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]}

con j = s, p, e, c. Dado que

(f, g) = −∇F = (−2ak(u− uk),−2ak(v − vk)),

donde k es tal que en el punto (u, v), F (u, v) = ak[(u−uk)2 +(v−vk)2],

las ecuaciones (23) resultan estar desacopladas.

Para continuar, requerimos del siguiente teorema de simetría radial

debido a Gidas, Ni y Niremberg.
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Teorema 6. Sea U = B0(0, 1) la bola abierta unitaria en Rn.

Consideremos el problema de valores en la frontera −∇u = f(u), en U

u = 0 sobre ∂U.

con u > 0 en U , donde f : R → R es Lipschitz continua. Supongamos

que u ∈ C2(Ū) es la solución. Entonces u tiene simetría radial, es decir,

u(x) = v(r),

con r = |x|, para alguna función estrictamente decreciente v : [0, 1]→

[0,∞].

La demostración de este Teorema se puede encontrar en ([20], pág.

518-522).

Nótese que las variables u y v dependen de x, y y t y que dado

que f y g son lineales, las ecuaciones (23) también lo son. Para que

nuestras soluciones cumplan con las hipótesis del teorema, empezamos

por hacer una traslación de la forma

u(x, y, t) + ũ, v(x, y, t) + ṽ,

donde ũ es una constante tal que uS + ũ, uP + ũ, uE + ũ, uC + ũ > 0. Por

el principio del máximo para ecuaciones lineales ([20], pág. 375-377)

sabemos que si u(x, y, 0) ≥ 0 y u ≥ 0 en la frontera del dominio (en

este caso el octante positivo) entonces

u(x, y, t) ≥ 0
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y análogamente

v(x, y, t) ≥ 0.

En el caso general (i.e. sin considerar que las ecuaciones son li-

neales), podemos utilizar el principio del máximo para desigualdades

donde ut − d1∆u ≥ f(u) ≥ 0 (y lo mismo para la segunda ecuación

diferencial).

Habiendo hecho esto y utilizando el resultado anterior, concluimos

que las soluciones son radialmente simétricas, es decir, uθ = 0, vθ = 0

y por tanto las funciones u y v dependerán sólo de r. Las ecuaciones

diferenciales parciales (23) se simpli�can y se reducen a las ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:

d1

[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0(25)

d2

[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0(26)

donde u′, v′ son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente.

Buscamos entonces soluciones a las ecuaciones (25) y (26) en el

dominio anular Ω (de�nido en (22)) centrado en el origen.

1.1. Problema de valores en la frontera. Resolveremos am-

bas ecuaciones (25) y (26) en el dominio anular Ω (de�nido en (22))

centrado en el origen. Resulta natural iniciar en un punto (u0, v0) que

se encuentre dentro de la cuenca de sépalos.

Para poder trabajar con condiciones de frontera homogéneas, hace-

mos una traslación del domino de −rε en el eje r. Pedimos además que

la derivada de la solución en r = 0 sea cero y para tener condiciones
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de frontera homogéneas, hacemos el cambio de variables ũ = u− u0 y

ṽ = v − v0. Los problemas de valores en la frontera son los siguientes:

(27)

 d1

[
ũ′′(r) + 1

r
ũ′(r)

]
− 2aS(ũ+ u0 − uS) = 0

ũ(R) = 0; ũ′(0) = 0

y

(28)

 d2

[
ṽ′′(r) + 1

r
ṽ′(r)

]
− 2aS(ṽ + v0 − vS) = 0

ṽ(R) = 0; ṽ′(0) = 0

donde r ∈ (0, R− rε].

Cada una de estas ecuaciones (idénticas excepto por los parámetros)

se puede reescribir en forma de Sturm-Liouville. Trabajaremos con la

primera. Renombrando en (27) ũ como u para mantener la notación

sencilla, tenemos que:

(29) [ru′]′ + c1ru = c2r

donde c1 = −2aS/d1 y c2 = c1(uS − u0).

Sea h(r) = c2r. De�nimos el operador diferencial L de la siguiente

forma:

(30) L =
d

dr

[
r
d

dr

]
+ c1r

por lo que (29) queda como

(31) Lu = h(r),
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donde h(r) ≤ c2r. Consideraremos el problema de valores propios

(32) Lφ(r) = −λφ(r)σ(r),

sujeto a las condiciones de frontera

φ(R) = 0, φ′(0) = 0,

donde λ es el valor propio asociado a la función propia φ y σ es una

función de peso por ajustar.

Suponemos que la solución u(r) de (31), puede escribirse como una

expansión en funciones propias del problema (32), es decir

(33) u(r) =
∞∑
n=0

bnφn(r)

donde los bn son los coe�cientes de expansión. Tenemos entonces que

h(r) = Lu = L

[
∞∑
n=0

bnφn(r)

]
= −

∞∑
n=0

bnλnσ(r)φn(r).

Multiplicando la última ecuación por φm, integrando de 0 a R̃ =

R−rε, utilizando la ortogonalidad de las funciones propias φ obtenemos

y resolviendo para bm obtenemos:

(34) bm = −
∫ R̃

0
h(r)φm(r)dr

λm
∫ R̃

0
φ2
m(r)σ(r)dr

.

Ahora, sustituyendo el valor del operador L (30) en (32), reorga-

nizando términos obtenemos y multiplicando ambos lados por r (para
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más adelante obtener la ecuación de Bessel):

r2φ′′ + rφ′ + (c1r
2 + λσr)φ = 0.

Sea ξ2 = λ (por la teoría de Sturm-Liouville sabemos que todos

valores propios λ son todos reales y simples). Haciendo c1 = 1 tenemos

que d = −2aS, (recordemos que d es una constante de difusión que

queremos ajustar para que nuestro modelo funcione correctamente) y

que c2 = (uS − u0). Sea σ = −1/r, entonces la última ecuación se

reduce a

r2φ′′ + rφ′ + (r2 − ξ2)φ = 0,

la ecuación de Bessel, cuya solución general, obtenida utilizando el

método de Frobenius (como se muestra en el apéndice) está dada por:

φ(x) = Jξ(r),

donde Jξ es la función de Bessel de primera especie de orden ξ:

(35) Jξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ξ + n+ 1)

(r
2

)ξ+2n

.

Ya que la ecuación de Bessel no tiene puntos singulares (�nitos), excep-

to por el origen, la serie converge para todos los valores de r siempre

que ξ ≥ 0.

Utilizando las condiciones de frontera φ(R) = 0 y φ′(0) = 0 encon-

tramos que los valores propios λ = ξ2 que forman una sucesión in�nita

estrictamente monótona no acotada, están dados por

ξ = n ⇒ λ = ξ2 = n2
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con n = 2, 3, 4, . . .. Esto es, los valores propios del problema (32) serán

los cuadrados de los números naturales mayores que uno y sus funciones

propias son:

φn(r) = J
(n)
ξ (r) =

1

π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

donde n = 2, 3, . . .. Los coe�cientes bn en (33) se obtienen utilizando

(34).

La solución al problema (27) queda como

(36) u(r) =
∞∑
n=2

bn
π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

con

(37) bn =
(uS − u0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
.

Análogamente

(38) v(r) =
∞∑
n=2

cn
π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

donde

(39) cn =
(vS − v0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
.

Para ajustar el valor de R̃ utilizamos la primera condición de fron-

tera (u, v)(R) = (0, 0), es decir, buscaremos el valor de R̃ para el cual

la solución (para u y v) en ese valor sea cero. Para esto, resolvemos

iterativamente las integrales que aparecen en las ecuaciones (36,37) y

(38,39), ajustando los valores de R̃ hasta alcanzar el valor deseado
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(u, v)(R̃) = (0, 0). Las sumas (36) y (38) se truncan y sumaremos úni-

camente M términos, buscaremos la mínima M necesaria para la cual

la solución haya convergido.

Las soluciones (u, v) fueron trasladadas una distancia (u0, v0) y un

valor −rε en el eje r. Las regresamos ahora a su lugar, para recuperar

así la solución a los problemas originales (27) y (28) en el dominio Ω.

Obtenemos de esta forma que

(40) u(r) = u0 + ũ(r + rε),

y

(41) v(r) = v0 + ṽ(r + rε),

donde se nombraron ũ y ṽ a las soluciones (36) y (38), para conservar

la u y la v para las soluciones al problema original.

1.2. Problema de valores iniciales. Las soluciones de los pro-

blemas de valores en la frontera obtenidas la sección anterior, serán váli-

das únicamente en un intervalo I1 = [r1, R] donde r1 ∈ [rε, R) es tal que

F ((uS, vS)(r)) = PS para todo r ∈ I1 pero F ((uS, vS)(r1 −∆r)) 6= PS

para un ∆r dado (el potencial F (u, v) está de�nido en (24)). En otras

palabras, estas soluciones serán válidas mientras nos encontremos en la

cuenca de sépalos, pero al salir de esta cuenca, puesto que los paráme-

tros cambian, habrá que calcular de nuevo la solución (ver �gura 2).

Llamaremos a esta primera pareja de soluciones (40,41) uS(r), vS(r).
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Figura 2. Cuencas de atracción

Analizamos entonces las soluciones uS y vS, desde r = R, con un

salto de −∆r para encontrar el valor r = r1. Utilizamos el siguiente

algoritmo:

a) Sean r1 = R, ∆r = .01.

b) Evaluamos uS y vS en r1, i.e. ũ = uS(r1) y ṽ = vS(r1).

c) Calculamos F (ũ, ṽ) = mı́n{pS, pP , pE, pC}, donde

d) pS = aS[(ũ− uS)2 + (ṽ− vS)2], pP = aP [(ũ− uP )2 + (ṽ− vP )2],

pE = aE[(ũ− uE)2 + (ṽ− vE)2], pC = aC [(ũ− uC)2 + (ṽ− vC)2].

e) Si F = pS aún nos encontramos en la cuenca de sépalos, redu-

cimos entonces el valor del radio r1 ← r1 −∆r y regresamos al

inciso (b). En otro caso, hemos salido ya de la cuenca de sépalos

y el valor r1 ha sido encontrado.
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Supongamos que r̃ = r1 + ∆r es tal que F ((uS, vS)(r̃)) = pk, para

alguna k = {P,E,C}, y sean ũ = uS(r1), ṽ = vS(r1) (�gura 3). Además

calculamos

ũ′ =
d

dr
uS(r1) y ṽ′ =

d

dr
vS(r1).

Tenemos entonces, los siguientes problemas de valores iniciales: d1

[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0

u(r1) = ũ; u′(r1) = ũ′

y  d2

[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0

v(r1) = ṽ; v′(r1) = ṽ′

donde f(u) = −2ak(u− uk), g(v) = −2ak(u− uk) (recordemos que nos

encontramos en la cuenca k ∈ {P,E,C}).

Figura 3. Cuencas de atracción
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Nuevamente, las soluciones u = uk(r) y v = vk(r) encontradas

para estos problemas de valores iniciales, serán válidas mientras me

encuentre en la cuenca k. Repetimos entonces el algoritmo anterior,

buscando ahora el primer valor de r = r2, para el cual F ((uk, vk)(r2 −

∆r)) 6= Pk. Esta nueva solución será válida para r ∈ [r2, r1), (r2 < r1).

Evaluando ahora el valor de las nuevas soluciones y las derivadas en r2,

tendremos una nueva pareja de problemas de valores iniciales a resolver.

Continuaremos esto hasta que para alguna j (j−ésima iteración), rj ≤

rε.

Tendremos así, un conjunto de j soluciones, la primera será válida en

el intervalo [r1, R], la segunda en [r2, r1), y así sucesivamente. Pegando

el conjunto de soluciones obtendremos la solución al problema, que será

continua y diferenciable (por la forma en la que fue construida).

Nótese que la solución al problema de valores en la frontera que cal-

culamos en la sección anterior, será tan solo una aproximación, puesto

que tenemos que truncar la suma in�nita u(r) =
∑∞

n=1 φ(r)nbn, (y lo

mismo para v(r)) conviene entonces, una vez obtenida esta primer solu-

ción, encontrar la derivada de u y v en r = R, y resolver como problema

de valores iniciales en r = R.

En la �gura (4) se muestran los resultados obtenidos. Gra�camos

(a) u y v con respecto al radio r, (b) el plano fase (u, v)(r) y �nalmente

(c) la porción de radio que cada órgano ocupa en el dominio. Los colores

en las grá�cas muestran la cuenca en la cual se encuentra la solución

para cada valor de r.
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Figura 4. Soluciones para la Flor Silvestre

Como podemos apreciar la solución, que empieza en la cuenca de

sépalos, continúa a la cuenca de pétalos. Estas dos cuencas son muy

pequeñas, por lo que el radio que abarcan es una porción pequeña del

radio total. Al salir de la cuenca de pétalos pasa a la cuenca de estam-

bres y termina en carpelos. Estas últimas dos cuencas son mucho más

grandes por lo que se ve que el radio que abarcan es mayor. Repetimos

el procedimiento para los mutantes homeóticos en la siguiente sección.

Referencias: [38], [20], [40], [24], [1] y [56].
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Cuadro 1. Cuencas de atracción

Mutante Órgano Número de CI Centro de la cuenca
Ap1 estambres cT = 1792 (uT , vT ) = (−2.9328, 0.6315)

carpelos cC = 1744 (uC , vC) = (−2.5436,−0.7281)
Pi sépalos cS = 80 (uS, vS) = (−1.9580,−1.0798)

carpelos cC = 1872 (uC , vC) = (−2.5078, 0.8431)
Ag sépalos cS = 968 (uS, vS) = (−2.0436,−0.9076)

pétalos cP = 992 (uP , vP ) = (−2.7466, 0.6753)

2. Mutantes homeóticos

Para cada uno de los mutantes homeóticos (Ap1, Pi, Ag) repetimos

exactamente el mismo procedimiento que el utilizado para la �or sil-

vestre: Proyectamos los estados estables del sistema dinámico discreto

(de cada mutante) al plano que mejor los aproxima, encontramos los

centros de las cuencas del paisaje epigenético en cada caso y contamos

el número de condiciones iniciales que van a dar a cada cuenca y que

de�nirán su tamaño. En la tabla (1) se muestran los resultados:

Utilizando esta información, construimos el paisaje epigenético de

cada mutante. Ya que cada uno tiene únicamente dos órganos distintos,

los campos potenciales tendrán dos cuencas. El sistema de ecuaciones

de reacción-difusión de cada mutante no se modi�ca (20), pero el campo

potencial que gobierna al sistema de cada mutante (Ap1, Pi, Ag) está

basado en su paisaje epigenético particular y queda como sigue:

FAp1(u, v) = mı́n{aE[(u− uE)2 + (v− vE)2], aC [(u− uC)2 + (v− vC)2]},

FPi(u, v) = mı́n{aS[(u− uS)2 + (v − vS)2], aC [(u− uC)2 + (v − vC)2]},

FAg(u, v) = mı́n{aS[(u− uS)2 + (v − vS)2], aP [(u− uP )2 + (v − vP )2]}.
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Encontramos que las soluciones del sistema de ecuaciones de reacción-

difusión pasan por las cuencas de atracción en el orden correcto. En las

�guras (5), (6) y (7), mostramos los resultados obtenidos, en cada una

de ellas gra�camos (a) u (línea sólida) y v (línea punteada) con respec-

to al radio r, (b) el plano fase (u, v)(r) y �nalmente (c) la porción de

radio que cada órgano ocupa en el dominino. Los colores en las grá�cas

muestran la cuenca en la cual se encuentra la solución para cada valor

de r.

Observamos que los tres casos, el modelo funciona correctamente,

recuperando la con�guración espacial de cada una de las �ores mutan-

tes. Esto sugiere que los patrones espaciales emergen como resultado

de intereacciones entre los genes en la Red de Regulación Genética y

la acción de un campo difusivo.
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Figura 5. Resultados para el mutante Ap1. Se observa
que la solución en la frontera exterior inicia en la cuenca
de carpelos, pasa por estambres para �nalmente regre-
sar a la de carpelos. En (c) podemos apreciar como está
con�gurada la �or.
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Figura 6. Resultados para el mutante Pi. En este la
solución inicia en sépalos (en la frontera exterior) y para
a carpelos. La porción de radio que ocupa en la cuenca
de sépalos es muy pequeña.
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Figura 7. Resultados para el mutante Ag. Este mutan-
te pasa de forma intercalada por la cuenca de sépalos y
pétalos dos veces y termina en la de sépalos.





Capítulo 3

Desarrollo analítico

En este capítulo veri�camos que el sistema de ecuaciones de reacción-

difusión se puede reducir a un problema de optimización no estándar

mediante métodos variacionales, resultado que utilizaremos en la imple-

mentación del Algoritmo Genético. Mostramos además cómo se puede

encontrar la solución de mínima energía utilizando el Teorema de Paso

de Montaña. Ésta solución deberá de visitar las cuencas del paisaje

epigenético, cada una de las cuales corresponde a un órgano �oral, en

el orden observado en la naturaleza.

1. Estructura variacional

En esta sección mostramos que el sistema de ecuaciones diferen-

ciales con el que estamos trabajando tiene estructura variacional, es

decir, mostramos que las soluciones estacionarias de nuestro modelo

corresponden a las ecuaciones de Euler Lagrange de un funcional que

de�nimos a continuación.

Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado y regular. Sean u, v : R2×R+ → R

funciones suaves que dependen de (x, y) ∈ Ω y t ∈ R+. Consideremos

71
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nuevamente el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reacción-

difusión

(42)


ut = d1∆u+ f(u, v),

vt = d2∆v + g(u, v), en Ω

∂(u,v)
∂ν

= 0, en ∂Ω

donde d1, d2 son constantes de difusión, ν es la normal exterior a la

frontera, (f, g) = −∇F (u, v) y el potencial F está de�nido como ante-

riormente:

(43) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]},

con j = s, p, e, c.

Supongamos que el Lagrangiano es

L = 1
2

(
d1|∇u|2 + d2|∇v|2

)
+ F (u, v)

El funcional Φ[u, v] está dado entonces por

(44) Φ[u, v] =

∫
Ω

(
1
2

(
d1|∇u|2 + d2|∇v|2

)
+ F (u, v)

)
dxdy.

Para calcular las ecuaciones de Euler Lagrange usamos el resultado

(12) obtenido en la sección anterior. Recordando que ξ = ∇u y η = ∇v

tenemos que

(Lξi)xi =
∂

∂xi

(
∂L

∂uxi

)
y (Lηi)xi =

∂

∂xi

(
∂L

∂vxi

)
.
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Nótese que

L = 1
2

(
d1(u2

x1
+ . . . u2

xn) + d2(u2
x1

+ . . . u2
xn)
)

+ F (u, v)

por lo que ∂L
∂uxi

= d1uxi y análogamente ∂L
∂vxi

= d2vxi así

(Lξi)xi = d1
∂2u

∂x2
i

y (Lηi)xi = d2
∂2v

∂x2
i

.

Por otro lado se observa que Lu = Fu y Lv = Fv. Así usando (12)

obtenemos

0 = −
∑n

i=1(Lξi)xi + Lu

= −
∑n

i=1 d1
∂2u
∂x2i

+ Fu

= −d1

∑n
i=1

∂2u
∂x2i

+ Fu

= −d1∆u− f

y análogamente

0 = −
∑n

i=1(Lηi)xi + Lv

= −d2∆v − g

Tenemos entonces que las ecuaciones de Euler Lagrange para (44)

son

(45)
d1∆u+ f(u, v) = 0

d2∆v + g(u, v) = 0,

justamente las ecuaciones estacionarias de nuestro problema.
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En las conclusiones mostramos cómo se pueden utilizar herramien-

tas variacionales, en particular el Teorema del Paso de Montaña, para

encontrar soluciones al sistema (42). Más precisamente, se propone lle-

var a cabo un procedimiento minimax sobre una clase de funciones

consistente de curvas con un extremo en la cuenca de sépalos y el otro

en la cuenca de carpelos para probar así, que las soluciones no triviales

de energía mínima tienen un arreglo bien de�nido en círculos concén-

tricos y en el orden adecuado.

2. Puntos de tangencia

En esta sección calcularemos los puntos de tangencia de las curvas

de nivel de cada pareja de cuencas del potencial, estos puntos corres-

ponderán justamente al paso de montaña entre cada pareja de cuencas.

Consideremos nuevamente el potencial con cuatro cuencas de�nido

en (19). Este potencial gobierna la dinámica del sistema (42), y lo

escribimos como

F (u, v) = mı́n
k
{hk(u, v)}

donde hk(u, v) = ak[(u− uk)2 + (v − vk)2] y k ∈ {s, p, e, c}.

Calcularemos los puntos de los pasos de montaña para cada pareja

de cuencas. Éstos ocurrirán la primera vez que se intersecten las curvas

de nivel de cada pareja, para esto buscamos los valores de z tales que

hi(u, v) = zij = hj(u, v), i, j = 1, 2, 3, 4, i 6= j.

Además, tenemos que cada pareja de cuencas i, j se intersectará

por primera vez en el punto (xij, yij) donde sus curvas de nivel sean
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tangentes, es decir, cuando sus gradientes en el punto de intersección zij

sean linealmente dependientes. El punto (xij, yij) lo podemos obtener

cuando el determinante de la matriz formada por los gradientes sea

cero:

det(∇hi(x, y);∇hj(x, y)) = 0

Obtenemos así, que el sistema de ecuaciones a resolver, para cada

pareja de cuencas i, j con i 6= j, es

(46)

 hi(u, v) = zij, hj(u, v) = zij,

(u− ui)(v − vj)− (u− uj)(v − vi) = 0

a partir del cual obtenemos los puntos zi,j, ui,j y vi,j.

Los resultados numéricos para los puntos zi,j son los siguientes:

z Sépalos Pétalos Estambres Carpelos

Sépalos 0.70962 0.84120 0.78025

Pétalos 0.70962 0.26881 0.30098

Estambres 0.84120 0.26881 0.01473

Carpelos 0.78025 0.30098 0.01473

En la grá�ca (1) se observa la curva de nivel para z = 0.7096 (las

letras S, P,E,C indican a qué órgano pertenece cada cuencas (sépa-

los, pétalos, estambres y carpelos respectivamente)). El primer punto

de tangencia de la cuenca de sépalos, es con pétalos. En la grá�ca (2)

z = 0.2688, se encuentra el primer punto de tangencia de la cuenca de
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pétalos (con estambres) y por último en la grá�ca (3), z = 0.0147 y se

encuentra el primer punto de tangencia de la cuenca de estambres (con

carpelos).

Figura 1. Paso de montaña (sépalos/pétalos)

Figura 2. Paso de montaña (pétalos/estambres)

Como podemos observar, si iniciamos en la cuenca de sépalos, la

primera intersección de su frontera será con la de pétalos. A partir

de pétalos el menor valor de z se da con la cuenca de estambres y

�nalmente con carpelos. Esto nos da información sobre el orden en el

que una solución de menor energía visitará las cuencas, el cuál coincide

con el observado en la naturaleza.
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Figura 3. Paso de montaña (estambres/carpelos)





Capítulo 4

Desarrollo numérico

En este diseñamos e implementamos un Algoritmo Genético, que

utilizando la estructura variacional del sistema con el que estamos tra-

bajando, como se mostró en el capítulo anterior, trata el problema

como uno de optimización y encuentra los mínimos del funcional que

corresponderán justamente a las soluciones buscadas.

1. Algoritmo genético

Mediante el algoritmo genético (AG) que desarrollamos en esta sec-

ción encontraremos explícitamente la pareja de soluciones u(r), v(r) a

las ecuaciones expresadas en coordenadas polares (57), (58):

d1

[
u(r)′′ + 1

r
u(r)′

]
+ f(u) = 0

d2

[
v(r)′′ + 1

r
v(r)′

]
+ g(v) = 0,

es decir, aquellas soluciones que minimicen el funcional

(47) Φ[u, v] =

∫
Ω

L(u, v)dxdy,

con

L = 1
2

(
d1|∇u|2 + d2|∇v|2

)
+ F (u, v),

79
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donde u′, v′ son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente

y (f, g) = −∇F (u, v) y

(48) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]},

con j = s, p, e, c.

Suponiendo que para un (u, v) dado k ∈ {s, p, e, c} es tal que

F (u, v) = ak[(u − uk)2 + (v − vk)2] el gradiente de F , (f, g) = −∇F ,

queda como

f = f(u) = −2ak(u− uk), g = g(v) = −2ak(v − vk).

Trabajaremos en el dominio Ω ⊂ Rn

Ω = {z : 0 ≤ |z| ≤ R}.

iniciando en algún punto dentro de la cuenca de sépalos:

{
(u, v)(r) = (ui, vi), r = R

donde (ui, vi) es un punto cualquiera dentro de la cuenca de sépalos

que puede ser el centro mismo. Este punto es elegido aleatoriamente,

pidiendo únicamente que esté dentro de la cuenca de sépalos y cerca

del centro. Recordemos también que las funciones u, v son radialmente

simétricas. Esto implica que

∂u

∂θ
=
∂v

∂θ
= 0.
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Es decir:

0 =
∂u

∂x

∂x

∂θ
+
∂u

∂y

∂y

∂θ
= −y∂u

∂x
+ x

∂u

∂y

De donde obtenemos la ecuación diferencial parcial:

y
∂u

∂x
= x

∂u

∂y
.

Resolviendo esta ecuación diferencial parcial mediante el método de

características, sabemos que sus ecuaciones características son:

dx

dσ
= y,

dy

dσ
= −x

es decir
dx

dy
= −y

x
⇒ ydy + xdx = 0⇒ x2 + y2 = c

donde c es una constante arbitraria. Así, las curvas características son

círculos con centro en el origen, lo cual implica que

du

dσ
= 0⇒ u = κ

κ constante. Por lo tanto, u(x, y) = u(−x,−y) lo que implica que u es

una función par de x y también de y. Dado que u es constante en los

círculos x2 + y2 = c,

u = ξ(x2 + y2) = ξ(r2),

donde ξ ∈ C1(R) es arbitraria y toda solución tendrá esta forma. Análo-

gamente v = η(x2 + y2) = η(r2), donde η ∈ C1(R) arbitraria.
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Proponemos buscar soluciones polinomiales que minimicen el fun-

cional (47). Dado que las soluciones tienen que ser función de r2, bus-

caremos soluciones de la forma:

u = us +
4∑
i=1

αir
2i

v = vs +
4∑
i=1

βir
2i

Calcularemos |∇u|2 =
∣∣∣∂u∂x , ∂u∂y ∣∣∣2

∂u

∂x
= 2xξ′(r2) = 2r cos θξ′(r2)

y
∂u

∂y
= 2yξ′(r2) = 2r sin θξ′(r2)

De donde

|∇u|2 = 4r2
[
(ξ′(r2))2 cos2 θ + (ξ′(r2))2 sin2 θ

]1/2
= 4r2(ξ′(r2))2

= 4r2
(
2α1r + 4α2r

3 + 6α3r
5 + 8α4r

7
)2

Análogamente

|∇v|2 = 4r2(η′(r2))2 = 4r2
(
2β1r + 4β2r

3 + 6β3r
5 + 8β4r

7
)2
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De esta manera, obtenemos que

L = 2r2 [d1(2α1r + 4α2r
3 + 6α3r

5 + 8α4r
7)2+

d2(2β1r + 4β2r
3 + 6β3r

5 + 8β4r
7)] + F (u, v)

Así, buscaremos soluciones polinomiales de la forma:

u(r) = α0 +
4∑
i=1

αir
2i

v(r) = β0 +
4∑
i=1

βir
2i

que minimicen el funcional (47). El algoritmo entonces, determinará

αi, βi, i = 0, . . . , 4 de las ecuaciones anteriores.

Utilizando la condición inicial (u, v)(R) = (ui, vi), (donde (ui, vi)

es un punto en la cuenca de sépalos elegida aleatoriamente en cada

corrida), tenemos que

u(R) = α0 +
4∑
i=1

αiR
2i = ui

de donde

α0 = ui −
4∑
i=1

αiR
2i

análogamente

β0 = vi −
4∑
i=1

βiR
2i

así

u(r) = ui +
4∑
i=1

αi(r
2i −R2i)
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y

v(r) = vi +
4∑
i=1

βi(r
2i −R2i).

Los pasos que sigue el algoritmo son los siguientes:

i) Se inicializa una población de N individuos, cada uno de los

cuales es un conjunto de coe�cientes αi, βi, i = 1, . . . , 4.

ii) Se evalúa cada uno de los N individuos utilizando el funcional

y asignándoles con éste una medida de desempeño (adecuación

o �tness en inglés) que servirá para la selección.

iii) Se eligen, utilizando el método de la ruleta y la probabilidad de

cruza, parejas de individuos que serán combinados, para formar

nuevos individuos que se vuelven a evaluar.

iv) Se eligen, utilizando el método de la ruleta y la probabilidad

de mutación, individuos que serán mutados para formar nuevos

individuos que nuevamente se evalúan.

vi) Si el mejor individuo tiene un desempeño satisfactorio, es decir,

al ser evaluado en el funcional se acerca lo su�ciente al mínimo,

se detiene el programa y se reportan resultados. Si no, se vuelve

a iterar hasta encontrarlo o llegar al máximo número de gene-

raciones permitidas. El número de individuos por generación se

mantendrá constante.

Los operadores especí�cos para nuestro problema se diseñan de la

siguiente forma:

Inicialización

Como primer paso se inicializa una población de N individuos. Cada
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individuo está formado por los coe�cientes αi, βi, i = 1, . . . , 4 y de�nirá

una pareja de funciones suaves u, v en Ω. Los coe�cientes α0, β0 = 0

de las funciones u, v quedan determinados por la condición inicial.

Una vez encontrados estos puntos, quedan de�nidas las funciones

u, v y podemos evaluarlas en el funcional.

Cada individuo del algoritmo genético queda entonces codi�cado

como

S = {(α1, . . . , α4; β1, . . . , β4)},

Estos datos serán generados de forma aleatoria dentro de un rango

determinado experimentalmente con base en las ejecuciones.

Evaluación y Selección

Una vez que se tiene la primera población de N individuos se procederá

a su evaluación, que consistirá en calcular el funcional

(49) Φ[u, v] =

∫
Ω

L(∇u, u,∇v, v, r)dr,

con cada pareja de funciones (u, v) de cada individuo. A partir de es-

to, les asignaremos una medida de desempeño que será más alta para

aquellos individuos (u, v) cuyo valor Φ[u, v] sea menor. Así el mejor in-

dividuo, con medida de desempeño más alta, será aquél que minimice

el funcional. El algoritmo terminará una vez que el mejor individuo sea

encontrado (o cuando se excedan el número de generaciones permiti-

das).

Para la selección se utiliza el método de la ruleta, con el cual, se eli-

gen los individuos que sobrevivirán para formar la siguiente generación.
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La probabilidad de cada individuo de ser elegido es proporcional a su

valor de desempeño. Cada individuo podrá ser elegido más de una vez o

ninguna. El número de individuos en cada generación se mantiene cons-

tante. Utilizaremos elitismo de manera que los E mejores individuos

siempre pasen a la siguiente generación sin modi�carse, garantizando

así, que el mejor individuo en cada generación sea al menos igual de

apto que el mejor de la generación anterior.

Cruza y Mutación

Para llevar a cabo la cruza se eligen dos individuos (punto anterior),

S1 y S2. Se elige un punto de cruza pc, es decir uno de 8 coe�cientes

αi, βi, i = 1 . . . , 4. A partir del pc se combinarán ambos individuos de

forma tal que el primer hijo esté compuesto por la primera parte de S1

(hasta pc) y la segunda de S2 y el segundo hijo por la primera parte de

S2 y la segunda de S1, como se muestra en la �gura (1).

Figura 1. Cruza

Para la mutación se elige un individuo (selección) y un punto de mu-

tación pm aleatoriamente, que será uno de los ocho coe�cientes αi, βi.

La entrada pm será sustituida por un valor proporcional al que tenía,

es decir será el producto del valor original con un factor de mutación

fm elegido aleatoriamente, dentro de un cierto rango (�gura (2)).
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Figura 2. Mutación

Cada individuo tiene una cierta probabilidad de ser elegido para

cruza y otra para mutación. Estas probabilidades se ajustan experi-

mentalmente. El algoritmo suele funcionar bien con una probabilidad

de cruza del 80 % y una de mutación del 20 %.

Criterio de paro

Una vez encontrado un individuo con un desempeño satisfactorio el

programa se detiene. Si después de un cierto número máximo de gene-

raciones permitidas, no se ha encontrado un individuo con el desem-

peño deseado, el programa también se detendrá y se deberán ajustar

parámetros.

El código del algoritmo genético se incluye en el apéndice(B).

2. Resultados

Después de ejecutar el algoritmo genético, encuentra la solución

óptima en 119 iteraciones (generaciones) y obtenemos los siguientes

resultados:
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Los coe�cientes de las funciones polinomiales u y v,

u(r) = ui +
4∑
i=1

αi(r
2i −R2i)

v(r) = vi +
4∑
i=1

βi(r
2i −R2i),

soluciones de (57), (58), encontradas por el algoritmo son los siguientes:

α1 = −5.6096, α2 = 4.9254, α3 = 0.9185, α4 = 0.3502

β1 = 2.9635, β2 = −0.4699, β3 = −0.2144, β4 = −0.4133

El valor del funcional evaluado en las funciones u, v encontradas es

de: Φ = 13.1317.

En la siguiente tabla se observa la porción de radio (normalizado)

en el cual la solución visita a cada cuenta:

Cuenca r

Sépalos [1,0.93)

Pétalos [0.93,0.73)

Estambres [0.73,0.45)

Carpelos [0.45,0]

Y los parámetros que se utilizaron fueron los siguientes:



2. RESULTADOS 89

Número de individuos: 30

Número máximo de generaciones: 200

Probabilidad de cruza: 80%

Probabilidad de mutación: 20%

Elitismo: 2

Dominio: r ∈ [0, 1]

Salto en r: ∆r = 0.01

La grá�ca de la solución u(r) y v(r) se muestra en (3) y (4) respecti-

vamente.

Figura 3. Grá�ca de la función u con respecto a r.

Y en la grá�ca (5) encontramos la solución (u, v)(r) en el plano

u− v, donde se observa cómo se visita a cada una de las cuencas en el

orden esperado.
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Figura 4. Grá�ca de la función v con respecto a r.

Figura 5. Grá�ca de la solución (u, v)(r) en el plano u− v.

Como podemos observar, las cuencas se visitan en el orden esperado.

En la �gura (6) se muestra la porción del dominio circular en la que la

solución visita cada una de las cuencas:
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Figura 6. Porción del dominio en la que la solución
visita cada una de las cuencas.

La evolución de valor del desempeño del mejor individuo y el valor

promedio de toda la población, a través de las generaciones se muestra

en la siguientes grá�cas (7) y (8):

Figura 7. Evolución del desempeño del mejor individuo
de cada generación.
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Figura 8. Evolución del desempeño promedio de la po-
blación en cada generación.



Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Este trabajo tiene un doble objetivo, por un lado, el de estudiar

problemas variacionales de tipo minimax, utilizando en paralelo técni-

cas analíticas y numéricas, veri�cando así ambas y obteniendo métodos

con�ables. Por otro lado, atacamos un problema de la biología que he-

mos estado trabajando con anterioridad a este proyecto, que consiste en

un modelo de la red regulatoria genética de la �or Arabidopsis thalia-

na. Las técnicas analíticas y numéricas desarrolladas se ponen a prueba

utilizando este problema biológico, que además de ser adecuado, es de

gran interés en sí mismo y tiene la cualidad de estar basado en datos

experimentales detallados.

El sistema numérico que implementamos, con el que estimamos el

mínimo en el problema de optimización no estándar, resultó sumamente

adecuado. Encontramos que existen en la literatura muy pocas imple-

mentaciones numéricas capaces de atacar problemas de tipo minimax

y en particular del Teorema de Paso de Montaña. Las soluciones que

se obtienen por el Teorema de Paso de Montaña son inestables, lo cual,

hace que este resultado sea difícil de implementar mediante métodos

tradicionales (descenso más rápido y gradientes conjugados [39], [49]).

Los algoritmos genéticos han demostrado ser capaces de funcionar

bien, incluso con este tipo de complicaciones, como observamos en este

93
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trabajo. Los métodos minimax implican llevar a cabo una búsqueda

del óptimo sobre una clase de objetos in�nito dimensionales (curvas,

super�cies, etc.). Los métodos tradicionales descomponen el problema

y no se implementa el método minimax de forma literal, sin embar-

go, utilizando algoritmos genéticos, es posible explorar el espacio de

búsqueda aprovechando la estructura minimax. Así, estos algoritmos

resultan sumamente e�cientes y ofrecen una perspectiva interesante

para problemas similares.

Buscaremos en un futuro aplicar nuestro enfoque numérico a otros

problemas de optimización no estándar. En particular hemos empezado

a analizar la posibilidad de utilizarlo en un problema de Coreografías en

el problema de n-cuerpos. Una coreografía es una solución periódica del

problema Hamiltoniano de n-cuerpos, donde todos ellos se encuentran

en una misma curva y se siguen a intervalos iguales.

En cuanto al problema biológico, comprobamos que hemos cons-

truido un modelo con�able de la Red de Regulación Genética de la

planta Arabidopsis thaliana, el cual nos sugiere que los patrones espa-

ciales emergen como resultado de interacciones entre los genes de dicha

red y la acción de un campo difusivo. Continuaremos trabajando con

el modelo y con el equipo de biólogos para tener más datos experimen-

tales, buscando de esta manera dar una posible explicación de por qué

en las 250,000 plantas de la división de angiosperms, la organización en

verticilos se mantiene constante (sépalos, pétalos, estambres y carpe-

los) y en la Lacandonia schismática, la única excepción conocida a esta
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arquitectura estándar dentro de las angiosperms, los estambres y car-

pelos están intercambiados. Esto a su vez, generaría nuevos escenarios

experimentales.

Por último como continuación natural de este proyecto, buscamos

demostrar, utilizando la estructura variacional de nuestro modelo y me-

diante técnicas Minimax (en particular el Teorema del Paso de Monta-

ña) que la solución de mínima energía del funcional con el que trabaja-

mos, es justamente aquélla que recorre las cuatro cuencas en el orden

correcto pasando entre cada pareja, por el paso de montaña correspon-

diente. Se presenta a continuación un boceto de la demostración:

El sistema de ecuaciones de reacción-difusión (42) se puede reescri-

bir en términos del funcional Φ de�nido en (44) como ut

vt

 = −DΦ(u, v).

De�nimos Ψt(u0, v0) = Ψ(t, u0, v0) como el �ujo en el tiempo t cuya

condición inicial es (u0, v0), generado por menos el gradiente del �ujo

del funcional Φ[u, v], esto es, la solución de (42) junto con la condición

inicial (u, v)(r0) = (u0, v0).

Dado el potencial

(50) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]},

con j = s, p, e, c, se tiene que F (u, v) ≥ 0 para toda (u, v) ∈ R2 y

F (u, v) = 0 para (u, v) = pS, pP , pE, pC . Sea r = rk tal que u(rk) = uk
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y v(rk) = vk, con k = {s, p, e, c}. Puesto que los puntos pk son mínimos,

la derivada de las funciones u y v en esos puntos será cero, por lo cual

Φ(u, v)(rk) = 0

para k = {s, p, e, c}. Tenemos entonces que los mínimos en el potencial

F son los centros de las cuencas: pk y estos puntos corresponden a los

mínimos del potencial Φ, es decir corresponden a puntos de equilibrio

del sistema (42). Además, supondremos que F es tal que F (u, v) ≥

C|(u, v)|2, si |(u, v)| ≥ R0 y que menos el �ujo gradiente de F apunta

hacia el interior de la bola BR0(0) siempre que R0 sea su�cientemente

pequeño. Dado que el funcional Φ(u, v) satisface la condición de Palais-

Smale y se cumplen las condiciones del Teorema de Paso de Montaña

(5), podemos obtener tres puntos críticos adicionales, cada uno entre

parejas de puntos de equilibrio: usp, upe, uec (sépalos y pétalos; pétalos y

estambres y estambres y carpelos respectivamente). Estos tres puntos

serán diferentes y suponemos que son no degenerados. Proponemos

entonces que se puede demostrar la existencia de dos órbitas del �ujo

gradiente negativo, que conectan los puntos críticos usp con us y up

respectivamente, y lo mismo para upe y uec. Estas a�rmaciones pueden

demostrarse de forma rigurosa utilizando el índice de Conley.

Después, como consecuencia del lema que se enuncia a continuación

(7), se puede mostrar que existen tres regiones rectangulares invariantes

que contienen los centros de dos cuencas en sus extremos y el paso de

montaña correspondiente en el centro de la región.
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Lema 7. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales par-

ciales:

∂w

∂t
= εDwxx +Mwx + h(w, t), (x, t) ∈ Ω×R+,

junto con las condiciones iniciales: w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω. Donde

ε > 0, Ω es un intervalo abierto en R, D = D(w, x) y M = M(w, x)

son funciones matriciales de�nidas en un subconjunto abiertoW×X ⊂

Rn × Ω, D ≥ 0, w = (w1, w2, . . . , wn), y h : W × R+ → Rn es una

función suave. Sean D y M matrices diagonales. Entonces cualquier

región de la forma

∑
=

n⋂
i=1

{α : ai ≤ αi ≤ bi}

es invariante bajo la ecuación diferencial anterior para todo ε > 0

siempre que h apunte estrictamente hacia Σ en ∂Σ.

Podemos demostrar que cada una de las regiones rectangulares Rij

son regiones invariantes para Ψt en X y por lo tanto se puede aplicar el

Teorema de Paso de Montaña a cada una, utilizando el siguiente lema:

Lema 8. Cualquier región convexa Σ en la que −∇F apunte hacia

Σ en ∂Σ es invariante para la ecuación diferencial (42).

Uniendo estas tres regiones invariantes rectangulares Rij, obtendre-

mos a su vez una región invariante en el espacio de funciones, como se

muestra de forma esquemática en (1).



98 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Figura 1. Esquema de la unión de regiones invariantes
que contienen los centros de cada una de las cuencas y
los pasos de montaña.

En el caso no degenerado, el índice de Morse del paso de montaña

es 1. Esto nos da también la dimensión de la variedad inestable. Supo-

nemos sin pérdida de generalidad que usp es el paso de montaña con

energía máxima, es decir

Φ(usp) ≥ φ(upe) ≥ Φ(uec).

Puesto que la variedad inestable tiene dimensión uno y por construc-

ción Φ decrece a lo largo de las órbitas que unen a usp con us y up,
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estas curvas determinarán la dirección inestable, lo cuál signi�ca que

en cualquier otra dirección Φ crecerá.

Esto permite generalizar del Teorema de Paso de Montaña como

sigue: Tomando todas las curvas que unen el centro de la cuenca de

sépalos (S) con la de carpelos (C) y que permanecen en la región inva-

riante. Procediendo por contradicción es posible demostrar que la curva

de menor energía es justamente la que pasa por los pasos de montaña.

La variedad de problemas que se pueden resolver utilizando métodos

minimax es enorme, en los últimos 40 años se han adoptado estas téc-

nicas ampliamente, en particular para resolver ecuaciones diferenciales

elípticas y sistemas hamiltonianos (encontrando soluciones periódicas,

coreografías, soluciones homoclínicas y heteroclínicas, etc.). Utilizar Al-

goritmos genéticos para problemas minimax permite resolver este tipo

de problemas de forma natural. Como trabajo futuro quisiéramos ex-

tender nuestro enfoque a otros problemas del tipo.





Apéndice A

Solución al sistema de ecuaciones

Consideremos el sistema de ecuaciones de reacción-difusión

(51)
∂u
∂t

= d1∆u+ f(u, v)

∂v
∂t

= d2∆v + g(u, v)

donde (f, g) = −∇F ,

(52) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]}

con j = s, p, e, c y d1, d2 son las constantes de difusión.

Encontraremos las soluciones estacionarias de (51), esto es

(53)
d1∆u+ f(u, v) = 0

d2∆v + g(u, v) = 0

Consideremos el dominio Ω

(54) Ω = {z : rε ≤ |z| ≤ R}.

Es más natural trabajar con coordenadas polares (r, θ), donde r2 =

x2 + y2 y θ = arctan(y/x). Notemos que

rx = x√
x2+y2

= r cos θ
r

= cos θ

101
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y

θx = − y
x2

(
1

1+(y/x)2

)
= −y

x2+y2
= − sen θ

r

análogamente

ry = sen θ, y θy = cos θ
r

entonces

ux = urrx + uθθx = (cos θ)ur − sen θ
r
uθ

y

uy = urry + uθθy = (sen θ)ur + cos θ
r
uθ

por lo tanto

∂
∂x

= (cos θ) ∂
∂r
− sen θ

r
∂
∂θ

y ∂
∂y

= (sen θ) ∂
∂r

+ cos θ
r

∂
∂θ

obtenemos entonces que

uxx = cos2 θurr + sen2

r2
uθθ − 2 sen θ cos θ

r
urθ + 2 sen θ cos θ

r2
uθ + sen2

r2
ur

y análogamente

uyy = sen2 θurr + cos2

r2
uθθ + 2 sen θ cos θ

r
urθ − 2 sen θ cos θ

r2
uθ + cos2

r2
ur

Sumando estas últimas dos ecuaciones obtenemos

∆u = urr + 1
r
ur + 1

r2
uθθ,

de la misma manera obtenemos

∆v = vrr + 1
r
vr + 1

r2
vθθ.
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Nuestro sistema (53) queda como

(55)
d1

(
urr + 1

r
ur + 1

r2
uθθ
)

+ f(u, v) = 0

d2

(
vrr + 1

r
vr + 1

r2
vθθ
)

+ g(u, v) = 0

Recordemos que el potencial F está de�nido como

(56) F (u, v) = mı́n
j
{aj[(u− uj)2 + (v − vj)2]}

con j = s, p, e, c. Si suponemos que para un (u, v) dado k ∈ {S, P,E,C}

es tal que F (u, v) = ak[(u−uk)2 + (v− vk)2] el gradiente de F , (f, g) =

−∇F , queda como

f = −2ak(u− uk), g = −2ak(v − vk).

Nótese que f solo depende de u y g solo depende de v por lo que las

dos ecuaciones en (55) están desacopladas y podemos entonces resolver

cada una de forma independiente.

Para continuar, requerimos del siguiente teorema de simetría radial

debido a Gidas, Ni y Niremberg.

Teorema 9. Sea U = B0(0, 1) la bola abierta unitaria en Rn.

Consideremos el problema de valores en la frontera −∇u = f(u), en U

u = 0 sobre ∂U,

con u > 0 en U , donde f : R → R es Lipschitz continua. Supongamos

u ∈ C2(Ū) es la solución. Entonces u tiene simetría radial, es decir

u(x) = v(r),
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con r = |x|, para alguna función estrictamente decreciente v : [0, 1]→

[0,∞].

La demostración de este Teorema se puede encontrar en ([20], pág.

518-522).

Nótese que las variables u y v dependen de x, y y t y que dado que

f y g son lineales, las ecuaciones (55) son lineales. Para que nuestras

soluciones cumplan con las hipótesis del teorema, empezamos por hacer

una traslación de la forma

u(x, y, t) + ũ, v(x, y, t) + ṽ

donde ũ es una constante tal que uS + ũ, uP + ũ, uE + ũ, uC + ũ > 0. Por

el principio del máximo para ecuaciones lineales ([20], pág. 375-377)

sabemos que si u(x, y, 0) ≥ 0 y u ≥ 0 en la frontera del dominio (en

este caso el octante positivo) entonces

u(x, y, t) ≥ 0

y análogamente

v(x, y, t) ≥ 0.

En el caso general (i.e. sin considerar que las ecuaciones son li-

neales), podemos utilizar el principio del máximo para desigualdades

donde ut − d1∆u ≥ f(u) ≥ 0 (y lo mismo para la segunda ecuación

diferencial).

Habiendo hecho esto, podemos utilizar el resultado anterior para

concluir que son radialmente simétricas, es decir, uθ = 0, vθ = 0 y
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por tanto las funciones u y v dependerán sólo de r. Las ecuaciones

diferenciales parciales (55) se simpli�can y se reducen a las ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:

d1

[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0(57)

d2

[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0(58)

donde u′, v′ son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente.

0.1. Problema de valores en la frontera. Resolveremos am-

bas ecuaciones (57) y (58) en el dominio anular Ω (de�nido en (54))

centrado en el origen. Resulta natural iniciar en un punto (u0, v0) que

se encuentre dentro de la cuenca de sépalos. Por otra parte, para poder

trabajar con condiciones de frontera homogéneas, hacemos una trasla-

ción del domino de −rε en el eje r. El nuevo dominio Ω̃ queda de�nido

como

Ω̃ = {z : 0 ≤ |z − rε| ≤ R− rε}.

Pediremos ahora que la derivada de la solución en r = 0 sea cero.

Así tendremos las condiciones de frontera de Neumann siguientes:

(u, v)(R) = (u0, v0) y (u, v)′(0) = (0, 0).

Resolveremos el problema de valores en la frontera desde r = R−rε

hasta r = 0. El cálculo de la solución de las ecuaciones cuando el punto

(u, v) se encuentre en cualquiera de las otras tres cuencas, se detallará

en la siguiente sección.
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Los problemas de valores en la frontera a resolver, quedan como

sigue:

(59)

 d1

[
u′′ + 1

r
u′
]

+ f(u) = 0

u(R) = u0; u′(0) = 0

y

(60)

 d2

[
v′′ + 1

r
v′
]

+ g(v) = 0

v(R) = v0; v′(0) = 0

donde f = −2aS(u− uS) y g = −2aS(v − vS).

Sustituyendo f y g en las ecuaciones diferenciales anteriores, quedan

como:

d1

[
u′′(r) +

1

r
u′(r)

]
− 2aS(u− uS) = 0,

d2

[
v′′(r) +

1

r
v′(r)

]
− 2aS(v − vS) = 0.

Hacemos el cambio de variables ũ = u − u0 y ṽ = v − v0, para

trabajar con condiciones de frontera homogéneas, obteniendo

(61)

 d1

[
ũ′′(r) + 1

r
ũ′(r)

]
− 2aS(ũ+ u0 − uS) = 0

ũ(R) = 0; ũ′(0) = 0

y

(62)

 d2

[
ṽ′′(r) + 1

r
ṽ′(r)

]
− 2aS(ṽ + v0 − vS) = 0

ṽ(R) = 0; ṽ′(0) = 0
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Puesto que ambas ecuaciones son idénticas (excepto por los valores

de los parámetros), basta presentar los detalles de una de ellas, elegi-

mos la primera. Empezamos por multiplicar cada término por r/d1 y

la reescribimos en forma de Sturm-Liouville. Además, renombramos ũ

como u para mantener la notación sencilla, así obtenemos

(63) [ru′]′ + c1ru = c2r

donde c1 = −2aS/d1 y c2 = c1(uS − u0).

Sea h(r) = c2r. De�nimos el operador diferencial L de la siguiente

forma:

L =
d

dr

[
r
d

dr

]
+ c1r

por lo que (63) queda como

(64) Lu = h(r),

donde h(r) ≤ c2r. Consideraremos el problema de valores propios

(65) Lφ(r) = −λφ(r)σ(r),

sujeto a las condiciones de frontera

φ(R) = 0, φ′(0) = 0,

donde λ es el valor propio asociado a la función propia φ y σ es una

función de peso por ajustar. Supongamos que la solución u(r) de (64),

puede escribirse como una expansión en funciones propias del problema
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(65), es decir

(66) u(r) =
∞∑
n=0

bnφn(r)

donde los bn son los coe�cientes de expansión y se determinan a conti-

nuación.

Sustituyendo la suma (66) en la ecuación diferencial (64), obtene-

mos

h(r) = Lu = L

[
∞∑
n=0

bnφn(r)

]
= −

∞∑
n=0

bnλnσ(r)φn(r)

Para encontrar los coe�cientes de expansión bn multiplicamos la

última ecuación por φm e integramos de 0 a R̃ = R− rε, obteniendo∫ R̃

0

h(r)φm(r)dr = −
∞∑
n=0

bnλn

∫ R̃

0

φn(r)φm(r)σ(r)dr

Debido a la ortogonalidad de las funciones propias φ, obtenemos∫ R̃

0

h(r)φm(r)dr = −bmλm
∫ R̃

0

φ2
m(r)σ(r)dr

resolviendo para bm nos queda que

(67) bm = −
∫ R̃

0
h(r)φm(r)dr

λm
∫ R̃

0
φ2
m(r)σ(r)dr

Nos interesa entonces encontrar la forma explícita de las funciones

propias y valores propios del problema (65).

0.2. Problema de Sturm-Liouville. Buscamos las soluciones

del problema de valores propios

Lφ = −λφσ.
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Reorganizando términos, obtenemos

Lφ(µ, r) = −λσφ ⇔
d
dr

[
r d
dr
φ
]

+ c1rφ = −λσφ ⇔

rφ′′ + φ′ + (c1r + λσ)φ = 0 ⇔

r2φ′′ + rφ′ + (c1r
2 + λσr)φ = 0

Sea ξ2 = λ (sabemos que los valores propios λ son todos reales y

simples). Para simpli�car la ecuación, hacemos c1 = 1 lo cual implica

que d = −2aS, (recordemos que d es una constante de difusión que

queremos ajustar para que nuestro modelo funcione correctamente) y

que c2 = (uS−u0). Haciendo σ = −1/r, la última ecuación se reduce a

r2φ′′ + rφ′ + (r2 − ξ2)φ = 0,

la ecuación de Bessel.

0.2.1. Ecuación de Bessel. Resolveremos ahora la ecuación de Bes-

sel. De�nimos el operador diferencial LB como

(68) LB := r2 d
2

dr2
+ r

d

dr
+ (r2 − ξ2),

Supondremos que ξ ≥ 0. Podemos observar que r = 0 es un punto

singular. Sea p(r) = 1/r, q(r) = 1−(ξ/r)2, entonces podemos reescribir

la ecuación LBφ = 0 como

φ′′ + p(r)φ′ + q(r)φ = 0.

Observamos que rp(r) = 1 y r2q(r) = r2 − ξ2 son ambas funciones

analíticas por lo que r = 0 es un punto regular singular.
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Buscamos entonces una solución a la ecuación de Bessel en series

de Frobenius, suponiendo que la solución es de la forma

(69) φ = J(r) = rµ
∞∑
n=0

anr
n =

∞∑
n=0

anr
n+µ

donde µ es un valor por determinar y a0 6= 0. La primera y la segunda

derivada de (69) son

J ′(r) =
∞∑
n=0

(n+ µ)anr
n+µ−1

y

J ′′(r) =
∞∑
n=0

(n+ µ)(n+ µ− 1)anr
n+µ−2.

respectivamente. Sustituyendo J(r) y sus derivadas en (68), obtenemos

LBJ(r) =
∑∞

n=0 r
µ+n[((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2)an+∑∞

n=0 anr
2]

=
∑∞

n=0 r
µ+n[((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2)an+∑∞

n=2 an−2]

= [µ(µ− 1) + µ− ξ2]a0 + [(1 + µ)µr + (1 + µ)r − ξ2r]a1

+
∑∞

n=2 r
n+µ[((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2)an + an−2]

Puesto que LBJ(r) = 0, notamos que cada uno de los tres términos

en la última ecuación debe de ser igual a cero. Del primero obtenemos

lo siguiente:

[µ(µ− 1) + µ− ξ2]a0 = 0

puesto que a0 6= 0 entonces necesariamente

µ(µ− 1) + µ− ξ2 = µ2 − ξ2 = 0
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ésta última es la ecuación indicial, e implica que los exponentes de la

singularidad son µ = ±ξ. Del segundo término tenemos que

[(1 + µ)µ+ 1 + µ− ξ2]a1 = [(µ+ 1)2 − ξ2]a1 = 0

lo cual implica que a1 = 0 (pues supusimos que ξ ≥ 0). Del último

término, obtenemos la fórmula recursiva

∑∞
n=2 r

n+µ[an((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2) + an−2] = 0⇒

an((n+ µ)(n+ µ− 1) + (n+ µ)− ξ2) + an−2 = 0⇒

an =
−an−2

(n+ µ)2 − ξ2

para µ = ξ, la ecuación anterior queda como

an =
−an−2

(n+ ξ)2 − ξ2
=
−an−2

n2 + 2ξn

Ya que a1 = 0, todos los coe�cientes con índice impar serán iguales

a cero. Los de índice par, se pueden obtener a partir de la siguiente

fórmula recursiva:

a2n =
−a2n−2

2n(2n+ 2ξ)

que en términos de a0 queda como:

(70) a2n =
(−1)na0

22nn!(ξ + 1)(ξ + 2)(ξ + 3) . . . (ξ + n)

multiplicando el numerador y denominador en la ecuación anterior por

la función gama Γ(ξ + 1), obtenemos en el denominador

Γ(ξ + 1)(ξ + 1)(ξ + 2)(ξ + 3) . . . (ξ + n) = Γ(ξ + n+ 1)
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además para simpli�car los cálculos más adelante, multiplicamos el

numerador y denominador por 2ξ. Así la ecuación (70) queda como

a2n =
(−1)nΓ(ξ + 1)2ξa0

22n+ξn!Γ(ξ + n+ 1)

Ya que la constante a0 es arbitraria, le asignamos el valor

a0 =
1

2ξΓ(ξ + 1)

la fórmula para los coe�cientes queda entonces como

a2n =
(−1)n

22n+ξn!Γ(ξ + n+ 1)

Una primera solución puede escribirse entonces como

(71) Jξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ξ + n+ 1)

(r
2

)ξ+2n

ésta es la función de Bessel de primera especie, de orden ξ. Ya que la

ecuación de Bessel no tiene puntos singulares (�nitos), excepto por el

origen, la serie converge para todos los valores de r siempre que ξ ≥ 0.

Para la segunda solución, tenemos dos casos: Si ξ no es entero la

segunda solución estará dada por J−ξ, para esto repetimos el procedi-

miento anterior para µ = −ξ y obtenemos

(72) J−ξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(−ξ + n+ 1)

(r
2

)−ξ+2n

en este caso, lo solución general de la ecuación (68) quedará como

(73) φ(r) = k1Jξ(r) + k2J−ξ(r)
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donde k1 y k2 son constantes por determinar.

Si ξ es entero, entonces el denominador en la solución, J−ξ no es-

tará de�nido cuando −ξ + n + 1 ≤ 0, es decir cuando n ≤ ξ − 1

(recordemos que la función gama Γ(z) está de�nida para todo número

complejo excepto los enteros no positivos), por lo que será necesario

buscar una segunda solución diferente. La siguiente función es solución

de la ecuación y es linealmente independiente de la primera

(74) Yξ(r) =
Jξ(r) cos(ξπ)− J−ξ(x)

sin(ξπ)
.

la ecuación anterior es llamada función de Bessel de segunda especie,

de orden ξ. La solución general del problema (68) quedará entonces

como

(75) φ(r) = k1Jξ(r) + k2Yξ(r).

0.2.2. Condiciones de Frontera. Necesitamos que nuestra solución

cumpla con las condiciones de frontera: φ(R) = 0 y φ′(0) = 0. Utili-

zando estas condiciones obtendremos información acerca de los valores

propios λ = ξ2 que forman una sucesión in�nita estrictamente monó-

tona no acotada.

Analizamos primero el caso en el que ξ no es entero, es decir, donde

la solución general está dada por (73). Como primer paso, observamos

para qué valores de ξ la derivada de la solución evaluada en cero está

bien de�nida. Derivando (71) término a término obtenemos

J ′ξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ξ + n+ 1)
(ξ + 2n)rξ+2n−1 1

2ξ+2n
.
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Para que esta función esté bien de�nida en r = 0, necesitamos que,

por un lado el exponente de r sea mayor o igual a cero, es decir, ξ +

2n − 1 ≥ 0 ⇒ ξ ≥ 1 − 2n para n = 0, 1, 2, . . .. Sin embargo, si el

exponente de r es cero (i.e. ξ = 1 − 2n) entonces J ′ξ(0) 6= 0, por lo

que requerimos que se cumpla la desigualdad estricta ξ > 1− 2n para

todo n, lo cual implica que ξ > 1. Además, ya que la función Γ(z) es

meromorfa con polos simples en z = 0,−1,−2, . . ., es necesario que

ξ + n+ 1 > 0 ⇒ ξ > −(1 + n) para n = 0, 1, . . ., i.e. ξ > −1. Basta

entonces con que ξ > 1 para que la ecuación anterior esté bien de�nida.

Por otro lado haciendo lo mismo con la segunda solución (72) ob-

tenemos

J ′−ξ(r) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(−ξ + n+ 1)
(−ξ + 2n)r−ξ+2n−1 1

2−ξ+2n
.

Nuevamente, para que esta ecuación esté bien de�nida en r = 0, es

necesario que el exponente de r sea mayor o igual a cero y estrictamente

mayor para que J ′−ξ(0) = 0. Así −ξ+ 2n− 1 > 0 ⇒ ξ < 2n− 1 para

n = 0, 1, . . ., i.e. ξ < −1, lo cual es imposible pues ξ ≥ 0. Concluimos

entonces que la constante k2 en (73) debe de ser igual a cero.

Ahora bien, si ξ es un entero, entonces la segunda solución estará

dada por (74). Al derivar esta expresión con respecto a r, obtenemos

Y ′ξ (r) =
J ′ξ(r) cos(ξπ)− J ′−ξ(r)

sin(ξπ)

y al evaluar en r = 0, tenemos que

Y ′ξ (0) =
J ′ξ(0) cos(ξπ)− J ′−ξ(0)

sin(ξπ)
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como ya vimos en el caso anterior para que J−ξ esté bien de�nida, es

necesario que ξ < −1, lo cual no es posible. Por lo tanto, en este caso

la constante k2 en (75) también debe de ser igual a cero.

Podemos entonces concluir que sea ξ entero o no, la solución general

(haciendo k1 = 1) queda como

φ(x) = Jξ(r).

Expresamos ahora Jξ(r) en su forma integral

Jξ(r) =
1

π

∫ π

0

cos(r sin θ − ξθ)dθ,

queremos que φ′(0) = J ′ξ(0) = 0, derivando J con respecto a r obtene-

mos

J ′ξ(r) = 1
π
d
dr

∫ π
0

cos(r sin θ − ξθ)dθ

= 1
π

∫ π
0

d
dr

(cos(r sin θ − ξθ)) dθ

= 1
π

∫ π
0
− sin(r sin θ − ξθ) sin θdθ

= 1
π

∫ π
0

sin(ξθ − r sin θ) sin θdθ

evaluando en r = 0 e integrando:

J ′ξ(0) = 1
π

∫ π
0

sin(ξθ) sin θdθ

= 1
π

(
sin((1−ξ)θ)

2(1−ξ) − sin((1+ξ)θ)
2(1+ξ)

)∣∣∣π
0

= 1
2π

(1+ξ) sin((1−ξ)π)−(1−ξ) sin((1+ξ)π)
(1−ξ2)

al igualar J ′ξ(0) = 0, obtenemos

(1 + ξ) sin((1− ξ)π)− (1− ξ) sin((1 + ξ)π) = 0
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(con ξ 6= ±1). Simpli�cando

0 = (1 + ξ) sin((1− ξ)π)− (1− ξ) sin((1 + ξ)π)

= [sin((1− ξ)π)− sin((1 + ξ)π)] + ξ[sin((1− ξ)π) + sin((1 + ξ)π)]

= 2 cos(π) sin(−πξ) + 2ξ sin(π) cos(−πξ)

= 2 sin(πξ).

Y esta última ecuación es igual a cero cuando sin(πξ) = 0, lo que

implica que ξ = n ⇒ λ = ξ2 = n2, con n = 2, 3, 4, . . ., es decir, los

valores propios del problema (65) están dados los por cuadrados de los

números naturales mayores que uno y sus funciones propias son:

φn(r) = J
(n)
ξ (r) =

1

π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

donde n = 2, 3, . . ..

Hemos resuelto el problema de valores propios (65). Para obtener

la solución del problema de valores en la frontera (64) nos resta única-

mente calcular los coe�cientes bn en (66). Como ya vimos en (67) éstos

se obtienen a partir de la siguiente fórmula

bn = −
∫ R̃

0
h(r)φn(r)dr

λn
∫ R̃

0
φ2
n(r)σ(r)dr

=
uS − u0

n2

∫ R̃
0
rφn(r)dr∫ R̃

0
1
r
φ2
n(r)dr

=
(uS − u0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
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donde sustituimos los valores c1 = 1, por lo que h(r) = c2r = c1(uS −

u0)r = (uS − u0)r, σ(r) = −1/r, y λn = n2 donde n = 2, 3, . . ..

Queda entonces la solución al problema (61) como

(76) u(r) =
∞∑
n=2

bn
π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

con

(77) bn =
(uS − u0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
.

La solución para (62) cuya variable dependiente es v, se calcula de

forma idéntica, ya que las dos ecuaciones varían solo en el valor de sus

parámetros. Así, la solución será:

(78) v(r) =
∞∑
n=2

cn
π

∫ π

0

cos(r sin θ − nθ)dθ

donde

(79) cn =
(vS − v0)π

n2

∫ R̃
0
r
(∫ π

0
cos(r sin θ − nθ)dθ

)
dr∫ R̃

0
1
r

(∫ π
0

cos(r sin θ − nθ)dθ
)2
dr
.

Queda por ajustar el valor de R̃. Para esto utilizamos la primera

condición de frontera (u, v)(R) = (0, 0), es decir, buscaremos el valor de

R̃ para el cual la solución (para u y v) en ese valor sea cero. Para esto,

resolvemos iterativamente las integrales que aparecen en las ecuaciones

(76,78) y (77,79), ajustando los valores de R̃ hasta alcanzar el valor

deseado (u, v)(R̃) = (0, 0). Las sumas (76) y (78) se truncan y sumare-

mos únicamente M términos, buscaremos la mínima M necesaria para

la cual la solución haya convergido.
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Las soluciones (u, v) fueron trasladadas una distancia (u0, v0) y un

valor −rε en el eje r. Las regresamos ahora a su lugar, para recuperar

así la solución a los problemas originales (59) y (60) en el dominio Ω.

Obtenemos de esta forma que

(80) u(r) = u0 + ũ(r + rε),

y

(81) v(r) = v0 + ṽ(r + rε),

donde se nombraron ũ y ṽ a las soluciones (76) y (78), para conservar

la u y la v para las soluciones al problema original.



Apéndice B

Algoritmo Genético

En este apéndice se incluye el código del algoritmo genético, escrito

en Matlab:

%% ALGORITMO GENÉTICO

%% Implementación del Teorema del Paso de Montaña

%% Yuriria Cortés Poza

%% Última modificación: 01/10/2017

function TPMv2()

%PARÁMETROS

I=30; %Número de individuos

MaxG=200;

G=4; %Grado del polinomio

pc=.8; %Probabilidad de cruza

pm=.2; %Probabilidad de mutación

dr=0.01; %salto en r;

R=1;

E=2;

%CENTROS Y TAMAÑOS DE LAS CUENCAS

ui=[-1.8048;-2.5911;-2.8466;-2.3893]; %Centros de: Sépalos, pétalos,
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vi=[1.0278;.8850;-.7537;-.8381]; %estambres, carpelos

a=1./[152;160;3744;3608]; %Tamaños de las cuencas

color=['g','r','y','m']';

G=G-1; %alfa 0 y beta 0 están predeterminados

/**** Tipo de dato: Individuo

Crea un nuevo tipo de dato cuyos campos son: los componentes

del polinomio (alfa y beta), el desempeño del individuo, el

valor del funcional, el orden en el que visita las cuencas y

el tamaño de las porciones de radio por cada cuenca

****/

f1='alfa'; v1=zeros(G,1); %vector de tamaño G (alfa2,alfa3,alfa4)

f2='beta'; v2=zeros(G,1); %vector de tamaño G

f3='fit'; v3=0; %desempeño (fitness)

f4='phi'; v4=0; %phi(u,v)=\int L

f5='orden'; v5=zeros(4,1); %orden en el que se visitan las cuencas

f6='radio'; v6=zeros(4,1); %valor de r para el cual cambia de cuenca

Ind = struct(f1,v1,f2,v2,f3,v3,f4,v4,f5,v5,f6,v6);

/*** Inicializa datos ***/

Ind(I).fit=0; %Una población es un arreglo de I individuos

Ind=inicializa(Ind,I,G);

Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr);
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[Ind,fitAc]=ruleta(Ind,I);

dif=1;

MI=zeros(MaxG,1);

PI=zeros(MaxG,1);

gen=1;

while (dif>0.0005 && gen<MaxG)

Ind=cruza(Ind,I,E,G,pc,fitAc);

Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr);

[Ind,fitAc]=ruleta(Ind,I);

Ind=mutacion(Ind,I,E,G,pm,fitAc);

Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr);

[Ind,fitAc]=ruleta(Ind,I);

MI(gen)=Ind(1).fit;

PI(gen)=0;

for i=1:I

PI(gen)=PI(gen)+Ind(i).fit;

end

PI(gen)=PI(gen)/I; %Promedio

if gen>3 %si van más de 3 generaciones calcula diferencia de promedios

dif=abs(PI(gen)-PI(gen-1));

else %si no, continúa iterando

dif=1;

end

gen=gen+1;

if mod(gen,10)==0
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disp('generación:')

gen

end

end

Ind(1).fit

Ind(1).orden

Ind(1).phi

gen

end

/*** Función: Inicializa.

Inicializa una población Ind de I individuos, cada individuo

corresponde a los coeficientes de un polinomio de grado G.

***/

function Ind=inicializa(Ind,I,G)

for i=1:I

Ind(i).alfa=rand(G,1)*5; %Coeficientes alfa

Ind(i).beta=-rand(G,1); %Coeficientes beta

end

%Ind(1).alfa=[3;3;3;4];

%Ind(1).beta=[-.1;-.1;-.1;-.1];

end

/*** Función: Cruza.

Combina los datos de dos individuos elegidos mediante el método
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de la ruleta en la función selección.

***/

function IndN=cruza(Ind,I,E,G,pc,fitAc)

IndN=Ind;

for i=E+1:2:I %1:E pasan tal cual (elitismo)

idx1=seleccion(fitAc);

idx2=seleccion(fitAc);

r=rand;

if r>pc %El individuo pasa tal cual

IndN(i)=Ind(idx1);

IndN(i+1)=Ind(idx2);

else

corte=randi(2*G,1); %elige aleatoriamente punto de corte

if corte<=G %el punto de corte está en el vector alfa

%hijo1

IndN(i).alfa(1:corte)=Ind(idx1).alfa(1:corte);

IndN(i).alfa(corte+1:G)=Ind(idx2).alfa(corte+1:G);

IndN(i).beta=Ind(idx2).beta;

%hijo2

IndN(i+1).alfa(1:corte)=Ind(idx2).alfa(1:corte);

IndN(i+1).alfa(corte+1:G)=Ind(idx1).alfa(corte+1:G);

IndN(i+1).beta=Ind(idx1).beta;

else %punto de corte en el vector beta

corte=corte-G;

%hijo1
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IndN(i).alfa=Ind(idx1).alfa;

IndN(i).beta(1:corte)=Ind(idx1).beta(1:corte);

IndN(i).beta(corte+1:G)=Ind(idx2).beta(corte+1:G);

%hijo2

IndN(i).alfa=Ind(idx2).alfa;

IndN(i).beta(1:corte)=Ind(idx2).beta(1:corte);

IndN(i).beta(corte+1:G)=Ind(idx1).beta(corte+1:G);

end

end

end

end

/*** Función: Mutacion.

Muta una componente elegida aleatoriamente de un individuo

seleccionado mediante el método de la ruleta.

***/

function IndN=mutacion(Ind,I,E,G,pm,fitAc)

IndN=Ind;

for i=E+1:2:I

idx=seleccion(fitAc);

r=rand;

if r<=pm %El individuo pasa tal cual

IndN(i)=Ind(idx);

else

corte=randi(2*G,1); %elige aleatoriamente punto de corte
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fm=(2*rand())-1; %factor de mutación

if corte<=G %el punto de corte está en el vector alfa

IndN(i).alfa(corte)=Ind(idx).alfa(corte)*fm; %nuevo ind

else %punto de corte en el vector beta

IndN(i).beta(corte-G)=Ind(idx).beta(corte-G)*fm; %nuevo ind

end

end

end

end

/*** Función: Selección.

Implementación del método de la ruleta para elegir individuos con una

probabilidad directamente proporcional a su medida de desempeño.

Ordena a los individuos en base a su medida de desempeño, otorgándoles

una probabilidad de ser elegidos de acuerdo a ésta.

***/

function [IndN,fitAc]=ruleta(Ind,I)

fitTot=0;

fitRel=zeros(I,1);

fitAc=zeros(I,1);

IndN=Ind;

for i=1:I %Calcula el fitness total

fitTot=fitTot+Ind(i).fit;

end
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for i=1:I %Calcula el fitness relativo

fitRel(i)=Ind(i).fit/fitTot;

end

[F,Idx]=sort(fitRel,'descend'); %Almacena arreglo ordenado e índices

for i=1:I

fitAc(i)= sum(F(1:i));

IndN(i)=Ind(Idx(i)); %Guarda individuos en orden (fitness)

end

end

/*** Función: Selección.

Elige al individuo en base a su probabilidad asignada en la función

anterior.

***/

function k=seleccion(fitAc)

r = rand; %Genera número aleatorio entre 0 y 1

F=find(fitAc<=r); %Busca individuos con fitAc<=r

l=length(F);

k=l+1; %Se elige al indiviudo k

end

/*** Función: Evaluación.

Evalúa el funcional en cada polinomio propuesto por el algoritmo

(individuo) y asigna en base a esto, una medida de desempeño
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inversamente proporcional al valor encontrado, de forma que los

mejores individuos (medida de desempeño más alta) sean aquellos

con los que se obtenga un valor más pequeño en el funcional.

***/

function Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr)

p=1*10^2; %constante de proporcionalidad para fitness

for i=1:I %Para cada individuo de la población

alfa1=(ui(1)-ui(4)-Ind(i).alfa(1)*R^4-

Ind(i).alfa(2)*R^6-Ind(i).alfa(3)*R^8)/R^2;

beta1=(vi(1)-vi(4)-Ind(i).beta(1)*R^4-

Ind(i).beta(2)*R^6-Ind(i).beta(3)*R^8)/R^2;

cont=1;

ri=R; %Iniciamos en la frontera (r=R)

rf=R;

%[u,v]=sols(Ind(i),rf,ui(1),vi(1),R); %evalula u(r),v(r)

%[~,k]=pot(a,u,v,ui,vi);

k=1;

Ind(i).orden=0;

Ind(i).orden(1)=1;

Ind(i).radio=0;

phi=zeros(4,1); %valor del funcional en cada cuenca

while rf>0 %Mientras sigamos en el dominio

c=k;
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%Buscamos el valor de r para el que cambia de cuenca

while k==c && rf>0 %Mientras continuemos en la cuenca k

[u,v]=sols(Ind(i),rf,ui,vi,R); %evalula u(r),v(r)

[~,k]=pot(a,u,v,ui,vi);

rf=rf-dr; %obtiene el valor r donde sale de la cuenca actual

end

if rf<=0

rf=0;

else

rf=rf+dr; %me regreso al valor anterior de r

Ind(i).orden(cont+1)=k;

end

Ind(i).radio(cont)=rf;

%Calculo el funcional en la cuenca actual

syms r

d1=.01;

d2=.5;

phi(cont)=2*pi*int(2*r^2*(d1*(2*alfa1*r+4*Ind(i).alfa(1)*r^3+

6*Ind(i).alfa(2)*r^5+8*Ind(i).alfa(3)*r^7)^2+

d2*(2*beta1*r+4*Ind(i).beta(1)*r^3+6*Ind(i).beta(2)*r^5+

8*Ind(i).beta(3)*r^7)^2)+a(k)*((ui(1)+alfa1*r^2+

Ind(i).alfa(1)*r^4+Ind(i).alfa(2)*r^6+Ind(i).alfa(3)*

r^8-ui(k))^2+(vi(1)+beta1*r^2+Ind(i).beta(1)*r^4+

Ind(i).beta(2)*r^6+Ind(i).beta(3)*r^8-vi(k))^2),rf,ri);

cont=cont+1; %siguiente cuenca
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ri=rf; %límite inferior de integración

rf=rf-dr; %primer valor de r en la siguiente cuenca

end

Ind(i).phi=sum(phi); %suma los 4 valores de las integrales calculadas

Ind(i).fit=p/Ind(i).phi; %asigna fitness

if (length(Ind(i).orden)<4)

Ind(i).fit=Ind(i).fit*.2;

elseif (length(Ind(i).orden)>4)

Ind(i).fit=Ind(i).fit*.4;

end

if length(find(Ind(i).orden==4))>1

Ind(i).fit=Ind(i).fit*.5;

end

end

end

/*** Función: Potencial.

Encuentra el valor del potencial F(u,v) en un punto determinado (u,v).

***/

function [F,idx]=pot(a,u,v,ui,vi)

h=a.*((u-ui).^2+(v-vi).^2);

[F,idx]=min(h); %encuentra el mínimo de los cuatro términos

end
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/*** Función: Soluciones.

Encuentra los valores de las soluciones (u,v) para todo r

en el dominio y para cada individuo ind.

***/

function [u,v]=sols(ind,r,ui,vi,R)

%u0=us;v0=vs;

u0=ui(1); v0=vi(1);

uf=-2.4; vf=-.81;

alfa1=(u0-uf-ind.alfa(1)*R^4-ind.alfa(2)*R^6-ind.alfa(3)*R^8)/R^2;

beta1=(v0-vf-ind.beta(1)*R^4-ind.beta(2)*R^6-ind.beta(3)*R^8)/R^2;

u=u0+alfa1*(r^2-R^2)+ind.alfa(1)*(r^4-R^4)+ind.alfa(2)*(r^6-R^6)+

ind.alfa(3)*(r^8-R^8);

v=v0+beta1*(r^2-R^2)+ind.beta(1)*(r^4-R^4)+ind.beta(2)*(r^6-R^6)+

ind.beta(3)*(r^8-R^8);

end

/*** Función: Dibuja.

Grafica las soluciones.

***/

function dibuja(R,Ind,ui,vi)

U=zeros(R/dr,1);

V=zeros(R/dr,1);

cont=1;
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for rho=0:dr:R

[U(cont),V(cont)]=sols(Ind,rho,ui,vi,R);

cont=cont+1;

end

plot(U,V);

hold on;

plot(ui(1),vi(1),'go');

plot(ui(2),vi(2),'ro');

plot(ui(3),vi(3),'yo');

plot(ui(4),vi(4),'mo');

end





Apéndice C

Reglas lógicas

1. FUL Entradas:

AP1, TFL1

00 | 1

01 | 0

10 | 0

11 | 0

2. FT Entradas:

EMF1

0 | 1

1 | 0

3. AP1 Entradas:

FT, LFY, AG, TFL1,

PI, AP3

000000 | 1

000001 | 1

000010 | 1

000011 | 1

000100 | 0

000101 | 0

000110 | 0

000111 | 0

001000 | 0

001001 | 0

001010 | 0

001011 | 0

001100 | 0

001101 | 0

001110 | 0

001111 | 0

010000 | 1

010001 | 1

010010 | 1

010011 | 1

010100 | 1

010101 | 1

010110 | 1

010111 | 0

011000 | 0

011001 | 0

011010 | 0

011011 | 0

011100 | 0

011101 | 0

011110 | 0

011111 | 0

100000 | 1

100001 | 1

100010 | 1

100011 | 1

100100 | 1

100101 | 1

100110 | 1

100111 | 0

101000 | 0

101001 | 0

101010 | 0

101011 | 0

101100 | 0

101101 | 0

101110 | 0

101111 | 0
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110000 | 1

110001 | 1

110010 | 1

110011 | 1

110100 | 1

110101 | 1

110110 | 1

110111 | 1

111000 | 0

111001 | 0

111010 | 0

111011 | 0

111100 | 0

111101 | 0

111110 | 0

111111 | 0

4. EMF1 Entradas:

LFY

0 | 1

1 | 0

5. LFY Entradas:

FUL, AP1, EMF1,

TFL1

0000 | 1

0001 | 1

0010 | 1

0011 | 0

0100 | 1

0101 | 1

0110 | 1

0111 | 0

1000 | 1

1001 | 1

1010 | 1

1011 | 0

1100 | 1

1101 | 1

1110 | 1

1111 | 0

6. AP2 Entra-

das:TFL1

0 | 1

1 | 0

7. WUS Entradas:

WUS, AG, SEP

000 | 0

001 | 0

010 | 0

011 | 0

100 | 1

101 | 1

110 | 1

111 | 0

8. AG Entradas:

AP1, EMF1, LFY,

AP2, WUS, AG,

TFL1, SEP

00000000 | 1

00000001 | 1

00000010 | 0

00000011 | 0

00000100 | 1

00000101 | 1

00000110 | 0

00000111 | 0

00001000 | 1

00001001 | 1

00001010 | 0

00001011 | 0

00001100 | 1

00001101 | 1

00001110 | 0

00001111 | 0

00010000 | 0
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00010001 | 0

00010010 | 0

00010011 | 0

00010100 | 0

00010101 | 0

00010110 | 0

00010111 | 0

00011000 | 0

00011001 | 0

00011010 | 0

00011011 | 0

00011100 | 0

00011101 | 0

00011110 | 0

00011111 | 0

00100000 | 1

00100001 | 1

00100010 | 1

00100011 | 1

00100100 | 1

00100101 | 1

00100110 | 1

00100111 | 1

00101000 | 1

00101001 | 1

00101010 | 1

00101011 | 1

00101100 | 1

00101101 | 1

00101110 | 1

00101111 | 1

00110000 | 1

00110001 | 1

00110010 | 1

00110011 | 1

00110100 | 1

00110101 | 1

00110110 | 1

00110111 | 1

00111000 | 1

00111001 | 1

00111010 | 1

00111011 | 1

00111100 | 1

00111101 | 1

00111110 | 1

00111111 | 1

01000000 | 0

01000001 | 0

01000010 | 0

01000011 | 0

01000100 | 0

01000101 | 0

01000110 | 0

01000111 | 0

01001000 | 0

01001001 | 0

01001010 | 0

01001011 | 0

01001100 | 0

01001101 | 0

01001110 | 0

01001111 | 0

01010000 | 0

01010001 | 0

01010010 | 0

01010011 | 0

01010100 | 0

01010101 | 0

01010110 | 0

01010111 | 0

01011000 | 0

01011001 | 0

01011010 | 0

01011011 | 0

01011100 | 0

01011101 | 0

01011110 | 0

01011111 | 0

01100000 | 0

01100001 | 0
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01100010 | 0

01100011 | 0

01100100 | 0

01100101 | 0

01100110 | 0

01100111 | 0

01101000 | 0

01101001 | 0

01101010 | 0

01101011 | 0

01101100 | 0

01101101 | 0

01101110 | 0

01101111 | 0

01110000 | 0

01110001 | 0

01110010 | 0

01110011 | 0

01110100 | 0

01110101 | 0

01110110 | 0

01110111 | 0

01111000 | 0

01111001 | 0

01111010 | 0

01111011 | 0

01111100 | 0

01111101 | 0

01111110 | 0

01111111 | 0

10000000 | 1

10000001 | 1

10000010 | 0

10000011 | 0

10000100 | 1

10000101 | 1

10000110 | 0

10000111 | 0

10001000 | 1

10001001 | 1

10001010 | 0

10001011 | 0

10001100 | 1

10001101 | 1

10001110 | 0

10001111 | 0

10010000 | 0

10010001 | 0

10010010 | 0

10010011 | 0

10010100 | 0

10010101 | 0

10010110 | 0

10010111 | 0

10011000 | 0

10011001 | 0

10011010 | 0

10011011 | 0

10011100 | 0

10011101 | 0

10011110 | 0

10011111 | 0

10100000 | 1

10100001 | 1

10100010 | 1

10100011 | 1

10100100 | 1

10100101 | 1

10100110 | 1

10100111 | 1

10101000 | 1

10101001 | 1

10101010 | 1

10101011 | 1

10101100 | 1

10101101 | 1

10101110 | 1

10101111 | 1

10110000 | 0

10110001 | 0

10110010 | 0



C. REGLAS LÓGICAS 137

10110011 | 0

10110100 | 0

10110101 | 1

10110110 | 0

10110111 | 0

10111000 | 1

10111001 | 1

10111010 | 1

10111011 | 1

10111100 | 1

10111101 | 1

10111110 | 1

10111111 | 1

11000000 | 0

11000001 | 0

11000010 | 0

11000011 | 0

11000100 | 0

11000101 | 0

11000110 | 0

11000111 | 0

11001000 | 0

11001001 | 0

11001010 | 0

11001011 | 0

11001100 | 0

11001101 | 0

11001110 | 0

11001111 | 0

11010000 | 0

11010001 | 0

11010010 | 0

11010011 | 0

11010100 | 0

11010101 | 0

11010110 | 0

11010111 | 0

11011000 | 0

11011001 | 0

11011010 | 0

11011011 | 0

11011100 | 0

11011101 | 0

11011110 | 0

11011111 | 0

11100000 | 0

11100001 | 0

11100010 | 0

11100011 | 0

11100100 | 0

11100101 | 0

11100110 | 0

11100111 | 0

11101000 | 0

11101001 | 0

11101010 | 0

11101011 | 0

11101100 | 0

11101101 | 0

11101110 | 0

11101111 | 0

11110000 | 0

11110001 | 0

11110010 | 0

11110011 | 0

11110100 | 0

11110101 | 0

11110110 | 0

11110111 | 0

11111000 | 0

11111001 | 0

11111010 | 0

11111011 | 0

11111100 | 0

11111101 | 0

11111110 | 0

11111111 | 0
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9. TFL1 Entradas:

AP1, EMF1, LFY,

AP2

0000 | 0

0001 | 0

0010 | 0

0011 | 0

0100 | 1

0101 | 1

0110 | 0

0111 | 0

1000 | 0

1001 | 0

1010 | 0

1011 | 0

1100 | 0

1101 | 0

1110 | 0

1111 | 0

10. PI Entradas:

AP1, LFY, AG, PI,

SEP, AP3

000000 | 0

000001 | 0

000010 | 0

000011 | 0

000100 | 0

000101 | 0

000110 | 0

000111 | 0

001000 | 0

001001 | 0

001010 | 0

001011 | 0

001100 | 0

001101 | 0

001110 | 0

001111 | 1

010000 | 0

010001 | 1

010010 | 0

010011 | 1

010100 | 0

010101 | 1

010110 | 0

010111 | 1

011000 | 1

011001 | 1

011010 | 1

011011 | 1

011100 | 1

011101 | 1

011110 | 1

011111 | 1

100000 | 0

100001 | 0

100010 | 0

100011 | 0

100100 | 0

100101 | 0

100110 | 0

100111 | 1

101000 | 0

101001 | 0

101010 | 0

101011 | 0

101100 | 0

101101 | 0

101110 | 0

101111 | 1

110000 | 0

110001 | 1

110010 | 0

110011 | 1

110100 | 0

110101 | 1

110110 | 0

110111 | 1

111000 | 1

111001 | 1
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111010 | 1

111011 | 1

111100 | 1

111101 | 1

111110 | 1

111111 | 1

11. SEP Entradas:

LFY

0 | 0

1 | 1

12. AP3 Entradas:

AP1, LFY, AG, PI,

SEP, AP3, UFO

0000000 | 0

0000001 | 0

0000010 | 0

0000011 | 0

0000100 | 0

0000101 | 0

0000110 | 0

0000111 | 0

0001000 | 0

0001001 | 0

0001010 | 0

0001011 | 0

0001100 | 0

0001101 | 0

0001110 | 0

0001111 | 0

0010000 | 0

0010001 | 0

0010010 | 0

0010011 | 0

0010100 | 0

0010101 | 0

0010110 | 0

0010111 | 0

0011000 | 0

0011001 | 0

0011010 | 0

0011011 | 0

0011100 | 0

0011101 | 0

0011110 | 1

0011111 | 1

0100000 | 0

0100001 | 1

0100010 | 0

0100011 | 1

0100100 | 0

0100101 | 1

0100110 | 0

0100111 | 1

0101000 | 0

0101001 | 1

0101010 | 0

0101011 | 1

0101100 | 0

0101101 | 1

0101110 | 0

0101111 | 1

0110000 | 0

0110001 | 1

0110010 | 0

0110011 | 1

0110100 | 0

0110101 | 1

0110110 | 0

0110111 | 1

0111000 | 0

0111001 | 1

0111010 | 0

0111011 | 1

0111100 | 0

0111101 | 1

0111110 | 1

0111111 | 1

1000000 | 0
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1000001 | 0

1000010 | 0

1000011 | 0

1000100 | 0

1000101 | 0

1000110 | 0

1000111 | 0

1001000 | 0

1001001 | 0

1001010 | 0

1001011 | 0

1001100 | 0

1001101 | 0

1001110 | 1

1001111 | 1

1010000 | 0

1010001 | 0

1010010 | 0

1010011 | 0

1010100 | 0

1010101 | 0

1010110 | 0

1010111 | 0

1011000 | 0

1011001 | 0

1011010 | 0

1011011 | 0

1011100 | 0

1011101 | 0

1011110 | 1

1011111 | 1

1100000 | 0

1100001 | 1

1100010 | 0

1100011 | 1

1100100 | 0

1100101 | 1

1100110 | 0

1100111 | 1

1101000 | 0

1101001 | 1

1101010 | 0

1101011 | 1

1101100 | 0

1101101 | 1

1101110 | 1

1101111 | 1

1110000 | 0

1110001 | 1

1110010 | 0

1110011 | 1

1110100 | 0

1110101 | 1

1110110 | 0

1110111 | 1

1111000 | 0

1111001 | 1

1111010 | 0

1111011 | 1

1111100 | 0

1111101 | 1

1111110 | 1

1111111 | 1

13. UFO Sin entra-

das
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