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Capitulo 1

Introduccion

Tres de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza pueden describirse bajo el
mismo marco tedrico llamado Modelo Estandar. Este combina los conceptos de rela-
tividad especial y mecanica cudntica al introducir nuevos objetos fisicos denominados
campos cuanticos. Las particulas elementales aparecen entonces como consecuencia
de sus fluctuaciones.

A pesar de todos sus triunfos en fisica de pariculas, el reto de formular una teoria
cuantica de gravedad ain estd presente en el campo de la fisica tedrica, ya que requiere
de la formulacion de nuevos conceptos acerca del espacio-tiempo en la escala de la
longitud de Planck. Es un hecho conocido que la teoria de Relatividad General de
Einstein requiere de un niimero infinito de datos recolectados por medio de mediciones
para ser predictiva a escalas arbitrariamente pequenas (o equivalentemente a altas
energfas). Esta es una situacién muy desafortunada, pues preguntas muy interesantes
no tienen respuesta ain, como por ejemplo, ;qué es el Big Bang? y ;qué ocurre en la
singularidad de los agujeros negros?

El programa de la teoria de cuerdas nacié al final de los anos sesenta y a lo largo
del tiempo se ha convertido en nuestro mejor formalismo para construir teorias consis-
tentes de gravedad cudntical. La teorfa de cuerdas es una generalizacién de las teorfas
cuanticas de campos, cuyo punto de partida es proponer que las excitaciones béasicas
no son particulas (objetos 0-dimensionales), sino cuerdas (objetos 1-dimensionales),
que podemos visualizar como las cuerdas de un violin con cierta longitud caracteristi-
ca, l;. Estas pueden vibrar en distintas notas, y en su descripcion cuantica, cada uno
de estos modos de vibracion resulta tener las propiedades basicas de un tipo especifi-
co de particula (masa, espin y cargas). Es posible, por tanto, describir un nimero
infinito de particulas a partir de un solo tipo de cuerda. Siendo un poco mas precisos,
las cuerdas son en realidad fluctuaciones de un campo de cuerdas subyacente, al igual
que las particulas son manifestaciones de campos. Vale la pena destacar que el propio
espacio-tiempo forma parte también de este campo.

Con respecto a la consistencia tedrica, un importante éxito formal dentro de la

'Por esto nos referimos a teorfas cudnticas cuyas excitaciones gravitacionales a bajas energias
coinciden con la Relatividad General.
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teorfa de cuerdas ha sido el descubrimiento de la dualidad norma/gravedad, correspon-
dencia hologréfica o correspondencia AdS/CFT [1-3], toda una clase de dualidades
que han sido exploradas en los ultimos veinte anos y que incluso van mas alld del
marco de la teoria de cuerdas. En términos generales, esta correspondencia conjetura
la igualdad entre una teoria cuantica de campos en d dimensiones espacio-temporales
y una teoria de gravedad cuédntica definida en un espacio-tiempo curvo en d + 1 di-
mensiones. La nueva direccién espacial z (conocida como direccién radial), la cual se
extiende desde la frontera (situada en z — 0) hacia el “bulto”, juega un papel crucial
en el entendimiento de la dinamica desde la perspectiva de la teoria de campo. Mas
aun, surge toda una nueva gama de preguntas y un diccionario relacionando distintos
tipos de fenémenos desde ambas perspectivas.

En anos recientes, ha resultado muy 1til pensar en las teorias con dual gravita-
cional desde la perspectiva de la teoria de informacion cuantica. Hay una cantidad
significativa de evidencia de que la estructura del entrelazamiento cuantico en un esta-
do particular de la teoria estd directamente relacionada con la estructura geométrica
del espacio-tiempo dual. En particular, la correspondencia sugiere una conexién muy
profunda entre la aparicién del espacio-tiempo dindmico en el bulto y el patrén de
entrelazamiento de un gran nimero de grados de libertad en la frontera. Una entrada
importante en el diccionario de la correspondencia y que se encuentra en esta direc-
cién establece que, en el caso estatico, la entropia de entrelazamiento asociada con
una region espacial se puede calcular como el area minima de una superficie extremal
de codimensién dos que se extiende dentro del bulto y esta anclada a la fronera de la
region [5] (ver Sec. 3.3 para mds detalles).

Otro paso importante rumbo a la reconstruccion holografica del bulto se tomd en el
articulo [6]. Trabajando en tres dimensiones espacio-temporales (donde las superficies
de codimensién dos son geodésicas), descubrieron que es posible reconstruir curvas
tipo espacio en el bulto que no son extremales y no estan ancladas a la frontera,
por medio de sumar y restar inteligentemente las geodésicas tangentes a la curva.
Este procedimiento fue propuesto inicialmente en el contexto del hoyo en el bulto
delimitado por la curva, y por tanto fue llamado hoyo-grafia. Este implica dos ideas
que estan estrechamente relacionadas entre si. La primera es que cualquier curva tipo
espacio en el bulto puede ser representada por una familia especifica de intervalos
tipo espacio de la teoria en la frontera, cuyos puntos finales coinciden con quellos
de las geodésicas tangentes a la curva en el bulto. La segunda es que la longitud
de la curva, denominada A, se puede calcular en la teoria de campo a través de la
entropia diferencial £, una combinacion particular de entropias de entrelazamiento de
los intervalos correspondientes, cuya definicién precisa esta dada en la Ec. (3.46) de la
Sec. 3.4. La relacién concreta entre estas dos cantidades toma la forma F = A/4Gy,
donde Gn es la constante de Newton.

Los resultados de esta tesis estan basados en [4]. Abordamos el problema de recons-
truccion del bulto por medio de hoyo-grafia en un espacio-tiempo particular llamado
Poincaré AdS, el cual tiene coordenadas x™ := (x#, z). Los objetos geométricos que
reproducimos en el bulto combinando el patrén de entrelazamiento en la frontera



son curvas tipo espacio (abiertas y cerradas, en contraste con las curvas infinitas y
periddicas estudiadas previamente en [7,8]), puntos, y distancias entre dos puntos
arbitrarios. Logramos su reconstruccion tanto en el caso a tiempo constante como el
covariante, y encontramos en ambos casos una accion escrita inicamente en términos
de las variables de la teoria de campo definida en la frontera, cuya extremizacion
da origen a puntos en el bulto: Ecs. (4.39) y (4.101), respectivamente. Encontramos,
ademas, un reto al método hoyo-grafico al mostrar que existen curvas con secciones
que tienen geodésicas tangentes con puntos finales que terminan en el horizonte (si-
tuado en z — o0) en lugar de la frontera, y son por tanto segmentos que no parecen
poder reconstruirse. De manera mas precisa, llamamos segmentos no reconstruibles
a aquellos que violan la condicién (4.80). Estos segmentos entonces no pueden ser
asociados con entropia de entrelazamiento en la frontera por medio de entropia dife-
rencial. Utilizando una variante de hoyo-grafia descubierta en [8], demostramos que
existe una solucién a este problema basada en reorientar el vector tangente de la
familia de geodésicas v™ en cada punto de los segmentos problematicos por medio de
un vector nulo n™ que satisface las constricciones (4.83) y deja invariante la relacion
entre la longitud de la curva y la entropia diferencial. Este corrimiento en el vector
tangente se conoce con el nombre de alineamiento vectorial nulo, y con él obtenemos
la conclusién principal de esta tesis: contrario a las apariencias, todas las curvas ti-
po espacio en Poincaré AdS pueden ser completamente reconstruidas con datos de la
frontera, y cada curva tiene de hecho un numero infinito de representaciones dentro
de la teoria de campo en la frontera. (Ver Subsecs. 4.3.2 y 4.3.3).

La tesis estd estructurada como sigue. En el Capitulo 2, repasamos algunos ele-
mentos basicos de la correspondencia AdS/CFT. Comenzamos en la Sec. 2.1, con la
idea conceptual de geometrizar el Grupo de Renormalizacion al promover la escala
energética p de una teoria de campo junto a sus coordenadas z*, a un nuevo conjunto
de coordenadas definidas en un espacio con una dimensién extra, ™. En la Sec. 2.2,
argumentamos que la geometrizacion del vacio de una teoria con simetria conforme
(CFT) es el espacio anti-de Sitter puro (AdS). Excitaciones por encima del vacio de
una CFT son identificadas con los modos normalizables (modos con energia finita) de
los campos que se propagan en AdS, mientras que los modos no normalizables (modos
con energfa infinita) corresponden a cambiar de teorfa de campo por medio de defor-
maciones relevantes de la CFT. En la Sec. 2.3, introducimos la entrada del diccionario
para calcular funciones de correlacién en la CFT de manera holografica. Concluimos
este capitulo mostrando algunos ejemplos concretos de la correspondencia AdS/CFT
en el contexto de la teoria de cuerdas en la Sec. 2.4.

En la Sec. 3.1 del Capitulo 3, introducimos el concepto de entrelazamiento en
mecanica cuantica, al igual que la entropia de entrelazamiento asociada a una bipar-
ticion del sistema, S4, como medida del patrén de entrelazamiento entre los grados
de libertad del subsistema A y su complemento A. En la Sec. 3.2, generalizamos los
conceptos anteriores al caso de teorias con un nimero infinito de grados de libertad,
establecemos algunas desigualdades genéricas que satisface S, y presentamos el tru-
co de réplica para calcular la entropia de entrelazamiento en una teoria de campo.
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El método holografico es presentado en la Sec. 3.3, donde describimos la receta de
Ryu-Takayanagi [5] para calcular S4 en el caso estatico y su generalizacién al caso
covariante [9]. En la Subsec. 3.3.1, ejemplificamos el célculo de S4 en distintos casos
en el contexto de AdS/CFT, haciendo particular énfasis en que el procedimiento ho-
lografico es mas sencillo que el célculo directo en la CF'T. Presentamos la herramienta
principal de esta tesis en la Sec. 3.4: la Entropia Diferencial u Hoyografia, cuya forma
final esta dada en (3.46). Concluimos con el teorema que establece la igualdad entre
la entropia diferencial y la longitud de curvas en el bulto descrito en [8].

En el Capitulo 4, abordamos el tema principal de este trabajo. En la Sec. 4.1,
repasamos brevemente los resultados conocidos en hoyo-grafia y presentamos la mo-
tivacion para estudiar hoyo-grafia directamente en Poincaré AdS, al igual que el reto
principal de reconstruccién de curvas, al cual damos solucién utilizando una variante
de hoyo-grafia. En esa seccion presentamos, ademas, un resumen del contenido de las
subsecciones siguientes. En la Sec. 4.2, implementamos la entropia diferencial para
lograr la reconstruccién de curvas en el bulto tipo espacio (abiertas y cerradas), de-
finir puntos y calcular distancias entre puntos. En la Sec. 4.3, generalizamos todos
los resultados anteriores y damos un criterio para determinar qué regiones sobre las
curvas son no reconstruibles, y ademas, proponemos un método para lograr la recons-
truccién de dichas curvas por medio de reorientar las geodésicas tangentes a la curva
utilizando el alineamiento nulo propuesto originalmente en [8].

Finalmente, presentamos nuestras conclusiones en el Capitulo 5.



Capitulo 2
AdS/CFT

2.1. Geometrizaciéon del Grupo de Renormaliza-
cién

En general, las interacciones de una teoria de campos se modifican conforme explo-
ramos distintas escalas energéticas ju, que van desde el infrarojo (u — 0) hasta el
ultravioleta (u — o0). Decimos entonces que los acoplamientos que definen a la teoria
“corren” con la escala energética entre el IR y el UV, y con ello, determinan un flujo
del grupo de renormalizacién. A escalas de energia suficientemente altas comparadas
con todas las masas y cualquier otra escala intrinseca que pueda poseer la teoria (e.g.
Aqep), podemos despreciar, para todo efecto préctico, el valor de esas escalas, y por
tanto, la teoria con la que terminamos en el UV serd invariante de escala. Este tipo
de teorfas reciben el nombre de teorias de campos conformes (CFT por sus siglas en
inglés), y como veremos mas adelante juegan un papel fundamental en la organizacién
conceptual tanto de las teorias de campos como de su dual gravitatorio en el contexto
de la correspondencia AdS/CFT.

Con caracteristicas tan especiales, las teorias conformes parecen estar muy aleja-
das de la realidad. Sin embargo, cualquier teoria de campo bien definida en el UV
puede ser concebida como una deformacién relevante (a bajas energias) de una teoria
conforme, i.e., de un punto fijo en el espacio abstracto de todas las posibles teorias de
campos. QCD es un ejemplo concreto de una teoria que a altas energias es invariante
de escala, y ademas, libre. Este fenémeno es conocido como libertad asintética. Es
importante destacar aqui dos cosas. Primero, el hecho de que la teoria sea conforme
no va de la mano con que sea libre. En general, existen puntos fijos interactuan-
tes del grupo de renormalizacién (e.g. el punto interactuante de Wilson-Fisher en
la teorfa ¢*). Segundo, en el parrafo anterior asumimos implicitamente este tipo de
comportamiento. No es el caso para cualquier teoria de campo, pues es posible que
sus acoplamientos diverjan a energfa finita (e.g. el polo de Landau de QED) y no esté,
por tanto, bien definida a escalas arbitrariamente altas.

Fundamentalmente, la correspondencia AdS/CFT es una implementacion geométri-
ca del grupo de renormalizacion (ver por ejemplo [10]). En este contexto, la idea es

7
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promover la escala energética u, o equivalentemente la resolucion espacial de la teoria
¢ = 1/u, junto con las coordenadas de la teoria de campo z* := (t,7), a un nuevo
conjunto de variables donde x* tiene el mismo significado, pero la escala de energia
se convierte en una cordenada espacial adicional. Esta nueva coordenada recibe el
nombre de coordenada “radial” y es usual denotarla por u = p 6 z := £ = 1/u.
Por supuesto, para que este enunciado tenga completo sentido, las nuevas variables,
x™ = (2", z), deben transformar de manera apropiada bajo las simetrias de la teoria.

Cada valor de la escala i, define entonces una rebanada z = 1/ en un espacio de
dimensién mas alta. A este espacio que incluye todas las rebanadas se le conoce con
el nombre de bulto. Podemos visualizar este espacio como una pila infinita de cartas
donde en cada valor particular de su altura, a lo largo de z, hay una copia del espacio-
tiempo con coordenadas z*. La parte superior (v — o 6 z — 0), tiene codificada la
informacién de la teoria en el UV, mientras que en la parte inferior (u — 0 6 z — 0)
se encuentra la informacién referente al IR. En otras palabras, mover una excitacién
en el bulto hacia la frontera corresponde a que se localice méds y més en la teoria de
campo, i.e., que la longitud de onda de la excitacién se vuelva cada vez més pequena
y su energia grande. A la inversa, mover una excitaciéon hacia el interior del bulto
esparce la excitacion en la QFT sobre un area cada vez mas grande.

La correspondencia AdS/CFT afirma el sorprendente enunciado de que existe una
teoria fisica definida en el espacio-tiempo 5-dimensional, la cual captura la misma
informacion que la teoria de campo original. En este sentido, establece una dualidad
entre la fisica de ambas perspectivas, y por tanto, simetrias, grados de libertad y la
dindmica en ambos lenguajes deben estar en correspondencia biunivoca.

2.2. Dual gravitacional

Para hacer méas preciso el enunciado de la correspondencia conviene comenzar con
la geometrizacion de una teoria conforme. En particular, consideremos el vacio de
una teorfa conforme, |2), definida en el espacio de Minkowski, R*!. Ademéds de ser
invariante bajo transformaciones de Poincaré, este vacio es también invariante bajo
reescalamientos o dilataciones, z# — Az* (A € R). Estas transformaciones tienen co-
mo consecuencia el reescalamiento de la escala energética y — A~ (6 la resolucién
espacial £ — \/), y por tanto, al geometrizar la escala energética tendremos como
resultado el reescalamiento conjunto, ™ — Az™, en el lenguaje 5-dimensional. La
invariancia del vacio implica entonces que la geometria dual debe ser también inva-
riante. La tinica métrica que respeta todas estas simetrias es el espacio-tiempo anti-de

Sitter (AdS)

2 du2

L i "
ds* = ?(—dtQ +d7? + d2%) = L*(v?(—dt* + d7?) + ?) : (2.1)
donde el parametro L es el radio de curvatura.
La métrica de AdS (2.1) es solucién a las ecuaciones de Einstein con constante

cosmoldgica negativa, tiene curvatura negativa constante y es la geometria dual al
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vacio de una CFT definida en R*!. La regién UV localizada en z — 0 (6 equivalen-
temente u — o0) se encuentra a una distancia propia infinita. Sin embargo, a la luz
le toma un tiempo finito llegar a dicha region denominada la frontera de AdS. Por
ello, la frontera puede afectar la fisica que ocurre en el interior del espacio-tiempo, y
serd entonces imprescindible especificar condiciones de frontera en z = 0 para definir
cualquier teoria sobre este espacio. Existen, también, trayectorias tipo tiempo que
alcanzan el horizonte, situado en z — o0, en un tiempo propio finito (i.e., AdS no es
geodésicamente completo). Sin embargo, esto toma un tiempo infinito medido con el
tiempo de la teoria de campo, con lo cual es posible describir completamente la fisica
de la teoria sin la informacién de lo que ocurre més alla del horizonte.

Consideremos ahora alguno de los operadores locales en la CFT, O(x), actuan-
do sobre el vacio para obtener un estado excitado. Por invariancia bajo traslaciones
podemos insertar este operador en cualquier punto del espaciotiempo, tomemos el
origen para ser concretos, entonces obtenemos |10y = O(0)|€2). Este nuevo estado de-
be encontrar una realizacion en el lado de gravedad. Sin embargo, no puede ser la
geometria de AdS puro porque en general [¢)) no serd invariante de escala. Su dual
gravitacional serd entonces una excitacion por encima de AdS, mas aun, deben existir
tantos operadores en la CFT como maneras de excitar la geometria (2.1). Siendo un
poco méas precisos, en el lado de campos los estados excitados se parecen al vacio
a energias suficientemente altas, mientras que del lado de gravedad, las excitaciones
ocurrirdn dentro del espacio AdS, y en la frontera (z — 0), la geometria serd nue-
vamente la de AdS puro. En otras palabras, las configuraciones duales permitidas
serdn espacios-tiempo asintéticamente anti-de Sitter (aAdS). La manera de excitar
el interior de la geometria serd a partir de colocar campos duales a los operadores
O(x), denotados colectivamente por ¢(z, z), y estaran excitados con un perfil parti-
cular segun el estado en la CFT al que correspondan. Este mapeo operador/campo
implica entonces una correspondencia completa entre estados de la CFT y estados en
la teoria 5-dimensional.

El siguiente paso légico es estudiar la geometrizacion de una teoria de campo
genérica y completa en el UV. Como explicamos en la seccién anterior, esta se puede
obtener como un flujo de renormalizacion debido a la deformacion, por medio de ope-
radores relevantes en el IR, de una CFT. El vacio de esta teoria no serda en general
invariante de escala, y por tanto, su dual gravitacional no podra estar definido en AdS
puro, sino en una geometria con dependencia no trivial en z. Sin embargo, similarmen-
te al caso descrito en el parrafo anterior, a altas energias la teoria de campo se vuelve
conforme (antes era el estado, [y — |Q)) y la geometria debe ser nuevamente (2.1),
i.e., la dependencia no trivial en el radio z debe anularse suavemente. La diferencia
crucial con respecto a apagar una excitacion del estado es cuan rapido nos aproxi-
mamos a AdS puro cerca de la frontera. En la region z — 0, AdS tiene un volumen
infinito, y por tanto modificar el comportamiento de los campos ahi costaria energia
infinita. Llamamos a los modos violentos de excitacion de los campos ¢ que modifican
las condiciones de frontera, no normalizables. Encenderlos corresponde a cambiar de
teoria. Mientras que, denominamos normalizables a los modos con energia finita que,
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en ambos lados de la correspondencia, excitan el estado de la teoria correspondiente.

Finalmente, vale la pena destacar un ejemplo muy importante del mapeo opera-
dor/campo de la correspondencia. Como las direcciones del espacio-tiempo, z*, son
comunes a ambas descripciones, las propiedades de transformacién bajo Lorentz de los
operadores O y sus correspondientes campos en AdS ¢, deben coincidir. Un operador
que esta presente en cualquier teoria de campos local es el tensor de energia-momento
T,,,. Su contraparte gravitacional debe ser entonces un campo de espin dos, gmx(z, 2),
donde m,n = 0,...,4. Analizando con mas detalle sus propiedades, resulta que este
campo no es mas que la métrica H-dimensional, o de manera mas precisa, el campo
del gravitén que describe fluctiaciones de la métrica por encima de su valor esperado
en el vacio. Esto nos lleva a la sorprendente conclusién de que la teoria de campo
original (conforme o no) es dual a una teoria donde el espacio-tiempo es dindmico,
i.€., una teoria de gravedad cudntica.

2.3. Interacciones

En la seccién anterior aprendimos que cada uno de los campos ¢r(z, z) (ahora etique-
tados de forma colectiva por el indice I) tiene dos comportamientos independientes
con una traduccion directa al lenguaje de campos. Los modos normalizables pueden
fluctuar, estan asociados a operadores de creacién y aniquilacion, y corresponden a
estados excitados por encima del vacio de la CFT. En cambio, los modos no norma-
lizables son tan violentos que no estan sujetos a cuantizacion, modifican la condicién
de frontera en z — 0 y corresponden a cambiar completamente de teoria. Este ulti-
mo comportamiento es muy familiar en teoria de campos, pues es el mecanismo que
utilizamos todo el tiempo para calcular funciones de correlacién. Perturbando el La-
grangiano de la CFT con las fuentes £ — £ + J;(x)Oy, la funcién generadora esta
definida como

Zepr|J1] = <exprIOI>CFT ; (2.2)

y tomando derivadas funcionales con respecto a la fuente podemos calcular correla-
dores de n puntos

1 o) 1)
rr[0] 6Jr (21) 0T, ()

<(911(x1)...(’)1n(acn)> -7 Zowrl Iy (23)

los cuales codifican la informacién de las interacciones de la teoria de campo.

Por otro lado, si los campos duales propagandose en AdS tuvieran masa, el com-
portamiento dominante cerca de la frontera permitido por las ecuaciones de movi-
miento seria

lim ¢1(z, 2) = 272" (2) , (24)

donde A es la dimension del operador O. Entonces, las condiciones de frontera de los
campos duales ¢ son especificadas por la funcion QS(IO) definida en la frontera de AdS.
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Una entrada crucial en el diccionario de la correspondencia AdS/CFT iguala las
funciones de particién de la teoria de campo con la teoria gravitacional, al igual que
sus argumentos funcionales [2, 3]

ZerrlJ1) = Zoclor — ¢§0)] para Ji(x) = ¢>§0)(37) ; (2.5)

donde Zgg es la funcién de particién en la teoria gravitacional cudntica evaluada

sobre todas las funciones que tienen el valor gbgo) en la frontera de AdS. El valor de

frontera gbgo) (x) := HI% A4, (x, 2) se interpreta como la fuente J;(z) del operador
Z—>

dual Oy(z). En general, el campo ¢;(x,z) tendrd, ademds, otra parte linealmente
independente de la solucion determinada por la fuente. Esta parte correspondera a los
modos normalizables descritos en la seccion anterior. Por tanto, la identificacién entre
funciones de particién precisa completamente, en ambos lenguajes, la interpretacion
de modos normalizables y no normalizables que describimos anteriormente.

Implicito en el enunciado de la ecuacién (2.5), se encuentra el mapeo entre ope-
radores de la CFT y campos en AdS, con el cual es natural asumir que en la frontera
el acoplamiento j¢§°)0 efectivamente tiene lugar. En el limite en el cual la gravedad
clasica domina, i.e., en el cual la curvatura del espacio-tiempo es pequena, podemos
emplear la aproximacién de punto silla para evaluar el lado derecho de (2.5) en la
solucion a las ecuaciones de movimiento clasicas

<eXpJ¢(O)O>CFT ~ exp < — Lgvav[ 01 — qbgo)]) , (2.6)

donde Igav[¢pr — (;550)] denota la accién clasica evaluada en la capa de masa con las
condiciones de frontera dadas.

Algunos comentarios estdan a la orden. El enunciado (2.5) es genérico y valido
en todos los ejemplos de la correspondencia AdS/CFT. Sin embargo, nuestra habi-
lidad para construir teorias de gravedad cuéantica es limitada. La gran mayoria de
los ejemplos de la dualidad se encuentran en el contexto de teorias de cuerdas, i.e.,
cuando Zgg es una funcién de particién de cuerdas. Sin embargo, existe todavia otra
limitante, pues la cuantizacion de la cuerda en espacios curvos arbitrarios es todavia
un problema abierto. Es por ello que el enunciado (2.6) es mas asequible para hacer
calculos y ha pasado numerosas pruebas a lo largo de 20 anos. No obstante, este
ultimo asume la existencia de un limite clasico en el cual emerge la geometria suave
del espacio-tiempo. La experiencia nos ha ensenado que se requieren dos condiciones
para que esto ocurra. Primero, la teoria de campo debe tener un gran nimero de
grados de libertad en cada punto del espacio-tiempo, N — co. Para N » 1, pero no
estrictamente infinito, las interacciones entre los campos 5-dimensionales, incluyendo
al graviton, son controladas por el acoplamiento 1/N ~ ¢,/L, y pueden ser tratadas
perturbativamente. Aun asi, para que la dindmica de la teoria gravitacional sea ma-
nejable, se requiere tener una separacién en el espectro de la teoria, de tal manera
que sea una buena aproximacion considerar solo al gravitén junto a algunos campos
ligeros, en lugar de la torre completa de campos. Del lado de campos, la existencia de
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una brecha muy grande en el espectro requiere que el acoplamiento sea muy grande.
La situacién final es entonces muy afortunada, pues al exigir control cualitativo sobre
los calculos gravitacionales somos llevados, automaticamente, al régimen de acopla-
miento fuerte de la teoria de campo. En este régimen, no es posible hacer calculos
peturbativos y es, por tanto, un hecho soprendente que la entrada del diccionario
(2.6) nos permita estudiar fendmenos de acoplamiento fuerte con célculos de grave-
dad clasica. A la inversa, calculos perturbativos con diagramas de Feynman pueden,
en principio, ensenarnos acerca de la estructura de la gravedad cuantica.

Finalmente, vale la pena destacar el caracter hologrdfico de la correspondencia
AdS/CFT al enunciar que existe una teorfa de campo de dimensién més baja que
logra describir la misma fisica que una teoria gravitacional de dimension mas alta. La
prescripcion (2.6), es una encarnacién precisa de esta idea, en la cual las interacciones
locales en la frontera de AdS son duales a las interacciones de campos en el bulto. Por
supuesto, con la salvedad de que (2.5) establece una dualidad completa entre ambos
lenguajes, y no solo en la frontera.

2.4. Ejemplos

Hasta ahora hemos enunciado la correspondencia en el lenguaje 5-dimensional del
bulto porque la geometrizacion de teorias de campo con d = 4 resulta mas intuiti-
va. Sin embargo, el alcance de la correspondencia AdS/CFT va mucho mas alld. El
enunciado mas general establece una dualidad entre teorias cudnticas de campos en d
dimensiones y teorias de gravedad cudntica en D > d dimensiones. A continuacion,
listamos algunos ejemplos concretos comenzando por una teoria conforme.

» N =4 super-Yang-Mills en R*' con grupo de norma SU(N) es dual a la teoria
de cuerdas tipo IIB en el espacio AdSs x S° con N unidades de flujo F5): El
contenido de campos de N’ = 4 SYM consiste de un campo gluénico, A,(z),
seis campos escalares ®(z) (S = 1,...,6), y cuatro fermiones de Weyl, ¥ (z)
(F =1,...,4). Todos ellos no masivos y en la representacién adjunta de SU (V).
La intensidad de sus interacciones esta mediada por una sola constante de aco-
plamiento, gyy. Es una teorfa maximamente supersimétrica (MSYM por sus
siglas en inglés), pues en cuatro dimensiones N = 4 es la maxima cantidad de
supersimetria que puede tener una teoria sin involucrar a la gravedad. Como
consecuencia de esta cantidad de simetria, el acoplamiento gyy no corre con
la energia y es, por tanto, una teoria conforme. Esta teoria es otro ejemplo
de un punto fijo interactuante en el Grupo de Renormalizacién. En el lado de
gravedad, tenemos una teoria de cuerdas en 10 dimensiones, cuyas excitaciones
bésicas son cuerdas de longitud caracteristica, l5. Por otro lado, las excitacio-
nes basicas de la teoria tipo IIB son cuerdas cerradas con modos izquierdos
y derechos con la misma quiralidad. El vértice basico en teoria de perturba-
ciones es una cuerda que se separa en dos, o viceversa, dos cuerdas que se
fusionan en una sola, y su intensidad esta medida por la constante de acopla-
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miento de cuerdas, g,. Los modos no masivos de la cuerda incluyen al graviton
gun, (M, N =0,...,9), el dilatén ¢, el axiéon C, y tres potenciales de norma
Burn, Cuny Cunpg (0 sus intensidades de campo asociadas H(s), F(s)), andlo-
gos al potencial electromagnético pero con un mayor nimero de indices. Estos
campos estan emparentados con los modos fermiénicos de la cuerda a través
de supersimetria N’ = 2 en 9 + 1 dimensiones (de ahi el nombre tipo II). El
diccionario que relaciona los parametros entre ambas teorias esta dado por

G = 4mgs, A= g2yN = LY1E (2.7)

que a su vez implica N ~ L1/ l;f. El rango del grupo SU(N) corresponde al flujo
de la 5-forma a través de la 5-esfera, Ss5 F(5y = N. Importantemente, decir que
consideramos a la teorfa de cuerdas IIB en AdSs x S° significa que permiti-
mos excitaciones dinamicas del fondo mientras mantenemos las condiciones de
frontera fijas, entonces el espacio-tiempo 10-dimensional es siempre asintotica-
mente AdS. Los calculos del lado de teoria de cuerdas IIB estdn bajo control
cuantitativo cuando el acoplamiento de cuerdas es pequeno y el radio de cur-
vatura del espacio-tiempo es grande en unidades de la longitud de la cuerda.
De las ecuaciones (2.7), vemos que esto ocurre en el limite de muchos colores
y acoplamiento fuerte, i.e., N » 1 y A » 1. Histéricamente, este ejemplo de la
correspondencia fue el primero descubierto por Maldacena [1].

» N = 1% SYM en R3! con grupo de morma SU(N) es dual a la solucién de
FGPW que interpola entre dos geometrias AdS en dos puntos criticos de la
teoria de supergravedad (SUGRA) normada con N' = 8 en D=5 [11]: El la-
do de campos consiste en una deformacién relevante de MSYM que se obtiene
de anadir masa a uno de los 3 campos quirales, en la representacion adjunta,
después de reescribir el Lagrangiano en el lenguaje de supercampos, donde la
simetria N = 1 es manifiesta. Concretamente, el nuevo superpotencial tiene
la forma W = Tr®3[®;, P5] + 1M Tr &3. La masa rompe la invariancia con-
forme de MSYM (al introducir una escala en la teoria) y genera un flujo de
renormalizacion. Sin embargo, al fluir la teoria tiene un punto fijo no trivial a
bajas energias. En el lado de gravedad, el contenido de campos corresponde al
gravitén g, 15 campos de norma A;‘, 12 potenciales B,,,,, 42 campos escalares,
¢!, y fermiones que hacen al espectro supersimétrico. Se cree que SUGRA nor-
mada con N = 8 es la truncacién consistente de SUGRA tipo IIB en D = 10 a
los campos que involucran sélo al multiplete del gravitéon. Tiene, ademas, cinco
puntos criticos de los cuales 3 son inestables y no supersimétricos. Los otros
dos, corresponden al niimero de supersimetria N' = 8 y N’ = 2, y las corres-
pondientes soluciones en el bulto son duales a MSYM a altas energias y a la
deformacion N = 1* SYM a bajas energias, respectivamente. Finalmente, es
importante destacar que la geometria del dual gravitacional interpola entre un
espacio AdS en el UV y otro espacio, también AdS, en el IR. Este ejemplo de
la correspondencia muestra entonces un caso concreto donde se conoce el dual
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gravitacional (en el limite donde SUGRA es valida) de una teoria que fluye con
el grupo de renormalizacion.

» Teoria de cuerdas tipo IIB en AdS; x S® x T* dual a una teoria de campo
conforme en RV con grupo de norma U(Q1) x U(Qs5), con supersimetria N = 4
y en la rama de Higgs [12, 13]: El sistema consiste de Q1 D1 branas a lo largo
de la direccién no compacta, y )5 D5 branas con direcciones que envuelven al
toro T% y, ademsds, las branas son coincidentes en las direcciones transversales
no compactas. El radio del espacio AdSs; x S resulta ser R? = g51/Q1Q5/2,
donde g4 es la constante de acoplamiento de cuerdas 6-dimensional. El volumen
del espacio compacto T% en la geometria cerca del horizonte es proporcional a
Q1/Qs. La teorfa conforme 1+ 1 dimensional describe el limite de bajas energias
del sistema D1-D5 branas. El contenido de campos de esta teoria consiste de
dos hipermultipletes que transforman en la representaciéon adjunta de U(Q1)
y U(Qs), respectivamente. También tiene hipermultipletes que transforman en
la representacion bi-fundamental de U(Q;) x U(Qs). En la rama de Higgs, los
escalares dentro de los hipermultipletes tienen valor de expectacién distinto de
cero.

Como anticipamos desde un inicio, las teorias conformes juegan un papel cru-
cial en ambos lados de la correspondencia. Por un lado, es posible obtener cualquier
teoria de campos, bien definida en el UV, como un flujo del Grupo de Renormaliza-
cién debido a deformaciones relevantes de una CFT. Por otra parte, a través de la
correspondencia, se conocen ejemplos concretos donde es posible geometrizar la fisica
en un lenguaje gravitacional, siendo el caso con simetria conforme el dual a AdS puro,
y deformaciones especificas de la CFT tienen también un dual gravitacional.

Finalmente, vale la pena mencionar que los ejemplos aqui presentados son parte
de una gran cantidad de dualidades que la gente ha estudiado a lo largo de los 20
anos de vida de la correspondencia y no se limitan a teorias de campos definidas en
Minkowski, a geometrias del tipo aAdS ni a la gravedad clédsica de Einstein. (Ver por
ejemplo [14]).



Capitulo 3

Entrelazamiento

3.1. Mecanica cuantica

El entrelazamiento cuantico esta presente en una gran cantidad de fenémenos fisicos
y representa una de las propiedades mas contraintuitivas de la mecanica cudntica.
Consideremos, primero, un sistema cuantico con dos grados de libertad: dos particulas
de espin 1/2 en el estado

1
V2

donde | 1)1 es el eigenestado del primer espin con proyeccién de espin a lo largo de la
direccion z, s1, = ~|—%, etc. Supongamos que las dos particulas se encuentran alejadas
una de la otra de tal manera que el experimento en A no puede afectar el experimento
en B. Las componentes del espin se pueden medir con dos arreglos Stern-Gerlach en
cada sitio. Si los imanes se alinean en la direccién z, los resultados experimentales en
ambos sitios seran opuestos. Esta correlacion recibe el nombre de entrelazamiento, y
nos referimos a (3.1) como un estado entrelazado.

Una medida conveniente del patron de entrelazamiento es la entropia de entre-
lazamiento. En general, si el sistema completo se encuentra en un estado puro |¢),
también es posible caracterizarlo por su matriz de densidad, p := [1)){(¢|. Si en cam-
bio, se encuentra en un estado mezcla tnicamente es posible especificar su matriz
de densidad. Cuando hablamos de sistemas con un nimero grande, pero finito, de
grados de libertad, no es frecuente tener una descripcién completa del sistema, ya sea
porque es imposible o innecesario. Basta, en muchas ocasiones, considerar un susb-
sistema particular. Siempre que sea posible separar el sistema cuantico en dos partes,
digamos A y su complemento A, de tal modo que el espacio de Hilbert se factorice
H = Ha x Hy, podemos definir la matriz de densidad reducida asociada al sistema
A tomando la traza de la matriz completa sobre los grados de libertad en A

pa:=Trzp. (3.2)

) = —= (Dl D2 = al 12) (3.1)

Con ello podemos definir la entropia de entrelazamiento de A en el estado p como la

15
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entropia de Von Neumann de la matriz reducida pa

Sy:=—"Tr <pA logpA> ) (3.3)

Si el estado del subsistema A es puro, entonces la entropia de entrelazamiento se
anula. Por lo cual, podemos decir que (3.3) cuantifica la impureza de la matriz pa,
y por tanto, es una medida del entrelazamiento entre los subsistemas A y A. Por
ejemplo, supongamos que solo podemos hacer mediciones de la proyeccion de espin
de la particula nimero 1, i.e. A = 1. Calculamos la matriz reducida asociada a la
primer particula, y con ello la entropia de entrelazamiento con lo que se obtiene

Sa=log2, (3.4)

como consecuencia de que ambas particulas estdn entrelazadas. De hecho, (3.4) es el
valor maximo de entrelazamiento en el estado cuantico méas general

[¥(a)) = cosal D] ) +sinal | 1) (3.5)

Si consideramos la matriz de densidad en el ensamble térmico

1
p= EG_BH ) (36)

y a la regiéon A como el sistema completo entonces
Sa=—Trplogp=InZ — foglogZ = —BF + BE , (3.7)

donde F'y E son las energias libre y total del sistema, respectivamente. Por tanto, la
entropia de entrelazamiento coincide en este caso con la entropia térmica.

3.2. Teorias de campo

Es posible aplicar todas las definiciones de la seccién anterior a una teoria cuantica de
campos, pero con la salvedad de que ahora tratamos con un sistema con un niimero
infinito de grados de libertad, uno o mas por cada punto del espacio-tiempo. Con-
sideremos, pues, una region espacial a tiempo fijo g, y dividamosla nuevamente en
dos regiones, A y su complemento A. El espacio de Hilbert de una teorfa de campos
es (tipicamente) un producto tensorial de grados de libertad localizados en distintos
puntos del espacio. Este hecho es mas evidente si uno considera la regularizacion de la
teorfa por medio de una reticula en el UV. Entonces, para cualquier region espacial A
existe un factor tensorial del espacio de Hilbert H 4 asociado, y tiene sentido tomar la
traza sobre los grados de libertad que se encuentran en A. Nos podemos hacer enton-
ces la pregunta de cuan entrelazados estan los grados de libertad en la region espacial
A con su complemento. En d dimensiones espacio-temporales, A es una region d — 1
dimensional y su frontera, 0 A, es una regién cerrada d — 2 dimensional conocida como
superficie de entrelazamiento.
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Si consideramos el estado del vacio de la teorfa |2), atin habria entrelazamiento
presente entre los grados de libertad ¢(Z)|..4 ¥ @(Z)|z7. De hecho, estas mismas
correlaciones cuanticas son responsables de que las funciones de correlacién tengan
valor distinto de cero, por ejemplo, (Q|p(z1)d(x2)|2) # 0, (x1—x5)? > 0. Las funciones
de correlacion tienen informacién basica acerca de las interacciones de la teorfa. Sin
embargo, en cierto sentido el entrelazamiento es una propiedad mas fundamental:
mientras que Sy requiere de la especificacion del estado y una region espacial A,
los correladores requieren de, ademéas del estado, una eleccién de operadores locales
O;(z).

En virtud de su definicién, en términos de una matriz de densidad reducida p4,
la entropia de entrelazamiento satisface un conjunto genérico de desigualdades. Con-
sideremos un conjunto que pueda dividirse en miltiples regiones, i.e. A = U;A;, de
tal manera que el espacio de Hilbert completo es H = ®;H 4,. Las desigualdades son

» Subaditividad: Dado un sistema bipartito, H = H 4, ® H 4,, entonces se cumple
SA1 + SA2 = SAlqu . (3.8)
Esta desigualdad se satisface, usualmente, de manera trivial para regiones que

se traslapan, i.e., A} n Ay # 0. Sin embargo, su validez es mas general y nos
permite definir una cantidad llamada Informacion Mutua

I(Al,AQ)ZSA1+SA2—SAIUA220. (39)

» Desigualdad de Arkai-Lieb: Dado un sistema bipartito, se satisface

’SAI - SA2|< SAlUAQ . (310)

Notemos que si la union A; U Ay conforma el sistema completo, el cual se en-
cuentra en un estado puro, i.e., el complemento es A; = A, entonces concluimos
que Sp, = S 7,.

Combinando las desigualdades (3.8) y (3.10), podemos acotar el valor de la
entropia asociada a A; U As, i.e.

S, — S, 1< Sayoa, < Sa, + Sa, - (3.11)

» Subadtividad fuerte: Dado un sistema bipartito, tal que A;n Ay # J, la siguiente
desigualdad se cumple

Saynas T 5404, < Say + 5S4, - (3.12)

Dado un sistema tripartito, H = Ha, ®H 4,®H 45, con interseccion nula entonces
se cumplen

SA1UA2 + SAQUAg 2 SAluAQUAg + SA2 Y (313>

Saroa, +Sas0a, =S4, +Sa, - (3.14)
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Otra sutileza importante de la entropia de entrelazamiento es que presenta diver-
gencias UV y entonces necesita ser regularizada. Mas aun, la definicién de la matriz
reducida p, requiere que consideremos dividir el sistema a través de una superficie
de entrelazamiento, y debemos entonces anticipar que la correlacién de los campos
justo al otro lado contribuyen de manera significativa a la entropia de entrelazamien-
to. Se requiere entonces introducir un corte UV a cierta distancia ¢ de la superficie
de entrelazamiento. De hecho, en teorias de campo libres en d-dimensiones es posible
demostrar que los términos divergentes satisfacen una “ley de area” en el limite € — 0
(ver por ejemplo [15])

SAzyMij—(fA)+... , (3.15)
donde hemos omitido términos subdominantes. La contribucién dominante es pro-
porcional al drea de la regién A y no es extensiva en el tamano de A. El coeficiente
~v depende de la teoria especifica en consideracién. En términos fisicos, el resultado
(3.15) implica que el entrelazamiento que més contribuye es entre puntos vecinos a
lo largo de la frontera 0A.

Es posible argumentar que la estructura de los términos subdominantes en (3.15)
dependen de la geometria intrinseca y extrinseca de la superficie de entrelazamiento
0A (ver por ejemplo [16])

|~ o

g aa—2(2)"2 + aga(B)T 4+t + (—1)T° 84+ O(e),  sides impar
ad,g(%)d_Q +agg(2)t 4+ + (—1)%814 log(%) + O(€%), sid es par
(3.16)

donde L es una etiqueta para el tamano de la regiéon A. Mientras la mayoria de los
coeficientes a; en la expansion de arriba son dependientes del esquema de regulariza-
cién y, por tanto, no tienen significado fisico, la informacién no trivial esta contenida
en la parte universal denotada por S,. Este término captura informacién acerca del
numero de grados de libertad en la teoria de campos. Un caso importante a destacar
es d = 2, en el cual (3.16) predice tnicamente una divergencia logaritmica y, por
tanto, la entropia de entrelazamiento no sigue una ley de area.

En una teoria de campo genérica, el calculo de la entropia de entrelazamiento se
realiza por medio del truco de réplica. Este consiste en evaluar la cantidad Try4 p,
diferenciarla con respecto a n y después tomar el limite n — 1, i.e.

€

0
Sa:i=—Try palogpa = o Tra p'l,—1 - (3.17)

El cédlculo de la matriz de densidad p’j, puede realizarse con el formalismo de la
integral de camino. Consideremos una teoria de campo en 1+ 1 dimensiones en coor-
denadas Euclideanas (tg, ). Al tiempo tg = 0, tomamos la regién A como el intervalo
espacial x € [—1/2,1/2]. A continuacién, preparamos el estado |¢)) correspondiente al
vacio, relevante en la expresién de p, utilizando la condicién de frontera ¢(tg, x) = ¢

en la funcional
tp=0

) = I (3.18)

tp=—00
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Similarmente, evolucionamos desde tp = o0 a tg = 0 para obtener la funcional
¥[¢o(x)]. Entonces, para la matriz total del sistema p, tenemos que sus elementos
de matriz entre las configuraciones ¢, y ¢o son

(P) oy, = Yo(x)] Py (x)] - (3.19)

El elemento de matriz reducido, pa, se obtiene integrando sobre los puntos en la
regién x € A e igualando ahi las condiciones ¢g(z) = ¢f(x)

tgp=00

1 _
o= 5 | Do S TT800+ €)= 016600~ e.2) = ) . (320
1 tp——o0 €A
donde Z; es un factor de normalizaciéon tal que Trgpps = 1. En resumen, hemos

cortado el plano (tg,x) al tiempo tg = 0 entre —[/2 y [/2, y hemos colocado las
condiciones de frontera ¢, y ¢, por encima y debajo del corte, respectivamente. El
calculo de Tr p’j requiere repetir este procedimiento n veces

(PA)p162(PA) b2y - - - (PA)$ndnsr > (3.21)

y tomar la traza sucesivamente. En el formalismo de la integral de camino esto se
logra identificando las condiciones de frontera ¢;(x) = ¢;11(x) e integrando sobre
¢i(z). De esta manera Tr4 p estd dada en términos de una integral de camino sobre
una superficie de Riemann con n hojas R,

1

Traph = —f D¢ e 519
A (Zl)n (tg,z)ERn

Zn

-y 3.22

Aunque nos hemos concentrado en el caso d = 2, es posible generalizar esta construc-
cién a un mayor numero de dimensiones. En ese caso, Z,, se convierte en la integral de
camino sobre un espacio singular que se obtiene al pegar n copias del espacio original
alo largo de dA, lo que resulta en dngulo de déficit 2m(1—n) a lo largo de la superficie
de entrelazamiento.

Como con cualquier integral de camino, este método es muy ttil para desarrollar
intuicion. El problema es que en la practica resulta muy complicado realizar calculos
en dimensién d > 2, incluso en teorias de campos libres. Sin embargo, resulta que
en d = 2 es posible utilizar la simetria conforme para realizar calculos explicitos en
ciertas situaciones. En particular, para un sistema infinitamente largo y un subsistema
A de longitud [, el resultado para la entropia de entrelazamiento es [17]

c l

Sa = 3 logg :
donde c es la carga central de la CFTy. Este resultado no depende de los detalles de
la teoria de campo, y al depender tinicamente de la carga central, no aprendemos mas
sobre la naturaleza de los grados de libertad que estan entrelazados. Sin embargo, es
posible utilizar a S4 como una medida alternativa de la carga central, y es este tipo
de razonamiento el que lleva a una prueba para el teorema ¢ basado en entropia de
entrelazamiento [18].

(3.23)
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3.3. Meétodo holografico

A pesar de su complejidad, Ryu y Takayanagi propusieron, en el caso estatico, una
formula concreta para calcular la entropia de entrelazamiento en el contexto ho-
lografico, en términos de propiedades del bulto [5]. Més tarde, Hubeny, Rangamani y
Takayanagi propusieron la generalizacion covariante valida, también, para cualquier
subsistema en una rebanada espacial de una CFT y para cualquier estado de la CFT
asociado con un espacio-tiempo clésico via la correspondencia AdS/CFT [9]. Consi-
deremos, pues, una teoria de campo definida en una geometria espacio-temporal B
(usualmente, pero no limitada a, R®!) en algin estado excitado [¢)) asociado con una
geometria dual clasica M,. Tomemos ahora una seccién espacial Xz de B y en ella
una region arbitraria A c Y. Esta regién puede ser conexa o una uniéon de regiones
disconexas. Como la frontera dM,, de la geometria M, es la misma que B, podemos
definir regiones, A, en 0M,, correspondientes a la secciéon espacial ¥, asi como su
complemento A c Y. Entonces, la entropia de entrelazamiento S, asociada al sub-
sistema A es igual al drea de cierta superficie de codimensién 2, A € My (i.e. una
superficie d — 1 dimensional para una geometria AdS,,1)

S(A) - ﬁArea([l) | (3.24)

La superficie A satisface las siguientes condiciones:
» La superficie A tiene la misma frontera que la region A.

» La superficie A es homdéloga a A. Esto es, la unién A U A conforma la frontera
de alguna superficie espacial d-dimensional en My,

= La superficie A extremiza el funcional de area. Si existen multiples superficies
con las propiedades anteriores, serda A la que tenga la menor area.

La entrada en el diccionario de la correspondencia, (3.24), relaciona cantidades que
son universales en ambos lados. La entropia de entrelazamiento se puede definir en
cualquier CF'T, mientras que del lado de gravedad, el area de superficies extremales
es una cantidad puramente geométrica y, por tanto, relevante en cualquier teoria
gravitacional. En el caso estatico, podemos ignorar la direccion temporal y decir que
la entropia de entrelazamiento para una regién A se calcula como el drea de una
superficie de codimension dos y de drea minima en el bulto con la misma frontera que

A.

3.3.1. Ejemplos

Desde el punto de vista practico, es sorprendente que la entropia de entrelzamiento,
(3.24), tenga una realizacién tan simple en el lado de gravedad.
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» El vacio de una CFT, definida en RY!: Consideremos la regién de tamaio 2a
centrada alrededor del origen, i.e., A = {z € R|z € (—a,a)}. La geometria dual
es el espacio-tiempo Poincaré AdSs

LQ
ds* = ;(—dtQ +da® + d2?) (3.25)
con z € (0,00) y t,x € (—o0,0). En el caso estdtico, ¢ = 0, la entrada del
diccionario (3.24) nos instruye a encontrar la geodésica tipo espacio contenida
en el plano zz y con la misma frontera que A. Esto se puede hacer escribiendo

la métrica inducida sobre la curva y la acciéon de la geodésica es

S = Jd)\ﬁ - Jd/\gx/x’()\) + 2OV . (3.26)

Variando esta accién se puede mostrar que como solucion a las ecuaciones de
movimiento se obtiene un semicirculo en el plano xz, i.e.,

z(A) =acos A, z(\) =asin\, (3.27)
donde A € [0, 7], y calculando su longitud obtenemos

/2
) l
Longitud = 2L J M oLlog S =2Llog - | (3.28)
sin A 2 a

€

donde hemos utilizado el corte UV € para restringir el dominio del pardmetro A
y evitar que la geodésica llegue hasta la frontera, y asi su longitud sea infinita.
Finalmente, utilizando el resultado de Brown-Henneaux entre la carga central

de una CFT y el radio de AdS; [19]

3L
- 3.29
= 2a, (3.29)
obtenemos la entropia de entrelazamiento
Sa= Clog (3.30)
= — |09 — .
A 3 g o

la cual coincide con (3.23).

» El vacio de una CFT, definida en R4 b: La geometria dual es nuevamente
Poincaré AdS. Consideremos, por ejemplo, la regién en forma de una tira, i.e.,
regiones invariantes bajo traslaciones en (d — 2) coordenadas espaciales. Dicha
region esta parametrizada por

Ay ={Z4_1 € Rz, € (—a,a),z; e Rparai=2,3,...,d—1} . (3.31)
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La accion para las superficies de area minima toma entonces la forma,

o L\ d—1
S = Jd —x dx1<—> A1+ 2 (x)? . (3.32)

z
Aprovechando el hecho de que la accion es invariante de la coordenada 1, es
posible utilizar la correspondiente cantidad conservada para escribir la ecuacién
de movimiento en la forma

r<_1 >
z’(a:l)zdfl _ \/Zz(dfl) — »2(d-1) — 0, Ze = CLL*Z)
Vil ()

donde z, es el punto de retorno de la superficie que explora el bulto. Es posible
resolver esta ecuacion analiticamente en términos de funciones hipergeométricas
y, a continuacion, calcular el area de dicha superficie introduciendo un regulador
IR, R, en las d — 2 direcciones infinitas, con lo que se obtiene [16]

(3.33)

Lt o2 2\d4-1 1
S‘AH = —d— 2R |:€d_—2 - (Z_*> —ad_Q] . (334)

El término divergente principal escala como el area de la superficie de entrela-
zamiento 0A.

El vacio de una CFT, definida en S! x R: En este caso la geometria dual en el
bulto esta dada por el espacio AdS3 global
R2

2 2
ds :—<1+ﬁ>dt + e

dR?
B2
L2

+ R%d6* . (3.35)

Es 1til reescribir esta métrica en los siguientes dos sistemas de coordenados
introduciendo 7 = t/L y R := Lsinh p := Ltan g, en los dominios 7 € (—0, ©0),
o€ [0,7/2) y 0 € |0,2m)

ds? = L*(—cosh? p dr® + dp® + sinh? p d6?) (3.36)
L2
= — <—d7‘2+d92+sin29d92> )
cos? o

El conjunto de coordenadas (7, g, f) cubre completamente el espacio AdS.

Definiendo

Lsint
t= - , (3.37)
cos T + sin o cos 6
Lsin@sinp
T = -
cos T + sin o cos 6
Lcosp
Z =

cosT + sinpcos@ ’
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podemos recuperar la métrica de Poincaré AdSs (3.25). Estas coordenadas cu-
bren unicamente la cuna de Poincaré, i.e., la porcién 7 € (—m,m), cosf >
—cos T csc o de AdS; global (3.35).

Consideremos la region A como el arco del circulo centrado en el origen y con an-
cho 260 4. Similarmente a los casos anteriores, se puede mostrar que la geddesica
correspondiente tiene la forma

L
RO) = —— (3.38)
20
coz(9 -1
cos? 04

y calculando su longitud, la entropia de entrelazamiento asociada a A es [16]

Su= Slog (fi sin (2a>) , (3.39)

e lg

donde € es un corte UV, a es la longitud de arco de la regién A, ls1 es el radio
propio del circulo y ¢ es la carga central de la teoria conforme.

Para mayores detalles acerca del uso de la entropia de entrelazamiento en teorias de
campo y en el contexto de la correspondencia AdS/CFT ver las excelentes referencias
[16,21,22], que han servido de base para las tres secciones anteriores.

3.4. Entropia Diferencial u Hoyo-grafia

La idea original de entropia diferencial fue formulada en [6] estudiando, por medio
de la correspondencia AdS/CFT, un espacio-tiempo con un hoyo, por ejemplo, el
espacio Rindler esférico embebido en AdSs. Disparando rayos de luz externos desde
un punto en la orilla del agujero (en R = Ry) hacia el futuro y al pasado, llegardn
a la frontera a un tiempo finito £75. Con esto especificamos un diamante causal, o
equivalentemente en dos dimensiones, nos restringimos a observables en la CFTy en
el dominio causal asociado al intervalo espacial que denotaremos I. Repitiendo este
procedimiento para cada punto del hoyo construimos una tira de duracién finita 275,.
Por medio de subaditividad fuerte, es posible derivar una férmula que cuantifica el
patron de entrelazamiento remanente después de restringirnos a observables locales a
un tiempo finito en la teoria conforme como repasamos a continuaciéon: Consideremos
dos intervalos {I, I} € CFT; a tiempo fijo. La entropia de entrelazamiento asociada
con cada uno satisface la desigualdad (3.8)

S U L) + S L) < S(L) + S(I) | (3.40)

la cual puede ser demostrada de manera muy simple utilizando la prescripciéon ho-
logréfica (3.24). Siguiendo la referencia [7], para una familia de intervalos {I;} defini-
mos la “envolvente exterior” como la frontera de la regién en el bulto encerrada por
las superficies de Ryu-Takayanagi que calculan la entropia de entrelazamiento S(Iy).
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Denotemos a la entropia de Bekenstein-Hawking evaluada en dicha envolvente por
S({I,}), donde hemos dejado de manifiesto la dependencia en la particién particular
de los intervalos de la frontera. Para el caso particular de dos intervalos, las siguientes
desigualdades se cumplen

S(Luly) <S(I, 1) <S(L) +S(L,)— ST, n 1) . (3.41)

La desigualdad S(I;uly) < S(I1, I) se sigue del hecho de que la superficie que termina
en la unién es extremal y ambas se encuentran en la misma clase de homologia. Si
consideramos n intervalos que se traslapan, obtendriamos la siguiente generalizacién,
como se puede demostrar por induccion

S(Uk]k) {]k i 5 (Ik M ]k+1) . (342)

k=

Para cubrir toda la frontera (la tira por ejemplo), debemos anadir un término extra
al lado derecho y hacer la identificacién de entropias S(I, N I,+1) = S(I, n I1). En
este caso, la envolvente exterior forma una curva cerrada en el bulto. A continuacién,
en el contexto de Rindler esférico, tomamos la longitud de los intervalos como fijos
y su nimero al infinito. La envolvente serd entonces un circulo suave de radio Ry, y
entonces obtenemos

S({I}) = ZZRO (3.43)

Sorprendentemente, la segunda desigualdad se satura en este limite. De hecho, este
resultado es también vélido para cualquier curva cerrada en el bulto [20]

- A

= lim Z S(I A Iiyy)] = e (3.44)
donde E es por definicién la entropia diferencial y A es la longitud de la curva. Con
la ecuacién (3.44) a mano, somos capaces de lograr la reconstruccion de curvas tipo
espacio no extremales, C' €AdSs, en términos del entrelazamiento en la frontera, ya
que cada curva encuentra una representacion especifica como una familia de intervalos
en la CFT,. Vale la pena destacar que a pesar de que esta deduccion va mas alla de
teorias con dual gravitacional, pues esta basada tnicamente en subaditividad fuerte,
es s6lo en el contexto de la correspondencia AdS/CFT que tenemos una interpretacién
geométrica del patron de entrelazamiento resultante.

Se sugirié también en [6], que la entropia diferencial (3.44) podria relacionarse méas
directamente con la informacion hologrdifica causal que con entropia de entrelazamien-
to. Sin embargo, poco después, se senalé en [7] que dicha interpretacion es precisa
unicamente en el caso AdS;/CFTy. De hecho, una nocién de informacidn hologrdfica
causal diferencial difiere de la entropia gravitacional por un término divergente. En
ese articulo, también se llevo a cabo una extensién de la entropia diferencial a un ma-
yor numero de dimensiones con simetria planar y a ciertos fondos gravitacionales mas
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generales. Mds recientemente, en [8] ocurrieron otras extensiones. Llevaron la cons-
truccién al caso covariante, en Poincaré AdS, al calcular longitudes de curvas infinitas
con condiciones peridédicas en infinito. Proporcionaron, también, una demostracién de
la igualdad E' = A/4Gy basada en métodos de mecénica clasica (ver mas abajo), la
cual aplica en contextos mas generales. Se lograron realizar tanto la reconstruccion
bulto-frontera como frontera-bulto también.

Siguiendo de cerca la referencia [8], consideremos ahora el limite continuo de la
férmula de entropia diferencial (3.44). Para hacerlo introduzcamos el pardmetro arbi-
tario A € [A;, As] en lugar del indice discreto k, i.e., igualamos A = k/n y tomamos el
limite cuando n — o0. Especificamos la familia de intervalos I, dando su familia de
puntos finales izquierdo y derecho, {z()\), 2%5(A\)}. Ademds, asumimos periodicidad
en A, ie., 2} p(A\i) = 2 p(Af), y denotamos la entropia de entrelazamiento del inter-
valo correspondiente en A por S(z% (\), 2%5(N\)). El traslape I N I;41, corresponde a
extender el intervalo de @ (A1) asociado a Ixi1, a 2'5(\g) asociado a Ij. Entonces,
S(Ix N Ixy1) = S(xn(Ak+1), r(Ak)). Por tanto, podemos reescribir la ecuacion (3.44)
en términos de los puntos finales de cada intervalo como

E = Y [Sx(\), (M) — S(@p(Aes), zr(0)] - (3.45)

En el limite continuo obtenemos

m [S(2p(Ak), 2r(Ak)) — S(@L(Aks1), 2r(AR))] = S(@L(A), @

n—0o0

=
>
|
=2
8
h
=
+
QL
>
s
=
—~
>

y finalmente, obtenemos para la entropia diferencial

E— %d)\aS(.fL'L(g//z;mR()\)) _ %d)\aS(l'L(g)):/xR()\’)) o

3.46
Vs (3.46)

donde hemos integrado por partes para obtener la segunda igualdad. Esta ecuacion
es mas 1til en el sentido préctico y, al igual que su analogo discreto, también logra la
reconstruccién de curvas cerradas en los distintos ejemplos antes mencionados.

3.4.1. Hoyo-grafia General

En esta seccién repasamos el teorema presentado en [8], que establece la conexién
entre longitudes de curvas en el bulto y la férmula de entropia diferencial (3.46). Sea
la curva tipo espacio en el bulto 2™ (s), donde s es un pardmetro afin sobre la curva
y consideremos la accion geométrica

S = st L(x, ) . (3.47)

Si



26 CAPITULO 3. ENTRELAZAMIENTO

Las propiedades relevantes de la accion son que L es funcién inicamente de las coor-
denadas =™ y las “velocidades” correspondientes, 2 := d,x™, y que es invariante
bajo reparametrizaciones

sf 5f
st L(z,0sx) = Jdé L(z,051) , s — 5= 35(s). (3.48)

La invariancia bajo reparametrizaciones implica que £ es una funciéon homogénea de
grado 1 en z, i.e.,
L(z,az) = al(x,x), (a>0). (3.49)

Esto a su vez implica que el Lagrangiano es de la forma
L(x,2) =2"pn(x, 1), (3.50)

donde p,, es el momento canénico conjugado

o

= (3.51)

P :
El Hamiltoniano del sistema se anula como consecuencia de que s no es un parametro
fisico sino redundante. La ecuacién (3.49) implica que p™ es una funcién homogénea
de grado cero en .
Otro elemento importante para esta demostracion es el siguiente lema en mecanica
clésica: dada una familia de soluciones, X™(s; ), a las correspondientes ecuaciones
de movimiento, continuas y peridédicas en el parametro A, la cantidad

: (3.52)

s

R(s) := §d)\ X™p

donde X™ := 0, X™, es independiente de s. Esto se puede probar como sigue: dados
dos puntos tales que s; < s9, definimos

52
Si2(A) = st L(X,X) . (3.53)
s1
Ahora, como la derivada de la accion en la capa de masa con respecto a la posicién

final es el momento final, y con respecto a la posicién inicial es menos el momento
inicial, entonces se cumple

dS1z
d\

- X/mpm

52

= X/mpm

(3.54)

S1

Integrando sobre A, y utilizando el hecho de que Si3(\) es periddica, deducimos que
R(s1) = R(s2). Por tanto, R(s) es una cantidad conservada asociada con translaciones
en A.
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Volviendo a la configuracién hoyo-grafica, la entropia de entrelazamiento S(xp, )
para un intervalo espacial estd dada por la accion de una curva extremal, i.e., una
solucién a las ecuaciones cldsicas de movimiento, con puntos finales zf y z’,. Por
invariancia bajo reparametrizaciones, podemos fijar los “tiempos” inicial y final, s,
y Sg, sin perdida de generalidad. Sea entonces X (s;\) una familia de soluciones
(continua y periédica) con puntos finales xy, g(\) := X(sp.g;A), cuya accién iguala
S(xp(N),zr(N)). Entonces de la ecuacién (3.46), la entropia diferencial esta dada por

- § d\ xﬁM - § d\ X™p.| = R(sg)
N=X\ 0x'y
(3.55)

donde en la tercer igualdad hemos utilizado nuevamente el hecho de que la derivada
de la accién en la capa de masa con respecto a la posicion final es igual al momento
final. Como mostramos anteriormente, R(s) es una constante asi que también pudimos
haber evaluado, equivalentemente, F en cualquier otro valor del parametro s, por
ejemplo sy.

Supongamos ahora que existe una familia periddica de curvas en el bulto 2 ())
que, para cada valor de A, es tangente a la solucién X(s;A) en algin punto que
denominamos s = sg(\):

E _ § d)\ 8S(IL(2))\,/xR(X))

SR

* !

X" (so(A); A) =2™(N),  X"(so(A\); ) =a(N)z™(N), «aN)>0. (3.56)

Nos referiremos a esta condcién como alineamiento vectorial tangente (o simplemente,
alineamiento tangente). Por invariancia bajo reparametrizaciones, podemos asumir sin
pérdida de generalidad, que sy es una constante. Evaluando R en sy obtenemos

R(s0) =§ d\ X (X, X)

= § d\ ™ py(z, 1)) = § d\ L(z,2"),  (3.57)
S0
donde hemos utilizado las propiedades de homogeneidad de p,, vy £, (3.50), en la se-
gunda y tercer igualdad, respectivamente. Ademas, hemos sustituido X /m|s0 = x'm‘SO
en la segunda igualdad. Como R es constante, hemos mostrado que E es igual a la
acciéon evaluada en la curva z™(A), i.e., la longitud de la curva A. Es importante
destacar que, en general, la curva en el bulto no serd extremal.
Vale la pena hacer algunos comentarios adicionales respecto a esta demostracion.

= Validez: La prueba que hemos repasado en esta seccion depende de las propie-
dades de la accién (3.47). En particular, de que £ dependa tnicamente de las
coordenadas de la curva 2™ y la velocidad z™. Por lo cual, es valida en teorias
genéricas gravitacionales siempre y cuando la funcional de entropia tenga ini-
camente primeras derivadas. En un mayor niimero de dimensiones, sin embargo,
se ha asumido implicitamente la existencia de una simetria planar generalizada
de la curva en el bulto y su correspondiente familia de superficies extremales.
Resulta que los fondos gravitacionales que admiten este tipo de simetria son
aquellos que “factorizan” las coordenadas planares y® = {y', ..., y?2}.
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= Generalizaciones: Podemos hacer un par de generalizaciones relajando la con-

dicién de alineamiento tangente (3.56). La primera consiste en remover la res-
triccion a(\) > 0 y permitir que los dos vectores tangentes X™ y ™ estén
orientados de forma opuesta. Para ello, exigimos que la accién (3.47) sea inva-
riante bajo reparametrizaciones que inviertan la orientacién de la curva, al igual
que reparametrizaciones que la preserven. Es posible mostrar una segunda gene-
ralizacién un poco mas drastica, pues permite que los vectores tangentes no sean
colineales como explicaremos méas adelante. Esta construccién fue denominada
alineamiento vectorial nulo (o simplemente, alineamiento nulo) en [8].

Reconstrucciéon bulto-frontera: Este teorema puede ser empleado para lo-
grar la reconstruccién de curvas arbitrarias en el bulto en el contexto frontera-
bulto, i.e., dada una familia general de intervalos en la frontera es posible re-
construir al menos una curva en el bulto. En el caso a tiempo constante es
suficiente con que la familia de superficies extremales satisfagan la condicion
de alineamiento tangente. En el caso covariante, por otra parte, la condicion
relevante para que ocurra la reconstruccion es la condicion de alineamiento nu-
lo [8]. De hecho, se puede mostrar que con una familia de intervalos es posible
reconstruir a lo mas dos tipos de curvas en el bulto.



Capitulo 4

Hoyografia en Poincaré AdS

4.1. Motivacion

Diversos aspectos de hoyo-grafia han sido explorados en [7,8,20,23-31]. En los trabajos
[6,20] se llevo a cabo la reconstruccién hoyo-grafica de una curva cerrada y arbitraria
a tiempo constante en AdS; global (también se estudiaron los casos de las geometrias
BTZ y de defecto conico). Al encoger una curva cerrada a tamafno cero en un punto
arbitrario del bulto, se obtuvo una familia de intervalos particular [20], la cual describe
una “curva-punto” de longitud nula. Esta puede ser combinada con una segunda
familia asociada a otro punto para calcular la distancia entre los dos. Este marco es
capaz de extraer los ingredientes mas basicos de de la geometria del bulto, puntos
y distancias, a partir del patrén de entrelazamiento en el estado de la teoria de la
frontera.

En esta tesis estamos interesados en entender como se desarrolla toda esta historia
en Poincaré AdSs, donde el programa hoyo-grafico enfrenta un serio desafio [4]. Como
explicamos al inicio de este trabajo, la geometria de AdS puro, (2.1), es dual al vacio de
una CFT definida sobre el espacio-tiempo de Minkowski. En este contexto, el método
hoyo-grafico ha sido examinado antes, a tiempo constante en [7], y para curvas con
dependencia no trivial en el tiempo en [8]. Nuestra motivacién es distinta, y su esencia
puede ser entendida viendo la Figura 4.1, la cual muestra al parche de Poincaré como
una cuna dentro de AdS global. El hecho de que Poincaré no cubra todo el espacio AdS
implica que algunas curvas dentro de la cuna pueden tener un conjunto de geodésicas
tangentes cuyos puntos finales caen fuera de la cuna. Dichas geodésicas no pueden
ser asociadas con entrelazamiento en la frontera. Su existencia representa un serio
reto a la reconstruccion hoyo-grafica porque nos deja sin los medios para codificar en
el lenguaje de la teoria de campo, lo que en definitiva deberian ser propiedades del
vacio, |2).

Hay un problema conceptual que debemos esclarecer. Dado que las descripciones
global y de Poincaré estén relacionadas por una simple transformacién de coordenadas
(ver Ec. (3.37)), podria parecer que el éxito de la hoyo-grafia en reproducir curvas,
puntos y distancias en coordenadas globales deberia extenderse de forma automatica

29
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Figura 4.1: Cada uno de estos cilindros sélidos es un diagrama de Penrose de AdSs,
cubierto totalmente por las coordenadas globales (g, 7, 0), pero solo en parte por las
coordenadas de Poincaré AdS (¢, z, z). Las ultimas generan la cufia entre la frontera
de AdS z = 0 (e ¢ = 7/2), en la superficie del cilindro, y el horizonte de Poincaré
z — o0, representado por los discos morados inclinados a 45 grados. Cada cilindro
muestra un ejemplo de una curva en el bulto dentro de la cufia (el circulo rojo),
junto con geodésicas tangentes (colo naranja), que en la descripcién global permiten
a la curva ser reconstruida hoyo-graficamente. A la izquierda, la curva estd a un
tiempo global fijo 7 = 0 (<> t = 0). En este caso, la reconstruccién de la curva debe
ser posible utilizando datos en la teoria de campo definida en Minkowski dual a la
cuna de Poincaré, porque todas las geodésicas se encuentran dentro de la cuna. A la
derecha, la curva se encuenra a tiempo 7 > 0 (< t # constante), y como podemos
apreciar, contiene segmentos cuyas geodésicas tangentes salen de la cuna. A pesar de
que este segmento es parte de Poincaré AdS, no puede ser reconstruido con datos de
la teoria de campo utilizando la herramienta de hoyografia estandar.

a Poincaré. La longitud propia, A, de una curva cerrada es ciertamente invariante bajo
transformaciones de coordenadas e ingenuamente lo mismo pareceria ser cierto para
la entropia de entrelazamiento, la cual en el lado de gravedad es también una longitud
propia, de acuerdo a la entrada del diccionario (3.24). De hecho, la entropia sin regular
(tomando la longitud de la correspondiente geodésica hasta la frontera de AdS) es
invariante, pero también es divergente, asi que no puede ser utilizada directamente
para calcular E. Tan pronto como introduzcamos un corte, introducimos dependencia
en las coordenadas. Esta es una propiedad de la entropia de entrelazamiento regulada
en la teoria de campo: Su valor depende del esquema de regularizacion, asi que no es
invariante bajo transformaciones conformes o de Weyl (ver por ejemplo [32-38]), que
es a lo que se reduce la transformacion en el bulto de coordenadas globales a Poincaré
en la CFT. Como resultado, las ecuaciones que involucran S no se pueden implementar
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de un conjunto de coordenadas a otro, lo cual justifica porqué es importante estudiar
hoyo-grafia en Poincaré directamente. Esto es lo que hacemos en el presente trabajo,
primero abordamos el caso a tiempo constante en la Sec. 4.2 y después a tiempo
variable en la Sec. 4.3.

En mayor detalle, comenzamos por preguntarnos cémo reconstruir curvas cerradas,
en contraste con las curvas estudiadas en [7, 8], las cuales se extienden hasta infinito,
y satisfacen una condicién de periodicidad en infinito. Una importante diferencia
entre AdS global y Poincaré, es que en AdS global la frontera envuelve todo el bulto.
Dada una curva cerrada, es entonces facil visualizar como la familia de intervalos
dard origen a geodésicas que son tangentes a cada punto de la curva. En Poincaré,
dada una curva cerrada, la frontera no la envuelve, asi que ingenuamente pareceria
que hacen falta los intervalos/geodésicas que serian tangentes a la porcién de la curva
mas alejada de la fontera. Como explicamos arriba y se puede apreciar en la Fig.
4.1, esto ocurre porque las coordenadas de Poincaré cubren solo una cuna de AdS
global. Sin embargo, sabemos que una rebanada a tiempo de Poincaré t = 0 coincide
completamente con la rebanada a tiempo global 7 = 0, asi que al menos en este
caso, no existe posibilidad de que algunas geodésicas queden fuera. En la Subsec.
4.2.1, nuestra estrategia serd entonces tomar los resultados de [20] para curvas a
7 = 0, y realizar simplemente el cambio de coordenadas, para obtener la descripcién
de Poincaré correspondiente. Nuestra conclusion es que curvas arbitrarias cerradas a
tiempo t = 0 pueden ser reconstruidas, pero con una novedad importante: la familia
dual de intervalos debe correr sobre el eje = al menos dos veces, pues es en la segunda (o
subsecuente) pasada(s) que describimos geodésicas tangentes a la porcién més alejada
de la curva. Una vez que sabemos como hacer esto a tiempo ¢ = 0, la invariancia
de la métrica (2.1) bajo traslaciones en ¢t nos permitird reconstruir curvas y puntos
en cualquier otra rebanada a tiempo constante, independientemente del valor de t.
(Traslaciones en 7, por otro lado, nos darén ejemplos de curvas a tiempo variable, los
cuales examinaremos en la Sec. 4.3.)

En la Subsec. 4.2.2 mostramos que la entropia diferencial £ da como resultado la
longitud A para una curva cerrada genérica a tiempo constante en Poincaré AdS: al
igual que el caso global estudiado en [20], encontramos que £ = A/4Gy. En esta ins-
tancia particular, entonces, no hay ninguna sutileza debida al cambio de coordenadas.
Sin embargo, si hay una sutileza cuando analizamos en la Subsec. 4.2.3 la descripcion
hoyo-grafica de curvas abiertas. Se encontré en [20] que para reproducir la longitud
de un curva abierta en AdS global, la entropia diferencial debia ser suplementada con
una funcién de frontera especifica, f. Econtramos que lo mismo es cierto en Poincaré,
pero la funcién de frontera relevante, Ec. (4.17), no es la traduccién directa de su con-
traparte global. Sin embargo, sigue siendo cierto que f se puede describir de manera
geométrica en el bulto, y tiene una interpretacion especifica en términos de entropia
de entrelazamiento en la frontera. Esto es crucial para que curvas abiertas sean re-
construidas puramente con datos de la CFT. Combinamos F con f para definir una
entropia diferencial “renormalizada” &, la cual reproduce directamente la longitud de
una curva abierta arbitraria, & = A/4Gy. Obtenemos también una expresién para €
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en términos de datos en la frontera en (4.26).

En la Subsec. 4.2.4 encogemos curvas a tamano cero para obtener la descripcion
hoyo-grafica de puntos en el bulto. Econtramos que esto se puede realizar tanto con
curvas cerradas como abiertas, pero en el 1ltimo caso debemos tomar la pendiente
0z/dx como divergente en los puntos finales de la curva, para atin quedarnos con una
coleccién no trivial de geodésicas en el limite del punto. Siguiendo [20], mostramos
que las familias de intervalos de la CFT que resultan estar asociadas con puntos
en lugar de curvas de tamano finito pueden ser obtenidas al extremizar una accion
basa en la curvatura extrinseca, la cual puede ser escrita en términos de variables de
la frontera (4.39). En la Seccién 4.2.5 verificamos que la distancia entre dos puntos
arbitrarios puede ser obtenida a partir de entropia diferencial. Esto puede hacerse de
dos maneras distintas: usando la ecuacién (4.60), la cual es esencialmente la misma
receta que en [20], o con la ecuacién (4.53), la cual es una generalizacién basada en
describir los puntos como curvas abiertas.

En el caso covariante, presentamos en la Subsec. 4.3.1, siguiendo [8], las férmulas
bésicas (4.64)-(4.66) que definen los intervalos y geodésicas asociadas con una curva
tipo espacio arbitraria (abierta o cerrada) en el bulto. La correspondiente entropia
diferencial mas una funciéon de frontera estd dada en (4.79), la cual reproduce la
longitud de la curva A.

El problema principal abordado en esta tesis se encuentra en la Subsec. 4.3.2, don-
de mostramos que cualquier segmento de una curva que viola la condicién (4.80) es
no reconstruible, en el sentido de que las geodésicas tangentes a ella tienen al menos
un extremo fuera de la cuna de Poincaré, y consecuentemente no estan asociadas con
entropias de entrelazamiento en la CF'T. En la Subsec. 4.3.3 descubrimos que este reto
puede ser superado haciendo uso de una variante de la hoyo-grafia formulada previa-
mente en [8], donde uno tiene permitido disparar desde cada punto sobre la curva
una geodésica dirigida en una direccién que difiere de la tangente por un vector nulo
que satisface (4.83). Entonces, llegamos a nuestro resultado principal: el enunciado de
que, contrario a las apariencias, la hoyo-grafia puede reconstuir exitosamente cual-
quier curva tipo espacio abierta o cerrada contenida en Poincaré AdSs, en términos
de entropia diferencial en la CFTy definida en el espacio-tiempo de Minkowsks.

En la Subsec. 4.3.4 estudiamos otra vez el limite donde el tamano de la curva se
anula, enfatizando que hay un ntmero infinito de maneras distintas de representar
cualquier punto dado en términos de una familia de intervalos en la CFT. Como se
expresa en la Ec. (4.92) y se ejemplifica en la Fig. 4.11, hay una familia por cada elec-
cién distinta del camino trazado por el centro de los intervalos (o equivalentemente,
el camino trazado por cualesquiera de los extremos de los intervalos). Generalizando
los resultados de la Subsec. 4.2.4, obtenemos una accién covariante cuya extremiza-
cién nos conduce a cualesquiera de estas familias asociadas a un punto. En el lado de
gravedad esta basada en la curvatura normal de la curva en el bulto, y en las variables
de la CFT toma la forma (4.101). Finalmente, en la Subsec. 4.3.5, mostramos que
dados dos puntos en el bulto, la libertad de elegir una familia representativa de la
clase de equivalencia asociada a cada punto nos permite calcular la distancia entre el
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par, imitando asi el procedimiento a tiempo constante de la Subsec. 4.2.5.

4.2. Hoyo-grafia a tiempo de Poincaré constante

4.2.1. Curvas cerradas

Trabajando en el contexto de la correspondencia AdS;/CFTy, hemos definido en
capitulos anteriores las coordenadas de Poincaré, (3.25), y globales, (3.35), asi como
la transformacién de coordenadas entre ellas (3.37).

Dada una curva R(€) a tiempo fijo 7' (que implica 7 fijo) en AdS global, la familia
asociada de geddesicas tangentes, o equivalentemente, intervalos en la CF'T, puede
ser clasificada como «(6,.), donde 6, es la localizacién angular del centro del intervalo
a lo largo de la direccién espacial S', y « es el dngulo medio de apertura. Estas estan
dadas por [20]

IL? dnR
tan(f — 6,) = T g (4.1)

. L \/1 L2 /dlnR\?

ana =g\ o ()

Los puntos finales de estas geodésicas/intervalos estan localizadas en 04 := 0. + .
Como explicamos en la Motivacion, si para empezar nos concentramos en la reba-

nada a 7 = 0, estamos seguros que estas mismas geodésicas cubriran completamente

la curva en el bulto después de traducir a la rebanada de Poincaré a tiempo ¢ = 0.

Podemos determinarlas utilizando (3.37) para mapear los dos angulos 64 al eje x. La

localizacion de los puntos finales correspondientes a 64 estard denotada por x4. A la
mitad de estos puntos se encuentan el centro del intervalo,

T = % : (4.2)
y su radio
. ;x* (4.3)

Denotaremos por xy a la traduccion directa del centro angular 6., el cual servird en-
tonces como parametro que etiquete nuestros intervalos. Conforme 6, corre alrededor
del circulo S' de la CFT definida en la frontera del cilindro, x4 correrd sobre todo el
eje espacial de la CFT definida en Minkowski. En general, esperamos que xg # ..
Nuestra familia de geodésicas estaba parametrizada con un sélo parametro 6. en la
configuracion global, asi que después de traducir a Poincaré, podemos parametrizarla
naturalmente con zy. La geodésica para cada valor de xy puede ser descrita con el
par (x_,x.), o equivalentemente, con (z.,¢). La tltima descripcién es algunas veces
mas conveniente. Y en lugar de reportar nuestras geodésicas en la forma paramétrica,
(xc(g),l(z9)), podemos eliminar zy para obtener £(z.), la cual es ciertamente mas
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intuitiva, y el andlogo directo de la expresién global reportada en [20] en la forma
a(f.).

Consideremos primero el caso mas simple de una curva cerrada en el bulto: un
ciculo que en coordenadas globales esta centrado en el origen, R = constante. Se
sigue inmediatamente de (4.1) que la familia de geodésicas tangentes al circulo es
simplemente 6. = 6, tana = L/R. Usando (3.37) a 7 = 0, podemos ver que la curva
resultante en Poincaré es también un circulo,

2+ (- mf - R?. (4.4)

Con la ecuacién de enmedio en (3.37) evaluada en ¢ = 7/2, podemos también traducir
los parametros de la geodésica 6, 6. El resultado toma la forma

20 L2\ L2 + R? + L*(L? + x3)
2(WI2+ R?+R)—2}(VI* + R*—R)

Una muestra representativa de estas geodésicas estd graficada en la Fig. 4.2. Como
z

(4.5)

T4 =

8
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Figura 4.2: El circulo (4.4) en Poincaré AdS a tiempo t = 0, con algunas de sus
geodésicas tangentes, segin (4.5). En esta y todas las graficas subsecuentes, fijamos
L = 1. Hemos elegido al circulo centrado en (z,z) = (0,2), lo que significa que el
radio del circulo (tanto en coordenadas globales como de Poincaré) es R = /3.

era de esperar, encontramos una geodésica tangente para cada punto sobre el circulo.
Pero hay una novedad importante: el denominador en (4.5) se anula en los puntos

T = Ty, cOn
T = R+ VL2 + R?. (4.6)

En cada una de estas ubicaciones, uno de los puntos finales cambia de signo. Para
xg € (T, Ton) tenemos el orden esperado x_ < ., pero para otros valores de zy
los puntos finales se intercambian: conforme xy incrementa mas alla de x.,, el valor
de x, cruza de x — o a r — —o00, mientras que en Ty = —Typ, T_ Cruza en la
direccién opuesta. El hecho de que el intervalo radial (4.9) diverge en estos puntos de
cruce implica que la geodésica correspondiente se vuelve vertical, y lo mismo es cierto
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entonces para la propia curva, i.e., 0,z — +00. En estos puntos, z(zy) comienza a
retroceder, conforme pasamos de la mitad inferior a la superior del circulo, o viceversa.
Este comportamiento se puede apreciar en la Fig. 4.3, donde graficamos los puntos
finales (4.5).

,/'2:—"’—__1'9
710_____’;5_—7/7 5

-20-
Figura 4.3: La curva azul (morada) muestra el punto final z, (z_) de las geodésicas,
dado por (4.5), para el mismo ejemplo que en la Fig. 4.2. Las ubicaciones donde uno
de los puntos finales cambia de signo al cruzar a través de infinito, x9 = +x, son
claramente visibles. Es solo la regién en medio de la grafica, (—z4, 24 ), que los puntos
finales estan en el orden candnico x_ < z.

La principal leccién aqui es que, el pardmetro xy corre de —oo a o0, el punto medio
del intervalo x. cubre el mismo rango dos veces: una vez para geodésicas tangentes a
la parte baja de nuestra curva, la cual tiene ¢ > 0, y la segunda vez para geodésicas
tangentes a la parte superior, que tiene ¢ < 0 a causa de tener sus puntos finales
invertidos.

Esta misma leccién aplica en general. Consideremos una curva cerrada arbitraria
en el bulto (a tiempo constante t), descrita por (z(\), z())), con A algin pardmetro
sin especificar. Dado que la curva es cerrada, la funcién z(\) debe ser no monoténica,
y podemos encontrar al menos dos valores de A donde x’ := d,x cambia de signo al
cruzar cero. En estos puntos, la curva del bulto se vuelve vertical, y el radio y uno
de los puntos finales de la correspondiente geodésica va a +o0. Lo mismo ocurriria
en puntos donde 2’ se anule sin cambiar de signo. Los N > 2 puntos donde la curva
cerrada es vertical (' = 0) separan a la curva en N segmentos consecutivos. Algunos
ejemplos se muestran en la Fig. 4.4. Exigiremos, sin perdida de generalidad, que el
signo del parametro X\ se elija de tal manera que el punto sobre la curva que esta
mas cerca de la frontera de AdS esté en el segmento donde 2’ > 0. Etiquetamos
este segmento como n = 1, y numeramos los segmentos restantes consecutivamente
segun aumenta A. Los bordes del segmento n-esimo estaran denotados naturalmente
por A\, < Ap41. Como en el caso del circulo (donde tenemos N = 2), cada segmento
conexo estara asociado con una familia de geodésicas tangentes cuyos centros .. corren
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sobre todo el eje x. El signo de 2’ puede o no cambiar cuando nos movamos de un
segmento al siguiente. Nos referiremos a aquellos segmentos donde 2/ > 0 (' < 0)
como “positivos” (“negativos”).

Figura 4.4: Tres ejemplos de curvas cerradas divididas en N segmentos (numerados
n = 1,...,N) en los puntos (indicados en rojo) donde la curva se vuelve vertical
(' = 0), implicando que la correspondiente geodésica tangente tiene un punto final
en infinito. A través de (4.7), el signo de 2’ sobre cada segmento determina si las
geodésicas tienen sus puntos finales en el orden canénico (z_ < x,) o no. El circulo
ya ha sido discutido anteriormente y dibujado en la Fig. 4.2. La segunda curva ilustra
el hecho de que N puede ser impar porque 2’ no cambia necesariamente de signo al
ir de un segmento a otro (los segmentos n = 3,4 son positivos). El tercer ejemplo
ilustra el hecho de que la curva puede intersectarse a si misma.

Al traducir los resultados de AdS global de [20], o calculando en Poincaré AdS [§],
encontramos que las geodésicas tangentes a nuestra curva tiene los puntos finales en

. z(N)2'(A)  z(N) SIS\CIRTONT
i (N\) = z(\) + O ix,()\)\/ (N2 + 2/(\)2 . (4.7)

Equivalentemente, tienen punto medio
(4.8)

y radio

() =

;’((AA)) NCTONEE oS (4.9)
Hemos elegido el signo del segundo denominador en (4.7) de tal manera que los
segmentos positivos de la curva (2’ > 0) estén asociados con intervalos cuyos puntos
finales estén en el orden canénico, x_ < x, mientras que las partes negativas (z' < 0)
corresponden a intervalos con los extremos invertidos, x_ > z,. A través de (4.9),
esto significa que la designacién como positiva o negativa, originalmente referida a un
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atributo de la curva en el bulto, también caracteriza el signo de ¢ para la correspon-
diente familia de intervalos en la CFT. Otra vez, el problema principal aqui es que,
para envolver completamente nuestra curva cerrada, necesitamos no una sino N > 2
familias de intervalos cuyos puntos medios . corran sobre todo el eje x.

Alternativamente, podemos pensar en esto como descomponer la curva cerrada
en N curvas abiertas z,(x) (n = 1,...,N), las cuales se unen en los lugares donde
la pendiente 0z/0z diverge. Pero si adoptamos esta perspectiva, la pregunta no tri-
vial es si la informacion de todas las N familias de geodésicas puede ser combinada
para obtener una descripcién hoyo-grafica para toda la curva cerrada, dado que sa-
bemos de [20] que para obtener la longitud de curvas abiertas necesitamos anadir un
término de superficie a la formula de entropia diferencial. Abordaremos esta pregunta
explicitamente en la Subsec. 4.2.3.

Notemos que (4.8) implica que . = (1 + (0,2)* + 20%z)2’. Esto muestra que el
centro x.(\) puede retroceder si 2’ < 0, lo cual ocurre en los segmentos negativos que
hemos discutido aqui, o si la curva es suficientemente céncava, 02z < —(1+ (0,2)?)/2.
La tltima posibilidad ha sido senalada en [7,8,20].

Para uso futuro, notemos que (4.8) y (4.9) pueden ser invertidas [8] para dar la
curva en el bulto en términos de datos de la frontera,

NN
OV

C

00 = e (1- 580 (110)

Como un chequeo adicional, estas mismas relaciones pueden ser obtenidas tomando
el limite de masa cero R, — 0 de las expresiones obtenidas para el agujero negro
estatico BTZ [40] en las Eqgs. (89)-(90) de [20]. En este limite, la métrica BTZ se
reduce a Poincaré AdS con z ~ x + L.

z(A) = z.(\) —

4.2.2. Entropia diferencial y la longitud de curvas cerradas

Utilizaremos la definicién de entropia diferencial (3.46)

E— Jd/\ 55(%(2}}\%1«2()\)) o (4.11)

rp y g son los puntos finales izquierdo y derecho! (z; < xg) de una familia de
intervalos parametrizada por un parametro arbitrario A, y S es la correspondiente
entropia de entrelazamiento. La definicién (4.11) trata a los puntos finales de manera
distinta, pero como explican en [8] (y repasamos en el capitulo anterior), integrando
por partes podemos intercambiar el rol de xr v x. Las dos definiciones alternativas
difieren por un término de frontera, que puede ser despreciado para el tipo de curvas

'Notemos que z;, = z_ y xr = x4 solo si £ > 0. Regresaremos a este punto més abajo.



38 CAPITULO 4. HOYOGRAFIA EN POINCARE ADS

consideradas en [§8], pero que sera importante para nuestro anélisis de curvas abiertas
en la Subsec. 4.2.3.

Por conveniencia, desde este punto en adelante reescalaremos la entropia de en-
trelazamiento por un factor de 4G y. Para intervalos a tiempo fijo, la entropia de
entrelazamiento es (3.23)

S(xp,zr) = 2L1In <M> ,

: (4.12)

donde € es un corte UVZ.

En el contexto de entropia de entrelazamiento, los autores de [7] fueron los pri-
meros en estudiar curvas en Poincaré AdSs a tiempo constante. (Su andlisis aplica
también para superficies de codimensién dos en Poinaré AdS,,; con simetria planar,
i.e., invariante bajo traslaciones en las d — 2 coordenadas z'). Ellos restringieron su
atencién a curvas que se extienden infinitamente a lo largo de la direccion x, y mas
aun, impusieron condiciones de periodicidad en x — +00. Bajo estas condiciones, ellos
mostraron que la entropia diferencial (4.11) para la familia de intervalos tangentes a
la curva (superficie) reproduce correctamente su longitud (érea).

Mostraremos ahora que lo mismo es cierto para las curvas cerradas (z()), z(\))
que consideramos en la subseccién previa. Su longitud esta dada por

L
A= Jd)\«/%\ = Jd)\ ~ 2+ 27 (4.13)

donde v es la métrica inducida. Queremos checar que esta coincide con la entropia
diferencial asociada a la curva. Las correspondientes geodésicas/intervalos tienen pun-
tos finales localizados en (4.7). Nuestra discusién se enfoca en el caso N = 2 (la curva
cerrada tiene s6lo un segmento positivo y uno negativo), pero la extensién a N > 2
es inmediata.

Para la parte positiva de la curva (2’ > 0), el hecho de que ¢ > 0 significa que los
puntos finales izquierdo y derecho son x, = x_ y xp = z,. Usando (4.12), (4.11) se
convierte en

Eszd/\‘%. (4.14)

Para la parte negativa, ¢ < 0 y entonces los puntos finales se invierten. Por ello, si
queremos utilizar (4.11) tal como estd, obtendriamos un signo menos adicional, y no
seriamos capaces de obtener directamente la longitud de la curva. Pero, por conti-
nuidad de la familia de intervalos (crucial para la utilidad de la entropia diferencial,
y se ve més claramente refiriendose al caso AdS global), la prescripcién correcta es

2Por comparacién, en el caso de AdS global, donde la teorfa dual vive en el cilindro, la entropia
de entrelazamiento es (ver, e.g., [20])

S(04,0_)=2L1In[sin((f+ —0-)/20)] .

Como explicamos en la Motivacién, esta ecuacién y (4.12) no se mapean la una en la otra por una
mera transformacién de coordenadas.
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partir de una lectura literal de (4.11), y continuar tratando a =, como el punto final
derecho del intervalo. Esto asegura la cancelacion correcta de geodésicas finales en la
familia positiva con las iniciales en la negativa. Por supuesto, para que el logaritmo
en (4.12) sea real, necesitamos utilizar |z, — x_| como su argumento. Esto nos lleva
nuevamente a (4.14), asi que esta sola expresién aplica para toda la curva cerrada.
La periodicidad garantiza entonces, al igual que para las curvas infinitas consideradas
en [7], que los términos de superficie puedan ser ignorados.

Veamos explicitamente la relacién entre entropia diferencial y la longitud. Usando
(4.7) y (4.9), la expresién (4.14) toma la forma

E

0 S o
_ 2 2 _ _
fﬁd)\ { z "ttt L [g T /.I/2 + 2/2 x! /x/2 + Z/Z]}

A+ ngdA Ox [m (@) + sinh ™! (%)] : (4.15)

En la segunda linea hemos reconocido que el primer término reproduce precisamente
la longitud (4.13), mientros que los otros forman una derivada total, y no contribuyen.
Dentro del logaritmo, hemos elegido un valor particular para la constante de integra-
cién en términos del corte UV, €. Esta eleccion sera til en la siguiente subseccion.

4.2.3. Términos de frontera y la longitud de curvas abiertas

Ahora pasamos a considerar (aun a t = 0) una curva abierta arbitraria (z(X), z(X)).
Puede o no tener puntos donde z’/x’ — +00, separando N segmentos como discutimos
para curvas cerradas (pero ahora con N > 1). El andlisis de la subseccién anterior
establece directamente la relacién entre su longitud A y la entropia diferencial F para
su familia de intervalos asociados. Esta relacion estd dada nuevamente por (4.15), con
la unica diferencia de que la integral se extiende ahora sobre un rango finito,

Af VA S ot
A= FE-L| ad\|-+ -
J;\i [g [2 4 2 ' x? 4+ 2/2:|
= E—fOp)+ (M) - (4.16)

En la segunda linea hemos definido

f(A):=Lln (%> + Lsinh™! (i/) : (4.17)

€ |2’

a la contribucién de frontera (ahora distinta de cero en general).

Tratemos de ganar un poco de comprensién acerca de la forma de (4.17). Los
autores de [20] mostraron que, cuando consideramos una curva abierta en coordenadas
globales, R(6), con # corriendo de 6; a ¢, la entropia diferencial £ no reproduce
directamente la longitud A. Los dos integrandos difieren por una derivada total. Para
coincidir, debemos afiadir a £ un término de superficie f(6;) — f(6;), con

£(6) = 2L 22 EZ - EZ - Z;;] —2L1n [—ZE EZ:_%;] , (4.18)
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donde « y 6. estan evaluadas en los valores correspondientes al angulo en el bulto.
(Alternativamente, f puede ser expresada como una funcién del angulo en la frontera
6.). Arriba de su Ec. (12), los autores de [20] explican el significado geométrico de
f(0): es la longitud del arco de geodésica (6., «) que estd contenido en la cunia angular
entre 6. y 0. Explicitamente, esta geodésica esta descrita por

RZ tan® o — L2
2 2 )
R+ L

tan®(0, — 0,) = (4.19)

y podemos checar que la longitud en el rango de interés

dR,
Ao R2+ 1+ — 4.20
Jc \/ i ) ( deg ) 7 ( )
coincide con (4.18).

A priori, no es obvio si se puede dar una interpretacién similar a la funcién de
frontera en Poincaré (4.17), porque la entropia de entrelazamiento no permanece
invariante cuando mapeamos de coordenadas globales a Poincaré AdS. En particular,
la condicién 0 = 0., que anula la funcién (4.18), no se traduce en z = z. 6 = = xy.

Volviendo al caso de la curva abierta arbitraria (z()), z(\)). La geodésica tangente
a la curva en un punto A es

g =~ (g —2o)? (4.21)

donde el radio ¢ y el centro z. estdan dados por (4.8) y (4.9), y estan por tanto fijos
para este calculo. La longitud de arco de geodésica que corre de x a x. es

Te L — L — T_
J dx, = 1+ (Z;g) = —Ltanh™! (:v £$c> = —§ln <i+ _:vx) . (422)
g 9

xT

Notemos que, en esta tltima forma, la longitud (4.22) luce algo anéloga a la forma
final de (4.18), excepto por un signo menos global debido al hecho de que en (4.16)
hemos elegido definir nuestra f con el signo opuesto a [20]. Usando (4.7) y la identidad
sinh™ @ = In(a + v/1 + a2), esta expresién puede reescribirse como

f C da:gz£ 1+ (2;9) = Lsinh™ (‘;) (4.23)
T g 9

la cual coincide con el segundo término de (4.17).

Este acuerdo nos permite adjudicarle al término (4.23) la interpretacion de entre-
lazamiento desarrollada para AdS global en la Seccién 4.5 de [20]. La familia de
intervalos/geodésicas asociada con nuestra curva abierta termina en el punto del
bulto (zf,z¢) = (2(Af),2(Af)). El miembro final de la familia estd centrado en
Zep = T(Af), v generalmente xy # x.s. Podemos afladir a la familia el conjunto
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de intervalos cuyo centro corre de z. s a xf, con radios ¢ elegidos de tal manera que
las geodésicas correspondienten pasen a través de (zy, z¢), lo que significa que esta
adiciéon no alarga la curva. (Los intervalos anadidos pertenecen a la familia de la
“curva-punto” (zy, z), como quedara claro en la siguiente subseccion). Después de
la adicién, ya no queda ningin arco en (4.22) que contribuya, lo que significa que el
segundo término en (4.17), evaluado en Af, representa la entropia diferencial extra
debida al conjunto de intervalos anadidos. Lo mismo aplica, por supuesto, para el
extremo final opuesto de la curva, A;.

Unicamente el logaritmo en (4.17) queda por ser interpretado. Comparando con
(4.12), vemos que este término es la mitad de la entropia de entrelazamiento del
intervalo en Ay (o ;). Concluimos entonces que la férmula (4.16) para la longitud
de nuestra curva abierta admite una interpretacién basada en entrelazamiento de
la CFT. En la descripcion del bulto, la interpretacion es muy simple: la funcién de
frontera (4.17) es la longitud de arco de la correspondiente geodésica, calculada desde
el borde de nuestra curva, en x, hasta el punto final derecho de la geodésica, x,. Con
mayor precision, a la version regulada de este punto final,

62

T =xy — 57 (4.24)

donde la geodésica llega al corte UV 2z = €. Esta interpretacién geométrica se ilustra
en la Fig. 4.5.

z—(Ai) x4 (Xi) - (Af) x4 (Af)

Figura 4.5: Interpretacién geométrica del término de frontera en la definicién (4.26) de la
entropia diferencial renormalizada £. El valor de f en cada punto final es la longitud de los
arcos mostrados en rojo punteado.

Para una curva abierta cuyas geodésicas asociadas cubren todo el eje z, como el
semicirculo positivo o negativo que analizamos en la Subsec. 4.2.1, (4.17) es logaritmi-
camente divergente (porque tanto ¢ y 0z/dx diverge en los puntos finales \; f). En
este caso, es mas conveniente reexpresar f como la integral sobre A\ de una derivada
total, de tal manera que puede ser restada directamente del integrando E en (4.11),
para obtener un resultado finito. Esto nos lleva de vuelta a los términos de derivada
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total en la linea superior de (4.15), la cual puede ser rescrita en la forma

Af VA P ol
Af) = L d\ | — -
on = o (z t e xm)
Ag Vi g/xlcl _ g//mlc
- LJ d\ (Z + W) . (4.25)

En la segunda linea hemos utilizado (4.10) para expresar f puramente en términos
de datos de la frontera. Combinando (4.25) con (4.14), podemos definir una entropia
diferencial “renormalizada”

Ay / 0’ — P!
0] = E[0) — F\) + f(N) = LJ X (“7— + %) . (4.26)
i g iCIC — gl
A partir de nuestro andlisis previo, esto reproduce direcamente la longitud de una
curva abierta arbitraria,

A=E. (4.27)

Como ejemplo, consideremos el ciculo (4.4), que se muestra en la Fig. 4.2. En el
lenguaje de la Subsec. 4.2.1, su mitad inferior es un segmento positivo (' > 0) y estd
etiquetado por n = 1, mientras su mitad superior es un segmento negativo, denotado
por n = 2. Estos dos semicirculos son curvas abiertas descritas por

z19(x) = VI2 + R2FVR? — 22 | (4.28)
con x corriendo entre —R y R. Su longitud es
Ao =TRTF2Rtan ' (R/L) . (4.29)

Notemos que la longitud de dos semicirculos es distinta, a pesar de que suman la
longitud correcta, A = 27 R. Esto se debe a la dependencia en z de la métrica.
Usando (4.26), encontramos

5172 = J_FALQ. (430)

La inversion de signo para el semicirculo negativo es la esperada de la convencion
adoptada en la subseccién previa y no se implement6 al escribir (4.29): para un seg-
mento negativo, A debe correr en la direccion en que x decrece. Es con esta orientacion
que el circulo completo se traza con el pardmetro original 8 6 xy. De hecho, si to-
mamos este signo en cuenta, encontramos que al combinar los dos semicirculos la
contribucion de la funcién de frontera se cancela, y tenemos

gl—gQIEl—E2=A1+A2:A. (431)

4.2.4. Puntos

Ahora que tenemos una férmula que calcula longitudes de curvas abritrarias cerradas
o abiertas en el bulto en términos de entropias de entrelazamiento en la frontera,
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podemos encoger estas curvas como en [20], para obtener puntos. Para describir un
punto dado, tenemos dos opciones. Una es comenzar con una curva cerrada, la cual,
por simplicidad, consideraremos que tiene un segmento positivo y uno negativo (e.g.,
un semicirculo). Las curvas cerradas tienen la ventaja de no necesitar términos de
frontera, pero requieren una familia de intervalos/geodésicas que cubra el eje z al
menos dos veces. La otra opcién es empezar con una curva abierta (positiva o ne-
gativa) cuya pendiente 0z/0x diverge en los bordes, de tal manera que (via (4.8) y
(4.9)) los intervalos correspondientes cubren completamente el eje® x. En este caso
no tendriamos que lidiar con el doble valor de z., pero el precio que pagamos es que
debemos incluir la contribucién de frontera (4.17).

En cualquier caso, al encoger el tamano de la curva a cero, obtenemos la fami-
lia de intervalos (z.(\),€()\)) (equivalentemente, z4(\)) cuyas geodésicas asociadas
pasan a través del punto deseado (z,z). Estos intervalos pueden ser determinados
directamente de (4.21),

0= +/(x—2)? + 22, (4.32)

donde la familia con el signo superior (inferior) se requiere para describir una “curva-
punto” abierta positiva (negativa), y ambas familias se requieren para formar una
curva-punto cerrada. Si quisiéramos, podriamos tomar por convencién el signo po-
sitivo siempre en (4.32), que equivaldria a cambiar nuestra notacién a insistir tener
siempre x, > x_. Pero cuando pongamos juntos los segmentos positivos y negati-
vos para reconstruir una curva-punto cerrada, aiun necesitariamos utilizar los signos
apropiados. La ecuacién (4.32) se puede reescribir en términos de los extremos de los
intervalos como

(ry —x)(x—2_) = 2. (4.33)

Es interesante preguntar cudl es la propiedad especial que permite al conjunto
particular de intervalos en la CFT /(z.) en (4.32) ser indentificado como aquel que
describe un punto en el bulto de AdS. Esto es importante si pretendemos la recons-
truccién del bulto comenzando solo de la frontera. Tomando la primer y segunda
derivada en (4.32), podemos ver que nuestras curvas-punto son soluciones a la ecua-
ciéon de movimiento

W4+0*—-1=0. (4.34)

Este es entonces el andlogo de la ecuacion (21) en [20]. Como se explica ahi, es natural
obtener una ecuacién diferencial de segundo orden, ya que debe haber dos constantes
de integracién, asociadas con las coordenadas del punto, (z, z). Incidentalmente, nos
podemos preguntar porqué, para especificar un punto, estamos utilizando una familia
infinita de geodésicas que pasan a través de él, cuando deberia ser suficiente con
especificar solo dos de dichas geodésicas para localizar el punto donde se intersectan.
De hecho, dadas dos geodésicas que se intersectan (equivalentemente, dos intervalos
que se traslapan en la CFT), sabemos los radios evaluados en los puntos medios,

3Si por el contrario empezaramos con una curva abierta cuya pendiente es no divergente en los
puntos finales, entonces el rango x cubierto por los intervalos correspondientes seria finito, y cuando
encojamos la curva terminariamos con nada.
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U(zen) y U(zc2), v estos dos datos determinan una tnica solucién a (4.34), i.e., una
unica familia que cubre el eje espacial completo e incluye ambas geodésicas con las que
iniciamos. Lo que ganamos al pensar en la familia entera en lugar del par original es
que podemos analizar la curva-punto en paralelo con cualquier otra curva en el bulto,
y en particular verificar que tiene longitud nula al calcular su entropia diferencial.

Siguiendo [20], esperamos que la ecuacién de movimiento (4.34) se siga de un
principio de minima acciéon basado en extremizar la curvatura extrinseca de curvas
cerradas. La idea es la siguiente: en espacios-tiempo con curvatura negativa, el teorema
de Gauss-Bonnet establece que

jgd)\\ﬁ[(zh—f ISR > 2r, (4.35)
by

C

para cualquier curva cerrada C' tal que C' = 0%, donde d\,/y es el elemento de
longitud a lo largo de la curva, K es la curvatura extrinseca y R es el escalar de
Ricci de la superficie X acotada por la curva. Evidentemente, si la curva se encoge
a un punto la segunda integral se anula, y la igualdad se satura. Entonces, podemos
encontrar puntos en el bulto al extremizar el lado izquierdo de (4.35).

La curvatura extrinseca se calcula a partir de

1
K, = 5 (PP OpGimn + GpnOmn? + GpmOnn?) | (4.36)

donde n,, es el vector normal unitario y v, = gmn + nmny, €s la métrica inducida
sobre la curva. La curvatura extrinseca escalar se calcula contrayendo K,,, con y™"

Para una curva cerrada arbitraria (independiente del tiempo), nuestra accién pro-
puesta es I := {dA\L, con Lagrangiano £ := VYK, y toma la forma

= [ ORI O COP IOy
2(A) (' (A)? + 2/(A)?)

Como podemos ver, esta accion contiene derivadas de segundo orden. Sin embargo,
las ecuaciones de FEuler-Lagrange,

i%_i@ﬁ oL _0 i&ﬁ_i&ﬁ oL

d)20z"  d\oZ 0z ’ dN\2 0x”  d\ O &L’

se simplifican drésticamente, dando como resultado z/(\) = 0y 2/(\) = 0, respecti-

vamente. La solucién define el punto en el bulto (z, z), el cual sirve como chequeo de

consistencia de la funcional (4.37).
En términos de datos de la frontera, podemos reescribir (4.37) como

«/m+ NLAL) )2
d)\ (/\) dA g(/\) . (4.39)

En la segunda forma, el Lagranglano es independiente de x., asi que existe un mo-
mento conservado,

~0, (4.38)

d oL oL x!
il =0 =— ¢  —TI. 4.40
dA 6a;’c = or' Y xICQ ) ( )

C
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Resolviendo para x/,(\),

TIE(A) ()

2 = 4 4.41
) = (4.41)
y sustituyendo de vuelta en (4.39) obtenemos
d\ o)
I = . 4.42
fﬁ()\) I120(\)?% — 1 (442)

La ecuacién para ¢ derivada de (4.42) se satisface trivialmente, asi que podemos
concentrarnos unicamente en (4.41). Podemos deshacernos de A al escribir (4.41)
como

dzx, I1¢
i 4.4

To=+VER T2+ (. (4.44)

Si identificamos las constantes de integracién como I = 27! y ¢ = x recuperamos la
ecuacion (4.32). Consistentemente con esto, si en (4.39) tomamos A = z,. y extremi-
zamos, recuperamos la ecuacién de movimiento (4.34).

la cual tiene por solucién

4.2.5. Distancias

Ahora estudiaremos como calcular la distancia entre dos puntos en el bulto P y
@, en términos de entropia diferencial. Sea P el punto con coordenadas (zp,zp),
y similarmente para (). En esta subseccién elegimos la parametrizacion especifica
A =z, y por tanto denotamos la familia de intervalos en la CFT duales a nuestros
puntos por ¢p(z.) y Lo(z.). Para ser concretos, tomaremos a () a la derecha de P,
xg = xp. La geodésica que conecta los dos puntos, que denotaremos por PQ, esté
centrada en el punto M de la frontera que equidista de ambos puntos, en el sentido
de que lp(xpr) = Lo(xar). La configuracion se ilustra en Fig. 4.6. Explicitamente,

2 2
Tg +xp 2Q — Rp
= 4.45
M 2 + 2(ZEQ — l’p) ’ ( )
y el radio de PQ es
1 (zp — 2)*
ly = 5\/($P —xg)? +2(2% + Zé) + m (4.46)

La distancia entre P y () esta dada por la longitud de arco a lo largo de esta geodésica.
Usando (4.21), esta puede reescribirse como

d(PaQ) = f 229
zp
L
2

(v Cim D)) e
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donde z,4(x) es la parametrizacion de PQ.,y Tpg+ = Tum + Ll se refiere a los puntos
finales izquierdo/derecho (en la frontera de AdS) de la geodésica. La ecuacién (4.22),
que utilizamos en nuestro analisis de la funcién de frontera f, es un caso especial de
(4.47), con zp =z, y xg = .

V4
p — — PQ
2 s
»” i
“{,,;:’ ™
>
)\mq Q

1f \}

Car %%1}

Tpg- 0 1 2 3 4 Tpgoy

Figura 4.6: Configuracién discutida en el texto principal, con dos puntos en el bulto
Py @, en rojo, vy la geodésica PQ que va a través de ellos, en naranja. El centro
de esta geodésica estd en M, en verde, su radio se denota por £y, y sus extremos
izquierdo y derecho estdn etiquetados por xpg-. La longitud propia del arco que va
de P a @ (naranja sélido) define la distancia d(P, (), dada explicitamente en (4.47).

La expresion (4.47) es lo que queremos reproducir usando entropia diferencial.
Notemos que esta formula calcula la longitud signada entre los puntos, y satisface
d(P,Q) = —d(Q, P). Notemos de pasada que de la ecuacion (4.33) sabemos que

(z —2pg_)(1pg, — ) = 22 (4.48)

para cualquier punto sobre la geodésica centrada en x);, y usando esto podemos
reescribir la distancia entre P y @) en la forma simplificada

d(P,Q) = Lln <W) . (4.49)

TPQ+ ~ TQ

Al definir ¢p(z.) v Lo(z.), si pensamos en cada punto como una curva abierta de
longitud nula, entonces tomamos solo un signo en (4.32), y . corre sobre el eje real
una vez. En este caso las longitudes de curvas estan determinadas usando la entropia
diferencial “renormalizada” (4.26), la cual incluye la contribucién de la funcién de
la frontera (4.17). De la Ec. (4.16), sabemos que para una curva abierta y arbitraria
E = A+ f(z.s) — f(xc:), que implica que £ = f(+w) — f(—o0) para curvas-punto
(las cuales tienen A = 0). Adicionalmente, en el parrafo arriba de (4.24) aprendimos
que la funcién de frontera f(x.) tiene una interpretaciéon geométrica sencilla: como se
puede ver en la Fig. 4.5, es la distancia entre el borde de la curva al cual la geodésica
es tangente, (z(x.), z(z.)) y el extremo final regularizado de la geodésica centrada en

Te, (25, €).
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Dados estos resultados, una estrategia natural se sugiere a si misma. Para ser ca-
paces de extraer informacién acerca de la geodésica PQ, debemos calcular la entropia
diferencial no para la familia completa p(z.), sino para su truncacién en el rango
x. € (—o0, z)7], tal que el intervalo final en la familia es precisamente el asociado con
PQ. Denotaremos la versién truncada por ¢ p(z.), la cual se anula para z. > x);. La
entropia diferencial correspondiente serd denotada con el simbolo, Ep := E[@ rl- A
partir de lo que explicamos en el parrafo anterior, sabemos que

EP = _d(m+ea P) - fP<_OO) ’ (450)

donde PQ+¢ se refiere al extremo derecho regularizado, localizado en x;—QJr. Para
obtener la distancia d(P, ), podemos combinar esta entropia con la versién de £g(x.)
truncada en el rango complementario z. € (2,7, +0), tal que PQ estd ahora asociada
con el intervalo inicial de la familia. Denotaremos esta truncacién por fg(x.). (En esta
notacién, £p(z.) = {p(x.) + p(z.), y similarmente para ;). La entropfa diferencial
correspondiente es

Eo = fo(+0) + d(PQ+°,Q) . (4.51)
Definiendo la familia combinada
Cpo(ze) == p(x) + lo(x) (4.52)

encontramos que su entropia diferencial es
Eltpq] = Ep + Eq = d(P,Q) — fr(=) + fo(+o0) . (4.53)

Esta es una férmula para calcular la distancia deseada entre los dos puntos en términos
de la entropia diferencial, salvo por el hecho de que los dos términos f (que también
pueden ser expresados como distancias) son divergentes: fp(—o0) = In((z%+2%)/€?) y
fo(+00) =1In(41%/€?), con € — 0 e I — 0. En el camino hemos llegado en (4.52) a la
misma familia combinada ¢pg(z.) que fue construida en [20], en la forma alternativa

lpo(z.) := min(lp(z.), lo(x.)) - (4.54)

Para evitar tener que lidiar con divergencias que surgen de la funcién de frontera
(4.17), podemos considerar los puntos P, y () como curvas cerradas muy pequenas.
No hay entonces contribucién de f, pero z. cubrira el eje real N > 2 veces. Con-
cretamente, nos concentraremos de ahora en adelante en el caso con N = 2. En la
terminologia y notacion de la Subsec. 4.2.1, podemos descomponer este tipo de curva
cerrada en un segmento positivo y otro negativo, ng) (xe),conn =1,2y x.€ (—00,0)
en cada segmento. Dado que estamos lidiando con un punto, estas dos son de hecho
la mismas familias de intervalos/geodésicas, y difieren sélo en la orientacién. Los
segmentos positivos y negativos se obtienen eligiendo signos opuestos en (4.32), tal
que z%’ = —Eg) (similarmente para @)). Para la porcién n = 1 de las curvas, donde
(p,lg > 0, formamos la misma combinacién que en (4.52),

Uy (we) o= 09 (o) + €5) () . (4.55)
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Para la porcién n = 2, donde (p,{y < 0, intercambiamos Py @,
2 (2 (2
(5 () 1= 13 (we) + 02 () (4.56)

Este intercambio es necesario en el célculo que se muestra a continuacién, y es también
consistente con la definicién (4.54) dada en [20].

Con estas definiciones, la entropia diferencial para la porcién positiva (n = 1) de
la familia combinada (4.55) toma la forma

Bl5y) = EY) + EY
X N d
- L(J o (1 2 ) f
—o lp’(xc)

= (I (w) —In (xP”P)) (4.57)

Tpg: — TQ xQ+zQ

1 + 0, 00 (@ )))

Aquf hemos utilizado el hecho de que §dz./¢ para ¢ > 0 puede ser escrito en la forma

1
Ji ( [t — )+ (] | (4.58)

T —x.)? + 22

con la eleccién del signo superior. Para extraer el segundo logaritmo en el resultado
(4.57), es necesario regularizar el punto final . — +o0 de las integrles con z. = +1/0,
0 — 0 al final.

Para la porcién negativa (n = 2), la entropia diferencial de la familia combinada
(4.56) toma la forma

2 (2 (2
0

~ 1 J - g(jffc (1+ 008 (w0)) + f Z(;f”(”c : (14202 (20))

—o0 Ly () ear 05 (e
T M 0

= L(f —éﬁf& ) (1= by (@) + f %&) (1= 0ndi (@)
TR ¢ M —tp c

-1 () () (1.59)

Hemos utilizado (4.58) con la eleccién inferior de signo. Sumando (4.57) y (4.59),
dividiendo entre dos y comparando con la ecuacién (4.47), llegamos a

d(P,Q) = S Ellpq(x.)] - (4.60)

Esta expresién tiene exactamente la misma forma que la férmula deducida para AdS
global en [20]. Concluimos entonces que podemos calcular distancias en Poincaré AdS
utilizando la entropia de entrelazamiento en la CFT, a través de las ecuaciones (4.53)

o (4.60).
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4.3. Hoyo-grafia covariante

4.3.1. Curvas arbitrarias

Pasando al escenario covariante, consideremos una curva arbitraria tipo espacio en el
bulto
a™(A) = (t(A), z(A), 2(A)) (4.61)

parametrizada por algin parametro . Para cada valor de A\, hay una geodésica tipo
espacio tangente a la curva, con extremos finales en z/ (A) := (t4(\), z+(A)). Si hace-
mos un empujén al marco, denominado *, donde ambos puntos finales son simultdneos
(i.e., t% =t*), la geodésica serd un semicirculo, centrado en z**, la versiéon empujada

de

(N = %(xw) L) (4.62)
y con radio X
C(N) ==/, H(N) = 5 (zh (X)) — 2t (X)) (4.63)

Después de empujar de vuelta al marco original, es posible mostrar que la familia
entera de geodésicas tangentes toma la forma [8]

#(A\)E(N)

o SRVEIEIEY
X™(s,\) (t()\)—l- ') t()\)2 V(A2 — /(M)

)
( )Z,( ) ( ) w,()\)f()\) COS S Sin s
")+ e~ e ) ).

donde 0 < s < 7 es un parametro que corre a lo largo de cada geodésica, y

COS S , (4.64)

'(V)?

() = 201+ S

(4.65)

zh (X) = (t+,x4) estan dados por

A) =
)t'(N) (ML)
- REZOVERTIOVE Va2 =t (V)2
z(A)Z(A ) ( ) L x’(A)E(A)
r'(A)? — \/:1: N2
Usando (4.64), podemos checar que, para cualquier valor fijo de A, todos los puntos

sobre la geodésica (dados por todos los valores de s) se encuentran en la versién
empujada del semicirculo (4.32),

—(t—t)? + (v —x)? + 22 =% (4.67)

Los puntos finales de la geodésica X* (7,

2(V)2(A

+ (4.66)

ze(A) = z(N\) +

o equivalentemente, de (4.33),

(zp —2)(x — ), = 2. (4.68)
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Las expresiones (4.65)-(4.66) pueden ser invertidas utilizando las relaciones de frontera-
bulto dadas en la Seccién 4.4 de [8]. Esto lleva a

(A = 2l () = )X (4.69)
2(A) = L)V =x(A)?,

AN A R A ONEACY)
X(A) = (N — (N (N

Como ejemplo concreto, consideremos un circulo con ondulaciones en el tiempo, cen-
trado en (¢, Z, Z), con radio r y amplitud de ondulacién a:

t(\) = t—acosn\, (4.70)
x(A) = T—rcosA,
z(A) = Z—rsinA.

donde n € Z. Para que la curva sea tipo espacio en todos lados, debemos exigir que
A2+ 2N =tV (N)? =1 —a*n?sin®n\ >0 . (4.71)
Esta constriccion se satisface para toda A € [0, 27) siempre que

laf < (4.72)

n|

Un ejemplo particular que satisface (4.72) se muestra en la Fig. 4.7.

LI L L B Y B N O

-5

Figura 4.7: La curva roja es un circulo ondulante, (4.70), con (¢,z,z) = (0,0,2), r = 1,

a =1/9 y n = 3. Algunas de sus geodésicas tangentes se muestran en naranja, para los
valores \/2m = 2/16,4/16,6/16,10/16,12/16, 14/16.
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Volviendo al analisis general, la entropia de entrelazamiento de cada intervalo en
la CFT puede ser calculado en el marco empujado, donde estd dado por (4.12), y
después ser traducido a las coordenadas originales,

S(a",a") = 2L1n (M) ~ Ln ((m - ‘”‘)2; (b - Mz) Lln (4522) .
(4.73)

La entropia diferencial (3.46) toma entonces la forma

Ay

E:LJ dA“”
LA

)\f 1 / /

_ LL A (0040 a)

2 (A

_ Ly +LJ dAE—x, (4.74)
N A 5

2 €2 .
1

la cual reproduce correctamente (4.14) en el caso a tiempo constante.
El término que permanece dentro de la integral en (4.74) puede ser procesado por
medio de las expresiones (4.65)-(4.66), para obtener

o LL i <Z(A) VIO + 20 — () (4.75)

Z”(A) 2’(A) t’(A)t”(A) w’(A)ﬂf”(A) ) ‘

2
5 _ Llnﬁ
2 €2

VT ETOVERIRT NENVETOY BTV

Al final de la primer linea reconocemos el término que da la longitud A de la curva.
Los términos en la segunda linea son la derivada con respecto a A de

| Z'(N)
L sinh <\/x’()\)2—t’()\)2>' (4.76)

Para curvas cerradas en el bulto, la derivada total se anula, y encontramos A = F,

como se esperaba. Para curvas abiertas, llegamos a la generalizacién de (4.16)-(4.17),
A=FE— f(Af) + f(\), donde ahora

L 42 Z'(N)
f()\)=§ln + Lsinh™* <\/a: ) . (4.77)

€2 2 1(\

La funcién de frontera (4.77) tiene el mismo significado geométrico que en el caso
a tiempo constante. En particular, el segundo término coincide con la longitud de
arco entre z# y x* a lo largo de la geodésica tangente a la curva en el punto A,
permitiéndonos reescribir

o= il gln ("3* - “”) . (4.78)

r — T—
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Esta puede expresarse como una contribucién al integrando con respecto a A\. Nuestra
expresion final para la entropia diferencial “renormalizada” es entonces

£ = B f(0)+ f(N) (179
Ar Loy Ly(a —2l) + (x. — x)l,
= E—-L d\ .
Jo o )

2t 02— (z—a.)?

Usando (4.65)-(4.66), podemos verificar que de hecho A = £. La expresion (4.79)
puede ser rescrita puramente en términos de los datos de la CFT por medio de (4.69).

4.3.2. Un reto a la hoyo-grafia en Poincaré AdS

El hecho de que las coordenadas de Poincaré (t,z,z) definidas en (3.25) cubren
unicamente una cuna dentro del espacio AdS; (3.36) implica que, cuando considere-
mos curvas tipo espacio con dependencia genérica en el tiempo ¢ (4.61), algunas de
sus geodésicas tangentes no estardn completamente contenidas dentro de la cuna de
Poincaré. Ver Fig. 4.1. Esto presenta un reto a la reconstruccién hoyo-grafica, porque
cuando esto ocurre, no somos capaces de codificar la longitud de la curva con datos
de la CFT utilizando entropia diferencial.

Para ver exactamente donde reside el problema, recordemos que, dados dos puntos
2 y 2! en la frontera de AdS que estdn separados por una intervalo tipo espacio,
existe una geodésica en el bulto que los conecta, y tiene la forma de un semicirculo
empujado, Eq. (4.67). La proyeccién de esta geodésica sobre la frontera de AdS es
simplemente una linea recta conectando los dos puntos. Si ocurre que la geodésica es
tangente a alguna curva en el bulto, entonces claramente la proyeccién en la frontera
del vector tangente a la curva se encontrara sobre la misma linea recta, y serd por
tanto tipo espacio. Se sigue de esto que en un punto dado A, una curva en el bulto
en Poincaré AdS tiene una geodésica tangente que llega a la frontera si y solo si la
proyeccion a la frontera de su vector tangente en ese punto es tipo espacio,

—t'A)?*+2'(V\)*>0. (4.80)

De hecho, podemos ver explicitamente en (4.66) que las posiciones de los puntos finales
x! son reales solo cuando esta condicién se satisface. Este, entonces, es nuestro criterio
para la reconstructibilidad de la curva. Importantemente, difiere de la condicién de
que la curva en el bulto sea tipo espacio, —t"2 + 22 + 2’2 > 0, y puede por tanto ser
violada.

Consideremos como ejemplo concreto la curva cerrada que se obtiene de mapear
a Poincaré AdS el mismo circulo a tiempo global fijo que discutimos en la Subsec.
4.2.1, o(8) = constante, pero ahora desplazado a 7 # 0. Usando (3.37) y tomando
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A = 6, tenemos la parmetrizacién

1) — LSi'HT
COS T + sin p cos A
Lsin \ sin g
A) = 4.81
() cosT +sinpcos A’ (4.81)
L
A0 = coS 0

COS T + sin p cos A

Las dos constantes 7, son parametros que especifican nuestra eleccion de curva.
Para que la curva esté contenida dentro de la cuna de Poincaré, debe ocurrir que
7| + 0 < m/2. Notemos de (4.81) que tocz. Como se muestra en la Fig. 4.8, esta curva
es un 6valo inclinado en la direccion t.

Figura 4.8: Un ejemplo de una curva cerrada tipo espacio a tiempo de Poincaré
variable, dada por (4.81) con 7 = 7/5,0 = w/4. Las regiones superior e inferior,
en color rojo, tienen geodésicas tangentes que se encuentran dentro de la cuna de
Poincaré. Esto no ocurre para los costados, en negro punteado, los cuales violan la
condicién (4.80) y son por tanto no reconstruibles. Como describimos en el texto
principal, el évalo inclinado que vemos aqui es la contraparte, en coordenadas de
Poincaré, del circulo global en la imagen derecha de la Fig. 4.1.

En la descripcion global es evidente que toda la curva (4.81) es tipo espacio. En la
descripcion de Poincaré, hay una regién que viola la condicién de reconstructibilidad
(4.80). El borde de esta regién se localiza en los puntos donde z/(\)? — /()% = 0.
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Resolviendo esta ecuacion, encontramos cuatro puntos

A1 = arctan [sin(T — ), cos(T — 0)] ,

Ay = arctan[—sin(T + g),cos(T + 0)] ,

A3 = arctan[—sin(7 + 0), —cos(T + 0)] , (4.82)
Ay = arctan [sin(T — g), — cos(T — 0)] .

La notacién aqui escoge un cuadrante para la funcién tangente inversa: arctan(s, ]
significa un angulo cuyo seno y coseno son respectivamente s y ¢. Encontramos enton-
ces dos segmentos no reconstruibles, (A1, A2) v (A3, Ag), los cuales estén localizados
en los costados del circulo. Dado que la parte superior de la curva esta mas cerca
del horizonte, puede parecer sorprendente que sea reconstruible, pero las geodésicas
tangentes a puntos en esta region si caen dentro de la cuna de Poincaré. Esto también
puede verificarse directamente para el circulo en las coordenadas globales originales,
mostradas en la Fig. 4.1.

4.3.3. Resolucion via “alineamiento nulo”

En la subsecciéon previa hemos visto que hay curvas en el bulto tipo espacio en Poincaré
AdS con segmentos que no son reconstruibles, pues violan la condicién (4.80), y
son por tanto tangentes a geodésicas que no estan completamente contenidas dentro
de la cuna de Poincaré. Dichas geodésicas no estan asociadas con entrelazamiento
en la CFT dual definida sobre Minkowski, asi que nos preguntamos si existe una
manera de codificar tales curvas en el bulto en el lenguaje de la teoria de campo.
Para esto debemos encontrar una manera de seleccionar una familia de intervalos en
la CF'T cuyas entropias logren capturar la informacién acerca de los segmentos no
reconstruibles a pesar de no estar asociados a geodésicas que sean tangentes a ellos.

Afortunadamente, una prescripciéon que nos da suficiente margen de maniobra
en esta direccién fue descubierta en [8]. Los autores de ese trabajo mostraron que
la féormula estandar para entropia diferencial, Ec. (4.11), reproduce correctamente
la longitud de una curva incluso si elegimos una familia de intervalos/geodésicas no
estdndar, obtenida al reorientar el vector tangente a la curva u™ = (¥,2/,2'), de
acuerdo a u — U := u + n, donde n es un vector nulo ortogonal a u, i.e.,

n-n=0, n-u=0. (4.83)

Siempre y cuando estas dos condiciones se satisfagan, n puede ser cualquier funcion
diferenciable de \.

Si de cada punto 2™ (\) sobre la curva disparamos una geodésica a lo largo de
U™(A) en lugar de u™(\), seleccionamos una familia de intervalos en la CFT cuyos
puntos finales estdn dados por (4.66) con el reemplazo u — U. Siguiendo los pasos
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que llevan a (4.75), es facil llegar a

Lfd)\ <ﬁ\/U§(A) L U2(0) — U2(N)
2"(A) +nl(N)
\/U2 +UZ(\) = UE(N)
Z'(A) + n(A) TN)"A) — 2’ (V)" (A) + n(V)2"(A) + 2 (M)nL(A) + n.(N)nl(A)
Uz(A) — UE(N) VU2 + U2\ — UZ(N)

Ay

2
E = Lln%
2 €2

donde 2 := (2 — (2, pero ahora las componentes de ¢# dependen de nuestra eleccién
de n()). Los términos en la segunda y tercer linea son la derivada con respecto a A

de
L U.(\)
sinh , 4.85
(\/Ui(k)—Uf(A) 5

y junto al logaritmo pueden ser ignorados para el tipo de curvas consideradas en [8],
las cuales estan extendidas infinitamente y tienen condiciones de periodicidad en
x — +00. En ese caso, todo lo que queda es el término final en la linea superior de
(4.84). Como las condiciones (4.83) garantizan que U - U = u - u, reconocemos este
término como la longitud de la curva en el bulto, por tanto verificamos explicitamente
que A = E, como se afirma en [§].

Los autores de [8] se refieren al reemplazo u — U como “alineamiento vectorial
nulo”, opuesto al “alineamiento vectorial tangente” estandar. Ellos utilizaron la liber-
tad proporcionada por la eleccién de n(\) para mostrar que una familia arbitraria y
diferenciable de intervalos tipo espacio (" (\), 2% (A)) en la CFT pueden ser utilzados
siempre para construir al menos una (y usualmente dos) curva(s) en el bulto, cuya
entropia diferencial coincide con su longitud. Esta construccion frontera-bulto va en
direccién opuesta al procedimiento bulto-frontera que hemos discutido hasta ahora,
donde uno comienza con una curva en el bulto y usa sus geodésicas tangentes para
obtener una familia de intervalos en la CFT. Para curvas a tiempo constante, no hay
diferencia entre estas dos direcciones, pero en el caso covariante es en general necesario
utilizar alineamiento nulo cuando procedemos en la direccion frontera-bulto.

El resultado £ = A para n(\) arbitraria se extiende inmediatamente de [8] al
caso de curvas arbitrarias cerradas consideradas en esta tesis. En el caso de curvas
abiertas, se generaliza a A = E — f(\f) + f(\;) = &, donde la funcién de frontera
dependiente de n estd dada por

= £ 1r14—€2 sinh™* U\
f(A) = 21 2 + L sinh <\/U§(A)—Uf(/\)) . (4.86)

El resultado importante es que, desde la perspectiva global, hay de hecho infinitas
elecciones para la familia de intervalos en la CFT que reconstruyen una curva dada en
el bulto. De manera més especifica, hay una eleccién por cada funcién n(A), y dado

(4.84)

Y
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que este vector nulo estd sujeto a dos constricciones (4.83), en AdS; esto se reduce
a la libertad de elegir una de sus componentes (d — 1 componentes en AdSy1).
En coordenadas de Poincaré, dada cualquier eleccion de la componente n* podemos
resolver (4.83) para encontrar las otras componentes de n.

O T s N (4.87)

2 _ .2
ut ua:

nu?® N n*uiu® + ut|nzuﬂ\/—u? + u2 + u?
n — —
= - @) ’

donde las dos elecciones de signo estan correlacionadas. Equivalentemente, podemos
tomar a n' de forma arbitraria y determinar

N ntutu® + |ntuz|\/—uf + u2 + u?
nt = vV , (4.88)
u2 + u?
ntut  ntulut £ ut|ntud|y/—ud + u2 + u?

Nos gustaria establecer si esta libertad nos permite abordar el problema planteado
en la subseccién previa. Consideremos una curva tipo espacio (u - u > 0) en el bulto,
la cual tiene una regién donde (4.80) se viola, i.e. —u? + u2> = v -u —u? < 0. En
esta region, el alineamiento tangente da origen a geodésicas que no estan contenidas
completamente dentro de la cuna de Poincaré. Invocando alineamiento nulo en su
lugar, podemos utilizar geodésicas a lo largo de U(A) = u(X) + n(A). Para lograr la
reconstructibilidad con estas nuevas geodésicas, debemos exigir que se cumpla

—UR+U2>0 < (W +n*)? < (Z/LHu-u . (4.89)

La desigualdad de la derecha se sigue del hecho de que U - U = u - u. Para cada A,
(4.89) es una sola desigualdad impuesta sobre la componente libre n?; asi que hay un
niumero infinito de soluciones. Dos ejemplos concretos son:

» U? = 0: Sustituyendo n* = —u* en (4.87), encontramos una eleccién especifica
de n™(A) la cual evidentemente satisface la desigualdad derecha en (4.89). En
este caso, todas las geodésicas en la familia tocan la curva del bulto en su punto
mas alejado de la frontera.

» U' = 0: Tomando n' = —u' y utilizando (4.88), encontramos otra eleccién de
n™(A) que evidentemente satisface la desigualdad izquierda en (4.89). En este
caso, Unicamente utilizamos geodésicas a tiempo constante, a pesar de que el
valor de t es en general diferente para cada geodésica

Para entender como funciona esto en la préactica, volvamos al ejemplo del 6valo
inclinado que tenfamos en (4.81). En coordenadas globales, esto es simplemente un
circulo de radio R = Ltanp a 7 fijo, tal que su longitud total es A = 27 R. Los
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puntos donde —u? 4+ u? cambia de signo son \; definidos en (4.82), y separan el 6valo
en cuatro segmentos, como se muestra en la Fig. 4.8. Los dos segmentos (A1, \2) y
(A3, Ag), de color negro en la figura, son segmentos no reconstruibles con alineamiento
vectorial tangente. Sabemos que, en su lugar, también pueden ser descritos por medio
de alineamiento vectorial nulo. En la Fig. 4.9 vemos como es esto posible: para un
punto en la regién no reconstruible, la adiciéon de un vector nulo permite reorientar
la geodésica que toca la curva de tal manera que ambos puntos finales lleguen a
la frontera de la cuna de Poincaré. Notemos que, si utilizamos alguna eleccién de
n(A) # 0 tnicamente para los dos segmentos no reconstruibles, entonces a pesar de
que toda nuestra curva es cerrada, la contribucién de la funcién de frontera (4.86),
en general, no se cancelara entre los segmentos adyacentes porque depende de n.
Entonces en general E; + Fy + E3+ E;y # A, pero lo que hemos mostrado para curvas
arbitrarias implica que & + & + & + &4 = A. Alternativamente, podemos utilizar
alineamiento nulo para el évalo completo, con alguna elecciéon de n(\) que sea suave
al pasar por los puntos \; (e.g. U?* = 0 6 U* = 0). En este caso la funcién de frontera
se anula, y tenemos F = A, independientemente del valor de n(\).

15

(43}
-.7
3¢

Figura 4.9: Vemos aqui el mismo évalo inclinado (4.81) que en la Fig. 4.8, desde una
distancia més grande y distinto punto de vista. El punto, A = 47/5, en la regién no
reconstruibe es senalado, y la geodésica tangente al évalo en ese punto se muestra
en color naranja. Uno de sus puntos finales sale de la cuna de Poincaré a través del
horizonte, en z — o0, asi que no puede ser asociado con entropia de entrelazamiento
en la CFT. Sin embargo, el alineamiento nulo u — U = u + n nos permite reorientar
esta geodésica de tal manera que ambos puntos finales terminen en la frontera, en
z = 0. Entre el nimero infinito de posibilidades en las cuales se puede lograr esto,
ilustramos los dos ejemplos descritos en el texto principal: la geodésica verde tiene
U? = 0, y la geodésica color cian tiene U! = 0. Con cualquiera de estas opciones,
somos capaces de traducir el punto dado en el bulto en el lenguaje de la CFT.

Es natural preguntarse qué pasa en el caso de una curva que es cerrada en coor-
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denadas globales pero no estd completamente contenida en la cuna de Poincaré. En
coordenadas de Poincaré esto se traduce a una curva abierta cuyos puntos finales se
encuentran en el horizonte de Poincaré (en t — +00, x — +o0). Una pregunta es si po-
demos ser capaces de reconstruir la porcion de la curva mas alla del horizonte usando
alineamiento nulo para disparar geodésicas dentro de la cuna de Poincaré. Réapida-
mente se puede ver que esto es imposible, porque en AdS hay una unica geodésica
asociada con cada par de puntos en la frontera, y se sabe que todas las geodésicas con
ambos puntos finales sobre la frontera del parche de Poincaré se encuentran comple-
tamente contenidas dentro del parche. No hay otra opcién sino tratar este caso como
una curva abierta. Sabemos que cualquier segmento no reconstruible de esta curva se
puede reconstruir por medio de alineamiento nulo. Dos ejemplos de este tipo de curva

se muestran en la Fig. 4.10.
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Figura 4.10: Curvas abiertas tipo espacio a tiempo de Poincaré variable, con ambos
puntos finales alcanzando el horizonte de Poincaré. La curva a la izquierda esta dada
por (4.81) con 7 = 7/4, 0 = w/4. En coordenadas globales corresponde a un circulo
que apenas cabe dentro de la cuna de Poincaré, y toca al horizonte en un solo punto.
La curva a la derecha tiene 7 = 7/2,0 = /4, y es un circulo global que en parte
se encuentra detras del horizonte. Para ambas curvas el segmento en el fondo, color
rojo, es reconstruible con alineamiento vectorial tangente, pero los lados, mostrados
en color negro punteado, violan la condicién (4.80) y requieren alineamiento nulo para

(6]

ser reconstruidos.

4.3.4. Puntos
Ahora que sabemos como codificar una curva arbitraria en el bulto (cerrada o abierta),

podemos razonar como en [20] y encoger estas curvas a puntos arbitrarios. Cada
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“curva-punto” resultante estard asociada con una familia de intervalos/geodésicas
con puntos finales % ()), o equivalentemente, con vectores centro y radio, z#(\) y
(#(X). Sila curva es abierta, entonces como en la Subsec 4.2.4 debemos exigir que sea
vertical al inicio y final, para que la familia de intervalos no desaparezca al encoger
la curva. Si la curva es cerrada, como en la Subsec. 4.2.1 obtendremos una familia
que cruce de x — o0 a * — —oo un numero N > 2 de veces antes de volver de forma
suave a si misma.

Importantemente, hay un nimero infinito de familias distintas que describen el
mismo punto en el bulto porque hay infinitas elecciones para la forma de la curva que
encogemos a cualquier punto dado. Para cualquiera de esas elecciones, y para cualquier
eleccién de n*(\), si decidimos utilizar alineamiento nulo como en la subseccién previa,
después de reducir a tamano cero obtendremos una familia de geodésicas que pasen
a través del punto deseado. La familia descrita en la Subsec. 4.2.4, donde todos los
intervalos/geodésicas estan sobre la misma rebanada de tiempo que el punto, es solo
un ejemplo particular. Evidentemente, podriamos utilizar geodésicas sobre cualquier
rebanada en un marco empujado. Con mayor generalidad, obtenemos una familia de
intervalos/geodésicas para cada eleccién de curva sobre la frontera de AdS que estd
separada del punto por un intervalo tipo espacio, al tomar a los vectores centro x#(\)
(0 el extremo derecho o izquierdo) de los intervalos sobre la curva seleccionada en la
frontera.

Como en el caso a tiempo constante, cuando nuestra curva se encoge a un pun-
to, las ecuaciones genéricas (4.66) se degeneran y no son ttiles en este caso, pues
todas las derivadas se anulan. Sin embargo, es facil calcular la descripcién requeri-
da. Consideremos un punto en el bulto P, cuyas coordenadas estan denotadas por
2B = (tp,zp,zp). De acuerdo a (4.67), el centro y el radio de cada geodésica que
pasa a través de P satisface

—(tp —to)? + (xp — ) + 25 = —2 + 12 (4.90)

Dado que esta geodésica es solo un semicirculo empujado, existe un marco, denotado
por *, donde la geodésica completa se encuentra a tiempoo constante, implicando
ademas que el mismo empujon hace t}, —tF = 0y £} = 0. Esto requiere que se cumpla

l tp —t.
L2 e (4.91)
{, xp—x.
De las ecuaciones (4.90) y (4.91) podemos deducir una expresién explicita que deter-
mina nuestra familia de intervalos para cada eleccién de curva centro x#(\),

—(tp —t(N)? + (zp — x(N))* + 27
—(tp —te(A))? + (xp — zc(X))?

t(A) = £ (o - l’é‘(k))\/ (4.92)

La eleccién de signo determina la orientacién del intervalo/geodésica, y como en las
Subsecciones 4.2.1 y 4.2.4, si describimos el punto como una curva cerrada contraida
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el signo cambia cuando pasa de la parte positiva de la curva a la negativa. Conociendo
(4.92), el conjunto completo de geodésicas estd dado por

X™(s,A) = (zh(X) — #(X) cos s, £(N) sins) (4.93)

en analogia con (4.64).

Si tomamos t. = tp en (4.92), recuperamos correctamente la Ec. (4.32), que des-
cribe un semicirculo a tiempo constante. En la Fig. 4.11 graficamos cuatro opciones
distintas de curvas centro z#(\) para el mismo punto en el bulto, y una pequena
muestra de intervalos/geodésicas a las que dan origen.

Figura 4.11: Cuatro formas distintas de describir el mismo punto z% = (0,0, 2),
senalado en color rojo, y una pequena muestra de las geodésicas correspondientes,
en naranja. En color verde se puede apreciar la curva trazada por los centros de los
intervalos en la CFT, 2#(\), a partir del cual el conjunto completo de geodésicas se
sigue via (4.92)-(4.93). Las curvas grises delimitan la regién sobre la frontera cuya
separacion es tipo espacio desde x5, a partir de la cual cualquier curva verde no
puede existir. Empezando desde la parte superior izquierda, nuestra eleccién de curva
centro es z#(A) = (0,3\, A), (2tanh(A/2),A), (0,7A cos(A—0,2), A) v (0,8 cos(sin \), A+
sin?(\/3)), respectivamente.

La propiedad que distingue a la familia de intervalos en la CFT, descrita en (4.92),
es que cuando la sustituimos en la féormula de entropia diferencial (4.79), el integrando
se anula, como era de esperarse de su asociaciéon con una curva-punto con longitud
cero. Al igual que en la Subsec. 4.2.4, nos gustaria encontrar un principio variacional
que seleccione familias de este tipo. La idea natura es generalizar el argumento basado
en la curvatura extrinseca al caso con tiempo variable.
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Como en la Subsec. 4.3.1, consideremos una curva arbitraria tipo espacio z(\)
en AdSs, con vector tangente u™ () = (¢'(\), 2’ (N), 2/(\)). Podemos definir el vector
“aceleracién” a(A) como la derivada covariante de u(\), normalizada con respecto a
su magnitud:

moay L 1 du™(\) |
a™(N) = ORI ( ) + Iu™(Nu ()\)) , (4.94)

donde '} son los simbolos de Christoffel. La curvatura de 2™ (\) se define como la
norma de a,

k=+/a(\) - a(N) . (4.95)

Evidentemente, para una geodésica espacio-temporal la curvatura (4.95) es exacta-
mente cero. En el caso general, k sirve como medida de cuanto una curva dada difiere
de una geodésica. Podemos descomponer (4.94) como la suma de dos contribuciones
ortogonales,

a™(A) =a['(A\) +al'(N) , (4.96)
donde

Il
<
=
S
[
=
Il
S
3
Nt
|
—
=
<
3
N

al'(A) = (4.97)

son las componentes de a paralela y perpendicular a u. Las normas de estas compo-
nentes llevan el nombre de curvatura geodésica y curvatura normal, respectivamente,

KH = CL”()\) : CLH(A) s Rl = CLL(A) : aL)\) y (498)

y satisfacen k? = liﬁ + KA.

Cuando una curva cerrada se encoge a un punto, su curvatura normal diverge, asi

que esperamos que al expresar £ () como funcién de x4 y extremizando podamos

recuperar la definicion de un punto en términos de los datos de la frontera. En el caso
independiente del tiempo '(\) = 0, encontramos

A2z A)? N)z"(\))”
Rﬁ:(x()() Z(A)” = z(M)a"(A)2"(A) — ()()Z())) (4.99)
2N (/N2 + 2/ (A)?)?

2

s (@'(N)? = 2(N)ZN)2"(A) + @A) (Z'(N)* + 2(N)" (V)"
2(A)2 (2/(A)? + 2/ (A))?
La expresion de x, (A) coincide con el Lagrangiano £ definido en términos de la curva-
tura extrinseca (4.37). Entonces, en configuraciones estdticas extremizar la curvatura
normal, como proponemos aqui, es de hecho lo mismo que extremizar la curvatura

extrinseca como en [20].
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La generalizaiéon al caso dependiente del tiempo es sencilla. En este caso encon-
tramos

1 1ON\2 11 y\2) 2 SN2+ 2(\)2"
2(MN)2 (2/(\)2 + 2/(N)2 — t’()\)2)2 lQ (x (A7 =1'(N) ) ( (M) +2(A) ()‘))

(N0 = PO + (20 = £(02) 202 (V)

= () =) (3OO0 = (O + 200" ()
=2 (@) = )2 + 2+ 202" (N) (@ ()" () = N )) (N2 (A)
— @\ — (N2 (N)? ](4 100)

Nuevamente, esta funcional depende de segundas derivadas asi que en general da
origen a ecuaciones diferenciales de cuarto orden. Como chequeo de consistencia, sin
embargo, hemos verificado que el ansatz z#(\) = (tp,zp, zp) es de hecho solucién a
estas ecuaciones.

Con algo de trabajo podemos reescribir la curvatura normal (4.100) de nuestra
curva en el bulto como una funcién de los puntos finales z% (\) de los intervalos
correspondientes en la CFT dados por (4.66). Tomando este resultado como nuestro
Lagrangiano, llegamos a

_ _ )\)x’ (A) + . (A (N)
I = [ac-s W DO o

U
e \/ >+ (V) = 4’
)\ JEEAPIE
Para el caso a tiempo constante, recuperamos correctamente nuestra accién previa
(4.39). Similarmente a lo que tenfamos en ese caso, vemos en la tltima linea de (4.101)
que la accién es independiente de x#()), asi que los momentos conjugados 1I, =
OL/dx" son constantes de movimiento. Estas condiciones determinan una eleccién

particular de curva centro t. = (II;/Il, )z, + constant (correspondiente a tiempo fijo
en un marco empujado), con una parametrizacion especifica de centros x.(\).

W

4.3.5. Distancias

En la subsecciéon previa hemos aprendido que cualquier punto en el bulto P es descrito
no por una unica familia de intervalos en la CFT, sino por una clase de equivalencia
entera de dichas familias, la cual denotaremos por Fp := [{z#()),¢#(\)}p]. Cada
familia de esta clase puede ser seleccionada especificando una curva de centros x#(\)
dentro de la regiéon de la frontera de AdS que esta separada por una distancia tipo
espacio de P,y después, utilizando (4.92) para obtener los radios vectores correspon-
dientes, ¢#(\). En la Fig. 4.11 se muestran algunos ejemplos que ilustran el rango de
posibilidades.



4.3. HOYO-GRAFIA COVARIANTE 63

Dados dos puntos en el bulto P y @), realizando un empujon con parametro g =
(tp—tq)/(xp—1q) al marco de referencia donde son simultédneos, y después empujdndo
de vuelta al marco original, podemos deducir que la geodésica P(Q que los conecta
estd centrada en

. 2tp(xp —20)* — (tp —tq) (th — 13 + (xp — 20)* — 2p + 23)
M ’
2(=(tp — 1) + (zp — 20)?)
_ (wp—wq) (ab —ady + 2p — 23) — (tp — to)*(wp + 7q) i1
Ty = 5 D) s ( . 02)
2(~tr — 1) + (o — Q)

y tiene radio vector

p (tp — tg)sgn(zp — xQ)\/(—(tp —tQ)? + (xp —xq)? + 2p + 25)? — 42p2]
v 2(=(tp —1@)* + (xp — 2Q)?) ’

(xp — xQ)Q\/(—(tp —tQ)?+ (xp —20)? + 25 + 25)2 — 421%,2%
/- . (4.103
i 2~ (tr 1) + (2~ 70)") (109
La distancia entre los dos puntos esta dada por la longitud de arco a lo largo de esta
geodésica

- —(tp —tQ)* — 2p + 25 + (xp — xg)(xp — 2 — A)
dpPQ) = Lln( (tp —tQ)? — 2p + 25 — (xp — xq)(xp — g + A) ) 7
. _ 2 2\2 4,22
A = \/ B (xixpx_Q ):Q;ZP I PR

Esta es la version empujada de (4.47) o (4.49).

Para reproducir (4.104) en términos de entropia diferencial imitando el procedi-
miento de la Subsec. 4.2.5, empezamos con la clase de equivalencia de familias de
intervalos para ambos puntos, Fp y Fq, y seleccionamos un elemento representativo
de cada clase que incluya a la geodésica PQ. Si ademés exigimos que estos dos repre-
sentativos tengan la misma curva de centros z#(\), la situacién se vuelve directamente
analoga a la que tenfamos antes. Podemos definir entonces las familias truncadas @’},(A)
y %(\) (v similarmente para Q) incluyendo intervalos hasta o desde el punto a%,(\).
Ademas, podemos formar nuevamente la combinacion £, (A) := PN + %(A), y cal-
cular su entropfa diferencial. Evidentemente, la eleccién més sencilla es tomar x#(\)
a lo largo de la rebanada a tiempo empujado que contenga P, @ v PQ. En este
caso nuestro calculo de la Subsec. 4.2.5 aplica directamente. E.g., para curvas-punto
cerradas encontramos nuevamente que

d(P,Q) - %E[@f;@(m | (4.105)

Esperamos que esta relacién funcione para otras elecciones de curvas centro x#(\),
pero no intentaremos demostrar este enunciado en el presente trabajo. La conclusion

importante es que existe un procedimiento para calcular distancias en el bulto a partir
de datos en la CFT.
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Capitulo 5

Conclusiones

= En esta tesis hemos abordado el problema de reconstruccién de curvas arbi-
trarias en el bulto por medio de entropia diferencial u hoyo-grafia en la CFT,
directamente en la cuna de Poincaré. Trabajando primero a tiempo constante,
encontramos que una curva cerrada en Poincaré esta descrita en la CFT por
una familia de intervalos que cubren el eje espacial al menos dos veces. También
demostramos como reconstruir curvas abiertas, puntos y distancias, y obtuvi-
mos una accién en la CFT cuya extremizacién conduce a puntos en el bulto.
Después, generalizamos todos estos resultados al caso de curvas que varian en
el tiempo, y descubrimos que curvas genéricas tienen segmentos que no pue-
den ser reconstruidos usando hoyo-grafia estandar. Esto ocurre porque, para los
segmentos no reconstruibles, las geodésicas tangentes no estan completamente
contenidas dentro de la cuna de Poincaré. Mostramos que una variante de hoyo-
grafia descrubierta previamente nos permite superar este reto, al reorientar las
geodésicas que tocan la curva para asegurarnos de que permanezcan dentro de la
cuna. Con ello, la principal conclusion de nuestro trabajo es que todas las curvas
tipo espacio en Poincaré AdS pueden ser completamente reconstruidas con datos

de la CFT, y cada curva tiene de hecho un nimero infinito de representaciones
dentro de la CFT.

» Hay varias direcciones para trabajo futuro. En la linea de los trabajos [7,8,25],
esperamos que nuestros resultados se extiendan a Poincaré AdS en un mayor
nimero de dimensiones, bajo las mismas suposiciones de simetria para las su-
perficies en consideracién. En un frente distinto, Poincaré AdS es un ejemplo
particular de una cunia de entrelazamiento [41-43], con la propiedad especial de
que incluye una rebanada completa a tiempo global, y por tanto un conjunto
completo de datos iniciales para evolucion temporal. Una cunia de entrelaza-
miento mas pequenia deja informacién fuera, y contiene un ntimero menor de
geodésicas completas, asi que es interesante preguntar si es o no posible reorien-
tar otra vez aquellas geodésicas que se salen para lograr la reconstruccion de
cualquier curva contenida en la cuna por medio de hoyo-grafia [44].
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= Para ir mas alla de AdS puro, se sabe que el procedimiento de hoyo-grafia esta

restringido por la aparicién de sombras de entrelazmiento [23,27] y pantallas
holograficas [30]. Tal vez es posible evitar el primer obstdculo usando enebra-
miento, un tipo de entrelazamiento entre grados de libertad en la CFT que
no estdn organizados espacialmente [20,45-47]. Al menos en el caso donde la
descripcion gravitacional es tres dimensional, el enebramiento es asociado con
geodésicas no minimas, y seria interesante investigar si la posibilidad de reorien-
tarlas por medio de vectores nulos [8] otorga a la hoyo-grafia cobertura adicional.
Finalmente, el programa de reconstruccion se ha enfocado recientemente en la
descripcion de operadores locales en el bulto que son integrados sobre superfi-
cies extremales, los cuales son duales a bloques en la expansién del producto de
operadores de la CFT [48-56]. En los trabajos [57-62] se siguié un enfoque algo
diferente para los operadores locales. Naturalmente, seria interesante entender
en detalle como la hoyo-grafia se relaciona con estos dos procedimientos.
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