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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se estudié la dindmica del modelo de Ising todos-contra-todos desde el punto de
vista de la teorfa de representaciones [Ser12]. El modelo de Ising todos-contra-todos pateado, es decir,
periédicamente interacciona con un campo magnético, es un sistema de espines 1/2 en el que cada
espin interactda débilmente con los demds espines del sistema. El andlisis basado en la teoria de repre-
sentaciones se justifica ante la invarianza que cuenta el sistema bajo el intercambio de cualesquiera dos
particulas. Dicha invarianza sugeria la descomposicién del sistema en bloques que tuvieran algin tipo
de simetria bajo el intercambio de particulas.

Este estudio tiene como antecedente el ensayo sobre la cadena de Ising pateada [PPV14], cuya
invarianza bajo rotaciones y reflexiones permitié descomponer el sistema en subespacios que consintié
el andlisis del sistema computacionalmente, haciendo posible la observacién de fenémenos interesantes
desde el punto de vista del caos cudntico.

Para dividir el espacio de Hilbert en subespacios con simetria bajo el intercambio de particulas, fue
necesario utilizar la teorfa de acoplamiento binario [LouO8] ademas de la teoria de representaciones,
dado que esta Ultima no nos proveia de un método sencillo para llevar a cabo la descomposicién. La
descomposicion del sistema en subespacios con una base que fuera invariante bajo algtn tipo de per-
mutacién de sus elementos, nos faculté con la posibilidad de observar un hecho remarcable: cada bloque
del operador de evolucién es equivalente al operador de evolucién del top pateado [HKS87].

Este paralelismo nos posibilité el estudio del sistema con un alto nimero de elementos, ~ 10% qu-
bits, algo que no siempre se puede lograr. De este andlisis se obtuvo una caracteristica muy interesante
del sistema de Ising pateado todos contra todos: puede presentar caracteristicas tanto cadticas como
integrables simultdneamente. Esta afirmacion tiene como base los resultados de la distribucion de sepa-
ramiento de niveles entre vecinos cercanos, P(s), que se obtuvo del operador de Floquet en el rango de
pardmetros en los que el Top clasico presenta una dindmica caética. Con este resultado se termina la
discusién.

1.1. Estructura de la tesis

En el capitulo 2} se presentan las herramientas matematicas que no aparecen en el tronco comin
de un fisico a este nivel necesarias para la comprension de este trabajo. Estd de mas subrayar que este
capitulo es fundamental para el resto del trabajo. Posteriormente en el capitulo 3} se expone de manera
autocontenida y didactica el algoritmo computacional encontrado en la literatura que provee los méto-



dos para separar el sistema en bloques con simetria bien definida. En este mismo capitulo, se presenta
el cédigo que utilizamos para explorar los subespacios del modelo todos contra todos. Esta exploracién
fue la que nos ayudé a encontrar la equivalencia entre el modelo de Ising todos contra todos pateado y el
top pateado. El capitulo con el que se concluye la discusién es el[4} en el que se habla de la equivalencia
entre el modelo de este trabajo y el top pateado que serd utilizado para el estudio de la dindmica del to-
dos contra todos Ising pateado, no sin antes explicar lo que nosotros esperdbamos de este sistema. Aqui
se hace un breve repaso de la cadena de Ising pateada, que sirvié como principal motivacién para este
trabajo ademds se estudia la distribucién de espaciamiento de cuasienergias del sistema lo que nos sirvié
para observar el resultado mas importante de este trabajo: este sistema presenta un comportamiento a
la vez cadtico e integrable.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales

Introduccién

En este capitulo se busca mostrar la relacién existente entre espin y simetria de intercambio entre
particulas.

En la primer seccidn, se estudiard |a teoria de representaciones [Ser12] para lograr entender los con-
ceptos de representacién y representacion irreducible, que seran fundamentales para la descomposicién
que se hard del espacio de Hilbert. A continuacion, se dardn unas definiciones del calculo de tablones
de Young [Ful97] necesarias dada su relacién con las representaciones irreducibles del grupo GL(C?).
A su vez, conoceremos la descomposicién del espacio de Hilbert de un sistema de n particulas en re-
presentaciones irreducibles del grupo GL(C?). Ulteriomente, se mencionaré la manera de obtener la
base para una representacién irreducible. Se hablaréd de los problemas que se presentan utilizando este
formalismo para obtener una base de esta manera. Finalmente, se hablara de la teoria de acoplamiento
binario [LouO8|] que nos permitira desarrollar una base ortogonal para el espacio de Hilbert de n qubits
que realiza la misma descomposicién en representaciones irreducibles del grupo GL(C?).

2.1. Nociones de teoria de representaciones

Para comenzar el estudio de la teoria de representaciones definimos la representacion de un grupo
finito G sobre un espacio vectorial complejo V' como un homomorfismo p: G — GL(V') de G al grupo
de automorfismos de V. Al igual que en la mayoria de los textos escritos por matematicos, en esta tesis
se usard el término representacién para V' y se dard por hecho la p.

Ejemplo Como ejemplo, consideremos el grupo G = S3 = {1, (12), (13), (23), (123), (132)}, el
grupo de permutaciones de tres objetos, y p: S35 — M3x3(R), con M3y 3(R) el espacio vectorial de
matrices 3 por 3 con entradas en R, la funcién que lleva a los elementos de G: (23), (12), (123), (132)
y (13) a las matrices

100 010 001 010 001
ootl],ltool|l,{f1o00])],loo1]|,[{0o10], (@1
010 001 010 100 100

respectivamente. La identidad e € G va a la matriz identidad de tres por tres.



Una subrepresentacion de una representacion V' es el subespacio W < V' que es invariante bajo
la accion de G. Una representacion de V' es llamada irreducible si no hay un subespacio invariante W
distinto de V 0 0.

Ejemplo La representacién no es irreducible ya que el subespacio generado por (1,1,1) € R3
es invariante bajo dicha representacidn. La siguiente representacion, dada por Moshinsky [Mos69], es
irreducible

(10 (-3 % (3 ¢
2 2 2 2
NV -1 ¥ 10
= (2 T = (2 T se=(g )
2 2 2 2

Lema de Schur. Si V'y W son representaciones irreduciblesde Gy ¢: V' — W es un homomorfismo
entre espacios vectoriales, entonces

1. ¢ es unisomorfismo o ¢ = 0.
2. SiW =V,entonces p =1 -1, paral € Cy 1 laidentidad.

Cuando ¢ # 0, escribiremos V' = .

Ejemplo Con la representacién y una base en la que uno de sus miembros es el vector (1,1, 1),
que es invariante bajo cualquier permutacién: {(1,1,1), (1, —1,0),(—1,1,0)}. Se puede ver, que si M
es la matriz de cambio de base:

1 2

% Vo0
M=|1X _1 1

V3 V6 V2

¢(r) = M~1xzM. La representacién (2-1) es isomorfa a la siguiente:

10 0 10 0 10 0 1 0 O 10 0
I Y L e I e ) Y O ) N
0 0 -1 0 3 1 0 ¥3 _1 0 —v3 _1 0 _v3 1

2 2 2 2 2 2 2 2

Notamos ahora que las matrices son diagonales por bloques. Esta es la signatura usual de que la repre-
sentacién es reducible.

2.2. Simetrizadores de Young y Representaciones de GL(C?)

En la presente seccidn, se introducirdn los conceptos necesarios para entender los simetrizadores
de Young que seran dtiles para calcular la base de las representaciones de GL(C?).

Una particién A de un ndmero natural n, denotado por A = n, es una tupla de nimeros positivos
A= (A, A2, Ak),con A > Ag > -0 > A > 0, tales que, > Ay = n.

Un diagrama de Young es un conjunto n de cajas, alineadas a la izquierda, con un niimero no decre-
ciente de cajas en cada fila. El nimero de cajas en la fila k es igual al nlimero A, la entrada k-ésima de



una particién de n, A. Por ejemplo, las tres particiones de 3 son (3), (2,1) y (1, 1, 1). A continuacién, se
presentan sus respectivos diagramas de Young

B[ TT ] @1 (1,1,1)%@. (2:2)

Una numeracién 7" de un diagrama de Young con n cajas, es cualquier manera de llenar con enteros
de 1 a n, sin repetir, cada caja del diagrama. Por ejemplo, para la particién (2, 1) de 3, estas son todas
sus numeraciones

2[1]
) i?
3
1]

2], (2-3)

(=[] [es]~

w
‘l\Dw‘L\Dn—l
[S—y

A cada numeracién 7' de una particién de n podemos asociarle dos subgrupos del grupo de permu-
taciones S,,. El primero es el grupo renglén, R(T") que consiste de todas aquellas permutaciones que
dejan invariantes los elementos de cada fila. De manera similar, se puede definir el grupo columna, C(T'),
como aquellas permutaciones que dejan invariantes los miembros de cada fila.

Para la numeracion

2[3]4]
6/7] , (2-4)

Ty =

‘cnoo»—n

el grupo R(To) = Sq12,34) X Stgemr Y C(To) = Spgsy X Sq2,6) X Sg3,7), en donde x denota el
producto directo de grupos y S4 representa el grupo de permutaciones de | A| elementos, permutando
los elementos de A. Como ejemplo, podemos tomara (12)y (87) € R(Ty) pero, (16) ¢ R(Tp); (185) €
C(Ty) pero, (12) ¢ C(Tp).

Utilizando las permutaciones ¢ € R(T") y p € C(T') se pueden definir las siguientes combinaciones
lineales de permutaciones que llamaremos simetrizadores de Young:

ar= > q br= Y se(p)p,
)

qER(T peC(T)

junto con el producto ¢ = ag - br.

Consideremos un sistema cuantico de dos niveles. El espacio de Hilbert de este sistema esté gene-
rado por los vectores |+) y |—), que denotan los dos posibles niveles del sistema. Con esta notacién, el
espacio de Hilbert para dos sistemas de dos estados es |[+) @ |+), |[+) @ |=), |[=) @ |[+) y |-) & |-),
que tradicionalmente se abrevia como | + +), | + =), | = +) y | — —). Al conjunto de 2" estados que
generan el espacio de Hilbert de n sistemas de dos niveles, (C2)®", se le conoce como base computacio-
nal [NCO2]. La siguiente discusién puede aplicarse a cualquier sistema de dos niveles. Sin embargo, el
trabajo se centra en sistemas formados por particulas de espin 1/2 distinguibles, por lo que a partir de
este momento, el estado |4) representa una particula con espin 1/2 con proyeccién 1/2 miebtras que
el estado |—) representa una particula con espin 1/2y proyeccién —1/2.

Si b es la base computacional del espacio de Hilbert

H = (C*)®"

10



entonces, la imagen de b bajo la accién del simetrizador de Young c¢r para una numeracién 7" de la
particién \ de n, es la base para una representacién irreducible de GL(C?) etiquetada por la particién

A, (T2

Ejemplo Para construir el simetrizador de Young s~ observamos qu R() ={(12),e}y C() =
{(13), e}. De esta manera, ar = e + (12) y by = e — (13). Con el fin de aclarar el significado de accién
del simetrizador de Young y mostrar un ejemplo completo, se muestra la accién de ¢y = ar - by sobre
la base computacional

ar -

ar

ar -

ar -

ar -

ar -

ar

ar -

br -

by -

br -

br -

br -

br -

by -

br -

|+ 4++) =ar-(e-|+++) = (13) - |+ ++))
=ar-(|+++) = [+++)) =0.

(
(

[+ 4=) =ar- (e |+ +-) = (13) |+ +-))
(

=ar- (| ++-) = | —++))
=(e |+4+)+12) - |++=)) —(e- | —++) + (12) - | — ++))
=2l ++-)— |- ++) = [+ —+).

[+t =ar-(e|+—+) — (13)- |+ —+))
= ar-(|+ +»—|+ —+) =0,

=) =ar- (e | = ++) = (13) | = ++))

ar - (| =++) = |++=)) =ar | —++) —ar - [+ +-)

= (e | =+H) +(12) - | = +4) = (- [+ +-) + (12) [ ++-))

==2|++=)+|—++) + [+ —+).

|———)=ar-(e:[-=——)-(13)-| - —=))
=ar-(|——)—|-—)) =
|——+t) =ar-(e[——+)—(13) | ——+))
=ar-(|——+ —|+--))
= l==—H+02)-[-=+) —(e-[+——)+(12) - [+ ——))
=2[=—H) —[+—) |-+
|—+—)=ar-(e:[-+-)—(13)-| = +-))
ar - (| =+=)—|=+-)) =0
[+ ——)=ar-(e:[+-—)—(13)-|+—-))
=ar-([+—=)—|-—+) =ar-[+-——)—ar-[-—+)
= l+—=)+02)-[+-—=)—(e-|-—H)+(12)-[-—1))

=2 =—+)+|+—)+[—+—).

De esta manera, la accién del simetrizador de Young devuelve los siguientes cuatro estados no nulos
20+ +—) — | —++) = |+ =), 2|+ +=) [ —F++) + [+ =), 2| =) = |+ =) = [ —+—)y
—2| — —4) + |+ ——) + | — +—). Este conjunto no es linealmente independiente. Es necesario elegir

e es el elemento identidad

11



dos vectores para formar un conjunto linealmente independiente, en este caso se eligié
2 ++-) = |+ —+) = [ =+ y 2 = —+) = [ = +-) = |+ =), @)

El resto de la base para el espacio de tres estados de dos niveles se puede obtener simetrizando, es decir,
aplicando el mismo procedimiento por el que se obtuvo [2-5 utilizando cualquier relleno para el tablén
horizontal:

|+ ++) [ = —=) ]+ +=) [+ =)+ =+ Yy ——F) + [ = +=) + [+ ). (2-6)

De esta manera es posible separar el espacio de Hilbert en subespacios con distintos tipos compor-
tamiento bajo el intercambio de particulas:

= Simétrica: invariante bajo cualquier permutacién de particulas, por ejemplo, los estados [2-5] son
simétricos.

= Antisimétricas: cambia de signo bajo cualquier permutacién impar.

= Mixta: con esta nos referimos a que el estado es simétrico a antisimétrico bajo la permutacion
de un subconjunto de las particulas que lo conforman. Un ejemplo de esto ltimo es el estado
2|+ +—) — | — ++4) — | + —+) es simétrico bajo el intercambio de las dos primeras particulas.

Para finalizar esta seccidn, es util la siguiente aclaracién. Tomando en cuenta que el sistema que se
estd estudiando es un conjunto de espines distinguibles, en este trabajo los estados de una particula
|+) y |—) denotan los posibles estados de un sistema de dos niveles, qubit, siendo |—) representando
el estado con espin —1/2y |+) el estado que tiene espin 1/2 en unidades de f.

2.3. Descomposicion del espacio de Hilbert

Un resultado de la teoria de representaciones lineales de espacios vectoriales complejos, es que el
producto tensorial en un espacio vectorial complejo es equivalente a la suma directa de representa-
ciones irreducibles del grupo de transformaciones lineales sobre dicho espacio vectorial, con la suma
recorriendo las particiones del entero correspondiente a la potencia a la que se elevé el espacio vectorial
y cada representacion irreducible con multiplicidad el nimero de tablones estandar de la particién co-
rrespondiente. [Ful97] El espacio vectorial para un sistema de un qubit es C2, por lo que para un sistema
de n qubits es X" C2. De esta manera, la descomposicién en representaciones irreducibles del grupo
GL(C?) etiquetadas por la particién A de n, (C2)*, es la siguiente

R @ (@Y =DEre o) 27)

. - e
A part. n A-n > veces

con f* el niimero de tablones estandar sobre \ particién de n.

Esta descomposicién es crucial desde el punto de vista de este trabajo, ya que las representaciones
irreducibles de GL(C?), (C?)?, son equivalentes a la imagen de un simetrizador de Young, cz, con T
una numeracién de la particion A. De esta manera es que se logra obtener una base que muestre expli-
citamente los distintos tipos de simetria que se puede tener.

12



Para un sistema de dos qubits es posible generar una base en la que tres estados sean simétricos y
uno antisimétrico: {| + +), %ﬂ I o o ) I pp— %(\ 4+ —) — | = +))}. Este resultado se puede
reproducir al aplicarle los simetrizadores de Young y ¢ a la base computacional de dos qubits.

En general, para un sistema de n qubits, la representacién (C2)(™) nos dara el subespacio simétrico
y (C2)(I") el antisimétrico. Este tltimo, sabemos que sélo es distinto del espacio vectorial trivial O para
un sistema de dos qubits, como consecuencia del principio de exclusion de Pauli. Las demds particiones
nos daran un nuevo tipo de simettrfa, llamadas simetrfas mixtas. Por ejemplo, una base para (C)(>1) est4
dada por los estados que son invariantes bajo el intercambio de las primeras dos particulas.

Dado que f* sélo es 1 para A = (n) uno podria esperar que los simetrizadores de Young nos provean
con una base que sea ortogonal entre cada subespacio. Esto no es asi, ya que cémo se puede comprobar
en y (2-6), la base que se construye utilizando los simetrizadores de Young no lo es del todo. Para
resolver este problema se hard uso de la teoria de acoplamiento binario, ver 3.1} que produce una base
ortonormal; se podria utilizar Gram-Schmidt para hacer que para cualesquiera dos elementos de la base
distintos, su producto punto sea cero, pero dado que este método es numéricamente inestable, se buscé
una alternativa mas sofisticada.

13



Capitulo 3

Teoria de acoplamiento binario

Dado que la base obtenida al realizar el proceso explicado en el capitulo[2]no es ortogonal, es preciso
encontrar una manera de construir una base ortogonal que lleve a cabo la misma descomposicién refe-
rida en la seccién Para ello se introduce la teoria de acoplamiento binario que mostrara la manera
de generar un conjunto completo de observables que conmuten cuya base de eigenvectores simultd-
neos es ortogonal y realiza la descomposicién deseada. En este mismo capitulo se mostraré el algoritmo
que llevard a cabo la construccién explicita de los estados de la base y un ejemplo de su utilizacién pa-
ra producir algunos de los estados para un sistema de tres qubits. En este capitulo se especializara el
formalismo generado en la seccién 2| para particulas distinguibles con espin 1/2.

3.1. Teoria de acoplamiento binario de momento angular

En esta seccidn se mostrard el conjunto completo de observables que conmutan cuyos eigenvectores
simultdneos producen la descomposicién del espacio de Hilbert de la misma manera que la dada en la
seccién del capitulo[2] Esta exposicién estd inspirada en [Lou08].

Consideremos un conjunto de n particulas, en donde la particula i tiene espin J; = {J;,Jiyy Jiz }, con
niimero cuéntico angular j;. Un primer conjunto de observables que conmutan que se puede construir
estd dado por

(T2, J1z, I3, Jomy oo J2, Tns ), (3-1)

con J? es el operador de momento angular de la particula i elevado al cuadrado y J;, la proyeccién
del momento angular J;. Este conjunto de observables sélo toma en cuenta los momentos angulares de
cada particula mientras que las necesidades de este trabajo requieren de un conjunto en donde aparezca
el operador de momento angular total y su proyeccién. Un conjunto de observables que conmutany que
tiene el momento angular total y su proyeccion es

{J2, 03,03, I, T2}, (3-2)

Con J el momento angular total, J, la proyeccién de momento angular total, y el resto, los cuadrados
de los momentos angulares de cada particula. Sin embargo, este conjunto no es completo, en el sentido

YEl autor del trabajo estd consciente que es posible trabajar en bases no ortogonales o también se podria utilizar Gram-
Schmidt para obtener una base, sin embargo, el formalismo presentado aqui permite una obtencién elegante y numéricamente
estable de cada bloque, por lo que se opté por su uso.

14



de que los eigenvectores simultdneos no producen una base completa para el espacio de Hilbert.

Para completar este conjunto es necesario introducir nuevos operadores que conmuten con el res-
toy, a su vez, entre ellos. Este conjunto lo formamos con los llamados operadores de momento angular
intermedio que seran denotados con la letra K. Los operadores de momento angular intermedio, son el
resultado de la suma de operadores de momento angular de particulas con indice adyacente, es decir,
Ji+Ji11 o dela suma de otro operador de momento angular intermedio, verbigracia, J; + Kj, en donde
K contiene como sumando a uno de los operadores Jj.

Ejemplo 3.1.1 Para un sistema de tres espines J1, J2 y J3, se tienen dos posibles momentos
angulares intermedios: en el primer caso se tiene K1 = Jy1 + J2 y como segunda alternativa
K = J2 + Js. Enel caso de cuatro espines un posible conjunto de momentos angulares inter-
mediosesK; = J;1 +J9, Ko = K; + Js.

Con los operadores de momento angular intermedios se puede formar un conjunto completo de ob-
servables con 2n elementos, debido a que los operadores Kf conmutan con JZ-Q, J%y J,.De esta forma,
los estados de este acoplamiento tendran como ndmeros cudnticos j, m, j y el conjunto k = {k;}—los
nlimeros cudnticos angulares asociados con el momento angular K;. Estos estados seran denotados
por

35 Kjm)- (3-3)

Considérese un sistema formado por n particulas con momentos angulares J1, Ja, ...,y Jny U €
SU(2), el grupo de matrices unitarias 2 x 2 con determinante 1. A la particula i-ésima del sistema se le
asocia la representacién irreducible D7 (U') de tamafio 2j; +1 de U. Si se calcula el producto tensorial de
estas representaciones irreducibles D(U) = ), D’i(U), la base formada por los eigenestados ec. ,
descompondra este producto en una suma de representaciones irreducibles de U de tamaiio 2j + 1, con
j uno de los posibles resultados de la suma de momento angular J; + Ja + - - - + J,,

D) = P (/W) (3-4)

con f* el mismo valor que aparece en la seccién Los subespacios generados por los estados
asociados al mismo valor de j pero que tiene un valor disinto de k son equivalentes y el nimero de
subespacios asociados al mismo valor de j pero con k distinto es f*. Esta descomposicién es idéntica a
la que se hace del espacio de Hilbert de n particulas mostrado en la seccién[2.3}
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Ejemplo 3.1.2 Continuando el primer ejemplo de este capitulo ej.[3.1.1} considere que K estd dado
por K = J;+J. Siel momento angular de cada espin es 1/2, los posibles valores de k son0y 1. Para
k = 0 el tinico valor de momento angular j es 3/2. La otra posibilidad, k = 1, la suma de momento
angular permite dos valores j: j = 1/2y j = 3/2. De esta forma, el conjunto de eigenvectores[3-4]
que descompondra el espacio de Hilbert de tres espines corresponde a los estados:

11/2,1/2,1/2;13/53/2),/1/2,1/2,1/2;13/31/2),
11/2,1/2,1/2;13/5 1/2),[1/2,1/2,1/2;13/5 _3/9),

11/2,1/2,1/2; 11/2,1/2>a|1/2» 1/2,1/2; 11/2,—1/2%

11/2,1/2,1/2;01/9,1/2),11/2,1/2,1/2;01/5 _1/2)-

Como se puede apreciar, se tienen dos pares de estados con j = 1/2, uno con k = 0y el otro con
k = 1. Los subespacios generados por cada par de estados serdn equivalentes. Esto estd expresado
en ec. (3-4), observando que fA=(1) = 2,

Antes de mostrar la forma de expresar los estados |j; k; ) en términos de la base computacional,
es necesario introducir los conceptos de tercia y coeficiente de Clebsh-Gordan generalizado, lo cual se
hace en la siguiente seccién[3.2]

3.2. Coeficiente de Clebsh-Gordan generalizado y tercia

Una forma de representar la suma de momento angular es utilizar paréntesis sobre cada pareja de
sumandos. Por ejemplo, para la suma de momento angular K; = J.+Jg, se puede escribir como (j, js),
y para representar la suma de este con otro momento angular Jy, es decir, Kj + Jj, es posible escribirlo
como (k, 1) = ((4r,7s), J1)- Con esta manera de denotar la suma de momento angular, se tiene que
(J1+J2) + Js pasaa ((jij2)js) y J1 + (J2 + Js) a (j1(j273))-

A su vez, esta abstraccion se puede representar graficamente utilizando las siguientes reglas

Ji,m J2, M2

Ki=J1+J2 - (J1J2) —

J1+ j2,m1 + mae

J3,ms3

Ky =K; +J3 - ((7142)73) -
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Figura 3-1: Diagrama de una tercia que muestra su forma en general.

Ky =J; +J2, o .

_)
Ko = J5 + Ja, ((4142) (Jaja))
K3 = K; + Ko.

Nétese el hecho de que los vértices internos se dibujan en negro. En lugar de poner J; + J2 se
colocard K; y m; + ma = g¢;, con el fin de disminuir la notacién en los vértices. Para este trabajo, el
orden de la suma de momento angular estaréd dado por

(--((41,72),73)s -5 in—1)s Jn),

dicho de otra manera, para n particulas se suma el momento angular de la primera con el de la segunda, al
resultado lo denotamos por (71, j2); a este valor le sumamos el momento angular de la tercera particula:
((y1,72), J3), se continta la suma de momento angular del resto de particulas hasta llegar a la dltima, n,
ver fig.[3-2] Esta manera de realizar la suma de momento angular desde el par de paréntesis mas anidado
produce los siguientes valores de momento angular intermedio &;,

(J1,d2) =K1 — ki,
(k1,j3) =Ka2 = ko,
(k27j4) = K3 — k37

(kn—3ajn—1) = Kn—2 — kn—Za
(kn—2,jn) =J —J

Asi, se crea una gréfica con n + (n — 2) + 1 vértices, ver fig. esta cantidad es debida a que se
tienen n vértices externos que estardn etiquetados por un valor de espin (en este trabajo siempre 1/2)
junto a su proyeccién (+1/2), n — 2 vértices internos que estaran etiquetados por un momento angular
intermedio acompanados por su proyeccidn, mas un vértice raiz que estara etiquetado por el valor de
momento angular total y su proyeccidn.

Se define una configuracion de momento angular intermedio, al conjunto de n — 2 momentos
angulares intermedios k; que contiene los resultados parciales de la suma de momento angular, es de-
cir, los resultados de las sumas de los elementos entre paréntesis. A partir de aqui, sélo se utilizara la
convencién de suma de momento angular mencionada en el primer pérrafo de esta seccion.
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J2, M2

J3, M3

jnv My

Figura 3-2: Esta figura muestra un &rbol para una configuracién totalmente general formado por un estado cons-
tituido por un conjunto de n particulas en donde la i-ésima particula tiene momento angular J; con proyec-
cién m;. El momento angular total j con proyeccién m y una configuracién de momento angular intermedio

k = {ki, ko, ... kn_o}.

18



El primer paso para obtener un estado ec. para un conjunto de espines Jj, es fijar un valor de
momento angular total j, la proyeccién de este momento angular m, y una configuracién de valores
de momento angular intermedio k. Utilizamos estos valores para rellenar parcialmente la grafica fig. [3-2}
parcialmente, debido a que aun es necesario llenar las proyecciones de los vértices externos e internos,

qi Yy m;.

Los valores de m; vendran dados por el estado de la base computacional |m;) sobre el que se pro-
yecte el estado ec. (3-3). Al fijar los valores de m; también se fijan los valores de ¢; ya que, como se vera
a continuacién, para que el coeficiente de Clebsh-Gordan sea distinto de cero, se tiene que cumplir la
condicién m; + m;+1 = ¢;. A la gréfica parcialmente llena cuando se sustituyen los valores de m; se le
llama grdfica llena.

Definidos los conceptos de grafica parcialmente llena y gréfica llena, es momento de definir una
tercia, el coeficiente de CG asociado a una tercia y el coeficiente de CG generalizado asociado a una
grafica. Una tercia es el siguiente conjunto de tres vértices y dos aristas pertenecientes a un &rbol,
ver ﬁg. Por cada tercia asociamos un coeficiente de Clebsh-Gordarﬂ utilizando las etiquetas de cada
vértice: C'(tercia) = C’lilb?jh& Tomando todas las tercias en una gréfica, las multiplicamos para obtener
un coeficiente de Clebsh-Gordan generalizado

n—1
_ Ai,Bi, K )
C(jm§k)jm - ai,biq;i (3 5)
i=1

Definidas las tercias y los coeficientes de Clebsh-Gordan generalizados, se calcula la forma de los
estados ec. (3-4) en términos de la base computacional. Consideremos la transformacién unitaria para
conocer la representacion de este estado. Para ellos, se le aplica la identidad en forma de

1= > [b)0],

bEbase computacional

Jikjm) = > |b)(b

bebase computacional

en donde, (b|j; k;,m) estd dado por el coeficiente de Clebsch-Gordan generalizado ec. (3-5).

j; kj,m>,

2Se utiliza la convencién para los coeficientes de Clebsch-Gordan de [Lou08].
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1/2,m3

Figura  3-3:  Este  drbol  corresponde al  coeficiente de  Clebsch-Gordan  generalizado

1/2,1/2,1 ~1,1/2,3/2
(mymams|1/2,1/2,1/2;15)2.3/5) = Codyntein qu,,{%g//?

De esta manera, al calcular la representacién de los estados ec. (3-3) en términos de la base compu-
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tacional es posible descomponer el operador de evolucién como se muestra en la ec. (3-4), lo que nos
permitird estudiar el operador de evolucién en bloques y asi analizar la evolucién del sistema por bloques
etiquetados por momento angular. Esto se hard en el capitulo[4] Con los procedimientos mostrados en
este capitulo se genera la base [3-3|que es ortogonal y que cumple las relaciones de simetria buscadas
dictadas por los resultados de la seccién[2.3] Ademas de esto, la base nos permitira etiquetar los esta-
dos por un valor de momento angular, JJ, y una configuracién de momento angular intermedio, k, dando
familiaridad a dicha descomposicién y no queddndose en una curiosidad matematica.
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Capitulo 4

Modelos

4.1. Modelo de Ising unidimensional

En esta seccidn se hablard del modelo de Ising unidimensional [PPO7] como una motivacién para la
elaboracién de este trabajo.

El sistema estd compuesto por un anillo de n particulas con espin 1/2 que interactdan con sus ve-
cinos mds cercanos via una interaccion homogénea de Ising adimensional con intensidad ./, llamado
interaccion inter-espin, que es periédicamente pateada por un campo magnético adimensional b. El ha-
miltoniano es

n—1 n—1
JZO;O’;+1 +4(t) Zb -0},
3=0 3=0

con b representando un campo magnético homogéneo, J la intensidad de la interaccién interespin y
§(t) = > ez 6(t — n), un tren de impulsos delta.
Durante la evolucién sin la patada del campo magnético, el sistema evoluciona con el propagador

unitario periodo-a-periodo
n—1

Ulsing(J) = exp(—iJ Z ajz»a]’irl),
§=0

y durante la accién de la patada por el operador unitario
n—1
Upatada(b) = exp (—i b o—j) :
j=0

cono; = (0, 0y,0,) un vector con las matrices de Pauli. De esta manera, el operador de Floquetﬂ para
un periodo es

Uk = UIsing Upatada .

Se impone la condicién de periodicidad para cerrar la cadena: o,, = oy.
El sistema cuenta con varias simetrias, la que es particularmente relevante a los ojos de este trabajo

! El nombre operador de Floquet viene dado por el teorema de Floquet que enuncia la forma del operador de evolucién
para un sistema pateado periédicamente. Para un breve comentario sobre este tema revisar Apéndice Para una revisién mas
completa se puede revisar [DR14] y las referencias ahi mencionadas.
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W — WWigner

0.010

0.005

—0.005

Figura 4-1: La gréfica ruidosa muestra la diferencia entre la distribucién de espaciamiento integrada entre la ca-
dena con los pardmetros J = 0.7, b = (0.9,0.0,0.9) y K = 2y la aproximacién de Wigner para el ensamble
ortogonal gaussiano, [ 5§232/72¢=5"4/™_ La curva roja muestra la diferencia entre la interpolacién de la serie
de Taylor del resultado exacto para el separamiento entre vecinos cercanos, y el resultado asintético de Dyson
((d/ds)2-9/8¢B|2ms — 1|~ 1/8e=7"s*/4+75/2) y |3 aproximacién de Wigner, escrita anteriomente, para la distri-
bucién de acumulativa del separamiento entre vecinos cercanos [DH90].

es la invarianza bajo la rotacion de particulas de la cadena un sitio a la vez. La accién del operador 7', el
que lleva a cabo la rotacion definida, sobre la base computacional es

T|m0m1---mL_1) = \mL_lmo---mL_g). (4-1)
Los eigenvalores de este operador son
exp(2mik/L), k=0,...,L—1. (4-2)

De esta manera el espacio de Hilbert se puede descomponer en L subespacios invariantes bajo 7', cada
uno de estos subespacios etiquetado por un valor de k, el valor que aparece en el eigenvalor de T ec.
y fig. -1}

En la figura fig. se puede apreciar el comportamiento caético de la cadena con 19 elementos,
b = (0.9,0.0,0.9), J = 0.7 y eigenespacio caracterizado por k = 5. En ella se puede observar que la
distribucién de espaciamiento de niveles acumulativa (integrada) de la cadena pateada y la de Wigner
[Kot14] son muy parecidas.

La cadena pateada, hasta el momento, no tiene solucién analitica y se cree que no es integrable.
Se sabe que el sistema, en un rango corto del espectro, coincide con la teoria de matrices aleatorias, lo
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que fundamenta el pensar que dicho modelo no es integrable. Sin embargo, para un largo alcance se
producen discrepancias con la teoria de matrices aleatorias [PPO7].

4.2. Modelo de Ising todos contra todos pateado

4.2.1. Motivacién

En la seccién anterior, se mostré el caso de un sistema de espines invariante bajo una rotacién, lo que
permitié separar el espacio de Hilbert en subespacios etiquetados por un niimero asociado a la rotacién.
Dicha descomposicion permitié el anélisis computacional de la dindmica del sistema. La propuesta de
este trabajo es analizar un sistema que sea invariante bajo cualquier intercambio de particulas, a través
de la separacién de su espacio de Hilbert en subespacios generados por particulas con un determinado
tipo de simetria. Con este sistema, al que en la literatura se nombra por modelo de Ising todos-contra
todos, y las herramientas desarrolladas en el capitulo 2| se procede a separar el espacio de Hilbert y
estudiar cada una de sus componentes.

4.2.2. Hamiltoniano

Para el modelo de Ising, la particula en el sitio i estard descrita por operadores de Pauli o, con
a € {z,y, z}. De este modo, el hamiltoniano del modelo de Ising todos-contra-todos es:

Hy=JH, H=) oo

1<j

A continuacién, se define el hamiltoniano de Zeeman para un campo magnético homogéneo b. Siempre
es posible seleccionar un sistema coordenado en el que b = (b, 0,b,) de esta manera el hamiltoniano
de Zeeman tiene Unicamente componentes reales:

H():Zb'()'i.

Los pardmetros J (interaccion interespin), b, y b, son pardmetros independientes y adimensionales del
modelo. Se considera un hamiltoniano dependiente del tiempo, con el campo magnético modulado por
pulsos d-periddicos, con periodo 7:

H(t)=Hy + Hy» _6(t— k).
k€EZ

El operador de Floquet[B|permite realizar la evolucién de un paso, en tiempo discreto, para el modelo,
sobre un periodo del modelo y para este sistema, esta definido como:

UKI = UIsing(J)Upatada(b>v

con
UIsing(J) = eXp(_iHl) = exp(_iJHI)a Upatada(b) = eXp(_iHO)'
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4.2.3. Simetrias en el espacio de parametros

El operador de Floquet Upging (/) cuenta con la siguiente propiedad en la simetria del pardmetro de
interaccion interespin
Utsing(J + 7/2) = 6Xp<7i(7'(/2)n) Utsing (J)-

Esta simetria se puede obtener del desarrollo siguiente:

exp(—i Z gafa;> = exp (—igafaj)

i<j i<j
= Hexp(—i%afoj) = H 1 {cos(éT) - isin(Q)afoj-]
1<j 1<J
= H —i sm< > 5= H —io; o
1<j i<j
= (—i)" V2T o707 = exp(—in(n — 1)m/4) [[ o707
i<j i<j

Existe una simetrfa similar para el campo magnético
Upatada(b + Wb) = (_1)nUpatada(b)-

Esto se puede ver del siguiente desarrollo
Upatada(b + 7b) = exp( Z b(1+ ) a]> = Upatada(b) exp(—iﬂ Z b- aj>,
J

= Upatada(b) H exp(—imb - 0;) = Upatada(b) H 1 |:COS m —ib - 0jsin 7[‘:| ,
J J
patada(b)(_l)n-

4.3. Modelo del Kicked Top

Introduccién

El top, castellanizado a trompo, es un sistema en el que el grado de libertad estd dado por el momento
angular J = (Jy, Jy, J2), en el que el cuadrado del vector de momento angular J? = J2 + J2 + J2 es
conservado. Se puede considerar el hamiltoniano que modela la precesién del vector J alrededor deun
campo magnético constante junto con un tren periédico de impulsos delta. Este hamiltoniano cumple
con la conservacién de momento angular J? [HK587]

2Se puede observar la demostracién de esta afirmacion en Apéndice@
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4.3.1. Hamiltoniano

El momento angular total del sistema se representa como J = (J,, Jy, J.), con las respectivas
relaciones de conmutacién. Un hamiltoniano con las caracteristicas antes mencionadas es

-
J? 4-3
5117 (4-3)

H=al,TY §t—kT)+
kEZ

con j el valor de momento angular del sistema. o y 7 son pardmetros independientes del sistema. El
primer término describe una precesion alrededor del eje y con frecuencia angular « y el segundo una
sucesion de patadas separadas un intervalo de tiempo 7. Cada patada puede ser interpretada como una
rotacién alrededor del eje z por un dngulo proporcional a .J,, el factor de proporcionalidad tomando en
cuenta la cantidad constante adimensional de acople 7/(2j + 1).

Para Hy = aJ, y Hy = 7J2, el operador de Floquet es, haciendo T = 1, es decir, hacer que cada
patada se de en un nimero entero de unidad de tiempo,

U= exp(—ﬁﬁ) exp(—iaJx). (4-4)

4.3.2. Top clasico

El Hamiltoniano antes escrito tiene como contraparte cldsica el siguiente modelo
H(t) = Ho(J) + Hy(3) > _6(t —n),

conHy =aJ,yH; = %Jf H genera una rotacion sobre el eje = con velocidad avy H; es una rotacion
por un dngulo proporcional a /.

La evolucién estroboscépica del sistema estd dada por la aplicacién F que manda J (t,,) = (J, Jy, J2)
aJ(tny1) = (JL, J), J.), es decir, representa la evolucién del sistema en pasos de tiempo discretos de
la siguiente maner:ﬁ

Jp = JgocosT(Jyosina + J.g cosa) — (Jyo cos v — Jyosin o) sin 7(Jyo sin o + Jg cos ),
Jy = JposinT(Jyosina + Jo cos o) + (Jyo cos o — Jyg sina) cos 7(Jyo sin o + Jyp cos o),  (4-5)

J, = Jyosina + J;g cos a.

Utilizando £ con J unitarioy J, < 0 se obtienen las siguientes rebanadas del espacio fase del Kicked Top
clasico utilizando los pardmetros que se mencionan en cada imagen, ver fig.[4-2] En estas imagenes se
puede observar la desaparicién de las islas de movimiento regular y el aumento gradual del mar caético,
todo esto al aumentar el parametro .

4.3.3. Simetrias del Top cuéantico

Este sistema es invariante bajo la rotacién por un éngulo 7 en el eje i, que deja tanto a .J,, como a J?2
invariantes. La rotacion estd dada por R = e™/=, Sus eigenvalores son +1, lo que nos da una simetrfa
de paridad para este modelo que muy importante para el estudio de sus propiedades caéticas.

3La obtencién de la aplicacién estroboscépica asi como su anlisis clésico, puede ser visto en Apéndice
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(a) 7=20,a=7n/2 (b)) T=25a=mr/2
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(c) 7=3.0,a=m/2 (d) 7=6.0,a =7/2
1.0
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Figura 4-2: En esta grafica se muestran secciones de Poincare del espacio fase del Kicked Top para distintos valores
del pardmetro 7. Los puntos de determinado color corresponden a distintas condiciones iniciales (salvo normaliza-
cién): rojoJ = (-1, -3, —3), azul (—1,—-13/10, —2), magenta (—1, —.3, —1), verde (1, —1, 1), cian (0, —2,1) y
negro (0, —2,0).
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Figura 4-3: (a) Se tiene el Kicked Top con j = 100, « = 2y 7 € [0.1,0.3]; lalinea azul corresponde a la distribucién
de Poisson exp(—s). (b) P(s) del Kicked Top en el espacio con paridad positiva con j = 100, « = 1.7y 7 €
[10, 10.5]; la linea azul representa el resultado analitico de la distribucién de Wigner s exp(—ms?/4).

4.3.4. Andlisis del top cuantico

Para estudiar la dindmica de los sistemas calculamos la distribucién P(s), es decir, la distribucién de
espaciamiento de niveles de cuasienergia, que corresponde a la energia del sistema campo electromagnético-
espines promediada en un intervalo patada-no patada del sistema. Particularmente, el Kicked Top presen-
ta la simetria de paridad por lo que es posible estudiar por separado los subespacios con paridad positiva
y con paridad negativa. En el caso de la figura fig. [4-3]se analiza el subespacio con paridad positiva.

En la figura (a) se trata de un Kicked Top con momento angular j = 100, el pardmetro o = 2y
7 tomando valores de 0.1 a 0.3 en intervalos de tamario 0.01. Esto ltimo significa que calculamos el
conjunto de diferencias de las cuasienergias, {s}, para el caso con j = 100, « = 2, 7 = 0.1, poste-
riormente se utilizan los pardmetros j7 = 100, « = 2, 7 = 0.11, a continuacién para j = 100, o« = 2,
7 = 0.12 y asi continta hasta que 7 = 0.3. La figura (a) es el histograma de dicho conjunto {s}. Este
mismo procedimiento es realizado con los pardmetros j = 100, « = 1.7y 7 € [10, 10.5] en intervalos
de tamafio 0.01. Asi es cémo se obtiene la figura (b). No es necesario llevar a cabo el proceso conocido
como unfolding debido a que la densidad de estados para este sistema resulta plana.

En el caso dela figura (a) al coincidir la P(s) con la que se obtiene de un proceso Poissoniano [Ber85]
aunado al hecho que los pardmetros con los que se logré son idénticos a los que producen una dindmica
ordenada en el top clésico, es posible decir que el sistema se encuentra en un régimen integrable. Mien-
tras que para la figura (b), al coincidir la P(s) con la distribucién de Wigner para el ensamble gaussiano
ortogonal [BGS84], GOE, ademas de que los pardmetros con los que se obtuvo son idénticos para los
que se obtiene una dindmica desordenada para el top clésico, estd justificado decir que el sistema se
encuentra en un régimen cadtico.

4.4. Equivalencia entre el modelo de Ising pateado y el Kicked Top

Recordamos la forma del operador de Floquet del Kicked Top es

2],:_ 1 Jf) exp(—iaJx> .

exp(—i
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Para el modelo delsing setieneque J, = >, 07y J, = >, 0F. Podemos hacer la siguiente observacién.
SiH; = ZK]- o703, la interaccion de Ising todos contra todos, entonces,

J2=(ci+ - +02)(of+---+07)=2H +nl.

Con lo anotado en el parrafo anterior, al hacer 7/(2j + 1) = 1, J = 2, b, = 0y multiplicando por el
operador exp —in1, el operador de Floquet del modelo de Ising todos contra todos se transforma en

exp(—z’JZQ) exp(—z’bem). (4-6)

Al conservarse el momento angular al cuadrado, J?, en el Kicked Top, su espacio de Hilbert esta
generado por estados de la forma |j, m), con j el eigenvalor de J y m uno de los posibles valores de la
proyeccion, j € [—j, j]. Por otro lado, el subespacio simétrico del modelo de Ising todos-contra-todos
se obtiene de tomar el estado de la base computacional con el valor més alto de momento angular, n/2,
y la proyeccion mds alta (n/2) y tomar los pasos intermedios de aplicarle el operador de aniquilacién
de momento angular, J,, — iJy, se obtiene una base simétrica bajo el intercambio de cualesquiera dos
particulas.

De esta manera observamos que el Kicked Top y el modelo de Ising todos-contra-todos tiene la mis-
ma base y ademds su hamiltoniano tiene los mismos operadores. Por lo tanto, el subespacio simétrico
del modelo de Ising todos-contra-todos es un Kicked Top. Sin embargo, el resto de subespacios no co-
nociamos a qué se lo podiamos asociar. Después de encontrar que el resto de espacios correspondia a
estados con simetria mixta, empezamos a creer que se obtendria un nuevo tipo de sistema. Afortunada-
mente, se encontrd con la teoria de acoplamiento binario la existencia del operador de momento angular
intermedio, por lo que el sistema de nuevo conserva un tipo de momento angular por lo que obtenemos
que cada subespacio también corresponde al Kicked Top [HKS87].

4.4,1. Cambio de base

Al utilizar el algoritmo para crear una matriz de cambio de base para desarrollar la matriz que transfor-
me al operador de Floquet en una forma diagonal por bloques. Con lo explicado en la subseccién[4.4} se
obtiene que cada bloque es el operador de Floquet del Kicked Top con espin j y los pardmetros o = 2b,,
y7 = (25’ + 1) x 4 con 5 el valor de espin que le corresponde al bloque.

4.5. Resultados

Usando como guia los pardmetros en los que el sistema cldsico muestra caos [HKS87] se estudia en
esta seccién la dindmica de los bloques del operador de Floquet para sistemas de 2> 100 espines a través
de la distribucién de separacion de niveles entre vecinos cercanos, P(s).

En las figuras es posible observar que no se tiene una estructura bien definida para un tnico valor de
momento angular. La estructura bien definida para la distribucién de espaciamiento se obtiene al hacer
un promedio sobre un conjunto de elementos con un valor de j parecido. Para poder estudiar el sistema
de todos contra todos, se fijan dos pardmetros: .J y b,. El valor de .J es elegido de tal manera que el valor
de 7 obtenido de la expresién coincida para un valor en el que se conoce el comportamiento del Kicked
Top. Con el procedimiento anterior se cuenta con un valor de J y uno de j, por lo que para cada valor

de j obtenemos un valor de 7. En las gréficas [4-7] [4-8} [4-9]y se hizo un promedio para 10 valores
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p(s)

Figura 4-4: En esta gréfica se muestran las p(s) para los distintos bloques en que se descompone el operador
de Floquet del modelo todos contra todos con pardmetros b, = 0, b, = /2y J = 20/301. Cada bloque es
etiquetado por un valor de momento angular.j = 125 le corresponde 7 = 8.33887, j = 100 le corresponde
T =6.67774y para j = 50 corresponde T = 3.35548.
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p(s)

Figura 4-5: En esta gréfica se muestran las p(s) para los distintos bloques en que se descompone el operador
de Floquet del modelo todos contra todos con pardmetros b, = 0, b, = /2y J = 16/301. Cada bloque es
etiquetado por un valor de momento angular. j = 125 le corresponde 7 = 6.6711, j = 100 le corresponde
T = 5.34219 y para j = 50 corresponde T = 2.68439.
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p(s)

Figura 4-6: En esta gréfica se muestran las p(s) para los distintos bloques en que se descompone el operador
de Floquet del modelo todos contra todos con pardmetros b, = 0, b, = /2y J = 12/301. Cada bloque es
etiquetado por un valor de momento angular. j = 125 le corresponde 7 = 5.00332, j = 100 le corresponde
7 = 4.00664 y para j = 50 corresponde T = 2.01329.
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0.4 (a)

j € [140, 150]

0.3

0.2

0.1

0.0

j € [115,125]

Figura 4-7: En esta figura se muestra la p(s) promediada para distintos valores de momento angular para un mismo
sistema de Ising pateado todos contra todos. En todos los casos, el promedio se hizo sobre el subespacio de
paridad positiva con oz = 20. (a) El rango de valores de 7 es 7 € [125.841,134.776]. (b) 7 € [103.443,112.388],
(c) 7 € [81.0448,90] y (d) T € [36.2687, 45.2239]
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p(s
0.4

i € (140, 150]

j € [115,125]

Figura 4-8: En esta figura se muestra la p(s) promediada para distintos valores de momento angular para un mismo
sistema de Ising pateado todos contra todos. En todos los casos, el promedio se hizo sobre el subespacio de
paridad positiva con ac = 20. (a) El rango de valores de 7 es 7 € [125.841,134.776]. (b) 7 € [103.443,112.388],
(c) 7 € [81.0448,90] y (d) T € [36.2687, 45.2239]
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0.4

j € [140, 150]

0.3

0.2

0.1

0.0

j € [115,125]

Figura 4-9: En esta figura se muestra la p(s) promediada para distintos valores de momento angular para un mismo
sistema de Ising pateado todos contra todos. En todos los casos, el promedio se hizo sobre el subespacio de
paridad positiva con oz = 20. (a) El rango de valores de 7 es 7 € [125.841,134.776]. (b) 7 € [103.443,112.388],
(c) 7 € [81.0448,90] y (d) T € [36.2687, 45.2239]
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0.4 (a)

j € [140, 150]

j € [115,125]

Figura 4-10: En esta figura se muestra la p(s) promediada para distintos valores de momento angular para un
mismo sistema de Ising pateado todos contra todos. En todos los casos, el promedio se hizo sobre el subespacio
de paridad positiva con o = 20. (a) El rango de valores de 7 es 7 € [125.841, 134.776]. (b) 7 € [103.443,112.388],
(c) T € [81.0448,90] y (d) T € [36.2687, 45.2239]
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de j: 5 — 10,5 — 9,...,J. Asi, se tiene promedios para j € [140,150], 7 € [115,125], 7 € [90, 100]
y j € [40,50]. En estas gréficas [4-7}4-10} se observa una estructura que recuerda a la distribucién de
espaciamiento dada por Wigner; en ellas se utiliz6 un valor alto de 7. La comparativa entre [4-7]y [4-8] se
da entre el subespacio de paridad positiva y el de paridad negativa, respectivamente. Las otras dos, es
decir,[4-9]y[4-10| muestran gréficas para los mismos valores de 7(.J) pero con un valor cada vez menos
de a.

En las figuras fig.[4-4]a la figura fig.[4-10]se observa un patrén comuin: al ir disminuyendo el valor de
espin del subespacio estudiado, se logra observar una transicién Wigner a Poisson en la distribucién de
espaciamiento de cuasienergias.

37



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudié el modelo de Ising todos contra todos pateado, es decir, un conjunto
de espines interactuando con el resto de la misma manera. Tomando en cuenta la invarianza bajo el
intercambio de cualesquiera dos particulas del sistema, se encontré natural hacer el estudio desde el
punto de vista teoria de representaciones ya que es sabido que esta teoria provee de un marco tedrico
para dividir un espacio de Hilbert en subespacios con distintos tipos de simetria.

Partiendo de la teoria de representaciones de grupos finitos, pasando por la teoria de acoplamiento
binario, se consiguié el desarrollo de un cédigo de computadora que nos permitié encontrar, explorar
y, posteriormente, explotar la equivalencia entre el top pateado y el modelo de Ising todos-contra-todos
pateado.

La equivalencia nos permitié estudiar un modelo con un nimero muy grande de elementos lo que
mejord considerablemente nuestra estadistica, y por otro lado, nos permitié observar que el sistema
presenta, con los mismos pardmetros en distintos subespacios, una distribucién de espaciamiento de
Poisson y otra de un ensamble GOE. Esto, aunado al hecho de que los pardmetros bajo los que se presen-
tan los distintos comportamiento de la distribucion de espaciamiento son idénticos a los del top clésico,
nos permite concluir que este sistema cuenta al mismo tiempo con una dindmica cadtica e integrable.
Este afo se obtuvo un nuevo resultado que relaciona la teoria de matrices aleatorias con la dindmica de
sistemas cadticos, ver [KLP17].
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Apéndice A

Demostracion de la conmutacion

Para demostrar la conmutacién del Hamiltoniano de Ising pateado todos-contra-todos, se mostrara
que este Hamitoniano es una funcién de .J, = > o, explicitamente, H; = J2 — n1:

JoJ. = (ol + ol 4ol o+ o+ 4ol
=ol(oL+02+ - Fol)+oi(ol+ ol 4+ ol)+
+o oo+ ol + -+ 0l
:]l—&—ZU;Ug—l—]l—l—ZUzag—i—

§>1 §>2
ot 1+ Y ol ol =nl+ ) oo =nl+Hp

>n—1 i>7

De esta forma, [J2, H;] = [J%,nl + J2] = [J?,J%] = 0, debido a que J? conmuta con J,. De igual
manera, al J? conmutar con J,. y J,, se comprueba que el Hamiltoniano de Ising pateado todos-contra-
todos conserva el momento angular.
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Apéndice B

Breve comentario sobre la teoria de Floquet

Para iniciar este breve comentario, considérese un sistema que es sometido a una interaccién con
un campo electromagnético en forma de pulsos periddicos 9, cada cierto tiempo 7. El un posible Hamil-
toniano con estos requisitos es de la forma

H=H,+ 5(t)H1,

siendo Hy la parte que modela el sistema sin interaccionar, H; la parte que modela la interaccién del
sistemay §(t) = >, o, d(t — nT) el tren de pulsos delta. El teorema de Floquet [DR14] establece la
forma del operador de evolucién de los sistemas periédicamente pateados:

U(t) = P(t) exp(—iHt),

P(t) una funcién con periodo T' (P(t) = P(t + T') = p(t + nT')) y H un Hamiltoniano independiente
del tiempo. Como U(0) = 1 = P(0) = P(nT), P(t) se convierte en el operador identidad en tiempos
estroboscdpicos, por lo que la forma del operador U para evolucionar estados periodo-a-periodo es,

T

U = |exp (—i

)

+

+ H@df)

0+

en donde | - |+ denota el ordenamiento temporal de los operadores. Para un Hamiltoniano de la for-
ma Hy + §(t)Hi, con Hy y H; sin dependencia explicita del tiempo, la integracién y el ordenamiento
temporal da como resultado

exp(—iHy)exp(—iHy).
Siendo U unitario, sus eigenvalores se encuentra en el circulo unitario: e=*» = ¢~*n7 |as cantidades
er, son llamadas cuasienergias y denotan la energia del sistema promediada temporalmente durante la
evolucién t — ¢ + T, es decir, periodo-a-periodo.
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Apéndice C

Aplicacion estroboscépica

Para obtener la aplicacién estroboscépica utilizada en el texto, se comienza observando que al ser
J? conservado, J? es una constante, por lo que las variables dindmicas J,, Jyy J. evolucionan en una
esfera. De esta observacion se expresan las variables .J; de la siguiente forma

Jy =sindcosyp, J, =sinvsing, J,=cos?,

y se utilizardn como variables candnicas del sistema a x = ¢y p = cos?. La siguiente observacion
necesaria es la forma del Hamiltoniano,

H = Hy+4(t)H,

en donde, §(t) es la funcién delta de Dirac, Hy = 3J?y Hy = a.J,. Debido a la presencia de la 4, la
evolucion se puede separar en dos partes, sin patada (Hy) y con patada (H;). Durante la evolucién bajo
Hy, las ecuaciones de Hamilton dan como resultado

Jr = Jrocosttdg — JyosinttJyg, Jy = JrosinttJ,o+ JyocosttJo, J. = Jyo.

En el caso de evolucién bajo Hj, las ecuaciones de Hamilton y su sustitucién en los valores de .J, y J,,
resultan en

Je=0, J,=—al, J, =al,

De esta forma, la evolucidn con patada de las variables .J; es
Jr = Jro, Jy=Jypcosat — Jgsinat, J, = J,gcosat+ Jysinat.

Finalmente, haciendo ¢ = 1 (la longitud del periodo en unidades de 7) y utilizando como condiciones
iniciales de la evolucién sin patada el resultado de la evolucién con patada se obtiene

Jr = JpocosT(Jyosina + J.gcosa) — (Jyo cos o — Jypsina) sin 7(Jyosina + Jyg cos o),  (C-1)
Jy = JposinT(Jyosin o + Jyo cos o) + (Jyo cosa — Jogsina) cos 7(Jyo sina + Jyg cos ), (C-2)
J. = Jyosina + J;g cos a. (C-3)
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