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.1. Relaciones útiles de factores de Lorentz en relatividad especial. . . . . . . . . . . . 55
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ρ densidad de masa (g/cm3)

σ entropı́a especı́fica propia (erg/K)

ω entalpı́a especı́fica propia (erg)



X LISTA DE SÍMBOLOS
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Resumen.

En el presente trabajo se describe un modelo analı́tico exacto de una superficie de trabajo, es

decir, un conjunto de dos ondas de choque separadas por una discontinuidad de contacto que se

mueve a lo largo de un flujo relativista en una dirección espacial en el lı́mite de choque fuerte

relativista, esto es, cuando la energı́a térmica del fluido es mucho mayor que la energı́a en reposo

del mismo fluido. Esta solución analı́tica exacta se presenta con un enfoque hidrodinámico y mas

general que un estudio balı́stico como el que muestran Mendoza et al. (2009) y Cantó et al. (2013).

La superficie de trabajo surge a partir de la ruptura de una discontinuidad inicial en las cantidades

hidrodinámicas de presión, densidad y velocidad. Esta discontinuidad inicial se genera por una

inyección de velocidad variable en el tiempo dentro de un jet astrofı́sico relativista.

Sı́ la enegı́a térmica dentro de la superficie de trabajo se radı́a completamente mediante proce-

sos radiativos no térmicos que dependen del jet astrofı́sico relativista de estudio, como un blazar,

se calcula entonces la luminosidad L :=−de/dt. A partir de esto, se modela una muestra de curvas

de luz emitidas por la superficie de trabajo. Estas curvas de luz dependen cuantitativamente de los

saltos en las cantidades hidrodinámicas pre-choque y post-choque.





Capı́tulo 1

Introducción

El estudio de modelos de la formación y propagación de una superficie de trabajo en el tiempo

y en el espacio, es decir, de dos ondas de choque separadas por una discontinuidad de contacto

(véase sección 3.5) a lo largo de un flujo relativista han sido descritos de manera semi-analı́tica,

analı́tica y númerica a partir de diferentes suposiciones. La aproximación analı́tica de la formación

de una superficie de trabajo que se presenta en Mendoza et al. (2009) asume que los tiempos de

escala de radiación son más pequeños que los tiempos dinámicos caracterı́sticos del problema, en

consecuencia la presión del fluido es despreciable y la colisión de elementos del fluido se descri-

be de manera balı́stica, es decir, se describe el movimiento del fluido y su interacción con otros

elementos de fluido y es valida si el flujo es adiabático. Por otra parte, el modelo que describe

Cantó et al. (2013) sobre la superficie de trabajo asume que la conservación del momento lineal

no es valida para flujos relativistas donde la descarga relativista ṁ por radiación debe ser tomada

en cuenta. Ambos modelos suponen que la fuente que eyecta el flujo tiene velocidad y descarga

dependientes del tiempo del cual se produce la superficie de trabajo.

Modelos que surgen a partir de las condiciones de salto de conservación de Taub (véase la

sección 3.3) como el que plantean Martı́ & Müller (1994), formulan una solución analı́tica general

del problema de Riemann relativista, es decir, que del decaimiento de una discontinuidad inicial,

esta forma diferentes tipos de estructuras formadas por la combinación de discontinuidades como

ondas de choque, discontinuidades de contacto u ondas de rarefacción como función del tiempo.

De estos tipos de estructuras se forma la superficie de trabajo y depende de las condiciones iniciales

de velocidad, presión y energı́a del problema. Sin embargo, este modelo no muestra una solución

exacta de como se obtiene el valor de la presión dentro de la superficie de trabajo a partir de las

condiciones iniciales. Mas adelante, Beloborodov & Uhm (2006) obtiene las condiciones de salto

en las cantidades hidrodinámicas de velocidad, presión y densidad de masa a través de una onda de
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choque, en un sistema de referencia donde la onda de choque se encuentra en reposo. Asumiendo un

gas relativista pre-choque con presión despreciable, una energı́a en reposo e = ρc2 y una ecuación

de estado que depende de un ı́ndice adiabático variable (véase sección 4.10). Este modelo se aplica

a un blast wave autosimilar en el articulo de Uhm (2011), que considera una estructura de dos

ondas de choque separadas por una discontinuidad de contacto y asume que en el interior de esta

estructura se viola la ley de conservación de la energı́a.

En códigos númericos hidrodinámicos también es posible resolver el problema de Riemann

relativista como parte de una prueba inicial (Martı́ et al., 1997, Toro, 2009, Lora-Clavijo et al., 2013,

Rezzolla, 2013, Aguayo-Ortiz et al., 2018). No obstante, estos métodos no son completamente

exactos, debido a que siempre existe una propagación de errores en ellos, aunque, son una muy

buena aproximación a problemas astrofı́sicos complejos. Una razón importante del estudio de los

modelos discutidos anteriormente es la descripción astrofı́sica de la formación de choques internos

en jets astrofı́sicos relativistas.

Los jets astrofı́sicos son conductos fı́sicos a lo largo de los cuales la masa, el momento, la

energı́a y el flujo magnético se canalizan desde objetos estelares, galácticos y extragalácticos al

medio exterior (de Gouveia Dal Pino, 2005). En particular, los jets atrofı́sicos relativistas, son jets

con velocidades cercanas a la de la luz que están presentes en muchas partes del universo. Abarcan

un amplio rango de luminosidades, los valores tı́picos son de ≈ 1037 erg s−1 en un microquasar, de

1042 erg s−1 hasta 1047 erg s−1 en un núcleo activo de galaxia (AGN), y mayor a 1050 erg s−1 en

destellos de rayos gamma (GRBs, por sus siglas en ingles, Romero et al., 2011, Ghisellini et al.,

2017). Estos objetos existen en diversas escalas por ejemplo, los destellos de rayos gamma (GRB)

se extienden en el medio interestelar con longitudes menores a 1 pc, los factores de Lorentz inicia-

les durante la emisión rápida de rayos gamma son muy altos, Γ0 ≥ 100 y por lo tanto se observa

emisión en sincrotrón principalmente a muy pequeños ángulos, θ ≤ Γ−1
0 ≤ 10−2 rad, respecto a

nuestra linea de visión. Los núcleos activos de galaxias pueden llegar a medir tı́picamente alrede-

dor de 100 kpc y hasta algunos Mpc. Los jets extragalácticos de estos objetos emanan de agujeros

negros supermasivos que están rodeados por un disco de acreción (Kulkarni et al., 1999), son alta-

mente colimados y terminan en grandes lóbulos. En particular, los jets en blazares, se definen como

radiofuentes conformados por los objetos BL-Lac (Blazar-Lacertae), y FSRQ (Flat Spectrum Radio

Quasar) que representan la clase más energética. Ellos se conocen por tener los más potentes jets.

Estos jets de tipo BL-Lac y FSRQ son altamente relativistas y apuntan siempre hacia el observador.

La interacción de estos jets con inhomogeneidades del medio circundante, la deflexión de los

jets y las fluctuaciones en el tiempo de los parámetros iniciales de eyección producen nodos que

son regiones de brillo aumentado que se han observado en emisión en sincrotrón, que pueden ser
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interpretados como choques internos (Rees, 1978). Cabrera et al. (2013) realizan un estudio de

curvas de luz del blazar PKS1510-089 generado por estos choques internos. Este estudio consiste

en el ajuste de curvas de luz observadas con el modelo balı́stico de Mendoza et al. (2009), con el

propósito de tener una mejor comprensión de los parámetros fı́sicos asociados al mecanismo que

produce la luminosidad observada. Del conocimiento acumulado de simulaciones hidrodinámicas,

se sabe que que estos choques se forman como resultado de la interacción con el medio que los

rodea y por lo tanto, se forman a grandes distancias del objeto central (Martı́ et al., 1997).

El objetivo de la presente tesis es encontrar una solución analı́tica exacta a una superficie de

trabajo, dentro de un flujo en una dimensión, en el lı́mite de choque fuerte relativista, en el sis-

tema de referencia en el que la superficie de trabajo se mueve en la misma dirección y el mismo

sentido que el flujo. La motivación astrofı́sica es que dicha superficie de trabajo se genera por una

inyección de material a velocidad variable en la base de un jet relativista. Se modelan los per-

files de densidad, presión y velocidad de manera analı́tica bajo las condiciones de formación de

una superficie de trabajo y se comparan estos resultados con el modelo analı́tico que presentan

Martı́ & Müller (1994) con la intención de verificar la convergencia de ambos resultados en el li-

mite de choque fuerte relativista. Suponiendo que la energı́a dentro de la superficie de trabajo se

radı́a fuertemente mediante algún proceso radiativo no térmico, se calcula también la luminosidad

que dicho fenómeno mecánico generarı́a. Además, se caracterizan perfiles de curvas de luz a partir

de la emisión no térmica de la superficie de trabajo. Estas curvas de luz resultan ser importantes

para la determinación de los parámetros hidrodinámicos iniciales de presión, densidad de masa y

velocidad que produce a la superficie de trabajo.





Capı́tulo 2

Hidrodinámica relativista

En este capı́tulo se describen los principios básicos de la hidrodinámica relativista (Mendoza,

2016, Rezzolla, 2013). La importancia de tener en cuenta los efectos relativistas puede deberse no

solo a una gran velocidad del movimiento macroscópico, si no también, a una gran velocidad del

movimiento microscópico de las partı́culas del fluido (Landau & Lifshitz, 1987).

Además, se toma en cuenta que para gases ultra-relativistas, una ecuación de estado que carac-

teriza a este fluido es necesaria para cerrar el sistema de ecuaciones hidrodinámico.

2.1. Ecuaciones de la hidrodinámica relativista

Para comenzar esta descripción es necesario definir un objeto matemático cuyas propiedades

contengan la información de un fluido en movimiento (Landau & Lifshitz, 1987), se define el tensor

de energı́a-momento T µν como:

T µν = T ν µ = (ρc2 + p+ ε)uµuν −gµν p, (1.1)

donde uµ es la cuadri-velocidad del fluido, ε es la densidad de energı́a térmica interna por unidad

de volumen, p es la presión, ρ es la densidad de masa del elemento del fluido y gµν es la métrica

del espacio-tiempo que toma la forma:

gµν = diag(1,−1,−1,−1). (1.2)

Una parte importante a resaltar es que estas cantidades termodinámicas p, ρ y ε se miden en el

sistema de referencia propio del fluido, en el cual el elemento de fluido en consideración está en

reposo. La cuadri-velocidad está dada por:
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uµ =
duµ

ds
= Γ

(

1,
v

c
=

dxi

cdt

)

, (1.3)

en donde la componente ui toma la forma

ui =
vi/c

√

1− v2

c2

, (1.4)

por lo que se define al factor de Lorentz como Γ = 1/
(

1− v2/c2
)1/2

.

Las ecuaciones de campo que describen el movimiento y la evolución de los fluidos como

función de las coordenadas xµ están dadas por la divergencia nula del tensor energı́a-momento

(Landau & Lifshitz, 1987):

∂T µν

∂xµ
= 0, (1.5)

al desglosar esta última ecuación en componentes se tiene:

∂T 0µ

∂xµ
=

1

c

∂T 00

∂ t
+

∂T 0i

∂xi
= 0, (1.6)

∂T iµ

∂xµ
=

1

c

∂T i0

∂ t
+

∂T i j

∂x j
= 0, (1.7)

estas ecuaciones expresan las leyes de la conservación de la energı́a y momento para el sistema

fı́sico al que pertenece T µν .

Cada componente del tensor-energı́a-momento representa un importante papel en estas ecua-

ciones, la componente temporal T 00 representa la densidad de energı́a relativista (energı́a por uni-

dad de volumen, erg cm−3), mientras que el vector cT 0i es el flujo de energı́a por unidad de tiempo

(erg s−1) que pasa a través de una superficie perpendicular a la dirección xi, por todo esto la ecua-

ción (1.6) es una ecuación en forma conservativa de la energı́a.

Por otro lado, el vector T i0/c representa la densidad de momento (momento por unidad de

volumen) y T i j es el flujo de la componente i-ésima del momento por unidad de tiempo en la

dirección perpendicular a una superficie cuyo vector normal es x j, de tal forma que la ecuación

(1.7) es una ecuación conservativa para el momento lineal (Landau & Lifshitz, 1987).

Es necesario utilizar también el principio de conservación del número de partı́culas n (cm−3),

que no está contenido en (1.5). En un sistema de referencia fijo donde se observa al fluido moverse,
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cada partı́cula se mueve con una velocidad v y la densidad de partı́culas medida en dicho sistema es

Γn. Ası́, el número de partı́culas de fluido que se encuentran encapsuladas dentro de un volumen en

reposo V (cm3) en el sistema de referencia inercial del laboratorio, es decir, el sistema de referencia

desde donde se analiza al fluido que se mueve es entonces

∫

V
ΓndV, (1.8)

tomada a lo largo de todo volumen V , por consiguiente, el número de partı́culas por unidad de

tiempo que fluye a través de un elemento de área da está dado por:

∮

δV
Γnv ·da, (1.9)

donde v es la velocidad del elemento de fluido. Debido a que el elemento de área apunta hacia

afuera de la superficie, entonces la cantidad Γnv · da es positiva si el fluido fluye hacia afuera y

negativa en caso contrario (Mendoza, 2016), δV es la superficie de frontera de V . Por otro lado, la

tasa de decremento de partı́culas en dicho volumen es

− ∂

∂ t

∫

V
ΓndV. (1.10)

En ausencia de fuentes o sumideros, las dos cantidades anteriores se igualan resultando en la forma

integral de la ecuación de conservación del número de partı́culas:

1

c

∂

∂ t

∫

V
ΓndV =−1

c

∮

δV
Γnv ·da =−1

c

∫

V
∇ · [Γnv]dV. (1.11)

Dado que el volumen V es arbitrario, los integrandos del lado derecho e izquierdo son iguales de

modo que la ecuación (1.11) implica que:

1

c

∂

∂ t
(Γn) =−1

c
∇ · [Γnv], (1.12)

es decir, se obtiene la ecuación de continuidad igualando a cero la divergencia del vector de flujo

nuα := nΓ(1,v/c)

∂nuα

∂xα
= 0. (1.13)
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2.2. Ecuación de estado Bondi-Wheeler

Hasta este punto, es fácil notar que las ecuaciones (1.5) y (1.13) son 5 ecuaciones de conserva-

ción, 1 ecuación de energı́a, una ecuación de continuidad y tres ecuaciones de momento lineal, con

seis incógnitas hidrodinámicas p, ε , ρ , ux, uy y uz, por lo que el sistema de ecuaciones aún no está

cerrado, es necesario considerar una ecuación de estado que relacione dos cantidades hidrodinámi-

cas y que esté intrı́nsicamente asociada a un gas ultra-relativista, caso de nuestro interés. Para esto

se considera un gas ideal que fluye adiabáticamente a través de una onda de choque, este gas ideal

cumple la siguiente relación politrópica (Stanyukovich, 1960):

p = Aρκ , (2.1)

donde k = 1+1/n es el ı́ndice politrópico del flujo, A es la constante politrópica y ρ es la densidad

de masa que satisface la ecuación de continuidad. La ecuación (2.1) cumple:

dp = Adρκ , (2.2)

dp = Aκρκ−1dρ , (2.3)

dp = Aγρκρ−1dρ , (2.4)

dp = κ pρ−1dρ , (2.5)

dp

κ p
=

dρ

ρ
, (2.6)

mientras que para el caso de un proceso adiabático, la primera ley de la termodinámica está dada

por (Mendoza, 2016):

d(eV ) =−pdV, (2.7)

de|ad =
1

V
(−edV − pdV ), (2.8)

de|ad =−ω

V
dV, (2.9)

de|ad =−ωρd
1

ρ
, (2.10)

de|ad =
ω

ρ
dρ , (2.11)
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donde ω = e+ p es la entalpı́a especı́fica por unidad de volumen (erg cm−3) y e la densidad de

energı́a por unidad de volumen total especı́fica (erg cm−3) que está dada por:

e = nmc2 + ε = ρc2 + ε . (2.12)

Igualando las ecuaciones (2.6) y (2.11) se obtiene:

dp

κ p
=

de

e+ p
, (2.13)

o bien, la ecuación (2.13) se puede expresar como:

p
de

dp
− e

κ
=

p

κ
, (2.14)

la solución general de la ecuación (2.14) se compone de una solución homogénea eh =Cp1/κ y una

solución particular de la forma ep = p/(κ −1) si κ 6= 1. Ası́ que la solución general de la ecuación

(2.14) es de la forma:

e =Cp1/κ +
p

κ −1
, (2.15)

con la elección de que C = c2/A1/κ , por tanto la ecuación (2.15) es:

e = c2
( p

A

)1/κ
+

p

κ −1
. (2.16)

La ecuación de estado más general para un gas politrópico relativista se obtiene al sustituir la

ecuación (2.1) en (2.16) para obtener (Tooper, 1965):

e = ρc2 +
p

κ −1
, (2.17)

sin embargo, sucede que en algunos fenómenos astrofı́sicos cuando se trata de describir gases ultra-

relativistas la presión p del mismo es mucho mayor que su densidad de masa en reposo ρc2, es

decir, p ≫ ρc2 que tiene como consecuencia que e = ε . Esto equivale a elegir C = 0 y a la relación

resultante se le denomina la ecuación de estado de Bondi-Wheeler para flujos ultra-relativistas

(Tooper, 1965):

p = (κ −1)e. (2.18)

En el caso de un gas de fotones o electrones que se mueven a velocidades ultra-relativistas, el



10 2. HIDRODINÁMICA RELATIVISTA

ı́ndice politrópico es κ = 4/3 (Landau & Lifshitz, 1986).

El conjunto de ecuaciones que se van a resolver son:

∂T µν

∂xµ
= 0, (2.19)

que corresponde a la conservación de energı́a y momento lineal,

∂nuα

∂xα
= 0, (2.20)

es la ecuación de continuidad de masa y

p = (κ −1)e, (2.21)

representa a la ecuación de estado de Bondi-Wheeler. El número de ecuaciones como se puede ver

forman un sistema cerrado de ecuaciones e incógnitas hidrodinámicas.



Capı́tulo 3

Ondas de choque en dinámica de fluidos relativistas.

Este capı́tulo se enfoca en la descripción de la formación de distintas superficies de discon-

tinuidad como ondas de choque, discontinuidades tangenciales, discontinuidades de contacto y

discontinuidades iniciales. Siguiendo sobre este camino, se hace un análisis sobre las condiciones

de salto necesarias que deben cumplir las ondas de choque y las discontinuidades de contacto, de

tal forma que se cumplan las leyes de conservación en hidrodinámica relativista, además de como

evolucionan con respecto a su movimiento siguiendo lineas caracterı́sticas. Por último se introdu-

ce la definición de una superficie de trabajo, que se genera a partir de discontinuidades iniciales,

asumiendo condiciones de choque fuerte relativista.

3.3. Superficies de discontinuidad

La existencia de flujos en los que se producen discontinuidades en las cantidades hidrodinámi-

cas son posibles cuando se presentan cambios grandes en los gradientes de densidad, presión y

velocidad, los parámetros que se consideran varı́an discontinuamente cuando se cruzan dichas su-

perficies que se denominan superficies de discontinuidad. Las partı́culas del fluido en su movimien-

to pueden cruzar una superficie de discontinuidad. Debido a que esta superficie de discontinuidad

representa un salto en las cantidades hidrodinámicas matemáticamente hablando, deben cumplirse

condiciones de frontera que no son arbitrarias y deben satisfacer las ecuaciones de conservación de

un lado y del otro de la discontinuidad (Landau & Lifshitz, 1987).

En el caso relativista, hay muchas situaciones en las que se presentan estas discontinuidades a

través de un fluido. Supongamos que un fluido se eyecta lo suficientemente fuerte de tal manera

que su velocidad es cercana a la velocidad de la luz a velocidades supersónicas, los gradientes de

presión entonces en ese sistema son tan grandes debido a este contraste de velocidades entre el
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2 1

v2
vs

p2,ρ2
p1,ρ1, v1

Pre-choque Post-choque

Figura 3.1: Un ejemplo de onda de choque se produce cuando un fluido ultra-relativista (vs ≈ c)

es eyectado por algún proceso fı́sico de alta energı́a a una velocidad supersónica cs que alcanza

a un fluido cuyo estado tiene parámetros p1, v1 y ρ1 y pasa a un estado p2, v2 y ρ2, debido a la

alta presión p2 que se ejerce, se genera una onda de choque en la misma dirección de movimiento

del fluido relativista. El arco muestra la superficie de discontinuidad denominada onda de choque,

las flechas muestran la dirección del movimiento del fluido post-choque (v2) y la discontinuidad

(vs), que está chocando con un fluido el cual se encuentra en un sistema de referencia en reposo

(cı́rculos).

fluido eyectado y el medio con el que interactúa, ası́, se genera una superficie de discontinuidad

delante del fluido eyectado (pre-choque) denominado onda de choque (figura 3.1).† Si un elemento

del fluido atraviesa este tipo de discontinuidad cambiará su presión, densidad y velocidad de ma-

nera drástica. Los diferentes tipos de discontinuidad que son posibles en un fluido se presentan a

continuación.

En la descripción matemática del flujo, las superficies de discontinuidad representan fronteras

para el análisis del fluido tanto detrás como delante de la superficie. El flujo de masa, energı́a y

† En el caso más general, ocurre que la discontinuidad inicial se separa en dos ondas de choque, el frente de choque

y una onda de choque de reversa propagándose a través de la eyección, la primera por ser más energética e ir en la

dirección del flujo se toma más en consideración que la onda de reversa, en la mayorı́a de los casos, mientras que la onda

de reversa se disipa más rápido.
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momento deben ser conservados al cruzar la discontinuidad.

La teorı́a de ondas de choque en dinámica de fluidos relativista se construye análogamente a la

teorı́a no-relativista (H. Taub, 1948). Sı́ se considera un sistema de referencia tal que la superficie

de discontinuidad se encuentra en reposo. El gas se mueve a través de la onda de choque y pasa de

un estado inicial pre-choque 1 hacia el lado final 2 post-choque como en la figura 3.1. Si denotamos

la diferencia de valores de cualquier cantidad hidrodinámica q antes y después de la discontinuidad

como [q] := q1 − q2, las condiciones de continuidad para las densidades de flujo de número de

partı́culas, momento y energı́a en un flujo unidimensional en la componente x respectivamente son:

[nx] = [nux] = 0, (3.1)

[T xx] = [ω(ux)2 + p] = 0, (3.2)

c[T 0x] = c[ωu0ux] = 0, (3.3)

o, después de realizar la sustitución de las componentes de la 4-velocidad,

v1Γ1/V1 = v2Γ2/V2 := j, (3.4)

ω1v2
1Γ2

1/c2 + p1 = ω2v2
2Γ2

2/c2 + p2, (3.5)

ω1v1Γ2
1 = ω2v2Γ2

2. (3.6)

donde Γ1,2 := 1/
√

1− v2
1,2/c2 son los factores de Lorentz de las velocidades del fluido v1 y v2 en

la región 1 y 2 respectivamente. Las cantidades V1,2 := 1/n1,2 representan el volumen por partı́cula

(cm3) asociado a estas mismas regiones y j es el flujo de masa (cm−2 s−1).

De estas condiciones de frontera se pueden derivar dos tipos distintos de discontinuidades.

Las discontinuidades en las que las partı́culas de fluido atraviesan la discontinuidad se denominan

ondas de choque. En ellas la condición [nux] = 0 implica, de acuerdo a las igualdades (3.1) y (3.2),

que las velocidades tangenciales uy y uz son continuas a en la onda de choque debido a que el flujo

se mueve en la componente x.

Análogo a la hidrodinámica no-relativista se obtiene de las ecuaciones (3.1)-(3.3) una relación

entre las variables termodinámicas en ambos lados de la onda de choque, junto con la ecuación de

estado p= p(e), y fijado el estado 1 pre-choque, llamada la adiabática de Taub (H. Taub, 1948), que

admite una representación en el plano p−ωV (véase e.g. la figura 3.2) donde el lugar geométrico

de todos los estados 2 post-choque pueden ser conectados con el estado 1 pre-choque a través de
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una onda de choque. La adiábatica de Taub es representada matemáticamente en la forma:

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 +(p2 − p1)(ω1V 2
1 +ω2V

2
2 ) = 0. (3.7)

(p1, ω1V1)

(p2, ω2V2)

p

ωV

Figura 3.2: La lı́nea solida representa esquemáticamente a la adiabática de Taub en el plano p

vs ωV , los estados (p2, ω2V2) son mayores a los estados (p1, ω1V1) ya que la entropı́a debe

incrementar a través del choque.

También, derivadas de (3.2) y (3.3) y asumiendo que v/c = tanh(φ) y Γ = cosh(φ), se obtienen

expresiones para las velocidades del gas de ambos lados de la discontinuidad (Landau & Lifshitz,

1987):
(v1

c

)2

=
(p2 − p1)(e2 + p1)

(e2 − e1)(e1 + p2)
,

(v2

c

)2

=
(p2 − p1)(e1 + p2)

(e2 − e1)(e2 + p1)
, (3.8)

la derivación de las ecuaciones (3.8) se detallan en el apéndice .2. Además, la velocidad relativa

de los gases sobre uno de los lados de la discontinuidad es, de acuerdo a la regla de adición de

velocidades relativistas:
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v12 = v1 ⊖ v2 :=
v1 − v2

1− v1v2

c2

= c

√

(p2 − p1)(e2 − e1)

(e1 + p2)(e2 + p1)
.† (3.9)

A partir de la ecuación de estado (2.18) de la sección 2.2 cuando el indice politrópico κ = 4/3

resulta que p = e/3 y de las ecuaciones (3.8) se obtienen

(v1

c

)2

=
3e2 + e1

3(3e1 + e2)
,

(v2

c

)2

=
3e1 + e2

3(3e2 + e1)
, (3.10)

y al multiplicar ambas velocidades v1v2 = c2/3 (véase apéndice .4). En el caso en el que la onda

de choque es fuerte (e2 → ∞), v1 tiende a la velocidad de la luz y v2 tiende a c/3, es decir, el gas

pre-choque se desacelera cuando atraviesa la onda de choque y pasa al estado post-choque.

El segundo grupo de discontinuidades se caracterizan por la ausencia de un flujo de masa a

través de la discontinuidad, es decir, [ j] = 0. De esto se sigue que:

[p]dt = 0.

Las componentes de la velocidad vy y vz que son tangenciales a la superficie, aceptan cual-

quier diferencia entre ambos lados de la discontinuidad (Landau & Lifshitz, 1987). Este tipo de

discontinuidades se denominan discontinuidades tangenciales, las cuales son inestables y se les

denomina inestabilidades de Kelvin-Helmholtz, si la velocidad tangencial relativa es distinta de

cero, entonces las perturbaciones por muy pequeñas que sean producen turbulencias. En el caso

contrario, cuando las velocidades tangenciales son las mismas se le denomina una superficie de

contacto. La discontinuidad de contacto es estacionaria respecto al gas en ambos lados de la dis-

continuidad de contacto y no se mezclan, puesto que no existe ningún movimiento del gas a través

de una discontinuidad tangencial. Finalmente, las expresiones de (3.8) implican que

[vx]sc = 0, (3.11)

es decir, que las velocidades en la componente x en cada lado de la discontinuidad de contacto son

las mismas.

† En este trabajo se toma a los sı́mbolos ⊕ y ⊖ como la regla de adición de velocidades relativistas, es decir,

v1 ± v2 = (v1 ±v2)/(1±v1v2).
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3.4. Velocidades caracterı́sticas

Otro elemento importante a considerar, es la velocidad del sonido en hidrodinámica relativista.

Consideremos una perturbación en el fluido de tal forma que las cantidades p = p0 + p̂, e = e0 + ê

y v = v0 + v̂ donde ê, p̂ y v̂ son cantidades pequeñas alrededor de los valores fijos de energı́a e0,

presión p0 y v0 = 0. Sustituyendo esto en las ecuaciones de conservación se obtiene a primer orden

de aproximación:

e0 + p0

c2

∂ v̂

∂ t
+

∂ p̂

∂ r
= 0, (4.1)

∂ ê

∂ t
+(e0 + p0)

1

rk

∂ (rkv̂)

dr
= 0. (4.2)

Igualando la divergencia de la ecuación (4.1) con la derivada temporal de la ecuación (4.2), se

encuentra que

∂ 2ê

∂ t2
= c2 1

rκ

∂

∂ r

[

rκ ∂ p̂

∂ r

]

, (4.3)

de la primera ley de la termodinámica, dado que una onda sonora en un fluido ideal es adiabática

entonces la variación pequeña de ê de la energı́a está relacionada con la pequeña modificación p̂ de

la presión a través de ê = (∂e/∂ p)σ p̂, con lo cual se obtiene la ecuación de onda para la presión

p̂, o alternativamente para la energı́a ê (Blandford & McKee, 1976). En ambos casos la velocidad

de propagación de la onda es la velocidad del sonido cs, tal que

c2
s = c2

(

∂ p

∂e

)

σ

. (4.4)

Utilizando la ecuación de estado relativista p = e/3 (véase cf. 2.2), la velocidad del sonido es en-

tonces cs = c/
√

3. Esta es la velocidad de propagación de la información en fluidos relativistas. De

esta manera, las desigualdades v1 > cs1 y v2 > cs2 son válidas para ondas de choque relativistas y

son necesarias dado que la onda de choque es evolutiva espacial y temporalmente (véase apéndice

.5).

Consideremos ahora un flujo relativista unidimensional en el cual los procesos de disipación

no son tomados en cuenta. Esto es, la entropı́a permanece constante cuando el fluido se mueve

(Mendoza, 2000). Para este particular caso, la ecuación de continuidad, y la componente x de la

ecuación de movimiento, están dados por
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∂

∂ t
(Γρ)+

∂

∂x
(Γρvx) = 0, (4.5)

y

1

c2

∂

∂ t

(

ωvxΓ2
)

+
∂

∂x

(

ωv2Γ2

c2
− p

)

= 0, (4.6)

respectivamente. Si definimos las cantidades:

α :=
cs

c
:=

(

∂ p

∂e

)1/2

σ

, (4.7)

φ :=
1

c

∫

cs

ρ
dρ , (4.8)

entonces la ecuación (4.5) y la ecuación (4.6) pueden ser escritas como (véase el apéndice .6):

(

1− v2

c2

){

1

c

∂φ

∂ t
+

vx

c

∂φ

∂x

}

+
α

c

{

vx

c2

∂vx

∂ t
+

∂vx

∂x

}

= 0, (4.9)

α

(

1− v2

c2

){

vx

c2

∂φ

∂ t
+

∂φ

∂x

}

+
1

c2

∂vx

∂ t
+

vx

c2

∂vx

∂x
= 0. (4.10)

Sumando y restando estas dos relaciones se obtiene:

D±

(

vx

c

)

±
(

1− v2

c2

)

D±φ = 0, (4.11)

donde

D± f :=

(

1±α
vx

c

)

1

c

∂ f

∂ t
±
(

α ± vx

c

)

∂ f

∂x
, (4.12)

para cualquier función f (t,x). De las definiciones del operador D± en la ecuación (4.12), se sigue

que:

D± (vx/c)

1− v2/c2
= D± ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

, (4.13)

y entonces, las ecuaciones (4.11) se convierten en:

(

1− v2/c2
)

D±

{

ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

±φ

}

= 0. (4.14)
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Si ahora introducimos los invariantes de Riemann como:

J± := φ ± ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

, (4.15)

entonces las ecuaciones (4.14), es decir, (4.5)-(4.6), se vuelven equivalente a (H. Taub, 1948, Taub,

1978):

[(

1±α
vx

c

)

1

c

∂

∂ t
±
(

α ± vx

c

)

∂

∂x

]

J± = 0, (4.16)

de esta relación se sigue que los invariantes de Riemann J± son constantes a lo largo de las curvas

dx/dt=±c(α ±vx/c)/(1±αvx/c) respectivamente. Estas curvas C± son llamadas velocidades ca-

racterı́sticas y juegan un rol esencial en hidrodinámica. Los operadores diferenciales que aparecen

dentro de los corchetes cuadrados en la ecuación (4.16) son los operadores de diferenciación a lo

largo del trayecto de las velocidades caracterı́sticas C± en el plano x–t.

Como un punto a destacar, las discontinuidades de contacto admiten invariantes de Riemann,

que vienen dados por la presión y la velocidad. Por lo tanto, estas discontinuidades admiten ve-

locidades caracterı́sticas y se mueven a la velocidad del flujo que atraviesa la discontinuidad de

contacto.

3.5. Superficies de trabajo

Cuando un elemento de fluido atraviesa la onda de choque las cantidades hidrodinámicas cam-

bian de modo que la entropı́a por unidad de volumen σ aumenta, en completa concordancia con la

segunda ley de la termodinámica (Landau & Lifshitz, 1987). Utilizando, como antes los subı́ndices

1 y 2 para las cantidades antes y después de la onda de choque respectivamente, esto significa que

(Khalatnikov, 1954):

σ2 > σ1,

esta desigualdad determina la forma en que cambian el resto de las cantidades hidrodinámicas

(Taub, 1978), de tal forma que (véase apéndice .5):

n2 > n1, p2 > p1, ω2 > ω1. (5.1)

Una información importante que puede extraerse del estudio de la adiabática de Taub está
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dada por la magnitud de las velocidades de flujo en cada lado del choque y como se comparan las

velocidades del sonido locales (cf. 3.4). Si adicionalmente se hace uso de las desigualdades (5.1)

se deduce que la magnitud de la velocidad a través de la onda de choque debe decrecer, es decir,

v1 > v2.

Por lo tanto, los cambios en las cantidades hidrodinámicas no son arbitrarios. El flujo de mo-

mento, energı́a y masa deben ser conservados al pasar de un lado a otro de la onda de choque. Una

de las razones más importantes para la presencia de una superficie de trabajo en un flujo de gas es

la posibilidad de discontinuidades en las condiciones iniciales en las cantidades hidrodinámicas, ya

sea, de presión p, densidad ρ o velocidad v. Deben cumplirse condiciones sobre las superficies de

discontinuidad estables en un flujo de gas, como por ejemplo, en una onda de choque las disconti-

nuidades de presión y de densidad están relacionadas por la adiabática de Taub que se expresa en

la ecuación (3.7) (H. Taub, 1948).

En particular esta discontinuidad inicial se divide en varios tipos de discontinuidades sobre la

superficie de discontinuidad estable en el flujo de gas, como ondas de choque y discontinuidades

de contacto, estas condiciones se discuten en breve.

T

3 3’

21

vs1 vs2

v1 v2

S2S1

Figura 3.3: La figura muestra el perfil de presión p respecto a la posición x en la que se producen

dos ondas de choque S1 y S2 separadas por una discontinuidad de contacto T estacionaria respecto

al flujo del gas post choque 3 y 3’ que rodea a esta discontinuidad. Este sistema hidrodinámico

es generado a partir de la ruptura de una discontinuidad inicial generada por las cantidades hidro-

dinámicas iniciales. A éste conjunto de discontinuidades se le llama superficie de trabajo y tiene la

caracterı́stica de tener velocidad relativa de los estados pre-choque 1 y 2 suficientemente grande.

Además, las presiones post y pre choque cumplen que p3 = p3′ > p2 > p1. Las flechas indican la

dirección del movimiento de las ondas de choque (lı́neas continuas) y del movimiento del flujo en

la componente x en el sistema de referencia en donde la discontinuidad de contacto se encuentra

en reposo.

Supongamos que tenemos un flujo de gas con velocidad variable. Si un elemento de fluido
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viaja a lo largo del flujo a una velocidad más rápida que otro elemento de fluido anteriormente

eyectado entonces eventualmente el flujo rápido alcanzará al flujo lento. Ası́ pues, el flujo se vuel-

ve multivaluado. La naturaleza resuelve esta aparente contradicción formando una discontinuidad

inicial la cual se convierte eventualmente en una superficie de trabajo, es decir, dos ondas de cho-

que moviéndose en direcciones opuestas separadas por una discontinuidad de contacto en reposo.

La figura 3.3 muestra una de las posibilidades de ruptura de la discontinuidad inicial que da origen

a dos ondas de choque S1 y S2 moviéndose en la dirección de los estados pre-choque 1 y 2, y una

discontinuidad tangencial T entre ellas. Esta discontinuidad T es estacionaria respecto al gas en

ambas caras de la misma (Landau & Lifshitz, 1987).

Para que una discontinuidad inicial forme esta superficie de trabajo, es necesario que dos ele-

mentos de fluido choquen entre ellas a una velocidad relativa lo suficientemente grande (Rezzolla,

2013), es decir,

v1 ⊖ v2 >

√

(p1 − p2) (e− e2)

(e+ p2)(e2 + p1)
. (5.2)

Por otra parte, dado que la adiabática de Taub de la figura 3.2 es monótona decreciente, se

cumple que p3 = p3′ > p2 > p1 (véase sección 100 de Landau & Lifshitz, 1987).

3.6. Condiciones de choque fuerte.

En términos de presiones, un choque fuerte significa que la presión post-choque p2 es mucho

mayor a la presión pre-choque p1, es decir, se cumple la desigualdad, p2 ≫ p1. Cuando se tienen

en mente fenómenos de alta energı́a como las ondas de choque, es necesario entender cuando se

generan choques intensos y cuál es su significado en la descripción de la hidrodinámica relativista.

La densidad de energı́a total pre-choque está dada por e1 = n1mc2 + ε1, donde ε1 es la den-

sidad de energı́a térmica del flujo, y la densidad de energı́a total post-choque está dada por e2 =

n2mc2 + ε2 con ε2 la densidad de energı́a térmica al flujo correspondiente. Además en el caso de

fluidos ultra-relativistas de interés, la energı́a en reposo del elemento del fluido pre y post choque

es mucho menor que cada una de las correspondientes densidades de energı́as térmicas, es decir,

ε1 ≫ n1mc2 y ε2 ≫ n2mc2, esto implica que la densidad de energı́a total pre-choque puede apro-

ximarse como e1 ≈ ε1, ası́ como la densidad de energı́a post-choque puede ser puramente energı́a

térmica, esto es, e2 ≈ ε2.
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La figura 3.4 muestra el significado de una onda de choque fuerte en hidrodinámica relativista

para el caso de un fluido ultra-relativista con ecuación de estado de Bondi-Wheeler. Los resultados

encontrados en la sección 3.5 siguen siendo válidos también para choques fuertes, para los cuales

los saltos en los estados que están adelante y detrás del choque pueden ser grandes. Las condi-

ciones de choque fuerte mencionadas anteriormente resultan de interés en la astrofı́sica relativista.

Por ejemplo, en términos simples si el fluido pre-choque previamente ha chocado con el medio

circundante, entonces la temperatura del fluido aumenta de tal forma que, si la densidad de energı́a

térmica ε1 supera a la energá en reposo, las condiciones de choque fuerte pueden ser aplicadas.

e2 = ε2

Post-choque Pre-choque

e1 = ε1

vs

p2 ≫ p1

Figura 3.4: Una onda de choque fuerte es donde la densidad de energı́a interna post-choque e2

es mucho más grande que la energı́a interna en reposo e1. Las flechas muestran la dirección de la

propagación de la onda de choque con velocidad vs. La densidad de energı́a total, la presión y la

energı́a interna térmica están dadas por (e, p, ε) y los subı́ndices 1 y 2 se refieren a los flujos pre

y post choque. En un choque fuerte la densidad de energı́a total pre-choque y post-choque tienen

solo una contribución, que está relacionada con la densidad de energı́a térmica del flujo ε .
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Capı́tulo 4

Condiciones de salto para un flujo de gas ultra-relativista.

En este trabajo se desarrolla un modelo analı́tico para el estudio de una superficie de trabajo que

se mueve a velocidades ultra-relativistas en una dimensión en el lı́mite de choque fuerte a través

de un flujo cuya eyección de velocidad es variable. A partir del sistema de referencia descrito en

Landau & Lifshitz (1987) en donde el conjunto de dos ondas de choque moviéndose en sentidos

opuestos están separadas por una discontinuidad de contacto en reposo, es posible cambiar a un

sistema de referencia en donde las superficies de discontinuidad se mueven en la misma dirección

de movimiento a través de la regla de adición de velocidades en relatividad especial y, en conse-

cuencia, se obtienen las condiciones de salto de los parámetros hidrodinámicos de cada una de las

ondas de choque que conforman la superficie de trabajo y a través de la discontinuidad de contac-

to. Se muestran diferentes casos de perfiles hidrodinámicos para distintos valores iniciales de la

velocidad v, presión p y densidad de masa ρ que demuestran que la solución a la que se llega con-

cuerda con el modelo analı́tico de Martı́ & Müller (1994) y el código hidrodinámico AZTEKAS de

Aguayo-Ortiz et al. (2018). Para finalizar, se muestran curvas de luz en el rango de valores de fac-

tores de Lorentz que se obtienen en Cabrera et al. (2013) a partir de la aplicación de la modelación

de choques internos en fenómenos astrofı́sicos como blazares (Mendoza et al., 2009).

4.7. Cálculo de las condiciones de salto.

Consideremos un flujo de gas politrópico relativista unidimensional en coordenadas cartesianas

eyectado con una presión p j1, una densidad de energı́a por unidad de volumen e j1, una densidad

de masa ρ j1 y con una velocidad variable ultra-relativista en unidades de la velocidad de la luz

v j1 ≤ 1. Supongamos además que la ecuación de estado del fluido es ultra-relativista de tal manera

que la energı́a interna especı́fica es mucho más grande que la energı́a en reposo de cada partı́cula
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T

3 3’1 2

PSfrag

v j1

vs1

v3 v3′

ρ3′ ,e3′

p3 = p3′

v j2

ρ3,e3

vs2

p j1,ρ j1,e j1 p j2,ρ j2,e j2

S1 S2

Pre-choque Post-choque Pre-choque

Figura 4.1: La figura muestra una superficie de trabajo, es decir, dos ondas de choque separadas

por una discontinuidad de contacto la cual se propaga sobre un gas en movimiento con velocidad

v j2. Se asume que la superficie de trabajo ha sido generada por una inyección de flujo variable

en velocidad proveniente del lado izquierdo de la figura. Las lineas solidas verticales representan

las ondas de choque S1 y S2 y la linea discontinua es la discontinuidad de contacto T. Las flechas

indican la dirección de la velocidad del flujo y de las ondas de choque. Las cantidades ρ , e y p son

diferentes en cada una de las regiones de la superficie de trabajo y están determinadas a partir de

las condiciones iniciales del flujo de eyección y el flujo externo inicial en movimiento.

del fluido, es decir, ε ≫ ρc2 que satisface una ecuación de estado de Bondi-Wheeler p= e/3 (véase

sección 2.2). Este flujo es eyectado sobre otro flujo cuya velocidad constante es v j2 < v j1 con una

presión p j2, una densidad de energı́a e j2 y densidad de masa ρ j2. Las suposiciones de un flujo

ultra-relativista eyectado periódicamente en la parte inicial del jet dan como origen la formación de

una superficie de trabajo desde que un particular elemento de flujo rápido eventualmente alcanza a

un elemento de flujo lento en algún punto a lo largo del jet generando ası́ un flujo multivaluado. La

naturaleza resuelve este problema generando una discontinuidad inicial el cual rápidamente forma

dos ondas de choque separadas por una discontinuidad de contacto. Todas estas discontinuidades

se mueven en la misma dirección y sentido del flujo eyectado ( Landau & Lifshitz, 1987, Mendoza

et al., 2009).

La figura 4.1 muestra una superficie de trabajo, es decir, dos ondas de choque separadas por

una discontinuidad de contacto generadas por una velocidad variable en el tiempo de eyección.
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Denotemos a la parte derecha entre la discontinuidad de contacto y la onda de choque como la

región 3′ que contiene material chocado. La onda de choque produce una discontinuidad en las

cantidades hidrodinámicas entre el medio pre-choque (p j2, ρ j2,v j2) y el flujo post-choque (p3′ , ρ3′ ,

v3′ ). La región 3 contiene material chocado con una densidad de masa distinta de la región 3′. Las

regiones 3 y 3′ están separadas por una discontinuidad de contacto T. La onda de choque en la

región 3 también produce una discontinuidad fuerte en las cantidades hidrodinámicas entre el flujo

eyectado (p j1, ρ j1, v j1) y el gas post-choque (p3, ρ3, v3).

Para encontrar la solución exacta a este problema se procede de la siguiente manera. Cada una

de las ondas de choque puede ser estudiada de manera separada en un sistema de referencia en

donde la onda de choque se encuentra en reposo, como se muestra en la figura 4.2 para las dos

ondas de choque (a) y (b), las condiciones de velocidad (3.8) descritas en la sección 3.3 (Landau

& Lifshitz, 1987) se denotan con los indices ir para la onda de choque derecha e il para la onda de

choque de la izquierda. A partir de este método, se deduce que el salto en la densidad de masa en

la discontinuidad de contacto surge naturalmente a través de la unión de ambas soluciones.

v1l

S1

v2l v2r

S2

Post-choque

v1r

(a) (b)
Post-choquePre-choque Pre-choque

ρ j1,e j1, p j1 ρ3,e3, p3 ρ3′ ,e3′ , p3′ ρ j2,e j2, p j2

Figura 4.2: La figura muestra dos ondas de choque S1 y S2 en sistemas de referencia separados:

(a) La onda de choque S1 está en el sistema de referencia en donde se encuentra en reposo y el flujo

pre-choque se mueve de izquierda a derecha. (b) La onda de choque S2 se encuentra en reposo y el

flujo pre-choque se mueve de derecha a izquierda. Las flechas indican la dirección del movimiento

de los flujos, vil representa la velocidad de los flujos pre y post choque del lado izquierdo y vir

representa la velocidad de los flujos pre y post choque del lado derecho.

Tomando a la onda de choque (a) del lado izquierdo de la figura 4.2, y la dirección del flujo de
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izquierda a derecha, las ecuaciones (3.8) en unidades de la velocidad de la luz son:

v2
1l =

(p3 − p1)(e3 + p1)

(e3 − e1)(e1 + p3)
, (7.1)

v2
2l =

(p3 − p1)(e1 + p3)

(e3 − e1)(e3 + p1)
, (7.2)

donde el subı́ndice 1 represente el gas en el estado pre-choque y el subı́ndice 3 representa el gas en

el estado post-choque.

Sustitución directa de la ecuación de estado relativista (2.18), es decir, p = e/3 en las ecuacio-

nes (7.1) y (7.2) resulta que

v2
1l =

3e3 + e1

3(3e1 + e3)
, (7.3)

v2
2l =

3e1 + e3

3(3e3 + e1)
, (7.4)

entonces en el lı́mite de choque fuerte relativista (e3 → ∞), se obtiene v1lv2l = 1/3, v1l tiende a la

velocidad de la luz y v2l tiende a 1/3 de la velocidad de la luz.

Asumiendo que la energı́a e3 ≫ e1 en el lı́mite de choque fuerte relativista, sin hacer que la

energı́a post-choque tienda a infinito, la expresión (7.3) es:

v2
1l =

3+ e1/e3

3(3e1/e3 +1)
, (7.5)

de esta manera el cociente e1/e3 es una cantidad pequeña de primer orden. De aquı́ en adelante se

utilizan aproximaciones lineales de la forma (1+x)n = 1+nx+ · · · ≈ 1+nx donde x es un termino

que cumple la condición x ≪ 1. Ası́, la ecuación (7.5) se puede aproximar a primer orden de la

forma

v1l ≈
√

1

3

(

3−8
e1

e3

)

, y por lo tanto:

v1l ≈ 1− 4

3

e1

e3

, (7.6)

Nótese que, cuando e3 → ∞ entonces v1l tiende a la velocidad de la luz.
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El factor de Lorentz asociado a esta velocidad es

Γ2
1l =

1

1−
(

1− 4
3

e1

e3

)2
≈ 3

8

e3

e1

. (7.7)

Siguiendo este mismo razonamiento para la velocidad post-choque v2l

v2
2l =

3 e1

e3
+1

9(1+ 1
3

e1

e3
)
≈ 1

9

(

1+
8

3

e1

e3

)

, (7.8)

por lo tanto, a primer orden obtenemos

v2l ≈
1

3

(

1+
4

3

e1

e3

)

. (7.9)

Una vez más, en el lı́mite en el que e3 → ∞ entonces v2l tiende a 1/3. El factor de Lorentz asociado

a v2l es:

Γ2
2l =

1

1− 1
9

(

1+ 4
3

e1

e3

)2
≈ 9

8

(

1+
1

3

e1

e3

)

. (7.10)

Con estos resultados es posible calcular la velocidad relativa v1l2l := v1l ⊖ v2l de un lado a otro del

choque en el lı́mite de choque fuerte relativista

v1l2l =
v1l − v2l

1− v1lv2l

=
1− 1

3
−
(

4
3
+ 4

9

)

e1

e3

1− 1
3

(

1+ 4
3

e1

e3

)(

1− 4
3

e1

e3

) = 1− 8

3

e1

e3

, (7.11)

y el factor de Lorentz asociado a v1l2l es

Γ2
1l2l =

1

1−
(

1− 8
3

e1

e3

)2
≈ 3

16

e3

e1

. (7.12)

Análogos a estos resultados se procede de la misma manera para la onda de choque (b) del lado

derecho de la figura 4.2 y se calculan las velocidades v1r y v2r con sus factores de Lorentz corres-

pondientes, respetando el signo que deben de llevar, ya que se toma como positiva la dirección el

flujo que va de izquierda a derecha, entonces estos resultados son:
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−v1r ≈
(

1− 4

3

e2

e3′

)

, (7.13)

Γ2
1r =

3

8

e3′

e2

, (7.14)

−v2r ≈
1

3

(

1+
4

3

e2

e3′

)

, (7.15)

Γ2
2r ≈

9

8

(

1+
1

3

e2

e3′

)

. (7.16)

Los factores de Lorentz asociados a v1l , v2l , v1r y v2r se calculan debido a que existen propiedades

que se presentan en el apéndice 4.10, que facilitan el cambio de sistema de referencia en el que las

ondas de choque se encuentran en reposo a un sistema en donde ambas ondas de choque se muevan

en la misma dirección.

Ahora, se cambia al sistema de referencia en el que ambas ondas de choque se mueven en

la misma dirección y sentido, el cual es el caso que nos interesa. Para esto, se utiliza la regla de

transformación de velocidades en relatividad especial. Se suma una velocidad vs1 = 1− ε1 ultra-

relativista para la onda de choque de la izquierda S1, en donde ε1 ≪ 1 es un parámetro pequeño.

Ası́, la onda de choque se mueve con esta misma velocidad, mientras que para la onda de choque

de la derecha S2, se suma una velocidad vs2 = 1− ε2 ultra-relativista, con ε2 ≪ 1, que cumple con

ser mayor tanto a v2r como v1r de tal forma que el flujo y la onda de choque se muevan en la misma

dirección y sentido que la onda de choque de la izquierda como se muestra en la figura 4.3

La manera más conveniente (pero no la única) de proceder, es a partir de los factores de Lorentz

asociados a cada una de las velocidades de las distintas regiones, ya que es posible relacionar el

factor de Lorentz de la suma de dos velocidades v1 ⊕ v2 relativistas con los factores de Lorentz de

cada una de las velocidades v1 y v2 medidas en su sistema de referencia (apéndice .1), es decir,

Γ2
1⊕2 = 4Γ2

1Γ2
2. (7.17)

Se aplica esta transformación a la región pre-choque de la onda de choque de lado izquierdo S1

para la velocidad v j1 y se tiene:

Γ2
j1 = 4Γ2

s1Γ2
1l, (7.18)
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T

3 3’1 2

v j1 = vs1 ⊕ v1l v3 = vs1 ⊕ v2l v3′ = vs2 ⊖ v2r

vs1

v j2 = vs2 ⊖ v1r

j1 j2

vs2

S2S1

Figura 4.3: Mediante la transformación adecuada de velocidades aplicado a las dos ondas de cho-

que izquierda y derecha, ambas ondas de choque S1 y S2 se han cambiado de sistema de referencia

desde la figura 4.2 a un sistema completo en movimiento, sin que las cantidades hidrodinámicas de

presión, energı́a y densidad de masa sean afectadas, ya que no dependen del sistema de referencia

al ser escalares. Los sı́mbolos ⊖ y ⊕ representan esta regla de adición de velocidades relativistas.

donde los subı́ndices i denotan al factor de Lorentz Γi asociado a la velocidad vi. Además, otro im-

portante resultado que se asocia el factor de Lorentz de la adición de dos velocidades cualesquiera

v1 y v2 es de la forma:

Γ2
1⊕2 = Γ2

1Γ2
2 (1+ v1v2)

2 , (7.19)

que tiene como consecuencia que, cuando v2 < 1 arbitrario y v1 es ultra-relativista (apéndice .1):

Γ2
1⊕2 = Γ2

1Γ2
2 (1+ v2)

2 . (7.20)

Se aplica esta última relación a la velocidad v3 de la región post-choque de la onda de choque

de lado izquierdo, tomando en cuenta que v2l tiende a 1/3 de la velocidad de la luz, entonces:

Γ2
3 = Γ2

s1⊕2l =
16

9
Γ2

s1Γ2
2l. (7.21)

Sustituyendo la ecuación (7.10) en (7.21) a orden cero de aproximación se obtiene:

Γ2
3 = Γ2

1s⊕2l = 2Γ2
s1, (7.22)

La relación (7.22) representa la velocidad de movimiento de la onda de choque izquierda S1. Este
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choque se debe mover a la mitad de la velocidad del material post-choque. La división entre la

relación (7.18) y (7.22) implica que:

Γ2
3 =

1

2

Γ2
j1

Γ2
1l

, (7.23)

y sustituyendo la relación (7.7) en (7.23) resulta que:

Γ2
3 =

4

3

e j1

e3

Γ2
j1. (7.24)

es decir, el factor de Lorentz post-choque debe de moverse un factor 4e j1/3e3 más lento que el

factor de Lorentz pre-choque. Ası́ pues, considerando que la onda de choque de la izquierda es un

choque fuerte relativista, la ecuación (7.7) implica que:

e3 =
4

3

Γ2
j1

Γ2
3

e j1. (7.25)

Esto identifica cuantitativamente el salto en las densidades de energı́a (y por lo tanto el salto en

las presiones) y varia según sean las velocidades pre-choque y post-choque. Cumple la condición

Γ j1 > Γ3 y por tanto el salto de energı́as respeta el incremento en la entropı́a σ3 > σ j1. Por último,

las ecuaciones (7.22) y (7.7) dan una relación entre los factores de Lorentz (y por lo tanto de sus

velocidades) pre-choque Γ j1 y el asociado a la onda de choque Γs1:

Γ2
s1 =

2

3

e j1

e3

Γ2
j1. (7.26)

Por otro lado, y bajo la condición que la superficie de trabajo se mueva en una misma dirección,

las transformaciones de velocidades pre-choque v j2 y post-choque v3′ de la onda de choque de

la derecha S2 son sustracción de dos velocidades. Dado que este camino es más complejo, es

conveniente notar que si v j2 = vs2 ⊖ v1r, entonces vs2 = v j2 ⊕ v1r, por lo que es posible utilizar de

nuevo la relación (7.17) a los factores de Lorentz asociados a las velocidades v j2, vs2 y v1r que den

como resultado relaciones similares como en la onda de choque de la izquierda, entonces:

Γ2
s2 = 4Γ2

j2Γ2
1r. (7.27)
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Al igual que como se hizo en la relación (7.19) es posible demostrar que (véase apéndice .1):

Γ2
1⊖2 = Γ2

1Γ2
2 (1− v1v2)

2 , (7.28)

para el caso en el que v2 tiene cualquier valor y v1 es ultra-relativista (apéndice .1):

Γ2
1⊖2 = Γ2

1Γ2
2 (1− v2)

2 , (7.29)

entonces utilizando (7.30) para v3′ y considerando que v2r → 1/3 la relación implica que:

Γ2
3′ =

4

9
Γ2

s2Γ2
2r, (7.30)

a orden cero de aproximación Γ2
2r = 9/8 y por lo tanto:

Γ2
3′ =

1

2
Γ2

s2. (7.31)

Ası́ pues, el movimiento de la onda de choque de la derecha S2 debe ser dos veces más rápido que

el movimiento del gas post-choque. Sustituyendo las ecuaciones (7.31) en (7.27) se obtiene:

Γ2
3′ = 2Γ2

j2Γ2
1r. (7.32)

Por otra parte, sustituyendo (7.37) en (7.32) da como resultado:

Γ2
3′ =

3

4

e3′

e j2

Γ2
j2, (7.33)

o bien

e3′ =
4

3

Γ2
3′

Γ2
j2

e j2, (7.34)

el cual expresa el salto de energı́as (presiones) post-choque y pre-choque que depende de los fac-

tores de Lorentz pre-choque y post-choque del choque derecho. Como consecuencia de (7.31) y

(7.33) se obtiene:

Γ2
s2 =

3

2

e3′

e j2

Γ2
j2. (7.35)

Algo importante que mencionar sobre las relaciones (7.33) y (7.35) es que expresan el hecho

de que el factor de Lorentz asociado a v3′ y vs2 son más grandes por un cociente de e3′/e j2 respecto

a Γ j2 en el lı́mite de choque fuerte relativista.
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Para poder obtener una relación que describa los saltos en las densidades a través de una onda

de choque, partamos de la adiabática de Taub (3.7), ya que contiene toda la información de las

condiciones de salto de las ecuaciones conservativas relativistas. Si la entalpı́a especı́fica por unidad

de volumen es (Landau & Lifshitz, 1987):

ω =
κ p

κ −1
, (7.36)

entonces, para un gas politropo relativista κ = 4/3, esto implica que ω = 4p, por lo que la adiabáti-

ca de Taub (3.7) se convierte en:

42 p2
1V 2

1 −42 p2
2V

2
2 +(p2 − p1)

(

4p1V 2
1 +4p2V

2
2

)

= 0, (7.37)

la cual puede ser resuelta para V2 (ρ2) fijando los parámetros V1 (ρ1), p2 y p1. En términos de

densidad de masa, la ecuación (2.29) es:

4
p2

1

ρ2
1

−4
p2

2

ρ2
2

+(p2 − p1)

(

p1

ρ2
1

+
p2

ρ2
2

)

= 0. (7.38)

Por lo tanto la solución a la ecuación anterior es (véase apéndice .2):

ρ2

ρ1

=

√

√

√

√

p2

p1

(

3
p2

p1
−1

3+ p2

p1

)

≈
√

3p2

p1

, (7.39)

para el caso de choque fuerte en el que p2 ≫ p1. La relación (7.39) indica que la densidad post-

choque es más grande que la densidad pre-choquey cumple con la condición del aumento de en-

tropı́a al pasar de un lado al otro del choque σ2 > σ1. Además, a diferencia de la condición de salto

en hidrodinámica no-relativista, en donde el salto en densidades es constante para un choque fuerte

y depende únicamente del ı́ndice politrópico del gas de la forma (κ +1)/(κ −1), aquı́, el salto en

densidades puede llegar a ser tan grande como el cociente de presiones p2/p1 lo sea. Sin embargo,

debido a que el lı́mite en donde se asume la ecuación (7.39) es el ultra-relativista, no es posible

regresar al lı́mite no-relativista en donde el contraste de densidades es ρ2/ρ1 = 4 cuando κ = 5/3.

Para unir el sistema completamente, es decir, las ondas de choque S1, S2 y la discontinuidad

de contacto, dentro de la superficie de trabajo la presión es continua, es decir, p3 = p3′ pero no

ası́ la densidad de masa (y por lo tanto tampoco la temperatura ni la entropı́a). Debido a que el

movimiento del flujo es en una sola dirección y sentido, su velocidad intrı́nseca es perpendicular

a la discontinuidad de contacto que se forma de manera natural, y por lo tanto la velocidad es
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continua a través de la discontinuidad de contacto. En otras palabras, v3 = v3′ y Γ3 = Γ3′ (Landau

& Lifshitz, 1987). Ası́ las ecuaciones (7.25) y (7.34) toman la forma:

p3 =
4

3

Γ j1

Γ3

p j1 =
4

3

Γ32

Γ2
j2

p j2 = p3′ , (7.40)

Γ4
3 = Γ2

j1Γ2
j2

p j1

p j2

, (7.41)

Γ2
3 = Γ j1Γ j2

√

p j1

p j2

. (7.42)

De aquı́ se puede obtener que la velocidad a la que se mueve el interior de la superficie de trabajo

es:

v3 = v3′ =

(

1−
(

p j2

p j1

)1/2
(

1− v2
j1

)1/2 (
1− v2

j2

)1/2

)1/2

, (7.43)

≈ 1− 1

2

(

p j2

p j1

)1/2

Γ−1
j1 Γ−1

j2 . (7.44)

Sustitución directa de la ecuación (7.42) ya sea en (7.25) o (7.34) implica que:

p3 = p3′ =
4

3

Γ j1

Γ j2

(p j1 p j2)
1/2 , (7.45)

en donde queda completamente determinada p3 = p3′ en términos de las condiciones de frontera

p j1, p j2, Γ j1 y Γ j2 que se le impongan. Por último, utilizando la ecuación (7.39), el salto en la

densidad de masa a través de la discontinuidad de contacto está dado por:

ρ3

ρ j1

=

√

p3

p j1

(

3p3/p j1 −1

3+ p3/p j1

)

≈
√

3p3

p j1

,

ρ3′

ρ j2

=

√

p3′

p j2

(

3p3′/p j2 −1

3+ p3′/p j2

)

≈
√

3p3′

p j2

, (7.46)

y se puede notar que al sustituir la ecuación (7.45) en (7.46) se obtiene:

ρ3′

ρ j1

=

√

4
Γ j1

Γ j2

(

p j2

p j1

)1/4

, (7.47)
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es decir, como se supone v j2 < v j1 entonces Γ j2 < Γ j1, por lo que ρ3 puede crecer tanto como el

valor de Γ j1 lo sea. Las ecuaciones (7.45), (7.44) y el conjunto de ecuaciones de (7.46) determinan

la solución completamente analı́tica de la superficie de trabajo. Los saltos en las cantidades hidro-

dinámicas quedan determinadas por las condiciones de frontera externas a la superficie de trabajo.

4.8. Perfiles hidrodinámicos.

Una manera de comprobar que nuestra solución analı́tica está en el camino correcto, es com-

parar la convergencia de la solución con alguna otra solución exacta, semi-analı́tica o con códigos

númericos que resuelvan el mismo problema hidrodinámico en cuestión en el lı́mite de choque

fuerte relativista que se discute en la sección 3.6 y ecuación de estado ultra-relativista de la sección

2.2.

Una solución que resuelve el problema de tubo de choque relativista de manera semi-analı́tica

está descrito por Martı́ & Müller (1994), el cual consiste en encontrar los estados intermedios de

las ondas de choque, ası́ como encontrar las posiciones de las ondas de choque separadas por los

cuatro estados j1, 3, 3′ y j2, este modelo se utiliza para probar códigos númericos hidrodinámicos

relativistas por lo que es el mejor candidato para probar el modelo analı́tico que se obtiene en la

sección 4.7. La prueba consiste en obtener los mismos perfiles de presión, velocidad y densidad

de masa a partir de las mismas condiciones iniciales y asumiendo choque fuerte relativista. La

solución de tubo de choque de Martı́ & Müller (1994) está implementada de tal forma que si se

asignan los estados iniciales j1 y j2 de presión p j1,2, velocidad v1,2, densidad de masa ρ j1,2 y un

tiempo fijo t entre 0 y 1, se obtiene un archivo de datos para que sea posible gráficar los cuatro

estados pre-choque y post-choque en los perfiles de presión p, velocidad v y densidad de masa ρ

como función de la posición x.

Las condiciones hidrodinámicas (7.44), (7.45) y (7.46) se evolucionan al paso del tiempo y de

la posición x a partir de un estado inicial t = 0 y x = 0, para que la superficie de trabajo evolucione

en función del tiempo y la posición como un sistema completo. Las posiciones de las ondas de

choque evolucionan estrictamente con las velocidades del choque dadas por las expresiones (7.26)

y (7.35) siguiendo las lineas caracterı́sticas dx/dt = ±c(α ± vx/c)/(1±αvx/c) descritas en la

sección 3.4, mientras que la evolución de la posición de la discontinuidad de contacto viaja con la

velocidad (7.44).

Ası́, se evolucionan al paso del tiempo y de la posición cada uno de los perfiles de densidad,

presión y velocidad de la superficie de trabajo. Las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 muestran la posición de los
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perfiles de presión, densidad y velocidad respectivamente con diferentes parámetros hidrodinámi-

cos iniciales j1 y j2. Las velocidades j1 en cada una de estas pruebas se encuentra en el rango

en el que sus factores de Lorentz asociados están entre 50 y 500 y cumplen con las condiciones

de la formación de la superficie de trabajo según los resultados de la sección 3.5, en el dominio

espacial de [0 : 1] en la componente x en un tiempo inicial t = 0 y un tiempo fijo t = 0.39, este do-

minio temporal es adimensional y se encuentra en el rango de [0 : 1]. Este tiempo es suficiente para

la formación de la superficie de trabajo según muestra el código númerico AZTEKAS (Aguayo-

Ortiz et al., 2018) y la evolución temporal y espacial de la solución analı́tica basada en Martı́ &

Müller (1994). Cada una de las pruebas tiene la caracterı́stica de estár en el lı́mite de choque fuerte

relativista.

En general para las tres pruebas que se presentan en las figuras 4.4, 4.5 y 4.6, los perfiles de

densidad de masa muestran una discontinuidad en las densidades post choque que representa la

separación entre las regiones 3 y 3’ que surgen debido a la discontinuidad de contacto, mientras

que las presiones y velocidades post-choque permanecen continuas a través de esta discontinuidad

de contacto. Además, los saltos en las presiones difieren dos ordenes de magnitud debido a la ve-

locidad relativa de las regiones externas v j2 ⊖v j1 como se discute en la sección 3.5. Las soluciones

númericas del código AZTEKAS tienen una resolución de puntos de N = 20000, con el mismo do-

minio espacial de [0:1] que las soluciones anteriores. El tiempo de las soluciones numéricas es de

tmax= 0.39 y convergen a ambas soluciones conforme a que la resolución incremente. Los detalles

mas importantes de la prueba se encuentran en la tabla 4.1.

Parámetros de tiempo tmax = 0.39, dt= 0.01, courant = 0.25

Interfaz x0 = 0.5

Indice politropico K = 1.3333333333333333333333333

Método de integración RK2

Reconstructor MC

Newton-Rhapson para recuperación de primitivas Flujos HLLE

Cuadro 4.1: Parámetros importantes para realizar las pruebas numéricas de los perfiles hidro-

dinámicos.

El tamaño de la superficie de trabajo depende también de la condición (5.2), es decir, de la

diferencia relativa en las velocidades v j1 y v j2, entre más grande sea la velocidad de eyección v j1

respecto a v j2 el tamaño de la superficie de trabajo es más angosta. El valor de la velocidad v j1

está asociado al rango de factores de Lorentz que se obtienen en Cabrera et al. (2013) que está
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entre Γ = 50 y Γ = 500, estos valores se ajustan a curvas de luz observadas del blazar PKS 1510-

089, el cual es uno de los parámetros importantes para la emisión de una curva de luz en jets

relativistas. Ası́, los parámetros hidrodinámicos iniciales que se asumen en la figuras 4.4, 4.5 y 4.6

están enlistados en la tabla 4.2. Estos parámetros cumplen con la condición (5.2) y la condición de

choque fuerte p1 ≫ ρ1 para el estado pre-choque y el estado post-choque p2 ≫ ρ2.

Prueba p j1 p j2 ρ j1 ρ j2 v j1 v j2

Figura 4.4 2000.0 30000.0 0.8 0.2 0.999991 0.96778

Figura 4.5 1000.0 40000.0 0.1 0.01 0.99999 0.717315

Figura 4.6 1000.0 20000.0 0.1 0.01 0.999799 0.909355

Cuadro 4.2: Parárametros hidrodinámicos iniciales asociados a los perfiles de densidad de masa,

presión y velocidad que se utilizan en cada una de las tres pruebas.

Adicionalmente, se muestran los errores relativos |eanalitica − eMarti|/eMarti de las soluciones

analı́ticas de cada uno de los perfiles hidrodinámicos en la figura 4.7. Se puede notar que el error

relativo de ambas soluciones analı́ticas va disminuyendo y tiende a 0 conforme el factor de Lorentz

Γ j1 de inyección va incrementando de valor, es decir, conforme la velocidad de inyección v j1 tiende

a la velocidad de la luz.
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Figura 4.4: Las gráficas muestran el instante espacial de formación de la superficie de trabajo

tomando en cuenta los saltos en (b) la presión p(x) , (d) densidad ρ(x) y (f) velocidad v(x) como

función de la posición a un tiempo t = 0.39. La linea continua verde representa la solución de tubo

de choque propuesta por Martı́ & Müller (1994), la linea continua negra representa númericamente

esta misma solución generado con el código AZTEKAS (Aguayo-Ortiz et al., 2018), mientras que

las cruces representan la solución analı́tica resultado de este trabajo. Cada una de las gráficas

están construidas utilizando los siguientes parámetros hidrodinámicos iniciales: (a) p j1 = 2000.0,

p j2 = 30000.0, (c) ρ j1 = 0.8, ρ j2 = 0.2, (e) v j1 = 0.999991, v j2 = 0.96778.
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Figura 4.5: Las gráficas muestran el instante espacial de formación de la superficie de trabajo

tomando en cuenta la variación de (b) la presión p(x), (d) densidad ρ(x) y (f) velocidad v(x)
como función de la posición a un tiempo t = 0.39 fijo. Cada una de las gráficas están construidas

utilizando los siguientes parámetros hidrodinámicos iniciales: (a) p j1 = 1000.0, p j2 = 40000.0,

(c)ρ j1 = 0.1, ρ j2 = 0.01, (e) v j1 = 0.99999, v j2 = 0.717315.
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Figura 4.6: Las gráficas muestran el instante espacial de formación de la superficie de trabajo

tomando en cuenta la variación de (b) la presión p(x), densidad (d) ρ(x) y (f) velocidad v(x)
como función de la posición a un tiempo t = 0.39 fijo. Cada una de las gráficas están construidas

utilizando los siguientes parámetros hidrodinámicos: (a) p j1 = 1000.0, p j2 = 20000.0, (c) ρ j1 =
0.1, ρ j2 = 0.01, (e) v j1 = 0.999799, v j2 = 0.909355.
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Figura 4.7: Las gráficas muestran el error relativo |eanalı́tica − eMartı́|/eMartı́ de los perfiles de (a)

presión, (b) densidad de masa y (c) velocidad dentro de la superficie de trabajo. Esta comparación

es entre la solución que se describe en este trabajo (véase sección 4.7) y la descrita en Martı́ &

Müller (1994).
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4.9. Condiciones de energı́a y curva de Luz.

Se calcula ahora la energı́a por unidad de volumen eT dependiente del tiempo que se produce

dentro de la superficie de trabajo. Dicha energı́a es la suma de las energı́as ek3 y ek3′ producidas en

las regiones 3 y 3′, es decir:

eT (t) = ek3(t)+ ek3′(t), (9.1)

donde las energı́as por unidad de volumen de cada región están dadas respectivamente por:

ek3(t) = ε3, ek3′ = ε3′ , (9.2)

considerando que la energı́a en reposo del sistema es mucho menor que la energı́a térmica interna,

es decir ρ ≪ p, en unidades m = 1 y c = 1. Ası́, ε3 = 4p3 y ε3′ = 4p3′ son las energı́as internas por

unidad de volumen en las regiones 3 y 3′. Por lo tanto la energı́a total por unidad de volumen que se

calcula con ayuda del Computer Algebra System (CAS) Maxima (www.maxima.sourceforge.

net), que es un software libre similar a Mathematica, capaz de manipular expresiones simbólicas

y númericas, el cual implica que:

eT (t) =
29/2

3

(

1− v j2(t)
2

1− v j1(t)

)

p
1/2
j1 p

1/2
j2 . (9.3)

El modelo de superficie planteado en la sección 4.7 supone que las ondas de choque son

adiabáticas, es decir, que la entropı́a se mantiene constante dS = 0, esto implica que no hay perdida

de calor en la superficie de trabajo dQ = 0, sin embargo, la temperatura aumenta dentro de los esta-

dos post-choque 3 y 3’ dentro de la superficie de trabajo, por lo que eventualmente el sistema libera

la energı́a de manera cinética. Entonces, si se asume que la energı́a eT es radiada completamente de

la superficie de trabajo debido a algún proceso de radiativo no-térmico totalmente eficiente, es posi-

ble calcular la luminosidad L :=−deT/dt que es emitida por la superficie de trabajo. Supongamos

ahora que la eyección de flujo es oscilante y que su velocidad está dada por:

v j1(t) = v j10 + v j11 sin(wt), (9.4)

donde v j10 ≤ 1 es una velocidad de eyección constante, v j11 ≪ 1 es un parámetro positivo pequeño

y constante. La frecuencia angular de la oscilación está representado por w. Esta elección represen-

ta una pequeña perturbación sinusoidal alrededor de una velocidad base v j10 cercana a la velocidad

de la luz. El parámetro v j11 sinwt es elegido suficientemente pequeño y depende del valor de v j10
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de tal forma que el movimiento no sea superlumı́nico, es decir, que la velocidad total v j1(t) no viole

el segundo postulado de la relatividad especial que dice que la velocidad máxima es la velocidad

de la luz c. La figura 4.8 muestra el primer periodo de esta oscilación generada por la velocidad

v j1(t) que forma una superficie de trabajo.

t

v

1

v j10

Figura 4.8: La gráfica muestra un tipo de variabilidad que se impone a la velocidad de inyección

v j1(t) en la base del jet como se muestra en la ecuación (9.4). El término sinusoidal produce

ondulaciones alrededor de una velocidad de fondo fija v j10. A la velocidad de eyección se le

impone ser menor o igual a la velocidad en unidades de c, es decir, v j1 ≤ 1 para que el movimiento

no sea superlumı́nico.

Adicionalmente, supongamos que la eyección de densidad de masa ρ j1 es constante y dado que

el gas es un polı́tropo relativista, entonces la presión p j1 tambı́en es constante en el flujo inicial.

Dimensionalmente la luminosidad depende de las cantidades c, v j10, v j11, p j1, p j2 y w. Si elegi-

mos un sistema de unidades tal que c = 1, con dimensiones correspondientes [c] = 1, entonces las

dimensiones de la densidad de masa son ml−3 y la frecuencia [w] = 1/l, con m las dimensiones de

masa y l las dimensiones de longitud respectivamente. Además, ya que v j10 y v j11 son adimensio-

nales, entonces las dimensiones de L en este sistema son [L] = l2.

A manera de ejemplo, se calcula la luminosidad como función del tiempo derivando la ecuación

(2.15) respecto al tiempo, la expresión completa de la luminosidad L(t) calculada en Maxima

(CAS), es de la forma:

L(t) =
27/2

3

v j11(1− v2
j2)cos(wt)

(1− v j11 sin(wt)− v j10)2

(

1−v2
j2

1−v j11 sin(wt)−v j10

)1/2
wp

1/2
j1 p

1/2
j2 . (9.5)
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Figura 4.9 v j10 v j11 v j2 p j1 ×1038 (erg cm−3) p j2 ×1038 (erg cm−3) n j1 (cm−3)

(a) 0.9 0.05 0.5 1000.0 20000.0 103

(b) 0.999 0.0009 0.1 1000.0 30000.0 103

(c) 0.999998 0.00000199 0.96 1000.0 40000.0 103

(d) 0.999998 0.00001999 0.99 10000.0 90000.0 103

Cuadro 4.3: Valores asociados a la generación de cada curva de luz de la figura 4.9.

Mientras que en unidades cgs, es necesario que la energı́a total dentro de la superficie de trabajo

sea de la forma ET (t) = m eT (t)/ρ(t), donde m es la masa y ρ = mn. Por lo tanto la luminosidad en

unidades de erg s−1 es L := −dET/dt (véase apéndice .7). La figura 4.9 muestra las curvas de luz

que corresponden a las ecuaciones (9.5) y L :=−dET/dt para distintos parámetros hidrodinámicos

tanto en unidades adimensionales (eje horizontal abajo y eje vertical izquierdo) como en unidades

cgs (eje horizontal arriba y eje vertical derecho), que se enlistan en el cuadro 4.3 y sirven de

ejemplos que cumplen con la condición (5.2). Sin embargo, las figuras (c) y (d) se encuentran en el

rango propuesto por (Cabrera et al., 2013), en donde se muestra que las curvas de luz que se ajustan

a las observaciones del blazar PKS 1510-089 deben ser causadas por una velocidad de eyección

v j1 que se asocia al factor de Lorentz Γ j1 entre el rango de 50 y 500 y tiempos tı́picos de duración

de entre 102 s y 103 s. Estas figuras caracterizan la perdida de energı́a con el paso del tiempo de

la superficie de trabajo. Las curva de luz no inician desde un tiempo t = 0 ya que el flujo cuyo

movimiento es rápido alcanza al flujo lento a un tiempo t > 0 en el cual se genera la superficie de

trabajo. Además se muestra un crecimiento abrupto en la luminosidad debido a la suposición de

que la perdida de energı́a por la superficie de trabajo es radiada de manera eficiente. Esto hace que

el flujo deje de ser adiabático debido a la transferencia de energı́a con el flujo lento delante de la

superficie de trabajo. Esta disipación de energı́a por enfriamiento ocurre en intervalos de tiempo

entre 200 y 1500 s en unidades cgs, por lo que la curva de luz decrece monótonamente hasta que

el flujo vuelva a permanecer estable y sea alterado por alguna otra variación de velocidad.
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Figura 4.9: Las curvas muestran la luminosidad L que produce la superficie de trabajo con res-

pecto al tiempo t, tanto en unidades adimensionales (eje horizontal abajo y eje vertical izquierdo)

como en unidades cgs (eje horizontal arriba y eje vertical derecho). Estas curvas de luz muestran

un crecimiento abrupto en un intervalo de tiempo que caracteriza la energı́a emitida por la su-

perficie de trabajo. Esta energı́a liberada decrece monótonamente por lo que el flujo regresa a ser

estable mientras no haya un cambio que lo perturbe. Cada curva de luz fue construida utilizando

los parámetros hidrodinámicos enlistados en el cuadro 4.3.
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4.10. Discusión

El modelo que se presenta en la sección 4.7 es un modelo completamente analı́tico y los

parámetros hidrodinámicos dentro de la superficie de trabajo 3 y 3’ quedan completamente de-

terminados por las cantidades externas j1 y j2. Respecto a esta determinación del modelo de su-

perficie de trabajo, existen trabajos previos que modelan la dinámica de choques internos en jets

relativistas, este es el caso de Cantó et al. (2013) en donde asume una eyección de velocidad v2 y

una descarga ṁ dependientes del tiempo el cual produce una superficie de trabajo como se muestra

en la figura 4.10. En particular, se obtiene que la velocidad vws dentro de la superficie de trabajo en

el caso ultra-relativista es de la forma:

vws ≈ 1− Γ2
2 +λΓ2

1

2Γ2
1Γ2

2(1+λ )
, (10.1)

donde λ = (br)1/2, b = ṁ2/ṁ1, r = Γ2/Γ1 y se cumple que v1 < vws < v2. Esta velocidad vws

depende de la descarga de las regiones externas ṁ1 y ṁ2, ası́ como de las velocidades v1 y v2,

mientras que la ecuación (7.44) que se refiere a la velocidad v3 = v3′ dentro de la superficie de

trabajo depende de las cantidades p j1, p j2, v j1 y v j2. Las suposiciones para las cuales se determinan

estas velocidades son diferentes, Cantó et al. (2013) asume que la conservación de momento lineal

no es valida para flujos relativistas donde la descarga relativista por radiación ṁ es tomada en

cuenta. En este trabajo se asume que la conservación de momento lineal es valida a través de

las ondas de choque S1 y S2. Por todo esto, no hay manera de comparar las velocidades (10.1) y

(7.44) debido a las diferentes dependencias y suposiciones en las cantidades hidrodinámicas y las

cantidades conservadas, por un lado la primera depende del cociente ṁ2/ṁ1 y la segunda depende

del cociente p j2/p j1.†

Otro modelo que propone la formación de dos ondas de choque separadas por una disconti-

nuidad de contacto se presenta en Uhm (2011). El modelo analı́tico que se expone en este articulo

calcula las condiciones de salto en las cantidades hidrodinámicas a través de una onda de choque

relativista, asumiendo que las condiciones de salto en las cantidades conservativas de masa, mo-

mento y energı́a que debe cumplir un elemento de fluido a través de una onda de choque relativista

† Para que las relaciones (10.1) y (7.44) sean equivalentes entonces los segundos términos de cada ecuación deben

ser iguales, es decir, (Γ2
j1 +λΓ2

j2)/(2Γ2
j2Γ2

j1(1+λ )) = 1
2

(

p j2

p j1

)1/2
Γ−1

j1 Γ−1
j2 en la misma notación. En el caso en el que

Γ j1 >> Γ j2 se obtiene que p j2/p j1 b1/2 ≈ Γ
1/2

j1 /Γ
1/2

j2 entonces Γ j1 ≈ Γ j2b(p j2/p j1)
2, es decir, el Factor de Lorentz

Γ j1 depende del cociente de descarga b y del cociente de presiones p j2/p j1, el cual no concuerda con el modelo de

Cantó et al. (2013) que no considera presiones externas.
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WS

v2

vws

v1

Figura 4.10: Diagrama esquemático que muestra una superficie de trabajo formada por la interac-

ción de dos flujos relativistas. Los flujos delante y detrás de la superficie de trabajo WS se mueven

con velocidades v2 y v1 respectivamente y cumplen la condición v2 > v1.

están dadas por las condiciones de salto de Taub (Taub, 1978):

Γ2v2ρ2 = Γ1v1ρ1 (10.2)

Γ2
2v2(e2 + p2) = Γ2

1v1ρ1c2 (10.3)

Γ2
2v2

2(e2 + p2)+ p2 = Γ2
1v2

1ρ1c2 (10.4)

se asume entonces que p1 = 0 y e1 = ρ1c2, con esto es imposible hacer una comparación con el

modelo presentado en este trabajo. Además, el sistema de ecuaciones se cierra con una ecuación

de estado de un gas relativista de la forma

p2 = k2(e2 −ρ2c2), (10.5)

en donde k2 = 1/3 (1+1/Γ12) para un gas mono-energético 1/3 ≤ k2 ≤ 2/3, Γ12 = 1/(1−v2
12)

1/2

es el factor de Lorentz de la velocidad relativa entre los estados pre-choque v1 y post-choque v2.

† Este factor k2 surge de considerar que las partı́culas en el gas tienen el mismo momento p̄ o el

mismo factor de Lorentz Γ̄. Se asume una función de distribución del momento lineal como una

función delta de Dirac de la forma f (p̃) = nδ (p̃− p̄) el cual satisface una condición de normali-

zación de la forma n =
∫ ∞

0 f (p̃)dp̃. Estas condiciones se introducen en las integrales de presión y

energı́a de la teorı́a cinética de los gases y se obtiene:

† La ecuación (10.5) es totalmente diferente a la ecuación de Bondi Wheeler (2.18) que se utiliza en esta tesis. La

ecuación (10.5) en palabras de los autores es construida en general para flujos no-relativistas y relativistas que depende

del factor de Lorentz Γ12, por lo que se contradice al supuesto comúnmente utilizado en problemas de hidrodinámica

relativista, en donde se utiliza en general la ecuación (2.18).
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p =
1

3

∫ ∞

0
p̃v(p̃) f (p̃)dp̃ = n(mc2)

Γ̄2 −1

3Γ̄
, (10.6)

e =
∫ ∞

0
ε(p̃) f (p̃)dp̃ = n(Γ̄mc2), (10.7)

por lo que k2 resulta ser entonces:

k2 =
p

e−ρc2
=

1

3

(

1+
1

Γ̄

)

. (10.8)

De las condiciones de salto (10.2)-(10.4) se obtienen las siguientes condiciones de salto en

las cantidades hidrodinámicas de densidad, presión y velocidad a través de una onda de choque

relativista:

Γ2
1 =

(4Γ12 −1)2

8Γ12 +1
, o v1 =

4v12

v12 +3
, (10.9)

Γ2
2 =

9Γ12

8Γ12 +1
, o v2 =

v12

3
, (10.10)

p2 =
4

3
(Γ12 −1)ρ1c2, (10.11)

ρ2

ρ1

= 4Γ12, (10.12)

e2 = 4Γ2
12ρ1c2, (10.13)

estas relaciones están medidas en el sistema de referencia en donde la onda de choque se encuen-

tra en reposo. El valor del factor de Lorentz Γ12 se considera un parámetro libre junto con los

parámetros del estado pre-choque ρ1, Γ1.

Las condiciones (10.9)-(10.13) se aplican a un modelo autosimilar de blast wave tipo Blandford

& McKee (1976), en donde se consideran dos ondas de choque separadas por una discontinuidad

de contacto (Uhm, 2011, véase figura 3.4). † Las regiones se dividen en una región pre-choque

del medio ambiente (1), la región post-choque del medio ambiente (2), la región pre-choque de la

eyección (3) y la región post-choque de la eyección como se muestra en la figura 4.11. Las regiones

post-choque 2 y 3 están separadas por una discontinuidad de contacto. Este sistema se modela con

las condiciones de salto (10.9)-(10.13) y se aplican tanto para la onda de choque delantera, como

† El modelo que se presenta en este trabajo no es autosimilar y por tanto es de carácter más general que el modelo

presentado por Uhm (2011).
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para la onda de choque de reversa, simplemente se sustituyen los subı́ndices 1 por 4 y 2 por 3.

Figura 4.11: Modelo de Uhm (2011) que muestra dos ondas de choque separadas por una discon-

tinuidad de contacto.

Para encontrar la evolución dinámica del blast wave autosimilar se utilizan dos distintos méto-

dos

Balance de presiones p2 = p3:

La evolución dinámica dentro del blast wave debe cumplir que la presión post-choque per-

manece constante. A partir de esta suposición se obtiene una relación entre los factores de

Lorentz Γ12 con respecto a Γ4 de la forma:

Γ12 = Γ4

[

1+2Γ4

(

ρ1

ρ4

)1/2
]−1/2

, p2 = p3. (10.14)

Sin embargo, en palabras de los autores, “el factor de Lorentz Γ12 no contiene información

sobre el estado termodinámico del gas en el blast wave, la suposición de que p2 = p3 es

en si misma dudosa . . . y viola la conservación de la energı́a para blast waves adiabáticos”.

Por último, bajo esta suposición no se encuentra una relación matemática exacta que describa

analı́ticamente lo que sucede a través de los saltos pre-choque y post-choque en las presiones

p1 y p2, ası́ como en p4 y p3.

p2 ≫ p3:

Este caso muestra que la presión p3 debe caer repentinamente a 0 cuando la onda de cho-
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que de reversa alcance el borde de la eyección (Beloborodov & Uhm, 2006).† Bajo esta

suposición se obtiene que el cociente entre presiones p3/p2 es entonces:

p3

p2

=
ρ4

4Γ2
4ρ1

(

Γ2
4

Γ2
12

−1

)

, (10.15)

que depende de los parámetros ρ1 ρ4, Γ4 y Γ12.

Por consiguiente, las condiciones de salto (10.9)-(10.13) se obtienen de métodos completa-

mente distintos a las condiciones de salto obtenidas en la sección 4.7. Más aún, las suposiciones

iniciales aplicadas a las condiciones de salto de Taub difieren, debido a las distintas ecuaciones de

estado y el tipo de gas que se asume. Por un lado se tiene la suposición de un gas mono-energético

con constante k2 (Uhm, 2011) y por otro lado la consideración de un gas ultra-relativista con ı́ndice

politrópico κ = 4/3 (Landau & Lifshitz, 1987). Por consiguiente, tratar de modelar los perfiles

hidrodinámicos como se muestra en la sección 4.8 y compararlo con los perfiles hidrodinámicos

realizados con la solución analı́tica de este trabajo, no es posible. Debido a que la ecuación (10.11)

implica que la presión post-choque p2 depende de la energı́a en reposo ρ1c2, el cual es una su-

posición completamente diferente al supuesto en este trabajo, esto es, la ecuación (7.45) depende

únicamente de la energı́a térmica pre-choque que están dadas por las presiones p j1 y p j2. Por lo

tanto, se puede concluir que las expresiones obtenidas son matemáticamente distintas. Otro punto

importante es que estas condiciones de salto (10.9)-(10.13) se utilizan para modelar la onda de

choque de frente y de reversa de un blast wave. Esto quiere decir que se toma a ambas ondas de

choque en reposo en un solo sistema de referencia. Esta suposición va en contra de lo que en este

trabajo se realiza, puesto que para la formación de una superficie de trabajo la discontinuidad de

contacto es la que se encuentra en reposo, mientras que ambas ondas de choque se mueven en di-

recciones opuestas como se ve en la sección 2.2 (c.f sección 100 Landau & Lifshitz, 1987). Por lo

tanto, cambiar a un sistema de referencia en donde ambas ondas de choque se encuentren en reposo

es imposible. Adicionalmente, el conjunto de condiciones de salto de densidad de masa ρ , presión

p y factores de Lorentz Γ para la onda de choque S1 y S2 son distintos uno de otro. Dado que la

superficie de trabajo se mueve en la misma dirección del flujo, esto implica que los parámetros

externos son distintos en la región j1 y la región j2.

Por último, la determinación de las cantidades hidrodinámicas dentro de la superficie de tra-

bajo de esta tesis quedan determinados únicamente por los parámetros libres iniciales externos de

† En el caso de una superficie de trabajo adiabática formada por flujo rápido que alcanza a flujo lento no existe

ningún sistema de referencia en el cual la onda de choque de reversa regrese al lugar de eyección del flujo (c.f sección

100 Landau & Lifshitz, 1987).
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las cantidades con subı́ndice j1 y j2 de la figura 4.1 y ninguna de las leyes de conservación se

viola. † En tanto que el modelo analı́tico de Beloborodov & Uhm (2006) además de considerar los

parámetros hidrodinámicos externos, se requiere de otro parámetro libre Γ12 para determinar los

parámetros internos a las ondas de choque.

En la sección 4.8 se utiliza el modelo de tubo de choque de Martı́ & Müller (1994) para ha-

cer una comparación entre los perfiles de densidad de masa, presión y velocidad de este modelo

y el obtenido en este trabajo para un gas ultra-relativista en el lı́mite de choque fuerte. Los perfi-

les hidrodinámicos de ambos modelos resultan ser idénticos. Sin embargo, debe señalarse que el

modelo de Martı́ & Müller (1994) no determina analı́ticamente la presión dentro de la superficie

de trabajo. ‡ A diferencia, en la ecuación (7.45) se expresa analı́ticamente el valor de la presión

p3 = p3′ dentro de la superficie de trabajo. Asimismo, las expresiones (7.44) y las expresiones de

(7.46) resultan ser más simples matemáticamente. Esta es una ventaja si se requiere evolucionar

en el tiempo y en el espacio a la superficie de trabajo como se hace en la sección 4.8, ası́ como

determinar las energı́as dentro de la superficie de trabajo como se realiza en la sección 4.9.

† Tal como debe ocurrir en un problema de ecuaciones diferenciales, es decir, la solución del problema depende

únicamente de las condiciones de frontera del mismo.
‡ La presión se encuentra resolviendo una ecuación trascendental por el método de Runge-Kutta de cuarto orden.



Conclusión

Usando las condiciones de salto de Taub, se ha determinado una solución analı́tica unidimen-

sional de una superficie de trabajo que se mueve a lo largo de un flujo relativista. Esta solución

analı́tica describe el comportamiento que ocurre a través de las ondas de choque y la discontinui-

dad de contacto en el valor de las cantidades hidrodinámicas de densidad de masa, presión, energı́a

y velocidad en el lı́mite de choque fuerte. Como resultado de esto, las cantidades hidrodinámicas

dentro de la superficie de trabajo están completamente determinadas por las condiciones iniciales

externas a este sistema, como lo son las presiones p j1, j2, las densidades ρ j1, j2 y las velocidades

v j1, j2. Adicionalmente, las velocidades con las que se mueven las ondas de choque y la disconti-

nuidad de contacto evolucionan temporalmente por medio de velocidades caracterı́sticas como se

muestra en la sección 3.4 y también se determinan por estas condiciones iniciales externas.

Se muestran los resultados sobre los perfiles hidrodinámicos que caracterizan a una superficie

de trabajo, estos perfiles se comparan con el modelo analı́tico de Martı́ & Müller (1994) y se de-

termina que los perfiles generados por el modelo de este trabajo son consistentes con el modelo

de Martı́ y Müller en el lı́mite de choque fuerte. Si bien las condiciones iniciales no fueron arbi-

trarias, se trata de mostrar que la solución puede aplicarse a fenómenos altamente energéticos y

ultra-relativistas. En Cabrera et al. (2013) se concluye que los choques internos del Blazar PKS

1510-089 que se modelan, pueden alcanzar factores de Lorentz Γ en un rango de entre (50,500)

con la solución semi-analı́tica de Mendoza et al. (2009), rango en el que los factores de Lorentz y

por lo tanto las velocidades de eyección del flujo inicial chocan a lo largo del flujo en movimiento

con factores de Lorentz menores. Este rango de valores se utiliza en este trabajo para producir los

perfiles de densidad de masa, presión y velocidad.

Siguiendo el camino a las aplicaciones astrofı́sicas, se calcula la luminosidad, es decir, la densi-

dad de energı́a por unidad de volumen por unidad de tiempo, generada en la región de la superficie

de trabajo, suponiendo un proceso de enfriamiento de emisión radiativa eficiente no térmica, la
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energı́a puramente mecánica de la superficie de trabajo se libera en función del tiempo. A causa

de esto, es posible gráficar la luminosidad como función del tiempo llamada curva de luz, que pro-

porciona información sobre los parámetros hidrodinámicos iniciales que producen la formación de

la superficie de trabajo y por lo tanto, la liberación de esta energı́a que cambia respecto al tiempo.

Como muestra de esto, Cabrera et al. (2013) modela las curvas de luz generadas por los choques

internos del blazar PKS 1510-089 similares en forma como se muestra en la sección 4.9. En esta

misma sección se modelaron distintas curvas de luz con parámetros iniciales diferentes, conside-

rando el lı́mite de choque fuerte relativista, en donde la velocidad del flujo de eyección se supone

variable y periódica en el tiempo, mientras que la presión de eyección permanece constante. Como

resultado de esto la curva de luz crece de manera abrupta y por lo tanto la cantidad de lumino-

sidad radiada crece, conforme se va aumentando la velocidad de eyección inicial en un intervalo

de tiempo en unidades adimensionales. Una vez que esta energı́a sea completamente radiada, el

flujo relativista vuelve a su estado original. Además, puesto que las curvas de luz se encuentran en

unidades cgs, el rango de luminosidades que se obtienen es de entre 1042 a 1046 erg cm−3 s−1, el

cual es el rango tı́pico de emisión de los blazares (Romero et al., 2011, Ghisellini et al., 2017).

Se concluye que el modelo analı́tico presentado en este trabajo es el más completo y más sim-

ple matemáticamente, dado que solo se requieren las expresiones (7.44), (7.45) y las contenidas

en (7.46) para describir a la superficie de trabajo de manera hidrodinámica. Además, el modelo de

superficie de trabajo descrito por Landau & Lifshitz (1987) y que es extendido a la parte relativista

en la sección 3.5 es fundamental para obtener las condiciones de salto en las cantidades hidro-

dinámicas entre la onda de choque delantera y la onda de choque de reversa, ası́ como a través de

la discontinuidad de contacto, puesto que la superficie de trabajo se trata como un sistema unido,

es decir, la evolución temporal y espacial de una de las discontinuidades depende de la evolución

temporal y espacial de las otras dos discontinuidades, por lo tanto las condiciones de salto de la

onda de choque delantera dadas por las ecuaciones (7.31), (7.34), (7.35) y la segunda expresión

en (7.46) son distintas a las condiciones de salto de la onda de choque de reversa dadas por las

ecuaciones (7.24), (7.25), (7.26) y la primera expresión en (7.46).

Mientras que el modelo como el de Martı́ & Müller (1994), que no muestra explı́citamente

como se obtiene el valor de la presión dentro de la superficie de trabajo, o el modelo analı́tico de

Uhm (2011) en donde las condiciones de salto a través de una onda de choque que se obtienen en

Beloborodov & Uhm (2006), se utilizan para las dos ondas de choque, la delantera y la de reversa

que forman la estructura de dos ondas de choque separadas por una discontinuidad de contacto. Esto

se interpreta como si ambas ondas de choque son estacionarias en un mismo sistema de referencia
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debido a que las condiciones de salto de Beloborodov & Uhm (2006) se obtienen en el sistema de

referencia en donde la onda de choque se encuentra en reposo.





Apéndice 1

.1. Relaciones útiles de factores de Lorentz en relatividad especial.

En esta sección, mostraremos como obtener un conjunto de útiles formulas en el cual los fac-

tores de Lorentz en distintos sistemas de referencia pueden relacionarse unos a otros para los casos

en donde las velocidades son ultra-relativistas.

Teorema 1 Sı́ v1 y v2 son dos velocidades completamente arbitrarias que satisfacen la regla de

adición de velocidades:

v2 ± v1 =
v2 ± v1

1± v2v1

, (1.1)

entonces el factor de Lorentz asociado a esta transformación es:

Γ2
v2±v1

= Γ2
1Γ2

2(1± v2v1)
2. (1.2)

La demostración a esta propiedad es como sigue:

Γ2
v2±v1

=
1

1−
(

v2±v1

1±v2v1

)2
,

=
(1± v2v1)

2

(1± v2v1)2 − (v2 ± v1)2
,

=
(1± v2v1)

2

1+ v2
2v2

1 − v2
2 − v2

1

,

=
(1± v2v1)

2

(1− v2
1)(1− v2

2)
,
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donde

Γ2
1 =

1

1− v2
1

, Γ2
2 =

1

1− v2
2

,

por lo tanto se llega al resultado (1.2). De la relación (1.2) se pueden obtener propiedades impor-

tantes sobre los factores de Lorentz:

Teorema 2 Supongamos que Γ1 ≫ 1 y Γ2 ≫ 1, es decir, v1,2 = 1−ε1,2, con ε1,2 ≪ 1 perturbaciones

pequeñas que cumplen que v1 y v2 son ultra-relativistas, entonces

Γ1,2 =
1√

2
√

ε1,2

, (1.3)

y con la relación (1.2) se cumple que:

Γv2⊕v1
= 2Γ1Γ2 −

1

2

(

Γ2

Γ1

+
Γ1

Γ2

)

,

Γv2⊖v1
=

1

2

(

Γ2

Γ1

+
Γ1

Γ2

)

. (1.4)

Procedemos con la ecuación (1.2) sin cuadrados:

Γv2±v1
= Γ1Γ2 (1± (1− ε1)(1− ε2)) ,

= Γ1Γ2 (1±1∓ (ε1 + ε2)± ε1ε2) ,

= Γ1Γ2







2− (ε1 + ε2)+ ε1ε2 signo +,

ε1 + ε2 − ε1ε2 signo -,

= Γ1Γ2







2− 1
2
(Γ−2

1 +Γ−2
2 )+ 1

4
Γ−2

1 Γ−2
2 signo +,

1
2
(Γ−2

1 +Γ−2
2 )− 1

4
Γ−2

1 Γ−2
2 signo -,

=







2Γ1Γ2 − 1
2

(

Γ2

Γ1
+ Γ1

Γ2

)

signo +, a orden O(Γ−4),

1
2

(

Γ2

Γ1
+ Γ1

Γ2

)

signo -, a orden O(Γ−4),

por lo tanto se llegan a los resultados (1.4) de los factores de Lorentz asociados a la adición y

sustracción de velocidades.

Como consecuencia directa se encuentra que:
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Corolario 1 La suma de los factores de Lorentz de (1.4) es de la forma:

Γv2⊕v1
+Γv2⊖v1

= 2Γ1Γ2. (1.5)

Prosigamos ahora con otra propiedad, partiendo nuevamente con la relación (1.2)

Γ2
v2±v1

= Γ2
1Γ2

2(1± v2v1)
2,

= Γ2
1Γ2

2







(2− ε1 + ε2)
2 signo +,

(ε1 + ε2)
2 signo -,

≈ Γ2
1Γ2

2







4(1− (ε1 + ε2)) signo +,

ε2
1 + ε2

2 +2ε1ε2 signo -,

≈ Γ2
1Γ2

2







4(1− (Γ−2
1 +Γ−2

2 ) signo +,

1
4
(Γ−4

1 +Γ−4
2 )+ 1

2
Γ−2

1 Γ−2
2 signo -,

≈







4Γ2
1Γ2

2 signo +,

1
4

(

Γ2
2

Γ2
1

+
Γ2

1

Γ2
2

)

+ 1
2

signo -,

por lo tanto resulta que:

Γ2
v2⊕v1

= 4Γ2
1Γ2

2, (1.6)

Γ2
v2⊖v1

=
1

2
+

1

4

(

Γ2
2

Γ2
1

+
Γ2

1

Γ2
2

)

(1.7)

Para finalizar esta sección consideremos que alguna de las dos velocidades en (1.2) sigue siendo

arbitraria. La siguiente identidad resulta de utilidad para esta situación.

Teorema 3 Sea v2 < 1 (sin perdida de generalidad), y sea v1 ultra-relativista, es posible conside-

rar que:

v1 = 1− 1

2Γ2
1

, (1.8)

esto implica que:

Γ2
v1±v2

= Γ2
1Γ2

2(1± v2)
2 para Γ1 ≫ 1 & v2 < 1. (1.9)



58 APÉNDICE 1

Demostración:

Γ2
v1±v2

= Γ2
1Γ2

2(1± v1v2)
2,

= Γ2
1Γ2

2

(

1± v2

[

1− 1

2Γ2
1

])2

,

= Γ2
1Γ2

2

(

1± v2 ∓
v2

2Γ2
1

)2

,

= Γ2
1Γ2

2

(

(1± v2)
2 ∓ (1± v2)v2

Γ2
1

+ ...

)

,

≈ Γ2
1Γ2

2(1± v2)
2.

De aquı́ se sigue entonces el resultado (1.9). La idea de (1.9) es que v2 es una velocidad arbitraria

y no necesariamente debe ser ultra-relativista como la velocidad v1.



Apéndice 2: Relaciones hidrodinámicas

entre los estados pre-choque y

post-choque

.2. Hidrodinámica relativista

Condiciones de salto de Taub en hidrodinámica relativista

[nα ] = [nuα ] = 0, (2.1)

[T xx] = [ω(ux)2 + p] = 0, (2.2)

c[T 0x] = c[ωu0ux] = 0, (2.3)

ya que uµ = (Γ,Γv/c), entonces ux = Γvx/c, u0 = Γ, con Γ = 1/(1−v2/c2)1/2. Expandiendo estas

últimas relaciones

1

c
[nΓvx] = 0, (2.4)

[
ωΓ2v2

c2
+ p] = 0, (2.5)

1

c
[ωΓ2vx] = 0. (2.6)
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esto es:

n1Γ1v1 = n2Γ2v2 := j, (2.7)

ω1Γ2
1v2

1

c2
+ p1 =

ω2Γ2
2v2

2

c2
+ p2, (2.8)

ω1Γ2
1v1 = ω2Γ2

2v2. (2.9)

donde los subı́ndices 1 y 2 denotan el estado del material pre-choque y post-choque respectivamen-

te. El salto en la conservación de masa (3.7) implica:

v1 =
j

Γ1

V1, (2.10)

v2 =
j

Γ2

V2, (2.11)

donde V1 = 1/n1 y V2 = 1/n2 es el volumen por partı́cula.† Sustituyendo estas relaciones en la

ecuación de conservación del momento:

ω1 j2V 2
1

Γ2
1

Γ2
1

c2
+ p1 =

ω2 j2V 2
2

Γ2
2

Γ2
2

c2
+ p2, (2.12)

j2

(

ω1V 2
1

c2
− ω2V

2
2

c2

)

, (2.13)

por tanto

j2 =
c2(p2 − p1)

ω1V
2

1 −ω2V
2
2

. (2.14)

Por otro lado del salto en la ecuación de conservación de energı́a y de (2.11) se obtiene

ω2
1V 2

1 Γ2
1 = ω2

2V 2
2 Γ2

2, (2.15)

además de (2.11)

v2
1 =

j2V 2
1

Γ2
1

, (2.16)

† No es el volumen por unidad de masa, además j difiere aquı́ de un factor de masa m.
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y de la definición del factor de Lorentz

Γ2
1 =

1

1− v2
1

c2

, (2.17)

Γ2
1 =

1

1− j2V 2
1

Γ2
1c2

, (2.18)

Γ2
1 =

Γ2
1

Γ2
1 −

j2V 2
1

c2

, (2.19)

Γ2
1 −

j2V 2
1

c2
= 1, (2.20)

por lo tanto se obtiene que:

Γ2
1 = 1+

j2V 2
1

c2
, ası́ como también Γ2

2 = 1+
j2V 2

2

c2
. (2.21)

sustituyendo (2.21) en (2.15)

ω2
1V 2

1

(

1+
j2V 2

1

c2

)

= ω2
2V 2

2

(

1+
j2V 2

2

c2

)

, (2.22)

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 + j2

(

ω2
1V 4

1

c2
− ω2

2V 4
2

c2

)

= 0, (2.23)

sustituyendo la relación (2.14) en esta ultima ecuación

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 +
c2(p2 − p1)

ω1V 2
1 −ω2V

2
2

(

ω2
1V 4

1

c2
− ω2

2V 4
2

c2

)

= 0, (2.24)

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 +
(p2 − p1)

ω1V 2
1 −ω2V

2
2

(

ω2
1V 4

1 −ω2
2V 4

2

)

= 0, (2.25)

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 +
(p2 − p1)

ω1V 2
1 −ω2V

2
2

(

ω1V 2
1 −ω2V

2
2

)

(ω1V 2
1 +ω2V

2
2 ) = 0, (2.26)

se llega al importante resultado mostrado por H. Taub (1948):

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 +(p2 − p1)(ω1V 2
1 +ω2V

2
2 ) = 0, (2.27)

la cual es conocida como la adiabática de Taub. Una manera de ver esta función es en el plano
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pc2 vs ωV que se muestra en la figura 3.2, ya que en la ecuación (2.14) j2 es la pendiente en las

coordenadas elegidas desde el estado 1 al estado 2.

Para poder obtener una relación que describa los saltos en las densidades a través de una onda

de choque, se parte de la adiabática de Taub (2.27), ya que contiene toda la información de las

condiciones de salto de las ecuaciones conservativas relativistas. Si la entalpı́a especı́fica por unidad

de volumen es (Landau & Lifshitz, 1987):

ω =
κ p

κ −1
, (2.28)

entonces, para un gas politropo relativista κ = 4/3, esto implica que ω = 4p, por lo que la adiabáti-

ca de Taub se convierte en:

42 p2
1V 2

1 −42 p2
2V

2
2 +(p2 − p1)

(

4p1V 2
1 +4p2V

2
2

)

= 0, (2.29)

la cual puede ser resuelta para V2 (ρ2) fijando los parámetros V1 (ρ1), p2 y p1. Se reescribe la

ecuación (2.29) en términos de densidad de masa, siendo V = 1/ρ

4
p2

1

ρ2
1

−4
p2

2

ρ2
2

+(p2 − p1)

(

p1

ρ2
1

+
p2

ρ2
2

)

= 0, (2.30)

sean

α1 = 4
p2

1

ρ2
1

, α2 =
p1

ρ2
1

, (2.31)

se multiplica (2.30) por ρ2
2 , y se agrupan términos de la manera siguiente:



.2 HIDRODINÁMICA RELATIVISTA 63

α1ρ2
2 −4p2

2 +(p2 − p1)(α2ρ2
2 + p2) = 0, (2.32)

ρ2
2 (α1 +α2(p2 − p1)) = 4p2

2 − (p2 − p1)p2, (2.33)

ρ2
2 (α1 +α2(p2 − p1)) = p2(3p2 − p1), (2.34)

ρ2
2 =

p2(3p2 − p1)

α1 +α2(p2 − p1)
, (2.35)

ρ2
2 =

p2(3p2 − p1)

4
p2

1

ρ2
1

+ p1

ρ2
1

(p2 − p1)
, (2.36)

ρ2
2 =

p2(3p2 − p1)
p1

ρ1
(3p1 + p2)

, (2.37)

ρ2
2

ρ2
1

=
p2

p1

(

3
p2

p1
−1

3+ p2

p1

)

, (2.38)

por lo tanto

ρ2

ρ1

=

√

√

√

√

p2

p1

(

3
p2

p1
−1

3+ p2

p1

)

, (2.39)

y en el caso en el que p2 >> p1, el cociente de densidades tiende a
√

3p2/p1.

Demostración de las ecuaciones (3.8)

Ahora, del salto en la conservación del momento

ω1Γ2
1v2

1

c2
+ p1 =

ω2Γ2
2v2

2

c2
+ p2, (2.40)
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sea v/c = tgh(φ), entonces†

Γ =
1

(1− v2

c2 )1/2
, (2.41)

Γ =
1

(1− tgh2φ)1/2
, (2.42)

Γ =
1

(1− sh2φ
ch2φ

)1/2
, (2.43)

Γ = chφ (2.44)

entonces las ecuaciones (2.15) y (2.40) se convierten en

ω1ch2φ1tgh2φ1 + p1 = ω2ch2φ2tgh2φ2 + p2, (2.45)

ω1tghφ1ch2φ1 = ω2tghφ2ch2φ2, (2.46)

esto implica:

ω1sh2φ1 + p1 = ω2sh2φ2 + p2, (2.47)

ω1shφ1chφ1 = ω2shφ2chφ2, (2.48)

tomando el cuadrado de (2.48):

ω2
1 sh2φ1ch2φ1 = ω2

2 sh2φ2ch2φ2 = ω2
2 sh2φ2(1+ sh2φ2), (2.49)

esto implica

sh4φ2 + sh2φ2 −
ω2

1

ω2
2

sh2φ1ch2φ1 = 0. (2.50)

un camino es resolver esta ultima expresión para sh2φ y sustituir en (2.47), esto es:

sh2φ2 =
1

2

(

−1+

√

1+4
ω2

1

ω2
2

sh2φ1ch2φ1

)

, (2.51)

† Se utilizara la notación tghφ = tangh(φ), shφ = sinh(φ) y chφ = cosh(φ).
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entonces

ω1sh2φ1 + p1 =
ω2

2

(

−1+

√

1+4
ω2

1

ω2
2

sh2φ1ch2φ1

)

+ p2, (2.52)

ω1sh2φ1 +(p1 − p2)+
ω2

2
=

ω2

2

(
√

1+4
ω2

1

ω2
2

sh2φ1ch2φ1

)

, (2.53)

ω2
1 sh4φ1 +2ω1sh2φ1

(

(p1 − p2)+
ω2

2

)

+
(

(p1 − p2)+
ω2

2

)2

=
ω2

2

4

(

1+4
ω2

1

ω2
2

sh2φ1ch2φ1

)

,

(2.54)

ω2
1 sh2φ1(sh2φ1 − ch2φ1)+2ω1sh2φ1

(

(p1 − p2)+
ω2

2

)

+
(

(p1 − p2)+
ω2

2

)2

=
ω2

2

4
, (2.55)

−ω2
1 sh2φ1 +2ω1sh2φ1

(

(p1 − p2)+
ω2

2

)

+
(

(p1 − p2)+
ω2

2

)2

=
ω2

2

4
, (2.56)

ω1sh2φ1

(

(p1 − p2)

2
+ω2 −ω1

)

+(p1 − p2)
2 +ω2(p1 − p2) = 0, (2.57)

ya que ω1 = e1 + p1 y ω2 = e2 + p2, entonces:

(e1 + p1)sh2φ1 (2(p1 − p2)+ (e2 + p2)−ω1)+ (p1 − p2)
2 +(e2 + p2)(p1 − p2) = 0, (2.58)

(e1 + p1)sh2φ1 (2p1 − p2 + e2 −ω1)+ (p1 − p2)
2 +(e2 + p2)(p1 − p2) = 0, (2.59)

despejando sh2φ1 se tiene:

sh2φ1 =
(p1 − p2)

2 +(e2 + p2)(p1 − p2)

(e1 + p1)(2p1 − p2 + e2 −ω1)
=−1+ ch2φ1, (2.60)

por lo que

ch2φ1 =
(p1 − p2)

2 +(e2 + p2)(p1 − p2)+ (e1 + p1)(2p1 − p2 + e2 −ω1)

(e1 + p1)(2p1 − p2 + e2 −ω1)
, (2.61)

entonces

tgh2φ1 =
−(p1 − p2)

2 +(e2 + p2)(p2 − p1)

−(p1 − p2)2 +(e2 + p2)(p2 − p1)+ (e1 + p1)(2p1 − p2 + e2 −ω1)
=

N

D
, (2.62)
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simplifiquemos por separado N y D:

N = (p2 − p1)
2 +(e2 + p2)(p1 − p2), (2.63)

= (p2 − p1)(p1 − p2 +(e2 + p2)), (2.64)

= (p2 − p1)(p1 + e2). (2.65)

D =−(p1 − p2)
2 +(e2 + p2)(p2 − p1)+ (e1 + p1)(2p1 − p2 + e2 −ω1) , (2.66)

=−(p1 − p2)
2 +(e2 + p2)(p2 − p1)+ (e1 + p1)(p1 − p2 + e2 − e1) , (2.67)

= p2e2 − e1 p2 − e2
1 + e1e2, (2.68)

= e2(p2 + e1)− e1(p2 + e1), (2.69)

de esto se obtiene:

tgh2φ1 =
(p2 − p1)(e2 + p1)

(e2 − e1)(p2 + e1)
, (2.70)

y ya que tghφ1 = v1/c, por lo tanto

v1

c
=

√

(p2 − p1)(e2 + p1)

(e2 − e1)(p2 + e1)
. (2.71)

Para obtener tghφ2 basta con ver la simetrı́a del problema, si ahora resolvemos para sh4φ1 la

ecuación (2.50) se llega al resultado para v2, por lo tanto:

v2

c
=

√

(p2 − p1)(e1 + p2)

(e2 − e1)(p1 + e2)
. (2.72)

La velocidad relativa entre el gas en el estado 1 pre-choque y el estado 2 post-choque es:
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v12 =
v1 − v2

1− v1v2/c2
, (2.73)

= c

√

p2 − p1

e2 − e1

(√

e2 + p1

p2 + e1

−
√

e1 + p2

p1 + e2

)

(

1

1− p2−p1

e2−e1

)

, (2.74)

= c

√

p2 − p1

e2 − e1





p1 − p2 + e2 − e1
√

p2+e1

p1+e2





( √
e2 − e1

e2 − e1 + p1 − p2

)

, (2.75)

(2.76)

ası́,

v12 = c

√

(p2 − p1)(e2 − e1)

(p2 + e1)(p1 + e2)
. (2.77)

mientras que al multiplicar v1v2 se obtiene:

v1v2 = c2

√

(p2 − p1)(e2 + p1)

(e2 − e1)(p2 + e1)

√

(p2 − p1)(e1 + p2)

(e2 − e1)(p1 + e2)
, (2.78)

= c2 (p2 − p1)

(e2 − e1)
. (2.79)

.3. Lı́mites clásicos.

Para llegar a la convergencia de los resultados anteriores con la hidrodinámica no-relativista,

los limites en las velocidades deben ser v ≪ c y en la energı́a por unidad de volumen se debe

cumplir que p ≪ e, de esta forma e → mc2 = mc2/V , ası́ la ecuación (2.14) tiende a:

j2 =
c2(p2 − p1)

V 2
1 (e1 + p1)−V 2

2 (e2 + p2)
→ c2(p2 − p1)

mc2(V1 −V2)
, (3.1)

por tanto†

j2 → p2 − p1

m(V1 −V2)
. (3.2)

† V →V m y j → j/m.
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En este limite la ecuación (2.77) es:

v12 → c

√

√

√

√

(p2 − p1)mc2( 1
V2
− 1

V1
)

m2c4

V1V2

, (3.3)

de tal forma que

v12 → v1 − v2 =
√

(p2 − p1)(V1 −V2)/m. (3.4)

También, de la adiabática de Taub (3.7)

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 +(p2 − p1)(ω1V 2
1 +ω2V

2
2 ) = 0, (3.5)

en el limite no-relativista ωV → mc2+m(ε +V p) = mc2+ωnr, con ε la energı́a interna por unidad

de masa y ωnr la función de calor por unidad de masa entonces, la adiabática de Taub en este limite

es:

(mc2 +mωnr1)
2 − (mc2 +mωnr2)

2 +(p2 − p1)[(mc2 +mωnr1)V1 +(mc2 +mωnr2)V2] = 0, (3.6)

ahora, ωnr, p y V son cantidades de primer orden, entonces, mantenemos términos de este orden y

despreciamos los términos de mayor orden,

2m2(ωnr1 −ωnr2)+mc2(p2 − p1)(V1 −V2) (3.7)

por lo tanto en el limite no-relativista:

(ωnr1 −ωnr2)+
1

2m
(p2 − p1)(V1 +V2) = 0, (3.8)

el cual es la adiabática de Hugoniot (choque adiabático).

.4. Caso ultra-relativista.

Utilizamos ahora la ecuación de estado para un gas ultra-relativista, esta es conocida como la

ecuación de estado de Bondi-Wheeler p = e/3, sustituyendo esta expresión en la relación (2.71)
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v1

c
=

√

(

e2

3
− e1

3

)(

e2 +
e1

3

)

(e2 − e1)(e1 +
e2

3
)
, (4.1)

=

√

1

3

(3e2 + e1)(e2 − e1)

(3e1 + e2)(e2 − e1)
, (4.2)

por tanto se obtiene para v1/c y por simetrı́a, también para v2/c:

v1

c
=

√

3e2 + e1

3(3e1 + e2)
,

v2

c
=

√

3e1 + e2

3(3e2 + e1)
. (4.3)

que al sustituir la ecuación de estado ultra-relativista p = e/3 la multiplicación entre v1v2 de la

ecuación (2.79) es por lo tanto:

v1v2 =
c2

3
. (4.4)

Mientras que cuando el choque es fuerte, es decir, e2 → ∞ entonces v1 → c y v2 → c/3 (Landau &

Lifshitz, 1987).

.5. Ondas de choque relativistas débiles.

La discontinuidad en la entropı́a a través de una onda de choque es de tercer orden en la dis-

continuidad de presión, es decir, (Khalatnikov, 1954):

σ2 −σ1 =
1

12

(

1

ωV 2T

(

∂ 2(ωV 2)

∂ p2

)

ad

)

(p2 − p1)
3, (5.1)

Dado que en la discontinuidad debe cumplirse que

σ2 > σ1, (5.2)

si la onda de choque es compresible (p2 > p1), entonces

(

∂ 2(ωV 2)

∂ p2

)

ad

> 0, (5.3)
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el cual es la generalización de la condición no-relativista. Para entender (5.1), sea

dε = T ds− pdV, (5.4)

d(ε + pV ) = T ds+V dp, (5.5)

d(W ) = T ds+V dp, (5.6)

(5.7)

donde W = ε + pV =V ω y si s =V σ

d(V ω) = T d(σV )+V dp, (5.8)

entonces para un proceso adiabático d(ωV ) =V dp, además:

(

∂ (ωV 2)

∂ p

)

σV

=V

(

∂ (ωV )

∂ p

)

σV

+ωV

(

∂V

∂ p

)

σV

(

∂ 2(ωV 2)

∂ p2

)

σV

, (5.9)

=

(

∂V

∂ p

)

σV

(

∂ (ωV )

∂ p

)

σV

+V

(

∂ 2(ωV )

∂ p2

)

σV

+

(

∂ (ωV )

∂ p

)

σV

(

∂V

∂ p

)

σV

(5.10)

+ωV

(

∂ 2V

∂ p2

)

σV

, (5.11)

(5.12)

para un proceso adiabático

d(ωV ) =V dp, (5.13)
(

∂ (ωV )

∂ p

)

ad

=V, (5.14)

(

∂ 2(ωV )

∂ p2

)

ad

=

(

∂V

∂ p

)

ad

, (5.15)

entonces
(

∂ (ωV 2)

∂ p

)

σV

= 3V

(

∂V

∂ p

)

ad

+ωV

(

∂ 2V

∂ p2

)

ad

> 0, (5.16)

si y solo si

(

∂ 2V

∂ p2

)

ad

>− 3

ω

(

∂V

∂ p

)

ad

(5.17)
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en el limite no-relativista, necesariamente

1

ω

(

∂V

∂ p

)

ad

→ 0, (5.18)

entonces†
(

∂ 2V

∂ p2

)

ad

> 0. (5.19)

Ahora, para un choque compresible, se cumple que:

p2 > p1, (5.20)

de la ecuación (2.14) y (3.7), se obtiene

ω1V 2
1 −ω2V

2
2 > 0, (5.21)

ω2
1V 2

1 −ω2
2V 2

2 < 0, (5.22)

el cual implica necesariamente que:

ω1V 2
1 > ω2V 2

2 , (5.23)

ω1V1 < ω2V2, (5.24)

se sigue entonces la serie de desigualdades:

V1 >
ω1V 2

1

ω1V1

>
ω2V

2
2

ω1V1

>
ω2V 2

2

ω2V2

>V2, (5.25)

por lo tanto

V1 >V2. (5.26)

Esto es, el volumen a través de la onda de choque debe decrecer más rápidamente que el incremento

de ωV para que se cumpla la desigualdad ω1V1 < ω2V2.

† Cuidado: la ecuación (5.18) no es un caso limite solo es una sustitución, ya que ∂ 2V/∂ p2
ad > 3/ω |∂V/∂ p|ad > 0,

si y solo si −∂V/∂ p es compresible adiabático como usualmente sucede.
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Por otro lado, para ondas de choque débiles, a primera aproximación las velocidades v1 y v2

deben aproximarse a primer orden a la velocidad del sonido del medio, esto es:

v1

c
=

√

(p2 − p1)(e2 + p1)

(e2 − e1)(p2 + e1)

e2−e1→0−−−−−→
p2−p1→0

√

∂ p

∂e ad
, (5.27)

v2

c
=

√

(p2 − p1)(e1 + p2)

(e2 − e1)(p1 + e2)

e2−e1→0−−−−−→
p2−p1→0

√

dp

de ad
.† (5.28)

Dadas las desigualdades de (5.20) y (5.24), la relación (2.14)

j2 =
c2(p2 − p1)

ω1V
2

1 −ω2V
2
2

, (5.29)

cuando p2 → p1 y ω2V
2

2 → ω1V
2

1 se convierte en el limite

j2 →− ∂ pc2

∂ωV 2
. (5.30)

Supongamos que

j2 >− ∂ (pc2)

∂ (ωV 2)
, (5.31)

entonces

j2 =
v2

1Γ2
1

V 2
1

>− ∂ (pc2)

∂ (ωV 2)
, (5.32)

(v1

c

)2

Γ2
1 >−V 2

1

∂ p

∂ (ωV 2)
, (5.33)

tgh2φ1ch2φ1 >−V 2
1

∂ p

∂ (ωV 2)
, (5.34)

sh2φ1 >−V 2
1

∂ p

∂ (ωV 2)
, (5.35)

† Vease Thorne, 1973, para una prueba más formal.
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y

sh2φ1 = 1+ ch2φ1 >−V 2
1

∂ p

∂ (ωV 2)
, (5.36)

ch2φ1 >−V 2
1

∂ p

∂ (ωV 2)
+1, (5.37)

−ch2φ1 <V 2
1

∂ p

∂ (ωV 2)
−1, (5.38)

− 1

ch2φ1

>
1

V 2
1

∂ p

∂ (ωV 2)
−1

, (5.39)

del cual se puede obtener

(v1

c

)2

= tgh2φ1 =
sh2φ1

ch2φ1

>− V 2
1

ch2φ1

∂ p

∂ (ωV 2)
>

∂ p

∂ (ωV 2)

V 2
1 ∂ p

∂ (ωV2)
−1

, (5.40)

Para un choque adiabático, tenemos que

d(ωV ) =V dp, (5.41)

∂ (ωV )

∂ p
=V, (5.42)

además:

1

V 2
1

∂ (ωV 2)

∂ p

∣

∣

ad
=

1

V 2
1

[

V1
∂ (ωV 2)

∂ p

∣

∣

ad
+ωV1

∂ (ωV 2
1 )

∂ p

∣

∣

ad

]

, (5.43)

=
1

V 2
1

[

V 2
1 +ωV1

∂ (ωV 2)

∂ p

∣

∣

ad

]

, (5.44)

= 1+
ω

V1

∂ (ωV 2)

∂ p

∣

∣

ad
, (5.45)

−ω

V1

∂ (ωV 2)

∂ p

∣

∣

ad
= 1− 1

V 2
1

∂ (ωV 2)

∂ p

∣

∣

ad
, (5.46)

sustituyendo esta ultima relación en la ecuación (5.40)
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v2
1

c2
>− 1

ω
V1

∂ (ωV 2)
∂ p

∣

∣

ad

, (5.47)

v2
1

c2
>−V1

ω

∂ p

∂V

∣

∣

ad
, (5.48)

pero

d(eV )|ad =−pdV, (5.49)

de|ad =
1

V
(−edV − pdV ), (5.50)

de|ad =−ω

V
dV, (5.51)

por lo que la desigualdad (5.48) se convierte en

v2
1

c2
>

V1

ω1

ω1

V1

∂ p

∂e

∣

∣

ad
=

∂ p

∂e

∣

∣

ad
, (5.52)

v2
1 > c2 ∂ p

∂e

∣

∣

ad
= c2

s1. (5.53)

por lo tanto la velocidad pre-choque debe ser mayor a la velocidad del sonido cs1 pre-choque, es

decir:

v1 > cs1. (5.54)

Si ahora suponemos que

j2 <− ∂ (pc2)

∂ (ωV 2)
, (5.55)

entonces, mediante un análisis análogo al anterior, la velocidad post-choque v2 debe ser menor que

la velocidad del sonido post-choque cs2

v2 < cs2. (5.56)

Ambas desigualdades resultantes (5.54) y (5.56) son los mismo resultados que se obtienen para

ondas de choque en hidrodinámica no-relativista.
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.6. Invariantes de Riemann

A partir de la ecuación de continuidad

∂

∂ t
(Γρ)+

∂

∂x
(Γρvx) = 0, (6.1)

que en su forma extendida es de la forma

∂

∂ t







ρ
(

1− v2

c2

)1/2






+

∂

∂x







ρvx

(

1− v2

c2

)1/2






= 0, (6.2)

derivando la relación (6.2) se obtiene:

1
(

1− v2

c2

)1/2

∂ρ

∂ t
+

ρ
(

1− v2

c2

)3/2

vx

c2

dvx

dt
+

vx

(

1− v2

c2

)1/2

∂ρ

∂x
+

ρ
(

1− v2

c2

)1/2

∂vx

∂x
+

ρvx

(

1− v2

c2

)3/2

vx

c2

∂vx

∂x
= 0,

(6.3)

multiplicando la ecuación (6.3) por (1− v2/c2)3/2:

(

1− v2

c2

)[

∂ρ

∂ t
+ vx ∂ρ

∂x
+ρ

∂vx

∂x

]

+ρ
vx

c2

[

vx ∂vx

∂x
+

∂vx

∂ t

]

= 0, (6.4)

donde el tercer y cuarto término se transforman en:

(

1− v2

c2

)

ρ
∂vx

∂x
+ρ

v2

c2

∂vx

∂x
= ρ

[

1− v2

c2
+

v2

c2

]

∂vx

∂x
, (6.5)

= ρ
∂vx

∂x
, (6.6)

entonces la ecuación (6.4) se reduce a

(

1− v2

c2

)[

∂ρ

∂ t
+ vx ∂ρ

∂x

]

+ρ

[

1

c2

∂vx

∂x
+ vx ∂vx

∂ t

]

= 0, (6.7)

(

1− v2

c2

)[

1

ρ

cs

c2

∂ρ

∂ t
+

vx

c2

cs

ρ

∂ρ

∂x

]

+
cs

c2

[

1

c2

∂vx

∂x
+ vx ∂vx

∂ t

]

= 0, (6.8)

si se define la cantidad auxiliar:
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α :=
cs

c
:=

(

∂ p

∂e

)1/2

σ

, (6.9)

φ :=
1

c

∫

cs

ρ
dρ , (6.10)

se obtiene por lo tanto:

(

1− v2

c2

){

1

c

∂φ

∂ t
+

vx

c

∂φ

∂x

}

+
α

c

{

vx

c2

∂vx

∂ t
+

∂vx

∂x

}

= 0. (6.11)

Análogamente a este procedimiento, la ecuación de momento lineal en la componente x

1

c2

∂

∂ t

(

ωvxΓ2
)

+
∂

∂x

(

ωv2Γ2

c2
− p

)

= 0 (6.12)

se transforma en:

α

(

1− v2

c2

){

vx

c2

∂φ

∂ t
+

∂φ

∂x

}

+
1

c2

∂vx

∂ t
+

vx

c2

∂vx

∂x
= 0. (6.13)

Si sumamos (6.11) y (6.13) se obtiene

D+

(

vx

c

)

+

(

1− v2

c2

)

D+φ = 0, (6.14)

donde

D+ f :=

(

1+α
vx

c

)

1

c

∂ f

∂ t
+

(

α +
vx

c

)

∂ f

∂x
, (6.15)

mientras que si se restan las ecuaciones (6.11) y (6.13) se obtiene:

D−

(

vx

c

)

−
(

1− v2

c2

)

D−φ = 0, (6.16)

donde

D− f :=

(

1−α
vx

c

)

1

c

∂ f

∂ t
−
(

α − vx

c

)

∂ f

∂x
, (6.17)

para cualquier función f (t,x). Una identidad útil del operador D es la siguiente:
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D± ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

=

(

1±α
vx

c

)

1

c

∂

∂ t
ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

±
(

α ± vx

c

)

∂

∂x
ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

,

(6.18)

donde se deduce que para xµ = (t,x):

∂

∂xµ
ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

=
∂

∂xµ

1

2
[ln(1+ vx/c)− ln(1− vx/c)] , (6.19)

=
1

2

[

1

1+ vx/c

∂

∂xµ

vx

c
+

1

1− vx/c

∂

∂xµ

vx

c

]

, (6.20)

=
1

2

1+ vx/c+1− vx/c

1− v2/c2

∂

∂xµ

vx

c
, (6.21)

=
1

1− v2/c2

∂

∂xµ

vx

c
, (6.22)

por lo que este resultado implica que

D± ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

=
D±
(

vx

c

)

1− v2/c2
. (6.23)

La definición (6.17) se aplica a la función f = vx/c, de tal forma que el primer término de

las ecuaciones (6.14) y (6.16) se multiplican por un factor (1− v2/c2)/(1− v2/c2), entonces de la

relación (6.23) se obtiene por tanto:

(

1− v2/c2
)

D±

{

ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

±φ

}

= 0. (6.24)

Si se definen los invariantes de Riemann como:

J± := φ ± ln

(

1+ vx/c

1− vx/c

)1/2

, (6.25)

la ecuación (6.24) es de la forma:

(

1− v2/c2
)

[(

1±α
vx

c

)

1

c

∂

∂ t
±
(

α ± vx

c

)

∂

∂x

]

J± = 0. (6.26)
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.7. Luminosidad en unidades cgs

Sı́ la densidad de energı́a total eT es de la forma

eT (t) = ek3(t)+ ek3′(t), (7.1)

entonces la energı́a total ET es de la forma

ET (t) = m

(

ek3(t)

ρ3(t)
+

ek3′(t)

ρ3′(t)

)

, (7.2)

donde m es la masa de las partı́culas que se consideren y ρ = mn, con n el número de partı́culas por

unidad de volumen. Por tanto la luminosidad en unidades de erg s−1 esta dado por L :=−dET/dt.

Si se considera una velocidad de inyección variable dada por la ecuación (9.4), entonces con ayuda

del software Maxima (CAS) se obtiene:

L(t)=-m*((2^(3/2)*vj11*(1-vj2^2)^(3/4)*w*sqrt(pj1)*sqrt(pj2)*

cos(w*t)*(1-(vj11*sin(w*t)+vj10)^2)^(1/4))/(3*(pj1/pj2)^(1/4)

*rj2*((-vj11*sin(w*t))-vj10+1)^2*sqrt((1-vj2^2)/((-vj11*

sin(w*t))-vj10+1)))+(2^(3/2)*vj11*(1-vj2^2)^(3/4)*w*

sqrt(pj1)*sqrt(pj2)*cos(w*t)*(1-(vj11*sin(w*t)+vj10)^2)^(1/4))/

(3*(pj2/pj1)^(1/4)*rj1*((-vj11*sin(w*t))-vj10+1)^2*

sqrt((1-vj2^2)/((-vj11*sin(w*t))-vj10+1)))-(2^(3/2)*vj11*

w*sqrt(pj1)*sqrt(pj2)*cos(w*t)*(vj11*sin(w*t)+vj10)*

sqrt((1-vj2^2)/((-vj11*sin(w*t))-vj10+1)))/(3*(1-vj2^2)^(1/4)*

(pj1/pj2)^(1/4)*rj2*(1-(vj11*sin(w*t)+vj10)^2)^(3/4))-(2^(3/2)*vj11*

w*sqrt(pj1)*sqrt(pj2)*cos(w*t)*(vj11*sin(w*t)+vj10)*

sqrt((1-vj2^2)/((-vj11*sin(w*t))-vj10+1)))/(3*

(1-vj2^2)^(1/4)*(pj2/pj1)^(1/4)*rj1*(1-(vj11*sin(w*t)+

vj10)^2)^(3/4))),

donde rj1= ρ j1, pj1= p j1, vj11= v j1, vj10= v j10, rj2= ρ j2, pj2= p j2 y vj2= v j2.
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