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INTRODUCCION 

En los últimos años se ha enfocada el estudio de la 

matriz S relativista desde un punto de vista que pone gran 

énfasis en la conexión con la teoría de la representación de 

los grupos y el análisis armónico de funciones sobre grupos. 

El propósito de este trabajo es el de demostrar como es posi

ble un enfoque semejante para la matriz S no-relativista, de 

este modo se pone de manifiesto la simetría gali1eana de los 

problemas no-relativistas y en particulay, se muestra en este 

trabajo que el concepto de desarrollo en ondas parciales se 

generaliza fácilmente de manera que un desarrollo en ondas par

ciales generalizado es un análisis armónico sobre un grupo de 

simetrias. La amplitud de dispersión y la amplitud de ondas 

parciales resultan ser transformadas integrales una de otra, 

la función que actúa como núcleo (Kernel) de la transformación 

es un elemento de matriz de un operador del grupo de simetrias 

en una representación apropiada. Los desarrollos obtenidos en 

este trabajo aparecen como sumas o integrales múltiples a dife

rencia de los que se usan comunmente que son sumas o integrales 

simples. Estos son casos particulares de los aquí obtenidos. 

El material se distribuye por capítulos y secciones de 

la manera siguiente: 
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En el capítulo 1 se introducen los conceptos básicos de opera

dor de dispersión o matriz S, la sección eficaz diferencial, 

se discuten los diversos marcos de referencia así como las 

transformaciones de Galileo que permiten pasar de un marco de 

referencia a otro, finalmente se plantea el problema cuya so

lución es tema de esta tesis. 

En el Capítulo I1, se introduce la noción de grupo de 

Galileo y su algebra de Lie, grupo de Euclides y varias cade

nas de subgrupos de éste, se hace una clasificación sistemáti

ca de las algebras y subalgebras del grupo de Euclides, también 

se determinan las bases de funciones del espacio de Hilbert 

apropiados para la descripción de las colisiones de dos partí

culas sin Spin con ayuda de los operadores invariantes del gru

po de Euclides. 

En el capítulo 111 se muestra la amplitud de dispersión 

como una función de punto en el espacio de momentos, se definen 

las variables invariantes de Galileo y se encuentran las rela

ciones de estas con las variables comunmente usadas. Con ayu

da de las bases definidas en el capítulo II se hace e·l análisis 

de Fourier de la amplitud de dispersión sobre las cadenas de 

grupos E (3) ;:) O ( 3) :::J O (2), E ( 3) ::; E ( 2) x T.L ::) O ( 2) x T.L Y 

se muestra que en el primer caso se obtiene el desarrollo gene

ralizado en ondas parciales, en el segundo caso se obtienen dos 

desarrollos uno de los cuales es una generalización del desarro

llo iconal (Eikonal) del parámetro de impacto 5,10,16) salvo que 
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él aquí encontrado es exacto yno está restringido a valores 

de la energía grandes y valores del momento transferido peque-

ños. 

El otro desarrollo cilíndrico es relativamente novedo-

so y es también un desarrollo iconal en el que el eje de sime-
..., 

tría es el momento transferido ~ , que es un invariante de 

Galileo, es también exacto es .decir válido para energías y 

ángulos arbitrarios, y coincide con el límite no-relativista 

del desarrollo en ondas parciales en el canal cruzado de la 

amplitud de dispersión relativista como ha sido demostrado por 

G. cocho et al y G. Cocho, A. Mondragón, Colón Vela9 ,ll). 

En el Capítulo IV se generaliza el análisis para el 

caso en que las partículas que chocan tienen Spin, se discute 

brevemente algunas consecuencias de la invariancia galile~~a, 

se introduce el formalismo de la helicidad y se muestra la re-

1ación que tiene con el formalismo de los armónicos esféricos 

vectoriales. 

En el capítula V se hacen los análisis "esféricos"y 

"cilíndricos" para partículas con Spin con las bases definidas 

por los operadores invariantes de las cadenas de grupos 

E(3):J 0(3) .:J0(2) y E(3).:;l E(2) x T..L.::l0(2) x T.L respectivamente, 

se obtienen representaciones integrales de la amplitud de dis-

persi6n como series o integrales dobles cuyo núcleo (Kernel) 

son elementos de matriz de operadores de los subgrupos de E(3). 
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Estos desarrollos son la generalización natural de los encon-

trados antes para el caso en que las partículas no tienen Spin. 

El desarrollo esférico no es más que el análisis en on-

das parciales para partículas con Spin en el formalismo de la 

helicidad discutido por Jacob y Wick18 ) • 

Los desarrollos cilíndricos que aparecen aquí como Han! 

lisis en ondas parciales generalizado" son representaciones 

iconales (eikonal) de la amplitud de dispersión para partículas 

con Spin. La representación ieonal del parámetro de impacto 

que se discute en este trabajo tiene como eje de simetría 

en el caso de que todas las masas de las partículas 

sean iguales donde es el impulso total en el sistema de 

referencia del laboratorio y es el momento transferido y 

es exacta para angulas y energías arbitrarias y también para 

Spines arbitrarios de las partículas. La representación iconal 

del momento transferido tiene como eje de simetría la dirección 

del momento transferido, y es válida para todos los va-

lores de la energía, del ángu~.o de dispersión y Spines de las 

partículas. 

Este desarrollo ha sido discutido antes por otros auto

res9 ,ll) quienes obtienen resultados semejantes a los de este 

trabajo por un procedimiento ligeramente diferente. Finalmente 

en el capítulo VI se discute el significada de 106 resultados 

obtenidos y se hacen algunos comentarios. 
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CAPITULO I 

1.1 - Descripción de las colisiones en la mecánica cuántica. 

En mecánica cuántica el estado de un sistema físico se 

describe con ayuda de vectores de estados que sati§. 

facen la ecuación de SchrOdinger dependiente del tiempo: 

t., 1. \ '1>0 " H \ '1' t > 
Je (1) 

La solución de esta ecuación se puede escribir como: 

donde se llama el operador de evolución y I~> es 

un vector del espacio de Hilbert apropiado. 

Supondremos que I~i) describe la evolución de un 

sistema formado por dos partículas. Antes de la colisión 

representa un paquete de ondas libres que des-

cribe el movimiento de las partículas que se aproximan una a 

otra y mucho después de la colisión representa 

un paquete de ondas que describe el movimiento de dos 

partículas libres que se alejan una de la otra. El movimiento 

de una partícula libre esta dado por el operador de evolución 

libre 1.1°(/;.)" e,_i.",ot y entonces cuando {_) <>O 

antes de la colisión 
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Similarmente, despues de la colisión 

~ l}('¿) \ \ji) '" 

i -) oc:> 

~ ú· L~) I %,,"¡''' 
t. _., ot> 

Multiplicando por V T (i.) las dos últimas expresiones se 

tiene 
t:- 0+(1;,)0(1;,)\41) 

i -? - 00 

.{,. _"1 + 00 

t..:- ¡j"tl-t)V"('¿) I 'PI"'''> 
i-")-otJ 

L- u~ 't) UOl-/:) I %v-\) 

-i~oO 

Las cuales se pueden escribir como: 

i -)- 01) 

L.:.... vTL<.)vO(t)!<.jIo,,-t'l '" J1- \"'.,,-\:> 

t. -? ... ." 

Los dos operadores Jlj: , definidos como el límite 

, I 

Jl i :: ....-.-
t -") :; 00 

',.t 
son llamados los operadores de M~ller. 

1.2 - El operador de dispersión o matriz S. 

Teniamos que \ljI) = Ji. \ .¡l •• ,",:> multiplicando por la 

izquierda por JL-t ..n. 1" \ 'V> =: Jl.'! ..11.. \'\'~,,;.) entonces 

ya que $_1' jl. _:: 1. 

La cual se puede escribir también como; 

si definimos el operador de 

dispersión o matriz S como: 
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(2) 

Podemos escribir el estado saliente en función del 

estado entrante \ 1\1,,,) en la siguiente forma 

(3 ) 

Si dos partículas que inicialmente estan en un estado asintótico 

chocan, después de un tiempo relativamente grande 

comparado con el tiempo que dura la colisión, su estado se 

puede expresar de la siguiente forma 

Ya que solamente el movimiento libre es observable en 

el laboratorio, el operador S contiene toda la información de 

interés experimental. Vamos a definir a continuación la sec-

ción eficaz diferencial y su relación con la matriz S. 

l.3 - La sección eficaz diferencial. 

La sección eficaz diferencial está definida como: 

(4) 

donde d¡J" .. es el número de partículas por unidad de angula 

sólido y por unidad de tiempo y es el número de par-

tículas por unidad de área y por unidad de tiempo. 

La relaci6n entre la matriz S y la sección eficaz di-

ferencial es. 
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(5) 

La secci6n eficaz diferencial es la cantidad que es 

experimentalmente observable3, 4) • 

1.4 - Sistemas de referencia. 

Aunque todas nuestras medidas las efectuamos en el sis-

tema de laboratorio es necesario introducir otros sistemas de 

referencia en las cuales las simetrías del problema sean más 

evidentes. En este trabajo introduciremos el sistema de re fe-

rencia del centro de masa que se define por el requisito que en 

éste el momento total del sistema sea nulo, en este marco de 

referencia se discutira la simetría respecto de rotaciones en 

el espacio. 

Los dos sistemas de Breit o pared de ladrillos asocia-

dos a dos direcciones especificadas por el experimento la del . 

momento total y la del momento transferido f en estos 

sistemas de referencia la discusi6n de la simetria translacional 

es particularmente simple. 

1.5 - Sistema de referencia del centro de masa. 

El sistema del centro de masa se define por las condi-

ciones 

donde son los momentos de las partículas antes de 
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la colisión y son los momentos despues de la 

colisión y es el momento lineal total. 

Consideraremos reacciones del tipo ! -t ;¿ 

con 

La conservación del momento lineal nos dice: 

(6) 

La conservación de la energía nos dice 

-4 -, 
-" 

~~ ~t~ ~" J,~ (.,." 
+ :;. + :: .;4 

:L "'" ;1. "",¡, ;t",< 
:L ""'''' 

(7) 

1.6 - Relación entre el sistema del centro de masa y el sistema 

de Laboratorio. 

antes de la colisión Después de la colisión 
-'1 .., 
'1', L. :: pL 

~; o 

Debemos sumar una velocidad constante a la velocidad del centro 

de masa para obtener la velocidad en el sistema de Laboratio 
-, ..... 
1/ I L ::; 

V ",,,4 
I + v' ... 
.... -" 

(8 ) 

C> :: " (. .. ;. 
V o;..W; 

'" 
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múltiplicando por ~I la primera de las ecuaciones (8) y por 

"'t la segunda de las ecs. (8) se tiene: 

(9) 

o :: (10) 

Sumando (9) Y (lO) y despejando 
l 

) entonces 

-4 

\f (.. "" __ ..'""'--____ VIL (H) 
"MI -+"\'Y};¡.. 

Esta velocidad es la velocidad del centro de masa medida con 

respecto al sistema de laboratorio. 

Podemos entonces conocer 

la siguiente manera: 
-" .." ..., 
Vt'·~ :. v,l. _ \/¿,14. 

de igual manera: 

"'. @>----tl 
v,' 

= 

-, 
" L . 

,¡ L , 

~ ... 
~,.~ 

'P-e\QI,,,"~',,,* L.Ó\-+"'-¿ 1<4- vt.L"t.:,J..J 

J...¡.\ (.,~",""'. c:I... "",",4\"'-' 

en función \/, L de 

(12) 

(13) 
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La relación entre los vectores velocidad 

-\ 

Y 1/.".\ es la siguiente: 

V ',>4 
-l 

V." 

(14) 

(15) 

de (14) Y (15) dividiendo conseguimos la ecuación que expresa 

los angulos de dispersión en la siguiente forma: 

(16) 

I.7 - Relación entre los momentos en el sistema de Laboratorio 

y el sistema de centro de masa. 

De la ecuación (12) múltiplicando por 

ya que 

... 
·h " ~4 

'"' 

... 
~ __ """l\hl.. 

.., I -t- W7 j¡ 

--\-, ,,'" ::: _.~Wl2'__ ""lo 
\.t i +""2,.. 

... 
- -~-~-- +," ... , +"'.1. 

-' -l 

busquemos J¡.~ 'a- h .., -' -' 

entonces: 

-.l 

1/ 1 I/,!> 
(.. ... ''',; -J" 

(. ", V l _ v'·,'' 3 = "" 
~ ~ 

-, -' 
... .... 

\1 {. t" :: '13 .... " 
{~l -r'W'\t1 v; _'\oíI1 'VII.. .. '" ""14'W'la, 

multiplicando por "',,;; se tiene: 

W1, se tiene: 

(17) 

(18) 

--, -!'! 

v<.·ti::_",_,_",1. 
"Fl! 't' w,¿, 
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pero de tal modo 

_) _1 

104 ""1 :: _~ ~tL ~ 'r; (20) 

~J-tlo!i')a. 

1.8 - La re1aci6n entre la energía en el sistema de Laboratorio 

y el sistema del centro de masa. 

La energía cinética de la partícula 1 en el sistema del 

centro de masa es: 

El = donde se usa la ec.(17) 

La cual se puede escribir también como: 

La cual se puede 

t EL ... _1- -t 

.t .. ' • 

reordenar de 

-:;1 
J, .. 

)ot¡""lt 

) 
t- "" L 4 , ... _ 
-- 'rl -

2 

la siguiente 

1e 2 (,.If , " 
.+:,.H .. .... , 

En el sistema del centro de masa se tiene 

manera 

4I,1(.,-M .t 1.'-" .. .... , , -
""'2- 2. ... ; 

tomare-

J.;;" mos en cuenta este hecho y ademas sumaremos y restaremos -r 

entonces: 

~: t .• ~ 
~~ , .... ""~ ,." 

J,~t:. pof ~: c. t4 "" - ~ + ,....;.-
t L = .. + 

z,'W'l1,," 2",.2. 'l""~ 
.2"'1 """2./ 

J,(.t4 -{-~(." 2. l ... 4 
E y 

'ó'" 
,...., ~ ,- ~ = J::...... + : ~ 1· ~ 

~"', ""'1; 2 ...... \~lt 

, .... ~: e." +' , .... 
;,~' .. "', ~12. (> tIt E.,. ..; 

..... , 
t.l :: E.,. + + .. 

""1- ¡""f 2",,- 2 ..... 2- 1- .... }. .. 
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La cual se puede escribir también como: 
... 

E ... E", + ~ -tl" c· .4 
".~ Ii~ y..¡1+'Wl~ 

El = .;. -: 
~ M1,lJ t 'WIj.b 

segun la eco (17) Jr ,lo -:: 1> f1 1-. < ... :: 
"";; 

de tal manera que: 

i\ E.,. + M 1'1, r Ey .;-
p~ 

2. m,,'b >'l. .H'! 

El resultado anterior nos dice que la energía total es igual 

a la energía del movimiento relativo más la energía del movi-

miento del centro de masa. 

1.9 - El sistema de Breit o de la pared de ladrillo del momento 

transferido. 

Este marco de referencia lo obtenemos cuando tomamos 

el momento transferido en la dirección del eje l y además 

exigimos que: son los momentos 

de las partículas z y .11 

Como el momento transferido es un invariante de Galileo 

si sigue: 

-::) 

y en el sistema del momento transferido: 

de donde es obvio que: 

y 

De la elección del eje ~ ...¡ 
en la dirección de r entonces 
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y 

... .... 
El vector 1-,f!¡ y t3!; van a tener las siguientes coordenadas: .. .... 
+,'1> ( 111 j DI ~1) 1 r: ( 1" I o ¡ - ü) 

... ... 
Sumando ,.,6 

~ h~ 

..., -J ( ti!> ~ ~: ) Ar ,0 + fy~ =: ;¿ ~ 11 ~II J-
# 

El subindice de q indica si la componente es paralela o per-

pendicular al sistema de pared de ladrillos identificado con 

el plano .?ú , , 
I , 

¿2> ¡~ ____ _ 1. _ _ • ___ ... 

_---lo 1 
~" Lf 

• ~l 

Sistema de pared de ladrillo del momento 

transferido 

I.IO - Transformación del sistema de Laboratorio al sistema 

de pared de ladrillos del momento transferido. 

calculemos la velocidad que le debemos sumar a la ve-

locidad de laboratorio para obtener la misma velocidad en el 

sistema de Breit 

(21) 

(22) 
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de la ecuacion (22) se concluye que: 

-l -> 

v}' ::: V 
~ .... 

pero 1o~ e ;:; - -¡ ~ 
.... ..... J-de donde obviamente V"- j.... (23) 

)., """ 
entonces: .... ... .... -1 ijc:> -'J 

1>,14 ~ -V· - ~ l' ~ 
;; -J... ~ .# ... ... .., ..> 

+: 1-~L 
~ ~ -1 

= - J... r ~ -'(1ft!. ;:; +l¡l. - -¡ ~ ~ 

± * ;¿ 

I.11 - Relación entre la energía en el sistema de Laboratorio 

y el sistema de pared de ladrillo del momento transferido. 

La energía total en el sistema de Breit es: 

+ 

La cual se puede escribir también como: 
.... ... 

f6 " -lo?" , ~. ~Il. + ~ ~~ + 
~"'I 2"'~ i "'1." <¡¡"' .. 

l 
... 

~( \+r)?] -. 
¡:I!'" E' + 1>\. + , ~ (24) 

;¡"'ü 

Vamos a ver una colisión en el sistema de laboratorio y como 

se veria ésta en el sistema de pared de ladrillo del momento 

transferido: 

después de la colisión antes de la colisión 
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',.~ 
''',,, ~ 
~-t pared de ladrillo 

'" "" 
La colisión en el sistema de Laboratorio 

después de la colisión antes de la colisión 
.. -> 
~~B • ~; _ j.. ,. ~ 
.. ;¡, 

+J¡.'" ::: .l.-; 
~ 

I.12 - El sistema de referencia de pared de ladrillo del pará-

metro de impacto. 

Este sistema de referencia se define como: 

La velocidad de transformación del sistema de laboratorio al 

sistema de pared de ladrillo viene dada por: 

-~ 

V '" 

de la condición 

... 
+v) \\ ( ~L -1 ¡ ) _ ( v,,}, 

-, ... -n \} 11 
....L( pe 
M, 

se concluye que; 

.... ~ 

'-'" "Jf :0 Ó " l 
J... (1' e 3 .... , 

--> ( ?L -;) V ::: "'-

"'1 

-i l 
(24) 

(25) 

Averiguemos cuanto vale y para ello utilizaremos la 

condición 

( 26) 

Sustituyendo (24) Y (25)en (26) 
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-) -») $ »lA ... " pL - ~ = ~ [ ..L 
.20 "'~ 

.... , 
I ,l. 

de donde se sigue que: 

=: O 

La cual tiene la solución: 

I :! 

..L - ¡ 

r 

-, -) ) 
( pe -~ 

Eligiendo 
1- r .J.. - ¡ 

+ 

.... . r 
se escoge la soluc~on negat~va para que 

La velocidad de transformación: 

-" 

~[ 
-l .. ) 

" I r .1- - I J 
( i' - ~ 

f 

-1 ..:¡) 12> ..2!;.. ( pL - ~ J 
M, 

(27) 

(28 ) 

(29) 

( 30) 

Los momentos de las partículas en el sistema de Breit son: 

... -. .. ) 
-" ( i' - ~ ;,.¡; ~\L + 1-1' ( 31) I 

-, 
~ 

-¡ 

(?-~)) -h,'l> ..l- [ _1"_ -
J r I r 1- r ( 32) 

-' 

~ [ 1 ( p -; ) 'ro'!> ::: \- r 1 - r ( 33) 
-4 -'1 1 (V -~ ) tltl? +~ + I L J' -:;; (1-( 1- r (34) 

de (32) y (33) es fácil ver que: 

( 35) 
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con: 
fP 1 

--1 
I 

J t J 
(36) 

El momento de las partículas 2 y 3 en el sistema del parámetro 

de impacto son: 
... 
-t~;' (Oi()J-{¡:.~) 

Definamos a continuación las componentes: paralelas y perpendi-

culares a nuestro plano de la siguiente manera: 

-4 
,.., 

+ ~4e, ) 1-211 :: J.. (+.,'i> ,., (37) 

-) -4 ~&¡; 1 1
J
I ;: J.. ( 1..,11>-

,¿ 
F 1 (i-,) -.1.. [L -,r,; l!i'-~)l 
I-}' r J-f J-r l ) 

-4 

1:;-. I hL 
+ -1-; r -"--l LI-I' 

-" --1 Pero -t.<tl.. ::: ~ de donde 

-' 

-"'t,\ 
-) 

" -¡ ~ 
(38) 

-4 

Análogamente l'l es: 

-> 

1-
~ 

'h J... ~ + ,¿ [ ;u r I-r (39) 

Los momentos de las particulas 1 y 4 son: 

-" -' -'r ,1> ~ ~ill i) , ~ll ) 1> ( ~\Í I o I t'l y f~ 
~ 

1-11" (J - r) 1.lt, con: ..Ay 1 ~ .J.... í -+~ L + 

'fr 

y 
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Nuestro sistema de pared de ladrillo del parámetro de impacto 

queda definido con un plano perpendicular a (p) f 1 Y paralelo 

La colisi6n l + 2 = 3 + 4 en el 

sistema de Laboratorio 

I t 
I t / 

' ..... '" .., I 

~\ 
It 

La colisión 1 + 2 = 3 + 4 en el sistema 

del parámetro de impacto. 

l.13 - Planteamiento del problema. 

El problema que nos proponemos resolver es: dada la 

amplitud de dispersión, hacer un análisis de Fourier de ella 

sobre el grupo de Galileo considerando las diferentes cadenas 

de subgrupos posibles. 

El procedimiento a seguir consistirá en obtener eigen-

funciones simultáneas de los operadores invariantes del grupo 

y aprovechar las relaciones de cerradura y ortogonalidad de la 

base así obtenida para representar la amplitud de dispersi6n. 
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CAPITULO Ir 

Las propiedades de muchos sistemas son invariantes ba-

jo transformaciones de Galileo. Nosotros queremos discutir 

cuales son las consecuencias de que el operador de dispersión 

sea invariante bajo transformaciones de Galileo, introducire-

mos en consecuencia el grupo de Galileo. 

El grupo de Galileo esta definido por las siguientes 

operaciones dadas en la tabla siguiente: 

Opel;'aciones del grupo Generadores infini. Estructura 
tesimales 

(1) Generador de rota-
I..¡¡ , _ i. (y ..:L 'd , 

ciones alrededor - t ~J di. 
del eje L .. =-;"é.,t,t .. 'd -

::a ) ';IXt. I.y~ _í.. ( .. l _)(. 
il' 

L~ ::: _;., ( '1- ..:L 
3'1' 

-y :J 
(2) Generadores de 

translaciones en "9:< = _t.. 2-
las tres direcciQ <J:¡¡,. 

nes espaciales p¡, = -'-' 'Py :: 2-~)'i. .'-' 
';¡,( 

1> 'l = -'- '" ae 

(3 ) Desplazamiento del 
origen del tiempo 

T" ~ T= d 
~t, -?t 

( 4) Generador de incr~ '6 
mentos de velocid~ \[ >f " ... -1. 

'ir'" 
des en las tres di v· " - ... { 2- ,,'('" _ ... t ';1 ... 
rece iones espaeia- ?1I'i. ~'( 

les (boosts) '1'1. :: •• t ? 

~G 



Las reglas 

[ l¿, 1.. K1-:. 

L.:., 'PI< )-:. 

[1..¡"Tl::o 

[ J.. ¿ , VI( 1 ~ 
[ Pt., T] o 
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de conmutación 

.. 6. u L L,t, 

" t;.4( L PL 

<- é..v.L VI, 

de los generadores son: 

L 'Pi. I v~1 "0 

[ 1', VI( 1" 9", 

[ "¡' 1 v~ J :: o 

( ti;. I p,,} " o 

Ya que la matriz S es independiente del tiempo y 

además es invariante bajo translaciones en el tiempo nosotros 

nos restringiremos al subgrupo del grupo de Galileo que tiene 

por generadores Pi, y 1.. (, Y este grupo es llamado el grupo 

de Euclides en tres dimensiones. 

II .1 - El grupo de Euclides E (3) • 

Es el grupo de transformaciones que conservan la dis-

tancia de un espacio Euclidiano tridimensional y es un produc-

to semi-directo del grupo de rotaciones 0(3) y translaciones 

T (3) • 

Como ya vimos los generadores de este grupo cumplen 

las siguientes reglas de conmutación 

[J..¿, LK)::; 1- t..Ld Lt, 

[ L~, \..~1::: ¡.. é. .d. Pt,. 

[ ?.:. 1 \l~1 ':: o 
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Los dos operadores de casimir de E(3) son: 
...¡ ... 

') 1'. L 

En mecánica cuántica P., 
es el operador de energía 

....... 
cinética y 'P. L se llama helicidad. 

11.2 - Subgrupos del Grupo de Euclides. 

Nosotros estamos interesados en desarrollos de las am-

plitudes de dispersión en términos de funciones bases de las 

representaciones irredu~es de E(3).. Debido a que diferentes 

tipos de bases corresponden a cadenas de subgrupos no equivalen-

tes, necesitamos clasificar todos los subgrupos continuos de 

E(3) en clases equivalentes. 

11.3 - clasificación de las subalgebras de E(3). 

Dos subalgebras ¡;¡. y A ~ del algebra A del grupo 

C se consideran equivalentes si para cada existe 

tal que , por ejemplo, 

si existe un automorfismo, que transforma 

Consideremos un elemento general del algebra de E(3): 

Consideremos el siguiente automorfismo: 

J..;, ::. -;. é.. lO .. t.;< ';¡ 

d;¡(.¡., 

Veamos corno se transforma e bajo un cambio de coorde-

nadas que se obtenga de una rotación y una translación: 
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(40) 

(suma sobre indices repetidos se enti~de) 

de la ee. (48) se puede obtener fácilmente que: 

(41) 

y también 

(42) 

De las ecuaciones (41) y (42) podemos ver que: 

(43) 

y de la ecuación (42) 

(44) 

de (43): 

(45) 

analogamente: 

(46) 

de (45) Y (46) 

e' : (47) 
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la cual se puede escribir como: 

el:: 

-'> -, 

(e:: rz)· L + + 
(48) 

vamos a demostrar que si escogemos la rotación y la translación 

de la siguiente manera: 

-:. " (",. 1 e I 1) ) 

o 

las algebras de un parámetro determinadas por e:: 0.;" Li.. + b':' Y¿ 

son equivalentes a una algebra generada por Cllo<.):: ú>ocl.. ... ,...«P, 

Prueba 

Efectuemos el producto 

::. (al, (/ 0 ) (~I ~b ~ \(~~ \ 
\. o o '1')) I-,,} ( 

... ,~I.I o 
( 4 1 J o ¡ o) ~s.l..~ 

o 

a tl·L :: 
(49) 

por definición: 
~ ... -) 

1"1,, o.. ¡( \) + b :;; 

el triple producto vectorial de 3 vectores es: 
A ¡( {~ú'.,) =; e, (it', ~ ) ¿' ( A. ¡;; ) 

de modo que: 

~ se puede escribir entonces como: 

(t (e;: ,\,) 
.., 

-) 

b b a."' + b ----.... -
(J.,"' 0. ... 
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de donde: 

Esta ecuación nos dice que 

modo que: 

e'::. o.,~, L, + 

si dividimos por 

e' : L, 

ahora definamos: 
:1 

"" 

GI, ", ~ \ 

+ 

Entonces el queda como: 

(50) 

y son paralelos de tal 

+ (o.~~ y 
, 

e' queda: 
...¡ ... 

.. ,b 

V, 

La clasificación de subalgebras de dos parámetros, tres pará-

metros etc. es ahora fácil y procederemos de las que se carac-

terizan por un número menor a las que se caracterizan por un 

número mayor de parámetros. 

Denotaremos una subalgebra por t y su algebra derivada 

por 
,pI 
~ (algebra de conmutadores), y ordenaremos las álgebras 

de acuerdo a la dimensión de i y ;t' 

ler. caso 
[ f\, e.l ::. o 

Tomando A en la forma dejando B general 

y pidiendo que A y B conmuten 
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Analicemos el caso: 

conocernos que entonces B puede 

ser ?,z, 6 \>3 

Analicemos ahora el caso: 

[ ). " i e;l-;.o conocemos que 

de donde I ll, y, 1 ~ o 

Entonces las subalgebras no-equivalentes que satisfacen nues-

tra condición son: 

2do. caso J,,,,, -;tI "1 [ Al 1»" /.. A 

Escogiendo de nuevo 

inmediatamente vemos que esta 

condición no puede satisfacerse por ninguna B. Ninguna otra 

algebra de dos dimensiones existe. 

3er. caso 

podemos identificar {fl,!) \ con una de las algebras del caso 

(1) Y agregar una e general, que conmute con A y B tenemos dos 

subcasos: 

a) fI ::; -y t '0-;. f>¿ corno [ El, \?¡l =. (!!>, ,,1 ; t L , ~1 =-'J Cz f\ 

f\ ~ V, P' I 
e::; 1':, b) 13 L, e 11 a pero es este caso 

[ \. J) ílz 1 =. ... y:!. 
Y 

[ l. t, p~l;; - ¿ l'z, entonces e en e15te 

caso no cumple la condición exigida. 
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Analogamente con c.: L z 
, 

6 (,. tampoco 

satisgace la condición [: Al 1::>1 ::: [1>, '"J 

Entonces la única sUbalgebra que existe es de la forma: 

4° caso J 'j., -# I = I 

tal algebra contiene un algebra del tipo 2 y es rechazada. 

5° caso 

identificando t / con t A / e~ 

En general, podemos escribir 

[A¡t:.l~ ':'(b!l1"Je» 

entonces A Y B conmutan. 

donde a,b, d son reales. Si tomamos f Ale.' " i "P, I ~t~ enton-

ces no existe ninguna e que satisfaga [¡,,)C,) "" Jo ... 'P, Es-

cogiendo entonces (P~/ ,,1 :: J. el. Y, de 

donde conseguimos que 

El algebra en este caso es del tipo: 

6° caso 

solamente dos algebras existen en este caso la 0(3) y la de 

0(2,1). El algebra de 0(2,1) contiene una subalgebra del tipo 

y es desechada, el algebra del grupo de ro-

taciones es del tipo! 



7° caso d,~ i ~ 1t 

Poniendo A::: 'P, 

28 

e:: l~ -1- b t>3 y dejando 

D general pidiendo que conmute con todos los otros generadores 

tenemos: 

( A I ~l: o 
[ (.l., <..1 ::. ,." (b A + J 5) 

La única que satisgace estas condiciones es 

[ 'P. 1 L) -t b 'P3 ") [ 1', 1 \..-;1 ::.- ¿ 1'1, "'" J ';; I 

de modo que la única algebra que conseguimos es: 

\ 1', I j> ~ I ?:; ) L j , 

8° caso El grupo E(3) no contiene subalgebra de cinco paráme

tros. En verdad, un subalgebra de cinco parámetros se obtendría 

dejando fuera uno de los elementos del algebra de E(3). Las 

subalgebra ,contienen L2" L;; P,t, Y 1'3 sin embargo 

[ \..1,) I-~\:: ~ L, Y [L. .. , \\1" 1- v, entonces la subalgebra 

contiene a ~, y 'P, Esto es una contradicci6n por lo 

tanto ninguna algebra de cinco parámetros existe 5). 

A continuaci6n daremos una lista de todos.los subgrupos 

continuos de E(3) junto con algunas de sus propiedades. 
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3 

4 

5 

6 
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TABLA l. SUBGRUPOS CONTINUOS DEL GRUPO E(3) 

r 
: Dimensión'Generadores y 
, algebra 

1 

2 

2 

3 

3 

AI«) " L,,,,ot + 1\ "",al 

o ~ o( Lo TI 

L, 1 'P, ; r ,y,] ~ o 

L, I L", , L:; 

( .. ¿, I L I() ). t. ~ l( L l t 

'P, ) \l" I L-'1'¡- b í\ ~ 1'1 

Invariantes 
del al~ebra 

o ~ b '" "'" . 
1\>'Jí'~)"o t""I',j'c? 

3 

4 

\. \'''' ;'1. ¿ v. 
Y. r Y" , r:; 
(v",V,,)-;.o 

[ ~;, I 1'~l:;:o 

[L;, "P,) ~i- ?", 

[ í1:¿ I L:;) = ¡, V, 

Caracterización del 
grupo 

Compacto para 'Ú o (ro
tación en el plano) 
compacto para 1:\:f0 ¡ 
laciones a lo largo 

no- ~' 
tran 
de u 

eje para '" '" 11 -¡ 

No-compacto, Abeliano. 
Translaciones sobre un 
cilindro. 

No-compacto, Abeliano. 
Translaciones sobre un 
plano Euclidiano 

I 

Compacto, simple: El gru-I 
po de rotaciones 

No-compacto: El grupo de 
Euclides E(2). 

No-compacto, Abeliano: I 
El grupo de translaciones I 
1', ~ 1';1. < 1'~ del espacio 
Euclidiano 

I No-compacto: El grupo 
E (2) x T 1 , donde T.L son 
translaciones perpendicu
lares al plano E(2) • 
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II.4 - Funciones bases para partículas de Spin cero. 

A continuación consideraremos representaciones irreducibles 

de E(3) para las cuales el operador invariante ~.j sea nulo, 
... ... 

en otras palabras cuando consideramos que 'P.:; '" o es equivalente 

a afirmar que las partículas que estamos estudiando no tienen 

Spin. 

II.S - Estados de una partícula. 

Los estados de una partícula sin Spin están definidas por 

las funciones de onda de cuadrado sumable, es decir, las funciones 

que satisfacen: 
S J3); 1 IV (t) I~ L 00 

Es claro que además nuestras funciones de onda deben ser 

solución de la ecuación de SchrOdinger. 

II.6 - Est~os de dos partículas. 

Los estados de dos partículas sin Spin están representados 

~ ... ") por funciones de onda <.¡I ( XI) t. I} >' ... ¡ ".z, 

Un caso especial de tal función es un producto de la forma 

'V(~ ¡ti I~: }1:.z) = ",;;,t,) X (;:. ,t.c.) 
cuyos vectores de estados 

correspondientes los derrotaremos por 11\1) = I <\>'>@ I X> donde 1'1') 

es un vector en el espacio de Hilbert de las dos partículas de 

en el c~a.\ \ q,,;> pertenece al espacio de Hilbert ;W¡, de la 

primera partícula y esta en el correspondiente dek de 

la segunda partícula. 
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II.4-1 - La Base Esférica E(3) ::J 0(3):::;' 0(2). 

Las funciones bases son eigenfunciones de P"', L~ Y L!> 

-" Jl>21~o Vamos a demostrar a continuación que: [ l' 

Prueba: t ? I p.) :: ... '1 t '1' I YJ< + [ ~ 1 rx'1 + 
.... ~ 1 r P I ¡>~ 

n~ I v~l -r 
-' ,1:\ -') ~) ( ~ ) ?:1 + ( 'P.:¡, 

El conmutador de r. 1> ) Vl< : 

pero U¡. I '\l,,1 :::.0 de tal modo que 

Analogamente es fácil demostrar que: 

y de donde concluimos que: 

Es necesario demostrar también que: [ Lt. I l!l :: () 

donde L20 = L ~ .. \.~ + L ~ de tal modo que: 

(L~I L~}.¡ [l~Jql + [L'&¡t'i1 

vamos a aplicar la siguiente propiedad de los conmutadores 

IYi.¡ ~n + [~'!oIL~1 -+- [L~I Ln :: 
t[L,o,LV}L'( .... Ly·t\...l:,LyJ .¡ 

entonces 

[lit.¡L"l·Ll< -1- L"(l'l¡,L,,J 

Tomando en cuenta el hecho que: la 

relación anterior nos queda: 

L l,,¡l"l: ,,~'( l", .¡. .r, l.d. y 

[ L 'i I L~ 1", O 
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Similarmente es fácil demostrar que: 

t L'l.¡ jlz J :::: o [ L I p:t] = o usando el hecho que: 
'H B .- ~., 

L A, 1}V\] ::: L B" [ 11, eJ 
s::.o 

Finalmente nos queda por demostrar que: 

L L' I p:l.1 ::::0 

Prueba: 
., l'" [ L I \1" . L + 

[ L ) pl~ ::.0 

entonces: 

como es conocido operadores que conmutan entre si tienen eigen-

funciones simultáneas; entonces 

eigenfunciones simultáneas. 

Escribiendo y Ll 

renciales en coordenadas esféricas: 

[ :-& + _1-
(IAA'"s 

y L .. tienen 

como operadores dife-

(51) 

( 52) 

(53) 

Propongamos que nuestra solución sea de la forma 

A continuación obtendremos entonces nuestras eigenfunciones si-

multáneas 
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Como 0.1((") 

Ll. '{~ (&/'f) 

es independiente de e y 'f entonces: 

de nuevo ~~¡&,~ puede separarse por medio de la sustitución: 

\(..! (e, 'fL:. P lit) ~ (f) 

la cual se puede separar entonces en: 

.J... [ ~(jJ L (~11 Jj)le)) J 
'ríe) de de 

+ C. f1b'1. e :: 

en la cual la constante de sepración se escribi6 como ~z 

inmediatamente conseguimos que: 

la cual tiene la solución q ('f) 

entonces 

J2 i}lf) + .".," ~ Uf) -:::: o 
.1 'flo 

= A e:l: ,"'f si exigimos que 

<;l> L'f):: f\ 2-.... <f vamos a calcular ahora el valor de la constante 

de normalización: 

( tn ..lw>- .,...·)f J.n I 
I i\ \J.. j ¿ '"\" =: ., 

Nuestra solución queda ahora entonces como: 

1c'f) " ...L (.,"'f 
~ 

Resolvamos a continuaci6n 
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si hacemos la sustitución entonces la ecuación 

anterior nos queda 

+ ( e - =:0 
1- r· 

la cual define las funciones asociadas de Legendre, las so lucio-

nes regulares de esta ecuaci6n existen si y sólo si la constante 

donde i es un entero no-negativo7 ) • 

Finalmente aplicaremos v~ a nuestra función 

la cual se puede escribir como: 

_ y!t9,f) _.1_ (y~ .,I{b!:tr») + ¡(\(lr) t HUI~ V! ¡&,tf) 
y'l. AV' .1" y~ 

dividiendo por se tiene: 

La cual se puede escribir también como: 

+ + L \(.l_ ::; o 

haciendo el cambio de variable esta ecuación diferen-

cial se transforma en: 

+ :: o 

.,. -
Esta ,es la ecuaCl.on diferencial deR:~-e~i:l..Besse]:--;. pe 

Las funciones eSféricas de Bessel' aon soluciones partícu-

lares de esta ecuación y las denotaremos por 
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ya que: 

entonces ~soluciones regulares de nuestro problema son: 

Demostraremos a continuaci6n que los arm6nicos esféricos 

y de grados y ti son orto-

gonales. La prueba esta basada en el hecho que el corres pon-

diente polinomio armónicol 

satisface¡, la ecuaci6n de Laplace, entonces 

vamos a aplicar el teorema de Green al volumen encerrado por una 

esfera unidad. 

El teorema de Green establece que: 

( (q, 'CJ ~'" - -1' V~ q,) j3 X. '" ! [<lo ~ _ o/ '4<1> 1 Jo.,. 
J 'Í 1~ a" 'a 11 j 

donde 4 yo/son funciones escalares arbitrarias y es 

la derivada normal a la superficie S entonces 

~' ~ l !J(t~ <;¡t.ll't - Il'tv>.qr"j.'l - L LlJ(t~ ~1jIt, - '\',t (¡'Y"t 1 6.0. 
o ../l. -, dr o,," JV"~I 

J...,..u.. I\'L ::: J.. "t-t 'ú .... te'lf) 1- ~ ::: j,' "L'_I Vp.'..., t9,<{I) 

d" "r 
~ 'd'lJt 'VI.. \3\j1J l J...n. JA 

L I ~ ! 1 ) 

~ L 'V .D.' '" yt Y t'"" (!>I~) L '( - VI.'" (~,« - ñr 11':1 

-'1. 
dY" 
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de donde 

(t-l.') ~ V,< (It,<f) Ú ... lfl,'f) J...a:: o 
~ 

la cual es equivalente a: 

~ \(~!l0,<{I) Ú",,(e¡'f)J..lL:; SU-' 
:.Q 

vamos a demostrar a continuación que además 

Para ello recordaremos que un armónico esférico puede escribirse 

como: 

nos basta entonces con calcular: 

o sea que los armónicos esféricos son un conjunto 

ortonormal completo de funciones definidas sobre la superficie 

de una esfera de radio unidad. 

Vamos a demostrar que t 1L (ICr)) forman un conjunto or

tonormal completo de funciones definidas en el intervalo 

Para ello usaremos la integral indefinida: 
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.., 
la cual es válida para cualquier solución l¿ y l!.t de 

+ 1 

En partícular para la solución asintótica: 

Calculemos entonces: 

J "'-\l (Ilr) ..t t (K.') \(:otiK 

+ (7 ( .L ) 
f'" 

donde 

o a ~ 
~~V\ 1.J,.(<lC.'t) :::1((\(1') d 1.L((!>¡C): 11.(1«1) 

y'.v" t v'·V (\<tl ~t-t (\«') - Y' ~t.(\t(1 V- (1<.r')! ) \1. (v;d V- (Kr') K%.JK 

o 

1L u) --1> ..L (IJo.\ \ (~, ll.) -t (f7 ( l- ) V"I ~ ~ \(,( 

pero e' v -'") 00 
J,. 

J- rJ'" l ~ 1'IIL-I) ) 1- <9 t!.. ) y \"_1 t(l -" -
~ -') OD e ,. (' 

nuestra integral se ve ahora como: 

CUi?ndo ~~ ~ el segundo término del segundo miembro siempre 

oscila por~l)<!. y y 1(' son positivos y su contribución es des-

preciable. La contribución del primer término puede ser evalua-

da con la ayuda de: 

..L ~ (JI.« Itli. = S ( x: ) 
iI \<,-><0 )L 
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y por 10 tanto: 51€- (J<d ~L. Uu J ) \(.1. "lK ::: Tf d(r.,,·) 
o ;¡ y. 

obviamente: "" f ~Hi(,})t.. (k.'f) y'o\Y' ::: ~ J(K-K') 
Q 'K~ 

Nuestras funciones bases satisfacen entonces la relación de 

ortogonalidad siguiente: 

j~'J,..('~ltd.@ )"Jf V,(K~) 'Ú.m(f}¡c.fl "it(K1d Yj..,.,..,le¡1) 
Q () () 

Relación de Cerradura: Demostraremos que nuestras funciones 

bases satisfacen la siguiente relación de cerradura: 
.. .t I L too\().dK ~~ (Krl VI/.W1 leltf1 -1t(K<'} V,.!';, (~It'fl):: ¡ tÍ(::"') S(e~_(J{2~(4' •• f:) 
be \'h_L ~e.,. 

utilizaremos el hecho que: 
~ y. 

~ K1.JI< ~1l ~€l" Jh ~ Jf.:: 

" 

(.lTl) 3 $<"..",,) S lt)y- e~)S(f .. _ q~) 

y" (loke .... 

El desarrollo de una onda plana en ondas parciales es 

Tomando conjugación compleja: 

Sustituyendo (55) Y (56) en (54) 

(54) 

(55) 

(56) 



entonces la ecuación (57) nos queda 

de donde: 

"" 1- "" L l ~o I<.J~ 
b.:l ",~-t" 

r.4-2 - La base cilíndrica E (3):> E (2) x T.l.;) 0(2) X T.l. : 

En este sistema de referencia las funciones bases son eigen-

funciones. de los operadores p"', ?:!> y 

.., "') 
(V." + ~2. 

Nos conviene introducir coordenadas cilíndricas: 

Of~LOC 

o ~ 'fLil.T1 

_ooL.~ .LoO 

también de 
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El operador Laplaciano en dos dimensiones es coordenadas carte-

sianas es: 

La transformación de este operador a coordenadas cilíndricas se 

consigue de la siguiente manera: 

(58) 

La d~ es fácil de calcular de ~= ~ ¡(~~~ 
~)G. 

íH 
'" :=. W)f 

"-
~)!, .'1. 

(59) 

La ;)1 se puede calcular de -+ ~ 'P :: .:L.. 
'd)(. X-

'df (}"'f 
'" -e 'dJ(. (60) 

Sustituyendo (59) y (60) en (58) se tiene 

("d"lf (l i""'-'f 'd --
')"1.- De e 'd'P (61) 

Analogamente: 

'ó d'P d 
d d~ --

" 
+ dtf óy ~ <te ';1 y 

( 62) 

de nuevo of se calcula de ~ ~ >"+'1"; <iy 
:: 

!i. :2-'( 
-= ~<f :; 

~'{f,,'-\-'7 'q~ 
(63) 

y 1f se evalua de 4~f ..::L.. 
~'{ 1--

Q2-¿-<¡) 1 
-~ )CP I..A?f ::: (64) 

?y ;Iv 'dy e 
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Por sustituci6n de (63) y (64) en (62) se obtiene: 

(65) 

Es fácil ver entonces usando {6ll y (65) 

+ 
(66) 

Nos proponemos entonces encontrar las eigenfunciones simultaneas 

de 
(?,z, ti,.') \ \(~ "" '):; K"" I \(~ ,",,) 

?'!>, \{~,.,') -= ~ \\(<i\ "") 

\.. 1> \ K~ l"I) "- M \ "'\ "" ') 

Si denotamos nuestra función de onda como: 

diferenciales (67) 

- [ 

-0 

Si proponemos 

+ _1-

€" 

Por sustitución de (71) en (69) 

_1_ e/~t 
~í 

y resolviendo las ecuaciones 

(67) 

(69) 

(70) 

(7l) 
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Por sustitución de (71) en (70) 

(.p,) 

Finalmente sustituyendo (71) en (68) y reareglando obtenemos: 

J'\l",O() + _1_ dI<"" 11() 

dp e~, 
o (73) 

haciendo el cambio de variable la ecuación (79) se 

transforma en: 

+ _I

x-
+ (74) 

La ecuación diferencial (1~) es la ecuación diferencial de Bessel. 

son soluciones de esta ecuación y reciben el nom-

bre de Funciones cilíndricas de Bessel. 

Nuestras funciones bases son entonces: 

Los eigenvalores i<, ~ , >n son: \(k: \:,'-. "\- 1. donde 1 es el 

momento transferido y It es proporcional a la raiz cuadrada 

de energia, y ~ se puede interpretar como las unidades de mo-

mento angular intercambiados entre la partícula incidente y la 

fuente (Cocho, Frd~dal). 

Las soluciones de nuestro problema son 

J... J)<) (\(~) e.c,~ é""'f 
,).11 
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vamos a demostrar a continuación, La relación de cerradura para 

nuestras funciones bases. 

El desarrollo de una onda plana en coordenadas cilfn-

dricas es; 

e,d j(;, +~).:;:" 
.., 

::: ¿ L" "","VI (ifj(fI - f,) J.." (\(ld) e.'P 
.,'" ~ 00 (74a) 

es el ángulo entre el vector y el vector 

Tomando conjugación compleja en (74a) nos queda: 

'2.. (-.1-),." e:<''''' (f,(" - <f~,) J"Y\' (\(11 f') e-' 1 ~' 
'(ti,,;;..- 00 (74b) 

La función delta de Dirac en coordenadas cilíndricas 

Por sustitución de (74a) y (74b) en (74c) 

_1_ 

(.)-.1)1> (74d) 

"'" L (-1..))'1' e-'-"" 1cf'l(u- t(f') ]',,' (1<'1 ~,) e,-J- ~~' := 

"l'~- ... 
S(H') d(<t -:¿') g(~~-1(1) 

e 

Intercambiando las sumas por las integrales (74d) nos queda: 

SC (- f'l S h -~,) S (~t- ~~,) 
~ 

(74e) 
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Ya que entonces la ecuación 

(74e) nos queda: 

Analogamente es fácil de verificar que nuestras funciones bases 

satisfacen la siguiente relación de ,or'logonalidad: 

= ~(I(iI·\('U S \ '\ .~,) S.,.,,..I 
'\(\1 
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CAPITULO III 

El desarrollo de las Amplitudes de dispersión no-relativistas 

para partículas sin Spin. 

Consideraremos las dispersión de partículas sin Spin 

1 +;¿ -J 3"".J.f 

consideraremos la amplitud de dispersión como una función del 
-) 

momento de una sola partícula. Esta función donde K 

es un vector un espacio Euclidiano tridimensional, puede descom-

ponerse en componentes irreducibles con respecto al grupo Eucli-

diano E(3). En esta forma nosotros obtenemos formulas de "dos 

variables" del análisis de ondas parciales no-relativistas. Es-

te desarrollo, depende del sistema de referencia, de la parame-

trización del espacio E(3), y de la elección de una base para la 

representación. Por simplicidad nos restringiremos a dispersión 

elástica cuando la masa de las partículas satisfacen: 

ya que este es el caso de interes para dispersión por un poten-

cial. Sin embargo, la cinemática sería ligeramente más compli-

cada para masas más generales. 

111.1 - La amplitud de dispersión para partículas sin Spin 

corno una función de un punto en el espacio de momento. 

Por analogía con las variables invariantes relativistas 

de Mandelstaml5l s ,i- ) u Introduciremos las variables 
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invariantes de Galileo 

"", (75) 

(El subindice E significa euclidiano). Los factores r son 

necesarios, ya que transformaciones de Galileo preservan dife-

rencias entre velocidades en vez de diferencias entre momentos. 

Es apropiado en este punto hacer hincapié en que el grupo de 

Euclides E(3) gen~a nuestros desarrollos consistentes de rota-

ciones y translaciones en el espacio de momentos. 

Vamos a demostrar que las variables (75) satisfacen: 

(76) 

demostración de (76) 

15 

Se '" 
"" ...." /" .Ir; "'r, _;L r "" .. +'" + 

t..¡¡ " _ 1-,' + 2. ~"+:;; +~ 
(77) 

_ . .... 
1.16 " . ~~ .,. 1.. t' t •. .-\0" ~' "'~ 

suponiendo Yfl\ -= "':o • la conservación del 

momento y energía nos queda: 

~,L 
+ Jri' -t 

""" ji",,,, ;l><J, 

-' ..., -'1 -" 

--\-, 1- h :: +~ + h 
o IZ ~ \JI 11"-\"'-\ "' ...... /..v' .\ ¿ : 
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de (77) 

..... A 

= -Zr j'''\'" + 

~l. ~~ 

.z r +, . ( +II-.f: \'0) 

'. 
(78) 

Las amplitudes de dispersión, independientemente de la elección 

del sistema de referencia, puede considerarse como una función 

jo> 
dé cuales quiera de esas variables. 

III.2 - Sistema del centro de masa y las variables invariantes 

de Galileo. 

Introduciremos coordinadas esféricas en el espacio de 

momentos y escribiremos cada uno de los momentos como: 

Tomando paralelas al eje Z e identificando el 

plano de dispersión con el plano x::e , tenemos: 
t"" /- ;, .... I 

+~ \0 ¡ o! 1<) 

;C. ::: !o ) o ¡ _1() l1 "» 4-- - -7 
1 l 

-'1 \(WlQ) z 
J,~ :; (1< ~<I, 0, 

--1 
(, K ~Q) 0 1 

_ \< une) 
~It~ l'-
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consigamos la relación entre las variables (75) y las del centro 

de masa. 

De acuerdo con (75) Sustituyendo 
.... ..¡ 

~, y +. dados por (79) 

(80) 

;-.L~ l... 

t¡;~ (~_t).2.;:: 

(81) 

Analogamente: 

1.1" - (.\. - r {1t)1. '" - [ ~r~/T)" + (l( 't"l{r (AW~ 1;¿ 
E. .ti!."".!¡v""ot.;, '" ~d.r"-<\.,,,<!,~ 

'l.I ¡;; ::. _ [ K'l"pb-' El t K' -1- ;2 K>t Le> ¡¡. + K'-r" w"e ] 

(82) 

por ejemplo: de (~) (83) 

de (81) <..t>9 ::. 1 + sustituyendo (80) 

entonces: 

+ 

(84) 
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Asi podemos escribir 

1:( .1" ¡: {f<, W>~):; .f (~"O) r S" I ,.. Ei j = 
(85) 

donde o {. K L 00 y O,!,- e~11 son la energía del c.m. y el 

ángulo dispersión. El ángulo azimutal tf es redundante para 

partículas sin Spin. 

III.3 - Las variables de Galileo del sistema de pared de ladrillo 

del momento transferido. 

Introduciendo coordenadas cilíndricas. escribiendo cada 

uno de los momentos como: 
... 
+L.~ (YII;'U'J<{J¿ I tl,;.pI<-<Pb ¡ +J.¿) 

Tomando paralelo al eje l , tomando o x t. como 

el plano de dispersión, y poniendo E, = E:; tenemos: 
.... ... 

1-\ "- (1u ) DJ ~p) .,¡.., (1" I 0 , - ü) 
... 

-t;v = / o I 0, - ~ 1.1 .... 
( o I o J ~l) 1tr 

.'" ¡ 
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El subindice de ~ indica si la componente es para-

lela o perpendicular a la pared de ladrillo (brick wall) identi-

ficada con el plano x; '( 

Por definición 

'lbo-k J,.., ~ (H) 

S ¡; :; 1;;, - l' ; .. );¿' =. [ ~r--'-It-+-( ~-.1.-"-r-~-J. )' l;¡:, 

(86) 

t ¡;" Jf ~t (87) 

b ~~<., { '\f" '" -\....J:,. ;.:... ~ u e. : 

'lA,,;: - (~\ - f ~It)'·:: - L ~ IJ,,~-r (~.l.-r~S) ;(, 

(SS) 

de (87) 1.1. ;:: J... (- -LE) ~ 
;, (S9) 

1 

~ 1\ { Se 1- t.. (I+r l ' 
lt-

de (86) 

(90) 

Entonces, podemos escribir la amplitud de dispersi6n como una 
--" 

función de las coordenadas ciLíndricas ~II, <41 del momento {, 

(El ángulo azimutal es redundante) 
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111.4 - Relación entre las variables de Galileo de la pared de 

ladrillo y las del c.m. 

t¡¡ '" _;l.I("(l-""'&) 

-u"" _1(1.( 1+¡"~Jr?f""'&} 

s¡¡¡ :: 1.;-.¡. 'lf{l..¡.pl¿ 

-t.r, = 'f 'f.! 
'1.1" '" - 'u'" - "J.~ ( I - r) Z 

t 
c.·M t. !.~ ,,= < 

j\ n .. io ,:>~""t.V\.\.l!. : 

':J(f;"''''',:; s;¡;1!>·w 

(variables invariantes de Galileo del sis
tema c.m.) 

(variables invariantes de Galileo del sis
tema B.W.) 

(91) 

\(."'(u.r)%.'" 1\12- .. '4r {q.p.)2. 

(92) 

Note que para la dispersión hacia adelante correspondiente a 

e::; o y para dispersión hacia 

atrás e:: 11 ; ~II N () 

II1.5 ~ Sistema de Pared de Ladrillo del parámetro de impacto. 

Introduciendo de nuevo coordenadas cilíndricas y tomando 

o x. ~ como el plano de dispare ión (de modo que ~ !f ¡, "O i. = i ... ' Aj 

poniendo 
-" -, 
h \L\>, paralelo al eje * y 
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-4 

1t -: (-YII) o J t.l) 
..; 

~~:. (01°/ -~) 

-1 

Consigamos +!> sabemos que: E¿ :: E;l. 
"b-

"l'nr::' M", 

er¡.tonces ~ <:: -±L -::, 4;!, - ')11, ~L Z, --
2 W!.ü 2 ""1 "',2,. 

(93) 

Usando el hecho que: 

entonces: 
;:: 

-1 

h se puede escribir como ) de donde 

obviamente: 

(94) 

y el momento transferido definido por: 

( J,u ) o J ~ i) - (Jyll J o J - fL \ :: (o) 0 1 +.t 1" +1.) 

(95) 
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(96) 

de (95) Y (96) 

(97) 
t + {ii 

consigamos la relación entre las coordenadas invariantes, del 

sistema de pared de ladrillo y el sistema del centro de masa de 

L) - \.l. L ~~ t +1~('-r)l~ \ ... 
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En el sistema del centro de masa se cumple que: 

Ya que L Ii: es un invariante en cualquier sistema de referencia 

entonces: 

(1+ f;i 

Analogamente de (75) 
-, .., l:lo 

\l i" - [ ~ f - r Iy.,. J 

':,,,~f,t\}y 4-'lJ" 10<. v .. \o~u 

1.1 E. :: - t ~ (+.1. + l' +.1)" r 
'lAG :: -
'~ 

- I\l E -= 

[ t~ 
1-

"' +1 + 

-1- Z t .. ~.L -l- rl t~ 1 
(l.C- (q"f) 

*'h _1_ L11 '" \1~(I-r)\Y'" + 
{j7 

(.O"(,¿j"'''''''~ ~",e.. 

de nuevo la amplitud de dispersión 

F (s" 1 t ",): .¡: q.l. / ~II) '" -¡:: \~, ) 

l-t~ + +~ (t-r) 1 . 

La fórmula (~~, se simplifica grandemente para masas iguales 

~II 

(99) 
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III.6 - El desarrollo de la Amplitud de dispersión. 

La amplitud de dispersión es ahora una función f ( .+ ) 
de uno de los tres momentos de las partículas. Suponiendo que 

pertenece al espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado 

integrable satisface~ 

(101) 

III.6-1 - El desarrollo esférico en el sistema del centro de masa. 

Haremos uso de la relación de ortogonalidad y cerradura 

H~eltE) 
entonces 
¡: (K, Úóe) ::: 

S(V'-T') Sle-9') ~I<f- ct ') 
.... ~e 

Reorganizando: ~ ~ 

¡:(I(, (..Os)::: f (d"'l) j :lJV- V (",d 'h (t418) i ~ ~ 1< "dl<' ~flB-\,Oe' ~~(~I ... ) ~t((.4)&') 
t.o • " o Fll<', ",e') \ 

Si definimos: 

(102) 
o " 

Entonces: 

(I03) 
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donde se tomó en cuenta que el ángulo 'f es redundante y el 

único valor de ~ que contribuye es cuando )Y¡ -:; o y además se 

tomó en cuenta el hecho que 

Tomando O-R. (I():: 5 ~'J .. ~L-(~) t l- (\<,-) 

" 
convierte en: 

ca 

" p- (K' r)" í t ('f( j yo) 

la ecuación (103) se 

F(K,(..o9):: 2. (d~,) ttJ-{v.:) "p¡¿(CA?&) (104) 
;""'0 

que no es más que el desarrollo usual de ondas parciales y la 

eco (103) es la amplitud de onda parcial para el grupo 0(3) 

111.6-2 - El desarrollo cilíndrico del momento transferido para 

partLculas sin Spin. 

Como se discutió en los capítulos I y II.3 en coordenadas 

cilíndricas cualquier vector arbitrario se puede descomponer en 

una parte que es paralela al sistema de referencia de la pared 

de ladrillo y en una parte que es perpendicular, en consecuencia 

la amplitud de dispersión en este caso va a ser funci6n de los 

vectores y • desarrollaremos 

esta amplitud de dispersión con ayuda de nuestra base: 

..L. ,J .... llq) e<~~ e..''''« 
.?1] 

Si consideramos que las partículas no tienen Spin enton-

ces el único valor posible de ~ es M ~ (:) , la amplitud en-

tonces se puede representar como: 

H~I \\)::. r:'jJ~' r".I~1 J(\!-I<') S(,_~I) Fe'l,', 1<') 

" )<\ 

(105) 
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Usaremos 1m relaciones de ortogonalidad de nuestras 

funciones bases esto es: 

(106) 

sustituyendo (10 .. ) en (\oE) 

("'" (co í ISO() (00 3 (\(I)J,,{\<ID) e) <,-, rhh(41¡K r) 
JldKrjJrL~ J~JIJ~ () \ \ Jl(l07) 
() 00.) _ ti'¡(') () 

Reorganizando podemos escribir (10:¡) en la forma siguiente 

~ (~\i<) = }~JQ ~"'h J.tKf) e~'P [~~:',hj:~rj.(KI!le.··,r! ¡;(~'¡W)/108) 
o _~ ~ 

Si llamamos 

(109) 

entonces la ecuación (10') nos queda: 

(110) 

La cual la podemos interpretar como lo que se conoce en la lite

ratura como un desarrollo iconal16) si 

(111) 

En esta identificación la ecuación (110) queda: 

(1l2) 
o 



58 

El desarrollo Lconal es común para dispersión hacia 

adelante en altas energ!as. El desarrollo (112) es una genera-

lización para energías y angulas arbitrarios. 

III.6-3 - El desarrollo cilíndrico del parámetro de impacto. 

Si desarrollamos ahora nuestra amplitud de dispersión 

en la base del parámetro de impacto 

) ,,;;.(1)-¡¡H'e' .... f 
Ik~""'')::' .-L J", (~i:> v 

';;1') 

~ ~ ~ 

Es fácil ver que ~ es perpendicular p .. ~ en el caso que: 

en el sistema de referencia del sistema de 

laboratorio de acuerdo con la conservación de la energía se tiene: 

~ 
]."" 

En el sistema 

l\L = 
-" 

+;L ;;. 

~IfL :: 

-4 -) 

Jr;'L 
-t 

;\.~l 
~ --- (113) 

.lWJ:; J "';¡ 

de laboratorio se tiene que: 

-" 
p~ (momento lineal total) (1l4) .. 

pL - f (el momento lineal total - el momento trans
ferido) 

-1 

~ (momento transferido) 

Por sustitución de (I\J.\) en (I\~) es claro que: 

(115) 

o lo que es k> mismo el vector es perpendicular al vec-

-" 
tor ~ 

Como se eligio el eje ... -) 

en la dirección de pL - ~ 
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-l -'l -} 

Y pt -~ es perpendicular a la pared de ladrillo entonces ~ 

está en el plano de la pared de ladrillo y vamos a tener que: 

y esto quiere decir que el argumento de nuestra funci6n de Bessel 

en este caso va a ser ~ b , entonces la funci6n de Besse1 se pue-

de denotar por J'\Y) ( ~ b) 10) 

La amplitud de dispersión se puede escribir como: 

F ( ~ I P - ~):: ) cok J b J o ( ~ la) A (f' - ~ , b) 
.. (1l6) 

con 

'1 ( y- 'i\ , b) 
=. ) .oh eL ( p- ~) 'l 1 ():" ~ ) 

_00 (117) 

y 

La ecuación (116) es lo que se conoce como el desarrollo del pa

rámetro de impactolO), tal como nosotros la hemos representado 

es válida para energías y ángulos arbitrarios. 
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CAPITULO IV 

IV.l - El espacio de Hilbert para partículas con spin. 

El espacio de Hilbert apropiado para una partícula con 

spin s es el producto tensorial 

de::. ~t$",""'''\ (9 Je Sf;'" 

donde ~ tóY'¿ ... 1 es el espacio -J.." (Q)) de las funciones de onda 

ordinarias de cuadrado integrable y ~sy;", es el espacio de spin 

de (1~" 1) dimens iones. 

Es común usar los eigenvectores 1""') de la tercera com-

ponente del operador de spin como una base de 'je Sf;" 

m toma los valores enteros entre -s y s, un vector arbitrario 

de Ja~,;" se escribe como: :. 

\ 't ') =- L X",11>I» (119) 
"'~ -~ 

Es conveniente recordar que, aunque sólo hay (H-II) estados de 

la base 1M) , una partícula con spin tiene un número infinito de 

estados de spin diferentes, correspondiente al número infinito 

de combinaciones en (119). 

El estado del spin IX) en (119) esta univocamente de-

finido por los coeficientes X~, los que pueden ser agrupados 

convenientemente en un espinor de 2s+1 componentes 



61 

Al discutir el spin, con frecuencia se ignora la dis 

tinci6n entre el vector abstracto IX) y su espinar represen-

tativo X Y se consideran los dos como uno y el mismo objeto. 

En este caso los operadores lineales definidos sobre j.€ 'fi ... 

son identificados con matrices cuadradas de {2s+1} dimensiones. 

Ejemplo: El operador del spin para una partícula con spin se 

puede representar como S .¡;;; en donde tO,,;;-J, y.::; son las matrices 

de Pauli comunes y corrientes. 

Una base para el espacio ¿e se puede construir a par

tir de cualquier base de '1G4SY, y ';1€ ~f;'1 

Ejemplo: Una base conveniente y frecuentemente usada está dada 

en términos de los eigenvectores de 

que son productos de los eigenvectores del impulso 1;> en ';1.€esf· 

y los eigenvectores de ~3 en 

El espacio de Hilbert para dos partículas distintas 

con spines s,y sQ es el producto directo: 

de los dos espacios de una partícula cada uno de los cuales es 

un producto del tipo descrito antes. 

Las funciones de onda espaciales tienen la forma 

Como base para el espacio del spin de dos partículas podemos 

usar los eigenvectores 
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de las componentes z o los eigenvectores del spin total y su 

componente i . La relaci6n entre estos es: 

"' .. 
el coeficiente <. s. $ .. .,,"'.I!> .... > es el coeficiente de Clebsch-Gordan 

En cualquiera de los casos el estado del spin de las 

partLculas se puede desarrollar como: 

\ X):: L :X:1 11 > 
"\ 

i comunmente representa a ("""",.1» Ó (s,..,) y en cualquiera de es-

tos casos toma (lS, .lo 1) @ (H ... ,) valores distintos para cualquier ba-

se 

IV.2 -. Los operadores S y T para partículas con spin. Las 

amplitudes de dispersión. 

Como en el caso de partículas sin spin calculamos la 

secci6n eficaz en el sistema del centro de masa en términos de 

la amplitud de dispersión. Sin embargo, en lugar de una sola 

amplitud de dispersi6n escalar como en el caso de partículas 

sin spin, ahora tenemos una matriz de 

Consideremos primero el caso en el cual las partículas 

entran en uno de los estados de spin \ -;) y contamos el número 

de partículas salientes en J.n en un estado 1 1') (Recordando que 1 

es justamente la etiqueta para una base adecuada en el espacio 

dé gpin~ por ejemplo 1" (m.,"''')' En este caso; 

(120) 
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La cual es la sección eficaz diferencial en el sistema del 

centro de masa observando las partículas finales en la direc

ción de f', con spines dados por \ 1'). si las partículas inicia
-" 

les'tubieron momento relativo ~ con spines 11~ La sección efi-

caz observando un estado de spin final arbitrario I ~'> prove -

niendo de cualquier estado de spin inicial !X) puede ser eva1ua 

da de la misma manera. Si 

entonces: 

1:0= LX111> 
t 

Ix'>:: l. x,' l' I Ú 
l' 

y 

L ;t11~ F ( VI 1',,- +1 í) ti \l, 
1'1 

(121) 

Este resultado expresa la sección eficaz para spines arbitra -
( I X').<i- j;t» a. 

rios en terminas de las [(.¡.~,.,)l2Sa+') 1 amplitudes de los procesos 

( \ l' '/ ¿- \ "'». Esto sugiere reescribir las amplitudes básicas 

como: 

y considerarlas como los elementos de una matriz de amplitud 

~ ( ~' L- ~):: i F f 1 ( '\-' ¿- 1-) ~ (122) 

nuestro resultado puede escribirse en forma compacta como 

(123) 

(~ es una matriz de (H~I) ¡\ (1.$>') dimensiones) de lo cual es 

claro que toda la informacion relevante para el proceso de 

dispersi6n de las dos partículas está contenida en la matri~ 

j (~'''_~) , justamente como en el caso de partículas sin spin 
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donde toda la información estaba contenida en la amplitud 

El caso mas simple de partículas con spin es la dis 

persión de partículas con spin 1.. sobre blancos de spin cero. 
z 

Este ejemplo incluye procesos importantes como la dispersión 

de electrones por atomos de spin cero. Ya que una partícula 

no tiene spin, el espacio de spin del sistema completo es jus-

tamente el espacio de spin de dos dimensiones del proyectil de 

spin ..L • Usaremos la base usual (eigenfunciones de "'3 ) con 
t. 

los vectores bases \1-) y 1-) correspondientes a los eigenvalo-

res "wl .. :! ~P De acuerdo con la ecuacion (12!», la dispersión esta 

determinada por una matriz de 2x2 : 

El elemento 
-l 

5~_(",,¿-+) ) 

f-- \.y'4-t} 

inicial para una 

(124) 

partí-

cu1a con momento ~ y componente ~ del spin ~ que es 

dispersada en la dirección y' y es observada con componente 

l del spin 'm' • Debido a relaciones de simetria sólo hay dos 

amplitudes independientes, o sea 

El estado de spin inicial y final general estan dados 

por los dos espinares ;:t y x. ' y de acuerdo a (12:>4 I la ampli -

tud observando el proceso (~') y.. , <- h x) es justamente el núme-

ro 
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La matriz T está relacionada a la matriz S por la 

ecuación usual 

5-1:: ,LT (125) 

La relacion entre la matriz T y la amplitud es: 

IV.3 - La conservación del momento lineal usando la base 

trans lacional 
... ..¡ 

Los operadores invariantes son pz y p.... , las funcio 

nes bases son 
-1 .> 

<.:Iié:) ! t,L~'''' 
" {~1I) 'ji, 

cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad y cerradura 
<.I<'\K) ~ (.,I,;e.A.{¡(·,t,).: S'" ~,) 

("'II}~/"" ) ::: (1)<.1< 

Nos proponemos ver el efecto de invariancia translacional 

sobre un elemento S~~ de la matriz S. En la representación 

de coordenadas S puede escribirse como 

Podemos considerar que esta sea función de otras cuatro va -
_'l _"'1 

riables Y' I y, y la diferencia y la suma de las coordenadas 
... .;¡ .., 

del centro de masa, ¡¡- R' Y (l.. +R' donde y 
.. ... ... 
R=~~'" • Los tres primeros vectores no cambian bajo 

"'Int t 'W\:a., 

translaciones mientras que Q +~ si cambia. 

Entonces invariancia bajo translaciones implica que 

S debe depender solo de las coordenadas relativas y de la di 
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ferencia de las coordenadas del centro de masa, entonces 
... ... 
Y, I '(. ) (127) 

En la base translacional un elemento de la matriz S puede 

escribirse como 
.. -" 

S .;.;,. ::. ~ e' 1(. 't,' 

se puede verificar facilmente que: 

(128) 
, -'> -'\ 

donde el momento total es ~i. ~ ~1+\"" Y el momento relativo es 

Si tomamos 6n cuenta la relaci6n (128) entonces (~~~) se 

-, 
-> > , ..> 

... ) tk'i.~ .~~.,. 
, « -~, e e (129) 

haciendo el cambio de variable 

de donde obviamente 

S-ti- ~ (lll}} S ( ~ -~~ ) fJ}~' J~: J~;: 

La funcion delta de Dirac nos dice que el proceso de disper-
-'1 -, 

sión no ocurre a menos que \(1: 1<.:. • De tal modo que consegui-

mos que la invariancia bajo translaciones implica que el mo-

mento total se conserva. 
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Iv.4 - Invariancia bajo translaciones en el tiempo. 

Si el hamiltoniano es independiente del tiempo, la 

ecuación de Schrodinger L 1. 'dl\1Lt.l ::.\-llj)lé) es invariante bajo 
;;}i. 

translaciones a lo largo de este eje, esto es, bajo la trans 

formacion {. ... i. +.¿. o sea 

~ ~ (t.·do.) ::: (130) 

Si definimos 
?--t 

;¡i(-t.):; 'II(t~t,) la ecuación anterior se ve enton -

ces como 

de (130) se ve que 
DI ;ji l.) 

lt) 

la cual se puede integrar y nos da 

lo que nos dice que H es el generador de translaciones en el 

tiempo. 

Los eigenestados del generador H son simplemente los 
ill (j; \ 

estados T ~ , un elemento de la matriz S es: 

"- . .r, l-) \,11' ("') ::. L {¡t' I ~ (4» 
",.,,,:: ¿'"1'-\ ,." ., 

,1, H \ "'<~ (i:.. >j./,.) ¡,¡"'~ l -i:.- fHo) \ '11 .... (+') 
~ T~ ~ ~ 

L ~\(-)\ u~ (':' ~~to) (2.Xl> (-i:. E¡,+.)\~;,lf) > 
~ \ ~ 

S~¡,:. S..f~ r;.;(~[\ (E\_ H)t.·1 

Si esto se cumple para cualquier i. entonces E1~~~ cuando 
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y esto es la ley de conservación de la energia. 

IV.5 - Invariancia bajo rotaciones. Para una rotacion arbi 

traria, la i-esima co~ponente 

V(,:. L (?;. ~ V) 
~ oC 

de un vector se transforma como 

(131) 

donde íl':'i es un elemento de las matrices de 3x3 de rotación. 

Por simplicidad, denotaremos esta transformación por: 

V=f.- V 
-) 

donde Q es un operador del espacio vectorial que satisface 

Q+ R;;: R ~'~ :: 1. así bajo una rotación 
-l -1 ... 
V :: Q. yo 

,+ ~ -' 

~ ..., -, {,' 6 R 

Si el hamiltoniano es invariante bajo tal transformación, 

esto es, si no hay ninguna dirección privilegiada en el espa 

CiD, la matriz S será invariante bajo rotaciones. La corres-

pondiente ley de conservación se obtiene en la representación 

en la cual el operador canonicamente conjugado es diagonal. 

Si la rotación es alrededor del eje z, este opera -

dor es .J'l; , la componente z del momento angular total.Si la 

rotación es alrededor de un eje arbitrario, el generador de 

la transformación es el operador correspondiente al momento 
-, 

angular alrededor de ese eje. Así, si e. es un vector que 

tiene una magnitud igual al angulo de rotación eQ y dirigido 

a 10 largo del eje de rotación, el operador de la transforma-

ción es 
(132) 
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La representación apropiada e8 aquella en la cual j~ y J~ 

son diagonales. Si S es invariante bajo rotaciones, con-

mutará con ambos ( J '"y J.) Y la matriz < Jt M~ \:'; \ j¿ tf¡, '> será 

diagonal. Este elemento de matriz debe tambien ser indepen-

diente de Mi. ya que no puede depender de la e1eccion del 

eje z o de la orientación del sistema. Usaremos operadores 

de subida y de bajada ji: J~:t.. J'f los cuales conmutan 

con S ya que J.. y J '( conmutan con S. 

Usaremos el hecho de que 

J+ \ :.l", , Mi,) = t (Ji..pi.-\l) - Hi. (.1< +d}.!¡ \ ::í.:., 1'1':' ~1'7 (133) 

La normalización se obtiene de la relación J. j + :: J'"- 3dJ+ 1) 

junto con el hecho de que (,:L t ) " 3-\ . De (133) se sigue 

entonces que: 

1tl:.l¡,(Ji.4-I) - M¿( Hifi1l-\'L.:í""l1dd::: 

t.. J i.,I1i.\J_3 .. \J¿,\-C¡,):::. LJ¿(J.i.+') - loI¿(¡.(<.+f)).l¡,'" (134) 

usando que [SI J_}:o y las ecuaciones (133) y (134) 

1'1" l.-2. f J_J+ 11,h H¡" 
¿ :lÍ-¡ M¿ \ ~\ J¿ 1 tíi) " L )<., \ \~ t: J~(j •• I).HilM¿.I) } 

:::. [,L(J¿ +1) - I'Id\ii. t i)1-'{j% ,L Ji¡IA';\ J_ !':;J+ I J¿,ti¿) 

::; 

(135) 

Entonces todos los elementos ¿ J~ ¡lHbl J~, \f~) teniendo un 
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valor dado de J¿ son iguales. Conseguimos entonces que la 

matriz S en el sistema de referencia del centro de masa esta 

dada por: 

<]11!1~\:'\3¿,K¿) :: 5J¡(I!)SJ~,J-l SM¿,Í'I\-

demostrando esto la conservación del momento angular total 

y de su componente a lo largo de cualquier eje. El número SSlfi) 

-, 
es el eigenvalor de S en la representación J 

Nuestros resultados pueden resumirse en la siguien 

te forma 

L E~ J\ l'I~\ sI f" 3" w¿) ~ S(E~ - E~)SJ';>tSI",;,K~ Ss!e} (17) 

Este resultado significa que debido a la invariancia rotacio 

nal S es diagonal con respecto a J y M Y que debido a in-

variancia bajo translaciones en el tiempo es diagonal con 

respecto a E. 

IV.6 - El formalismo de la helicidad • 

Definición 1 - La helicidad A de una partícula se 

define como la componente del spin en la direccidn del momen 

to de la partícula. 

El uso de una base de estados de una partícula 
_1 

etiquetados con l' y >- tiene múltiples ventajas sobre las 

bases de estados etiquetados con ( 'M es el eigen 

valor de !i3) 

A diferencia de lo que ocurre con m, la helicidad~ 

no cambia bajo rotaciones, lo que simplifica considerablemente 
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el análisis de la invariancia rotacional. Puesto que el 

~ A ~ A 

operador de helicidad :;. P puede expresarse como ,J. ~ 

ya que 1. ~ es nulo. la helicidad se puede definir sin 

ficultad en la formulación relativista en donde la defini -

ción de L y :, por separado es engorrosa. 

A cada valor del momento P de la partícula le co 

4 " rresponden (lm) eigenvalores del operador de helicidad S· P 

que son: 

~. I I !> 
(136) 

y por lo tanto el espacio de todos los estados de una par

tícula está subtendido por los eigenvectores de + y ~. r 
{ 1 ~ 1 A") \ del mismo modo que por ~l conjunto de los eigen

vectores de t y ~3 \ I ~,,,,) 1 .Al escoger la base de helici 

dad la única ambiguedad es la inevitable en la elección de 

la fase de los vectores \ ~IA) • Esta se escoge comunmente 

del modo siguiente: Consideremos primero los estados cuyo 

momento ~ está alineado con el eje positivo 0"2. I -+::::;.-+-

para estos estados la helicidad coincide con s" y podemos 

escoger los estados \~,A) de modo que sean precisamente 

los eigenestados usuales de S3 con las convenciones de fase 

usuales 

(137) 

A continuación; notemos que un momento arbitrario ~ en la 

dirección (éilf~) se puede obtener siempre a partir de uno en 
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la dirección o t por medio de una rotación. De hecho, 

esto se puede hacer de muchas maneras, de las cuales la 

mas simple es justamente hacer un giro de e grados alre-

" -1 

dedor de un eje perpendicular a 3 y Y (Fig 7) 

31"_" " 
,~ 

~ ¡ 
9 , 

4 - f-- - fo:-, '--+,----
~ ", 1 

~ "1 

\ 

Fig 7.- El momento ~ puede obtenerse de ~S por una ro-
..:¡ ~ 

tación de & alrededor de un ej e perpendicular a -\o y .3 

Esto equivale a tres rotaciones sucesivas: - <.f alrededor 

de 3, , El alrededor de Z, y 'f alrededor de " 3 • Esta 

rotación tiene los angulas de Euler ( ~ 1 e - q> ) 

Es conveniente parametrizar esta rotación con ayuda de los 

ángulos de Euler, que definimos de modo que 

D (,o 1.iI) _ -, <f 31> e.-,e 3 .. e.-' '113, 
'11 el' - e.. . (138) 

Esta es la llamada definición activa, en la que se hace gi-

rar al sistema y no a los ejes. En términos de esta defini-

ción la rotación descrita es Dl4l,O¡-'f; (fig 7). Puesto que 

la helicidad no cambia por efecto de las rotaciones, podemos 

definir ahora el estado i +1 A') como el estado obtenido efec-

tuando una rotación 'D(~, G,-<f') sobre el estado 

(139) 
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El primer ángulo de rotación. ~ es solamente asunto de 

definición, pues 1) (4\e) 'f) 
-, 

llevaría t 3 a ~ con cual -

quier valor de ~ , el uso de valores diferentes de ~ le 

daría a I + lA> fases diferentes. La elección IV" - 'f es 

la más común y tambien la mas conveniente. Este procedi -

miento nos provee con una base ortonormal bien definida 

para los estados de una sola partícula que satisfacen 

(140) 

Con estos podemos construir una base para los estados de 

dos partículas con los productos directos 

(141) 

IV.7 - El desarrollo esférico. En el sistema del centro de 

masa se cumple que 

(142) 

y esto nos permite encontrar una representación mas simple 

para los estados de dos partículas. Los estados (141) estan 

definidos mediante rotaciones independientes, una para cada 

partícula, en tanto que para el caso especial 

mos definir un estado equivalente con una sola rotación. 

Así pues, definimos primero un estado del movimiento rela-
A 

tivo con el momento relativo -+ en la dirección de ,3 

\~) J.,,) Az') = \ ~)® \ s;,) ).,) ®\S~~)=-).,) l~:::~~] (143) 

En el marco de referencia del centro de masa (143) repre-

senta un estado en el cual la partícula 1 se mueve a lo 
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largo del eje o 2 con momento + en tanto que la partícula 

~ 

2 se mueve en la dirección contraria con momento - 1- .El 

signo negativo en el último factor de (143) se debe a que 

con su momento en la direcci6n - 2, , la partícula 2 tiene 

helicidad _ 5,,'1<) • El estado general del movimiento relativo 
... 

con momento relativo ~ arbitrario se obtiene ahora median 

te la rotaci6n apropiada como 

\ ~) >"1 ), .. ') = DI 'f,El¡ -'1') i ",; I A\I ),,,,) 

en donde D es ahora el operador de rotación de dos partí -

culas generado por el momento angular total de las dos par-

tículas. 

Los vectores (144) definen estados del movimiento 

relativo en los que las partículas tienen helicidades Al y~z 

y momento relativo ~ , es decir que en el marco de 

referencia del centro de masa las dos partículas tienen 
... -) 

momentos de igual magnitud y signos contrarios ~¡".Ir y 

Estan normalizados de manera que 

y nos proveen con una base ortonormal para describir el mo 

vimiento relativo. 

La matriz S en la base de helicidad se puede des-

componer como 

y la sección eficaz diferencial en el marco de referencia 
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del centro de masa para un proceso que involucra helicida -

des definidas es 

IV.S - Invariancia rotacional. Supongamos que el sistema es 

invariante rotacionalmente. Para aprovechar esta propiedad 

naturalmente usaremos una base de eigenvectores del momento 

angular. Es aquí donde se ve la ventaja de la base de heli -
-:l ro -l,.. 

cidad pues los operadores S"l. p Y Si». ~ son escalares y por 
-> 

lo tanto conmutan con J y por consiguiente podemos escoger 

un conjunto completo de observables que conmuten incluyendo 

a J" Y J. Y las dos helicidades. Especificamente, podemos es 

coger una base para describir el movimiento relativo 

1\e,~¡~¡ A>¡'\')J Y la transformación de esta base a la base 

del momento lineal ! r¡ ÁIIA.,,> se puede hacer sin usar los 

coeficientes de Clebsch-Gordan para acoplar spines y momentos 

angulares orbitales. 

La teoría del grupo de rotaciones muestra que los 

estados del momento angular se pueden expresar en funcion de 

los estados del momento lineal con la fórmula 

i~) ,c -l (8) 
\ [0) \, 'M ¡ A \ , ).~ "> ::. IV ) J..n. ;¡) '" ~ Cfl} \~');,.,,'\ l. ') (148) 

en donde ;j)':':~ (,\,,0/-1) son los elementos de la matriz de rota 

ción de (2j+l) dimensiones para los angulos de Euler (~!o)-f) , 
..;¡ 

y -1,. apunta en la dirección (e I q) y tiene la 

magnitud 
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Vamos a demostrar entonces la formula (148). 

Demostración: Sea 1+; i ~ ') un estado de helicidad A y 

momento lineal + ~ . Un estado \ +' ¡ ),) en el cual el mamen 

to tiene la misma magnitud pero esta en la dirección 1911) 

esta dado por 

(149) 

Podemos descomponer en eigenestados simultaneos 1Elí¡M¡ A> 

de ~b, j:U, y J~ como sigue: 

I+~I).) =- f l¡¡dl'\)4Ed¡;d+~(A") 
\",1).\ 

(150) 

El estado rotado se obtiene aplicando l)(I{J,e¡-'f) a (150) 
~ ~ 

D'f¡9)-'f)l~~\~')" 21l[lf',e¡-,p) IEI \,~)¿E,\.~\h~)(151) 
l" 1>1 . 

descomponiendo en eigenestados i 1, "') de J,l; y 31 Y tomando 

en cuenta (149) 

I ~, >. ') :: 
"" ~ - l' L ~ <\""\ 'Dl<\',6J-'f)\P)IG'i''''JL''I~I)¡'\'';» 

de donde 
~o 11'1 ""~_) 

"" 'r ) ¿ 'i. .9)~\ ('1',91·<.f')I¡;)~,,,,) L.,p.l+~)n(152) 
~<\}I ""~-I¡ 

Esta es claramente la generalización para partículas con 

spin, de la descomposición en ondas esféricas de una onda 

plana. 

Ejemplo: Si la partícula no tiene spin A =0, j=l entonces 

de (152) 

<.:\ ~') 

pero 

Cl\ (1,) ('1' ¡¡ - '1') :;; 
J.) "W)o )) 

y 
<é -::'ltl ~,"") ;; 

<.'y:'\~> ~ 
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haciendo estas substituciones entonces (153) se ve corno 

-' "'.!:: 
¿"K-r:;. L '¿ c: 1- 1l. (\(~) 'Ú"" (9., 'f.) ~ "I-íI '(t~I".vI~+)d,LI~~) 

t~ • .", -t ~t}1 

I 

~ 
A :;L;' .r: ~ .;r; ~ el.. (4ft I íoh) ~'("'e),/! I~fl<ff) YI'(9'¡',cf~) 
<- ::: 2" ,.a 11 L L------~,.. 1..... ... (154) 

loo ",~-/., ~ 
Pero el desarrollo usual de una onda plana en ondas esfé-

ricas es 
t .. 

_\ , 
L 2.. Lt. ~/. (u) \(L~ ¡&.,'fe) Vt ! (ijo, f,,) e} K, r 

= 4n (155) 
t~o ., ~ _ t 

corno estos desarrollos deben coincidir, entonces 

(156) 

Para conseguir el valor explícito de c:.J.. debernos calcular 

la siguiente integral: 

\ 

'" ~ 
:l.11 

=. 

~ 
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se usó la ortogonalidad de los polinomios de Legendre y 

las funciones de Bessel. sustituyendo (157) en (156) 

Los elementos de las matrices de rotación satis 

de la relación (158) 

_-il.i'--__ 
I\'!loé~, ~,~\ y~\)," 

esto es: 

(160 ) 

Las matrices de rotación son dos tensores esféricos y por 

consiguiente el acoplamiento 

¡~,;¡ ~ ). (~,) ) 
~"\f. rf1il1-f 3)",) {If,6,-<.f ::: 

:::: 

sustituyendo (161) en (160) 
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L(-')"""-~L 

por otro lado 

(~) l rO 
~'WI:.""! ¡ O 1J 8, 

Apliquemos la relación de simetria para los coeficientes 

de Clebsch-Gordan 

~ I l-')}'·"" L:. 6' \:1. \,., >'\2 ~ "''> = 

L. \, lL ",', _",1 ".>" (-,)} .. " 

los Clebsch-Gordan tienen la siguiente propiedad 
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< ~, o 'M, 01 1 ",) = J ~'~ S "'1 '" 

L~, ,,~o\ ~,,;p :: S1\~" S~ ~ 

y 

De la ecuación (152) 

I+,~)= i 't$~>(~)\~'l"'A)L~)iA\'\-~I~) 
~.i>1 \,,,.¡ 

de donde obviamente 

(164) 

'\> lO!;. ~ 
"-+',>"\= f 2.. <~,~",X\ 3)...,,)., (;,) L+;)~\H>'> (165) 

~'d)..'1 ""~·i' 
Los eigenestados del momento satisfacen la relación de 

ortonormalización usual 

~(~.~,) JJ.~-'"..:_a~) S (<f .... 1:) 
++' ~~ .. 

y adema s 

s(~·~,) ~(euó)}) S(~,.q'~,¡ :. 
}y !y' ~9.,. 

L L J..¡, ~:A\ t),A') L 

i"" 
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pero y N puede evaluarse 

comparando con la ecuación (1~) entonces 

Teorema 

I G 1 ~ ¡ "', )., 1 ~~ ') es un eigenvector de la energia, el mo-

mento angular total y las dos helicidades. Está normaliza 

do de tal modo que 

, ,1 \'\E A , """},"),1.')" S(E'-E)S;"Ah:.",S~,A,h,,~z 
L. E } ~'I >n') /1, 1 "1. \ 1 o 4 O 

Teorema 

El ket ! i:. 1 ~¡ "", Al ¡ )", es un eigenvector de la energia. 

Prueba: Nuestro ket se puede escribir como 
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\1>]~,W,1 }"i},2)" I-\->@ \il"" AI)~2) 

Entonces si aplicamos el operador pll' tenemos 

p'" \ A, I ), "'} ~'¡ ).1.') ::: K-'" \ t ') @ \ ),.". I >. I I ),~ ') 

de donde 

Por otro lado, veamos si 

::. ~ .I.1l1_ $mx (Jl-~) "r)., I ,n ~ ~ 
l\)jt \'"' \) 

\ '" i i ) "") ). \ ) ~ l. I Jtn T 

es un eigenvector de la 

p2 \ ~ I ~, .,., ! ), I ) ~ .. ') 

ya que 1'1J es un escalar entonces 

[ f1. I 1)( <f I ¡; J - <P~ :: o 

de donde 

?1,\~d,)A1 ),,¡h-':::. 'f"'~:1 \<¡'~J.atj)~\\Il.·PI~J).J¡),') 

lo cual nos dice que \ ~/ 1''''' I )'.)'z ') es una combinación 

lineal de eigenestados de ~~ 

Teorema 2. 

\11~\""1).'1).") son eigenestados de J"'y 3'1; 

Prueba: Para probar lo anterior es conveniente escribir 

11>fil""',A,)~,/ ;:::.~1.1·tI (Jn)",:D;l~Í'(jl.t)\~)'>',,).'l) 
Jl-TI J 

que puede tambien escribirse como 
\11 11 (25) 

I ~) ~) M) )., ,) h') ::: f~¿ \cI'f", ~ (lS-9~~e't CJ)~l:I<f"',~h- f,) ~ 
4" ~ () 1) l'fl,/ e." -~",)I ~~, ~, J~') 

Esta integral es precisamente el operador de proyección 

Demostraremos ahora que ~,! (~ ) portan representac iones 
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irreducibles de 'S 0(") 

Si multiplicamos la relación anterior por D(Jl') 

se tiene: 

D (11'1 ~ J l).) 

la cual se puede reescribir como 

D (ll.') ~JO,) = ~ ~::I ~J.jl", ll~~!'¡'(J2\o') D(Jl.'Jl",) \ +3 1).,'/ A,,) 

donde se usó la definición de representación 

1)( ..(1,) 1) l illr),,, 1) (.{l'.r.",) 

L ~~~ '\ ..(1.-1) :.uú\f.( JL' Jl.1r) 

ó 

pero la integral invariante del grupo de rotaciones es 

por definición 

) J-it'r J).:\l~ (ll.~) "DLo.,,) =; ~áJl.\, 'J)-,:~~ (.(\;$1) lll..(1'.JI..>rJ 

tomando en cuenta este hecho entonces la relación ante-

entonces 
L ~v{~) (JL') ~; l >-) 

(168) 
>S 
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de donde concluimos que \ ~I ~,~, Al) Al/ es un eigenestado 

de y. y 3'l 

Los estados \ 1, ), "'" Al 1).1.) son eigenestados de ;'" ~ y ;;¿, t 
~"\\h)J"",A,,.\,)::. A\\,j",\,,,,,, A"h, y 

s.A \ -\-' ~I "'" )," Al)" ),,, ! ~I '1-' '", ),'1 )"j 

Los elementos de la matriz de transformación que lleva 

il~'hr")~ 
...¡ 

de la base del momento lineal + y helicida 

des 1" , f1J a la base I t, ~ I "') ,\, I .A. ) \ son: 
. I\H ., 

r~ I ~ , ,), .... , )." ) ), '1) SI'H') J l; (' \ ~ 'D ~¡<I',e).'f) 
<: ~) fl 1 ::. +~+,- (' I "f1.. Z, -;;.; '"' 

En el caso particular en el cual las partículas no tienen 

spin 

(169) 

y el resultado anterior se reduce a 

(170) 

IV.9 - Relación entre el formalismo de los armónicos esfé-

ricos vectoriales y el formalismo de helicidad 

Hemos definido los estados de dos partículas en el 

sistema del centro de masa que se transforman de acuerdo con 

las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones. 

Estos son: 

(171) 

en donde 

\ \, "" i ~" b i '() 

es un estado de helicidad de dos partículas. 
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El eSquema L S 

Consideremos ahora la base alternativa 

en donde L y S denotan los números cuánticos del momento 

angular relativo y el spin total de las partículas respecti 

vamente 
1 s, - $ ... 1 

en donde S, y Sz. son los spines de las dos partículas. 

Acoplando el momento angular con el spin total 

I i ""i loS jO):: L ¿l~fiLt4,i1 .. ,.($,~,¡,""", ... I~ .. s)ll"'. ; .... .,., .. ¡'i) 

"""' .. 
en donde el estado ! L \1. ¡ .... , .... ,t, i '(") describe a las dos partí -

culas en el sistema del centro de masa en un estado de momen 

to angular relativo L¡ ~L con componentes de los spines 
~ 

en la dirección del eje 3 

A partir de la relación (148) podemos expresar los 

eigenestados del momento angular orbital en función de esta-

dos de ondas planas en los que los spines de las 

partículas estan cuantizados en la dirección del eje ; 

\~ 11)>1'.., 
\L lit·, """'.) " ~~ ~J.n :Dw"o 1)", m, .... " (172 ) 

La relación entre los estados I i '" i L $ j '6 '> del acoplamiento 

LS y los estados \ \ '" )>... A~ i '() se obtiene de la relación 

ent.re los estados que representan ondas planas I ~ ; m, "''- ') 

I ~ ) >-, I ),1- ') y 
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Para el estado de helicidad de una sola partícula 

teniamos 

" en donde ~s es la componente del spin en la dirección 3 

»If,&,-~denota la rotación caracterizada por los ángulos de 
-) 

Euler ( '1', El I <f ) en donde (iJ I 'f ) son los ángulos polares de r 
Teníamos: 

que se puede reescribir como 

El producto de dos matrices de rotación es 
,~) ca.l 

\ '~" .(,\t2;~I'wt1 \ ""I+l"'t:¡) "'nt ' -+"'\l'Al'\>}oJl 
! ~ " 6' I (174) 

Vamos a demostrar 
,b IS,) 

<1\ ,~ .. ( ) n. ( .[l, ) 
JI .... " 4'L .,ji",,;', 

Acoplemos 

L .L$.s .. ,""",. \~"'~)i.~.'>. X'I-~'\~}') ( •• ) .... ), 

S iD (~) (A) 1) i» Utl 
,,,,,,) J.I>I~ lA 

G"\ :L\ kl.) 
"'í .. ), - ¡,~llo, ..J,JM,I> 

:: Le.,) . ¿S.SL""""I<,">,>L?,~" >"'_~'\"),"''<~'>I_'''t's\LH'>L,\i>,. (176) 

L:> 
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Aplicando la siguiente relación de 

Gordan 

entonces 

ya que 

Q'\ \~l .. t~) 
JJ"tn,\ 

con esta relación (173) 

1 '1 "'; Al 1,;¡, ) 'C> 

se ve como; 

simetria de los Clebsch-

(177) 

(179) 



88 

Pero según (172) 

De aquí, por inspección obtenemos la matriz que relaciona 

los estados de helicidad y j definidos, con los estados en 
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CAPITULO V 

v.l - Los desarrollos de las amplitudes de dispersión 

para partículas con spin en la base esférica 

Hemos encontrado que la matriz de transformación 

entre la base de momento lineal y helicidad i 1+, t' Ir')~ 

y la base del momento angular y helicidad t \ '" I \ 1 '" I AI,~,) 1 

Can ayuda de esta matriz podemos aprovechar la invariancia 

rotacional de S para encontrar el desarrollo esférico de la 

amplitud de dispersión. En la base de momento angular la 

matriz S es diagonal respecto de E, j Y m Y par consiguien-

te tiene la forma 

esto significa que la matriz de colisiones para E, j Y m 

dados, está determinada por una matriz unitaria Si,~) cuyos 

renglones y columnas llevan coma etiqueta las helicidades 

de los estados final e inicial (,,: ) A~) Y ( )..1 I A" ). Intro 

ducimos la amplitud de las ondas parciales como es costumbre 

(181) 

y la amplitud total se puede expresar ahora en función de 

las amplitudes de las ondas parciales de una manera análoga 

al caso de partículas sin spin 
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g (r:~ f~) ~ (~)'I}."),~i~,'\II>") 
(182) 

Ahora introduciremos una unidad descompuesta con ayuda 

del conjunto completo {\ E, 1'''', 't" I )" '» antes y despues 

del factor (S-') en el lado derecho de (182) 

\ f, \ \1'Yl) !-' I , t''-' ') '- ¡; ) )1"') ti '1 I = 
~...., 

L +'. ) A: I A ~ i 1. (<; - 1) 1 \ .;;, A I ~ A 1 ) 

L.. .y'¡ 

It'1-\"'Jf' 
:: ~) L 

-= 

de donde 

'- +'. ) A: I ~ ~ \( S -! ) I { ) A, ) "lo'> 

ahora; 

-1 
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-l 

fica si elegimos la dirección de t en el eje o=t , en este 

caso é =0 Y recordemos que ~.:n L'i'¡8 f -<f) ::: S""~ .Si designa 

mos con (e I 1f) la dirección de ti obtenemos 

-:.. ~'(Q)<f) , A', \~ \ (5-') ! ",;, \'),1.) .::: ~.s L f+' - f y),' 
""" .. ~.; J) It) (lf' ~I -'1") 1 (¡:;) ""~ \ )( '- __ "'" Al " J \ 1 \' \ \ ¡;;) ¡,. JI 
~~ +~ ~l ~~,~,p~ 

-::. ~, (El I tf) lA" ~ ~ \ ( ;, -1) I '\- ~ ¡ >- I I ~ '- ') =: ::- S (E,~' - f. +) " 
" r .~~' J) ~1~1 I 4f'¡ e', -<tI) ~ ,Lé? 

de la ~xpresión (182) ~,A~ lA,)~ 

:t. "r' (&¡t{') 1 X; ¡\~ l (~-I) l ~1, I '>") );1.1::' :n M g U:~ -t'r) l< 

l<. ~ (.Ir') A" IA~ I "'~ 1 A"A,j 
de donde 

ob l~) (Un 
:d .. $CI'::1-'- E~) 2 ;;- J)"N ('f'¡&'/-«I') J>.: ).~¡.\,),. :: 

...., \~O 

"" ~ SU;'¡y' I<vJ " L6',é','f') 
~n"W\ >-\ ,\~ J )., >.. 

(t:;'¡C',<f'):. f c..~4') 1)., \' [El .11;1;, If,'6'/-«I,1 (184) 5 11 "\, \ \ (\ Ii" ) >. I A 1. 
I'lp,-,(\,r>. ;"" 

En el caso de partículas con spin 

A, /.1. >.: ~~ o 1 -} L 

j)~~) l~(8J-f):. Yt{{..¡()e) 

y en este caso la eco (184) se reduce a 
.!!! 

~ (t:le,~): L (~ttl) ~~L¡;;) Vd !.1nf/) 

Podemos transformar la ec. (184) haciendo uso de la rela-
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ción de ortogonalidad de nuestras eigenfunciones bases: 
11 (t'l1 I~')'¡¡ ) (~) , 1+11 

) (l2.,&.!e) d'f J)",,> 1<f(&¡.<Q J),'~lflel-<f/':: -- dH'S",,),' 
• t:J .t~~ I 

Multiplicando (184) por e integrando 

de donde obviamente 

cidades de las partículas entrantes y salientes. 

El otro desarrollo de la amplitud de dispersión 



que se puede 

1 (l( , e¡l(1) 
)..', ~~ I~Lh 
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entonces .,. ~ 00 11 ( \.'!l ~)~ 
. LKJ sl'fl L l >+11 ) y,J .. ) p.l->8¡(Jidy, ]':1«\: J) ...... ).I'f'" ,/)Kj,ifK) 

~ >.~ >~ 1 >.,,,>,1, . ~~\~, .... ~-~ o o o 
) (~) (.,1 (187) 

¿ ~ (e" 14'",») ),. \ 1L~,\ ífK 1 ~KI-q;~) J'" >. 

Ejemplo: En el caso de que no haya spin 'Wl=" "''' y i"'1. 
'1'\ (t) (,O e -<f) - '?I'. (I.<>!)) ._ 
"-' 00 " 1 I - . la ecuac~on (187) se transforma en 

con r en la dirección z. La integral sobre <f se puede 

evaluar inmediatamente y entonces 
¡;;:J ot:> j 11 . \ 

) ") ('f\~.. 1lh,9", olid.:. r.e. ((,(1e,,) 
H,<¡(.AJ1é: /... j 

1,,0 2, o Q 

'1.. \liLKd VQ.' lc,ptl"c;) ~f., (.....,9",) 1~(X) 
!' :;:0 

la cual se puede reescribir como 
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Usando la ortogonalidad de los polinomios deLegendre: 
-\ 

S r11M..Q;( deK "(:'11. ((A(jQK) ~.a,' (l4'lB-K) .:: 

r 
de donde 

que coincide con la amplitud de dispersión para partícu 

las sin spin. 

V.2 - El desarrollo cilíndrico del momento transferido 

En el capítulo Ir sección 2 obtuvimos que las 

funciones base en el sistema de referencia de la pared 

de ladrillos del momento transferido son 

f ..l J '" ( K.e) e. L,. ~ e'" '" 'f J 
1 :2-11 

(188) 

Podemos usar esta base para representar la amplitud de 

dispersión para partículas con spin, los valores de m 

Consideremos la dispersión de una partícula de 

masa ""'1, Y spin >1 por otra de masa WJ1; y spin que salen 

después de la colisión con masa 

masa 'NI,..::. 'M.¡,. y spin s,,\", La amplitud de dispersión se 

puede escribir como 
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1-11 

con Y) ~ O't- }1.) - (A 1 - ,,\ 3 ) 

Usando la relación de ortogonalidad de nuestras funcio-

reorganizando 

la amplitud de dispersión nos queda entonces como 

F-" (i<\~)" ~ aofJ~ ~oOh ~ .;'11 e" .. tf j" (I(~) e'-'r'Z ~ \!"f) 
O' - 00 ., 

(190) 

si definimos de nuevo 

ot> ~ t1\ f 
Cl (\I~) ~ Jt J 'f ~, n ~ ( f ~ <f) 

00 o 

la eco (190) queda entonces como 

tYlll<\,\):=. ~ qá ~ Jy¡ (Ke) tL('410 (191) 
o 

En nuestro caso todas las A estan cuantizadas en la di 

rece ión del momento transferido 
1X, 
1 
I 

v.~3~i~¡~ __ ~ 
.e \ ---t>_ .. > • 

sistema de referencia del 

momento transferido. 
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Si queremos obtener la expresión para la ampli 

tud en el sistema del momento transferido, debemos in-

vertir la helicidad de la partícula 2 y rotar los spines 

de las partículas 1 Y 3. La eco (191) se transformará en 

I ;P~~r en.) ± J)A~',",(-!2) 51J(Gt{~I~lJ~~-(;;~rh92) 
donde 

I~= _s~ Ce -s, O 

'J) ~~ r lo I 1T - e I o) 

Jl ~: c;- ( o ¡ e) o) :: 

d ::r (11-&) 

JtC(l¡) 

Por sustitución de (19b} en (192) 

y 

(193) 

fy¡ lK¡ ~L f" d ~~r (n-s) d ~:'" (e) ~(Jf ot. (\I~) J~'t_~:~~_,," 
el ángulo viene definido por 

e :: w>"'-\: ~ ~,e.jo hl; :: .2 K 

i 'l 
Entonces, ahora A etiqueta la amplitud de helicidad 

en el sistema de Breit. 

V.3 - El desarrollo cilíndrico del parámetro de impacto 

para partículas con spin. La amplitud de dispersión 

en este sistema de referencia por analogía con el caso 

anterior es: 

FIl ( \>-~ ¡ ~)" ) ''\J.1o J." (<:\ lo) ~((j.I~l . 
con ~ <>O J:t ~ l~ '1. 'f) q}. ( ~-~).J. 

-.., 
y 

'1)= (>--:,-)."' - ( \,- )..!tl 

Si consideramos que todas las A estan cuantizadas 
-'> -) 

a lo largo de la dirección de ~-~ si queremos obtener 
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la amplitud de dispersión en el sistema de Breit del pará-

metro de impacto debemos invertir la helicidad de la partícu 

la 2 Y rotar los spines de las partículas 1 y 4, obtenemos 
s~ SI 

J) SI (o 9 o) ) b JIo 1)'l (~b) a(~If) 
t V1 ( Y-~I~) =- L :t>:'t (0¡11-e 1 o) '2 ~ le I J 

!~" sl\- '1,f (;= S, <> 

con 
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CAPITULO VI 

En este capítulo se enumeraran los resultados que se 

encontraron en este trabajo y se haran algunos comentarios fi-

nales. 

1) Se clasificarón las subalgebras del grupo de Euclides si

guiendo el procedimiento de Kalnis et a15 } 

2} Se encontrarón los conjuntos de funciones bases en el es-

pacio de Hilbert apropiado resolviendo el problema de eigen-

valores y eigenfunciones para los operadores invariantes de 

E(3J)O(3PO(2) y E(3PE(2) x Tj.J O(2) xT.4-. 

3) Usando las funciones bases obtenidas se hicieron desarrollos 

"en ondas, parciales generalizadas" de la amplitud de dis-

persión estos desarrollos pueden tabularse en la siguiente 

forma: (ver Tabla 2). 

Si identificamos la función: 

es el generador de una translación a lo lar-

go de ~ en la representación r 20) y 

~L ~ 1: =: L.. A \ \ T l lo I o ) ~) \ A ~ :> 

como elementos de matriz del operador de translaciones sobre 

el eje ]:, perpendicular al plano de la pared de ladrillos, 

la función: 

tJ~i>tpJB¡-c.f)::. L~MI D(f¡~I-c.f)I~t\) 



TABLA 2 

D e s a r r o 1 1 o s Spin 

.o "" f(~,("'H)}o }.(,I'.,*I) ~ Y'''\''"iL(l(d'Pl'.,(CO'le) tt l <) E (3).;¡0{3)':>0{2) sin 
t::tIo o 

'" ~11 1 

~ttY\ = J- ~ \(,'J~' ()h»t>'Je.' \9.(I<'r1'1?L(Wl€l')F(I<',I.41&') E (3 ).:>0 (3 }.:>O (2) sinl 
11 o o I 

( K ; e.<4'\ ;!'3~ 1.J..4-1 (00 ( , _ (1l~ , _ I -
conl E (3)..)0 (3).:)0 (2) 

L. J.f, lll.K) I ), I JJ':");' (f1.I<) L':'; (r) 

)~~~('() ~ ~"I<'>,k )J.n.,.. ~JJl.~ J)~~(~~) ItU\.<,)\),') - ~~-l 
1 .: ~~ ili~'~ '1") 1 I 

"- E (3).:>E (2)xT,t.;:) 0(2)xT I sin 

E (3»E (2)",,> 0(2) J ~ ('\\ eh ico 6:t. ¡¿L ( v • .l;. ) sin 

t ('\ 1 \l- ~) ::: ) ¡¿,L(V-~J:¡' ~ (I:.,'l-) 
E (3 ):>E (2)xTj.) O( 2) xT.I. sin 

.," 

A( \1-,\ 1 'o) "- S "".,{t; e." (~-~) t 
-'" 

1(1),1.) I E(3)::>E(2)x~::>0(2)XTJ. sin 

.. 
I E(3»E(2)"""0(2)xT'l conl ~,,(g,Ik) \ h\e h{1<~) (\..(~I ~) . 

I ~ tllJ 'f e.L~'i' 1- U:¿ 'f) a. (\,~l ::: ~ E (3};:¡E (2)xTj.::> 0(2)xT~1 con 
-~ 1> 

)"''\db3" ('t'."') 0-(1'-9,,10) 
I 

¡:l\(~l íL ,,\) E (3b E (2)XT.l..) 0(2)XT.J,! con 
o 

eL (V- q, 1 ~ 1 "- ) <» ,h. ~ \),,~'f) e. 1. (íI-,\) t lyll:>\'t) E (3).:>E(2)x'Jb 0(2)XT.1 con 
i 

-oh 
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como un elemento de matriz del operador de rotaciones en tres 

dimensiones, entonces los desarrollos en dos variables de las 

amplitudes de dispersión no-rela.tivistas discutidas en este 

trabajo se pueden escribir en todos los casos como transforma

das integrales 

en donde es la amplitud de dispersión en fun-

ción de las variables ordinarias, energía y ángulo O momen-

tos de las partículas antes y después de la colisión, y 

J ~1) A;" es la "amplitud parcial" y L. I O 1') 

es un elemento de matriz de los operadores de los subgrupos 

de E(3) apropiados, rotaciones o translaciones. De esta 

manera los desarrollos icona.les y en ondas parciales ordina

rias aparecen. como casos particulares de "desarrollos en ondas 

parciales generalizados" que son transformadas integrales cuyo 

núcleo son las funciones que representan los operadores de una 

cadena de subgrupos de E(~ 

Finalmente, es conveniente notar que en este trabajo 

se ha puesto énfasis sobre algunos aspectos formales de la 

teoría, y no se han discutido las propiedades dinámicas que 

estan contenidas en las amplitudes parciales. La discusión de 

estas propiedades se hace comunmente a partir de las propieda

des de las soluciones de la ecuación de schrOdinger con un po-
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tencial definido y es probablemente un procedimiento más 

simple y directo que una teoría de las colisiones no-relati

vistas que estuviera basada en la invariancia galileana. Por 

otra parte, la noción de potencial no se generaliza fácilmente 

al caso relativista, en tanto que las amplitudes invariantes 

de Galileo tienen su contrapartida inmediata en las amplitudes 

invariantes de Lorentz, a partir de las cuales se pueden obte-

ner en el límite Esta última características per-

mite suponer que el estudio de las propiedades de las amplitu

des invariantes de Galileo a partir del modelo familiar de la 

dispersión por un potencial, además del interés que por sí 

misma presenta permite obtener una comprensión mejor de algu

nos aspectos de la dispersión relativista de partículas ele

mentales. 
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