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INTRODUCCION 
_~====~::::nI:_=EZ_._ 

La estructura matemática de la teoría de la gravita-

ción formulada por A. Einstein y conocida COlllO"' "Teoría de la R~ 

latividad General", surge de la aplicaci6n del principio de ca-

variancia general a campos físicos cuya característica fundamen 

tal es la que, bajo sus efectos, la aceleraci6n de las partícu

las es independiente de la masa que ~stas posean. Lo cual per

mite, en virtud del principio de equivalencia, la postulación -

de una geometría riemamiana para el espaeio físieo -determinada 

por la-densidad de materia presente- donde las ecuaciones de ~ 

vimiento para una partícula, libre de cualquier.. 'otra influencia, 

eoineiden eon las de geod~sicas. 

El campo eleetromagn~tico, descriptible en conexi6n -

lógica eon la teoría de la relatividad especial, se introduce -

ahor~ superponiendo el t~rm1no de fuerza electromagn~tica en -

las ecuaciones de geod~sicas para hallar las del movimiento de

partículas cargadas y el tensor de energía -impulso electromag

nético en las ecuaciones de Einstein para obtener las de los --

campos. 

Una 'forma interesante de lograr los mismos resultados 

a partir de un punto de vista geométrico comdn, es lo que prop~ 

• so ,Th. Kaluza postulando un espacio de Riemann de cinco dimen-

siones -sin un significado especifico para la quinta- de modo -

que su escalar de curvatura constituya la densidad langrangiana 
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de campo, simultáneamente, desde un espacio llano tetradimensio 

nal de M~nkowski. 

Propiamente, se plantea una reformulaci6n de dicha -

teor1a (aún en desarrollo) aprovechando la notaci6n pentadimen

sianal que incluye y manteniendo la discusi6n del tema estricta 

mente a nivel de ecuaciones de movimiento. 

El principio de equivalencia, como en relatividad ge

neral, constituye aqul una premisa importante por lo que toca a 

la gravitaci6n¡ en cambio, el principio de covariancia general

debe sustibuirse por el de covariancia de Lorentz -como es natu 

ral tratándose de una teorla de espacio plano- y por tal motivo. 

se hace un an4lisis m!s o menos detallado de sistemas no-iner-

ciales, de maner~ que permita un lenguaje de campo. flsico (y -

no geom~trico) para la gravitaci6n. 

Luego se generaliza el procedimiento estableciendo la 

formulaci6n pentadimensional en t~rminos de un sistema en cinco 

coordenadas, a diferencia del empleado por Kaluza, con un signt 

ficado explIcito para la quinta y reteniendo la m~trica seudoe~ 

clldea. De ahl, con ayuda de postulados adicionales, se extrae 

la funci6n de ~agrange adecuada y, posteriormente, las ecuacio

nes de movi~iento para partlculas cargadas en correspondencia -

con las propuestas por Viniegra. Se muestra también que, con -

ligeros cambios, esa formulaci6n permite deducir ecuaciones c~ 

parables can las del electromagnetismo de la relatividad gene--

ralo 
Finalmente, se ha anexado un capItulo, de por sI evi

dente, acerca del formalismo hamiltoniano. 
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de un principio variacional del que se desprenden las ecuacio -

ciones de campo citadas. Las geodésicas se interpretan, enton

ces, coma trayectorias de las partículas cargadas. 

Sin embarga, en dltima instancia, es la propiedad fun 

damental del campo gravitacional la que permite su eficaz geom~ 

trización; propiedad que no es compartida can el campo electro

magn~tico por lo que ningan intenta de geometrizar a éste ha re 

sultado completamente satisfactorio. 

Por otra parte, ya en el campa gravitacional,cuando -

los campos no son constantes, la noción misma de sistema de refe 

rencia pierde su sentido habitual a raíz de la variación de la

geometría espacial con el tiempo, introduciéndose, de esta man~ 

ra,una complicación conceptual extraordinaria en la descripción 

de fenómenos físicas. Al margen de.que, par principio, cantid~ 

des físicas importantes pierden su car~cter tensorial en relati 

vidad general. 

Lo anterior hace, pues, deseable la existencia de una 

teoría que permita el tratamiento del campo gravitacional en -

analogía con el que se emplea para el electromagn~tico (es de-

cir, inversamente a los intentos conocidos), a fin de lograr, -

en este contexto, una formulación unificada de las das fenómenos. 

El propósito del trabaja que aquí se presenta, es el

de estudiar la teoría cl~sica de campos sugerida par F. Vinie-

gra en la que, precisamente, se pretende describir ambas tipos-
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N O T A e ION ---------------

La m~trica seudoeuclidea de Minkowski se representará 

por 

o sea, 

Dado un tensor cualquiera las propiedades' 

de simetria y antisimetria. se dan mediante par~tesis y corche-· 

tes sobre los indices implicados, respectivamente I asi 

e ~ ..... =.L ( (to"··· 
ld.P)... 2 0/(1'" + c.t''' ... ) 

(lit •• , 

c·rv", =.!. (é~" '" 
Co/pl... 4. «p •.. 

e e<" ... ) 
(J1t··· J 

etc. 

La coma se emplea para denotar la derivada ordinaria 

) 

en tanto que el punto y coma se usa en las derivadas covariantes 

El resto de la notaci6n está definida a lo largo del-

texto. 
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~~nr~~º ___ ! 
. LA TEORrA CLASrCA VE CAMPOS • . --_ .. ----------------------

J.- Ete~omagne~4mo. 

En la teorta covariante del campo electromagn~tico el1 , 

las ecuaciones de movimiento para una part1cula de masa ~. y -

carga e se escril:en 

(1.1 ) 

donde 

"r. 
. e . 
:- ) 

• 'ItI. (.2 
(1.2 ) 

f"d. es el tensor de Máxwell definido, en funci6n del tetra-

potencial de campo Bt' (" ) seg1ln 

(1.3) 

y U" son las tetravelocidades (J.t!' / .,15) '" tomadas respecto del -

elemento de arco expresado, para todo sistema inercial derefe

rencia, mediante la forma cuadr~tica. 

(1.4) 

El tensor de Maxwell ol:edece a las "ecuaciones hom6ni-

http://Ete.dtA.omagnztA.4mo


9 

Esta formulaci6n es covariante bajo transformaciones-

de.Lorentz. 

-
Existen varias ~eor!as que tratan de extender el fen6 

meno físico de la gravitaci6n dentro de los límites de la rela-

tividad especial. De ~tre ellas, la que ha logrado mayor 'xi

to es la llamada teoría de la relatividad general, formulada, -

como es sabido, por Einstein en 1916. ( 

La teoría de la relatividad general consiste, estric

tamente hablando, de una geometrizaci6n del campo gravitacional¡ 

esto es, de la sustituci6n de 'ste por una geometría. De acuer 

do con ella, un espacio de Riemann tetradimensional con estruc

tura m'trica determinada por la materia inmersa en '1, permite

la incorporaci6n adecuada del principio de equivalencia y del -

postulado de covariancia general, las cuales se pueden enunciar 

cmo sigue: 

(1.2 ) 

(1.22 ) 

Siempre es posible anular los efectos de un campo gr!, 

vitacional, en una vecindad pequeña del espacio, me-

diante la adecuada elecci6n de un sistema de referen-

cia no inercial (Principio de equivalencia). 

La fo'rma de las ecuaciones que describen los efectos· 

de la gravitaci6n no cambia cualquiera que sea el sis 

tema de referencia que se emplee ~ostulado de cova--

riancia general). 

De acuerdo con este esquema [2J , una partícula de . 
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mas 

y a la ecuaci6n de contihuidad 

o ) 
) 

/ 

(1. 5) 

(1. 6) 

t ) 
(1. 7) 

La eéuaci6n (1.1) puede obtenerse tambi~ del princi-

pio variacional 

s S (·""'oc: +'1". Bol. u.<J!) ds = O (1. 8) 

en tanto que, dinámicamente, resulta de resolver la ecuaci6n --

covariante de Newton 

(1. 9) 

con tetramomento 

(1. lOa ) 

y tetrafuerza 

'V = e f ut( n... T vt( • (1.10b) 
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sor de Ricci: R, la curvatur.a escalar del espacio y k la cons--

tante de la gravitaci6n. 

La ecuaci6n (1.11') resulta del principio variacional 

~ 1 -"t" e 01 (T. - O 
r1 

mientras que U.1S) se deduce de 

(1.16 ) 

(1.17) 

( IN representa la acci6n) la cual, si se acepta que el escalar -

de curvatura es una densidad lagrangiana para el campo, toma la

forma e'1 : 

(l.l7a) 

con d.!!. como' elemento de volumen y j = tiel C:lol~) _ 

Una vez aceptado que el espacio deja de ser plano en

presencia de la materia, es obvio que las cantidades caracter!s 

ticas del campo electromagnético deben considerarse afectadas -

también por la nueva geometría. Sin embargo, formalmente no su 

fren cambios notables ['J : por ejemplo, el tensor de Máxwell es 

ahora 

- Afi·,,-A.,,· .. , ,,,, (1.18 ) 
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prueba evoluciona, dentro 'de la influencia ~ravitatoria, segdn

las geod~sicas del espacio en cuesti6n, siendo sus ecuaciones,-

por consecuencia, 

+ tl(4~l 
(1.11) 

donde 

(1.12 ) 

es el elemento de arco riemanniano, Slip (¡e) es el tensor ~tri-· 

ce en tal espacio ~ue ahora hace las veces de ptencial gravita-o 

dona!) y 

(1.13 ) 

(1.14) 

los símbolos de Christoffel de. segunda y primera especies, res-

pecti vamente. 

Las cantidades ~c/~ quedan, pues, determinadas a tra

v~s de las ecuaciones de Einstein para el "campo"; 

(1.15 ) 

en las cuales T«p es el tensor de energía-momento, RI/!, el ten 
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¡deducibles del principio variacional 

(1.24 ) 

Ecuaciones para los campos se obtienen introduciendo

el·tensor de energ!a~omento electromagn~tico en las de Einstein, 

lo que da 

(1.25 ) 

y 

(1.26) 

G t' .... es el tensor de Einstein (= R t"" -~ '(4 y R. ) • T~ 

les ecuaciones surgen igualmente del .siguiente principio vari~ 

ciona1 (l) : 

áL ( R + f. F~,. Ft"f )R dA - O (1.21 ) 

Con base en la teoría de un campo vectorial unitario

sobre un espacio m~trico de cinco dimensiones V5 , se puede de~ 

criBLr geométricamente los resultados de la secci6n anterior. ,-

En efecto, si se impone la condici6n de que el tensor m€trico -
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donde Al' es el vector potencial electromagn~tico en presencia -

de gravitaci6n y la igualdad se sigue de la simetr1a en 10,s sub 

1ndices para los s1mbolos de Christoffel de segunda especie. En 

consecuencia, tampoco var1a el primer 'par de ecuaciones de M~x-

well: 

o· ) 

mientras que, definiendo al tetravector corriente por 

el segundo par de ecuaciones de M,Sxwell toma la forma 

y la ecuaci6n de continuidad resulta 

d ' 
j ;4 = ~ ( .F.f :1'") = O R ¡d. 

(1.19) 

(1.20 ) 

(1.21) 

(1.22 ) 

Las ecuaciones de movimiento para una part1cula carg~ 

da son las covariantes generales de Lorentz: 

qt''' J xQC. 
= "1:"0.J F [van d CT ) 

(1. 23) 
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Puede verse,. adem~s, que 

(1. 33) 

y es posible demostrar [2], que el escalar de curvatura del el{-

pacio de cinco dimensiones (IR) , está relacionado con su simi.-

lar en el de cuatro (R) mediante 

) 
(1. 34) 

donde 

(1. 35) 

Proponiendo al esealar de .curvatura (1.34) como la --

densidad lagrangiana de un principio variacional 

(1. 36) 

( .Jl E V .... ) de acuerdo a (1.33), se tiene 

-) (1.37) 

que conduce, al igual que (1.27), a las ecuaciones (1.26): 

(1.38a) 
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pentadimensional sea independiente de la quinta coordenada en -

un sistema de coordenadas tal que, en él, las cuatro primeras ~ 

correspondan a las del espacio físico ordinario (de Riemann), -

entonces las dnicas transformaciones permisibles son las que ~_. 

pertenecen al grupo 

x'r< :: ff' (-x 0
,. ", .xl) 

x.' 5 = 'X s + f 5 ( ,,0, .. " Xl) 
(l.28) 

En este sistema especial.de coordenadas,. el tensor mé 

trico torna la forma 

(1.29) 

y su inverso, 

(1.30 ) 

u"" O, . .. /,) en donde las Adoson las primeras cuatro componen--

tes covariantes de un campo vectorial unitario A : 

(1. 31) 

las cuales se transforman bajo U.28) exactamente como lo hacen 

las componentes de un potencial electromagnético: 

, . ?;Xt1' _ S ) 

Ar ~ di" (A" f ,u . (1.32) 
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CAPITULO IT 

En el contexto de la teoría cl~sica de campos formula 

da por- F. Viniegra l"' J , para la obtenci6n de las ecuaciones de 

movilniento de una partíeula urgida por campos de fuerzas, se 

acepta como v~lidas las siguientes hipótesis: 

(2.!) Dados dos sistemas de coordenadas {1Ch {jJ, dentro -

de un espacio plano tetrad1mensional ~1' siendo el -

primero de ellos inercial y no-inercial el segundo, 

(a) en ellos se puede definir, respectivamente, las 

formas cuadr~ticas diferenciales 

d 5~ -:: ~ot(J "bc.Cli J X ¡s 

d tr l = ~rv J 5/4 el f" ) 
lb) se puede escribir 12.1) en la forma 

donde 

~.,p UJUI' = I 

~ v ~t'~" = k:t 
~ Cli '« i co = .,¡ ~I' I J s j lA -:: al X I ~ $ Y 

k=d.tr/J.s. 

(2.h) 

,(2.lb) 

(2 .1c) 

(2 .ld) 

(el En estas condiciones, existe la transformaci6n g~ 

neral entre ambos sistemas 
• 

3' f< = i-I t' o/. (X) uot + 1:' B t< (X) (2.2 ) 

siendo T una constante alln indeterminada. 
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Fe'-P j {' = O (1.3Bb) 

si se pone 

(1. 39) 

Por otra parte, usando (1.29) es claro que el elemen-

to de arco pentadimensional es 

y, de la independencia de ?j, respecto de "S,. se sigue que, p!. 

ra geod~sicas en Vs, puede tClllarse 

{1.41) 

para una adecuada elección del parámetro f [31. Por tanto se -

tiene 

(1. 42 ) 

comparable con (1.23). Las geod~sicas en Vs pueden, as!, in-

terpretarse como las traye~torias de las partículas ca~gadas. 

Esta teoría constituye, realmente, una extensión para 

la relatividad general al caso electromagn~tico. 
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do que quede en t~rminos 'de f "1 haciendo uso de las siguientes-

definiciones: 

hotp (x) = ~t''' H~CIt H~ 

A«.Cx) -= ~t''' H~ 8"') 

pex):: 3(4" B(o' S'" 

En consecuencia, 

(2.6a) 

(2.6b) 

(2.6c) 

Colocando esta funci6n en las ecuaciones de Lagrange 

se obtienen las ecuaciones de movimiento 

en las cuales se ha puesto , 

) 
(2. 8a) 

(2. 8c) 
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(2.11) En (2 .1d) se puede tomar a k siendo una constante --

(en particular, con valor igual a uno). 

(2. i11) La funci6n acci6n W es un invariante absoluto: 

(2.3) 

(2.iv) Siempre es posible encontrar un ~arco de referencia -

desde el cual los efectos de campos físicos externos-

que obran sobre la partícula de prueba pueden ser an!:. 

lados, al roenos en la vecindad de un acontecimiento -

en ~~(principio de equivalencia fuerte). 

Entonces, para vacindades pequeñas del espacio, se to 

ma (2.3) en la forma 

:: S L da' 
411 

L = 1 dIT kl. (2.4) 
..1$ 

Si se elige el sistema t§}de tal manera que, desde 41, la par-

tícula se observe como libre, entonces 1. = -'" c: y usando (2 .ld ), 

la lagrangiana para tal partícula en el sistema {xl es 

(2 .S) 

TCIl\ando en cuenta (2.2), 4sta puede traducirse de mo-
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con dx04
: el. S • Igualmente, se tiene 

(2.11) 

siendo el!,,': Jrr. Entonces la transformaci6n (2.2) queda: 

(2.12 ) 

y (2.6) se resume en 

H N 
- ~MN H 1\ H 6 

(2.13 ) 

donde 

H"\ ('X) := I 
<JI. el ) H... (x) == 'l' B ( 'X) ) (2 .14 ) 

resultando, por tanto, 

h oIp == lt alp 

hcl1 :: ~"'a(. = T A~ 

h"l1 = '1"1 ':f-I • 

Siendo det ( h ... e.) i= O 
¡ /te. 

, se introduce 1'\.. 

kAC'h = ~A 
ce. & 

(2.15a) 

(2.15b) 

(2.15c) 

tal que 



20 

t''' siendo k tal que 

Las ecuaciones (2.8) contienen términos an!logos a --

los que aparecen en las covariantes generales de Lorentz (1.23), 

difiriendo, sin embargo, en cuanto al parámetro respecto al que 

se deriva y la presencia, en las primeras, del término adicio-

nal en 'f correspondiente al gradiente de un escalar. En lo 

que respecta a los campos mismos, se puede apreciar que el po-

tencial vectorial A~queda aquí formado, propiamente,de las pa~ 

tes "gravitacional" y "electromagnética· de la transformaciOn -

(2.2) de acuerdo con la definiciOn (2.Eb) existiendo, así, una-

interacciOn explícita de ambos tipos de campo. 

Se introduce mayor sencillez en todas las relacione~ . 

anteriores si se adopta una notaci6n con cinco indices. 

Sea la métrica 

(2.9) 

(A, B - 0, .•• ,4), en funci6n de ésta, la expresi6n 

se escril:e 

(2.10) 
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por lo que ·la quintaecu·aci6n (2.17) implica una ley de conser-

vaci6n. 

Por las relaciones (2.10), ·(2.11) Y (2.12), se afirma 

que las partículas se mueven siempre sobre la "superficie" de'

un cono en el espacio pentadimensional as! constru!d~ ~l cono

de existencial. 

No se expondr! la parte de éste teoría dedicada a las· 

ecuaciones de campos, no obstante existir algunos resultados im 

portantes al respecto el]. 



22 

Con esta notaci6n, las ecuaciones de movimiento a.S) 

vienen representadas por 

(2.16) 

o bién, segün 

(2.17) 

en las cuales 

CD 
k [.-.r.,D] (2.l8a) 

y 

(2.18b) 

Se puede ver que, no dependiendo hAS exp11citament~-· 

de X~ = $ , son 

(2.19) 

(2.20) 

y 

u"'=\ } a'" = o (2.21) 
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SISTEMAS NO-INERCIALES ----------------------

Por sistema inercial se entiende un sistema de refe--
-------~--------

rencia en el que las leyes covariantes de Newton se satisfacen. 

Las transformaciones que llevan de un sistema inercial a otro -

de la misma naturaleza se conocen como transformaciones inercia ------- ------~------
~~~, contenidos dentro del grupo general de Lorentz. 

Por contraposici6n con las anteriores, se llama ~!!-

~~2 ~Q=~~~~!~!, a todo sistema de referencia sometido a la ac 

ci6n de fuerzas externas. 

En general, las transformaciones de coordenadas que -

relacionan sistemas de referencia con propiedades din§micas di-

ferentes, se denominarán !~~!fQ~~~!Qg~~ ~Q !Q~~~!~!~~, conte

nidas en el,grupo general de transformaciones admisi~es [6] y-

caracterizadas como sigue: 

Dados dos sistemas de coordenadas {xl y {~} , entre 

ellos existe una transformaci6n no inercial si están relaciona-

dos por una ecuaci6n de la forma 

(3.1 ) 

( ft' arbitraria; ~ = 0, ••• ,3) donde .?(. {"O, "', 'X'} Y a = f 0..', ...• a~ I 
es un conjunto de parámetros tales que para ciertos de sus valo 
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3.- Geom~~a en un SiJtema No-ine~cial. --------._-----------------._-.----

Si se considera al elemento de arco del sistema iner-

cial 

(3.5) 

como el invariante fundamenta¡,entonces, bajo la transformación 

(3.1) ~ste se evalda de- acuerdo con 

(3.6) 

donde 

(3.7) 

resulta ser el tensor m~trico del sistema no-inercial f~} . 
De esta manera, la geometría en un sistema no-iner- -

cial queda establecida a partir de 0.6) de acuerdo al forrnalis 

mo de un espacio de Riemann de curvatura cero; circunstancia --

que se expresa en la propiedad adicional 

/ (3.8) 

/ 

Así consid~rese la ecuaci6n 

oItx« _ O 
c,I s~ - ) 

(3.9) 

que representa el movimiento de una partícula libre en el sis--

I 
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res, por ejemplo 0.. = {O) •.. , o \ , la transformaci6n es lineal o 

idéntica. Asi, quedan excluidas otros cambios arbitrarios ta--

les corno el paso de coordenadas cartesianas a polares, etc. 

Por tratarse de transformaciones admisibles, el jaco-

biano de (3.1) no debe anularse 

! r'.d - I t ~: I -=1= O) (3.2) 

entonces las diferenciales de las coordenadas en ambos sistemas 

estar6n ligados por 

\ el ~ ~ - J~~~~ (3. 3a) 

o bién, 

d ?(oI - J a(~ el ~ t' (3 .3 b) 
) 

-o/ -1 
donde la bura indica inversi6n: J f:' = ( J"t' 01 ) , de modo que 

(3. 4 ) 

Las transformaciones no-inerCiales forman grupo, pero 

no necesariamente grupo de Lie, aunque existen pretensiones en-

tal sentido [7]. 

En 10 que sigue, se limita el estudio al caso partic~ 

lar en el que {lCl es un sistema inercial, en tanto que {~! es" 

no inercial. 
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(3.10) 

con 

(3.13 ) 

la ecuación (3.10)es justamente la ecuaci6n de geoddsicas para

el espacio geomdtrico definido en el sistema {il y determinado 

por (3.6). 

Es interesante traducir tambi~ la ecuaci6n U.1) pa

ra el movimiento de una partícula cargada: 

(3.14 ) 

al lenguaje del sistema no-inercial. Obs~rvese, en primer lu-

gar, que dados (3.12) y (3.13), se satisface la relación 

(3.15 ) 

siendo B", el tetravectpr potencial electromagn~tico en el si!. 

tema inercial {~} , y el punto y coma representando la deriva -

ción covar iante en {~}: 

(3.16 ) 

El potencial mismo, de acuerdo con su naturale~a vectorial, se-

transforma segl1n 
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tema f" l. Para describirla en términos del sistema {i} , hay 

que poner, segdn (3.3), 

lo cual da 

de donde, multiplicando por J (l" y contrayendo los indices COrl 

travariantes con la métrica ~ al P , se obtiene, teniendo en - -

cuenta (3.7), 

(3.10a) 

y puede demostrarse por simple sustituci6n que, en vista de - -

(3.8) es 

- -. 'LMyO'];:.!.(a +3 -q )=c Jf!'J (3.11) 
\,., J - 2 .Jt'(l'," I1\1J~ "f:t .... ,(l' 001.(3 q t',"'. 

De (3.2) se sigue 

por lo que existe SPIl' tal que ~f'll'jf"O= ~Pt' ' explícitamente, 

(3.12) 

introduciendo (3.11) Y P.12) en P.l0a), ésta se transforma en 
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Es posible, sin embargo, interpretar de distinta mane 

ra el comportamiento de los sistemas no-inerciales. 

En efecto, un observador fijo en uno de tales siste-

mas, {~~ , puede siempre elegir la base cartesiana, introducie~ 

do, cerno especificaci6n de sus medidas, la m~trica seudoeuclí-

dea de M1nkowski ~t"" y' afirmando que su elemento de línea esttt, 

consecuentemente, determinado con la forma cuadrática diferen--

cial 

(3.20 ) 

Obriamente I 

oler =# ds. 

De acuerdo con este hecho, para semejante observador

el sistema lit se comporta, métricamente hablando, como si fue

ra inercial. Una partícula "libre" debe pues describirse me- -

diante la ecuaci6n 

(3 .21 ) 

Porotra parte, la ecuaci6n de geodésicas (3.10) ad- -

quiere, bajo el punto de vista adoptado, un carttcter dintlmico¡-

pudiendo obtenerse del principio variacional 

(3.22) 
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At:- (3.17 1 

Consecuentemente, el tensor de Máxwell en {g}Viene definido por 

) 
(3.18 1 

que se obtiene tambilhl directamente de la ley de transformaci6n 

para un tensor covariante de segundo orden 

(3.18al 

~or todo lo anterior, la ecuaci6n (3.14) debe escribirse, en --

términos de ti} como 

. (3.19) 

Hay que subrayar que tanto las potenciales A t'cuanto el tensor

de Máxwell Ff''' se encuentran aquí afectados por las propiedades 

no inerciales del sistema t~J a trav~s de los elementos del ja-

cobiano 

Una vez aceptado el postulado de covariancia general, 

los resultados obtenidos en esta sección permiten introducir la 

descripci6n geométrica riemanniana de m~trica no integrable pa-

ra la gravi taci6n (ecs. (1.11) Y (1. 23) ). 
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usando las definiciones 

(3.26 ) 

y 

(3.27 ) 

En vista de (3.2i) y de la m~trica usada, ahora el s~ 

gundo t~rmino de (3.25) aparece como una perturbaciÓn al movi-

miento libre de la part!cula, independiente de la masa que ~sta 

tuviera. El observador en {~J puede afirmar que éste se debe a 

la existencia de un campo con propiedades an!.logas a las del --

campo gravitacional que se anula, sin embargo, al pasar al sis

tema {~} sin cambiar la forma de medir, esto es, formando a "¡S 

como el intervalo infinitesimal. A ese éampo de fuerzas se le-

Considárese ahora la ecuaciÓn de movimiento para par-

t!culas cargadas bajo la acción combinada de campos electromag

n~tico e inercial. Una forma directa de trasladar tal ecua

ci6n al punto de vista de la mátrica ~t<'" es la de cambiar las 

derivaciones respecto de S por aquellas respecto de U en (3.19), 

Con esto se obtiene 

\' t' 
'" U ) (3.28 ) 

en donde " A est! dada por (3.25a), como antes. Definiendo 
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tomado respecto del parametro (Y. Se sabe que (3.221 para cua!. 

quier otro parametro., digamos e, conduce a las ecuaciones de -

Euler-Lagrange [6J. 

(3.23) 

entonces, haciendo e = (J , se tiene 

(3.24) 

en la cual 

u~ = J !t< 
-¡a:-
Ll.,,(b). 
dO": 0\0") 

(3.25a) 

pero, como consecuencia de 0.20), resulta claro que 

y 

por. lo que el escalar A ge (3. 25a) puede obtenerse en términos 

de coordenadas y velocidades multiplicando (.3.24) por Uf' es 

to es I 

(3.25b) 

y (3.24) misma, en virtud de este resultado, se convierte en 

+ / f > U~ 2A, .... = O 
"t"v J 

(3.25) 
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ejemplo, en éste dltimo, las ecuaciones (3.21) tienen la forma-

de ecuaciones de geodésicas si se considera al elemento de arco 

.:lIT como el invariante fundamental, siendo la nueva m~trica 

(3.33 ) 
• 

En cambio, las mismas ecuaciones, tomadas respecto del elemento 

de arco J~ resultan formalmente iguales a (3.25) y situaciones-

an~logas caracterizar~n al caso de partículas cargadas. 

Por lo anterior, parecería que la distinci6n entre 

sistemas inerciales y no-inerciales desaparece o es cuesti6n de 

mera conveniencia. En el marco de la relatividad especial ese-

no es el caso. Mientras que en sistemas-inerciales los rayos -

de luz describen trayectorias rectilíneas y se propagan con ve-

locidad constante e, en sistemas no inerciales, por el contra--

rio, bajo ninguna parametrizaci6n se puede lograr las dos cond~ 

ciones simultáneamente; conclusi6n que se sigue, matem~ticamen-

te, del hecho de que no es posible conectar ambos tipos de sis-

tema mediante transformaciones de Lorentz. Y tal vez fuera m~s 

apropiado adoptar esa diferencia como punto de partida para una 

definici6n adecuada de uno y otro sistemas de referencia. 

Empleando los resultados obtenidos, interesa ahora --

describir dinámicamente el movimiento de part1culas sometidas a 

la acci6n de campos inerciales. 
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(3.2 9) 

y con el mismo procedimiento que condujo a (3.25b), se encuen--

tra que 

. 
) (3.30a) 

consecuentemente, la ecuaci6n 0.34) queda 

Jttf' + / f' )u.t' ve' - 'T M f' I! U(" = o ~ 
~ 11' ....... tI '" 

(3.30) 

con las definiciones (1.26), (3.27) Y 

M p :. nJel1'F 
t< -, 11"t' 

(3.31 ) 

El potencial electroma9n~tico A("debe considerarse da 

do tambi~ por (3.17) pero escrita en la forma 

(3.32 ) 

y se puede definir al tensor de Máxwell directamente usando d~ 

rivadas ordinarias: 

Hay que observar que la situaci6n es completamente si 

m~trica para la descripci6n de {!} en t~rminos de {X}. Por 
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representando a la "fuerza inercial". 

Por otra parte, poniendo (3.37) en (3.36a) y compar~ 

do el resultado con (3.25a) se ve que 

esto es, 

por tanto, 

y dado que en ausencia de aceleraciones I o sea,-

cJ. S :: d. (J'" , siendo entonces 'IIt.e: lote ., se tiene que 

constante = 1 .... (""0 e ) 

• donde 

101C - 'IOt. e (3.38) 
W 

con 

W Js v' .1t:'V Ut< lA."'¡ - (l/~ - (3.3 9) 

Resultados comparables a los de N. Rosen ~l y de iguales impli 

caciones. 

Análogamente, para partíCUlas cargadas, la ecuaci6n -

(3.36) proporciona la (3.30) si para la tetrafuerza se propone-
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Sea la ecuaci6n relativista de Newton 

(3.34 ) 

en el sistema {Él, bajo la métrica S~~ adoptada. Supondremos

que el tetramomento est& definido, como es usual, por 

(3.35) 

sin hacer suposiciones acerca de la constancia de la masa, -

(3.33) nos lleva a 

de la cual, la derivada de la cantid'ad me se obtiene en funci6n 

de las restantes multiplicando toda la ecuaci6n por Up 

dC ... C> :: K P '1..t¡ 
J..(1' 

(3.35a) 

Reemplazando (3.35a) en (3.34), la aceleraci6n de la part1cula-

es 

.1 - (3.36 ) 

La expresi6n anal1tica de la tetrafuerza que hay que emplear p~ 

ra que ~.36) sea la misma que (3.25) es pues 

kf' =-~C {f'} Ut'U" 
, (4v ) 

(3.37) 



implica una transformaciÓn entre los dos conjuntos de variables 
,-

1 lA « 1 y {(JI!} dada por 

(3.43 ) 

con la condiciÓn 

(3.44 ) 
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la expresi6n: 

(3.40) 

con "t' (1:1':.) dada por (3.29), como consecuencia de la modifica 

ci6n de la masa, (3.38), por el campo inercial. 

Hay que advertir que la estructura construida en la -

secci6n anterior es válida dnicamente en el marco de una cova-

riancia de Lorentz. Bajo esta restricci6n la tetrafuerza (3.37) 

as! como la (3".40), se comportan como vectores, igual que la _-o 
aceleraci6n¡ as!, el observador no inercial puede afirmar que -

su sistema es inercial, pero que su espacio se encuentra afecta 

do por un campo de fuerzas (inercial). 

Por otra parte, es interesante apuntar que las veloc~ 

dades medidas en los sistemas f X'} Y {~f están relacionadas -

por transformaciones de tipo Lorentz. En efecto, si (3.5) y 

(3.20) se escriben como 

~e-v Ut' U ... = 1 ) ~d.(l IJci 1] (3 = (3.41 ) 

siendo 

~ oI!t" , 1Jcl. al ;'Col 
U ;.- ) els ) 

rJ.(j 

la igualdad 

~ Ut' tI.''' l<v - ~ o/. (3 lT d 
II (3 (3.42 ) 



41 

CAPITULO IV ------------

Se ha visto hasta este punto que los efectos físicos-

no-inerciales se caracterizan por dos propiedades: 

(al La de que su influencia dinámica es independiente de-

las cantidades específicas de las partículas de prue-

bao 

(bl La de ser anulables en todo el espacio mediante un 

cambio de sistema de referencia -la transformaci6n no 

inercial inversa-, esto es, satisfacen una condici6n-

de integrabilidad. 

Los efectos gravitacionales, como propiedad fundamen-

tal de la materia, no satisfacen la condici6n de integrabilidad 

siendo, por tanto, imposible anularlos en todo el espaciO sin -

importar el sistema a que estén referidos. En cambio, compar--

ten con los anteriormente mencionados la propiedád (al; exis- -

tiendo una estrecha semejanza en el comportamiento dinámico de-

las partículas sometidas a uno u otro efectos. Es ~sta, esen--

cialmente, la informaci6n contenida en el llamado principio de

equivalencia que establece la igualdad de las masas inercial y-

gravitatoria; o bién, la posibilidad de neutralizar los efectos 

gravitacionales en un punto ~!ªº cualquiera del espacio hac1en-

do uso de una transformaci6n no inercial (3.1) adecuada. 
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Consecuentemente, en base al comportamiento conocido

para partículas observadas desde sistemas no-inerciales, se pu~ 

de ya definir un "tensor de campo gravitacional" no integrable, 

a diferencia del "tensor de campo inercial" (la matriz jacobia

no) cuya integrabilidad está implícita en (3.38) o en 

luego, usando ese tensor de campo gravitacional, en analogía --

con (3.7), introducir el "potencial gravitacional" con el cual-

se estaría en condiciones de definir la fuerza gravitatoria, si 

se aplica el principio de equivalencia así como se lo ha conce

bido, partiendo del supuesto de que para al~n punto del espa-

cio la ecuaci6n (3.21) se satisface. Trasladando dicha ecua- -

ci6n al lenguaje del sistema y métrica inerciales se obtendrá -

un valor para la fuerza buscada en términos de expresiones sem~ 

jantes a (3.25); el desarrollo posterior se seguir! autcrnática

mente a raíz de que el procedimiento uescrito es por principio-

practicable para cualquier otro punto del espacio. 

Sea un sistema inercial f"~ con métrica de Minkowski 

So/~ . El elemento de arco es pues 

(4.1 ) 

Acéptese ahora que en un campo gravitacional est! presente en el 

espacio,referido a tal sistema. Para caracterizarlo, se intro-
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Gracias a ese principio-es factible la construcciOn -

de la teorfa matem~tica de la gravitaci6n una vez conocida la -

de sistemas no-inerciales, si se prescinde de la condici6n de'

integrabilidad que identifica a estos dltimos. 

Pero se ha visto que hay cuando menos dos maneras de

describir matemáticamente los efectos no inerciales, una de'-'

ellas geométrica y la otra dinámica, como campos de fuerzas a -

los que se ha denominado campos inerciales. 

La relatividad general toma el punto de vista de una

geometrfa con métrica no integrable; esto es, aquella cuyo ten

sor de Riemann - Christoffel no es nulo (Cap.I, 5ec.2). El - -

principio de equivalencia se'integra en ella a través del de co 

variancia general seg6n el cual las ecuaciones que describen le 

yes ffsicas son invariantes, esto es, no cambian de forma, bajo 

ninguna transformaci6n perteneciente al grupo de transformacio

nes admisibles. 

Por el contrario, desde el punto de vista de campos -

inerciales -que es el que aqu1 se adoptará-, el principio de -

equivalencia es Otil solamente en tanto que posibilita la post~ 

laci6n de una expresi6n formal para la fuerza gravitatoria. Una 

vez lograda esa informaci6n, los observadores no-inerciales, c~ 

mo en el caso electromagnético, no se consideran aptos para es

tablecer leyes físicas; es decir, éstas,-tal y como se encuen-

tran formuladas en -un sistema inercial, deben conservar su inv~ 

riancia dnicamente bajo transformaciones inerciales ~ovarian-

cia de Lorentz). 
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(4.2) 

Luego, el o bj eto 

(4.3) 

hace las veces de "tensor de MSxwell Gravitacional". 

Por otra parte, (4.iv) permite introducir el tensor -
-f 

gravitacional inverso H oC. tal que 

(4.4) 

y construir con i!l un ·potencial inverso'" 1< f /T (* I.t f'''') • 

que, obviamente, satisface 

(4. 5a ) 

Por tanto, si se escribe 

(4.6) 

entonoes la tetrafuerza gravitacional, lo mismo que en (3.36),-

viene expresada como 
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o/. 
duce un tensor mixto H ~ que satisface las siguientes propied~ 

des: 

(4.i) Sus componentes serán funciones analíticas de las 

coordenadas X = {x·, OOO} 'lC'} Y de ciertos parámetros 

'l = { ~ " •• " 1" \ dando la dependencia del campo -

con sus. fuentes: 

(4.ii) Debe ser no integrable, esto es 

(4.iii) En ausencia de campo se reducirá al tensor de Krone 

cher, o bi4n. 

donde ~ es la distancia desde las fuentes al pu~to --

considerado. 

(4.iv) El tensor es na-Singular: 

'Excepto por (4.ii) y (4.iii), este tensor recuerda a la matriz-

deljacobiano para las transformaciones no-inerciales; enton- -

ces, desde la perspectiva de un formalismo en lenguaje de campos 

de fuerzas. el desarrollo posterior debe seguir completamente -

paralelo a lo establecido en la secci6n 3 del capítulo anterior. 

Así, el potencial gravitacional se define. como en --

(3.7). mediante la relaci6n 
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ahora con las definiciones 

(4.l2a) 

(4.l2b) 

Las mismas ecuaciones se deducen tambi~n del princi-

pio variacional 

áff..ds=O (4.13 ) 

si se toma como función de Lagrange la cantidad 

L = - 'Itt o C. (4.13 a) 

y se ve que' (4.13) se puede escribir, tomando en cuenta (4.11)

bajo la forma 

(4.13b) 

que recuerda, en cierto Bentido, a la integral que define la -

función acci6n de ,campo-partícula para el caso electromagn~tico: 

El tensor (4.1~ a) estl relacionado con el comporta- -

miento de la masa, esto es, con su dependencia en las coordena

das y velocidades, la cual da lugar a los "términos de Rosen" -

(3.25b) Y que estAn contenidos en "f~ a través de la defini- -

http://Gfxv.tr
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K P = -"!le r ~v ut< u'" 
donde U" == d:xt'- I d 5. 

(4.7) 

Igual que para campos inerciales, hay que sustituir -

(4.7) en las ecuaciones covariantes de Newton 

(4.8) 

en las que el tetravector momento debe ser 

(4. 9) 

la masa, siguiendo en la misma linea. de razonamientos, se consi-

dera variable y relacionada con la masa en ausencia de campo --

mediante 

(4. 10) 

s i'l.n do 

(4·11) 

En consecuencia, las ecuaciones de movimiento para --

una part1cula (de masa ~o en ausencia de campo) al encontrarse-

~rgida por la gravitación, tendrán una forma similar a (3.25),-

o sea 

: O I 
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Es natural tomar como proyector complementario al tensor 

T I' = U uf' 
'K - k ) 

puesto que para Aste se tiene 

(d) TI' .... T"'cr =Tf(F 

(e) T f' .... U'" -= 'UI' 

(f) Tf",a'IC = O 

e igualmente, 

(q) ,1f'k + r-t' 'le - ~f 'OC 

(h) 

cano debía ser. 

Por otra parte, debido a (4. lZ e) y a la propiedad (e) 

del t.ensor f.:i"f'1e , la ecuaci6n (4.12) se podría escribir t.am--

bi~n bajo la forma 

o (4.14 ) 

En vist.a de la relaci6n (3.26), es claro que hay una

ecuaci6n similar a (4.14) para que la (3.2S). De hecho, dado -

el caráct.er t.ensorial de (4.1:t dl y sus propiedades arriba de~ 

crit.as, suponiendo que r; ... se t.ransforma como un aut.Ant.ico -
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ci6n (4.12b). Nótese que este factor se puede reescribir en la 

forma 

(4.12C) 

por lo que 

En función del tensor singular 

(4.12d) 

la cantidad (4.12. b) queda 

D P t<" - f:j. f 'le r 'lCt'''' (4.12e) 

Además, es f~cil verificar que (4.Ud) tiene las propiedades de 

un proyector. En efecto, recordando que 

Ur'U~=' . a. Ut' = o. ) t' ) 

se tiene: 

(a) !J. P 'le 11 ... IT - /l f' u 

(b) ;.:.. f' 1< U" = O 

(e) I.l f' 'K. Q" '" a f' • 

... 
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, (4.15) 

el potencial que da lugar al tensor: de M~wel1 

(4.16) 

y que aparece en las ecuaciones de movimiento 

(4.17 ) 

donde, corno en (3.30), 

• 
J 

e 
- 40(0 c'l 

(4.17á) 

y 

(4.17b) 

la ~uerza modificada que ha de sustituirse en (4.8) es ahora 

(4.18 ) 

De estas relaciones se sigue que, efectivamente, la -

fuerza electromagn~tica sufre el mismo ajuste que la gravitato

ria y que el factor Y {'rr juega el mismo papel que en (3.12), -

como se esperaba¡ existiendo, adern!s, una camposici6n de las -

cantidades que caracterizan a los campos en (4.15). 
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tensor, por simple 41gebra se encuentra que en un sistema no --

inercial (4.14) debe expresarse como 

'&' [ ~1~" ( t:p} + r':p ) '" ~'" c,I'J~ j = O 
.,. (1"1 + 010" ..ter -r 

donde 

..1" ~ "\, ,H ... 01 ~ 1 
= c!cr 010' " y 

f"~p : 
-t" -.,. 10; 

J 1'1< J eL J (3 r t" v 

( J~, etc. son los elementos del jacol::iano de la transforma--

ci6n) • 

El principio de equivalencia adoptado exige que para-o 

un punto determinado P. sea posible hacer 

lo que en este caso se satisface siempre que 

El formalismo desarrollado hasta este punto es, por tanto, con-

sistente con tal principio de equivalencia. 

Por ejemplo, si se ha de incluir tambi~ un campo - -

electromagn~tico, caracterizado por un tetrapotencial B"" por 

analogía con (3.32) debe ser 

(4.15 ) 
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CAPlTULO V -_.--.----

FORMULAcrON PENTAOIMENSIONAL 
----.-._----~-.-------------

Consid~rese un espacio seudo-euclideano pentadimensi~ 

nal Ms con mj!trica 

(5.1 ) 

Sea un sistema, {x} de coordenadas al cual se refiere el espacio; 

en este sistema, el elemento de arco es 

(5.2) 

(A, B" 0, ••• ,4). Desde ahora se elige el sistema de' tal mane-

ra que las cuatro primeras coordenadas corresponden a las del -

espacio tetradimensional llano de Minkowski, en tanto que la -

quinta coordenada, X~, se define mediante la expresi6n 

'vi 
z 

- J eX" (5.3) 
I 

esto es, tal que su diferencial, multiplicada por la constante-

01." :: - 101. e , e integrada entre dos puntos dados, proporcione 

la acci6n para el movimiento de una partícula bajo determinadas 

condiciones. Así, si se toma cualquier otro parSmetro 9 para -

evaluar (5.3), entonces la "lagrangiana" 
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No obstante, esta manera de introdueir el campo elec-

tromagn~tico en la teoría no deja de ser artificial. Sobre to

do tomando en cuenta que el principio de equivalencia no comtem 

pla características ajenas a los campós inercial y gravitacio-

nal y, por el contrario, las aísla. Las ecuaciones (4.18), en

este sentido, deben verse como una simple extensiÓn de las 

(4.12) con el caso no-inercial como modelo; de hecho, esa ext~ 

si6n no es tan obvia como desde el punto de vista de las ecua--

ciones obtenidas pudiera parecer: as!, mientras que en el con-

texto de sistemas no-inerciales la magnitud 

no tiene ningdn significado, pues 

en el caso presente adquiere una ex.istencia ipdependiente de 

las relaciones ya establecidas, puesto que (4.15) no excluye a

los potenciales electromagn~ticos "puros·, como lo hace (3.32). 

Conviene, por lo que antecede, investigar la posibil~ 

dad de sentar ecuaciones de movimiento comunes para los campos-

electromagn~tico y gravitacional partiendo de otro formalismo,-

una vez que se conocen las propiedades y entes matem~ticos que

los caracterizan por separado. El siguiente capítulo está dedi 

cado a esa cuesti6n. 
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jeto matemático al que se dará el nombre de "tensor de campos". 

Como en el anterior capitulo, se introduce aquí un --

H A. ~ tensor ~ cuyas componentes sean funciones analíticas de " 

las coordenadas y de cierto conjunto de parámetros {!¡ l, conte

niendo todas las propiedades del sistema campos-partícula y ba

jo las condiciones: 

(S.i) H A M no es funci6n explicita de la quinta coorde

nada: 

(S.ii) Lejos de las fuentes se tiene 

(S.iH) i-t ''.. es na-singular : 

(S.iv) El potencial formado con el tensor de campos, 

I e A a 
014111 ::- <'A a H M H N J (S.7 ) 

Satisface la forma cuadrática diferencial de valor ce 

ro: 

b d'lC/C oh:f'I 
111 N o. (.58) 
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satisfar! las ecuaciones 

d a.c 
de d;Kv = O 

en las que -;:. y = J. 'x:"/ ,U • 

es 

De acuerdo con lo anterior, puesto que 

d f'z = ~c( (l d "d el X,c' + ~of1 (d xoft 

= ds J _ (ch:;'I)2) 

(ClJ (!>" O, ••• ,3) Y (5.3) se transfoma en 

donde 

Se supone, adem!s, que las lineas-mundo 

(5.4) 

(5. S) 

(5.6) 

(5. 6a) 

de las --

;->art1culas mater·iales en este espacio dinámico est6n determina

das por la naturaleza de los campos de fuerzas a que est6n some 

tidas y que ~stos se pueden caracterizar a trav~z de un solo ob 
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HA M (--~.~A; j-H (5.9) 

y 

~ «' .) HA M 
He<' "(o B 

,--- - --:------ ) 

O I I 
I 

(5.10 ) 

en 6stas, tanto A t" como B q representan componentes electro-

H: magn~ticas, ,~ es el tensor de campo gravitacional y 'ro = E'/¡" .. c J 

como antes. 

La elección de una u otra estructuras, conectada con-

los supuestos establecidos en la sección previamente expuesta -

conducen, como se ver!, a dos tipos diferentes de ecuaciones de 

movimiento para la partícula material cargada y urgida por los-

campos mencionados. 

Por el momento, conviene, ante todo, determinar el p~ 

tencial b ~tJ para cada caso. 

'Desarrollando (5.7) se tiene 

(5.lla) 

(5.llb) 

(5.11c) 

( ~cl<\ :: á<4o! = O ), ,de manera que el potencial formado con el 
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Existen, además, consideraciones obvias que permiten-

decidir acerca de su estructura. A nivel de teoría clásica de

campos, hay que restringir la informaci6n que HA M puede pro-

porcionar, a dos tipos de campo dnicamente: el electromagnético 

y el gravitacional. Por ende, todas las características de ~s

tos se reflejarán en la forma de HA",,: ellas son 

(a) De acuerdo a lo estudiado anteriormente, el campo 

electromagn~tico está descrito básicamente por un vec 

tor, mientras que el gravitaciona1 lo esta a trav4s -

de un tensor. 

~) El hecho de que ni la carga ni la masa de las partícu 
, -

las de prueba intervienen en las ecuaciones de movi--

miento para la gravitaci6n, cosa que no ocurre con el 

electromagnetismo. El tensor HA~ , consecuentemen

te, debe incluir un parámetro relacionado con las es-

pecificaciones de la partícula de prueba allá donde -

aparezcan las componentes electromagn~ticas. 

(e) Para la partícUla libre ~ a grandes distancias de -

las fuentes, como ya se dijo), las ,componentes e1ec--

tromagn~ticas se hacen cero; las gravitacionales se -

identifican con el tensor unidad segdn (4.ii), y por-

consecuencia: 

H." H = ~ A K 

Es posible proponer al menos dos formas apropiadas pa 

ra el tensor de campos satisfaciendo esos tres requisitos: 
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he<" == ~ iI/(3H ~ H (ly ) (5.17 a) 

A~ ~ o/ (3 = ct(3 H (" B , (s.14b) 

'f = ~o{~ Bol B P • (s.Hc) 

Hay que notar que mientras en (5.12) los campos apar~ 

cen separados uno de otro, en (5.13) existe la composici6n vis-

ta ya en capítulos anteriores. De hecho, aunque se, ha usado la 

misma notaci6n en ambas situaciones, debe subrayarse que las 

cantidades a que representan, especialmente en lo que toca a 

los potenciales electromagn~ti·cos A ('" , no son de ninguna mane 

ra iguales. 

El problema de deducir las ecuaciones de movimiento,-

se reduce al de encontrar la funcionalid~d y parametrizaci6n --

adecuadas para hacer uso explícito de (5.3). Aunque este proc~ 

so puede lograrse de modo general, para los fines que aquí se -

persiguen conviene aplicar directamente las estructuras propue~ 

tas para el tensor de campos. 

AS!, desarrollando (5.7), se tiene 

(5.1 S) 

en ésta, se sustituye las componentes b"~ correspondientes pa

ra (5.13), obteniéndose: 



58 

tensor de campos (5.9) tiene por componentes, 

(S.12a) 

(5 .12b) 

b ; -1 
"''''1 

(S.12c) 

o sea (v~ase (1. 2 9» , 

(5.12 ) 

Por el contrario, poniendo (5.10) en los desarrollos (5.11), re 

sultan ~~ase (2.15) y (1.30»: 

bf"Y = ~olr. HQ/~H(3y (S.13a) 

b~"'I. '" "t' o ~ el f3 H alf' B (?> (S.13b) 

b .. ", = 'Lo2 ~ol~ B~ .By -1 (5.13c) 

que se resumen en 

~ , ) bMOI 
~t''' : '"ro Av -

- -;. ~-~ - :-~l ~ ~ ~-
(5.13 ) 

con las definiciones explicitas ya conocidas: 
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) (5.l7cl 

que coinciden con las (2.8 a-e), en tanto que las (5.17) corre~ 

ponden a las (2.8) obtenidas por Viniegra, exceptuando en lo -

que respecta al parSmetro dw (Íc:iS) I discrepancia que se orig!. 

na en el hecho de haberse levantado toda condici6n de localidad 

para el actual tratamiento. 

Las relaciones correspondientes a la parametrizaci5n-

respecto del elemento de arco ds, se obtienen s:implemente efec

tuando un cambio en las derivaciones totales de (5.17) y elimi

nando los términos residuales aprovechando la normalidad de las 

velocidades y ortogonalidad de ~stas con las aceleraciones, 10-

que da 

ri. n M al 't'l 

a~ + ])~rI..~ t{ Z.V - 'T M\«t U -"2 o· J .(5.18) 

en donde, como era de esperar, 

(S.lBa) 

(S.lBb) 

(S.lBc) 

(S.l8d) 

y tambi~ 
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o) 

que tambi~, se puede escribir como 

(S.15a) 

Sustituida esta expresi6n en (5.3), conduce a la funci6n de La-

grange 

. en la cual el factor radical tiene valor num'rico igual a la -

unidad y 1Jt' == J.xt"lJ.x" 

Haciendo 

las ecuaciones (5.5) de Lagrange: 

proporcionan entonces: 

para las ecuaciones de movimiento; en ellas se ha definido 

(S.17a) 

_. 
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nes de Viniegra conducen a ecuaciones de tipo "ordinario". 

4. - Ec.uauonu Olld.i.nall.i.a,¡, de. Mov.(.m.i.ent:o. -----------------------------------

Si ahora se introduce la estructura (5.12) de poten-

cial pentadimensional en la expresi6n 

que es la solución de la ecuación cuadr&tica (5.15): 

lo que resulta es 

(5.21 ) 

( ~= 1: I ) . La parametrización que introduce mayor sencillez -

en las ecuac~ones de movimiento es, naturalmente, aquella basa-

da en 

(5.22) 

entonces, el principiO variacional para la acción definida en -

(5.3) es formalmente igual al que se utiliz6 en (1.24), es decir, 

(5.23 ) 

y las ecuaciones de movimiento resultantes se escriben, por con 
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) 

(S.l8e) 

(5.18fl 

La dlttma igualdad se sigue de la comparaci6n de (5.3) y (5.6); 

de ~sta, se ve que la dependencia de masas y cargas respecto de 

sus valores en ausencia de campos, de coordenadas y velocidades 

es bastante mb complicada que la que se tenía, pOr ejemplo, en 

(4.l7a). 

Si se resuelve (s.l5al para 01,,", se tiene 

el,," = 1
1 

J e. r ~(I--r.2<f)ht'Y +'r.2At'Ay~J;x:('J""J~ -r .. Ar-"Ix.rt ~ 
-(1-"(. 'f) 1 l. ) 

de donde, en el caso de campos d~b1les, despreciando los t~rmi 

nos cuadr~ticos en 1". , resulta 

y de ~hí, las ecuaciones (S.l7),se transforman en 

J (Ti< + ) rol p IJ d (} r - "r. F r al. lJol O (5.19) 
,Uf 

con 

dut = kt"y ~,c('&X"" 

y Ff< ::; kt'D' FO"~ ot -

En este caso, y por las mismas razones, las ecuacio-
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Naturalmente, trat!ndose de un formalismo en espacio

plano, hay que suponer que en (5.9) y (5.12) es 

Ar- :: Br- ) 

aqu1 los campos actdan, pues, por separado sin más interacci6n

que (5.23b) 6 (4.17b), las cuales ahora se deben escribir 

(5.25a) 

y 

(5.25b) 

respectivamente. 

5610 la aplicaci6n de estas ecuaciones a la resoluci6n 

de problemas concretos y bajo el respaldo de experimentaci6n p~ 

dr1an determinar el grado de validéz que cada una de ellas po -

see. 

Por su naturaleza formal, en las aproximaciones que -

habitualmente se toman ~ en ausencia de carga o campo electro

magn~tico), es claro que todas conducirán más o menos a los mis 

mos resultados y predicciones que actualm~nte se conocen para -

los fen6menos gravitacionales en la relatividad general. 

En ausencia de campos, es decir, muy lejos de toda -

densidad'de materia, la part1cula de prueba debe considerarse -

libre de toda fuerza externa. En esas condiciones, el postula-
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veniencia, en la forma: 

o (5.24) 

con 

(5.24a) 

y 

(5.24b) 

(tomando f;= I ). relaciones que son fácilmente identificables a -

las ~.25) si se toma el punto de vistageom6trico¡ lo que aqu! 

podr!a hacerse si se considerara a ~A. como m6trica de signatu-

H
A , 

ra y 4 '" como una t6trada en el lenguaje de formas difer~ 

ciales¡ readpptando, adem~s, el principio de covariancia gene-

ralo Los potenciales electromagnéticos caer!an bajo la misma -

categoría que en la teor!a de Kaluza. 

Regresando, sin embargo, a nuestros postulados para la 

parametrizaci6n seudoeuclideana basada en la longitud del arco, 

S , el mismo principio variacional (5.22) a trav6s de las - -

ecuaciones de Euler-Lagrange, como en el cap!tulo III, conduce-

a ecuaciones del tipo (4.17) 

(5.25 ) 

con las definiciones (4.12a), (4.12b), (4.17a) y (4.17b). 
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ES interesante comparar (5.27) con (5.6); de ahí se'-

infiere que 

luego¡ para partícula libre, 

(5.30) 

En el espacio dinámico, por lo tanto, ttnicamente la partícula -

libre se mueve sobre el cono pentadimensional (5.251 o 'cono de 

existencia" y lo hace describiendo trayectorias rectllineas. 
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do (5.ii) exige que el. tensor de campos coincida con la delta -

CA .. de Kronecker c)., : por la tanto, el potencial pantadime';!. 

sional (5.7) resulta simplemente 

Puestos esos valores en (5.8) del postulado (5.1v), se tiene 

o sea 

por lo que 

dx<C = 01 S 

y la integral de acción (5.3) se escribe 

z 
W = J -tot .. c oIs 

I 

El principio variacional 

~w=o 

conduce,.si, a la ecuación de movimiento 

o, 

como debfa ser. 

(5.26a) 

(5.26b) 

(5.27 ) 

(5.29) 
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1.- EQ~~~f!~Q_li~~~~~~~~Q_~~~~_~~!_€~~~~~Q~~! 

~~_I!~~~~g~~. 

Para concluir el tratamiento desarrollado, interesa -

en este punto establecer una funci6n de tipo H~ilton que con--

du~ca a los mismos resultados que se obtuvieron empleando otros 

• m~todos. Esto se puede log,rar en la forma convencional aplic~ 

do la definici6n. 

(6.1 ) 

que constituye una transformaci6n de Legendre donde donde ~'la

hamiltoniana mscada, X'" las ·velocidades· tomadas respecto de 

cierto parámetro e xv; J,.'),vleJ,e) ; 1: es la funci6n de Laqrange y 

y .:p ... los momentos generalizados, que se definen mediante 

:PI' - (6.2) 

Una vez encontrada :x , las ecuaciones de Hamilton 

(6.3a) 

(6.3b) 

proporcionarSn las de movimiento. Adem!s, mediante una trans-



71 

expresi6n soluble para las velocidades, si se emplea (s.17al, -

dando 

en términos de ~sta, la langrangiana es 

Pero, de (4.5) y (s.14b), las cantidades 

y 

k t<'" = ~?'''l K ~ ." H "', 

Al:'- = au.¿ H Et'B ql 

implican. por (4.41, que 

y, por lo tanto, (6.71 se reduce a 

(6. 6a l 

(6.7bl 

(\ - (1 I t<Yn'p')~ (6.8) 
J... - -1ot .. c: 40!! c' -< <rt' " • 

además,por la forma en que fué construida (6.15), se sabe que-

tiene valor constante: 

luego en (6.8) es 

(6.91 

Su5tituyeodo(6.6a) y (6.8) en (6.1) resulta 
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for.maci6n de contacto se puede conseguir otra funci6n de Hamil-
-

ton de valor cero, dada seq~ 

Q- (6.4a) 

s • ,. 
donde es la llamada funci6n principal de Hamilton. El pro--

blema de encontrar 5 consiste, entonces, en resolver la ecua--

ci6n fundamental de Hamilton-Jacobi: 

'X( ~~ - X ) + J5 
O,J - (6.4) 

d'lC ) d B 

en la que los momentos generalizados.han sido reemplazados por

sus equivalentes en tAr.minos de 5: 

• (6.4b) 

Las coordenadas que aparezcan en la hamiltoniana t¿ de (6.4a) -

serAn todas cíclicas. 

ConsidArese,ast, la funci6n (5.16) 

(6.5) 

de la que se siguieron las ecuaciones generalizadas (5.17) de

Vinieqra. Los momentos generalizados son ahora-segdn (6.2), 

_ (6. 6 ) 

• 
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= constantes). 

El formalismo anllogo para las e,cuaciones (5.18, ast

como para las ·ordinarias" (6.24) y (5.25), puede manejarse de~ 

,de una estructura formal coml1n. La siguiente secci6n se dedica 

a establecerla. 

2.- Una Fo~ula~~6n Gen~atizada. 
----~-----------------------

Consid~rese la ecuaci6n (5.20); de ella, a trav~s de-

(5.4) se extra~ la funci6n de Lagrang& 

( xct = J.,e ¡d.e ) , con las definiciones 

donde 

bU.1 h¡t1 - h1 1 b!l(r' 
( 0.4)1 

h.t .. • 
b .... 

Los momentos generalizados (6.2) son pues 

(
E -ct ) 

elo A td.v X + E." 

• ti.. 

Resolviendo (6.14) para 'X , se tiene 

(6.13 ) 

(6.13a) 

(6.13b) 

(6.14) 

(6.14a) 
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la cual, teniendo en cuenta (6.!t), se puede escribir finalmente 
• 

en la forma 

CV = 'II'! .. C: {-L- k~'" =Po .+? + ~ u<v -r'I A I r 
<TI. ;¡,,..:c1. t' " .... c; l' '1'"'t< ti - i: j (6.10) 

Y es ficil comprobar que las ecuaciones de Hárnilton (6.3) para-

esta funci6n reproducen las ecuaciones (5.17). 

Cuando una hamiltoniana no depende exp11citamente del 

parSmetro independiente (en nuestro caso e), la relaci6n de ti 

po general 

cl9{ a~ --ale d,e 

asegura que su valor es constante. Por ello, (610) debe satis-

facer también la igualdad 

(6.10a) 

Como consecuencia, la ecuaci6n de Hamilton-Jacobi gue 

caracteriza 41 problema es 

en donde Soes la funci6n caracterlstica de Jacobi¡ relacionada 

con la funci6n principal de HárniltOJi, S, mediante 

(6.12) 
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de, dado ya su valor, es evidentemente 

t-f"Y(dS )(d5 ). 
dXt' - Ol.. E(" dX" - ct .. E" - d}' = O.J (6.19) 

completando la formulaci6n. Como se ver~, de Esta se siguen v~ 

rios casos de interEs usando las formas propuestas del tensor -

de campos' en (5.9) Y (5;10). 

Aunque el procedimiento alqeaaico es m~s complicado, 

puede comprobarse por c~culo directo que las ec~aciones (6.3)

aplicadas a (6.18) conducen a las écuaciones de movimiento -

(5.18) si se emplean las definiciones (6 ;13) en términos del P2. 

tencia1 pentadimensional (5.13), esto es. 

tc(p =. 
(1-T.2 ,) k"p +7.2 A.,l A(J 

( 1-1:.2 ~).2. 
(6.10a) 

(6.20b) 

Consecuentemente, la ecuaci6n rle Hamilton-Jacobi para 
-t /"" este caso es tllll1bi~ (6.19) con OI..=-'IOt. e • se puede, encon-

trar, en concordancia COll (6.14c), haciendo 

- e--y t =. (6.21 ) 

t r-y dado por (6.20a). 
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(6.14bl 

- «>' 
siento t tal que 

(6.14c) 

La sustituci6n de (6.14b) en (6.13) proporciona la funci6n 

.c = d" 4- { [P'" (!. :Pt-- E. t"-)U. ~y - E.. ... ) ] 'A + 
+ P'" (~. ;.p~- E t').E. ... r6

•
15

) 

por 10 que la'hamiltoniana (6.1) es, para estas cantidades 

<J< = ~A { t ~y ( ~ .. .t¡. - E t' ) (~o ;P" - E. v ) -, 
~rp·"(t.~-E.f")(cl.~-EY) 1 ~ 1 

Sin embarqo, poniendo (6.14bl en (6.14al resulta 

(6.16 ) 

- I ( I )]'~ A = A [ t f'V (Ql., l',.-Ef') ti"; ~-E. ... 

de donde se sique que 

) (6.17) 

entonces la hamiltoniana (6.16) tiene valor cero, y puede'repr! 

sentarse, en una forma más compacta, seqdn 

(6.18) 

La ecuaci6n de Hamilton-Jacobi que de ~sta se despren 
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Corno es obvio, en ésta y en ~.23) se toma 

La ecuaci6n de Bam1lton-Jacobi tiene exactamente la -

misma forma que (6.24): 

e A) l 2 e y -tot. C. = O) .(6.27) 

terminando as! la descripci6n hamiltoniana y, a la vez, la for-

rnulaci6n propuesta a lo largo de esta tesis para ecuaciones de

movimiento de párt!culas en presencia de campos clSsicos. 
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En cambio, para las ecuaciones (5.24), usando el po-

tencia1 (5.12), las definiciones (6.13) devienen 

(6.22a) 

E.. ol :: 'Y. A el. (6.22b) 

Con ~stas y eJ." - too. e i A = I :. e =, , la· funci6n de Hami1ton 

(6.18) se convierte en 

s1endo4n!1 padmetro de derivaei6n, definido en (522). 

De aqut, la ecuacil5n de Hamilton-Jacobi (6.l!!) resul·· 

ta, teniendo en cuenta que 1:' .. ttt. e .. ele, 

(6.24> 

An4109'amente, en la parametrizaei6n de acuerdo al ar

co s, las ecuaciones. (5.25) resultan de la hamiltoniana (6.19)-

si se hace 

(6.25 ) 

y se adoptan lasdef1niciones (6.22). Ast 

... 
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Dentro de los alcances del formalismo propuesto, se -

ha logrado reproducir las ecuaciones (2.8) de Viniegra partien

do de postulados alternativos, lo cual constituy6 el'objetivo -

principal de este trabajo. 

El procedimi~to que se sigui6, del todo paralelo al

originalmente empleado por F. Viniegra en lo que a las ideas --

fundamentales se refiere, ha permitido salvar las restricci6n -

de localidad en la teoría y, consecuentemente, evitar los fuer

tes postulado~ que le servían de base; resultado conveniente adn 

cuando conduce a la necesidad de re interpretar las ecuaciones -

citadas y reemplazarlas, en IUtimo tl!rmino·, por sus equivalen--

tes escritas por entero en lenguaje de sistemas inerciales con-

ml!trica de Minkowski. A pesar de ello, las características bá-

sicas de esta teoría se conservaron íntegramente; en especial,

lo que concierne a la interacci6n explicita de los campos ·consi 

derados. 

El an!lisis de sistemas no-inerciales mostró que es -

posible tratar a sus efectos como fuerzas de un campo actuando-

sobre las partículas desde aquellos descritas, si se impone la

ml!trica minkowskiana variando, en cambio, la longitud del ele--
,. 

mento de arco. Se encuentra as! un conjunto de relaciones (Lo-

rentz invariantes), con cierta similitud a 105 resultados que -

N. Rosen obtuvo sin abandonar la relatividad general. Con el -

auxilio del principio de equival.encia, tal tratamiento permitió 
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postular una formulaci6n matemática para la gravitaci6n, siem-

pre dentro de los l!mites de la covariancia de Lorentz. 

El formalismo pentadimensional propuesto, con la in-

troducciÓn de un espacio din4mico en el que la quinta coordena

da se define en término de la integral de acciÓn y de un tensor 

de campos conteniendo toda informaciÓn a cerca del sistema cam

pos-particula, proporcionÓ, adem's de las ecuaciones buscadas,

otras formalmente relacionables con las covariantes generales -

de Lorentz, mediante la proposiciÓn de formas estructurales es

pecificas para el tensor de campos ,entadimensional. 

Por supuesto, no se pretende que todas las ecuaciones 

obtenidas formen parte integrante de la misma teoria. Aunque-

en el estado actual de ésta no existen, en realidad, argumentos 

decisivos para elegir preferentemente una u otra formas del t~ 

sor de campos, un desarrollo posterior que consiga determinarlo 

a partir 'del conocimiento de sus fuentes generatrices dentro de 

un esquema lógico y autoconsistente resolvera, sin duda, ese 

problema, conducir! a las ecuaciones de campo y cerrar! a las~· 

con ello la teoría. 

Es de esperar que, lograda semejante estructura, pue

da reconsiderarse'este trabajo exponerlo menoa burdamente me-

diante el empleo de técnicas matemáticas adecuadas y fundamen-

tarlo, teni!ndose entonces un panorama mas amplio, en forma cla 

ra y elegante. 
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