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INTRODUCCION

En la actualidad es muy comin ¢l empleco de accleradores
de electrones, como fuente de radiacién ionizantce, para irradiar
materiales con el objeto de modificar alguna o varias dec sus ca-
racteristicas. Estas modificaciones se deben a la dosis imparti-
da por la radiacidén al material, la cual a su vez depende funda-
mentalmente de la energia cedida por los electrones, la posicibn
y el material en que esto sucede.

En la practica existen diversas clases de dosimetros,
que se utilizan para cuantificar é€sta cantidad.

El prop6sito de este trabajo es el de calcular tedrica-
mente la dosis impartida en diversos materiales por el haz de
un acelerador de electrones, a través de simular por métodos de
Montecaglo las travectorias de &stos Gltimos.

Para llevar a cabo ésta simulacidén, hay que tomar en
cuenta la forma en que interactuan los electrones con el mate-
tial y que son: colisiones eldsticas y colisiones ineldsticas,
¢on los electrones y nficleos atdmicos,

En las colisiones ineldsticas con los electrones atémi-
cos, estos Gltimos adquieren energia para realizar una transi-
cidn a un estado excitado o a un estado no ligado (ionizaciébn),
debido a lo cual la energia del electrdn incidente se vé reduci-
da en la cantidad necesaria para quc el electrén atémico cflec-
tue dicha transicidén. Para elcctronces con cmergias hasta de 5
MeV y elcmentos ligeros, éste es el mecanismo predominante a

través del cual los electrones pierden encrpia.



En las colisiones elisticas con nficleos y clectrones,
el electrdn incidente experimenta un cambio en la direccibén de
movimiento, debido al impulso dado por la fuerza coulombiana
entre ellos. |

Debido a ésto, en el capitulo I se presentan las defi-
niciones de las cantidades involucradas y los mecanismos de
interaccidn de electrones, relevantes en las energias de inte-
rés (hasta 2.5 MeV). En el capitulo II se presentan las bases
del método de Montecarlo. En el capitulo III se describe la ma-
nera de simular las trayectorias de los electrones, aplicando
las teorias expuestas en el primer capitulo y la forma de apli-
car el método de Montecarlo. En el capitulo IV se presentan los
resultados obtenidos y en el capitulo V las conclusiones y re-
comendaciones para la utilizacidn de los programas de cdmputo
desarrollados, asi como para la continuacidn del trabajo. Fi-

nalmente se anexan los listados de los programas desarrollados.



I. INTERACCION DE ELECTRONES CON LA MATERIA

I.1.- Definicidén de Conceptos

i) Longitud de trayectoria.-

Los electrones experimentan numerosas deflexioncs al
moverse a través de un material, debido a lo cual sus trayec
torias son lineas muy quebradas, como Se muestra en la figu~
ra 1.

La longitud de trayectoria promedio de un electrdn

con energia cinética inicial E s estad dada por (E1):

0 -1
s.= /9B 4g (I.1.1)

o t éo ldsl
en donde dE/ds es el poder de frenamiento, en cual se defini-
r4d en la siguiente seccidn.

En la ecuacidén (I.1.1) se desprecian las fultuaciones en la
pérdida de energia, por lo que la energia de los electrones

es funcidn Gnicamente de la longitud recorrida, o sea:

s 1
E(s)= E, - Jy|E(sn)| as (1.1.2)

i

ademids se desprecian las colisiones catastréficas, por 1o

cual se le llama "Aproximacidn de Moderacidén Continua'.

ii) Alcance.-

Se le 1llama alcance a la mdxima penetracién del elec-
trén en la direccidén de incidencia en el material, como sc
muestra en la figura 1. Suponiendo que la direccidn de inci-
dencia del electrdn normal a la superficie es la direccidn

z, el alcance es la coordenada z mixima del electrdn.



iii) Alcance medio.-

Se le llama alcance medio, R, al grosor de material
necesario para reducir el nGmero N, de electrones de un
haz a la mitad del valor inicial NO.

Para un haz de electrones monoenergéticos el alcance
medio es gproximadamente la mitad de la longitud devtrayectg

Tia promedio (B3).

iv) Alcance extrapolado.-

El alcance extrapolado se obtiene trazando una tangen
te en el punto de inflexién de la curva de transmisién de e-
lectrones en el material y su valor esté da&o por el punto
en el que la tangente intersecte a la abscisa, como se ve en
la figura 2.

Katz y Penfold (E1) propusieron las siguientes relacio-
nes empiricas para el alcance extrapolado:

para energias de 0.01 a ~ 3 MeV:

Rex(g/cmz) = 0.412 EP (1.1.3)

n=1.265 - 0.0954 1In E

y para energias de ~ 1 a ~ 20 MeV:

R, (g/cn®) = 0.530 E - 0.106 (I.1.4)

en donde E estd dado en MeV.

v) Dosis.-
La dosis absorbida D, se define como la energia media
dE, impartida por la radiacién ionizante a un elemento de¢ vo-

lumen, entre la masa de ese elemento, dm:

dE
'iiii“ (1.1.5)



La dosis es por tanto una cantidad macroscépica.

La unidad de dosis ¢s el gray,Gy, definido como:

1 Gy 1 J/Kg

15

6.24 x 10'° eV/g

La energia impartida E, es una cantidad estocastica,
igual a la suma de las energias cinéticas de todas las parti-
culas directa e indirectamente ionizantes ( & Be ), que en-
tran al volumen, menos la suma de las energias cinéticas de
las particulas que salen de &1 ( ¢ El), menos la energia

equivalente de cualquier aumento en la masa en reposo { ¢ Er):

E =12 Ee -z El -z Er’
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esquemdtico de la traye

7

trén, dentro de un material. R representa ¢l alcance del eleoc-

trén.
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Figura 2.- Curva de transmisién de electrones dentro de un

material, mostrando el alcance medio R y el alcance extrapo-

lado Rex'
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I.2.- Colisiones Ineldsticas de Particulas Cargadas

Las colisiones ineldsticas se dividen en general en
fuertes y débiles, dependiendo de la cantidad de energia trans
ferida al dtomo por la particula incidente durante la coli-
sidn.

En las colisiones fuertes la transferencia de energia
es muy grande, de tal manera que los electrones atdmicos pue-
den considerarse libres inicialmente y para calcular la sec-
¢ibén eficaz diferencial de la colisidn es necesario conside-
rar la naturaleza de la particula incidente, asi como su es-
pin.

En las colisiones débiles la energia transferida se
extiende desde una transferencia minima, que en general es
del 6rden de la energia de excitacién o ionizacidn del elec-
trdén atdmico, hasta una transferencia de energia arbitraria.
Debido a que con las colisiones débiles la energia de la par-
ticula incidente decrece gradual y continuamente, cuando se
toman en cuenta éste tipo de colisiones {inicamente, se dice
que se usa un modelo de moderacidén continua.

Las colisiones inelidsticas débiles se clasifican en
rdpidas y lentas, dependiendo de la relacidn entre la veloci-
dad de la particula y la velocidad orbital de los electrones
en la capa con la que se produzca la colisidn.

Pafa colisiones suficientemente répidas, la influencia
ejercida por la particula sobre un dtomo o molécula se pue-
de considerar como una pequefia perturbacifn externa y asi es-
tudiar este problema usando la primera aproximacidén de Born,

Bohr (E1) fué el primero que desarrolld una teoria
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para calcular la seccibn eficaz diferencial para colisiones
ineldsticas de particulas ripidas 1la cual utiliza métodos
clisicos y ho relativistas, en la que supone quc al ser des-
plazado el electrén atdémico debido a la interaccidn coulom-
biana con la particula aparecerd dentro del dtomo una fuerza
restauradora que hard vibrar al electrdn con una frecuencia
natural de oscilacién. Esta teoria es vdlida sdlamente para
colisiones en que la velocidad de la particula sea mucho ma-
yor que la velocidad de los electrones atdémicos en sus ca-
pas ( B s> Z/137, para la capa k) y cuando el pardmetro de
impacto sea mucho mayor que el radio de la 6rbita de Bohr.
En 1930 Bethe (I7, I2, BAT) desarrolldé una teoria mecidnico-
cudntica basada en la primera aproximacidén de Born (Zez/hv
<< 1) para encontrar la seccifn eficaz diferencial de coli-
siones débiles y en la que supone que los electrones son
osciladores que se ponen en movimiento debido al campo eléc-
trico de la particula incidente.

En 1938 Swann (S1) sugirid que la polarizacidn que
sufria el material debido al campo eléctrico de la parti-
cula incidente provocaba una reduccidn en ia energia perdida
por ella, 1llamando a ésta reduccidn efecto de densidad.

‘Fermi (F1) estudié esta reduccién partiendo de que
los electrones orbitales estaban amarrados eldsticamente a
sus posiciones de equilibrio y sujetos a una fuerza de fric-
cidn, estableciendo asi una relacidn de tipo oscilador en-
tre la intensidad de campo eléctrico y la polarizacidn, to-
mando en cuenta la frecuencia de oscilacién de los electrones

en ausencia de campo electrico, pero supomiendo que la ley
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de dispersidén quc rclaciona E y P puede ser descrita cn tér-
minos de un solo tipo de oscilador.

Halpern y Hall (HH1) reportaron que la pérdida de ener-
gia por colisiones inelasticas-  dependia en gran medida de la
constante dieléctrica como funcidn de la frecuencia y gcnera-
lizaron éste trabajo a un nimero arbitrario de osciladores.

Sternheimer (SP1, SSB1) calcula el valor de éste efec-
to para varios materiales e intervalos de energia y obtiene
expresiones analiticas generales que no requieren ajustes
detallados para cada material.

A continuacién se presenta el desarrollo cudntico de
la seccidn eficaz diferencial para colisiones débiles, después
se presenta 1a relacidn que existe entre la seccidn efica:z
y el poder de frenamiento para particulas pesadas no relati-
vistas' y las ecuaciones propuestas por Sternheimer y los va-

lores de los paridmetros necesarios.

i) Seccién eficaz diferencial.-

Para calcular 1la éeccién eficaz diferencial de una co-
lisidn ineldstica entre una particula de masa M1, velocidad v
y carga ze con un dtomo estacionarioc de masa M, en un estado
determinado (generalmente el estado base), Bethe supone a los
electrones del atomo como osciladores clidsicos que se ponen
en movimiento debido a la interaccifn coulombiana entre cl
dtomo y el campo eléctrico de la particula incidente. |

Considerando que debido a la colisidén la particula es
deflectada dentro de un elemento de dngulo sdélido con di-
reccidén 0 y ¢ medidas respecto al sistema centro de masa y

que el dtomo experimenta una transicidén al n-&simo estado
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(discreto o continuo) que se encucntra a una cnergia [ arri-
ba del estado original, se obticne que para particulas con
velocidades no relativistas la seccidn eficaz diferencial,

en la primera aproximacidn de Born, es (I1):

MZ p'
do =@2p S e
mdy — :
X dr1...drzdr{

[
1q-71 bl = g
1 ug(r1,...,?E)Vuo(r1,...,rz)

duw (I.2.1)

en donde M=M1M2/(M1+M2) es la masa reducida del sistema, ¥

es la posicidn de la particula respecto al centro del atomo
P Y D' son los momentos lineales de la particula antes y des-
pués de la colisién, respectivamente, g = P - P' es la trans-
ferencia de momento y u, ¥y u, son las eigenfunciones no rela-
tivistas de los electrones atdmicos, antes y después de la
colisidn.

Cuando la interaccidén es coulombiana:

2 2
_ ze zZe
V = Zlf‘ff s (1.2.2)

donde Ze es la carga del nlcleo atdmico y f} son las coorde-
nadas de cada uno de los Z electrones atdémicos.
Realizando primero la integracién sobre T y utilizan-

~do.la relacidn:

16? -~
jﬂg_“ - ar = AT GlaT (1.2.3)
Ir rj{ q2

se obtiene en la ecuacidn (I.2.1) que:

4

2 2 '
R NN SRR (1.2.4)
q P

en donde la interacc1édn nuclear dada por el scgundo término
de la ecuacidén (I.2.2) no contribuye debido a la ortogonali-

dad de los estados n y oy e, due estd dado por:



-ty
e (@) =7 ur 3 oVTj udr.. .47 (I.2.5)

y tecibe el nombre de factor de forma no relativista de coli-

siones ineldsticas.

La cantidad |e(3)| % d4 la probabilidad de que el Ato-
mo efectue una transicidén al estado excitado n, al recibir
un momento § v estd relacionada con la fuerza de oscilador

dipolar dptico, fn’ por (F2):
{gn(a)12 =L ¢ (1.2.6)

donde Q representa la energia cinética de un electrdn libre

no relativista, con momento G:

2

Q =4 (1.2.7)

3£ =2 (1.2.8)

2 2

2 s o
dado que q°= (p-p')” = p"~ + p'2

- Zpp' cosg, entonces

dw= 27send= 7 dqz/pp’, se obtiene:

2.4
dgz-e M - 2
1
n q4 | pZ n

dg (I1.2.9)

y utilizando la variable dada por 1la ecuacidn (I.2.7) se ob-

tiene:

dq? = 2mdQ (1.2.10)

quedando la ecuacidn (I1.2.9) como sigue:

2 4

2n7 € I :

do_ = 12 ;gn(qjgz g%, (1.2.11)
nv

y aplicando la ecuacidn (I.2.6) queda que la seccidén eficaz

14



diferencial estd dada por:

2 4 _
do_ = 2“§ €. fh dQ (1.2.12)
n v . Q

ii) Poder de frenamiento.-

La energia perdida promedio por unidad de trayectoria
-dE/ds, que experimenta una particula al pasar por un mate-
rial, recibe el nombre de poder de frenamiento y cuando el
material estd formado por un solo tipo de dtomos, estd dado

por (F2):

-2 NI E o (I.2.13)

donde o, es la seccibn eficaz para colisiones ineldsticas que

provocan que el 4dtomo quede con una energia En por encima de

15

su estado inicial, dado por la ecuacidén (I.2.12) y N es la den-

sidad atdmica.
De las ecuaciones (I1.2.12) y (I.2.13) para particulas

no relativistas

2 4 Q
m.,fl_E.=&T_?2.._eNgfané9 (1.2.14)
ds mv | Qm Q

en donde Qm y QM representan los valores minimo y mdximo de
la energia cinética del electrdn y cuyos valores se obtienen

a continuacidn.

Como se vé en la figura 3, la componente de g paralecla

ap, esti dada por:

" g_ = pfz - pg‘gose

ol
s
H
—
=
H
sy

y si M>> m, 6= 0
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<}
Y
i

dado que p = V2mE vy E= mvz/z, se obtiene:

tri

= ~ 1
qp = —
v
por lo que de la ecuacidén (I.2.7) se obtiene:
2
En
2

Q 3
por lo que su valor minimo es
= 0 |
Qm‘ (1.2.15)

y como la mixima energia que podrid adquirir el electrdn serd

qg = E_ se tiene que para el midximo

n
2
: Qy
QM = 7
2mv
de donde
_ 2
QM = Zmv (I.2.16)

y sustituyendo (I.2.15) y (I.2.16) en (I.2.14)

dE 2'rrz2 4 2 'nz
g = T5= NI f (In2mv - 1n —, )

mv Zmv

= EEEEQ4N £ ( 21n(2mv)- 21nE_)

mvz n n

en donde la suma sobre el segundo té&rmino de la derecha reci-
be el nombre de potencial de ionizacidn o energia media de

excitacién y estd definido por:

In I = = fn In E (I.2.17)

n



que junto con (I.2.8) conduce a:

- 2 4 2
-QE:L?Y% eNZ n @}i—.—

1s vl - (I.2.18)

Cuando la particula incidente tenga una velocidad rcla-

tivista v=8c, el poder de frenamiento estd dado por (SP1):

2 4 VA
dE _ 4ﬁzze NZ { 1n ng H 2W_SZ
ds mv I#(1-87)

s} (I.2.18)

que es vdlida para cualquier particula de carga ze, siempre
y cuando 8 >>Z/137 y en la cual H es la mdxima transferencia
de energia y § el efecto de densidad.

Cuando la particula incidente sea un electrdn, H=E/2Z,
ya que debido a la indistinguibilidad entre particulas iguales
se define arbitrariamente al electrdn mis rdpido después de
la colisidn como el electrdédn incidente y z = 1.

Cuando la particula tenga masa M, la midxima transferen-

cia de energia serd (SP1):

£

H =

2
M m E

Mn * 20 " med)
en donde E y p son la energia total y el momento de la parti-

cula incidente. Para el caso de parficulas pesadas ésta ecua-

cibn se reduce a:

2 \
H = ZEKQ , para E<x iM : cz
1-8 ‘ L2m;
El efecto de densidad se puede obtener ficilmente de
las ecuaciones analiticas propuestas por Sternheimer (SP1) y

que son:

17



§ = 4.606 X + C + a(X]~X)m, Xg XeX,  (1.2.20)
§ = 4.606 X + C XX, (1.2.21)

donde XO y X1 son valores particulares de X = log(p/mc),

tales que 8 = 0 para X< XO y & se vuelve lineal para X > X1.

C=-21nt -1 (1.2.22)

hy
p

siendo vy T (Nez/mwjj/iifrecuencia de plasma del medio.

Las constantes a y m, junto con Xo y X1 son pardmetros
ajustables cuyos valores dependen del espectro de la§ frecuen-
cias de dispersidn vy Y de la fuerza de oscilador dipolar fn

de los atomos del material considerado.

Poniendo la condicidn S(Xo) = (0 se obtiene:

X, - X
a = 4.606 ~—§~——»9~m (1.2.23)
Xy - X))
donde
Xa = . _...._C_.._.,._...
4.606

En general los valores de los parimetros para sdlidos y

liquidos estin dadas por (SP1):

para I<100eV: X,=2.0, m= 3.0

1 ‘
X_=0.2, ICl <3.687 L (1.2.24)

X_=0.3261C| -1 , iCl33.681 |

para I>100eV: X1=3.D, m=3.0 ]
X 0.2, 1Cl<5.215 _(1.2.25)

X =0.3261Cl - 1.15, ICl»5.215
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para gases en condiciones estandar (0°C y 1 atm), con Zx10

X;=4.0, m=3 y X =1.6, [C] < 10 N
X,=1.7, 10.0 <|C| < 10.5 |
X,=1.8, 10.5 <|C| < 11.0 _ (I.z.20)
X,=1.9, 11.0 <|c] < 11.5 |
X,=2.0, 11.5 <|C| < 12.25
Xy=5.0 m=3 y X =2.0, 12.25¢]|C| < 13.304 b '
- (I1.2.27)

-

X,=0.326/C[-2.5,[C|> 13.804

cuando los gases no estén en condiciones estandar, se usan

las siguientes relaciones (SP1):

Cn = £ - 2.3031 log n
XTn = Xy - 1/2 log n
on = X, - 1/z log n
y
- .
S, = 4.606 X + C o+ a(X; - X7, X <XeX;  (I.2.28)
(X, - X,) |
a = 4.606 —T§“-w9~3
(Xg - XG)
siendo
X:..l_c_f____
& 4.606

donde n es el valor por el que se multiplica la densidad en con-
*

diciones estandar °,» Para obtener la densidad del gas.

Suponiendo que tratamos con un gas ideal:

Po Vo W
To Ta
Py To Vo
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como p= m/V:

Py Py T
pO p0 Tn
por tanto
o = 1% p
donde
P T
h = N o) (1.2.29)
po Tn .

Para calcular el potencial de ionizacidn se utilizan las

expresiones (E1, SSB1):

I =18.7 eV, para hidrogeno
1 =132, 652509 H(1.2.30)
I = (9.76 +58.8 2719 2, 1513 |
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Figura 3.- Diagrama de transferencia de momento en una colisidn
L ‘ . ,
inelastica, en donde p y p' son los momentos linealcs de la par-
ticula, antes y después de la colisidén y q es la transferencia

de momento.



I1.3.- Dispersidén dc Particulas Cargadas

A continuacidn se presenta la teoria de dispersidn simple
de Rutherford, que es una teoria clisica en la que sc considera
que la deflexidn de la particuia se debe a una sola colisidn
entre ésta y un niicleo. En seguida se presentan las bases de
algunas de las teorias de despersidn miltiple, en las cuales se
considera que la dispersidén que sufre la particula se debe a
numerosas colisiones de la particula. Finalmente se dan los
lineamientos bajo 1los cuales se desarrolla la teoria de dis-
persién mGltiple de Goudsmit-Saunderson en la que se obtiene
la probabilidad de que un electrdén sea dispersado un &dngulo §

después de haber experimentado n colisiones.

i) Dispersidén de Rutherford.-

Rutherford estudid clédsicamente la dispersidn que experi-
menta una particula con masa M1, con velocidad v y carga ze al
interactuar electrostdticamente con otra particula de masa M,

y carga nuclear Ze que se encuentra en reposo, bajo la condicidn:

1 (I.3.1)

coﬁsidera que la deflexidn mayor ocurre cuando el proyectil esta
muy cerca del niGcleo del blanco, por lo que desprecia el efec-
to de apantallamiento de la carga nuclear por los electrones
atémicos e introduce el concepto de pardmetro de impacto dec la
colisidén, b, como la distancia minima a que pasaria el proycctil
del blanco, si no fuera dispersado, (ver figura 4) y el dngulo
de dispersidn ¢ es el formado por las direcciones asintdticas

del proyectil antes y después de la interaccién.
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Para encontrar una relacibn entre b y 8 se considera que
la diferencia entre el momento lineal inicial y ¢l momento 11-
neal final del proyectil, serd igual al impulso dado por el

blanco, o sea:
8p =D, - By =/ Fat ‘ (1.3.2)

—’
en donde F es la fuerza electrostdtica que ejerce el nicleo del

blanco soble el proyectil, que estd dada por:

-

2
- z g e (1.3.3)

aplicando la ley de los senos al lado izquierdo de la igualdad

en 1é ecuacidén (I.3.2), se obtiene
2 M, v sen %- = ng cos¢ dt

haciendo un cambio de variable

8 (m-8)/2 dt
2 M1 v sen 5 = / F cos¢ Ir d¢ (1.3.4)
-(n-8)/2 ¢
pero d¢/dt es la velocidad angular del proyectil respecto al nfi-

cleo y por la conservacién del momento angular

M1 v b = M1 rV w
= 2 d¢
Myt %
de donde
de _ _r’
d¢ v b

sustitu yendo (I.3.3) y (I.3.5) en la ecuacidén (I.3.4), queda
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5 (n-8)/2
2 M1 Vz sen % = 4zﬂZEe 5 cos¢ d¢
0 -(n-06)/2
4 me M, vE b
5 sen » = COSxy
z Z e
por lo que
2
tan § - _zle ) (1.3.6)

47!’801\41\7 b

en donde se ve que no hay restriccidn para el dngulo de disper-
sién y por lo tanto es posible obtener cualquier &dngulo para
uma sola colisién.

La seccidn eficaz diferencial da la probabilidad de que
una particula con‘parémetro de impacto entre b y b + db expe-

rimente deflexiones entre 6 y 6 + d6 , figura 5, y estd dada por

do=]2xb db]

pero
2
b zZe 2cot A
At eo M,EV 2
y entonces ‘
2 7 el 2 8
db = - 5 €sc” - de
8w 301\11 v 2
de donde
2
do = am ( z % ¢ 5 )2 cot % CSCZ%- de
8 27 € M1 v *

y expresandolo en términos de la diferencial de dngulo sdlido

d 9= 2r sen & ds, queda:



2
, 2 dg
do = (-2 L€ ) = (1.3.7)
2% € o M1 v 16.s¢cn >

Para obtener el nimero de particulas dispersadas por el
blanco, dentro de un adngulo sélido, hay que multiplicar la ecua-
¢ién (I1.3.6) por el ntmero de particulas incidentes, N,> y por
el nGmero de niGcleos por unidad de drea del blanco (siempre y
cuando ninguna particula sea dispersada mas de una vez), por lo
que: .

2
dN(s) = —% (EEe ) 4 (1.3.8)

2 W €6 M1 v sen 5

en donde t es el espesor y N el nlimero de atomos por cm3 de la
ldmina que se usa como bianco.

A la ecuacidn (I.3.8) se le llama Ley de dispersién sim-
ple de Rutherford (MG1).

En la deduccién de la ley de dispersidn de Rutherford, se
supone una sola colisibn, debida a la interaccidén coulombiana
entre dos parficulas puntuales, en la que el blanco tiene una
masa mucho mafor que el proyectil; debido a lo cual &sta ley

de dispersidn s6lo es valida para colisiones en las que el
blanco es el nicleo {colisiones nucleares) de un material pesado
y ademds, este material debe estar en forma de ldminas delgadas
(monoatémicas), al ser bombardeado por el proyectil.

En la realidad cuando una particula atraviesa un material
pasa cerca de muchos dtomos, e interacciosa con todos cllos vy
puede experimentar numerosas deflexiones de aAngulos pequeios,
(correspondientes a pardmetros de impacio srandes) o puede ser

deflectado dngulos grandes (pardmetros de impacto pequciios).
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Las particulas interaccionan entonces con los niclcos
cuyo potencial sc ve disminuido por la carga dec los electrones
orbitales (efecto de apantallamiento) y coﬁ los mismos clectro-
ﬁes atémicos.

Las deflexiones de dngulos grandes son’poco frecuentes,
mientras que las deflexiones de dngulos pequefios son muy freccuen
tes, por lo que después de atravesar un material la particula se
mueve en una direccidén que forma un angulo ¢ con respecto a la
direccidn original y que estd dado por la superposicidn acumu-
lada de las deflexiones sufridas; obteniendose entonces que la
probabilidad de que la particula sea dispersada dngulos pequefios
estd dada por una distribucidén gaussiana, mientras que para &angu-
los grandes, se tiene una {nica dispersidn cuya probabilidad dis-
minuye al aumentar el dngulo (figura 6)

La distribucidn angular total de dispersidn tiene que
tener entonces tres regiones: una para dispersién simple (angu-
los grandes)}, otra para dispersidén mGltiple (dngulos pequefios)

y una tercera llamada dispersién plural, que propbrciona una

transicidn suave entre las dos anteriores.

ii) Dispersidén miltiple.-

Williams (W1) establece que el tipo de dispersidn que se
lleve a cabo depende de la naturaleza y velocidad de la particu-
la incidente, el material atravesado y el dngulo de dispersién.

Williams (W1,W2) desarrolla una teoria de dispersidn
mltiple para rayos cdsmicos, electrones rapidos y particulas
alfa, en la que utiliza estadistica y teoria de colisiones. Pa-

ra los rayos cdsmicos y electrones rdpidos utiliza la teoria de
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colisiones de la mecinica cudntica relativista, micntras que pa-
ra las particulas alfa usa la tcorfia de colisiones dec la mecidnica
cléasica.

Los valores tebricos qﬁe obtiene para la dispersidn de
rayos cbsmicos y particulas alfa concuerdan con los resultados
experimentales, mientras que para la dispersidn de electrones
rapidos discrepa de los observados.

Las teorias para dispersibén de electrones por adtomos de
Moliere (B2), Snyder y Scot% (8S1, GS2) y Goudsmit y Saunderson
(GS1, GS2) vy Lewis (L1) estan relacionadas matemdticamente entre
si. Los dos primeros autores parten de la aproximacidn de angu-
los pequefios y luego hacen una expansidn de funciones de Bessel.
Lewis hace primero una expansidn en polinomios de Legendre y des
pués aplica la aproximacién de &dngulos pequefios. Goudsmit y Saun
derson desarrollan una teoria valida para cualquier &ngulo de
dispersidn a través de una expansidén de polinomios de Legendre.

Las teorias de Moliere y de Goudsmit-Saunderson, presen-
tan ademds la ventaja de no suponer forma especial para la sec-

cibn eficaz de dispersidn.
Teoria de dispersidn mfiltiple de Goudsmit-Saunderson:

En la teoria se supone que la particula es dispersada n
veces, después de las cuales tiene una direccidn 6 con respecto
a la direccidn original y utiliza la propiedad de que ¢l pro-
medio de cualquier polinomio de Legendre después de n impactos
es igual a la n-é&sima potencia del promedio de los polinomios
después del primer impacto, suponiendo que la ley de

distribucidén es cilindricamente simétrica (GS1):
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{Pl(cos e))pr =(P1(00581D‘gr (173.9)

El promedio total final G1 , de los polinomios debe tomar en cuen

ta todas las posibles colisiones de la particula, por lo que:

G, = & W(n) (Py(cos {))

1 (I.3.10)

n
pr
donde W(n) representa la probabilidad de que la particula sufra
n colisiones y se expresa“por la distribucién de Poisson:
-v .1 '
W(n) = S—22 (I.3.11)
n!

donde v es el niimero promedio de colisiones que realiza la par-

ticula al atravesar un espesor s de material y que estd dada por:
v= ¢ N s (1.3.12)

N es el niimero de &tomos por cm3 y o es la seccidn eficaz to-
tal de colisidn para una dtomo, ¢ = ang do/do sen 8 do
Para que la ecuacidén (I.3.11) sea estrictamente vidlida s debe
ser igual a la longitud de la trayectoria del electrdn al atrave-
sar ese espesor de material y ademds debe ser igual para todos
los electrones.

Sustituyendo la ecuacién (I.3.11) en la (I.3.10) y toman-
do el promedio de los polinomios después del primer impacto se

obtiene:

<P1(C0591)>gr

- e-v(1~ <P1(C0591)>pr

y sustituyendo la ecuacidén (I1.3.12) se obtiene

= s d
G1 = exp (- ZanO IZ a%-(]-Pl(cose)) send d6 ds



29

y 1lamando
S, (s) = 2nN (" do (¢ . P (coss)) sens do (E.3.13)
da
queda
G, = e 4 Sp(s')ds’ (1.3.14)

1

Para obtener los valores § (s) dados por la ecuacidn (I.3.13)
se toma la seccidn eficaz de dispersidn considerando el apanta-
llamiento nuclear por los electrones atdmicos, las colisiones
ineldsticas entre electrones y los efectos relativistas, dada

por Rutherford (61):

do _  Z(Z+1) e (1.3.15)

de pz vz (1+2 n - cos 8}2

o Mott(M1):

(I.3.16)

4 2 .
do _ Z(Z+1)e ( 1 ) 8 )
de pl v2 (1+2n -cosé )% 2(1+#2Zn -cosb)

0o bien McKinley-Feshbach (M1):
do _ z(z+1)e” ( 1 (1.3.17)
kY, p2 VZ (1+2n -cosa}2
Z m B (82+Z m B /137)
+ )

/5‘137(1+2n-cose§/z 2(1+2n-cos8)

en donde n es la constante de apantallamiento determinada por

Moliere y que estd dada por:

Z 2

! %)

n= L (6.802 x 1075 2273 3 (1.13+3.76¢
4 t{1+2) 137 8




30

- V.4 2 Pl : - h 2
siendo 1 la energia cinética de la particula en unidades de m.c”.

Haciendo el siguiente cambio de variable:

t = —C (1.3.19)

y utilizando las ecuaciones propuestas por Spencer(S1):

d

S,(t) = —1— (1.3.20)
t (t+a)
4
81(1] = {(1.3.21)
(1+ o)
dy
8,(1) = ———m (1.3.22)
1T + «a
se obtiene que:
S, (1)
Sl(t) = 81(t] e (1.3.23)
5,(1)

en donde 81(1) estd dada por la ecuacidén (I.3.13), tomado el
primer polinomio de Legendre y 1 = ET/mOcz, siendo E1 la ener-
gia del electrdn al inicio; Sj(t) se obtiene tomando el primer
polinomio de Legendre y t para una energia determinada y 51(1)
se obtiene tomando t = 1 y el 1-&simo polinomio de Legendre.

De lo anterior se tiene, que

1
St ft Sl[t') dt’

]

P S;(s") ds
(o)

s, Ll:gﬁ.sl(1) (=% Y (1.3.24)
o t(1+a}

donde el valor de o se determina de las ecuaciones (I.3.20)

y (I.3.21), quedando:
S,(1) - t7 s, (1)
a = (1.3.25)
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La probabilidad de dispersidén por unidad de dngulo s6lido en la

direccifn ¢ estd dada por (GS1):

£(8) = 1= 1 (21+1) G, Py (coso) (1.3.26)
4y

y da la probabilidad de que un electrén sea dispersado un dngulo
9 deépués de haber experimentado ~n colisiones; y para que éste

normalizado:

-

27 g“ f(0) sens do =1 (I.3.27)

por 1o que la distribucidn de Goudsmit-Saunderson, estd dada por:

1 "
27

) e-fsl(s]ds

Agg(8) = (1) P, (cos8)

(I.3.28)
AGS(G) tiene su valor miximo a cero grados y disminuye de la mis-
ma forma que la distribucidn dada por el modelo de Rutherford.

La ventaja de utilizar la distribucidén de Goudsmit-Saun-
derson para obtener el dngulo de dispersidn de una particula des-
pués de haber atravesado un espesor s de material, estid en que
se consideran n colisiones y no se hacen suposiciones acerca de

los dngulos de dispersidn ni sobre la seccidén eficaz de disper-

sidén.



TRAYECTORIA DEL.
PROYECTIL.

Figura 4.- Dispersién de Rutherford, en donde 1a linea punteada representa la trayectoria

del proyectil para un potencial repulsivo provocado por la particula de carga Ze.

A%



Figura 5.- Particulas dirigidas sobre un circulo de radio b y drea 2nbdb, centrado en el
niicleo, que son dispersadas un dngulo sélido do comprendiddo entre los dos conos de an-

gulo 6 y o + de

- g8
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— 10~ 2
3(o)

‘0-3"

To s

Figura 6.- Distribucién angular dada por el modelo de Rutherford
en la dispersidn mGltiple. En la regidn de dispersidn plural, la

linea punteada did una transicidn suave de la dispersidn miltiple
de 5ngulos pequefios (gaussiana), hacia la dispersidn Gnica de dn-

gulos grandes
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IT. METODO DE MONTECARLO

El método debe su nombre al casino de Ménaco, ya que es
un método numérico que se basa en la simulacién de variables
aleatorias y la ruleta es el aparato mecinico mis simple para
obtener variables aleatorias. Este método permite simular
cualquier proceso cuyo desarrollo dependa de factores al azar

0 problemas sin relacidén con factores aleatorios a base de in-
ventar modelos probabilisticos artificiales.

El método consiste en general, en la elaboracidén de un
programa para realizar una prueba aleatoria, la cual se vd a
repetir N veces, de modo que cada prueba sea independiente de
las demds. E1 error del método es como regla proporcional a N"1/2.

A continuacién se presentan las definiciones de varia-

bles aleatorias discretas y continuas, la forma de obtenerlas

y algunas de las reglas para obtener pricticamente sus valores.



36

IT.1.- Variables Aleatorias

i) Variable aleatoria discreta.-
Se le 1llama asi a la variable que puede tomar un conjunto

discreto de valores Xqs xz,...,X con sus correspondientes pro-

n
babilibades Pis PysevesPy-
Los valores X, pueden ser cualquier nQimero, mientras que
las probabilidades Py deben cumplir las siguientes condiciones:
a) Todos los nlimeros D deben ser positivos
| p; >0 (I1.1)
b) La suma de las Py debe ser igual a uno: |
. Py * Py * Pz + ...t p, =1 ‘ (I1.2)
La esperanza matemdtica M¢ de la variable aleatoria discreta ¢
es el valor medio de la variable, con la particularidad de que

los valores x; con mayor probabilidad aparezcan en la suma con

pesos mayores:

I X3 Py

ME = I1.3
- (11.3)

ii) Variable aleatoria continua. -

Se le llama asi a la variable que puede tomar cualquier
valor comprendido en un intervalo (a,b).
La variable queda definida cuando se conoce el intervalo
(a,b) y la densidad de probabilidad p(x).
La probabilidad de que la variable £ tome un valor perte-
neciente al intervalo (a',b'), contenido en {a,b) es:
al

P(a'<g < b') = [ p(x) dx (I1.4)
b!

La densidad de probabilidad p(x) debe cumplir las siguien-



37
tes condiciones:
a) debe ser positiva:
p(x) > O (I1.5)
b) la integral de la densidad en todo el intervalo(a,b) debe

ser igual a uno:

b
s, P(x) dx = 1 (I1.6)

La esperanza matemdtica Mg de la variable aleatoria £

-

es el valor medio de la variable y estd dado por:

b
P S p(x) dx (11.7)

b
Iy p(x) dx

Mg =

* Cuando la variable esté definida en el intervalo (0,1) vy
su densidad p(x) = 1, se dice que tiene una distribucidén unifor-
me en (0,1) y entonces 1la probabilidad de que la variable tome

un valor perteneciente al intervalo(a',b') es

PIp(x) dx = brea (11.8)
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I1.2.- Obtenci6n de NGmeros Aleatorios
Las variables aleatorias se pueden obtener a través de:

a) Tabla de nGmeros aleatorios

Esta es una tabla de niimeros en la que'aparecen cada
uno de los digitos distribuidos al azar y en la que la proba-
bilidad de que en un lugar determinado se encuentre un digito

dado es 0.1/n.

-

b) Generador de niimeros aleatorios
De esta manera se van generando al azar uno a uno los

nimeros aleatorios {(como en la ruleta).

¢) Geénerador de nimeros seudoaleatorios
NGmeros seudoaleatorios son los que se obtienen a par-
tir de una formula y que imitan los valores de una variable

aleatoria con distribucidén uniforme.
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II1.3.- Determinacidén de los Valores de una Variable Aleatoria

Los valores de una variable aleatoria se determinan pe-
sando con las probabilidades correspondientes los valores que
se obtienen al azar de una distribucidén uniforme entre 0 y 1;

a éste proceso se le llama sorteo de la variable.

i) Sorteo de una variable aleatoria discretal-

Una manera para determinar los valores de una variable
aleatoria discreta que puéde tomar los valo%es E SR SURRIES S
con probabilidades PysPys--<,P,, €S construir un intervalo

0 <y <1 que se divide en n subintervalos de longitudes P1sPpseces

p,s COmo se muestra en la siguiente figura:

X X, X

1 2 3 X,
Yo Yy Y2 V3 Yn-1 yn=1
F——P1—+Py+-Pz—i ' Py i

y en donde las coordenadas y estdn dadas pbr:

Y1¥Pys Y3"Pq*Pgscc vy Ypoq= Py*Pptes*Ppqs Vp™]

Cada vez que se desea obtener un valor de la variable se toma un
valor de v al azar y se asigna a y, tal que y = v, el cual
estara en un intervalo Yi-15 Y 5 Vi» obteniendo que el valor de

la variable g es X,; o sea que el valor al azar deV se pesa

con la probabilidad de cada valor x.

ii) Sorteo de una variable aleatoria continua.-

Un método para determinar los valores de una variable alea
toria continua distribuida con una densidad p(x) en el intervalo
(a,b), cosistec en considerar una funcidén y(x) definida en ese in-

tervalo, como se muestra en la siguiente figura:



y que cumpla con las condiciones (II.5) y (II.6), por lo que:

y(a) = 0, y{(b) =1
y'(x) = p(x) >0

se toma entonces un intervalo (a',b') contenido en (a,b), tal
que
a'< x <b'
b y(a')<y <y(b')
por lo que
P(a'< £ < b') = P(y(a') < v < y(b'))
y como v estd distribuida uniformemente en el intervalo (0,1)

de las ecuaciones (II.4) y (II1.8) se tiene:

P(a' < ¢ < b') =£?§(x) dx
= y(b') - y(a")

40
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y por lo tanto:

rEopx) dx o= v (11.9)

por lo que para obtener un valor de ¢ habrid que escoger un va-

lor de v y resolver la ecuacidén (II.9).
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II1. SIMULACION DE LAS TRAYECTORIAS DE LOS ELECTRONbS DE UN HAZ,
POR EL METODO DE MONTECARLO

Las trayectorias de los electrones dentro de un material semi-
infinito, se simulan utilizando el método propuesto por Berger
(B4), el cual consiste en generar aleatoriamente la trayectoria
de cada uno de los electrones de una muestra, desde el momento

en que entran al material, hasta que son absorbidos (energia

cinética igual a cero) o hasta que salen del material retrodis-

persados; y aunque no utiliza directamente la ecuacidn de trans-
porte, si deben tomarse en cuenta las suposiciones que se hacen
para obtenerla, al hacer los cilculos aleatorios y que son:

‘1.~ La radiacidn no interactua con ella misma,

2.- La radiacidn no estd polarizada,

3.- El1 medio es isotrépico,

4.- Las interacciones de la radiacidn con el medio son eventos
bien localizados, entre los cuales la radiacibén se mueve en
linea recta, o sea que se ignora la difraccién y debe poner-
se atencidn especial'a la polarizacidn dieléctrica en la mo-
deracidén de particulas cargadas (los efectos mecidnico-cudnti-
cos y eventos en los que puedan ocurfir interacciones con
mas de un dtomo al mismo tiempo se desprecian).

Las trayectorias no se generan de tal manera que se pue-
da hacer una descripcidén completa de ellas (por la dificultad

que esto representa), Si no que se simulan las caracteristicas

de los electrones en una sucesibén de puntos a lo largo de la tra-

yectoria.

Para encontrar la posicién de estos puntos se divide la
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longitud de trayectoria en un nfmero determinado de pasos, cuya
longitud estid determinada por la energia del electrén al prin-
cipio y al final de cada paso.

La direccién de movimienﬁo del electrdn en cada uno de es-
tos puntos se obtiene simulando aleatoriamente la deflexidén que
sufre respecto a la direccidn de movimiento en el paso anterior
utilizando la teoria de dispersién mGltiple de Goudsmit-Saunder-
son. .

Con las trayectorias de los electrones, ya simuladas, se
puede obtener: las curvas de transmisién y dosis contra profundi-
dad, asi como el espectro de energia de los electrones a diferen-
tes profundidades, el alcance promedio, la energia total absor-

bida y la energia no absorbida (debida a los electrones retro -

dispersados). De la curva de transmisién a su vez, es posible

obtener el alcance medio y el extrapolado. De la curva de dosis
se obtienm la dosis mdxima y el espesor de material para el cual

es posible garantizar una dosis minima.

i) Longitud de trayectoria.-
De la ecuacidn (I.1.1) se tiene que la longitud de tra-
yectoria promedio, de un electrén que incide en un material con
una energia Egs estid dada por:
E -
s, = s ™ |4E

t
Eo ds

1

ds (I11.1)

en donde el limite superior de la integral se toma tan aproxima-
do a cero como sea posible, sin que diverja el resultado (ya que
para una energia cinética, E=0, el término con logaritmo natural
del poder de frenamiento se hace infinito).

Como se supone que todos los electromes pierden toda su
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energia dentro del material ( si no salen retrodispersados), en-
tonces todos los electrones de la muestra tienen la misma longi-

tud de trayectoria.

ii) Longitud de paso.-

Dado que la longitud de cada paso en los que se divide 1la
trayectoria estd determinado por las energias Ei y Ei+1’ al ini-
cio y al final del &1, se puede considerar cualquiera de los si-
guientes casos:

a) que en cada paso el electrdn pierde una cantidad constante de

energia AE, tal que:

E.

i+ = By - AE (III.2)

b) que al final del paso la energia se ha reducido en un factor

k, tal que:

B.,q = kE; (III.3)

por lo que la energia perdida en el i-é&simo paso es

i

AE; = E; - By

B, (1 -Kk) (III.4)

1§

¢) una combinacidén de las dos anteriores, de tal manera que se
escoge una cantidad inicial para la pérdida de energia, la
cual se vi reduciendo conforme aumenta la longitud recorrida

de la trayectoria.

1ii) Deflexidn angular. -
La deflexidn angular del electrdn en cada paso, respecto

a un sistema de coordenadas cuyo eje z coincida con la direccidn
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de movimiento del electr6én al inicio del paso, estd dada por los
dngulos polar @ y azimutal A¢ , como se ve en la figura 7.
Como el medio se supone isotrépico, el dngulo A¢ Se oOb-
tiene aleatoriamente de una distribucidn uniforme entre 0 y 2n
El 4ngulo polar @ se obtiene de la distribucidn de Gouds-
mit-Saunderson, como sigue:
1° Se construye la distri@ucién para adngulos 4 entre 0 y » vy pa-
ra todas las energias Ei’ del electrén,val inicio de cada pa-
S0} deila ecuacidn (I.3.28), se tiene (empezando con 1=1):

1 ~f81(s) ds

1 .
AGS = oy Z (1'7) e Pl(cos w) (III.5)

en donde Pl(cos w) representan los polinomios de Lengendre:

P1 = 1

P2 = C0S w

P1+2 - (21+1) cos w P1+1 -1 Pl
1 + 1

y para la integral, de la ecuacidén (I.3.24) se tiene:

S;(s) ds = sp {1 5,(1) 1n e (I11.6)
o t{1+a)
siendo
S! - aAs.
t = —3-T-—%- (I11.7)
St
S,(1) - t? 5, (t)
o« = | (I11.8)

t 5,(t) - S,(1)
y S% representa la longitud de trayectoria residual al inicio
del paso.
De la ecuacidn (I.3.13) y tomando la seccidn eficaz de McKin-

ley-Feshback dada por la ecuacidn (I.3.17), se tiene:
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4
1 2 2 0 2 3/2
p- v (1+2n-cosd) 2 137(1+2n-cosb)
(82+248/137)
- : ] {1-P;(cos 8)} sen © do6 (III.9)
2(1+2n-cose)
donde
1 _ (1 -8%)
p2 VZ mg c4 64

y poniendo 1=2 y t=1 (= ==Ei/mocz); 1=2 y t (¢ =Ei+1/mocz);
1y t=1 (x =E;/m_c?) se obtienen S,(1), S,(t) y S;(1), res-
pectivamente.

ﬁe lo anterior se ve que la distribucidén de Goudsmit-Saunder-
son depende de la energia E;, al inicio y de la longitud de pa-
S0,48;, las cuales son iguales para‘todos los electrones de
la muestra y entonces la distribucidn angular es igual para
todos ellos en cada paso.

El nimero de términosnen la serie de la ecuacidén (III.5) de-
be ser suficientemente grande para tener una buena conver-
gencia en el resultado y suficientemente pequefioc para que el
tiempo en que se genere la distribucidn, para dngulos entre
0y T, Sea corto.

Dado que 1la integral de la distribucidn, multiplicada por

2n seng entre 0 y v estd normalizada, se divide éste espa-
cio en pequefios intervalos ( Wi wj+1), de igual tamafio y se
calcula el &drea bajo la curva, ARj, en cada uno de ellos.

Se calcula el 4rea normalizada bajo la curva, para intervalos

(O,wj), en donde 0« wg< de tal manera que para el intervalo
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(0,m) el drea es uno. Por lo que se tendrid que para cada paso
y para cada &dngulo W3 hay asociada un drea normalizada ARNj.
4° Para cada paso, de cada uno de los electrones de la muestra
se genera un nlmero seudoaleatorio entre 0 y 1, que se pesa
con la: Adrea normalizadas obtenidas anteriormente, haciendo
que el éngulo vrolar aleatorio, 2;, sea iéual al promedio de

los 4angulos @ Y w:,q5 con dreas ARN. . y ARN entre

Jj+1 i,] 1,j+17

cuyos valores esté comprendido el nlmero aleatorio.

iv) Dispersidn angular.-

LLamando 910 01 ¥V 83415 Py4q @ los &dngulos que definen
la direccibn de movimiento del electrdn al inicio y al final del
i-ésimo paso, en un sistema de coordenadas cuyo eje z correspon-
da a la direccidn de movimiento de un electrdn que incida normal-
mente en el material, de las ecuaciones de cinemdtica se tlene

(B4):
COS 63,4 = COS 8, COS @ + sen 8, seng cosAq;iH (ITT.11)

en donde? es la deflexidn polar en ese paso, como se ve en la fi-

gura 7.

v) Posicidén longitudinal.-

Se calculan las coordenadas z (direccidn de incidencia
normal) al final de cada paso, para todos los electrones supo-
niendo que 1o que ocurre es una sola deflexidn a la mitad de
cada paso y despreciando los desplazamientos transversales a la

direccidn z, como se muestra en la figura 8 y asi se obtiene:

Z.., =12, + 251 (cos o
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vi) Alcance.-
Ya con todas las coordenadas z se obtiene el alcance (mi-
xima penetracidnj,suponiendo que si un electrdn sale retrodisper-

sado del material, no vuelve a entrar a &1,

vii) Dosis.-

De la ecuacién (I.1.5) se tiene que la dosis absorbida
es funcién de la energia impartida por»la radiacién a un ele-
mento de volumen dado que para calcular la longitud de paso y
por lo tanto la posicién longitudinal de los electrones al fi-
nal de cada paso, se toma en cuenta la energia perdida en las
colisiones ineldsticas finicamente, entonces la energia impar-
tida media dE es igual a la suma de todas las energias perdidas
AE; en todos los pasos que estén comprendidos dentro del ele-
mento de volumen.

La masa del elemento de volumen por unidad de 4drea es-

td dada por:

en donde p es la densidad del material y h es el espesor del
elemento de volumen.

De lo anterior se tiene que la dosis en el i-ésimo ele-
mento de volumen (de longitud h)), por unidad de 4rea, ésté da-
da por: '

2

MeV ¢cm 1
D . = o 3 : M
( g )} ph EAE} (I11.13)

en donde la suma se debe extender para todas las &Bj que estén

comprendidas entre AZsy AZi+1, siendo:
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Z;,4 =1h

y u el nﬁmefc de elementos de volumen que hay en un espesor de
material igual a la longitud de trayectoria promedio de los e-
lectrones. |

La dosis se expresa por electrdén incidente, o sea que se
divide entre el nlmero de ‘electrones de la muestra, para que los
resultados no dependan del nimero de trayectorias simuladas, que

en general es muy grande.

viii) Transmisidén de electrones.-

Para calcular cuantos electrones se transmiten después
de haber penetrado una cierta longitud en el material en la di-
reccidn de incidencia normal de los electrones en el material,
lo que se hace es contar cuantos electrones de la muestra tie-
nen un alcance mayor que cada una de las coordenadasvazi.

El resultado se expresa normalizado, dividiendo el nimero
de electrones transmitidos entre el nfimero total de electrones
de la muestra y las coordenadas también se han dividido entre la

"longitud de trayectoria de los electrones, para esa energia.

ix) Espectro de energia.-

Para determinar la energia de los electrones dentro de un
espesor determinado, a una profundiﬁad dada, lo que se hace es
dividir un espesor de material igual a la longitud de trayectoria
en un nimero 1 de coordenadas y; Y contar los electrones que

tienen energias comprendidas entre e, Y e ,q en donde la variable

e esti comprendida entre 0 y la energia inicial de los electrones.
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Figura 7.- Diagrama en que se muestran las direcciones de movimiento del electrdn al ini-
cio y al final de un paso, con trazo grueso. Los &dngulos Q@ y A¢ de deflexidn se miden con

respecto a la direccidn de movimiento al inicio del paso.
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IV. RESULTADOS

Como ya se vid las particulas cargadas pierden energia
al chocar con adtomos o moléculas.

Como el interior del tubo del haz de un acelerador se
encuentra al vacio, el primer material que encuentran los elec-
trones es la ventana del acelerador, que sirve precisamente pa-
ra mantener ese vacio.

Después de atravesar la ventana, los electrones salen al
aire y antes de penetrar en el material que se desea irradiar
atraviesan un cierto espesor de aire y por lo tanto éste es el
segundo medio en el que los electrones pierden energia.

Con el objeto de averiguar la energia real con que inciden
los electrones al material que se desea irradiar, se presenta ini-
cialmente la manera de obtenef la enérgia perdida por los elec-
trones en un espesor dado de material y a continuacibn se cal-
culan la energia perdida en una ventana de titanio de 60 micras
de espesor, y la energia perdida en diferentes espesores de aire.

En seguida se presentan la dependencia en la energia y en la
longitud recorrida, de la distribucidén de Goudsmit-Saunderson,
asi como un anilisis del nfimero de términos necesarios para'que
la serie converja y finalmente se calcula la dosis y espectro de

energia para varias energias del haz y varios materiales.
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IV.1. - Energia Perdida en un Espesor Determinado

La energia perdida por los electrones depués de atrave-

sar un espesor S de material, puede expresarse como:

= dE
E=12 ss; (323 | (Iv.1.1)
en donde S = 8S; Y dE/ds es la energia perdida promedio, por uni-

dad de trayectoria en el intervalo de interés. De la ecuacidn
(I.2.19) se vé que para un haz compuesto de electrones el poder

de frenamiento estid dado por:

4 2
dE . _2379_14 N Z{ln mg E 5 - 32 - 8§} (1v.1.2)
ds  myc” g 1°(1-8%)

donde dE/ds es un promedio, el valor que se obtiene de la ecuacidn
(IV.1.1) depende del nfimero de intervalos ya que cuanto mas pe-
quefia es la longitud de éstos, mas exacto es el resultado; debi-
‘do a lo cual se presenta la conveniencia de utilizar una computa-
dora para resolver la ecuacién (IV.1.1), variando el niimero de
intervalos hasta obtener una buena convergencia en el resultado.

En el anexo se presenta el listado del programa utilizado.

a) Energia perdida en la ventana del acelerador
Dado que los aceleradores del Instituto de Fisica tienen
ventanas de titanio, se considera: =22, A=47.9, p =4.5 g/cms,

4

a partir de las ecuaciones (I.2.32) I=2.47402 x 10™% MeV y de 1a

ecuaciones (I.2.25) X,=0.2, X,=3 ya que lc |=4.5728.

b) Energia perdida en el aire
El espesor de aire que debe haber entre la ventana del
acelerador y el material a irradiar depende de las caracteristi-

cas de este Gltimo y de la manera en que Vi a pasar por la zona
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de irradiacifn, ya que si el material golpea la ventana puede
romperla.

Para calcular la energia perdida en el aire, se considerd
que la presidén atmosferica en la ciudad de México es de 586 mm-Hg

que hay una temperatura ambiente de 20° C y dado que (E1):

20 5

it

NzZ= 3.88 x 10°0 electrones/cm® a 0°C y 760 mm-Hg e I1=8.6 x 10

MeV; se obtiene de 1la ecuacidn (1.2.30) n= 0.71842, de la ecua-

cion (1.2.29) o = 9.28917 x 10°% g/em®, (NZ) =nNZ= 2.7874 x

20 electrones/cms, hv_= 7.3195 x 1077

P
ecuaciones (I1.2.27) se tiene m=3, X1=4.0 y X0*1.6.

10 y cn=7.22968 y de 1las

En ia figura 9 se muestran los resultados obtenidos para
la energia perdida en una ventana de titanio de 60 micras y en
diferentes espesores de aire y donde se puede observar que estas
pérdidas son del d6rden del 1 % de la energia inicial de los
electrones y que ademds la energia perdida es minima, para ener-

gias del haz de aproximadamente 1.3 MeV.
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Figura 9.- Grédfica de la energia perdida en funcibén de la energia inicial de los electrones
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IV.2.- Factores que Afectan a la distribucidén de Goudsmit-Saun-

derson

En base a lo presentado en el capitulo III, se realizé un
segundo programa de cdmputo, cuyo listado se anexa al final, pa-
ra encontrar:

a) El nGmero de términos que se deben considerar en la serie de
la distribucién de Goudsmit-Saunderson.- Se encontrd que exis-
te un valor minimo para la energia perdida por paso, para el
cual la serie converge con aproximadamente 60 términos, que
para valores por abajo de este minimo no hay convergencia
aunque se aumente el nimero de términos hasta 100 y que pa-
ra energias mayores el niimero de términos necesarios es me-
nor. Con este programa se vid que el valor minimo para la
energia perdida por paso depende de la energia cinética del
electrdon, asi como del material sobre el cual inciden, como
se muestra en la figura 10 y de donde se observa que la energia

perdida por paso minima sigue un comportamiento dado por:

- m
AE = aE_(1) E (IV.2.1)

en donde AE (1) es la energia perdida minima para 1 MeV y

que aumenta con el ndmero atdémico del material, E es la ener-
gia de los electrones y m la pendiente de la curva, que tam-
bién varia con el material.

b) E1 valor adecuado para la energia perdida por paso.- Se
encontrd que el valor de la distribucién para dngulos peque-
fos disminuye y para dngulos grandes aﬁmenta, con la distan-
cia recorrida por el electrén y la énergia perdida por paso,
como se muestra en la figura 11. El hecho de que el valor de

la distribucidn disminuya para dngulos pequeiios y aumentec pa-
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ra adngulos grandes provoca un aumento en la probabilidad de
deflexidén a dngulos pequefios. Es conveniente por lo tanto
tomar la energia perdida por paso tan pequefia como sea posible,
en cada uno de ellos. |

La variacibén de la longitud de paso, en funcidén de la longitud
de trayectoria recorrida.- Se encontré que cuando la energia
del electrdn se reduce de manera constante en todos los pasos
la longitud de paso permanece aproximadamente constante duran-
te dos tercios del recorrido y que después decrece rapidamen-
te; cuando la energia del electrdn se reduce en un factor k,
en cada paso, y cuando 1aAenergia perdida por el electrdn se
reduce exponenecialmente de acuerdo a la ecﬁacién (Iv.2.1),

la longitud de paso decrece continuamente durante toda la tra-
yectoria, siendo la longitud de paso mas pequefia la que se
obtiene al reducir la energia perdida por paso exponencial-

mente, como se vé en la figura 12.
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los electrones, para la cual converge la serie de la distribucibn de Goudsmit-Saunderson.



Ags

AE = 0099 MeV
St S =0.0 g/cm®
S =0 544 g/eme
s-L S =1.088 g/cm?
Lyde
-~

. SN \\
pr
ltvoes LI X N

!

I

b T 4 ™ et e > -

€S- S =0 0O0grem2
S = O 8I2 g/cm?@
5-:”\ S £ L.OSI g/em?

W(RADIANES)

Al
Eo 2.5 MeV
AEI =AE(DE™
S = 00 g/cm2
85 =0.594 g/c:m2
S = L0049 g/em

o
e

Figura 11.- Variacién de 1la distribucién de Goudsmit-Saunderson para electrones con energia

Yo T —;t%
i i Ci).ﬁ ; i [ | o
W (RADIANES)

Wl
o

inicial de 2.5 MeV, que inciden en Aluminio.



Figura 12.- Variacidén de la longitud de paso, con respecto a la longitud de trayectoria

recorrida, hasta ese paso, para electrones de 2.5 MeV incidiendo en Aluminio.
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IV.3.- Cdlculo de la transmisidén, Dosis, Alcance, Alcance Medio,
Extrapolado y Promedio y Espectros de Energia de un llaz

de Electrones Monoenergético al Incidir en un Material

Con los resultados del punto anterior se realizd un progra-
ma cuyo listado se anexa al final, con el objeto de simular por
métodos de Montecarlo la incidencia de un haz monoenergético de
electrones sobre un material y asi obtener:

- el alcance, Ro |

- alcance promedio, Rp

- curva de transmisién de electrones dentro de varios materiales

y de ella obtener el alcance medio, R , y el alcance extrapo-
lado, Rex

- espectros de energia a diversas profundidades para el haz de

electrones y

- la dosis impartida al material.

Los datos con que es necesario alimentar al programa son:
a) Caracteristicas del haz: Energia cinética inicial,on, y ener-

gia cinética final, Bm, de los electrones; asi como el dngulo
de incidencia 6, en el material.

b) Caracteristicas del material: NGmero atémico, Z; niimero masi-
co, A; densidad, p; potencial de ionizacidén, I (ecuaciones
(I.2.30)); y los pardmetros Xo, X1 y m para obtener el efec-
to de densidad, &§(ecuaciones (1.2.24-27)).

c) Caracteristicas del método: Namero de electrones de la mues-

tra, nh, nGmero de términos en la serie de la distribucidén de

Goudsmit~Saunderson, nl; nimero miximo de pasos en que se di-
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vide la trayectoria del electrén, np§ la energia perdida por
paso, epp; o el factor de reduccibn de la energia, k; o bien
el valor para la pérdida de energia minima para 1 MeV, AEm(1)
y la pendiente m de la recta, para reducir esta pérdida ex-
ponencialmente que se obtiene de la grafica de la figura 10
y el nlimero de intervalos eﬁ que se dividen las funciones pa-

ra integrarlas por el método de Simpson, m.

Este programa se aplicé para electrones con diferentes

energias iniciales (EO= 1.0, 2.0 vy 2.5 MeV) que inciden con di-

ferentes &ngulos (®O= 0°, 15°, 30°, 45°, 60°) en piezas semi-in-

finitas de: Aluminio (Z=13, A=26.9815, p=2.702 g/cms, I=1.63 x

4

10" MeV, X0=0.2, X

5

;=3 y m=3), Grafito (Z=6, A=12.01115, p= 2.25

=2 y m=3), Agua (Z=7.2167,
5

g/cm, 1=7.8 x 107> MeV, X =0.2, X

1
A=14.2655, o=1.0 g/cm>, 1=7.379 x 10"

MeV, XO=0.2, Xy=2y m=3)
y Cobre (Z=29, A=63.546, 0=8.92 g/cms, I=3.1405 x 10”4, X0=0.2,
X1=3 y m=3).

En la figura 13 se muestra la curva de transmisibn contra
penetracidn para los electrones con energia inicial de 2.0 MeV,
que inciden en una muestra semi-infinita de aluminio, con un &n-
gulo de 0°y de donde se ve que el valor del alcance medio, R, es
aproximadamente la mitad de la longitud de trayectoria, S, de los
electrones y que estd comprendida dentro del alcance promedio Rp.
Para el alcance extrapolado Rex’ se obtiene wun valor que difie-
re en un 4 % del que se obtiene con las ecuaciones de Katz y Pen-
fold.

In la figura 14 s¢ ve que el alcance medio y el alcance

extrapolado disminuyen al reducir la energia inicial de los elec-

trones al aumentar el angulo de incidencia de los electrones en
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el material y al aumentar la densidad del material,

Para determinar la dosis absorbida en el material, se necesita

que el espesor midsico en que ésta se calcula sea suficientemen-
te grande para que la deposicidén de energia sea»causada por mu-
chos electrones y muchas interacciones y lo suficientemente peque-

20 causar una atenuacidn apreciable en la radiacibdn.

ggra determinar el espesor misico, de drea wunitaria, con-
veniente para calcular la dosis, se dividié una profundidad igual
a la longitud de trayectoria de los electrones, en intervalos de
igual tamafio y asi ver el comportamiento de la dosis inicial y
de la dosis mixima , al variar la longitud de estos intervalos,
1o cual se muestra en la figﬁra 15 y de donde se v& que los his-
togramas no varian mucho entre si, y que al hacer mas chico el
espesor masico, se aumenta la resolucidn, aunque los valores
difieren cada vez mas de los experimentales. Por ejemplo para un

z la posicidén de la dosis mixima di-

espesor mdsico de 0.20 g/cm
fiere en 16 % de los valores experimentales, mientras que el va-
lor de 1la dosis mixima difiere en 6 % y el ?rimer valer que se
obtiene para la dosis difiere en 7 % del valor de la dosis super-

ficial obtenidos experimentalmente; y para un espesor de 0,15

W

g/cmz, estas diferencias son de 16 %, 10 % y 28 % respectivamen-
te. E1 comportamiento erritico de la dosis superficial por abajo
de un cierto espesor mdsico (0.7 g/cm2 para agua), son atribui-
bles a que la deposicifn de energia es causada por muy pocas
interacciones, ya que debido al modelo matemdtico al hacer muy
pequefio el espesor misico puede suceder que no haya transcurrido
ningun paso (en los que se divide la trayectoria del electrdn),

para la primera barra del histograma,
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Mientras que la dosis inicial y mixima aumentan para espesores
mayores, debido a que crece la atenuacidén de la radiaci6n.

El espesor a utilizar se determind viendo que éstos va-
lores (para electrones de 2.5 MeV en agua), fueran lo mas apro-
ximados a los datos experimentales y como la masa debe ser apro-
ximadamente igual para cualquier material, hay que calcular la

dosis para elementos de espesor:

p
h‘_-”__EZ.Q._h
H,0
o 2
h
- - HZO
p
donde h es el espesor miasico del agua y p la densidad del ma-

H,0
terial para el que se desea calcular la dosis.

En la figura 16 se muestran las curvas de dosis para elec-
trones de 2.5 MeV que inciden en diversos materiales, en donde
se puede ver que la dosis mixima aumenta con la densidad del ma-
terial, al mismo tiempo que su posicidn se corre hacia la super-
ficie del material. |

En la figura 17 se muestran las curvas de dosis para elec-
trones con energia inical de 1 y 2 MeV incidiendo en varios mate-
riales y en donde se han marcado algunos valores experimentales.

Al realizar las figuras 16 y 17 se observd que para ener-
gias de 2.5 MeV no hay diferencias significativas al considerar
las tres formas mencionadas para tomar la emergia perdida por
paso y que los resultados son bastante aproximados a los que se
obtienen experimentalmente; para energias menores los resultados

en 1os tres casos se diferencian mientras mas ligero es el mate-
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rial, siendo las mas aproximadas a los Valcfes experimentales
cuando se considera que la energia perdida por paso se reduce
de acuerdo a la ecuacidn (II.2.1). Estas diferencias se pueden
atribuir a que la distribucidén (figura 11) depende de la longi-
tud de paso y la energia al inicio de cada uno de ellos (figura
12).

Cuando se aumenta el 4dngulo de incidencia de los electro-
nes en el material, los valores inicial y médximo de la dosis aﬁ—
mentan, mientras que la posicidén de éste Gltimo se corre hacia
la superficie, como se muestra en la figura 18. Para dngulos de
incidencia grandes ( 60°) el valor de la dosis inicial corres-
ponde al maximo.

En general la dosis aumenta con el poder de frenamiento
y la ?osicién de la dosis mdxima aumenta con el alcance medio
de los electrones.

En la figura 19 se muestra la forma en que se vi degra-
dando el haz de electrones, conforme aumenta la profundidad en
el material.

En la figura 20 se compara la forma en que se degrada el
haz de electrones cuando incide con diferentes dngulos en el
material, para profundidades iguales. De ahi se ve que la ener-
gia se degrada m8s rapidamente al aumentar el dngulo de inciden-

cia en el material.
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Figura 14.- Grdfica de transmisidn contra profundidad para elec-
trones incidiendo: a) en aluminio, con diferentes energias , b)
en aluminio, con diferentes 4&dngulos y 2.5 MeV de energia y c)

-en diversos materiales, con 2.5 MeV de energia.
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V. CONCLUSIONES

De todo lo anterior, es posible hacer las siguientes
conclusiones y recomendaciones:

1.- De los resultados obtenidos mediante el primer programa de
computo se tiene que la energia que se pierde en la ventana
del acelerador y en el aire, es muy pequefia comparada con
la energia de los electrones (aproximadamente 1 %) y por
lo tanto se puede despreciar.

2.- Debe uno asegurarse que la distribucidn de Goudsmit—Saunder—
son converja, para la energia perdida por paso que se desea
utilizar.

3.- Es conveniente buscar que la probabilidad de deflexifn a &n-
gulos pequefios siempre sea grande, lo que se logra disminu-

'yendo la energia perdida por paso de una manera exponencial
(ecuacidn (IV.2.1)). ”

4,.- E1 tiempo de computadora que utiliza el programa crece de
manera considerable al aumentar el némero de pasos en que
‘se divide la trayectoria del electrdn; por 1o que al consi-
derar una energia perdida por paso constante el tiempo es peque-
fio, siendo mayor cuando la energia del electrdn se disminuye
en k y mucho mayor al disminuir la energia perdida por
paso:de una manera exponencial.

Por lo tanto es muy importante tomar en cuenta este hecho, vya

que puede no redituar el incremento en exactitud de los resul-
tados, con el correspondiente incremento en el tiempo de pro-

cesamiemto.

5.- Los resultados que se obtienen son bastantes aproximados a los

experimentales, cuando:
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a) Para energias de 2.5 MeV se toma una energfia perdida por
paso constante igual al valor de la energia perdida minima
(para que la distribucién de Goudsmit-Saunderson converja),
para la energia inicial E,, de los electrones. |

b) Para energias de 2 MeV y materiales pesados ( Z 313) se

~considera que una energia perdida por paso constante, mien-
tras que para materiales ligeros hay que considerar que

la energia de los electrones se reduce en un factor k, en
cada paso.

c) Para energias de 1 MeV se considera que la energia perdi-
da por paso se reduce de manera expo nencial.

En general se considera que los resultados obtenidos en este

trabajo son satisfactorios, al haber utilizado el modelo de

moderacién continua y que &stos mejorarin considerablemente
al tomar en cuenta la energia depositada en el material por
la radiacidén Bremsstrahlung y por los electrones secundarios,
ya que estos efectos provocaridn que los valores de dosis au-
menten cerca de la superficie y disminuyan a profundidades
mayores ( iguales a la posicién de dosis mixima que se es-

tid obteniendo), lo que se hace de la siguiente forma:

~Considerér ademds el poder de frenamiento por colisiones ine

lasticas con los niicleos del material, para calcular la emi-
sibén de Bremsstrahlung y asi calcular la ionizacién produci-
da por ésta.

-Con la teoria de Landau (L1), calcular aleatoriamente la e-

nergia perdida por paso y asi evitar suponer que los electro-

nes pierden su energia de manera continua (cosa incorrecta).

-Considerar la produccién de electrones secundarios.
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7.- Seria deseable poder comparar los espectros de energia ob-
tenidos a diferentes profundidades con algunos resultados

experimentales.
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ANEXO

Programa para encontrar la energfa perdida en un espesor

dado de material:
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Writel{ss2001st
format (/v longitud de travectoria= »f10,7y 7 s/0wmZ’)

call exit
end
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= ipverso del rodor de frensmisento

Furction T(x)

imrlicil rezlX8 (Defshorryw)

implicit reallarsc~esdsbkra~bov—wex}

imelicit inteder{irdelomenvsu?

raremeleri{ri=3, 141092803, an=46.022040223 srmoe 220 . Gllsnlsl A~
he=4, 13534%4e~2102=9. 0020
cammon/fun/enyroiscoraccexlenladenssms

pete? = 1. - 1. /7 (0 1. % = 4 zwoe?2 ¥ 0% ¢ 1. 4+ o / zmac )
w = glogld { dsart ( beta? /7 ¢ 1. - bhetal )} ¥ )

ifi{u.le.u0) ga to 95 '

if{u,.lt.x1) g0 Lo 90

delta= 4,408%ut0c

g0 to 95

delte = 4.4606 % + oo 4 aec\ﬁ { wi - w3 & % maz

W

f=1l./{2.¥kriken¥ed¥ 2 / (dens¥ zmoo?2 ¥ heta? ¥ % 4 dlog {zmoc?
¥ beta ¥ w / { r#ai ¥ roil %X { 1, - bhetz? ¥ ¥ ) - bets? - delle
return
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Y= funcion aue haw aue intedrar de O a8 vi en la disteibusinn da
function hl(x)

imrlicit rezliS{(brfshexra)

implicit realiarsc-ergrkro~tov-wsz)

implicit inteder(isdslomemsnyy
parameter{ri=3.141509265,2n=6,.022040e2%szmoc2=0.511 021 44e~1
he=4,13034%8e~21+0c2=9.0820)

dimension ri{éd4:100)r0sw(é4Ysanuisd)

common/nft/dslretasrrrosuwrenushetalsbetaszrrais?

sidvd=1.+2 . %éta-caw ()

hl={1l,.=-p0ds 10 0%01 ., S (udvdtudvdidridokheta/ drailz 28187, %
Mdvd¥X1 . S)-(hetalte¥riXheta /1370 /(2 duadvd ) Y snw (00

return

end
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da de montecarlaos para sinuler les trevectorias e los pivofrﬁneﬁ i@
ar dentro de un materialstodas Los caeleulos a0 hecoen fundsmenta2imente
SURRUTINAS

imelicit rezldB8(hefohssirul

implicit regll{arc-megobken-tsv-wsn)

imelicit integerlisdslomomrud

rezl¥8 ais8c ' ,
parameter{ri=Z, 14159245y LOP20ARel v rmne =0 Bl e alel Adn-1 4
nesd, 1354740~y 02=9, ﬂm,i}

dimension ener{201)y delen(2013s p{A4:40 wlédlYrnar (&4
gdsonlad)e arl&d)r arnl&As 2000y (201 w4100 e la 200,
2#t] {401y cawi{ddls mnw(é4}a pL{&0)y

coore {202y vansall0000Yy Lrens {803y zentstb (51,

delz (51 dosiz(%1)s ek{24)snelen(24-517

common/Tun/enreoiscovacosxrnlsdensrmns
common/nf A dsleatasetelshetarzerain?
common/andlu

coammonssenas/snu

comman/easen/ony

componlralle

common diasetl

i

tercios1./
raiz?=sart
hag=0.3447

2.0e0)

(S AP |

{it=enerdgia inicizl de Jos slectrones
miz enerdis Tinal de log slectronss {mayor ous ooeo)
0= zangulo de incidencia de los electromnes on gl
enerdis rerdide fpor raen maes 1 HeViderends e
= pendiente de la recte do lg enerdis ¢
enrdgia rerdide ror reeo copstants
actor de reduccion de enerdisfdelen{ilsdiferents rove coada o
leme= rarametros del efecto rde densidad
a= numeres stomico v masico del material .
y dens= rotencizl de ionizacion uw densidad dol matopis]
numero de terminos en 1z distribucion do G-% fm‘“*W“
numerae ds 2808 en aue se divide lz bravectarins el
rnumero de electrones de la muestre (mepximo 10000

materianll

mrima

gproids pop

read {2 X)enori{llrenermistetaldserplsrendrerp ke xl smsszsnerol
sdenssmenlanersah
Write(d:s100)enerd{llsenermistetalrerrlsrendrerprerhenOrulomasrrneral
sdensesnlsnrsnh

format(’ energia inicial de los electroness
firnal de 1oz slectrones= e F10.R%:/¢7 andula de ipridopoisirs

fe a2y e

f7:4:s7y7 enerdis rerdids minimw eapra 1 O MeVs o T T B T :
s 4.2/ enavdia rordids ror pasoleonabanta) " P72 0% 77 L

reduccion de l2 enesia bk = 2F&,4:77 pavametron del wfocla e
densidad: x0=7 ¢ 31’ R A o S B m= 31Xy mymern stomicon=’
s 737 numero masicoes s R, 4 /s potencial oo dordaanion (Mo
2 T10.87° donsidads 3 PF%,02:77 terpinos o o distribuaciog de O-%
‘¢1 Ay pumero maximo de sraous=ei%Ne/ s’ pumero de slectroneen s

t--)

fusrs e ¢ ace son rarametros del efecto de denaidad

dentnh=1.nn



en=dens¥aenkz/z

nnurshriksart (en¥e2¥c2/ (sikemnc2))
coE~2Hdlog{rol /hnurd -1,
ages{~co~4, 460610/ (ul-20)%¥ns
chaarimd el

cltez dosei¥enk(sr+1l ., 1 kel¥e?
ctetad=cos{tetad)

T g

T

ebupy oy @l
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J1lo de Je lonsitud de travectorizs de los olaoctrapass
stodo de simrsont

g={egner(it~enermi)/ {m-1)
#illi=enermi

Call YINSIMF(gsmstercigrxsuwintf

longitud de travectoriz rromedio de los electeones
st=wintf
stpagl
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CalLl POLIM{wssnuscsuWsrrnl)
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1 d6 & se calculentlz enerdie rerdidesla lanmgibud 2 Lz odiastaneis pocnrerid:s
cade Fas0 W se denera lz distribucion de G-% saro opds ano

11=1

do S iziyhp
delaefid)=0.0

if{errl.ea.0) do to 7
erpzerrl¥Xener(id¥¥rend
ener{itli=gner{(il-arp
delen(il=erp

g0 to 15

iflerr.ea.0)g40 to 10
enepr{itii=ener{i)-err
iflener{i+id . 14.0) 20 to 11
delen{(ilzesy

g to 18

ener(itid=kierner{i)
delen(idt=gner{il~ener{it+l)
n{i)= energiag rerdide on ¢l iosimo paseo

if{absleneel{itir-enoermid lt.delenlii)) g0 ta 20
g0 to 30

delen{id=ener{i)

g delen{i}/ (m-1)

x{ltmenerlitl)

CALL YINRIMF (gomstoveiosnsuintf)
delese=vintf

gdelsl{il=delese
{it=longitud del ieripo raon



s(id+i)= sacum + delaze
Y= loangitud recoarrvide hests 2] fincl del desimo rago
sapoum=as{id+l) -

tu{atr-delese)/ vte
eles(il=longitud de travectaria residuyal e el jfoainn oo
tag=eneriil/zmoo? '
energia en unidades de energis oy recoso
Pi=m enerdgias del electron 2] irmdeio del s3aa
CoHll BETAETA(teorrviZyrzmocdszenetarbhetalvotal
da X5 1=2snlsl
Call YIHOPICterciorsunari?
sti{li=cte¥ervi2¥unari
continue
J= oe{lsty pare t=1 w fodos lns 1

tazas ener{i+l Y/ zmnac?

merdiz en unidades de energiz en reposo rarr oegneriadll

A+l e energis del slectran af fimnl el roso
CaLl BETaAETA{tzaserviZrrmocPezrhetariolaente?
1=2
Call YINOFI(tercianswnowmil

st12= cte¥rviZ¥unori
= gl{let) warz 1=2 w todzs las t

s Wi whe) W Snix WAQ IBLE MRR TIVR Pk NI sh e SRS esea S eeeh SR MAL Gse Tius eas feve Sees A o S MEL WIE Ml smie bmb AW BMA e SMG VS SN Rk seer S TR SHN Dl ey e KR SO bk crin AW KL meé Eabe b s sk Ao eR A e e d et e

alfa={(at {2 -tXtkat 1 2) / {EXad 13-l 1020

CALL DISTRI(isageradesensarmscdenssrinepisshesteanl oo
Lestl2seionl)

sterzetr—delese
continue
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write(&s4024i-1

format{’ ultimo esaso="si%)
iu=i~1

delz{1)Y=0d0

@l {1)=0d0
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dle=hag/dang

do 4% i=150

delzditl)=i¥dls
zentet(idld=delx(i+ld) et
ifidelz{itl) . ge,.at)dn to 44
coantinue

IEEE |

stenuuzzt /oy



uvEi¥erner{l)
enenuvs=ener(l )/ yv

do 48 i=1suy
ek (i4+1)=0,1%]
cornt inue

ym=eseonde {(0.0)

mi=int (vm)d
itr=mod{100.0%Xvms1.0)+7

B 1=ledvr
wyzpanimi)

cantinue

1 cdao 9% we gerneran las beauectorizs de lag

o BS y=zlsnh

1 do 11% se dgeneran lzs coordsnadas 7 &)l fingl

ivide lz travoctoriaz dol olecteron

rh electrones de La muontrz

CALL ZRANG(usdelsscoorzrwrarnspismirctetal i)

cri=coareil)

do 57 i=Z2sigdl
if{coorz{i).1t.0) =o to 58
cri=zmaxli{cziscoorzi(i))
continue

rangoi{ul=csi

1lo de la enervgie deornsitadse ror cadsz alectron

CaLL s
delzrenoionsenersebsnelen)

cantimue

e AT 1= s
cl=¢lddoeia(l?

crtaoshscldetenuu

ah= enerdis totel azheorhidse =20 el materizl

corel beoges

creh

thentro

rigs

L)

SR g igsugruvestenmgsdentnhsdasisrdalonronnr e

Call RFTEAN Crandgastrancsdelzsuusnhscdentmte pondoam s daemeg)

Writel{d »S510) etycliutidrenerliutidesdolenCing)

formaet (' londitud de travectorias promodian’ 110,77,

s

£

longitud recorride heste el ultimo wacoz o F10,7,¢
enardie ol final del ultimo sazo= 201007 ‘meivy

arerddn

i
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glond 9/

ryrlno



T eortes" s T10.7)

Writel{ss520) entogbsenaion

formaet(’ energiz totel ebsorbides’»f10.8,7 wov s/’ cuerdia no
ahearbide= 15,87 mov’}

writel{bdsyS5230)rangarsderansg

formab{’ rando proagadin=’ o107y 4/ 010727 dfnwl)
write(&,s540)

format{lxs’ 2/t (i)Y s%us’ trane’o18xy’ /b li41Y 21w 7 i’
i LiELY )

writel(&s 550 (rentat(idstranal{idrreontet i+l rdaniag i)y 1ot rind
foraab (i PR M4y FI2:04s 10w e P13 0 Geduy £220 .50

dao 70 l=1»uy

Writel(ébe 540 delz(lirdelsdl+1l)

farmet{’ evapsctro de wenersiz entrel /2 f10.% 7 w O /P13 T,
fog/em? de profundided’y ;
writelésS3&5) (ek(mdneleninslivak{ntienelenintis I trak (n+l0)y
relen(ntls L)sebkinti®Sdomalan{ndlds skt tsmelonint 0, L),
n=1l:8) V

format(S(lxefd. 29202159713

write (4370 ek{uvtidsnelen{248:1)

formabt (774 f4.2:3x, 150

continue

call exit
en
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SURROUTINE YINSIMF(drmeterciorsswintf)
implicit resl¥Bibsfrxsw)

dimension {100}
common/funs/enseroiscoraccrxlenirsdensins

do 5 i=2m
wlJdl= w(i-1) 4+ ¢
iz Fix{1)y + Flulmd)
ha= 0.0
do 10 i=2ym-1+2
b2= b2+ TIx(d))
3= 0,0
g 13 d=3sm=-2:2
p3= p3E+ F{x0dr}
wintf=( bi+ 4. %h24+ 2. kh3)% torciokd

return
e
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1lo de senasey cousnos 9 o rolimomios doe Lesendrs ears aogulos aptre
QUEROUTINE POLIN(wssnuwsoaWorsnl)
dimension WiAN)osw(Ad)Ysanuldd) s (L4400

do 8 ua=1s64:1
TN B B ETi IV
=andulos entre 0w 2 i radienes
cawl.dY=ooslwl.i))
arnw(ids= ainfw(dl)
el Yol L0
1Y= srimer rolinomio de Legendre sare o) ardule w(j)
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1= ozedundo rolinomio de Ledendre pore el 2ogulo wild)

do 10 I1=lsynl-2
AERE S EIGMIS SR SRS I INDS FEANERE I DESD S EMIEN D BIARES D]
2= polinomio (142 exre ol ensgulo w(.d)
continue

return
e

SURROUTINE GETAETA{tansevilyzmaelrsaboteshol o0 ¥
implicit real¥%B8({(n)
peta2=l.~1./00(1 Ftaod k¥l )
pete= dsart(betai)
= pelacion v2/¢2 rara enerii?
pyi2=(l.-beta2)/ (zmocl¥emocZ¥heta¥petsT
= jnversn de {(wy)2 rare enerii) '
gtas (4, 802e-00¥(xER0, 4641/ (A  ktaa¥(tand2, 33 0% 001,144
T 780 (z/ (137 %hetad )Rk, )
constante de arantallamiento de Moaliere srors eueryii)
return
e
SURBEQUTIME YINOPI{terociorupnel)
implicit real¥8 (bhefehrxew) |
dimension wisHlsosuw(dd)ranuwi{bddl {64460
common/ang/u
commoOnSSenns/ snu
common/onsen/osu
common/rol e
common/Mf/d»lreterbetalsbetarzyrain?
g=3,15/42
NEF. %
Bi=hl(wdddl
ha=0d9
do O d=2:462s2
BReh24+01 (w i)
h3=0d0
gdoy 10 G=3:461,70
B3z hIEhIlwdid)
wrari=(hi4+d  ¥02+2, ¥ 0Tk sdbereio
i= intedgral de 0 2 pi de lz distribucinn de 8-8
return
@n

ulo de la distribucion de g€-% rare andulos eabve 0 v 4,19

pocl anes

SUBROQUTINE DISTRI(ivadssadoonrsarnsdensvdoenisrtivalpeal o

tretllerionl)
imrplicit resl¥@(w)
real¥l sdssa

dimension #4460 5140 senWlAA) saso (b8 snsgcon(ddtonr (A2,

¥
%



arn{&4s200) st (40
common/senos/snd
comman/ral /s
common/dis/stl.

do S d=1:4451

da 10 1=1ynl
FLLLY=rlel)

ag=0d0

do 1% I=1wynlsd
unnpszctpR{idalfalrdsti(li¥alogd (tdalfa) Al ¥ (Il Py /s
{alfakdens)

= integral de 0 2 ¢ de la diszstribucion dge G-%
if {dehs{unos!, 3t,.5%0) S0 tao 15
ggu{l-] /2, ¥deaupr(~unosdii=t(]1)
pewagtns

ggs i)z pd/dosei
adsenf{dl= zg¥eruwl.d?

J¥= yalaor de la distribucion de G-% parz el antulo wiil
carcbinge

atdie=0

da 20 i=ls43s1
ar{i)=0 . 8¥zh¥(adsen(.j) + sdgen{i+l))
gres baJda le distribucion rerz angulos enltes wl i) » wlli+l?

2tdis = atdis 4+ ar{d}
g= areg hado la distribucion parz zngulos sotre 0 2 4.1% rodinneg

arr{isit=ar{l)/atdis

do 29 J=2s43s1

srnf{dsid=arl id atdigtarnli-1:1)
dyil= grez normalizedz bado la digtribucion sara arnsulos entre O 0w wlidlds
el issimo raso '

return
ernd
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SURROUTINE ZRANG(usdelsscoorssuwnsarresismi sttt 20 1)
dimension W& sooorz{202)sarn (&4 200 edel s {00

cltetal=chtetz0
conrr{1i=0,0

i

da U oi=lsdu
wayarzranisml)

o 10 i1 e 63
P luwarsreltearnddei)) dgo to 1%
cont tige

et Y 1YY 2
anguyl o walay de dafleving zlestario



delfi=2.¥=i%ranimi’
=oangulo arinutel de deflevion sleataorio

e

CW=C0

s iy
ctetal=g

my .
tatai%cw+§mrt{(1¢~Ct@taliiﬁkﬁiigmww*rw))ﬁnma(ﬁvlfj}

caoarz{itiiscdelaslitdlotelaltototnd d¥0 Nbranen (4]
= coordenade ¢ o2l intnio de cads rasofys diveccion do dneddensis oormal de
ctetzlscteba?

cantinue

return
@l
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QURROUTIMNE FPTRAN rangastranssde lysnuanhedantoabis v apdoe s de rnp)
imrlicit dinteser(isdslomensu?
dimongion rangall0000) stelz (S s brens (50D

da 9 u=l:snh
rang=ransaiy)
rangops rangortdentohirans
ap= rendo promedio de la muestrs

erang= cranddreng¥rand
cantinue
derzndzsart{(erand-nhfrangorfransgor)/ iph-1%7
g doeviscion estandard del rango srosesdio

do 10 i=1suu

mne=0

do 1% u=linh
ifi{randgolul gt .delzli?) Ha to 20
ga to 15

mne=mne+l

continye

trensiil=mne¥dentnh

eontinue

return
arnd

SUBRQUTINE OOSESPFlusivsuusuvsstanuusrdentrhedosissdelany
coorzysdelzrsencionsenersebrnelen)

implicit integer{isdslemerioal)

dimension coorz{20rdelen(201)sdel n (Sl rdnsie (B0 s lon(2a Bl
sk (2&2rerner (201

ii=2

1=1

Tm=1
Coremggd

R
if(legteuy) g0 to 10

o 1% d=midedudd
ifleoporz(dY. 1t . Q.or,cooreld) vge, delz(n)) 9o to 20
if{ragors iy lh.detsd1+1)
1=

ga ba 2%



=141

s to B
ifleaarz(dY,sda delz (1)) dgo to %0
1=1-1

g0 to 25

grezimey om2/4)

o

= dasis ror unidad de
dosis{ly=dosiallitrdelenii-1 stonuutdentnh

ifCisea, (igd1yy dosis(lizdnsis(lt+delaenl iy stonuuddeninh

s e e O o wrs e s aeeb wmee Sew §en cem Gees S Gse W Toe3 re W S K i YA MU S B tes A b prrx T GO M SR PR b/ ne s S M€ o RSV sine %% S e Fas A Le SEE e G sare sem 1 pe wwes ems aae kedr b sfes ive we benk ser tas v Sl VAP cs ST seed e

]

ifld.en,2) 8o to ZT
g0 to 40

if{Im.,1t. 1220 {0 45

g0 to 40
pnelen{(mti:slmi=relen(m+isimi+1
Im=tmbl

g0 to 33

e

itflener{ ) .ge.ek{m)) g0 to S0

m=m-1

0 to 40

iflenertid it ek indld) do0 to 53
g=mtl

#a ko 40

iflener{ i+l . de.ek{iml} go to &G

20 ta &% ’
iflooarz i+l 1t.delz(141)) S0 to 70
g0 tao A%

ifl{poorz(ititgn. dala(lyy g0 to 15
peleniwsli=rolarnims L )41
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continue

ifldagt  (dutld) g0 to 10
encion=enciontdelenili-1Y¥dentnh
on= enerdgia total de los elecltrones retrodisrersado

i

RENE 3
g0 to 20 i -

return
“end
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