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INTRODUCCION 

En la actualidad es muy coman el empleo de Declcradores 

de electrones, como fuente de nldiación ionizante, par8 irradiar 

materiales con el objeto de modificar alguna o varias de sus ca 

racteristicas. Estas modificaciones se deben a la dosis imparti-

da por la radiaci6n al material, la cual a su vez depende funda-

mentalmente de la energía cedida por los electrones, la posici6n 

y el material en que esto sucede. 

En la práctica existen diversas clases de dosímetros, 

que se utilizan para cuantificar ésta cantidad. 

El prop6sito de este trabajo es el de calcul¡1r te6rica-

mente la dosis impartida en diversos materiales por el.haz de 

un acelerador de electrones, a través de simular por métodos de 

Montecarlo las trayectorias de éstos últimos. 

Para llevar a cabo ésta simulaci6n, hay que tomar en 

cuenta la forma en que interactuan los electrones con el mate-

tial y que son: colisiones elásticas y colisiones inelásticas, 

con los electrones y núcleos at6micos. 

En las colisiones inelásticas con los electrones at6mi-

cos, estos últimos adquieren energía para realizar una transi-

ción a un estado excitado o a un estado no ligado (ionizaci6n), 

debido a lo cual la energía del electrón incidente se vé reduci-

da en la cantidad necesaria para que el electrón at6mico e[ec-

tue dicha transición. Para electrones con energi8s hasta de S 

MeV y elementos ligeros, éste es el mecanisgo predominante a 

través del cual los electrones pierden energía. 



En las colisiones e15sticas con nGcleos y electrones, 

el electrón incidente experimenta un cambio en la direcci6n de 

movimiento, debido al impulso dado por la fuerza coulombiana 

entre ellos. 
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Debido a ésto, en el capítulo 1 se presentan las defi­

niciones de las cantidades involucradas y los mecanismos de 

interacción de electrones, relevantes en las energías de inte­

rés (hasta 2.5 MeV). En el capítulo 11 se presentan las bases 

del método de Montecarlo. En el capítulo 111 se describe la ma­

nera de simular las trayectorias de los electrones, aplicando 

las teorías expuestas en el primer capítulo y la forma de apli- ~ 

car el método de Montecarlo. En el capítulo IV se presentan los 

resultados obtenidos y en el capítulo V las conclusiones y re­

comendaciones para la utilización de los programas de cómputo 

desarrollados, así como para la continuaci6n del trabajo. Fi­

nalmente se anexan los listados de los programas desarrollados. 



l. INTERACCION DE ELECTRONES CON LA MATERIA 

I.1.- Definición de Conceptos 

i) Longitud de trayectoria.-

Los electrones experimentan numerosas deflexioncs al 

moverse a través de un material, debido a lo cual sus traye~ 

torias son lineas muy quebradas, como se muestra en la figu-

ra 1. 

La longitud de trayectoria promedio de un electrón 

con energía cinética inicial Eo ' está dada por (E1): 

S = 
t 

O -1 
J : ~EI· dE 
E lds o 

(1. 1. 1) 

en donde dE/ds es el poder de frenamiento, en cual se defini-

rá en la siguiente sección. 

En la ecuación (r.1.1) se desprecian las fultuaciones en la 

pérdida de energía, por 10 que la energía de los electrones 

es función únicamente de la longitud recorrida, o sea: 

(1.1.2) 

además se desprecian las colisiones catastróficas, por lo 

cual se le llama "Aproximación de Moderación Continua", 

ii) A1cance.-

Se le llama alcance a la máxima penetración del clec-

trón en la dirección de incidencia en el material, como se 

muestra en la figura 1. Suponiendo que la dirección de inci-

dencia del electrón normal a la superficie es la dirección 

z, el alcance es la coordenada z máxima del electrón. 
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iii) Alcance medio.-

Se le llama alcance medio, [, al grosor de material 

necesario para reducir el número N, de electrones de un 

haz a la mitad del valor inicial No' 

Para un haz de electrones monoenergéticos el alcance 

medio es aproximadamente la mitad de la longitud de trayect~ 

ria promedio (B3). 

iv) Alcance extrapolado.-

El alcance extrapolado se obtiene trazando una tange~ 

te en el punto de inflexión de la curva de transmisión de e­

lectrones en el material y su valor está dado por el punto 

en el que la tangente intersecte a la abscisa, como se ve en 

la figura 2. 

Katz y Penfold (El) propusieron las siguientes relacio-

nes empíricas para el alcance extrapolado: 

para energías de 0.01 a ~ 3 MeV: 

RexCg/cm2) = 0.412 En 

n = 1.265 - 0.0954 In E 

y para energías de ~ 1 a "-' 20 MeV: 
2 Rex(g/cm) = 0.530 E - 0.106 

en donde E está dado en MeV. 

v) Dosis.-

(1.1.3) 

(1.1.4) 

La dosis absorbida D, se define como la energía media 

dE, impartida por la radiación ionizante aun elemento do vo-

lumen, entre la masa de ese elemento, dm: 

D = dE 
clm (1.1.5) 

6 



7 

La dosis es por tanto una cantidad macrosc6pica. 

La unidad de dosis es el gray,Gy, definido como: 

1 Gy = 1 J/Kg 

= 6.24 x 10 15 eV!g 

La energia impartida E, es una cantidad estocfistica, 

igual a la suma de las energias cinéticas de todas las partí-

culas directa e indirectamente ionizantes ( LE), que en­e 

tran al volumen, menos la suma de las energías cinéticas de 

las particulas que salen de él ( L El)' menos la energia 

equivalente de cualquier aumento en la masa en reposo ( LE): 
r 



Figura 1.- Diagrama esquemático de la trayectoria de un elec­

tr6n, dentro de un material. R representa el alcance del elec­

tr6n. 
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Figura 2.~ Curva de transmisión de electrones dentro de un 

material, mostrando el alcance medio R y el alcance cxtrapo-

lado R . ex 
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1.2.- Colisiones lnelfisticas de Partículas .Cargadas 

Las colisiones inel§sticas se dividen en general en 

fuertes y d€biles, depe~diendo de la cantidad de energía tran~ 

ferida al átomo por la partícula incidente durante la coli­

sión. 

En las colisiones fuertes la transferencia de energía 

es muy grande, de tal manera que los electrones at6micos pue­

den considerarse libres inicialmente y para calcular la sec­

ción eficaz diferencial de la colisión es necesario conside­

rar la naturaleza de la partícula incidente, así como su es­

pín. 

En las colisiones d€biles la energía transferida se 

extiende desde una transferencia mínima, que en general es 

del órden de la energía de excitación o ionización del elec­

trón atómico, hasta una transferencia de energía arbitraria. 

Debido a que con las colisiones d€biles la energía de la par­

tícula incidente decr~ce gradual y contínuamente, cuando se 

toman en cuenta éste tipo de colisiones únicamente, se dice 

que se usa un modelo de moderación contínua. 

Las colisiones inel§sticas débiles se clasifican en 

rápidas y lentas, dependiendo de la relación entre la veloci­

dad de la partícula y la velocidad orbital de los electrones 

en la capa con la que se produzca la colisión. 

Para colisiones suficientemente rápidas, la influencia 

ejercida por la partícula sobre un átomo o molécula se pue­

de considerar como una pequefia perturbación externa y así es­

tudiar este problema usando la primera aproximación de Born. 

Bohr (E1) fué el primero que desarrolló una teoria 
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para calcular la sección eficaz diferencial para colisiones 

inelásticas de partículas rápidas la cual utiliza métodos 

clásicos y no relativistas, en la que supone que al ser des­

plazado el electrón atómico debido a la interacción coulom­

biana con la partícula aparecerá dentro del átomo una fuerza 

restauradora que hará vibrar al electrón con una frecuencia 

natural de oscilación. Esta teoría es válida sólamente para 

colisiones en que la velocidad de la partícula sea mucho ma­

yor que la velocidad de los electrones atómicos en sus ca­

pas ( S » Z/137, para la capa k) y cuando el parámetro de 

impacto sea mucho mayor que el radio de la órbita de Bohr. 

En 1930 Bethe (11, 12, BA1) desarrolló una teoría mecánico­

cuántica basada en la primera aproximación de Born (Ze 2/hv 

« 1) para encontrar la sección eficaz diferencial de coli­

siones débiles y en la que supone que los electrones son 

osciladores que se ponen en movimiento debido al campo eléc­

trico de la partícula incidente. 

En 1938 Swann (S1) sugirió que la polarización que 

sufría el material debido al campo eléctrico de la partí­

cula incidente provocaba una reducción en la energía perdida 

por ella, llamando a ésta reducción efecto de densidad. 

Fermi (F1) estudió esta reducción partiendo de que 

los electrones orbitales estaban amarrados elásticamente a 

sus posiciones de equilibrio y sujetos a una fuerza de fric­

ción, estableciendo así una relación de tipo oscilador en­

tre la intensidad de campo eléctrico y la polarización, to­

mando en cuenta la frecuencia de oscilación de los electrones 

en ausencia de campo electrico, pero suponiendo que la ley 



de dispersión que relaciona rr y P puede ser descrita en tér­

minos de un solo tipo de oscilador. 
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Halpern y Hall (HH1) reportaron que la pérdida de ener­

gía por colisiones inelásticas· dependía en gran medida de la 

constante dieléctrica como función de la frecuencia y genera­

lizaron éste trabajo a un número arbitrario de osciladores. 

Sternheimer (SP1, SSB1) calcula el valor de éste efec­

to para varios materiales e intervalos de energía y obtiene 

expresiones analíticas generales que no requieren ajustes 

detallados para cada material. 

A continuación se presenta el desarrollo cuántico de 

la sección eficaz diferencial para colisiones débiles, después 

se presenta la relación que existe entre la sección eficaz 

y el poder de frenamíento para partículas pesadas no relati­

vistas'y las ecuaciones propuestas por Sternheimer y los va­

lores de los parámetros necesarios. 

i) Sección eficaz diferencial.-

Para calcular la sección eficaz diferencial de una co­

lisión inelástica entre una partícula de masa M1 , velocidad v 

y carga ze con un átomo estacionario de masa MZ en un estado 

determinado (generalmente el estado base), Bethe supone a los 

electrones del átomo como osciladores clásicos que se ponen 

en movimiento debido a la interacción coulombiana entre el 

átomo y el campo eléctrico de la partícula incidente. 

Considerando que debido a la colisión la particula es 

deflectada dentro de un elemento de ángulo sólido con di­

rección e y ~ medidas respecto al sistema centro de masa y 

que el átomo experimenta una transición al n-ésimo estado 



(discreto o continuo) que se encuentra a una energía Un arri­

ba del estado original, se obtiene que para partículas con 

velocidades no relativistas la secci6n eficaz diferencial, 

en la primera aproximaci6n de ~orn, es (11): 

en donde M=M,M2/(M,+MZ) es la masa reducida del sistema, f 

es la posición de la partícula respecto al centro del átomo 

~ y ~I son los momentos lineales de la partícula antes y des­

pués de la colisión, respectivamente, ~ = ~ - ?, es la trans-

ferencia de momento y Uo y un son las eigenfunciones no rela­

tivistas de los electrones atómicos, antes y después de la 

colisión. 

Cuando la interacción es coulombiana: 

+ zZe 2 

r (1.2.2) 

donde Ze es la carga del núcleo at6mico y r~ son las coorde­
J 

nadas de cada uno de los Z electrones at6micos. 

Realizando primero la integración sobre ¡ y utilizan-

do la relaci6n: 

• ~ -+ lq·r. e J (1.2.3) 

se obtiene en la ecuación (1.2.1) que: 

dw (1.2.4) 
p 

en donde la interacci6n nuclear dada por el segundo t6rmino 

de la ecuaci6n (1.2.2) no contribuye debido a la ortogonali-

dad de los estados n y o y E que est5 dado por: 
n 

13 



(1. 2. 5) 

y recibe el nombre de factor de forma no relativista de coli-

siones inelásticas. 

La cantidad I~(q)l 2 dá la probabilidad de que el áto-

mo efectue una transición al estado excitado n, al recibir 

un momento q y está relacionada con la fuerza de oscilador 

dipolar óptico, f n , por (F2): 

(1.2.6) 

donde Q representa la energía cinética de un electrón libre 

no relativista, con momento q: 

Q =~ 2m (1.2.7) 

y 

(I.2.8) 

dado que q2= (p_p,)2 = p2 + p,2 - 2pp' coso, entonces 

dw= 2nsen8= n dq2/pp', se obtiene: 

1 ( ..... ) I 2 ¡En q dq (I.2.9) 

y utilizando la variable dada por la ecuación (1.2.7) se ob-

tiene: 

dq2 = 2mdQ 

quedando la ecuación (I.2.9) como sigue: 

da 
n 

2 4 
= 21T z e I (-i) I 2 -ªº 2 E. q 2 

mv n Q 

(I.2.10) 

(1.2.11) 

y aplicando la ecuación (1.2.6) queda que la sección eficaz 

14 



diferencial está dada por: 

da = 
n 

2 4 2uz e 

mv 

ii) Poder de frenamiento.-

dQ 

Q 
(1.2.12) 

La energia perdida promedio por unidad de trayectoria 

-dE/ds, que experimenta una partícula al pasar por un mate-

rial, recibe el nombre de poder de frenamiento y cuando el 

material está formado por un solo tipo de átomos, está dado 

por (F2): 

dE 

ds 
= N E E a n n (1.2.13) 

donde an es la sección eficaz para colisiones inelásticas que 

provocan que el átomo quede con una energía En por encima de 

1 5 

su estado inicial, dado por la ecuación (1.2.12) y N es la den-

sidad atómica. 

De las ecuaciones (1.2.12) y (I.2.13) para partículas 

no relativistas 

(1.2.14) 

en donde Qm y QM representan los valores mínimo y máximo de 

la energía cinética del electrón y cuyos valores se obtienen 

a continuación. 

Como se vé en la figura 3, la componente de q paralela 

a p, está dada por: 

q. p == (p - p') 

y s i M> > m, e:: O 

.P: = 
p 

p2 _ pp'cose 
p 



-+~ I q.p =: p - p 

= ~ dE 
dE 

=:: ~ 
dE E ·n 

dado que p = /2mE y E= mv 2/2, se obtiene: 

-; " q.p = 
v 

por 10 que de la ecuación (1.2.7) se obtiene: 

E 2 
Q >,. n 

2mv 2 

por 10 que su valor mínimo es 

E 2 
n 

2mv 2 
Q.= 

m (1.2.15) 

y como la máxima energía que podrá adquirir el electrón será 

q = En se tiene que para el máximo 
2 

. QM 
Q -
M - 2mv2 

de donde 

y sustituyendo (I.2.15) y (1.2.16) en (1.2.14) 

dE 
- ds 

(1.2.16) 

en donde la suma sobre el segundo término de la derecha reci-

be el nombre de potencial de ionización o energía media de 

excitación y está definido por: 

In I = r f In E n n (1.2.17) 
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que junto con (T.2.8) conduce a: 

d 2 4 2mv 2 
E = ~e NZ In 

ds mv 2 1 (1.2.18) 

Cuando la partícula incidente tenga una velocidad rela 

tivista V=Bc, el poder de frenamiento está dado por (SP1): 

(1.2.18) 

que es válida para cualquier partícula de carga ze, siempre 

y cuando 6 »2/137 y en la cual H es la máxima transferencia 

de energía y 8 el efecto de densidad. 

Cuando la partícula incidente sea un electrón, H=E/2, 

ya que debido a la indistinguibilidad entre partículas iguales 

se define arbitrariamente' al electrón más rápido despu€s de 

la colisión como el electrón incidente y z = 1. 

Cuando la partícula tenga masa M, la máxima transferen-

cía de energía será (SP1): 

H = -. M 
M(2m 

m 
+ 2M 

E 
+ -2) mc 

en donde E y P son la energía total y el momento de la partí-

cula incidente. Para el caso de partículas pesadas €sta ecua­

ción se reduce a: 

, para E« 
fM" Z 
1- e 
lZm; 

El efecto de densidad se puede obtener fácilmente de 

las ecuaciones analíticas propuestas por Sternheimer (SP1) y 

que son: 

17 



m o = 4.606 X + C + a(X 1-X) , 

o = 4.606 X + C X>X 1 (I.2.21) 

donde Xo y Xl son valores particulares de X = log(p/mc), 

tales que 8 = O para X< Xo y o se vuelve lineal para X > Xl' 

C = - 2 In 1. - 1 (1.2.22) 
h\!p 

siendo v p 
2 J/2 

= (Ne /mn) la frecuencia de plasma del medio. 

Las constantes a y m, junto con Xo y Xl son parámetros 

ajustables cuyos valores dependen del espectro de las frecuen­

cias de dispersión vn y de la fuerza de oscilador dipolar f n 
de los átomos del material considerado. 

donde 

Poniendo la condición o(X ) = O se obtiene: o 

a = 4.606 

e 
4.606 

(1.2.23) 

En general los valores de los parámetros para sólidos y 

líquidos están dadas por (SP1): 

para I<100eV: X1=2.0, m= 3.0 

Xo=0.2, ICI <3.681 - (1.2 .. 24) 

Xo=0.326ICI -1 , lel ~3.681 

para I>100eV: X1=3.0, m=3.0 

X 0;;:::0.2, ICI<5.21S (I.2.25) 

Xo=O.326ICI - 1. 15, I el ? 5.215 



para gases en condiciones estandar (OOe y 1 atm) , con Z~10 

X1=4.0, m=3 y Xo=1.6, le! < 10 -1 

¡ Xo=1.7, 10.0 $Ie[ < 10.5 
I 
I 

Xo=1.8, 10.5 ~Icl < 11.0 í (1.2.26) 

Xo=1.9, 11.0 ~Iel < 11. 5 

Xo=2.0, 11.5 ~Iel < 12.25 

X1=5.0 m=3 y Xo=2.0, 12.25~lel < 13.304 ¡ 

(1.2.27) 
Xo=o.326Iel-2.5,lel~ 13.804 

cuando los gases no estén en condiciones estandar, se usan 

las siguientes relaciones (SP1): 

y 

o 

siendo 

= n 

a = 

X = a 

e = e - 2.3031 log n 
n 

X1n = Xl - 1/2 log n 

Xon = Xo - 1/2 log n 

4.606 X + e + a(X
1n 

m - X) ,X ~X~Xl n on n 

4.606 

lel 
4.606 

(Xa 

(Xl 

- X ) o 

- X ) o 

(1.2.28) 
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donde n es el valor por el que se multiplica la densidad en con-

diciones estandar Po' para obtener la densidad del gas. 

Suponiendo que tratamos con un gas ideal: 

Po V Pn Vn o = 
To Tn 

Pn To Vo 
= 

Po Tn Vn 
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como p= m/V: 

~ P To 
= 

Po Po T 
n 

por tanto 

Pr¡ = r¡ P 

donde 

Pn 
To (1.2.29) 

n = 
Po T n 

Para calcular el potencial de ionización se utilizan las 

expresiones (E1, SSB1): 

1 = 18.7 eV, 

1 = 13 Z, 

para hidrogeno-1 

1 = (9.76 + 58.8 Z-1.19) Z, Z 1:- 13 

(1.2.30) 
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1.3.- Dispersión de Partículas Cargadas 

A continuación se presenta la teoría de dispersión simple 

de Rutherford, que es una teoría clAsica en la que se considera 

que la deflexión de la partícula se debe a una sola colisión 

entre esta y un nficleo. En seguida se presentan las bases de 

algunas de las teorias de despersión mfiltiple, en las cuales se 

considera que la dispersión que sufre la partícula se debe a 

numerosas colisiones de la partícula. Finalmente se dan los 
r 

lineamientos bajo los cuales se desarrolla la teoría de dis-

persión mfiltiple de Goudsmit-Saundersón en la que se obtiene 

la probabilidad de que un electrón sea dispersado un ángulo e 

despu€s de haber experimentado n colisiones. 

i) Dispersión de Rutherford.-

Rutherford estudió clásicamente la dispersión que experi-

menta una partícula con masa M1 , con velocidad v y carga ze al 

interactuar electrostáticamente con otra partícula de masa MZ 

y carga nuclear Ze que se encuentra en reposo, bajo la condición: 

« 1 (1.3.1) 

considera que la deflexión mayor ocurre cuando el proyectil está 

muy cerca del núcleo del blanco, por 10 que desprecia el efec­

to de apantallamiento de la carga nuclear por los electrones 

atómicos e introduce el concepto de parAmetro de impacto de la 

colisión, b. como la distancia mínima a que pasaría el proyectil 

del blanco, si no fuera dispersado, (ver figura 4) y el ángulo 

de dispersión e es el formado por las direcciones asintóticas 

del proyectil antes y despu€s de la interacción. 



23 

Para encontrar una relaci6n entre b y e se considera que 

la diferencia entre el momento lineal inicial y el momento 1i-

neal final del proyectil, será igual al impulso dado por el 

blanco, o sea: 

-j -j 

t.p = pZ 
-> ~ 
Pl = f F dt (I.3.2) 

-t 

en donde F es la fuerza electrostática que ejerce el núcleo del 

blanco soble el proyectil, que está dada por: 

F = 1 (I.3.3) 

aplicando la ley de los senos al lado izquierdo de la igualdad 

en la ecuaci6n (I.3.2), se obtiene 

e 
2 M1 v sen '2 = r F cos</> dt 

o 

haciendo un cambio de variable 

pero d¡p/dt 

cleo y por 

de donde 

e 
2 M1 v sen 2" = 

es la velocidad 

la . '" conservaCl0n 

M, v b = M1 

= M
1 

dt 2 r = 
dcp v b 

angular del 

del momento 

r 2 
w 

r 2 d</> 
dt 

(I.3.4) 

proyectil respecto al 

angular 

sus t i tu yendo 0.3.3) y (I.3.5) en la ecuación (1.3.4), queda 

nú-



por lo que 

e 
tan I 

= 

e e 
sen I = cosI 
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(1T-e)/2 

J 
-(TI-e)/2 

cosQ¡ dq¡ 

(1.3.6) 

en donde se ve que no hay restricción para el ángulo de disper-

sión y por lo tanto es posible obtener cualquier ángulo para 

u m sola colisión. 

La sección eficaz diferencial dá la probabilidad de que 

una partícula con parámetro de impacto entre b y b + db expe-

rimente deflexiones entre e y e + de , figura 5, y está dada por 

d (J = 12 TI b dbj 

pero 

y entonces 

db z Z e 2 2 e de = - csc 
81T EoM, v 2 2 

de donde 

d (J 
21T ( Z Z e 2 

)2 cot e 2 8 de = 2 csc -
v 2 2 8 21T EO M , 

Y expresandolo en términos de la diferencial de ángulo sólido 

d Q= 21T sen e de, queda: 



da 
d~1. 

4 16.sen o 
I 

(1.3.7) 
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Para obtener el nfimoro de partículas dispersadas por el 

blanco, dentro de un angula sólido, hay que multiplicar la ecua-

ción (1.3.6) por el nfimero de partículas incidentes, No' y por 

el nfimero de nficleos por unidad de area del blanco (siempre y 

cuando ninguna partícula sea dispersada mas de una vez), por lo 

que: 

dNCa) :: 

en donde t es el espesor y N el número de átomos por cm3 de la 

lámina que se usa como blanco. 

A la ecuación (1.3.8) se le llama Ley de dispersión sim-

pIe de"Rutherford (MG1). 

En la deducción de la ley de dispersión de Rutherford, se 

supone una sola colisión, debida a la interacción coulombiana 

entre dos partículas puntuales, en la que el blanco tiene una 

masa mucho mayor que el proyectil; debido a 10 cual ésta ley 

de dispersión s6lo es valida para colisiones en las que el 

blanco es el nficleo (colisiones nucleares) de un material pesado 

y además, este material debe estar en forma de láminas delgadas 

(monoatómicas), al ser bombardeado por el proyectil. 

En la realidad cuando una partícula atraviesa un material 

pasa cerca de muchos fitomos, e interacciona con todos ellos y 

puede experimentar numerosas deflexiones de ángulos pequefios, 

(correspondientes a parámetros de impacto grandes) o puede ser 

deflcctado ángulos grandes (parámetros de impacto pequefios). 
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Las particulas interaccionan entonces con los nGcleos 

cuyo potencial se ve disminuido por la carga de los electrones 

orbitales (efecto de apantallamiento) y con los mismos electro­

nes atómicos. 

Las deflexiones de ángulos grandes son poco frecuentes, 

mientras que las deflexiones de ángulos pequeños son muy frccuen 

tes, por lo que después de atravesar un material la partícula se 

mueve en una dirección que forma un ángulo e con respecto a la 

dirección original y que está dado por la superposición acumu­

lada de las deflexiones sufridas; obteniendose entonces que la 

probabilidad de que la partícula sea dispersada ángulos pequeños 

está dada por una distribución gaussiana, mientras que para ángu­

los grandes, se tiene una Gnica dispersión cuya probabilidad dis­

minuye al aumentar el "ángulo (figura 6) 

~a distribución angular total de dispersión tiene que 

tener entonces tres regiones: una para dispersión simple (ángu­

los grandes), otra para dispersión mGltiple (ángulos pequeños) 

y una tercera llamada dispersión plural, que proporciona una 

transición suave entre las dos anteriores. 

ii) Dispersi6n múltiple.-

Williams (W1) establece que el tipo de dispersión que se 

lleve a cabo depende de la naturaleza y velocidad de la partícu­

la incidente, el material atravesado y el ángulo de dispersión. 

Williams (Wl,W2) desarrolla una teoría de dispersión 

mGltiple para rayos cósmicos, electrones r dos y partículas 

alfa, en la que utiliza estadística y teoría de colisiones. Pa­

ra los rayos cósmicos y electrones rápidos utiliza la teoría de 
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colisiones de la mecánica cuántica relativista, mi.entras que pa­

ra las partículas alfa usa la teoría de colisiones de la mecánica 

clásica. 

Los valores te6ricos que obtiene para la dispersi6n de 

rayos c6smicos y partículas alfa concuerdan con los resultados 

experimentales, mientras que para la dispersi6n de electrones 

rápidos discrepa de los observados. 

Las teorías para dispersi6n de electrones por átomos de 

Moliere (B2), Snyder y Scott (SS1, GS2) y Goudsmit y Saunderson 

(GS1, GS2) y Lewis (L1) están relacionadas matemáticamente entre 

sí. Los dos primeros autores parten de la aproximaci6n de ángu­

los pequeños y luego hacen una expansi6n de funciones de Bessel. 

Lewis hace primero una expansi6n en polinomios de Legendre y de~ 

pués aplica la aproximaci6n de ángulos pequeños. Goudsmit y Saun 

derson desarrollan una teoría válida para cualquier ángulo de 

dispersi6n a través de una expansi6n de polinomios de Legendre. 

Las teorías de Moliere y de Goudsmit-Saunderson, presen­

tan además la ventaja de no suponer forma especial para la sec­

ci6n eficaz de dispersión. 

Teoría de dispersión múltiple de Goudsmit-Saunderson: 

En la teoría se supone que la partícula es dispersada n 

veces, después de las cuales tiene una direcci6n e con respecto 

a la direcci6n original y utiliza la propiedad de que el pro­

medio de cualquier polinomio de Legendre despu6s de n impactos 

es igual a la n-ésima potencia del promedio de los polinomios 

después del primer impacto, suponiendo que la ley de 

distribuci6n es cilíndricamente sim6trica (GS1): 
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(1.3.9) 

El promedio total final Gl ' de los polinomios debe tomar en cuen 

ta todas las posibles colisiones de la partícula, por lo que: 

Gl = ¿; W(n) (PI (cos 1) ~r (1.3.10) 

donde W(n) representa la probabilidad de que la partícula sufra 

n colisiones y se expresa~por la distribuci6n de Poisson: 

W(n) :: 
-v e 
n! 

(I,3.11) 

donde v es el número promedio de colisiones que realiza la par-

tícula al atravesar un espesor s de material y que está dada por: 

v:: a N s (1.3.12) 

N es el' número de átomos por cm3 y a es la secci6n eficaz to-

tal de colisi6n para una átomo, a = 2n¡~ da/dQ sen e de . 

Para que la ecuaci6n (1.3.11) sea estrictamente válida s debe 

ser igual a la longitud de la trayectoria del electrón al atrave­

sar ese espesor de material y además debe ser igual para todos 

los electrones. 

Sustituyendo la ecuaci6n (1.3.11) en la (1.3.10) y toman-

do el promedio de los polinomios después del primer impacto se 

obtiene: 

-v n 
G = I_e ___ v _ 

l n! 
(PI (cose 1) ~r 

y sustituyendo la ecuaci6n (1.3.12) se obtiene 

G exp (- 2nN¡s ¡TI da (1 P ()) d d l = O o QQ - 1 cosO sene e s 



y llamando 

queda 

= 21TN ¿Ti da 
dQ 

( 1 - Pl(cOS8)) sene 

e - rs SlCst)ds' Gl = o 
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de (t.3.13) 

(I.3.14) 

Para obtener los valores ~l(s) dados por la ecuación (I.3.13) 

se toma la sección eficaz de dispersión considerando el apanta-

llamiento nuclear por los electrones atómicos, las colisiones 

inelásticas entre electrones y los efectos relativistas, dada 

por Rutherford (S 1) : 

da 2(Z+1) = 
dQ p2 v2 

o Mott(M1): 

da ~(Z+1)e 
4 

= 
dQ p2 v2 

o bien McKinley-Feshbach (M1) : 

da = Z(Z+1)e4 

dQ p2 v2 

4 e 

(1+2 n -

(1+2n 

1 

(1 +2n 

cos 8)2 

-cose ) 2 

-cose)2 

(I.3.15) 

(1.3.16) 
2 

) 
2(1+2n -cose) 

(1.3.17) 

+ Z Ti (B
2

+Z 1T S /137) ) 
3/Z I:f 137(1+2n-cos8) 2(1+2n-cose) 

en donde n es la constante de apantallamiento determinada por 

Moliere y que está dada por: 

n = 1 

4 
(6.802 x 10-5) Z2/3 1 (1.13+3.76( Z )2) 

T(1+2) 137 S 
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siendo 1 la energía cinética de la partícula en unidades de moc 2. 

Haciendo el siguiente cambio de variable: 

t = 
s - s t 

St 
(1.3.19) 

y utilizando las ecuaciones propuestas por Spencer(S1): 

S1(t) = 
d1 

t (t+a) 
(1.3.20) 

81 (1) 
d1 = 

(1 + a) 
(I.-3.21) 

Sl(1) 
dI 

= 
1 + a 

(1.3.22) 

se obtiene que: 

Sl(t) = 81 (t) 
SI (1) 

S, (1 ) 
(1.3.23) 

en donde S1 (1) está dada por la ecuación (1.3.13), tomado el 

primer polinomio de Legendre y 

g1a del electrón al inicio; 81 (t) se obtiene tomando el primer 

polinomio de Legendre y t para una energía determinada y Sl(1) 

se obtiene tomando t = 1 Y el l-ésimo polinomio de Legendre. 

De 10 anterior se tiene, que 

¡1 Sl(t') dt' 
t 

= 8 t 11 + a) 8
1 

(1) 1 n ( t + a ) 
a t (1 + a) 

(1.3.24) 

donde el valor de a se determina de las ecuaciones (I. 3.20) 

y (1.3.21), quedando: 

S (1) - t
2 S (t) 

a = (I.3.25) 
t 81 (t) - 5

1
(1) 



La probabilidad de dispersión por unidad de ángulo sólido en la 

dirección e está dada por (GS1): 

1 f(e) = - E (21+1) Gl PI (cose) 
41T 

(1.3.26) 

y dá la probabilidad de que un electrón sea dispersado un ángulo 

e después de haber experimentado '-'n colisiones; y para que éste 

normalizado: 

21T J'IT 
o 

f(e) sene de = 1 (1.3.27) . 
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por lo que la distribución de Goudsmit-Saunderson, está dada por: 

" (1+-
2
1. ) e-JS1(s)ds p ( El) 

r.., 1 cos 

(1.3.28) 

AGs(e) tiene su valor máximo a cero grados y disminuye de la mis­

ma forma que la distribución dada por el modelo de Rutherford. 

La ventaja de utilizar la distribución de Goudsmit-Saun­

derson para obtener el ángulo de dispersión de una partícula des-

pués de haber atravesado un espesor s de material, está en que 

se consideran n colisiones y no se hacen suposiciones acerca de 

los ángulos de dispersión ni sobre la sección eficaz de disper-

sión. 
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Figura 5. Partículas dirigidas sobre un círculo de radio b y área 2nbdb, centrado en el 

núcleo, que son dispersadas un ángulo s6lido dn comprendiddo entre los dos conos de án-

gulo e y e + de 
w 
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Figura 6.- Distribución angular dada por el modelo de Rutherford 

en la dispersión mrtltiple. En la región de dispersión pluraL la 

linea punteada dA una transición suave de la dispersión múltiple 

de ángulos pequeños (gaussiana), hacia la dispersión única de án­

gulos grandes 
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11. METODO DE MONTECARLO 

El método debe su nombre al casino de M6naco, ya que es 

un método numérico que se basa en la simulación de variables 

aleatorias y la ruleta es el aparato mecánico más simple para 

obtener variables aleatorias. Este método permite simular 

cualquier proceso cuyo desarrollo dependa de factores al azar 

o problemas sin relación con factores aleatorios a base de in-

ventar modelos probabilísticos artificiales. 

El método consiste en general, en la elaboración de un 

programa para realizar una prueba aleatoria, la cual se vá a 

repet;r N veces, de modo que cada prueba sea independiente de 

las demás. El error del método es como regla proporcional a N- 1/Z . 

A continuación se presentan las definiciones de varia-

bIes aleatorias discretas y continuas, la forma de obtenerlas 

y algunas de las reglas para obtener prácticamente sus valores. 
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11.1.- Variables Aleatorias 

i) Variable aleatoria discreta.-

Se le llama así a la variable que puede tomar un conjunto 

discreto de valores x1 , xZ, ... ,Xn con sus correspondientes pro­

babilibades P1' PZ,···,pn' 

Los valores xl pueden ser cualquier namero, mientras que 

las probabilidades Pi deben cumplir las siguientes condiciones: 

a) Todos los nameros Pi deben ser positivos 

p. > O 
1 

b) La suma de las Pi debe ser igual a uno: 

P1 + Pz + P3 + , •. + Pn = 1 

(I1.1) 

(I1.2) 

La esperanza matemática M ~ de la variable aleatoria discreta ~ 

es el valor medio de la variable, con la particularidad de que 

los valores xi con mayor probabilidad aparezcan en la suma con 

pesos mayores: 

M~ = 

í.: x· p. 
1 1 

E p. 
1 

ii) Variable aleatoria continua.-

(11.3) 

Se le llama así a la variable que puede tomar cualquier 

valor comprendido en un intervalo (a,b). 

La variable queda definida cuando se conoce el intervalQ 

(a,b) y la densidad de probabilidad p(x). 

La probabilidad de que la variable s tome un valor perte-

neciente al intervalo (al ,b'), contenido en (a,b) es: 

a' 
b f) = f P (x) dx (I1,4) 

b' 

La densidad de probabilidad p(x) debe cumplir las siguien-
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tes condiciones: 

a) debe ser positiva: 

p(x) > O (11.5) 

b) la integral de la densidad en todo el intervalo(a,b) debe 

ser igual a uno: 

b 
fa p(x) dx = 1 (11.6) 

La esperanza matemática M~ de la variable aleatoria ~ 

es el valor medio de la variable y está dado por: 

M~ = 

b fax p(x) dx 

f~ p(x) dx 

(11. 7) 

. Cuando la variable esté definida en el intervalo (0,1) y 

su densidad p(x) = 1, se dice que tiene una distribución unifor-

me en (0,1) y entonces la probabilidad de que la variable tome 

un valor perteneciente al intervalo(a' ,b') es 

b' fatP(x) dx = b'-a' (11.8) 
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II.2.- Obtención de Números Aleatorios 

Las variables aleatorias se pueden obtener a través de: 

a) Tabla de números aleatorios 

Esta es una tabla de números en la que aparecen cada 

uno de los dígitos distribuidos al azar y en la que la proba­

bilidad de que en un lugar determinado se encuentre un dígito 

dado es O.1/n. 

b) Generador de números aleatorios 

De esta manera se van generando al azar uno a uno los 

números aleatorios (como en la ruleta). 

e) Generador de números seudoaleatorios 

Números seudoaleatorios son los que se obtienen a par­

tir de una formula y que imitan los valores de una variable 

aleatoria con distribución uniforme. 
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II1.3.- Determinación de los Valores de una Variable Aleatoria 

Los valores de una variable aleatoria se determinan pe-

sando con las probabilidades correspondientes los valores que 

se obtienen al azar de una distribución uniforme entre O y 1; 

a este proceso se le llama sorteo de la variable. 

i) Sorteo de una variable aleatoria discreta.-

Una manera para determinar los valores de una variable 
. 

aleatoria discreta que puede tomar los valores x1 ,xz,·· ,xn ' 

con probabilidades Pl,PZ, ... ,Pn' es construir un intervalo 

O < Y < 1 que se divide en n subintervalos de longi tudes P1 ,PZ, ... , 

Pn' como se muestra en la siguiente figura: 
• 

1------- ----f---+--+-~ - ~- -

y 1 Y2 Y 3 Yn -1 y =1 n 

y en donde las coordenadas y están dadas por: 

Cada vez que se desea obtener un valor de la variable se toma un 

valor de v al azar y se asigna a y, tal que y ::: v, el cual 

estará en un intervalo Yi-1~ y ~ Yi' obteniendo que el valor de 

la variable es xi; o sea que el valor al azar de v se pesa 

con la probabilidad de cada valor x. 

ii) Sorteo de una variable aleatoria contínua.-

Un m€todo para determinar los valores de una variable alea 

toria contínua distribuida con una densidad p(x) en el intervalo 

(a,b), cosiste en considerar una función y(x) definida en ese in-

tervalo, como se muestra en la siguiente figura: 
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y 

1 

·1 

o 
o a b x 

y que cumpla con las condiciones (11.5) y (II.6), por 10 que: 

y(a) = O , y(b) = 1 

y'(x) = p(x) > O 

se toma entonces un intervalo (a',b') contenido en (a,b), tal 

que 

a'< x <b' 

y y (a' ) < y <y eb T ) 

por 10 que 

P(a'< S < b') = Pey(a') < v < y (b f)) 

y como v está distribuida uniformemente en el intervalo (0,1) 

de las ecuaciones (Il.4) y (11.8) se tiene: 

pea' < s < bY) b' =1 p(x) dx 
al 

::; y(b') - yeal) 



y por 10 tanto: 

f~ p(x) dx = v a 

41 

(11.9) 

por lo que para obtener un valor de ~ habrá que escoger un va-

lor de v y resolver la ecuación (11.9). 
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111. SIMULACION DE LAS TRAYECTORIAS DE LOS ELECTRONES DE UN HAZ, 

POR EL METODO DE MONTECARLO 

Las trayectorias de los electrones dentro de un material semi­

infinito, se simulan utilizando el método propuesto por Berger 

(B4), el cual consiste en generar aleatoriamente la trayectoria 

de cada uno de los electrones de una muestra, desde el momento 

en que entran al material, hasta que son absorbidos (energía 

cinética igual a cero) o hasta que salen del material retrodis­

persados; y aunque no utiliza directamente la ecuación de trans­

porte, si deben tomarse en cuenta las suposiciones que se hacen 

para obtenerla, al hacer los cálculos aleatorios y que son: 

1.- La radiación no interactua con ella misma, 

2.- La radiación no está polarizada, 

3.- El.medio es isotrópico, 

4.- Las interacciones de la radiación con el medio son eventos 

bien localizados, entre los cuales la radiación se mueve en 

linea recta, o sea que se ignora la difracción y debe poner­

se atención especial a la polarización dieléctrica en la mo­

deración de partículas cargadas (los efectos mecánico-cuánti­

cos y eventos en los que puedan ocurrir interacciones con 

mas de un átomo al mismo tiempo se desprecian). 

Las trayectorias no se generan de tal manera que se pue­

da hacer una descripción completa de ellas (por la dificultad 

que esto representa), si no que se simulan las características 

de los electrones en una sucesión de punto~ a lo largo de la tra­

yectoria. 

Para encontrar la posición de estos puntos se divide la 
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longitud de trayectoria en un número determinado de pasos, cuya 

longitud está determinada por la energía del electrón al prin­

cipio y al final de cada paso. 

La dirección de movimiento del electrón en cada uno de es-

tos puntos se obtiene simulando aleatoriamente la deflexión que 

sufre respecto a la dirección de movimiento en el paso anterior 

utilizando la teoría de dispersión múltiple de Goudsmit-Saunder-

son. 

Con las trayectorias de los electrones, ya simuladas, se 

puede obtener: las curvas de transmisión y dosis contra profundi-

dad, así como el espectro de energía de los electrones a diferen­

tes profundidades, el alcance promedio, la energía total absor­

bida y la energía no absorbida (debida a los electrones retro -

dispersados). De la curva de transmisión a su vez, es posible 

obtener el alcance medio y el extrapolado. De la curva de dosis 

se obtienn la dosis máxima y el espesor de material para el cual 

es posible garantizar una dosis mínima. 

i) Longitud de trayectoria.-

De la ecuación (1.1.1) se tiene que la longitud de tra­

yectoria promedio, de un electrón que incide en un material con 

una energía Ea, está dada por: 

-1 
¡dEl ds 
ds 

(II1.1) 

en donde el límite superior de la integral se toma tan aproxima­

do a cero como sea posible, sin que diverja el resultado (ya que 

para una energía cinética, E=O, el término con logaritmo natural 

del poder de frenamiento se hace infinito). 

Como se supone que todos los electrones pierden toda su 
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energía dentro del material ( si no salen retrodispersados), en­

tonces todos los electrones de la muestra tienen la misma longi-

tud de trayectoria. 

ii) Longitud de paso.-

Dado que la longitud de cada paso en los que se divide la 

trayectoria está determinado por las energías Ei y Ei +1 , al ini 

cio y al final del él, se'puede considerar cualquiera de los si-

guientes casos: 

a) que en cada paso el electrón pierde una cantidad constante de 

energía 6E, tal que: 

E. 1 = E. - 6E 1+ 1 
(111.2) 

b) que al final del paso la energía se ha reducido en un factor 

k, tal que: 

Ei + 1 = k E. 
1. 

(I11.3) 

por 10 que la energía perdida en el i-ésimo paso es 

6E. = E. E. 1 1. 1 1.+ 

= E. ( 1 - k ) (III.4) 
1. 

c) una combinación de las dos anteriores, de tal manera que se 

escoge una cantidad inicial para la pérdida de energía, la 

cual se vá reduciendo conforme aumenta la longitud recorrida 

de la trayectoria. 

iii) Deflexión angular.-

La deflexi6n angular del electrón en cada paso, respecto 

a un sistema de coordenadas cuyo eje z coincida con la direcci6n 
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de movimiento del electrón al inicio del paso, está dada por los 

ángulos polar Q y azimutal ~9 , como se ve en la figura 7. 

Como el medio se supone isotr6pico, el ángulo ~~ se ob-

tiene aleatoriamente de una distribución uniforme entre O y 2w . 

El ángulo polar Q se obtiene de la distribución de Gouds-

mit-Saunderson, como sigue: 

10 Se construye la distri~ución para ángulos w entre O y ~ y pa-

ra todas las energías Ei , del electrón, al inicio de cada pa-

so; de la ecuación (I.3.28) , se tiene (empezando con 1::: 1) : 

1 1 ~fSl(s) ds 
AGS 

::: E (1-2) e PlCcos w) (l1I.5) 
2~ 

en donde Pl(cOS w) representan los polinomios de Lengendre: 

cos W 

::: (21+1) cos w Pl +1 - 1 PI 
1 + 1 

y para la integral, de la ecuación (1.3.24) se tiene: 

Sl(S) ds = Si i 1+a) Sl(1) In 
a 

t+a (III.6) 
t(l+a) 

siendo 

(111. 7) 
Si 

8 2 (1) - t 2 S (t) 
a ::: (111.8) 

t S2(t) - S2(1) 

y Si representa la longitud de trayectoria residual al inicio 

del paso. 

De la ecuación (1.3.13) y tomando la sección eficaz de McKin­

ley-Feshback dada por la ecuación (I.3.17), se tiene: 
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+ 
Z 'TI' 13 ----.:;..... -----

2137 (1 +2n -cose) 3/2 

(111.9) 

y poniendo 1=2 y t=1 

1 Y t=1 (~ =Ei/mOc2) 

pectivamente. 

(T =Ei/moc 2); 1=2 y t (T =Eí+1/moc
2
); 

y SI(1), res-se obtienen S2(1), S2(t) 

De 10 anterior se ve que la distribuci6n de Goudsmit-Saunder-

son depende de la energía Ei , al inicio y de la longitud de pa­

so,~si' las cuales son iguales para todos los electrones de 

la muestra y entonces la distribuci6n angular es igual para 

todos ellos en cada paso. 

El número de términos en la serie de la ecuaci6n (111.5) de-

be ser suficientemente grande para tener una buena conver-

gencia en el resultado y suficientemente pequeño para que el 

tiempo en que se genere la distribuci6n~ para ángulos entre 

o y 'TI', sea corto. 

2° Dado que la integral de la distribuci6n, multiplicada por 

2'T1' senS entre O y 'TI' está normalizada, se divide éste espa­

cio en pequeños intervalos ( Wj' wj +1), de igual tamaño y se 

calcula el área bajo la curva, AR j , en cada uno de ellos. 

3° Se calcula el área normalizada bajo la curva, para intervalos 

(O,Wj)' en donde 0< W·< 'TI' 
J 

de tal manera que para el intervalo 
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(O,~) el área es uno. Por lo que se tendrá que para cada paso 

y para cada ángulo w
j

' hay asociada un área normalizada ARN j . 

4° Para cada paso, de cada uno de los electrones de la muestra 

se genera un número seudoaleatorio entre O y 1, que se pesa 

con la_ área normalizadas obtenidas anteriormente, haciendo 

que el ángulu polar aleatorio, Qi' sea igual al promedio de 

los ángulos wj y Wj+l' con áreas ARNi,j y ARN i ,j+l' entre 

cuyos valores esté comprendido el número aleatorio. 

iv) Dispersión angular.-

LLamando 6 i , $i Y 6 i +1 , $i+1 a los ángulos que definen 

la dirección de movimiento del electrón al inicio y al final del 

i-ésimo paso, en un sistema de coordenadas cuyo eje z correspon­

da a la dirección de movimiento de un electrón que incida normal-

mente en el material, de las ecuaciones de cinemática se tiene 

(B4): 

cos 6 i +1 = cos 6 i cos Q + sen 6 i senQ COSb$i+l (111.11) 

en dondeQ es la deflexión polar en ese paso, como se ve en la fi-

gura 7. 

v) Posición longitudinal.-

Se calculan las coordenadas z (dirección de incidencia 

normal) al final de cada paso, para todos los electrones supo-

niendo que lo que ocurre es una sola deflexión a la mitad de 

cada paso y despreciando los desplazamientos transversales a la 

dirección z, como se muestra en la figura 8 y así se obtiene: 

(III.12) 
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vi) A1cance.~· 

Ya con to~as las coordenadas z se obtiene el alcance (má-

xima penetraci6n) , suponiendo que si un e1ectr6n sale retrodisper-

sado del material, no vuelve a entrar a él. 

vii) Dosis.-

De la ecuaci6n (l.1.5) se tiene que la dosis absorbida 

es funci6n de la energía impartida por la radiación a un ele-

mento de volumen dado que para calcular la longitud de paso y 

por 10 tanto la posición longitudinal de los electrones al fi-

nal de cada paso, se toma en cuenta la energía perdida en las 

colisiones inelásticas únicamente, entonces la energía impar-

tida media aE es igual a la suma de todas las energías perdidas 

AEj en todos los pasos que estén comprendidos dentro del ele­

mento de volumen. 

La masa del elemento de volumen por unidad de área es­

tá dada por: 

dm = h p 

en donde p es la densidad del material y h es el espesor del 

elemento de volumen. 

De lo anterior se tiene que la dosis en el í-ésimo ele-

mento de volumen (de longitud h)), por unidad de área, está da­

da por: 

2 
D(MeV cm ). = 

g 1 

1 -- E'AE. 
ph J (III.13) 

en donde la suma se debe extender para todas las AEj que estén 

comprendidas entre I1 Zi y !:'Zi+l' siendo: 
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y u el número de elementos de volumen que hay en un espesor de 

material igual a la longitud de trayectoria promedio de los e-

1ectrones. 

La dosis se expresa por electrón incidente, o sea que se 

divide entre el número de'e1ectrones de la muestra, para que los 

resultados no dependan del número de trayectorias simuladas, que 

en general es muy grande. 

viii) Transmisión de electrones.-

Para calcular cuantos electrones se transmiten después 

de haber penetrado una cierta longitud en el material en la di-

rección de incidencia normal de los electrones en el material, 

lo que se hace es contar cuantos electrones de la muestra tie-

nen un alcance mayor que cada una de las coordenadas ~Zi. 

El resultado se expresa normalizado, dividiendo el número 

de electrones transmitidos entre el número total de electrones 

de la muestra y las coordenadas también se han dividido entre la 

- longitud de trayectoria de los electrones, para esa energía. 

ix) Espectro de energía.-

Para determinar la energía de los electrones dentro de un 

espesor determinado, a una profundidad dada, lo que se hace es 

dividir un espesor de material igual a la longitud de trayectoria 

en un número 1 de coordenadas Yi y contar los electrones que 

tienen energías comprendidas entre en y en+1 en donde la variable 

e está comprendida entre O y la en~rgia inicial de los electrones. 
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IV. RESULTADOS 

Como ya se vió las partículas cargadas pierden energía 

al chocar con átomos o moléculas. 

S2 

Como el interior del tubo del haz de un acelerador se 

encuentra al vacío, el primer material que encuentran los elec­

trones es la ventana del acelerador, que sirve precisamente pa­

ra mantener ese vacío. 

Después de atravesar la ventana, los electrones salen al 

aire y antes de penetrar en el material que se desea irradiar 

atraviesan un cierto espesor de aire y por lo tanto éste es el 

segundo medio en el que los electrones pierden energía. 

Con el objeto de averiguar la energía real con que inciden 

los electrones al material que se desea irradiar, se presenta ini­

cialmente la manera de obtener la energía perdida por los elec­

trones en un espesor dado de material y a continuación se cal­

culan la energía perdida en una ventana de titanio de 60 micras 

de espesor, y la energía perdida en diferentes espesores de aire. 

En seguida se presentan la dependencia en la energía y en la 

longitud recorrida, de la distribución de Goudsmit-Saunderson, 

así como un análisis del número de términos necesarios para que 

la serie converja y finalmente se calcula la dosis y espectro de 

energía para varias energías del haz y varios materiales. 
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IV.1. - Energía Perdida en un Espesor Determinado 

La energía perdida por los electrones depués de atrave-

sar un espesor S de material, puede expresarse como: 

E = E (IV.l . 1) 

en donde S = ~s. y dE/ds es la energía perdida promedio, por uni-
1 

dad de trayectoria en el intervalo de interés. De la ecuación 

(I.2.19) se vé que para un haz compuesto de electrones el poder 

de frenamiento está dado por: 

dE 
ds 

= 
2 - S - o} (IV.l.2) 

donde dEl ds es un promedio, el valor que se obtiene de la ecuación 

(IV.1.1) depende del número de intervalos ya que cuanto mas pe-

queña es la longitud de éstos, mas exacto es el resultado; debi-

do a lo cual se presenta la conveniencia de utilizar una computa-

dora para resolver la ecuación (IV.1.1), variando el número de 

intervalos hasta obte~er una buena convergencia en el resultado. 

En el anexo se presenta el listado del programa utilizado. 

a) Energía perdida en la ventana del acelerador 

Dado que los aceleradores del Instituto de Física tienen 

ventanas de titanio, se considera: 2=22, A=47. 9, . p =4.5 g/cm3 , 

a partir de las ecuaciones (1.2.32) 1=2.47402 x 10- 4 MeV y de la 

ecuaciones (I.2.25) Xo=O.Z, X1=3 ya que Ic 1=4.5728. 

b) Energía perdida en el aire 

El espesor de aire que debe haber entre la ventana del 

acelerador y el material a irradiar depende de las característi-

cas de este último y de la manera en que vá a pasar por la zona 



54 

de irradiaci6n, ya que si el material golpea la ventana puede 

romperla. 

Para calcular la energía perdida en el aire, se consideró 

que la presión atmosferica en la ciudad de México es de 586 mm-Hg 

que hay una temperatura ambiente de 20° e y dado que (El): 

NZ= 3.88 x 10 20 electrones/cm3 a O°C y 760 mm-Hg e 1=8.6 x 10- 5 

MeV; se obtiene de la ecuación (1.2.30) n= 0.71842, de la ecua-

ción (1.2.29) p = 9.28917 x 10- 4 g/cm3 , (NZ) 
n 

=nNZ= 2.7874 x 

1020 electrones/cm3, hv = p 7.3195 x 10- 7 c =7.22968 y de las , 
n 

ecuaciones (1.2.27) se tiene m=3, X1=4.0 y Xo=1.6. 

En la figura 9 se muestran los resultados obtenidos para 

la energía perdida en una ventana de titanio de 60 micras y en 

diferentes espesores de aire y donde se puede observar que estas 

pérdidas son del órden del 1 % de la energía inicial de los 

electrones y que además la energía perdida es mínima, para ener-

gías del haz de aproximadamente 1.3 MeV. 



.... 
<{ .... <i '-l. 

..1> -1 ..1 .. 3.7 O uJ 
'Z::f W 

Z W Z W t'.f W <' a~ « <!: 
O .... 8 Q 

:36 Q ::; a ¡r; o.: o.e a; 
l.i.J w 

(5 Cm) M: a. o. 
<t <t « -~ (') C) 
X o::. 0.7 , (.4 o::. 
W 

3. 
1LI 2

1
0 

i o.:; .5 3:0 0.5 LO 1.5 2.~ 3.0 W 

m z z w .W 
ENERGIA lNICIA~ DEL HAZ ( M eV) ENERGiA DEL HAZ (MeV) 

...... 
> ..... \1) 

...... > ~ ,.. 
> ~ 

(1) 

(:!oC Cm ~º (15Cm) (20cm; :¡ (2~ Cm) 
¿ ~ 

N N 'O W 
IQ 'O ...., o::. ...... w .... w « w o::. 
o::. o::. « J 

< .2 .2 « 40 ,7 W 
..1 

J üi UJ Z 
I,¡J UJ 

Z Z . 
Z W 
UJ UJ <! 

<{ Q 

« 2.4 « Q :.5.9 a 
Q o a:;; 
Q ~ o u.1 

" o::. u.. 
u.1 UJ UJ 
Il.. o.. o.. .;:: 
<t 3.01 

<t 
3- ..5 (!) 

~ 
2. 

(!) ¡; ~ 
a:: 0.5 \,0 1.5 20 2.5 30 o::. o::. 0.:- LO I.S 2.0 .0 u: 
w UJ W Z 
Z Z Z W 
W ENERGI~ OEL HAz<MeV) W W ENERGIA DEL HAZ (MeV) 

r..n 
Figura 9. - Gráfica de la energía perdida en funci6n de la energía inicial de los electrones r..n 



S6 

IV.2.- Factores que Afectan ala distribución de Goudsmit-Saun-

derson 

En base a lo presentado en el capítulo 111, se realizó un 

segundo programa de cómputo, cuyo listado se anexa al final, pa­

ra encontrar: 

a) El número de términos que se deben considerar en la serie de 

la distribución de Goudsmit-Saunderson.- Se encontró que exis­

te un valor mínimo para la energía perdida por paso, para el 

cual la serie converge con aproximadamente 60 términos, que 

para valores por abajo de este mínimo no hay convergencia 

aunque se aumente el número de términos hasta 100 y que pa-

ra energías mayores el número de términos necesarios es me­

nor. Con este programa se vió que el valor mínimo para la 

energía perdida por paso depende de la energía cinética del 

electrón, así como del material sobre el cual inciden, como 

se muestra en la figura 10 y de donde se observa que la energía 

perdida por paso mínima sigue un comportamiento dado por: 

(IV.Z.1) 

en donde A Em(1) es la energía perdida mínima para 1 MeV y 

que aumenta con el número atómico del material, E es la ener­

gía de los electrones y m la pendiente de la curva, que tam­

bién varía con el material. 

b) El valor adecuado para la energía perdida por paso.- Se 

encontró que el valor de la distribución para ángulos peque 

ños disminuye y para ángulos grandes aumenta, con la distan­

cia recorrida por el electrón y la energía perdida por paso, 

como se muestra en la figura 11. El hecho de que el valor de 

la distribuci6n disminuya para ángulos pequeños y aumente pa-
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ra ángulos grandes provoca un aumento en la probabilidad de 

deflexi6n a ángulos pequeños. Es conveniente por 10 tanto 

tomar la energía perdida por paso tan pequeña como sea posible, 

en cada uno de ellos. 

c) La variaci6n de la longitud de paso, en funci6n de la longitud 

de trayectoria recorrida.- Se encontr6 que cuando la energía 

del electr6n se reduce de manera constante en todos los pasos 

la longitud de paso permanece aproximadamente constante duran­

te dos tercios del recorrido y que después decrece rapidamen­

te; cuando la energía del electr6n se reduce en un factor k, 

en cada paso, y cuando la energía perdida por el electr6n se 

reduce exponenecialmente de acuerdo a la ecuación (IV.2.1), 

la longitud de paso decrece continuamente durante toda la tra­

yectoria, siendo la longitud de paso mas pequeña la que se 

obtiene al reducir la energía perdida por paso exponencial­

mente, como se vé en la figura 12. 
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IV.3.~ Cálculo de la transmisión, Dosis, Alcance, Alcance Nedio, 

Extrapolado y Promedio y Espectros de Energía de un Ilaz 

de Electrones Monoenergético al Incidir en un Material 

Con los resultados del punto anterior se realizó un progra-

ma cuyo listado se anexa al final, con el objeto de simular por 

métodos de Montecarlo la incidencia de un haz monoenergético de 

electrones sobre un material y así obtener: 

- el alcance, Ro 

- alcance promedio, Rp 

curva de transmisión de electrones dentro de varios materiales 

y de ella obtener el alcance medio, R , Y el alcance extrapo-

lado, Rex 

- espectros de energía a diversas profundidades para el haz de 

electrones y 

- la dosis impartida al material. 

Los datos con que es necesario alimentar al programa son: 

a) Características del haz: Energía cinética inicial, E , Y ener­o 

gia cinética final, Em, de los electrones; así como el ángulo 

de incidencia eo ' en el material. 

b) Caracteristicas del material: Número atómico, Z; número mási-

co, A; densidad, p; potencial de ionización, 1 (ecuaciones 

(1.2.30)); Y los parámetros Xo ' X, y m para obtener el efec­

to de densidad, 8(ecuaciones (1.2.24-27)). 

e) Características del método: Número de electrones de la mues-

tra:. nh, número de términos en la serie de la distribución de 

Goudsmit-Saunderson, nI; número máximo de pasos en que se di-
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vide la trayectoria del electr6n, np; la energía perdida por 

paso, epp; o el factor de reducci6n de la energía, k; o bien 

el valor para la pérdida de energía mínima para 1 MeV, ~Em(l) 

y la pendiente m de la recta, para reducir esta pérdida ex-

ponencialmente que se obtiene de la gráfica de la figura 10 

y el número de intervalos en que se dividen las funciones pa-

ra integrarlas por el método de Simpson, m. 

Este programa se aplic6 para electrones con diferentes 

energías iniciales (Eo= 1.0, 2.0 Y 2.5 MeV) que inciden con di­

ferentes ángulos (00= 0°, 15°, 30°,45°, 60°) en piezas semi-in­

finitas de: Aluminio (Z=13, A=26.9815, p=2.702 g/cm3 , 1=1.63 x 

10- 4 MeV, xo=o.a, X,=3 y m=3), Grafito (Z=6, A=12.01115, p= 2.25 
3 -5 . g/cm, I=7.8 x 10 MeV, Xo=0.2, X,=2 y m=3), Agua (Z=7.2167, 

A=14.2655, p=1.0 g/cm3 , I=7.379 x 10- S MeV, Xo=0.2, X1=2 y m=3) 

3 -4 Y Cobre (Z=29, A=63.S46, 0=8.92 g/cm, I=3.1405 x 10 ,Xo=0.2, 

X1=3 y m=3). 

En la figura 13 se muestra la curva de transmisi6n contra 

penetraci6n para los electrones con energía inicial de 2.0 MeV, 

que inciden en una muestra semi-infinita de aluminio, con un án­

gulo de QOy de donde se ve que el valor del alcance medio, R, es 

aproximadamente la mitad de lá longitud de trayectoria, S, de los 

electrones y que está comprendida dentro del alcance promedio Rp' 

Para el alcance extrapolado R ,se obtiene un valor que difie­ex 
re en un 4 % del que se obtiene con las ecuaciones de Katz y Pen-

fold. 

TIn la figura 14 se ve que el alcance medio y el alcance 

extrapolado disminuyen al reducir la energía inicial de los elec­

trones al aumentar el ángulo de incidencia de los electrones en 
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el material y al aumentar la densidad del material. 

Para determinar la dosis absorbida en el material, se necesita 

que el espesor másico en que ésta se calcula sea suficientemen­

te grande para que la deposición de energía sea causada por mu-

chos electrones y muchas interacciones y lo suficientemente peque-

ño para causar una atenuación apreciable en la radiación. 

Para determinar el espesor másico, de área unitaria, con-

veniente para calcular la dosis, se dividió una profundidad igual 

a la' longitud de trayectoria de los electrones, en intervalos de 

igual tamaño y así ver el comportamiento de la dosis inicial y 

de la dosis máxima, al variar la longitud de estos intervalos, 

lo cual se muestra en la figura 15 y de donde se vé que los his-

togramas no varían mucho entre sí, y que al hacer mas chico el 

espesor másico, se aumenta la resolución, aunque los valores 

difieren cada vez mas de los experimentales. Por ejemplo para un 

espesor másico de 0.20 g/cmZ la posición de la dosis máxima di-

fiere en 16 % de los valores experimentales, mientras que el va-

lar de la dosis máxima difiere en 6 % Y el primer val~r que se 

obtiene para la dosis difiere en 7 % del valor de la dosis super-

ficial obtenidos experimentalmente; y para un espesor de 0.15 

g/cmZ, estas diferencias son de 16 %, 10 % Y 28 , respectivamen-

te. El comportamiento errático de la dosis superficial por abajo 

de un cierto espesor másico (0.1 g/cmZ para agua), son atribui­

bIes a que la deposición de energía es causada por muy pocas 

interacciones, ya que debido al modelo matemático al hacer muy 

pequeño el espesor másico puede suceder que no haya transcurrido 

ningun paso (en los que se divide la trayectoria del electrón), 

para la primera barra del histograma. 
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Mientras que la dos,i$ inicial y máxima aumentan para espesores 

mayores, debido a que crece la atenuación de la radiación. 

El espesor a utilizar se determinó viendo que éstos va-

lores (para electrones de 2.5 MeV en agua), fueran 10 mas apro-

ximados a los datos experimentales y como la masa debe ser apro-

ximadamente igual para cualquier material, hay que calcular la 

dosis para elementos de espesor: 

h ::: PHZO 
hH O 

p 2 

= 
hH O 

2 . 
p 

donde hH O es el espesor másico del agua y p la densidad del ma-
2 

terial para el que se desea calcular la dosis. 

'En la figura 16 se muestran las curvas de dosis para e1ec-

trones de 2.5 MeV que incid~n en diversos materiales, en donde 

se puede ver que la dosis máxima aumenta con la densidad del ma-

teria1, al mismo tiempo que su posición se corre hacia la super-

ficle del material. 

En la figura 17 se muestran las curvas de dosis para elec-

trones con energía inical de 1 y 2 MeV incidiendo en varios mate­

riales y en donde se han marcado algunos valores experimentales. 

Al realizar las figuras 16 y 17 se observó que para ener­

gías de 2.5 MeV no hay diferencias significativas al considerar 

las tres formas mencionadas para tomar la e.nergía perdida por 

paso y que los resultados son bastante aproximados a los que se 

obtienen experimentalmente; para energías :menores los resultados 

en los tres casos se diferencian mientras mas ligero es el mate-
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rial, siendo las mas aproximadas a los valores experimentales 

cuando se considera que la energía perdida por paso se reduce 

de acuerdo a la ecuación (I1.2.1). Estas diferencias se pueden 

atribuir a que la distribución (figura 11) depende de la longi­

tud de paso y la energía al inicio de cada uno de ellos (figura 

12). 

Cuando se aumenta el ángulo de incidencia de los electro­

nes en el material, los valores inicial y máximo de la dosis au­

mentan, mientras que la posición de éste último se corre hacia 

la superficie, como se muestra en la figura 18. Para ángulos de 

incidencia grandes (60°) el valor de la dosis inicial corres­

ponde al máximo. 

En general la dosis aumenta con el poder de frenamiento 

y la posición de la dosis máxima aumenta con el alcance medio 

de los electrones. 

En la figura 19 se muestra la forma en que se vá degra­

dando el haz de electrones,' conforme aumenta la profundidad en 

el material. 

En la figura 20 se compara la forma en que se degrada el 

haz de electrones cuando incide con diferentes ángulos en el 

material, para profundidades iguales. De ahí se ve que la ener­

gía se degrada más rapidamente al aumentar el ángulo de inciden­

cia en el material. 
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., 
R p=0.64tO.19g.tCn1' 

Rex=0.92 g/cm2 

------------
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) 

Figura 13.- Gfafica de transmisión contra profundidad para elec-

trones de 2 MeV, incidiendo en Aluminio. 
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Figura 14.- Gráfica de transmisión contra profundidad para elec­

trones incidiendo: a) en aluminio, con diferentes energías, b) 

en aluminio, con diferentes ángulos y 2.5 MeV de energía y c) 

en diversos materiales, con 2.5 MeV de energía. 
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Figura 17.- Gráficas de dosis para electrones incidiendo en diver-

sos materiales y energías de 1 y 2 MeV. La energía perdida por 

paso se salcula: .... reduciendo la energía perdida por paso ex­

ponencialmente; --- reduciendo la energía del electrón en un fac-

tor k. en cada paso; energía perdida por paso constante. 

Puntos esperimentales: • Nakai y o Aiginger * 
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y, CONCLUSlONES 

De todo 10 anterior, es posible hacer las siguientes 

conclusiones y recomendaciones: 

78 

1.- De los resultados obtenidos mediante el primer programa de 

computo se tiene que la energía que se pierde en la ventana 

del acelerador y en el aire, es muy pequeña comparada con 

la energía de los electrones (aproximadamente 1 %) y por 

lo tanto se puede despreciar. 

2.- Debe uno asegurarse que la distribución de Goudsmit-Saunder­

son converja, para la energía perdida por paso que se desea 

utilizar. 

3.- Es conveniente buscar que la probabilidad de deflexión a án­

gulos pequeños siempre sea grande, lo que se logra disminu­

yendo la energía perdida por paso de una manera exponencial 

(ecuación (IV.Z.1)). 

4.- El tiempo de computadora que utiliza el programa crece de 

manera considerable al aumentar el número de pasos en que 

se divide la trayectoria del electrón; por 10 que al consi­

derar una energía perdida por paso constante el tiempo es peque.­

ño, siendo mayor cuando la energía del electrón se disminuye 

en k y mucho mayor al disminuir la energía perdida por 

paso1de una manera exponencial. 

Por 10 tanto es muy importante tomar en cuenta este hecho, ya 

que puede no ,redituar el incremento en exactitud de los resul­

tados, con el correspondiente incremento en el tiempo de pro­

cesamiemto. 

5.- Los resultados que se obtienen son bastantes aproximados a los 

experimentales, cuando: 
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a) Para energías de 2.5 MeV se toma una energía perdida por 

paso constante igual al valor de la energía perdida mínima 

(para que la distribución de Goudsmit-Saunderson converja), 

para la energía inicial Ea, de los electrones. 

b) Para energías de 2 MeV y materiales pesados ( Z 913) se 

considera que una energía perdida por paso constante, mien­

tras que para materiales ligeros hay que considerar que 

la energía de los electrones se reduce en un factor k, en 

cada paso. 

e) Para energías de 1 MeV se considera que la energía perdi­

da por paso se reduce de manera exponencial. 

6.- En general se considera que los resultados obtenidos en este 

trabajo son satisfactorios, al haber utilizado el modelo de 

moderación continua y que éstos mejorarán considerablemente 

al tomar en cuenta la energía depositada en el material por 

la radiación Bremsstrahlung y por los electrones secundarios, 

ya que estos efectos provocarán que los valores de dosis au­

menten cerca de la superficie y disminuyan a profundidades 

mayores ( iguales a la posición de dosis máxima que se es-

tá obteniendo), 10 que se hace de la siguiente forma: 

-Considerar además el poder de frenamiento por colisiones ine 

lasticas con los núcleos del material, para calcular la emi­

sión de Bremsstrahlung y así calcular la ionización produci­

da por ésta. 

-Con la teoría de Landau (L1), calcular. aleatoriamente la e­

nergía perdida por paso y así evitar suponer que los electro­

nes pierden su energía de manera continua (cosa incorrecta). 

-Considerar la producción de electrones secundarios. 
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7.- Sería deseable poder comparar los espectros de energía ob­

tenidos a diferentes profundidades con algunos resultados 

experimentales. 
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ANEXO 

Programa para encontrar la energía perdida en un espesor 

dado de material: 
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raRla pa r a encont 1'a l' ]. i:l di,;;:, tri buc i (;l!"! de GnudslT¡ i t.. -5 ¡::Ul'lcíc r' :" DI"'! 

iff,plicit l'ealtS(b,f,h,;.:?';:!) 
implicit 1'eal(a,c-e,~,k,Q-t,v-W?z) 
implicit inte~er(i,j71'ffi,n,u) 

l'E~al *8 a~h ss 
1'" a r a 111 e ter ( pi:::: 3 • 14:1. 592 é;. 5 , a 1'1 ;~; Ó • () 2::' 01 S (:~ 2 3 ;2 fiI o e::' 0.:5 1 1 ;. \~';:,:I , ,11 (,' --:t ::~ , 
hp=4.135696e-21,c2=9.0e20) 
dimension enerC2(1), dplenC200l, p(64,100); w(6~)? 
a~s(64), ~gsen(64), Jv(61),arn(64,::'00), ~(~Ol), x(lOOO), 
del s ( 20 O), s t.1 ( 1 O O ) H: s' W ( é. 4 ) , ': n w ( t. 4 ) ~ :" t ( 1. O O ) 

cOITIlTlon/funl ¡)n 1 PO l. ,ce, aec, )(O,}, 19 r:!ens 9 ¡'¡'I~", 

common/hf/j,1,eta,p,csw,snw,bpta2,G~ta'~7r~i~2 

zh=O~05 
tel'cir..\::::1./3. 
raiz2=sortC2.0eO) 

'(l)~enersia inicial d~ los electrones 
'mi:;,; (i)nf:~r'gia fin;;)]. di'1 10:;;· J;;~l(::~ctf'onE?':;':;fI,::;:,!or' (~IJ>'? r;"c,l"o) 
: energia perdida por pasoCdelen=epp) 
"sctcn' d ... : T'educcion M(~) ,·:~nr:rs:i8<dp.ler¡(t) d:i,,!,¡,·;'l'''::f"¡;.,e F":':';',:; c,:ida r'¿i::;ClJ 

,1,ms= PBrarnetros del efecto de densidad 
a= numeros atomico y rnasico del meterlel 
y den-;;::,: potencial de ioni::::ací()n ',::l d~:'f'¡';;:idad 'JI'.:'} n ••. -,tC'T':í .. :.:l 
n IJ II! e r Cl d (0 ¡" 1:) 1 i rl €) ID 'i. o s el I':! t. ~ -:~ e r, d T" E-~ (!ir ",j, li, Cl 1. (; O J 
numero de pasos en Bue se djvid~ la tra~0ctQ~ia d~] el~ctron 
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r e a d ( t 1. , * ) CH', e " ( 1 ) ? e n (.) r' ¡rijo , 1,1~' P 1 k ~ (:, F' ; , 1,; ,."~ ¡ id , >¡ () 1 1. j ¡I!::> ;; i,; :; i3 ; r·' i) 'i. " d E-: n ::' y 

~ Illtnl,np 
w " i te ( 6 , * ) e n e r ( j, ) , e n e r-ITIÍ ? e y .. , p , k , e F' P 1. !' r' ¡:~ n d ~ :O:,.;) " ~; 1 , 111':, !I ::, !I ':,{ ? r -CI ;1. 7 d (.d ! ¡ '~. , 

~ rn~n11np 

~~n::::dens*¡¡m:t.z/ a 
hnIJp::::hF'*SG l't (e n:t.e2*c2/ (P:i *:~ fIlcq;:2' ) 
cc=-2.*dloS(poi/hnup)-1. 
acc=(-cc-4.606*xO)/(xl-xO)**ffis 

dos~"l'i=2.*pi 

cte= dospi*en*Cztl.'*e2*e2 

~ulo r:I~? .La lonsitud d::~ tl';:~~8C'toria de .los ::dect.I'.::.n:")';;? ·¡,nt:]~1r<;::c'i.on }7'OI' E:l 
,etodo de simpson: 

s=(ener(l)-enermi)!Cm-l) 
~,{ (1) =er!e rnd 
do 5 J::::2,m 
~dJ)::;: )d ... i--l) t S 

bl= '(xCi» + fCx(m» 
b2= 0.0 
clo 10 ~ic<,~,m-l,2 

b2= b2+ f (:d J) ) 

b3:::: 0.0 
do 15 J:;::3,1lI-2,2 

1,)3:::: b3+ f(:.:(j» 
st=( blt4.*b2t2.tb3)* tercio*! 

lonsitud de trasectol'iG promedio de los elect~ones 
<;:;tp::::st 



do 20 J=1,6411 
w(J+l)=Ot05*,j 

=ansulos entre O y 2pi radianes 
csw(J)= cos(wCJ» 
snw(J)= sin'w(J» 
p(J,1);;:;1.0 

1)= prilTler polinomio del.esendre p~ra el an:'·.~!Jln w(,j) 

p(J,2)::::csw(J) 
2)= seslJndo polinomio de Lesendre p~ra el' ;:~l"I~!l.ll(¡ wCi) 

do 25 1=1.,n1 
p(J,1+2)=«2.*1+1>*csw(J>*p(J,ltl)-1*p(J,1»!Cl+l) 

1+2):::: PCJl.ir"¡(HU'Í.o (l+::~) P31'd ;:;:1 ansulo ' . .,Ien 
cont i nl..le 

83 

1 do ~.:¡O \;e calcul,H·ln.<~ 8I'H1r':.!:i.a p~rd:i.d,H !.,:~ lQ!,¡:·Li.tur.i '::1 1..::: di.'::.t .. ;r;.:;i .. :; r·¡.::r;orr1.: 
cada paso y se senera la distI'ibue'ion di:! (.¡-!=-: l~'¡;f·¡.¡ c';:d,;: IJI!O 

11=1 

do 50 1=1 HIP 

r.:tels( i ):::0.0 

ifeeppl.em.O)so to 51 
8pp=eppl*enerCi)**pend 
enerCi+l)=ener(i)-epp 
iJeltm( i) =epF> 
!'.{o t,<".\ 54 

if(spp.sa.O)' So to 52 
ener(ifl)=enerCi)-epp 
if(enerCi+l).lt.O) so to 175 
delen(i):::¡epp 
so to 54 

enerCi+l)=k*enerCi) 
dé' 1 ",. f¡( i ) :;: e n e r ( i ) - e n El r ( i t 1 ) 

n(i)= enersla perdida en el iesima paso 

a= delen(i)!Cm-l) 
x(1)= ener<i+U 
do 55 .j::::2ym 

~.( ( ,j ):: ), ( J -. 1 ) t g 

b 1. ::: f ( >~ ( 1. )1- f < l': ( !TI :> ) 

b2= 0.0 
do 60 ~¡:;::2)1l!'-1 ,2 

b2=b2 + f()·;(,j) 

b3= 0.0 
dI.') 65 .... i"',31 1TJ-'2,2 

b3= b3l f (;;( ... j) ) 
delese=(blt4.*b2t2.*b3)*terciots 

del-s( i ):;::dell'~~:L' 

(i)= lon~itud del i~siffiO paso 
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r,.;i3cum=s(i+l.) 

- - _. - - - - - - - _ ..... -* ........ _ ..... ~ ..................... ,." .................... _ ......... _. ~ .......... -.. - ............ - -- .- - ......... ,- -'" .... ,- .- .. , ................. ,. ........... - ... , ... ,." ...... "-""" ..... _ ... . 

t=(stp-dcle5e)/~tp 

delese=lofls:i,tud df.! t.T·d·::ii"·cto~':i,a re-,;:,tdual erl p) i(~~,ilTl() 1"i:<~:,O 

t a () ~-:: e n f) " ( i ) /~: ITII ')í~ 2 

beta2=1.-1./«(1.+lo)**2,) 
betd= dsart(beta2) 

::: r e 1 2- e ion v? / e '2 p i;~ l' a f! I i (;; ¡" ( .i ) 

pv i. :?= ( 1 • -b ¡" t.;!' ~~ ) ! ( ;¡! fI¡ (le 2:1( ;,~ 11!IJ e 2* b f'!~ D ;:!*b I~' t :,' 2 ) 
= inverso de (pv)2 pera ener(l) 

eta= (6. 802f.!-O~,;,i* (2**0.66) / (-4" :t:1",~:~:I* < t¿;(d<~" ) ) ) * (:t. 13+ 
3.76*«z/C137*beta»)**2.') 

constante de ap~!'ntalJ;:¡l1def¡t.n di¿: HO]:;("'f'C ¡·"dl'f.) (7'I'Ir.!i'(l.) 

do 41 1=2,nl,1 
9=3.15/62 
j=63 
bl=hl(w(,j» 
b2:::0~O 

do 42 .J=2,62,2 
b2=b2+hl(w(.J» 

b3=O.O 
do 43 j=3,61,2 
b3::: b3+hl(wLj» 
Ynopi=(bl+4.*b2+2.*b3)*~*ter~io 

~i= intesral cte O a pi de la distribwcion rle G-S 

stl(1)=cte*pvi2*~nopi 

1)= s(l,tl para t=l y tod8S las 1 

tao= enF.lr(:i.+l)!ZIlIOc2 
: e n e r S i i3 en I.Jn i ti a ti e s d e e n e r 9 i i:.~ en l' t," P o !E· o p .,n ;:: e r ¡ f:'f" ( :i +~, ) 
'(i+l)~ energla del electron al final rlel P0SC 

heta2=1.-1./«1.ttso'**2.) . 
beta=dsGrL(b0t~2) 

1= relacion v2/c2 para ene1'(i+1) 

pvi2=(1+-beta2)/(z.oc2*zmoc2*~eta2*beta2) 

!= inverso de (pv)2 para ener(i) 

eta~(6.802e-OS*(z**O.66)/(4.*tao*(tao+2.»)*(t.13 

t3.76*«~/(137.*heta»**2.» 
e o n s t 8 n t.. e d n ¡;~ pan t e; 11 ':~ 111 i (? n t o d e M c) 1 'i. ::~ r 1:'-:> l'-"J ¡' 1. <.~ P ¡ lE' t <el ¡, ¿; e f¡ E' l' ( i + 1 ) 

1=2 

9=3.15/62 
,j::::63 

bl=hl(wLJ» 
b2::.:0.0 
do 35 J=2,t.2,2 

b2=b2thl (w(~i) 
b3=O.O 
do >1 O j:;:; 3, td , 2 

b3=b3thl(w\ .. ,i) ) 

~nopi=(bl+4.*b2+?*b3)*~*t~rcio 
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i= inte~ral de O a pi de la dislribucionm de G-S 

st12= cte*pvi2*ynopi 
= s(!,t) para 1~2 y todas las t 

-------------------------------------------------~-----------------'-,'---. 

ulo de la distriblJcion de g-'~~, par'a i-3rt:';;ulos f2'I .. !t.r\~! 0 ~::! 3.1~·¡ f·i·,ci,i;'H!~~'. 

do 80 J=1,64,1 

do 83 1=1,nl 
ptCl)=p(J,U 

a~=OdO 

do 8S l=l,nld 

Ynos=stp*(l+alfa)*stl(l)*~lo~«t+alfa)/(t*(l+~lfa»); 

(alfa*den.) 

,- integral de O a s de la distribucion de S-S 

if (dabs(Ynos).~t.l00) 10 to 85 
ss=CI-l./2.'*dexp(-ynos>*pt(1) 

a!.iis(J)= a!.ii/dos?i 
aSsan(J)= aS*snw(J) 

J)=: valor de la distT'ibucion df.l 6-·8 p;:,:rB el i3\'ii:lI..llcl we..,í) 

continua 

atdis=O 

do 90 ~.i=:1,63d 

ar(J)=0.5*zh*Cassen(J) + a~een(J+l» 
a r e a b a J o 1 ¡;~ di'; tri b 1.1 e ion ? al' a a n S 1.111) s e n t l' l'! W (.j) ~:$ W ( .H- 1 ) 

atdi. ::: atdis + ar(J) 
ls= area bajo la distribucion para anSulos entre O y 3.1~ ra0ian&5 

do 95 ,j=:2, 63 d 
arnCJ,i)=ar(J)/atdisfarnCJ-l,i) 

:J,i)= area normalizada b~Jo la distribucic,,"¡ p¡;~riS ~~J'i'.¡t..I)CI~:. (:1'1 i· y.(-:. () ''¡ \.¡L,i;'l)! 

~ el ieeilno F,';:¡SO 

if(i.&0.11) ~o to 100 
go to 99 

w r i te ( (.., , 230 ) d Po 1 en ( i ) , ene r ( j ) , \? n e r ( i ;':1. ) , eh' 1 ':; ( j ) ~ <;; (j. ) , ~:.' t ~ <:,{, r;;. 
formatC' distribucion de Gourlsmit -Saunderson p~r3 una perdida 
r..I e e n e r Sí i a de', f 1 O • 7 , 1 ;.; " lfI ,'! V f , .1,' EHI ~? 1 :i I"l t. 1':' r v;:') 1.) I ~ f 1. O {, ? , / _. I ? 

f lO. 7 , I ITI E' V, d lé! 1 o ,., ~.l i. t. t.i ti::: ' f 1. O • i' " -::§.I t;? ¡'II 2 ' , / ,f J .) 1'1 '1 i. t 1.1 d l' lo' (: () l' T' :i. d ;:¡ :" 

I , f 1 O • 7 , I Sí / e "12 , 1 un;:.:{ i t I.J d .... t (l t l' a ~~ e p t, o l' i a: .. · ' , f 1 () + '7 ~ I <:: / t: ni:! I r / , 
I 1 CH', S i t 1I d el e t, r a '::; e e t o l' i a T' Po S :j, d IJ al::: I , f 1. O • 7 ~ I :J I e If¡? I ) 

write' (6,240) 
f o r ni ¡:< t. (f W ( l' <3 eH a n p ,:;) B '.'Í~; f , .:. ;:, I a !~ ~. en' , "1:,; " ;:or' nI, s.' >: , I I,! ( ), ¡,p;Li <3 r I I 

I e s) a ~::! s J , 6 N' I c~ g s en' , -4 ,>~ ,1 Z r r'. J ) 
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write(6,250)(w(J),a.s(J),a~5en(J),arn(j,i),w(J+32),~!1s(J+3~), 

assen(,H3?),arn(j+32,i), j::::l,32,1.) 
formatC2Clx,f4.2,6x,f9.5,3x,f9.S,lx,f7.5,6x» 

11=11+4 
S tF'=S tp-'de 1 ese 
conti.nuE' 

write(b,200)st 
format(/,' lonSitud de trayectorla:',fl0.7, • ~/Cffi2') 

call eldt. 
end 

::: inver~¡1) dcd podi1r de frenam:iento 

'funct i on f (>0 
implicit real*8 eb,f,h,x,y) 
implicit real(a,c-e,s,k,o-t,v-w,z) 
implicit int.eSerCi,j,l,m,n,u) 
par a m e ter ( pi:: 3 • 1 41592653 , a n:::: 6 • 022 O 4 5 (~2 3 , 71Ti(.'\ e 2 ::; () • ~¡ 1. 1. , ;.?;!. ::::1 • 4 ,1· e -1. :~ , 
hp=4.135696e-21,c2=9.0e?O) 
common/fun/en,poi,cc,acc,xO,xl,dens,ms 
beta2 ::: 1. - l. I ( ( 1. + x I zmoc2 ) * ( 1 .... x I zmoc2 ) 
w ::: dloS10 ( dSGrt. ( beta2 / ( 1. - beta2 ) ) 
if(y.le.xO) So to 95 
if(y.lt.x1l So to 90 
delta= 4.606.y+cc 

So to 95 
delta:::: 4.606 * w + ce + acc * ( xi - w ) * * rus 
f::: L I ( :,.'! • * pi :fe e n * e ·z * e '2 / (d r:m '5 * z.m o e 2 * b.::? t ,<) :t: ( d 1. (3 S (:;: filO c 2 * beta2 * x / ( poi * poi * ( 1. - bpta2 ) ) ) - b~t82 - cl01ta » 
J'etl.lrn 
erld 

:)::: fur¡cion Que ha~ (lIJl? :i.ntegl';;~r de O a :"i en la <:H~:.ti'·H.lIJ.c:i.f)l"1 d::,,; (L.~. 
function hl(;{) 

implicit real*8(b,f,h,x,~) 
implicit real(a,c-e,S,k,o-t,v-~,z) 
implicit inteserCi,J,l,m,n,u) 
P a t' a lJI e t. e r ( pi::: 3 • 1 4 1 :5 9 2 6 5 , a n :::: 6 • 022 O 4 5 f..' 2 3 , z m o e ~~ ::: O • 5 1 j ~ e ~.,) :,; j • <1 ~ p ~. 1:~ 1 

hp:::4.135696e-21tc2=9.0s20) 
dimension p(64,100),csw(64),5nw(64) 
common/hf/J,1,eta,p,c~w,snw,beta2~beta,z,r~iz2 

xdvd=1.+2.*éta-c5w(J) 
h 1 :::; ( 1 • - F' ( J , 1 ) ) * ( 1 • / ( ;.; d vd. ).; d vd) + p i *:::~ * b e t ¡;¡ / < ¡',::i z 2 W :\. :'.. ? • ;+: 
N d v ti * * 1 • 5 ) - ( ÍJ e t -'3 2 + z * p :i. JI< b e t a /13 7 • ) / ( 2 • * >: d vd) ) :/( ~::. fil.,l ( ~¡ ) 
I'etu rn 
end 



00 de liIontecarlo, para !:=,jnH..I]¡:;r :l8~: "t.1'¡:!\H,(·t.nT':i¡'!!·,. I,'Ír' :1.0':. f.'J.f.'Ct.l'CtfH'.\~' dE' 
;:n: d¡;.~ntl'() d(? 1,In 1I1.:¡"t,erl.,o11,t,nt:!::¡5 lo':; ¡~.:l.!.CI.I.l.C)~; \'}::~ hal':"','!'! f'l.!nri8nl"')nt:;>,I.ITI~)rrt .. (¡) 
SUI(RUTINAS 

implicit real*8(b,f,h,x,~) 
implicit real(a,c-e,~,k.o-t,v-w,z) 
implicit inte~er(i,j,l,m.n,u) 
rea], *8 8::b ~s 

P8r8meter(pi=3.14159265,an=6.022045p23,zruDc2=O.51j'2?~1.~~~-13, 
h p:::: 4 • 1 } 5 6 9 Ó i~ '<.~ 1. ~ e .:.~:= Ir ,. () e? O ) 
OilTltHI~.iC:ln E'f'lE.'T'(201.)? d€·]el¡(201), p(64,f:.O)~ 1.'!(I.<.i)'i,::,:.'.(f. l\), 

8"!s(~f'I(64), ,~('(64)~ arn(.S·1,:;.~OO), s(~.~()1.), :;(tOf»)".18I.s(?I)())~1 

5'1:,1(60), csw(64), snw(64l, pt(60), 
COOI'?(20~.:) 1 r::mfW( 1.00(0) ~ 'tr:in::(:iO). Zl'::,nt'i:t(~.:;l.), 

delz(51), 005i3(51), ek(26),nelen(26,Sl) 

(~ o 1'11 m o n ./ f I.! n / ii;I n , :::' o i , e e ~ i:1!~ C , >: O ~ ); 1 , den S 9 !TI ~:. 

cO!T!mon!hf/J,1,eta1bets2,bpta,z,r~iz2 

eomfTIon/ an<3/~J 
e (;)1'11 H! (\ n./ ':;. e no s./ ':;n ~~ 
eoft¡!lIonl e o s (~n/ c:-~;,. t··! 

(:: C) 1'11 \110 n / p () J. ./ ? 

comlhQn/di s./st,l 

zh=Ot-05 
T'cio:;.::t ./3,. 

raiz2=s8rt(2.0~O) 

has::::O.3·44?9 

(l)=ener~ia inicial d0 los e]~ctrones 
1'11 i:::: e n 0 (' '=.h :;i fin, ) 1 ri \? '1. () s j:.) 1 '" ct T' o n (;¡ !::. Uf¡ ;:; ~i n r (~ I.! e í~ ~ n;:< ) 

0= ansulo de incid(~nc:ia d('f! lo!:> (~](;·t·tr·('!n(~;;:o ¿'rl (~':í rrl;;tí::·:r:¡¡;~l 

;-;: e n ~ r :é! j, a p f.'.' r d i. da F' D r l" "': ~;:. q :". a f' ¡~ :1. ¡'í ~;) 1.) ( ti ¡¡.q:.:. r:,' 1'" ,; ¡~ ,1 I~~ C' ;2 d o:~ !Ti .,) t e ¡. 1. :;¡ :1. ) 

:::: pendiente de la recta ele 1;,) ¡;'>ll\'?f':·:.:i ¡~ F,·pr·(/'¡ 1.1::; )"'01' f'¡::~Cl m:;.i·' lila 

enr~ia F'el'dj,d~1 PDr pae.·o const2nt,·; 
act.or de reduccion dE" eflersi¡;«dplerl(i);::· .. ):i.f;·~I'E\¡' t,.::> ::"¿'1'.;:< l."".i;; )';,:',:;.01 
1,ms= param~tros Me'!. efecto de densid3d 
a= numeros atomico w mosieo d~l mIDterj~l 

y dens= potencial de ionizacion w ~~nsid~d d~l m~tQri~l 
numero de termines ?n la distribuciDD d0 G-S (ruIDximn fO) 
numero M~ í::';J~;OS en Gl.!e ~;e divide l.a t.1'8\;!ectol'¡.a d~!.!. ¡'o!I.E,,::t.p;:ln (Iíi:nd,mc, :J.üü) 
numero de electrones d. la muestr2 (maximD 10000) 

re3d(2,*)ener(1),enerffii,t~t~O,eppl,~end,ep?,k,xO,xl,ms,z,~,~oi 

,dens'lll1nl,np,nh 
W l' i te ( 6 ~ 1 O O ) e n e " ( 1 ) , e n e r mi, tE! t Q O ~ e,' F' j , r' e n ti ~ e "'1:" ~ !F.. , )< () , >~:l ,I\! 'o· :: :,. r ¡~ , ,'el i 
, df?n'¡, nI f!"lP ~ nh 
f o r m a t (' e n e r ~ i a in i e i a J. del o s e:t E' e t T' C1 n 1':"';0"' ( , f ~;.I ~ ::: , / ,! C' 1'! f' r ri :i. a 
f i. n iB :1. del () '; 8 l Po e t r t:! n 8 ~;. :; I 9 f 1. () • !~ , ./ ,1 .¡ n '·:.11.1 J. t') /01 1:' :i, (¡ ,:! rl \." n ci ., < 1';;~ .~;l S ) c;: .. '! 

f7.4,/~" enel'si¿, perdidc.l ITI:in:ima f..,'-t,,;?: 1 Mf:V· .. ' 7f'/+t"i,:1.>;~ 'r·,,!!dil::·!lt(d 

, f -4 • 2 ~ .1 " e n e l' C.l i.¡¡ ~,. j.,) Y' c! :i. d ¡;¡ p \) \'" P ,;~ ~:¡ U ( (~() r! p¡ t ;,! n t~! ) :.; I f 7 v ':'j ~ / ,,¡ f' ;:!- e t l~ 1.1,,? 
redlJccion de la erH,?~.~:j.a k :;::/,f6.4,/,' F·;::'I'¡:~ITIP.tr·c:\ el l..>i'l.:C:'L¡) i.Í':~ 

den si d B d: >: O::; I , t':; • 1. , I :< 1. ;0;' I , t' 1 • 1 ,1 ITI::;: I , ·í. <; 7 .1 .' I n l.lITI'::' í' ::J':: t 1') fll :i. c: ('l:::: I 

, ·r 7 • 3 , I n u m e r o !TI 2- S í e o -= ' , f 8 • 4 , 1, I F' í~ ten ,~ i ,? 1. ... .I! 1 ;i. (1 I! :i. ~:~ ;;: l': :i n r 1 ( ~1 (.'. 1) ) ::. ( 

,f10.S?' M:o,l'lsidad::;' ~ t'~i.:~~~/7' t8rmi.f'lCl'''. :,.,¡'¡ 1 .. 3 I.i:i,<;tp·í.; .... '.It::.i.nf'l ,lE:' f'·-S;:: 
',i2,/,1 "uli!ero ITIB>~:iITI() dE' !;:.í3SU<5;;;;',:i~:·;,/,! I'II..1ITI0.';·0 el\-:-' ~''t('ctl'nl·I(,' " 
'i5) 

dent.nh::=l./nh 



en=dens*an*::~/a 

hnup=hp*sartCen*e2*c2/(pi*ZffiOc2» 
cc=-2.*dlo~(pei/hnuP)-1. 

acc=(-cc-4.606*xO)!(xl-xO)**ms 

dOl:;.r:--i.=2."I!r:·í 
cts: dospi*en*(ztl.'*e2*e2 
ct~taO=C05(tet~O) 

.11 o r:i fj 1. 01 ]. O n::! :i. tu d d ~? t .. (' I~ \::! i" e '1:, o l' i 2¡ d G: 1. o':; 1'!.1. (.' e t r' ,) n ':., " 
!tode de simpson: 

g=(ener(l)-enermi)!(m-l) 
>~, 1 )=enermi 

lonSitud da trayectoria promer:iio de las ele~trQnes 
st=!-:Iintf 
!¡; tP·-::s t. 

1 do 5 St1 c~lculardliS enf1T'fHa peT'di.dadn lon1:i.l:.l.ld '!. 1.,1 di.·::tanci.c;! r'-:.r."l'T'id.;; 
cada paso!-:l se Senera la distrjbf..lC'ir.H! óe G-S p¿::r';:: c¡:·:(l¡:, uno 

11=1 
. 

do 5 i=l,np 
dels(i)=O.O 

if(eppl.ea.O) SD to 7 
epP=epPl*enerCi)**pend 
ener(i+l)=ener(i)-epp 
delenCi):::epp 
So to l~.i 

if(epP.eG.O)~o te 10 
ener(i+l)=ener(i)-epp 
ifeenerCifl),lt.O) ~e te 11 
delen( i ):::epl'" 
Sn t.o 15 

ener(i+l)=k*ener(i) 
delenCi)=enerCi)-ener(i+l) 

n(l)= enersia perdid~ en el iesimo paso 

i f ( a b s ( e n l' l' ( i + 1 J .- (:.> f¡ (. !' ITI j. ) • :1. t. • ti e 1 t? n r. i )) !:l o t Q 2' () 
!'W t.o 30 
delen(i)=ener(i) 
s= delen(i)!Cm-l) 
~d:l. ):-::ener( i+1.) 

e A L L Y r N s 1 M F ( $~ , III , t P l' e i o , :: , ~~ i n -t. f ) 

c.i .. d s (i ) ::::de 1 e~,f.·~ 
(i)=lon~itud del iesi~o P2S0 



5(i+1)= s~cum + dele e 
)= lon~itud recorridB hB~t~ 21 ftn21 d21 iesimo p·!so 
~;acuffi=s{ 1+1) 

t.= (s. tr"-de 1 e::; e ) hd .. p 
iel5(i):::lonsitud dE.' t,rB~:!f.tc:torj¡~ l'(l ;Í.rh¡;:;l (7:'1! *:>:1 :ic'~:i¡¡ln l'¡¡<:·O 

tao=enerCi)!zffiOc2 

i)= enersia d01 ele~tron 21 inicio d~l ~~SG 

do 35 J.=;2 HIl. J 1 

CALL YINOPI(tercio,~nopi) 

st1<1'=cte*pvi2*ynopi 
continue 

,)= s(l,t> para t=l ~ todas l~s 1 

taQ'~ ene r ( i. + 1. ) /zlTIoc2 
mersla en unidade!?. d€' el'H?rsia sr! rl'?Poso P2;l"i'~ el')(',¡'(:;..\.1) 

: j. + 1)::: ene 1'31 a dC'11 ~:~], ect. T'Qi"I ,::,1 f i n¡>, 1 d(:~ J. f:';~":O 

1=2 

CALL Y!NOPI(tercio,~nopi) 

st12= cte*pvi2*ynopi 
sCl,t) para 1=2 ~ tod~s las t 

CALL DrSTRI(i~a~s,assen,arn,d.ns,dospi,zh,stp,alf~, 

t,st.12,pi,nl) 

stp=stp-delese 
continlJe 

write(6,40)j.-l 
format(' ultimo paso=',iS) 
iu=i'-l 
delz<1 )=OdO 
~';!!t.. ( 1 ) =000 

d ll=h a El / nf)nS 
do 45 1=1 ~~;O 

(ielz( U"J, ) ""p:r.:!lz 
zentst(i+l)=delz(i+l)/st 
if(delz(i+l).~e.st)~o lo 46 

cont i nl.Ji:~ 

uu""i 
:,: t E! r'I U U:::: "; t/uu 



I.J \1:" j o * ~? n E~ 1" ( 1 ) 
enenuv=ene1"(l)/uv 

do ·1B 3.;'19I..1V 

ek(i+l)::::O.l*j, 
COl'lt i nup 

v m::::s·(O)C nd !E. ~ O (. O) 
l'fI i :::: i n t ( v ni ) 
ir=mod(100.0*vm,1.0)+7 
do :.;0 i::::l~ir 

\1 V :::: T' a n ( rrIÍ ) 
c: iJ n t. :i. n I.J e 

do ~:i5 1.1=::1, nh 

1. el o 1.:l. ~.i s· e ~ e n e 1" a n las. C CI (J )" d f'i n a d "< s '? a :¡ f j f'I a :1 d f.o' r. i'< d ,¡ IJ n o d C' :1 C1~. f' <!- !C. o ~. e r 
ivide la t.ra~8ctoria del el@ctron 

czi=coorz(l) 
clo 57 i=2,ilJt:t 
if(coo1"zCi).lt.O)So to 58 
c:zi=amexl(czi,coorz(j,» 
CC)f'¡t.'Í.¡"¡l.Ii:~ 

1"al"l90 (u) =cz:í, 

e Al... L. Ct f) ~=.; F~:; f' ( 1.1 , 'i. u ~ UI.! ? /.1 V ? '.0' t. (~ n u u ? d t;:, n t 1"1 h 9 d \J "; .. i. ';:. , d,:l !. '~n 9 e:') o i' '':~ , 

delz,enoion,ener,ek,nelen) 

con"\".. :i.nul~: 

do .L,~:i l:.::'I..ul.l 
cl:"cl+do5:i.~¡(1) 

GntoBh=cl*stpf'lIJU 
ao=" f-~nE:'J·<:.·!i;::: tCtt,2:1 ah<::.or·h:i.da erl (~l 1Ti;:~tf!:.lT·:i,aJ. 

e o r I t .i. tí u,.·:.' 

1.J T' i te ( 6 , ~H O) s· t. , s· ( i u +:1. ) , e ,", e r ( i ti -1- :1. ) , d (! 1. el" ( :i u ) 
t' o J' ITI ,3 t (' 1 o n ::1. i t IJ d de t r ¡:>. ',,' €., (. t D J' :i. ," F' l" o Ifl r> d 'j. o:": f • f 1 O , ?, I ::~ .1 c: rr!? I • .1 • 

Ion ~~ i t u d r e c o )" r ida h 2: ~; t, i3 e:l IJ] t i !T, o F' ;:\ ~:' o:::: I '1 f 1 () • "¡ ?' '.:j .1 (: 1), ::'. ' ? .1 , 
I €~ n ~ r s i a a 1 l' i n ,¡ l. d p '1. I.J 1 t i Il! o F' ¡;l ~:. n ;; I ~ f 1. O ,. ? 7 I 11I n '.-" '1 :'" I"! f.., r 'l "i. B del 



I corte=',fl0.7) 
write(6,520) entoab~enoion 

fOflllat(' enersHa total f:lbsorb:id¡;~='?fl~',i,8?' IH'V',lr' \:,!¡("I':::;¡¡:,: no 
absorbidB=',flS.8,' m8v') 
write(6,530)ran~op,dsran~ 

format(' T'Bn10 Pfom@dio:',fl0.J,' +1-',fl0.7,' ~!C~7/) 
wri'te(6,540i 
f o ,'!Ti a t ( 1 :.~ 1 I Z 1st ( i ) I ,9:< " t r- a n~" ' , 1 8 ~.~ , I ;-: / '~, t ( :i + 1 ) , ~ i\~' ry f ir ( .\ <, :i {" " 

I ( i _. i + t ) I ) 

W l' i t, e ( (;, , 550 ) (z e rt t !:.t, ( i. ) , t. r ¡~ I'I!; ( :i. ) , 20 n t .. ~'. t ( :í + t ) " d fJ :~, :i ':: ( :i ) "1 ;\ 1 ~. j 11,1 ! 

forffiat(tx,f8.5,~x,r12.6,10x,f13.5,6x,f)O,5) 

do 70 l=l,ulJ 
write(6~560) delz(l),delz(]+l) 
format(' ~~~:.F·ect..ro d8 ~!n~r~.~i;:; erlt..retl!1f'tO~.f4fjl ~;~ -< l,f1.:·~\·?:! 

, S/cm2 de prDfundid~d/) 
wri te ( 6 , 5(5) ( e k ( n ) , f'[J? 1 ,e Fl ( n , ] ) , í"' k ( n + ~:¡ ) , rl\::l JI.;> n ( n + ~:i , ] ) ~ r·: k ( !'¡ + :1 O ) , 
nelen(n+l0,1)~ek(h+t~)~nel@n(n+15,1),pk(nt2Q),n81~n(n+20, l), 
n=1,5) 
format<5(lx,f4.2,2x,i5,7x» 
write(6,~70) ek(uv+l'~nelen(26,1) 

formst<77x,f4.2,2x,i5) 
c(.')nttnlJe 

c¡¡~11 f:'~~dt 

end 

SUBROUTINE YtNSIMF(.,m,tercio,x,~intf) 
implicit real*8Cb,f,x,w) 
dimension ~-d 100) 
com!Tion/fun/en~poi,cc,acc,xO~x1,den$,ms 

do 5 j:.:::?',m 
x(J)::: x(J-l) + • 

b1= f(xCl» + fexCro» 
b2= 0.0 
do 10 j=2 ~ 1T1-1, ~~ 

b2= b2+ f ().« J) ) 
b3= O~O 
de) 15 ,-.í=3,m-2,2 

b 3 ::: b 3 + f ( ):( J ) ) 
wintf=( b1+ 4 •• b2+ 2.*b3)* tercio'. 

return 
end 

ulo d(-;' serio";? CD';'~nos .~ F'l)l.inomi..:,ls dt;) Lf.,\::.~er'¡(i\',,' Pd'f';::: 3'"'''.111!".)''' ,,?!'d~r'E' t. \:~ ,. .. i 
f:~UE:ROUT I ME POI.. r N (t.), snw, C'"W, 1"'? r! 1 ) 
dim~nsion w(6~),csw(64),snw(64),p(64,60) 

d05 .. .i""1,641l 
(,J (~H l.) ";;0 I ()~.i*,.i 

:::: an8U los pn t, re O ';1 2 ro' i r ¡"d i [·Hl(·:)S 
CS¡.) (j) ;;~co-¡:; (t.I (.i) ) 

n!AI(~i,;:;; "".in(w(j» 

p ( ,j • 1. ) ,': t • O 
1)~ primer polinomio d~ Lesendrp P2ra el an~uJD w(J) 

¡-:. ~' ~j ti 2) e ~:; ,;,4 ( .j ) 



do 1. O 1::: 1 JI-.1'- '.' 
p(j,1+2)=«2.'ltl)*csw(J>*p(J,1+1)-]*p(J,]»/(]+1 ) 

1.'~2).:;: pol:inl)r!¡in (l'I<~) I'~¡T'~! :}l Bn~:Hllo loIL.i) 

corl t, i rlue 

rettJrn 
E~nd 

SUBROUTINE 8ETnEfA(taD,Pvt2,zmDc~,?,bnt2J~0t ~.~t=~ 

implicit real*8(b) 

beta2=1.-1./«1.ttae'**2.) 
beta::: dsart(beta2) 

= reIaeien v2/c2 para enerCi) 

pvi2=(1.-beta2)/(zmoc2*zmDc2*b.t~2*~et2?) 
:::: i.nver~:.Q ti!'! (pv)2 p¡;;:ra enwr(i) 

sta:::: (6.802.-05*(z**O.A6)/(4.*tao*(tao+2.))~C1 .13+ 
3.76*«z/C137*beta»**2.» 

constarlte de apantallamhmto ti€' Me!] :ler'. p,,:r~ €';'¡('l·(i) 

ret.urn 
end 

s U B F: O U T 1 N!-:~ '( f. N O P r. ( t I? r ,~ i e , ~ n íH' i ) 
ilTlplicit real*8 (b,f,l1n(,~). 

dimensinri w(65),csw(64),snw(64),p(64,60> 
eonlme)nl arls/w 
comll'lclnl senos/snw 
CC)flllTIonl e oserll csw 
e OlTlllíc,n/¡::'o 1 /p 
common/hf/J,1,eta,beta2,bet.a,z,raiz2 

s=3.15/62 
J:::63 
bl=hl<wC.n ) 
b2=OdO 
do 5 ... i=2,t,2,2 

b2=b2+hJ(w<,,)) 
b3::::0dO 
d(.) 10 ... i=3,61J2 

b3:::: b3+hl (t.d j) ) 
~no~i:(bl+4.*h2+2.*b3)*~*t.rcjo 

i= inte~ral de O a pi da la distrib~ciQn da S-S 

¡'et.u rn 
and 

- -- _. ,- _. _.- - _. - _. _ .... ' ......... _ ..... _. ' ... _ .... ' ..... " ........ _ ......... N" ___ ......... ., •••••• ~ .......... " ... ___ .............. ~~. " ....... _ •• , ,_ "'" ., ... 0, ... , ••• , •• '" ~ ....... _ •••• "4' •• '" " .. ~ ....... o •• 

S 1I:B R Cl U T J N E nI S T R T ( i ~ a g s , a S"; ,:\ n , a T' 1'1 ~ d lO;! iV~ ~ d o~". p' j 1~" h ? <:¡ l f' ~: d :t r a , 
t1!?.t12~F'i1nl) 

implicit real*8(Y' 
rpa1.*8 CiS~.':lS 

dime n s i (.) n ~. ( 6 4 ~ 6 O ) 1 S t 1 ( 6 O ) , ~;; n w ( t. ,1 ) , il!:! L ( .-'.4 ) ,M'¡ 'c:. El fl ( ¿:. 4 ) ~ ;! r' ( ,t.. ~ ) • 



arn(64,200),pt(60) 
e C) 111111 o n I s €! n o si:::. n w 
cOlillTlon/pol/p 
COl'lllllc)nl di si s t 1. 

do 5 j:::l. ,,~4 d 

do 10 1=1.,nl 
F-·t<l):::F,(.J,l) 

a~=OdO 

dc) 1S 1::::1,n1,l 
~nos=stp*(1+Blfa)*stl(1)*alo~«tt21f~)/(t*(1+~lf~))! 

Calfs*dl\"!ns) 

::: inte~ral de O a s de la djstribu~ion de G-S 
if (dab~(~nos),1t.50) jo to 15 
~s=(1-1./2.)*dexp(-wnos)*pt(1) 

a~=a~.'H~s 

a:lsL.i)= as/dos¡:.-i 
a~sen(J)= aS*snw(J) 

... i)= valor de le:: distribucic.\1"! d~.· G-·S f!·,":"!'¡3 el Bn~jl.!lo t..J{)) 

atd i $·=0 

do 20 j=1,63d 
ar(j)=O.5*zh*(a~5en(J) +a~sen(J+l» 

area baja la distribucion para an~ulGs entr~ w(J) ~ ~(.j+l) 

atdis = atdis + er(J) 
s= area baJa la djstribucion para angl..!lQ~ 2:lt re O ':! ~ 1~5 riHoi:i.nnc:s 

arn(l,i)=ar(l)!atdis 
do 25 J=2,63d 
arn(J,i)=arCJ)!atdis+arn(J-l,i) 

J,i)= area norllrslizBda bajo 1? di5,tr-:i.r:.;t.1cton p~~ra an::=;fJln~~. ~!nt.p(:~ () ':~ v·J~j+t), 

return 
end 

SUBROUTINE ZRANG(IJ,d01s,coorz,w~.rn,pi,mj,~tet~O,lu) 

diffiRnsion w(65),cOOfZ(202),arn(64,200),de]s(200) 

coor':é~(1.)::;:O.O 

;·.h) '.) i·::: 1. ~ i 1.1 

do lO j"1~63 
ir(~~z2r.lt.Brn(J,i) So to 15 
ont i.t"lU(· 

i.' n c., r (", í , .. i ) -} \' ( ,i..j· 1 ) ) /2 • 
a n ~~ !J.' \ "'. o 1. f' 1"1 .:., ':1 i7~ f 1. e;·: i !l n ¿" 1 (.;, ~, t o y' i o 



delfi=2.*pi*ran<mi) 
ansulc' aziITl1Jt;,:;J, dí"! defle:d.on Ble¡:d,\')l'io 

CW=cos (WIT,) 

cteta2=ctetal*cw+sart«1.-~tetel**2)*(1.-cw*cW»*~DS,(cl~lfj) 

e o o r z ( j, .. 1 ) :: del ':;: ( j ) ~t { e t f' t;,¡ 1 + C' t (" '1:" ;.~ 2 ) * () . -.c; + 1" (: n !' :' ( :i. ) 
~::: e o o r den i3 d i'>. .~~ .:;: 1. i n 'í r: i o ,/:) ,.:1 e 2 d a 1"';;1 ~3 \.) {:;: d j l' P r,' e j, (l!l d ni 1'1 e :i, Ij f! r,,"::i r:: 1'1 (¡ l" In a). ('j(.~ 

ct,f:?tal :;;;cte t,¡;,:2 

cont i nUí.' 

return 
end 

s U F.I R O U T t N E ¡:;~ F' T F: f.¡ N ( f' ¡;~ n !i.! o , t r' ;:: r' '!'; , rl p 1. ;:~ ~ : !!J , n h ~ d p n ';', n h ~ '''. '~J'!,~ ',:' :" .' rl '" r·", n :,'; ) 
implicit inteserCi,j,l,m.n,u) 
di ffI ::m s:.i 1) n Y' a (, ~í tJ " 1. O O O O) , r! ~d,,", ( S :t ) " t n,' n 'i:'. ( ;:5 O ) 

do 5 u=l,nh 
rang=ran!1:!o(u) 
rangop= ransoptdentnh*rans 

DP= rango promedio de la muestra 

erang= eran~trang*rans 
eontinue 

ds rans=sa rt ( (e rang-'nh* Y" ango?* r~n!'lCJP)./ (r:h-·j ) ! 
n!1:!= d~svi;¡¡cicm t:'!d,,::mMarr:.! (;Í(?1 ran~jo ~T'Cl!!!f,·:';'i.,::) 

do 10 1=1, UfJ 

Il'Ine=O 
do 15 u=l,nh 

if(ranSo(u).gt.delz(i) So to 20 
90 to 15 
mne=lTinetl 
cont i nlJe 

trans(i)=mne*dentnh 
conttnue 

return 
end 

SUBF:OIJ TI NE [lOSE SP ( u , i. u 9 1.11.1 ? l.IV , s t e I"IUIJ ~ M e n t.nh 9 00 s' i. ,"'. , 11~! .1. "1 n , 
coorz,delz,enDiDn~ener,ek,n.len) 

ill'l?licit int.eger(i~,j,11ff1,n'tJ) 

r.H !TI e n s ion e o en' z < :2 0:2 ) , tí e J. en ( 2 () 1 ) , del :?: ( :::i1 ) , d o s :i. ~, ( ~:i O ) ? I! le. ). (:' r I ( ? A ~ 'S 1 ) 
~ek(26),ener(201) 

. '-") 1 J. -..:, 

1 '''' 1 
1 m:::: 1 
rt ',e IJ 1,,1 + 1 

"í11"" ~?5 

if(l.st.uu) ~o to 10 

,:10 l~:¡ ,j:::!ij.~j,I..I+l 

tf(cot'f'z( ... i).lt.O,oT'>coorz(.)),sp.dl"'lz(n)) ~(,t 'lo ::::r:) 
i. f ( t" D n r ',~ ( .j ) • '1. t • ti p l :~ ( '1. + 1. ») el O 1:.1') 2 '5 
i j :::: ,j 



:l.::;: 1 + 1. 

if(coor2(J).~e.delz(1» ~0 to 30 
1=1-1 
So to 25 

;= dosis por unidad d0 ar83(mpv rm2!~) 

dosi~(l)=dosis(l)trlelen(j-l)/stenuu*dentnh 

if(J.ea.2) So to 35 
So to 40 
if(lm.lt.l)So to 45 
SO t(J 40 
nelen(mfl,lm)=nelen(mfl,lm)+l 
lm::::lm+l 
so to 35 

if(enerCJ).ge.ekem» so to 50 

JT¡::::flI'-l 

:'~o t,o 40 
if(ene~(J).lt.ek(m+l» So to 53 
m=m+l 
~!Eo to 40 
if(enerCJ+l).se.ek(m» So to 60 
"31;) to 65 
if(coorz(J+l).lt.de]z(l+l» So to 70 
So to ,$5 

if(coorz(J+l).~e.delz(l» So to 15 
nelen(ffi,l)=nelen(m,l)+l 

ifCJ.st.(iutl») So te 10 
enoion=enoiontdelen(J-l'*dentnh 

on= enerSia total de los electronps rptrodispersados 

j:::.Hl 
St) to 20 

ret.IJrn 
end 

= inverso del poder rle frenemiento 

functien f(;.:) 

implicit realt8 (b,f,h,x,~) 

implicit rpal(a,c-e,g,k,o-t,y-W'z) 
Y'e¡;¡l:f;B ".1t'?J. 'l.,3 
f·· in' i?: 111 e t.. (~ l' ( 1" i := 3 • 1 4 1 592 f.. :; 3 • z m e e 2 "" O • '5:1 1 , e :.~ ::, j • 41\ El -:t ~:\ , C' 2::" S' • O r' ? (1 ) 

e () In Il! o n./ f 1.1 r! " en. r' o ·í . .' e e ~ 1') e;:: ~ >: (\ , :: 1 f rj e n s , IT! s· 

b p t s 2 "" 1. -' 1. I , ( 1. + .... .1 2 m o e :2 ) * ( 1. + )-( I :~!!! ()!.' ;> ) ) 
s = dlo~10 ( rlsGrt ( bpt~2 / ( 1. - bet22 ) ) ) 
if(~.le.xO) ~o te 5 



if(w.lt.xl) !o te 10 
delta= 4.606*~+cc 
~o tiC) 5 

delta = 4.606 * w + ce + acc * ( xl - ~ ) * * ffi5 

f=1./C2.*pi*en*p2* 02 / (rl0n~* zme~2 * b~t~2 ) * ( ~10~ (~m~c2 * beta2 * x / ( poi * poj * ( 1. - b~ta2 ) ) ) - bpt~~ - d01ta » 

retlJ rn 
end 

p:: flJ(¡cicm Gue h,~I~ GUf? i.nt~~r;:¡r Me O ;;3 pi. ers !i¡ d:L;t.rU:l!.!<"~·í'."'n ,:h~ f3.<;; 
funct.ion hl(~.:) 

implicit real*8(b,f~h,x,y) 
implicit real(a,c-e,!,k,o-t,v-w,z) 
parameter(pi~3.1415926~) 

dimension p(64,60),csw(61),snw(64) 
common/hf/J,1,eta~beta2,beta,z,raiz2 

CDmIl!On/senos/snw 
COITIITlOr!l cos·en/ C'~vJ 
C:Clfflff,on/po 1 Ir ... 

xdvd z l.-csw(J)t2.*eta 
hl=(1.-p(J,1»*(1./(xdvd*xdvd)+pi*z*beta/(r~jz2*j~7.*xdvd**1.5) 
-(beta2+z*pi*beta/137.)/<2.*xdvrl»*snw(J) 

retlJ rn 
end 
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