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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

Es un hacho bien conocido que en la naturaleza 

existen únicamente 300 especies nucleares estables, y que 

durante la última mitad de este siglo se han identificado 

y estudiado unas 1300 especies adicionales. A partir de 

ellas se ha obtenido un conocimiento razonablemente am

plio de la estructura nuclear y se han ideado diversos 

modelos con los que es posible describir, entre otras c~ 

sas, las energías de amarre de los núcleos en su estado 

base (ó equivalentemente, sus masas). 

Por otro lado, recientemente se ha desarrollado 

la tecnología necesaria para producir reacciones entre 

iones pesados como uranio contra uranio. Cuando se cons! 

ga elevar las energías de bombardeo a 2 GeV por nucleón, 

se estima que pueden llegar a aparecer hasta 6000 nueVaS 

especies, con las que se pondrán a prueba los conocimien 

tos actuales. 

Las fórmulas de maSaS nucleares juegan un papel 

muy importante en este sentido tanto bajo el punto de 

vista de la teoría como de las aplicaciones. Bajo el 

primero permiten establecer la validez y las limitacio

nes de los modelos. Ayudan a mejorar la visi6n te6rica 
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de la materia nuclear. la estructura de capas y los nú

cleos deformados. Bajo el punto de vista práctico pre

dican propiedades de los núcleos, que son de especial 

interés para la química nuclear y sus aplicacione~. Ad~ 

más, permiten evaluar masas de núcleos que no han sido 

medidas, 6 que es imposible medir. También son útiles p~ 

ra resolver problemas experimentales, tales como saber 

si una nueva masa medida correspondB al estado base del 

núcleo·en cuesti6n, ó a un estado excitado. 

Debido a que aún no se cuenta con una teoría nu

clear completa, sino más bien con un conjunto de modelos 

complementarios, es difícil que una misma f6rmula sea 

simultáneamente "la mejor" ante los dos aspectos antes 

mencionados (eohen 1975), lo cual representa un reto que 

imprime interés al tema. 

Este trabajo representa una revisi6n y continuaci6n 

del trabjo realizado antes por Bauer y Canuto (1967) y 

conserva su antigua motivación. En el se muestran algunos 

resul~ados parciales que tienden a enlazar, bajo un punto 

de vista fenomenológico al modelo de la gota de líquido 

con el modelo de capas, y a este último con el modelo ó~ 

tico. La investigación se enfoca hacia la elaboraci6n de 

una f6rmula de masas nucleares que pueda extrapolarse con 

confianza y un mínimo de esfuerzo a núcleos lejanos de la 

linea de estabilidad. 

A pesar de que el carácter de los tres modelos 

mencionados ea distinto, encontrar su conexión no sólo es 

deseable bajo el punto de vista estético, sino que como 
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ahora· se ver~, es necesario bajo el punto de vista pr¡{ct! 

ca. 

Como es bien sabido, al analizar algunas propied~ 

des globales de los núcleos, tales como la energía de 

amarre por nucleón y la densidad, es factible establecer 

una analogía entre el núcleo y una gota de liquido. 

Esta. analogía fu~ empleada por van Weizsacker (1935) y 

Sethe y Sacher (1936) para desarrollar una famosa fórmula 

de masas, que para la energía de amane E A tiene la fo!, 

ma 

(1.1) 

en donde 4., AS' AS" .... Y ...... son parámetros ajustables, y 4\ 

es un término de apareamiento que toma en cuenta el efe~ 

to que, en la estabilidad, produce el hecho de que K 6 z 
sean pares ó impares. Esta f6rmula se inspira, así pues, 

en un modelo macrosc6pico, en que el primer término re

presenta la energía de volúmen, el segundo una corrección 

debida a efectos de superficie, y el cuarto toma en cuen-

ta la repulsión de Coulomb. El tercer t~rmino toma en cueU 

ta que los neutrones y los protones pertenecen a gases 

de Fermi distintos, y proporciona la linea de estabili-

dad correcta. 

El éxito de la fórmula (1.1) es notable, pues coU 

sigue ajustar las masas nucleares con un error de un 1%, 

y aún en este error proporciona informaci6n importante. 

En la figura (1.1) (tomada de Bohr y motte1son 1969), 
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se muestra la energía de amarre por nucle6n en función 

del número de masa A • la linea continua es la predic

ci6n de la fórmula (1.1) con 4,,=15.56 nleV, ILs =17.23 nleV, 

LSY~ =46.57 meV y ~ =1.24 fm., para los isóbaros más es

tables. los puntos son los valores experimentales. Como 

puede verse, la pequeña diferencia entre ambas curvas 

muestra una energía de amarre adicional para núcleos que 

tienen ciertos números "mágicos" de neutrones y protones 

(20,28,50,82 y 126), revelando así una estructura de ca

pas, como la conocida en el caso de los átomos. 

En la figura (1.2) (tomada de KOmmel et al 1966), 

dicha estructura resalta con mayor claridad. En la absisa 

se muestra la diferencia que existe entre las energías de 

amarre ajustadas por la fórmula (1.1) y las experimentales. 

En la ordenada, se da el número de neutrones de cada nú ... _,' 

cleo. los coeficientes ajustados son en este caso 

Cl.,,=16.09 meV,Il,=19.04 meV,".Y~ =23.89 meVy ~=1.16 fm. 

la desviaci6n estandard es 2.78 meV. Puede verse clara

mente que la diferencia entre los valores te6ricos y ex

perimentales es sistemática, y que aquellos núcleos cuyo 

número de neutrones corresponde a los números "mágicos" 

antes señalados muestnan mayor energía de amarre que la 

que se esperaría de la f6rmula (1.1). 

Si bien la diferencia mostrada en las figuras (l.l) 

y (1.2) es pequeña, es importante para evaluar con pre

cisi6n propiedades de los decaimientos alfa y beta, y b~ 

r~ras de fisi6n, así como para determinar si existen n~ 

cleos superpesados estables (K5hler 1971a,1971b, fiset y 
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figura 1.1. Energia de amarre por nucleón, en funci6n del 

número de masa para los isóbaros más estables (tomada de 
Bohr y mottelson (1969)). 
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Figura 1.2. Diferencia entre las energias de amarre 

ajustadas por la fó~mula 1.1 y los valores experimenta

les.en funci6n del número de neutrones (tomada de 

Kümmel et al 1966). 



Nix 1972, Nix 1972). 

De acuerdo con el modelo de capas, que se sugiere 

tan claramente de la figura 1.2, se puede considerar al 

núcleo como un conjunto de nucleones que pueden tratarse, 

en primera aproximación, como partículas independientes 

que sa encuentran en un potencial promedio. Dicho poten

cial \J se produce en forma coleetiva por el resto de los 

nucleones. As! pues, a cada nucleón ligado corresponde 

una eigenfunci6n de onda f ... y una eigenenerg!a E .. deter

minados por la ecuaci6n de Schr5dinger 

(1.2) 

mayer y Jensen (1955) encontraron que escogiendo 

para \J un potencial de oscilador armónico, y tomando en 

cuenta la interacci6n spin-6rbita, es posible agrupar a 

los niveles de energía de tal modo que se reproducen los 

números mágicos antes mencionados (ver figura 1.3). To

mando en cuenta "interacciones residuales" que no se in

cluyen en el potencial de partícula independiente, este 

modelo ha permitido comprender numerosas propiedades de 

la estructura nuclear, incluyendo la sistemática de las 

masas nucleares (Liran y Zeldes 1976). 

En relación con lo anterior cabe mencionar que 

el modelo óptico, usado en reacciones nucleares, parte 

de la misma idea que el modelo de capas, pero con la di

ferencia de que en ál, la energía € se fija arbitraria

mente y la función de onda debe cumpli~las condiciones 

a la fronter~ propias del problema de dispersión. 



611 ... 
even 

511 ... 
odd 

411 ... 
even 

3"w 
odd 

, , 
\ 
'-1j"/2 (16)-[184)_184 

1 
4$ .,-3d]/2 (4)-

=3d -?:;-4$'/2 29'/2' ¡~l= 
-2g-{'v- li"/. (12)-

~"-3dS¡2 (6)-
-1¡---{ , 29'/2---(10'-, , 

\ 

\'~~;~~~~1~i'~'/~. ~(14)-[126)-126 

j 
-3P_:::_~~~ . ¡tl= 
-2f--c-" 21 5/2 (6'-

-'-_21'/2 lh'/2 ___ {\~:=[100) 

" -1h--{' 

"'~~~~~1~h~"/2~==(12)-[82)-82 ¡ -3&---':-35'/2 {2,-
-2d-.c" 2d'/2 (4)-

" 2d'12 {(86,)_-[64) 
,-19'12 

-19-(' 

"\,----19.12---(10)-[501-50 
. _2p'Iz (2)-[401 

{ 
-2p-.-' __ 1f 512 (6)-[38] 
_lf--<,X-2P'/2 (4)-

"--1F/z (8)-[28)-28 

2hw {-25-_ .-1d'/2 (4)-[201-20 
even -1d-<.X-2S'/2:W;;-::====12)-1161 

-'-Id 5/2 (6)-[14] 

l1lw _lp-c--1p1/2-------(2)-[BI--8 
odd '--1p'/2 (4)-[6) 

O -15-----1.'/2-------(2)-[2]--2 

figura 1.J. Esquema de niveles de energía para el modelo 
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Jensen (1955». 
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Ahora bien, en f6rmulas de masas que se usan fre

cuentemente, como la de Myers y Swiatecki (1969, 1974), 

intervienen el modelo de la gota de líquido y el de ca-

pas en forma complementaria. Se supone que la energía de 

amarre está dada en principio por una suma de tárminos e.(~~) 

que dependen de cada nivel de partícula independiente. 

Pero la energía de amarre se puede escribir 

(1.3) 

en donde fCé) es una distribucil5n alisada de los niveles 

de' energía. Puesto que el primer término es liso, as! c~ 

mo la f6rmula (1.1), se le substituye por esta. los efe~ 

tos de capas quedan supuestamente aislados en la fluctu~ 

ción dada por el segundo término, para el cual se da una 

f6rmula semiemp!rica, 6 bien se hacen cálculos numéricos 

detallados. Este procedimiento está justificado bajo el 

punto de vista te6rico por el trabajo de Balian y Bloch 

(1970, 1971, 1972) Y el método de Strutinsky (Brack et al 

1972). Sin embargo, en ningún caso se obtiene la fórmula 

de masas enteramente a partir del modelo de capas. Esta 

última posibilidad es la que se estudia en este trabajo. 

El respaldo formal está dado por la teoría de mu

chos cuerpos. En ella se parte de las interacciones nucleón

nucle6n, y mediante cálculos autoconsistentes se obtiene 

un potencial promedio que permite tratar a los nucleones 

como partículas independientes influidas por este. Es pr~ 

cisamente la misma idea que existe atrás del modelo de 
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capas y el modelo óptico, para los cuales existe eviden-

cia experimental independiente. 

A partir del potencial autoconsistente se obtienen 

los niveles de energía de partícula independiente, con 

los que a su vez se calcula la energía de amarre del nú

cleo. Este 61timo paso es el que impone a los resultados 

de la teoría de muchos cuerpos como la guía formal de e~ 

te trabajo. 

Si bien mediante cálculos autoconsistentes es po

sible obtene~ las energías de amarre. ~stos son complejos 

* y no proporcionan una fórmula analítica • Puesto que aquí 

se desea encontrar una expresión de tipo general para las 

masas nucleares, se substituye al potencial autoconsiste~ 

te por uno fenomenológico, y a partir de este se obtiene 

una expresión analítica para los niveles de energía.fina!. 

mente, esta se emplea para construir la expresión de la 

energía de amarre. 

Sumando adecuadamente las expresiones obtenidas, 

se encuentra una fórmula para las energías de amarre, 

que consiste en un desarrollo en serie de potencias de 

A"3 
• Los coeficientes son funciones de los parámetros 

del modelo de partícula independiente, y para los núcleos 

cuya última capa no está llena, dependen de un parámetro 

* 'Tondeur (1978) ha desarrollado un sistema mediante el 

cual se pueden calcular autoconsistentemente energías de 

amarre de una forma precisa y más simple, pero no propoL 

ciona una fórmula analítica. 
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de llenamiento,que se define por el número de partículas 

en ésta, y de la deformación del pote~cial autoconsisterr 

te. 

Debido a que el cálculo de la f6rmula .completa r~ 

quiere de un esfuerzo considerable, . para poner a prueba 

las ideas en que se basa este trabajo, se ha empezado por 

construir una f6rmula de masas. que no toma en cuenta el 

parámetro de llenamiento y la deformación. Esto es razo

nable,.pues la parte ignorada corresponde a una fracción 

mínima de la energía total, como se puede ver de la fig~ 

re 1.1, en donde se aprecia la discrepancia debida a efe~ 

tos de deformaci6n y de capas. Si el camino que se sigue 

es correcto, habrán de obtenerse resultados semejantes a 

los de la fórmula de Bethe-Weizsacker-Bacher al comparar 

con valores experimentales. 

Con objeto de que el potencial fenomenológico teu 

ga un carácter suficientemente general, como para que pu~ 

da emplearse sobre toda la tab~a nuclear y permita hacer 

extrapolaciones, debe depender de parámetros que cumplan 

con las mismas propiedades. En este sentido se cuenta con 

los parámetros del modelo 6ptico fenomenológico, el cual 

ha sido estudiado ampliamente. 

Consecuentemente ha sido necesario establecer la 

conexión que existe entre el modelo de capas fenomeno16-

gico y el modelo 6ptico fenomeno16gico. Esto se consigue 

mostrando que ambos surgen de una misma ecuaci6n de 

Schrodinger con un potencial no local. La no localidad, 

por su parte, queda justificada también por la teoría de 
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muchos cuerpos. 

En cuanto al potencial esférico ~enomeno16gico que 

substituya al autoconsistente, se han estudiado dos posi

bilidades distintas, teniendo en cuenta que deben permi

tir soluciones analíticas para los niveles de energía. 

Por un lado, se ha empleado un potencial de oscilador a~ 

mónico modificado, como el que Nilsson et al (1969) han 

propuesto para cálculos de estructura nuclear. Por otro 

lado se ha tomado un conjunto de pozos cuadrados infini

tos, con cuyos niveles, calculados a partir de un desarr~ 

110 analítico, se ha pretendido representar a los de un 

pozo cuadrado finito. La raz6n para hacer esto último, es 

que un pozo caadrado representa mejor al potencial nuclear 

que un oscilador armónico. En ambos casos se ha procurado 

qua las expresiones obtenidas sean tan realistas, como la 

restricci6n de que sean analíticas lo permita. 

En trabajos posteriores se incluirán los efectos 

de deformación también en el contexto del modelo de capas, 

posiblemente siguiendo el mismo procedimiento empleado 

antes por Bauer y Canuto (1967), 6 bien el de Zeldes (Liran 

y Zeldes 1976). 

En el capítulo 11 se exponen algunos de los aspes 

tos más relevantes de la teoría de muchos cuerpos, que 

constituyen la base formal de este trabajo. En el capít~ 

lo 111 se muestra la congruencia que existe entre el mo

delo de capas fenomeno16gico y el modelo 6ptico. A partir 

de esto, se describe la forma como se obtienen expresiones 
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analíticas para los niveles de partícula independiente, 

en base a la informaci6n obtenida del modelo óptico fen~ 

meno16gico. En el capitulo IV se construyen dos fórmulas 

para la energía de amarre del n~cleo, de las que se seles 

ciona una de ellas para ajustar a los valores experimen

tales de las masas~ los resultados de dicho ajuste se 

muestran y discuten en el capitulo V. Finalmente, en el 

capítulo VI se resumen las conclusiones obtenidas y se 

señalan las perspectivas de este programa de investiga

ción. 



CAPITULO 11 

ENERGIA DE AmARRE TOTAL y CALCULOS AUTOCONSISTENTES 

En la teoría de muchos cuerpos se han ideado m~t~ 

dos que entra sus objetivos cuentan con el de calcular 

la energía da amarre de los núcleos en su estado base. 

En ellos se construye un potencial autoconsistente de 

partícula independiente que se relaciona con el modelo 

de capas y aproxima al potencial exacto del hamiltoniano. 

El inter'. que tienen tales cálculos para este trabajo 

proviene de que, en principio, permiten tender un puente 

entre los niveles de energía del modelo de capas y la 

energía de amarre total que se desea obtener. 

Puesto que dichos m'todos constituyen la base 

formal de lo que se hará en los siguientes capítulas, se 

les describir& esquemáticamente, de modo que se tenga 

presente el terreno sobre el que se pisa. Este, por cierto, 

no es completamente firme como se verá. El prop6sito que 

se tiene es hacer un análisis crítico que destaque los 

resultados relevantes para los siguientes capítulos. Sin 

embargo, no se pretende de ningún modo hacer un tratamie~ 

te detallado, el que se puede encontrar e~ textos como 

el de Srown (1971), el de de Shalit y feshbach (1974) y 
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artículos da investigación, a los que se hará referencia 

oportunamente. 

Se empezará por describir el método de Hartree

fock (Hf), que si bien no es adecuado para emplear en 

cálculos de fíeica nuclear, es un buen punto de partida 

que permite comprender los conceptos m&s importantes del 

problema~ Posteriormente se mostrará la forma como el 

método de Brueckner-Hartree-fock (BHF) mejora el poten

cial eutoconsistente y resuelve en parte los problemas 

que hacen inaplicable el método da Hf a la fisica nu

clear. En ase momento se ve hasta que punto los resulta

dos d~ BHf son consistentes con los obtenidos en reac~i2 

nes de expulsión (knock-out), y como de sus secciones 

eficaces se obtiene cierta informaci6n respecto a los ni 

velea de partícula independiente. Esto llevará a la ne

cesida~ de incluir la llamada energía de reacomodo, que 

finalmente desaparecerá al mejorar el potencial autocon

sistente de acuerdo con el método de Brueckner-Hartree

fock-Renormalizado (BHfR). 

2.1 El método de Hartree-fock. 

En el método de Hartree-fock se encuentran las 

ideas fundamentales que llevan al concepto de poten

cial autoconsistenta. Aquí se presenta una exposici6n 

simplificada de Jste en la cual se destacan los result~ 

dos más relevantes. 

Considérese el hamiltoniano del siste.a 
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dado por 

A 

H::. L T; +.!.. LV .. .<1 ~ ':.j '1 
(2.1) 

en el que se ignoran interacciones entre tres y más cue~ 

pos. En segunda cuantizaci6n :st~ toma la forma 

(2.2) 

en donde a7 y A¡ son ~peradores de creaci6n y aniquila

ci6n que cumplen las reglas de conmutaci6n propias de un 

sistema de fermiones: 

{ a.+ A·+l = D: {(lo 4' t .~~ .,~S 

(4'+ 4·1: 1 ~o .,,) ,~ 

en donde, de acuerdo con la notaci6n usual 

(2.3) 

(2.4 ) 

(2.5) 

Pero una forma alternativa de escribir el hamilts 

niano (2.1) es 

(2.6) 
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en 'donde V. es un potencial de partícula independiente 

para el que se obtiene un conjunto de funciones de onda 

ll( .. } • Si V. se escoge de tal modo que el segundo térm,! 

no sea pequeño, se tendrá esencialmente un Hamiltoniano 

que consiste en la suma de los Hamiltonianos de partícu-

la independiente. Se sigue que la forma de construir tal 

potencial es minimizando el valor de expectación de H 

para la función de onda i dél sistema. Esta se deberá 

construir a partir del conjunto {'I'd generado por Vi. , 

lo ~e origina la autoconsistencia, como a continuación 

veremos. 

Del método de separaci6n de variables, se sugie-

re que en el espacio de configuración, la fónci6nt,de on

da ~ para un sistema de ferm!ones cuyos primeros 

estados están ocupados, tiene la forma de un determinan-

te de Slater 

(2.7) 

~A l=;'> 

En segunda cuantización, siguiendo las reglas (2.3) y 

(2.4), la función de onda se puede escribir como 

~= Q.4 ID) . 
I (2. B) 

Así pues, al pedir que 



-2.5-

~ (i, H ~) = 0, (2.9) 

se puede tomar ~ara una variación de i a primer orden 

(2.10) 

en donde ¡ ~ A , "IoI>A y "/ es un número infinitesimal. 

~ara (2.9) se obtiene de aquí que 

(2.11) 

Substituyendo H de (2.2) esta condición queda 

que simplificando apropiadamente se reduce a 

(2.13) 

en donde debe recordarse que ->A e ~ ~ A • 
As! pues, si se define el operador de partícula 

independiente 

N,.. ~ L. {( .... I TI ¿) t t f(.i.,..1 "1 i ¡)- (?>ti Ivl ¡ i. )1 (4; (2.14) 
.,a ~=I ' ,Ji 

sin restricciones sobre "'" e ¡ , se ve que, debido a la 
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condición (2.13), los elementos de matríz entre estados 

ocupados y desocupados se anulan. Por 10 tanto, Hp ; se 

puede diagonalizar independientemente en el espacio de 

estados ocupados dando lugar a 

A 

(_ I TI L) +?- [( j "" , 1/ , i i) - ("" ¡ IVI ¡ ')1 = 1; ~ ..... 
~., 

(2.15) 

en donde ahora '" ~ A e ;. ~ A • En el espacio de cofigura

ción se puede escribir como 
A 

J 1(.""(::;)(-~ VII.) ~.c#)b + "{. l' r~~')I{,(.,) y(-~. ~/) r· l :;') ~ (~),/;,/~I_ 
• .t... 1, .:( J.. J fí. 

A 

- f. JI '(;i~) rt{~') Vi:;. ~') 'ti (~) ~ ,:;'),/~ ~~'= ~~ (2.16) .o.. 

Se puede ver que esta es la ecuación de Schrodinger con 

potencial no local 

" - ,.1. V:\~. i~) + [r J r. ... c~·) Y{.:I' ~> 1'.' ,-;') '¡~/] 1(; (~)-
1_" J"') 'J 

(2.17) 

mu1 tiplicada a la izquierda por .,."(~) e integrada sobre :; • 

Para. mayor claridad, conviene observar que (2.17) tiene -

la forma 

(2.18) 

en donde el potencial no local (){t;,:;') está definido por 
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A 

- L y/e:') Ve:;: ~) 'Ii (~) . 
~=, (2.19) 

Este último es autoconsisténte, pues como puede verse está 

definido por el conjunto {~J de funciones de onda, que es 

el mismo que genera. 

Por otra parte, es posible conocer la energía del 

estado base del sistema simplemente calculando el valor 

de expectaci6n de ~ para el hamiltoniano (2.2), 
A A' 

( = (JI Hlj) :; ¡ (~/T¡¡) .. .!. f.: [CjiIVlji}-UjIVIJiJ]= 
• ,=, 4 "J:I 

A A 
: ¿ r . ., .!..¿ Vi. (2.20) ¡., • .t ¡o, 

Pero comparando con (2.15) se observa que ~. puede ex

presarse en t~rminos de las energías de partícula indepeu 

diente, 

De lo expuesto hasta aquí se han obtenido dos resul. 

tados significativos para el propósito de este trabajo: 

a) Las energías de partícula independiente en un 

sistema de fermiones se obtienen resolviendo una ecuaci6n 

de Schrodinger con un potencial no local, como puede ver

se de la eco (2.18). Debe aclararse, sin embargo, que 

las interacciones nucleón-nucle6n pueden ser no 10-
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cales por si mismas. y por lo tanto la no localidad tam

bián se sigue de este hecho. 

b) Se ha obtenido una cota superior de c. para 

la energía del estado base del núcleo que se relaciona con 

la suma de las energías de partícula independiente (ec. 

(2.21». 

Una vez que se ha llegado a este punto. aún queda 

un problema por resolver. Recordando la ec.(2.6) 

H = i (r; + 11;) l' (!. l.. ",.. - i.: (J.) I 
• a. .,; • Ji' 

se observa que si bien se ha encontrado la energía debida 

al término de partícula independiente en el hamiltoniano. 

falta estimar la contribuci6n del segundo término cono-

cido como "interacci6n residual". 

En principio se puede plantear el problema en táL 

minos de la teoría de perturbaciones: 

Sea 

(2.22) 

el operador de partícula independiente y 

v=.!.z:...-.. -1.11. 
2 ',i'~ ¡ ~ 

(2.22a) 

una perturbaci6n de éste. Si 
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y 

(2.24) 

y se pide que !p. - f cuando Y - (), desea encontrarse ,. 

Los desar~ollos en series de Wigner-Brillouin y 

de Rayleigh-Schrodinger representan dos formas de nesol

ver el problema (de Shalit y feshbach 1974). 

Para encontrar la primera se emplea la identidad 

(2.26) 

en donde ~. es un operador de proyección tal que 

Q,. F = f - i,. < i. , F > ~ (2.27 ) 

y se obtiene q~e 

(2.28) 

siempre que <i./t>" 1 • Aunque la ec.(2.28) no es una 

soluci6n explIcita ya que contiene a E en el denomina

dor, es posible cortar la serie para una potencia finita 

y extnaer é • La convergencia de esta serie es muy 

lenta y la situación empeora al aumentar el número de par-
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tículas. por lo que resulta impráctica. 

La serie de Bayleigh- Schrodinge~ se obtiene cam

biando V por íl '1 en la ec.(2.24), tomando 0< ~ ~ 1 

Suponiendo que E y '1., pueden ex¡;resarse como series 

de potencias de A 

... 
;(" é:.L., e. (2.29) -..,.:. 

y f.; t1&~P V ... ~"J~. (2.30~ 
# 

en donde V_ son operadores que quedan por determinarse. 

Substituyendo en la ecuaci6n (l/t>r;;lY)~~=Ei; e igualando 

términos del mismo orden. 

e ,. 
o 

e = 1 

E = .t 

< f.l V I 9.> 

(2.31) 

También esta serie tiene problemas de convergencia en el 

sentido de que ~-+, /E_ no necesariamente es menor que l. 

Aunque algunos términos superiores compensen a términos 

de menor orden, el efecto neto puede ser de convergencia, 

pero esta no es satisfactoria. 

Independientemente de lo anterior. la aplicaci6n 

de este método en física nuclear tiene obstáculos adi-
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cionales que se refieren a la naturaleza de las fueraas 

nucleares. En efecto, pues los resultados de la disper-

sión nucle6n-nucle6n su~ieren que el potencial que las 

describe tiene un carozo duro. Debido a la singularidad, 

los elementos de matriz de estos potenciales con respecto 

a funciones no correlacionadas 

son infinitos. Como consecuencia, ni el método de Hartree-

fock ni la teoría do perturbaciones son aplicables. 

Sin embargo, esta situación puede salvarse, ya que 

es posible idear potenciales de carozo suave_ que, aunque 

más complejos que los de carozo duro, también ajusten 

apropiadamente los resultados de dispersi6n nucle6n-nu-

cle6n. ~ntre ellos se cuenta con el de Shao, Bassichis 

y Loman (1972), basado en la teoría de intercambio de 

un bos6n, y el de Riihimaki (mencionado en de Shalit y 

Feshbach(1974)), que es una mezcla de potenciales lo

cales y no locales. De este modo se pueden realizar c~l-

culos de Hartree-Fock, y haciendo correccciones signi~ 
, 

ficativas de orden superior, obtener resultados razona-

blemente buenos en comparación con los valores experi-

mentales para la energía de amarre de varios núcleos. 

2.2 El desarrollo de gráficas eslabonadas y el 

método de Bruec~ner-Hartree-Fock. 

En la sección anterior se ha mencionado que pura 

poder hacer cálculos de Hartree-fock en física nuclear es 
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necesario renunciar a potenciales fenomenológicos simples, 

debido a Gue estos presentan un carozo =uro. rara hacer 

el método a~licable es necesario idear potenciales con 

carozo suave que son considerablemente más compliceies. 

Cuando se realizan estos cálculos, se encuentra ~ue es 

necesario agregar correcciones de orden superior impor-

tantes. 

Brueckner (1954,1955) propuso un método con 01 

cual se pueden realizar cálculos con potenciales singu-

lares, y que al mismo tiem~o incorpora efectos de la inte~ 

acci6n residual, dada por el segundo término de la eco 

(2.6). A continuación se explican brevemente las bases de 

dicho método, em~ezando por el desarrollo de gráficas es-

labonadas, que es una alternativa a los métodos pertur-

bativos de illigner-Srillouin y Rayleigh-SchrBdinger. 

Recordand@ la notaci6n de la secci6n anterior se 

propone 

(2.32) 

Si ~_ son eigenestados del hamiltoniano completo N y 

fo es el estado base del hami1toniano Rp , se encuentra 

que 

en donde €..., es eigenvalor de H 

(2.33) 

para el eigenestadof • ... 



• 
-2.13-

Cuando ~~oO, en la suma (2.33) ¡::redomina el término pa 

ra el cual -n = 1:' , Y si se t<J'1a < i.l ~)=t, se obtiene que 

AE=E,. -e,. =-1';"'" 1. 4<i"ILll~)J~>. 
~~-O (J 

Ahora bien, de (2.32) se demuestra que Vlf) puede 

escribirse 

en donde 

(2.36) 

La ecuación (2.35) se resuelve iterativamente dando lu-

gar a la serie 

en donde T r ] es un operador de orden que indica que 

~ ... >¡1 ... ,'>..:>p,. Si se usa esta serie para evaluar (2.34), se 

tendr~, por ejemplo, para términos de segundo orden 

<iD I Yl¡ia)Y{ts,)/4> = i. <l)V{¡J.J/!><~ .. Iv'(t«,) I ~> . .,. (2.36 ) 

Se puede tomar la interacción V en segunda 

cuantizaci6n y escribirla de la forma 

(2.39) 
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Por convención llamaremos R: ¡/~ para estados ocupados y 

k = ?OC
/

"'" ,"ara estados desocupados de iJ,. • JC:ntonces, 

para un elemento de matriz <§..IY{~)I~}se dará lugar a ele

mentos del tipo<':4Iwl~;)6<¿¡lwl~¡>si?t:p ,6 bien del 

tipo <,.. .. 1 wH¡>, < ¡ ... Iw U j> ,6 <.".¡I wUj> si ?t'¡ () • ~'ara des

cribir todas l~s posibilidades con mayor comodidad, se 

acostumbra representar estos elementos de matríz median-

te gráficas. ~sí pues, 

i b 0------0 (2.40) 

A 

<i~1 wlji> - O 
c. 

- .... < __ .,.1 W Ud> - 'V_)V 

. "" . ~V <; 'H I w lij> - .. -0----- (2.43) 

<",,¿lwJq - 0 (2.44) 

;.. 

Como se puede ver, las gráficas a la derecha se pueden 

interpretar de la siguiente forma: 

l.) La interacción w corresponde a una linea 

finita punteada. 
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2.) Los u;;¡ujeros se indican por lineas continuas 

que entran a 11lS extre1l0S Je la linea punteada. 

3. ) Las partículas se indican por lineas continuas 

que salen de los extremos de la linea punteada. 

Ahora biEln, cuando se combinan varios de estos el!! 

mentos de matriz, se da lugar a gráficas eslabonadas, co-

mo por 

6 desliga.das, 

~:l 
~, 

.1 J"\.... •• , '-F------OJ 
(2.46) 

;, 'O------..()~ 

Goldstone (1957) demostr6 que para evaluar 

.J' .. < ' .. / V (,&>1 ii .. >:: ~ < ~ It 

... "'l tJ ¡p 
1( ~ H: ... TIV(~..> ... V{¡9] /.~, ." ,/~ .. 1 ~.) ,.... "'.. .. (2.47 ) 

basta con tomar los diagramas ligados, lo que se indica 

por < > , y se obtiene 
.&. 

L ... < f. I U(~)ll.>= 

:: <i..1 ~ (-'~"(I~··J~T[Vlf1O)." V(¡8,)JoL;, ... "/~ .. /~>. (2.48) 
,,_lO K. .. • L) 
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en donde ya no es necesario tomar el logaritmo. 

Subst.i.tuyendo la expresión cO!1pleta i-ar3 V(~) de 

(2.36) se obtiene 

-' .. < i., 11I(¡s)/~" >: 
... ?lI~ f~" = 1:. (-/) J A. ••• J A. lC. 

')\:0 r.... r' , " 

••• ¡( e¡c,[-!~ (H, - E,,)] Y I ~").L ~ 

en donde :r !/l - A • Tras integrar apropiadamente en el .... (-.... í-

lími te cuando 1> -- - , que es el que interesa, se lle ga 

a 

Substituyendo este 6ltimo resultado en (2.34) se 

tiene 

(2.51) 

que es una expresi6n exacta, y se llama "desarrollo de 

gráficas eslabonadas" para .4 E • 

Entre mejor sea el potencial de partícula inde

pendiente ti. en la ec.(2.6), menor será el valor de.E. 

As! pues, se demuestra que si ~~ se escoge en forma au-

to consistente como el potencial de Hartree-fock que apa. 

rece en la ec.(2.l5) 
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JI 
IJ¡ = E L (J .... Iv Ji i) -('ht ¡ I VI¡')] > 

i:/ 
(2.52) 

en el desarrollo de gráficas eslabonadas se cancelan ~DS 

términos de la forma 

¡ ..., ~ -.-0, ~ ~ j .... -() , MI ~ (2.53) Q---o.'" Q---aoc r o----rs 
'Il --oO., , • .,1 -- -- __ a__.. I __ __ .. , 

ti • 

con los de la forma 

¡ Q:--~V-_·-7< · Q---·-O~ __ " 
t .. I - - -¡( " 

--- --- ~ (2.54) 

en donde }_.¡( representa dispersiones de particula in

dependiente en el potemcial V~ 

Esto sugiere buscar potenciales tales que produzcan 

más cancelaciones en el desarrollo de gráficas eslabonadas, 

reduciendo así 4E. El método de Brueckner-Hartree-

fock y el de Brueckner-Hartree-Fock-Renormalizado se pu~ 

den interpretar como renormalizaciones al potencial ten

dientes a conseguir este objetiuo. 

Se pasa ahora a exponer que es la matriz de reac-

ci6n, la cual permite lleyar a la práctica esta idea. 
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la teoria de Brueckner parte de la observación de 

que en (2.51) existe un conjunto de gráficas que se pue- • 

de agrupar en forma casi directa. Dicho conjunto es el de 

las gráficas llamadas de"escalera" que corresponden a las 

correlaciones de dos cuerpos y tienen la forma 

y sus correspondientes elementos de matriz antisimétri-

cos, como por ejemplo 

~ 
... -.-I , ... .... 

----
(2.56) 

Para entender esto claramente, se define 

(2.57 ) 

y se escribe la suma 4Ees, de estas gráficas, 

(2.58) 
~ fE - e - E "". .... .... ..... 
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Se ~uede ver claramente que si se define una ma-

tríz G cuyos elementos están dados por 

para k y ..l cualesquiera, entonces .6~c. podrá escribi!, 

se simplemente como 

(2.60) 

En la literatura se conoce a ~ como la matriz de reacci6n 

de Brueckner, 6 simplemente como la matriz de reacci6n. 

Como operador toma la forma 

(2.61) 

en donde Q .... proyecta fuera del mar de fermi los estados 

ocupados en ~ • 
Ahora bien, si para una f~nci6n de onda no corre

... Y.-ljJ 
lacionada de dos partículas 'f"i}-~¡) se tiene que 

(2.52) 

y se define 

( 2.63) 
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aplicando el operador {€,. - 11.) sobre (2.61) Y reacomodan

do t~rminos se obtiene 

(2.64) 

que no es más que la ecuación de Bethe-Go1dstone. Así 

pues, el problema de sumar la serie infinita (2.55) 

para .sE..sc.se transforma en el de resolver la ec.(2.61). 

Una vez que se encuentre la solución tc~)se podr~ calcular 

De aquí que la suma infinita de las gráficas de 

escalera (2.55) se acostumbre escribiF como una sola gr! 

fica con una linea ondulada en lugar de punteada 

. 0-- il 0- -O (2.66) = 'O- - - - -O + __ .v ~ ~ ~ ..... , 
y esto se interpreta como el elemento de matriz <¿i'c;,/.;>. 

la primera ventaja que se sigue de la adopción de 

la matriz G es que a pesar de que se consideren intera~ 

ciones nuc1e6n-nuc1e~n con carozo duro, sus elementos de 

matriz pueden ser finitos. En efecto, pues el efecto de 

un potencial de carozo duro es dispersar un par de nu-

cleones a estados de momento alto. lo que se consigue al 

substituir_ ca por y es sumar todas estas jispersio-

nes ~ara un par dado proporcionando uoa interacción efe~ 

tiva que las toma en cuenta. La substitución de la que se 
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habla, no es estricta, ~or supuesto, ~ues si se tomaran 

gráficas de es::alera para ~ I como por ejemplo 

(2.67 ) 

se estarían ~epitiendo interacciones ya consideradas en 

~. 

En lo ~ue se refiere al cálculo del potencial de 

partícula independiente aparece una ventaja adicional, 

pues si se escoge 

A 
V; • E. < ~ 4 I (l ( w) U J > ~ 

¡:, (2.68) 

en donde CJ_ t • .,. t j es la suma de las dos energ{as de par

tícula independiente, se cancelan para .. Ir términos de 

la forma 

0-- - -- -JC ~ (2.69) 

que ahora quedan incorporados al potencial. 

Estas ventajas, por otra rarte, deben pagarse con 

la complicación que traen a la autoconsistencia, pues 

ahora toma la siguiente forma: Se empieza por escoger un 

conjunto completo de funciones de onda de partícula in-

dependiente, y con ellas se calculan los elementos de m~ 

tr!z de G • Con ellos se cbnstruye un potencial seg~n 
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la eC.(2.68), y se encuentran las funciones de onda para 

esta nuevo potencial. Con estas se reinicia el rroceso 

hasta conseguir la convergencia. 

El procedimiento se puede mejorar aún si se rije 

que exista autoconsistencia en la energía inicial W con 

que se calculan los elementos de ~ (Bethe et al 1963). 

Si la energía total está dada por 

(2.70) 

en donde 

04 
é¿ = (;. I T 1 ~) ~ L ti j I ~ (&;""¡)/ ~ P I 

j=1 " 
(2.71) 

se cancelan diagramas de la forma 

0---- (2.72) 

En res6men, el método de Brueckner-Hartree-tock 

permite Eealizar cálculos autoconsistentes en física nu-

clear, tomando en cuenta las correlaciones de corto al

cance entre dos partículas. Si~ embargo, deben hacerse 

un par de advertencias que conviene tener en mente en 

el futuro. En primer lugar, no se ha demostrado que 

el desarrollo de gr~ficas eslabonadas efectivamente con-

verja. En segundo lagar, también existen problemas de con 

vergencia debidos a la componente tensorial de las fuerzas 
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nucleares, los cuales no se hdn resuelto. 

El interés que se tiene en la exposición anterior 

proviene de la relación entre la energía total (2.7C) y 

las energías de partícula independiente (2.71). Por lo 

tanto conviene estudiar su validéz; propósito de la siguieU 

te sección. 

2.3 Reacciones de expulsi6n (knock-out) yla 

energía de amarre total. 

En los célculos autoconsistentes descritos ante

riormente, se parte de una forma u otra de un ~otencial 

entre dos nucleone~, el cual debe ajustarse a resultados 

experimentales. Como un producto final se espera encon

tra~ la energía de amarre total del núcleo, la cual tam

bién se puede comparar con valores experimentales. Se pu~ 

de considerar que la teoría es buena en la medida en que 

ambos extremos sean aonsistentes con las observaciones. 

Pero adem~s, como un producto intermedio ha aparecido un 

potencial autoconsistente, y con él, niveles de energía 

de partícula inde~endiente. Aunque la estructura de capas, 

que se asocia con estos, se ha reconocido am~liamente d~ 

de el trabajo de Mayer y Jensen (1955), es necesario rev~ 

sar hasta que límites se puede llevar su validez, consEieu 

tes de que para el propósito de este trabajo basta consi

derar al núcleo en su estado base. 

Así pues, en esta sección se propone estudiar ha~ 

ta que punto es válido el concepto de energía de partí-

cula independiente para nucleones ligados profundamente, 
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y ver muy específicamente si es posible encontrar la ene~ 

gía de amarre total mediante una relación del tipo (2.7C) 

A .A 

E = ¡. (T, + i tld = L l é - - 1. tI-) 
~=I ' ~ ,. • 

(2.73) 
~=I 

Las herramientas experimentales que se ~uDden em-

plear para estudiar estos problemas, son las llamadas reac

ciones cuasielásticas de expulsi6n (knock-out). Estas se 

han realizado con protones a energías del orden de 4rO 

meV (James et al 1969a,1969b) y más reGientemente con ele& 

trones a energías que vartan entre los 500 y los 2500 ~eV 

(8ernheim et al 1974, Hirametsu et al 1973, Nakamura et 

al 1974, K51berg et al 1974, Antoufiev et al 1972). 

Jacob y maris han publicado excelentes articulos de re

visi6n sobre el tema (Jacob y Maris 1966,1973). Se trata 

en cada caso de reacciones directas del ti~o (p,2p) 6 

(e,e'p) en que se expulsa a un nucle6n del núcleo que se 

desea estudiar dejándolo en un estado de un agujero. De 

este modo es posible obtener informacd6n sobre el estado 

en que se encontraba el nucle6n expulsado. 

Die~erink y de forest (1975) han ~ublicado un .ar-

tículo de revisión sumamente claro y conciso sobre las 

reacciones cuasiel~sticas y su relación con la teoria 

de muchos cuerpos, en el cual se basa la exposición que 

sigue. 

Por comodidad, se supondr~ en adelante que el pr~ 

yectil incidente es un electr6n. En la figura 2.1 se 

muestra el diagrama asociado a esta reacción. De este 

(ignorando s~in e isospin), se puede obtener en forma in-



figura 2.1. Diagrama de una reacci6m de expulsi6n • 
.... 

Suponiendo que el proyectil es un electr6n, Ir, es el r.10-
..... 

mento del electrón incidente, k& el del electr6n salie~ 

te, ¡ el momento transferido h,- ¡;~ t ¡ el momento del 

nucle6n expulsado y k el w'omento de retroceso del n6cleo 

residual. Las lineas punteadas indican que en el estado 

final ~ueden haber interacciones que den lugar a un 

"momento distorsionado". 
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tuitiva la secci6n eficaz de la reacción, a saber 
,J.~<r 

J., .. ,/. ~ .lA .. J.D.e = 

~ J( i: I f.e,. M~·I.t,( ~[& - G - G - CE. F - é )1 
F ~. '''"p ;4-, A • 

(2.74) 

Aquí é, , Ea. y tI' son las energías asociadas a los m2. 

mentas í, ,k~ y F del diagrama, é .. la energía de 
F 

amarre del núcleo blanco y €A son las energías de los 
..... 

posibles estados finales del núcleo residual. ~r es la 

am~litud de dispersión ent~e electr6n y prot6n fuera de 

la capa de energía. Las I'f,. son los elementos de matríz 

entre el estado inicial y el f~qal del núcleo que conti~ 

nen la información sobre la estructura nuclear. Vara eM-
J/Io,.. ... 

traerla, se definen las coordenadas relativas n ':: 'Y; - 'RA-, 
~ 

respecto al centro de masa RA -, del núcleo residual, y 

se toma 

,. JI';-]*' (~I) e¡x (~A-' r. :Y') & (~') ... r' A fA' A -, ~ A • (2.75) 

en donde 

(2.76) 

es la llamada integral de traslape. Con objeto de simpli 

ficar el problema, se supone que la función de onda del 

protón expulsado se ~uede representar mediante una onda 
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plana 

:J 

J.r, l ~ ') ::: (~lT) '& e¡t r (. f'· ~ ') (2.77) 

en donde ¡'sr-l/A . En estas condiciones se puede escr! 

bir 

e sea que el elemento de matríz de interés es la transfoL 

mada de fourier de la integral de traslape. En estos t~L 

minos, se reescribe la secci6n eficáz como 

(2.79) 

en donde 1~1 es la secci6n de dispersi6n electr6n-pro... ", -,. 
t6n fuera de la capa de energía, y toda la informaci6n 

sobre la estructura nuclear está en 

r'" ... • 
que s610 depende del momento ,,=,-, 

(2.80) 

transferido al núcleo 

residual, y de la energía ~,=&,-G~-GI'-F".. Esta funci6n, 

conocida como la funci6n espectral es equivalente a 

(2.80a) 

como puede comrrobarse. 
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Si fuera estrictamente válido un modelo de partl-

cula independiente, suponiendo que las funciones de onda 

estuvieran dadas por ri'#>' la función espectral to~aría 

la forma 

(2.81) 

representando así una suma de niveles discretos. [n la 

práctica se puede probar la consistencia del modelo de 

partícula, independiente calculando la distribución de 

carga a partir de la parte radial de la función de onda. 

En este caso se calcula para el protón exp~lsado una fu~ 

ción de onda realista basada en el potencial del modelo 

ór-tico. Así, ha sido posible ajustar con éxito distribu

ciones de carga obtenidas de experimentos de dispersi6n 

elástica de electrones (EIton y Swift 1967). 

Por otro lad'o , sin embargo, la función espectral 

está lejos de ser una suma de niveles discretos como a~' 

rece en la eC.(2.Bl). Como ejemplo, en la figura 2.2 se 

muestra el espectro de la energía faltante para la reac

ci6n 12C(e,e'p) que en el modelo de partícula independie~ 
+ • 

te se describe por la configuraci6n (} s'/,.) ( I rSI.) 

(Bernheim et al 1974)0 

Por un lado, la distribución de momentos en fun-

ción de la energía de retroceso del núcleo residual se 

puede describir bien mediante el modelo de partícula in-

de~endiente, como se muestra en la fi~ura 2.3 (Bernhei~ 

et al 1974). for el otro, el modelo de partícula indepe~ 
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u • UI 
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12C r ••• ·pl 
Te =491 MeV 

O<k <60 MeVlc 

-- w1lhout radiatl .. COI,*,li .... 
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fi~ura 2.2. Espectro de energía faltante para la reacci6n 

12C(e,e'p) (tomada de Bernheim et al 1974). 

110 

15c~21.5 Ma\I 

20 

10 

o 50 

figura 2.3. Distribuci6n de momentos de retroceso para la 

reacci6n 12C(e,e'p). Se muestran dos regiones distintas 

de la energía de remoci6n E., que corresponden a las ca

pas ~ y ,~ • la linea sólida corresponde a cálculos de 

onda distorsionada y la punteada a cálculos de onda plana. 



-2.28-

te no puede describir la anchura de los pi~os, la que se 

debe a que las interacciones residuales impije~ que el 

núcleo quede en un estado puro de un agujero. Tomando e~ 

to en cuenta conviene generalizar la funci6n es¡ectral. 

Una for~a de hacerlo es escribiéndola en términos de un 

conjunto completo de orbitales ortogonales: 

(2.82) 

en donde 

(2.83) 

De este modo es posible aproximarse al modelo de partí. 

cu1a independiente en la medida en que se consiga diago-

nalizar "P.t¡;lE). Así pues 

viene a ser semejante a la ec.(2.81), pero ahora la suma 

es infinita, y ~~{G.)no es necesariamente una , de Dirac. 

En la figura 2.4 se muestran algunas funciones 

extraídas del experimento (James et al 1969a). Inmediat~ 

mente se observan dos aspectos importantes. En primer 1~ 

gar, los pices se ensanchan gradualmente a medida que 

los niveles que se estudian son más profundos. De acue~ 

do con eáto, la validéz del modelo de partícula indepen

diente se va perdiendo o En la figura 2.5 (Jacob y maris 



1973) se muestra una recopilación de las fJnciones 

para varios n6cleos. Fuede verse que la anchura aumen~a 

con el número de partículas, hasta que el ~áximo no pue-

de identificarse máso En segundo lugar, volviendo a la 

figura 2.4, se observa una pequeña ocupación en niveles 

que se esperaría que estuvieran vacíos para el estado b~ 

se , de acuerdo con el modelo de partícula independiente. 

Esto se presenta en el caso del nivel .t ~ para el 2BSi• 

Ahora bien, se puede pensar en las funciones 

como distribuciones normalizadas a la probabilidad de 

ocupaci6n para cada nivel 

(2.85) 

Entonces se define la energía de remoci6n de un nucleón 

en el estado « como el primer momento de la distribu-

ción 

que es un valor experimental que se ocurre comparar con 

las energías de partícula independiente. Para establecer 

esta equivalencia, sin embargo, hay que proceder con cu! 

dado como se verá más adelante. Es importante observar. 

que las energías de remoci6n as! definidas son cantidades 

híbridas en el sentido de que si bien se obtienen de re-

sultados experimentales, para extraerlas es necesario 
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recurrir a un modelo de partícula inde~endiente co~o se 

ve en la ec.(2.82) (friedman 1975). 

De las definiciones (2.85) y (2.86) se siguen dos 

resultados interEsantes. De_la primera se observa que 

(2.97) 

de modo que el mátode que se emplee para extraer 7(~E) 

de la secci6n efic~z podría ponerse a prueba con esta 

relaci6n. Sin embargo, en la práctica es dificil calcu

lar (2.87) debido a que es necesario conocer la secci6n 

eficáz con mucha precisi6n. De la ec.(2.86), por otro la 

do, es posible demostrar que si el hamil toniano N= r.,. V' 

sólo tiene interacciones de dos cuerpos, entonces 

(2.88) 

de modo que la energía total del sistema estará dada por 

(2.89) 

Esta última regla de suma es de la forma de .la obtenida 

por la teoría de Hartree-fock y de Brueckner-Hartree

fock, como s. ve en la eC.(2.73). Koltun (1974) ha demo~ 

trado que efectivamente las energías de remoción 

corresponden a energías de niveles de partícula indepen-
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diente del cálculo de 3rueckner-Hartree-fock. Cuando en 

el cálculo de las energías de remoción se desea incluir 

una corrección debida a interacciones residuales, deben 

considerarse esencialmente las mismas gráficas que en 

el caso de Brueckner-Hartree-Fock. Así pues, si en 

Brueckner-Hartree-fock se considera la gráfica ~, 

al calcular las energías de remoción debe considerarse 

equivalentemente ~. Conviene enfatizar que para 

obtener (2.89) se ha supuesto que sólo existen interacci~ 

nes de dos cuerpos, y que si se consideraran interaccio

nes de tres y más cuerpos, se llegaría a un resultado 

distinto. 

Una forma alternativa de escribir la.ec.(2.89), en 

t~rminos de la función espectral es 

(2.90) 

I 
en donde éll t,-CA, - el' • t;..,- é", r 4 . Conviene señalar 

que en la práctica es preferible tomar é:t,-$¿-t -E..&t.'-é. , 
7' ~ ;.t.¡ '" 

en cuyo caso 

(2.91) 

(Dieperink y de Forest 1974). 

Varios autores han calculado la energía de amarre 

por ~rot6n E& I z empleando en la ec.(2.90) las funciones 

espectrales obtenidas de reacciones (p,2p) y (e,e'p), y 

haciendo las correcciones de energía de Coulomb apropiadas. 
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El rrimero fua Koltun (1972) qui.{n empleó resultados de 

~eacciones (p,2p) Y obtuvo un acuerdo razonable con los 

valores experimentales. Cuantitativamente esto significa 

que obtuvo una energía de amarre 1.7% mayor para 12C, 

'" 4n ,A 12C • 5i> mayor para Ca, 15.2;> menor para Sn, y 18;, menor 

para 208 pb • Fosteriormente, un grupo en Saclay (Bernheim 

et al 1974) empleó sus resultados' de la reacción l2c(e,e'p), 

con la cual se obtienen funciones espectrales más limpias, 

y encontr6 que la ~egla de suma (2.90) s6lo puede dar ra

,6n jel 6C% de la energía de amarre. 

Este último resultado es muy importante para el 

propósito de este trabajo, pues dice que las energías de 

~emoci6n definidas según (2.86) no pueden emplearse en 

una relaci6n del tipo (2.73), tal como lo indica la 

teoría de Brueckner-Hartree-Fock, para obtener la ener-

gía de amarre total. 

Pueden haber varias causas que provoquen la falla 

observada. Una que puede parecer interesante es que sea 

necesario considerar fuerzas de tres cuerpos en el hami! 

toniano, en cuyo caso la ec.(2.90) perdería su validez. 

Sia embargo, esta no es más que una especulaci6n, y no 

se han hecho cálculos en esta dirección, pricipalmente 

por que se prefiere agotar antes otras posibilidades más 

si:nples. 

Otra posibilidad, que parece bastante razonable, 

es que al extraer la funci~n espectral de entre el fondo 

no se haya distinguido la ocupaci6n, debil pero importan 

te, de algunos niveles sobre el nivel de fermi. En la si 
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guiente sección se explora esta posibilidad. ror otra 

parte, es i~posible ignorar el hecho de que la anchura 

de las funciones espectrales para los niveles más profun 

dos es tan grande, que ,extraer alguna información de ellos 

es muy difícil. En este caso deben distinguirse dos pos! 

bilidades: For un lado, que el modelo de partícula inde

pendiente simplemente pierda su validez para los niveles 

profundos. Por el otro, que aunque conserve su validez, 

haya efectos de dispersión múltiple que enmascaren los 

niveles de partíCUla independiente. Si es así, no debe 

esperarse que sea pmsible probar la valide4 de la ec.(2.73) 

po, este método. 

Reconociendo las limitaciones Bat •• señaladas en 

el modelo de partícula independiente, se puede definir 

una energía de r'eacomodo, que viene a ser una medida de 

éstas. Se empieza por definir la energía de separación, 

que para protones es 

(2.92a) 

y para neutrones 

(2.92b) 

Si la energía de remoci6n del nivel de fermi es ~~ 

(la cual coincide con la energía de partícula independieu 

te), se define la energía de reacomodo ~~ como 

(2.93) 



La raz6n por la cual esta cantidad sirve ~ara ev~ 

luar las limitaciones de un ncdele de rart!cula inderen-

diente es que desaparece cuando e~ el hamiltoniano (2.6) 

las interacciones residuales tienden a cero (friedroan lS7=). 

Si se calculan las energías de amarre y el nivel 

de fermi a partir de la teoría de Brueckner-Hartree

rock, se encuentra que la energía de reacomoco {~ tiene 

un valor considerable que puede variar desde 6 ffieV, cernO 

16 32 , en G, hasta 13 ffieV, cerno en el S (Becker 1979a, 1979b" 

2.4 El método de Brueckner-Hartree-fock-Renorm~li~do. 

Bajo el punto de vista de la teor!3 de muchos CUBL 

po. ,existe todavía la posibilidad de q~e, al incluir 

en el potencial de partícula independiente más términos 

del desarrollo de gráficas eslabonadas, desaparpzcan los 

problemas señalados en la secci6n anterior. Brandow (1970) 

ha propuesto que se consideren ciertas interacciones que 

tomen en cuenta la autoenerg!a, y que pueden incluirse 

en el potencial de partícula independiente. Esto equivale 

a realizar una renormalización del potencial, cuyo efec-

to neto es vaciar ~arcialmente los niveles ocupados; es 

decir, que la probabilidad de ocupación /« resulta 

ahDr~ ser menor que 1. 

El formalismo de Brandow es bastante complejo, lo 

que hace difícil llevarlo a la práctica. Sin embargo, se 

ha desarrollado una versión simplificada conocida como 

método de Brueckner-Hartree-fock-Renormalizado (Becker 

1970a, 197Cb, Becker y fatterson 1971, Davies y ffic. Carthy 
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1971, 8eckcr, Davies y ratterson 1974). 

En este se consigue cancelar dentro del desarrcllo 

de gráficas eslabonadas diagramas del tipo 

(2.94) 

incluyendo simplemente las probabilidades de ocupación 

en la definici6n del ~otencial autoconsistente. Así.pues, 

si se toma w= trLTt,a' en donde Gil y e, son las energías 

de partícula iVldependiente de los estados IX y ¡s , se 

demuestra que las probabilidades de ocupaci6n están dadas 

por 

(2.95) 

y el potencial autoconsistente para la partícula en el 

estado 11( toma la forma 

(2.96) 

Las eneryías de partícula independiente serán ahora 

A 
EoC.=<-</T/o(>~r. <oi.(l/~(",,)loi.(!>/¡.. 

(S ... , 
(2.97) 

pero un cambio de suma im~ortancia con respecto a los 

formalismos descritos anteriormente es que ahora la ene~ 

gia de amarre total estará dada por 
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A 

EA =2. [<aC/TI.c) + (t-il ... ) lIo(] 
tA.,:'1 

(2.98) 

Si se define un factor de vaciamiento ~~!/-/~ se podr~ 

escribir alternativamente 

(2.99) 

Las energías de particula independiente calcula

das por este m~todo correspondan a las energías de remo-

ción definidas en la secci6n anterior (Koltun 1974). 

La ranormalizaci6n complica m~s aún el problema, 

pues adem~s de la doble autoconsistencia que se pedía 

antes (para el potencial y para la energía ~ ), ahora 

debe incluirse una autoconsistencia en las probabilidades 

de ocupaci6n. 

Puede observarse que si /"..1 para todos los es

tados « bajo el nivel de Fermi, se recuperan las ecua-

ciones de Brueckne~-Ha~tree-Fock. 

La primera ventaja que se obtiene es que la ener

gía de reacomodo definida en la eC.(2.93), se cancela en 

este formali8mo. Esta se ha demostrado tanto num~ricamen 

te (Becker 1970a, 1970b), como analíticamente (Becker y 

Patterson 1971). En este último caso se ha supuesto que 

el cambio en la part"e radial de las funciones de onda de 

los estados de partícula independiente, cuando se pasa de 

un núcleo con A nucleones a uno con A ~ 1 nucleones es 



-2.37-

des~reciable. Este resu:tado indica que medi3nte la re-

nor~~lizaci6n se ha to,ado en cuenta apropiadamente una 

buena parte de las interacc~nes ~esiduales. 

Se han realizado c31culo5 detallados con este mé-

16 40 46 208 ( . " todo para a, Ca, Ca, y Pb Dav1es y illc. Carthy 

1971) y para 4He y 160 incluyendo una correcci6n de cen

tro de masa(aecker, Davies y ~atterson 197~). En t~rminos 

~e~erales sus resultados se pueden resumir en los siguien 

teSl puntos: 

l.) Las probabilidades de ocupación de los estados 

que están bajo el nivel de Fermi son del orden de 0.85 

( 0(" =0.15) en forma prácticamente independiente del es

tado de que se trate. 

2.) Los niveles de partícula independiente están 

menos ligados que en el caso de 3r~eckner-Hartree-fock. 

3.) No ha sido posible ajustar simultáneamente las 

energías de amarre de los n~cleos y ~us radios. Si se 

ajustan las primeras, se obtienen radios de~asiado pequ~ 

ños, y si se ajustan los segundos, no se obtiene suficie~ 

te energía de amarre. 

De este últi~o punto se ve que el f~rmalismo de 

Orueckner-Hartree-Fock-Renormalizado tampoco es complet~ 

mente satisfactorio. Sin embargo, por el hecho de que al 

menos en teoría permite una identificaci6n directa entre 

las energías de remoción y los niveles de partícula 

independiente, y además la energía de reaco~odo se cBnc~ 
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la, se le adoptará para el resto de este trabajo, co~sciell 

tes del riesgo que se corre. Concretar.ente, lo ~ue se 

adoptará es la relación entre los niveles de ~artícula 

independiente dados por la ec.(2.97) y la energía de am~ 

rxe total dada por la ec.(2.99). 

Para finalizar este caritulo debe agregarse algo 

que, si bien no eS±~ en linea con este trabajo convie-

ne tener presente. 

Existe un m~tode alternativo en la teoría de muchos 

cuerpos conocido como Hartree-Fock dependiente de la den-

sidad, que es otra generalizaci6n del m~todo de Brueckner-

Hartree-Fock, y que ha dado resultados excelentes para 

núcleos finitos (Vautherin y 9rink 1972, Campi y Sprung 

1972). En este formalismo no se toman en cuenta los efe~ 

tos de muchos cuerpos de ordenes superiores bajo un pun

to de vista f~ndamental, sino que se simulan tomando a 

las interacciones residuales como dependientes de la den 

sidad. las energías de partícula independien~e que se 

obtienen también pueden identificarse con las energías 

de remoción, y la energía total aparece de la siguiente 

forma 

A 
= ..!. L [<'0<, T 1.( > + ~ot] .,. Á Ep~ 

.L «=-I 
(2.1[>0) 

en donde 4E~~ es una corrección debida a la dependencia 

de la densidad de la interacci6n residual. Con este mét~ 

do ha sido posible ajustar simultáneamente las energías 

de amarre y las distribuciones de carga. 
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Existe un trabajo del que se espera obte~er una 

fór~u13 de ~asas nuclea~es siJuiendo esta linea (Tandeur 

1973), aunque los c'lculos de dicha f6r~ula de masas son 

en gran Parte numéricos, y no se ha ~ado una expresi6n 

analítica del tipo de la que se busca en este trabajo. 



CAPITULO 111 

NIVELES DE ENERGIA DE PARTICULA INDEPENDIENTE 

En el capítulo anterior quedó establecido el con

cepto de potencial autoconsistente y se mostr6 que, a 

pa~tir de los niveles de energía de partícula independie~ 

te que genera, es posible obtener la ene~ía de amarre t& 

tal del núcleo. Una forma como puede obtenerse información 

sobre este potencial es mediante reacciones nucleares, en 

las que se le puede identificar con la parte real del po

tencial 6ptico. Esta última afirmaci6n ha sido aclarada 

por Dover y Van Giai (1972), por ejemplo, quienes demos

traDon la equivalencia entre ambos potenciales basándose 

en cálculos autoconsistentes de Vautherin y Brink (1970, 

1972). El problema tambi~n ha sido estudiado bajo el pun 

to de vista formal por Vinh mau (1970) y por Lejeune y 

mahaux (1976). 

Así pues, en esta capítulo se propone imitar el 

potencial autoconsistenta mediante un potencial fenomen& 

l6gico cuyas propiedades puedan determinarse por los par! 

metros del potencial óptico. Existen dos razones para pr~ 

ceder de este modo. Por un lado, se desea contar con un 

potencial suficientemente general como para que sea pos! 

ble aplicarlo sobre una gran extensi6n de la tabla nuclear, 

y el potencial óptico ciertamente cumple con esta pro-



piedad. Por otro lado, substituyendo al potencial auto

consistente por un potencial fenomeno16gico se facilitar' 

la tarea de obtener expresiones analíticas para los nive

les de energía. Esto tiene una importancia fundamental 

en este trabajo, puesto que s6lo de este modo podr& exhi

birse la energía da amarra total mediante una f6rmula 

del tipo da la de Bathe-Weizsacker-Bacher. 

Para implementar esta idea en la obtenci6n de los 

niveles de energía, sa empezará por encontrar la conexi6n 

qua existe entre la parte real del potencial 6ptico y el 

potencial del modelo de partícula independiente. Dicha 

conexi6n podr' obtena~se partiendo de la ecuaci6n de 

Schr~dinger con un potencial no local, y aplicando la 

aproximaci6n da masa efectiva de acuerdo con el trabajo 

de frahn y Lemme~ (1957., 1951b)(secci6n 3.1). 

Posteriormenta se pasar' a obtaner expresione8 

analíticas para los niveles de energti empleando dos po

tencieles distintos. 

a) Un potencial de oscilador arm6nico al qua ea 

le agrega un t&rmino que rompe la degeneraci6n en el mo

mento angular. Este tlrmino e8 el mismo que ha sido em

pleado por Nilsson et al (1969). 

b) Un conjunto de pozos cuadrados infinitos de 

radio variable, con los qua sa pretende simular a un 

pozo finito con bordes redondeados. 
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3.1 Conexi6n entre el modelo de capas y el 

modelo óptico fen~~nolóQíco. 

Se supondrá que los estados de partícula indepen
diente f(~) deben satisfacer una ecuación de Schrodinger 

con un potencial no local, que en el espacio de confi

guración toma la forma 

(3.1a) 

La no localidad aparece en forma natural en la teoría de 

muchos cuerpos, como se vi6 en la ec.(2.l8) del capítu

lo anterior, de la antisimetrizaci6n de ~a funci6n de 

onda. Conviene agregar que la no localidad del potencial 

puede surgir tambi~n del carácter de intercambio y la 

dependencia de la velocidad de las interacciones nuclea-

res(Negele(1970) y ffianweiler(197S». 

Si se desea incluir un potencial de Coulomb ~#), 

esto podrá hacerse en forma independiente y se tendrá 

La razón es que la fuerza de Coulomb no es una interacci6n 

de intercambia en el mismo sentido que la interacción 

nucle6n-nucleón en un núcleo compleja, por lo que da 

lugar preddminantemente a un potencial local. 

~ara determinar la forma general que debe tener el 

kernel K" C-r, y') se hacen las siguientes suposiciones 

acerca de éste: 

a) Es hermiteano, 6 equivalentemente, si es real, 
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sim~trico en su oependencia en y y 

b) La no ~ocalidad no es muy grande, ya que sa

bemos que los potenciales locales dan resultados que se 

aproximan a los experimentales. 

e) En materia nuclear infinita, el kernel debe 

ser invariante ante translaciones. 

As! pues, puede proponerse que 

(3.2) 

en donde F .. c~- ~.) es tal que 

(3.3) 

y 

1:... 11:.,<1>; ~ (J;~ 
( 3.4) 

4:. .. o 
en donde ~ e8 la func16n delta de D1rac. 

Ahora se toma la transformada de Fourier de FA.CltJ)~ 

(3.5a) 

y se desarrolla en serie de Taylor alrededor de un va

lor 1<' 

Empleando este desarrollo hasta primer orden para eli

minar la integral en la ec.(3.l) se obtiene 
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H(~, 1<") = -----'----
I #- ~ Q'lI<~)w. (J?J *a. 4" " 

Si se escoge 

-( ~)~ 
Fes): I fi' e 
c. [Ú'o.&) 

entonces ~&~~ 

-'Col Jet.> = e--r 

frahn(1975) ha demostrado que si se escoge 

se obtiene la aproximaci6n de ~erey y Buck(1962). 

( 3.6) 

(3.7) 

( 3.a) 

(3.11) 

En este trabajo es preferible tomar el caso más simple 

en que 1< ": O y corresponde a la aproximaci6n de masa efeE, 

tiva propuesta por frahn y Lemmer (1957a, 1957b). Como 

resultado se obtiene 

en donde '1(:;) es la funci6n de onda aproximada y 
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puede interpretarse como una masa efectiva que depende 

del potencial \J.,(.() y del parámetro de na localidad ~ • 

Si se incluye un potencial de Coulomb como la 

ec.(l.lb), en lugar de la eC.(3.13a) se tendrá 

Ahora bien, en adelante se considerarán única

mente potenciales eaf'ricos, y se tomará 

\J. un :. - \J: F (..,.) 
" 

(3.1521) 

(3.l5b) 

en donde F,,'I)>=:I: f",,') y W:. 'tI"c ~ ". Se espera que el factor 

de forma nuclear (1ft?,) permanezca prácticamente constante 

hasta el borde del radio nuclear, y ah! decaiga rápida

mente a cero. El factor de forma da Coulomb se toma ge

neralmente como el de una distribuci6n uniforme de carga, 

de modo que tambi~n es aproximadamente constante hasta 

la superficie del núcleo, y m~s allá de ella decae con una 

dependencia de 
-, 

y • 

Se puede reescribir 

(J.l6) 
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de modo que entonces la masa efectiva se separa como 

I'1(Y): .,.,.{ H p-~[I·F ... (TllJ 
.1 

(3.17) 

en donde se define 

(3.18) 

Al substituir la ec.(3.l?) en la eC.(3.l3a) se 

obtiene 

en donde 

(3.20) 

que, como se verá más adelante, es escencialmente un 

t~rmino de superficie. 

Ahora se procede a analizar la ec.(3.l9) para 

el caso de estados desligados, 6 de dispersi6n, y el de 

estados ligados. En el primero el pro~6sito es encon

trar las funciones de onda que satisfagan le ec.(3.l9) 

cuando la energíe ¿r ha sido fijada, digamos, por el 

operador de un acelerador de partículas, cumpliendo con 

las condiciones a la frontera propias del caso. En el 

segundo, por otra parte, lo que interesa es obtener las 

eigenfunciones y los eigenvalores del operador en la 

ec.(3.l9). 
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3.1a)Estados de dispersión. 

~e la ec.(3.l9) se ~uede despejar la energía ci

nética y obtener 

_ .,.:1. vt¡(~)= E- "",.(",)- ""4c .... )~ ",'C"'", v) '1,.$) 
tt...... 1+1' (3.21) 

Substituyendo esta expresi6n en la misma ecuaci6n para 

el término -r ~ptic~) se consigue 
2"". 

(3.22) 

en donde aparece ahora un potencial que depende de la ve

locidad y la energía 

(3.23) 

Si se aplicara este análisis a un sistema infinito, 

lo que equivaldría a tomar F..,.,.)s.1~ fe'''''), se obtendría 

",',..,~())=(), y no quedaría más que 

(3.24) 

En el modelo 6ptico fenomeno16gico, la profundidad del 

potencial se obtiene precisamente de este modo (Ferey 1963) 

y el potencial para núcleos finitos se toma como 



la ecuaci6n que 88 resuelve entonces, no e. la 

(3.22), sino 

(3.26) 

Cabe preguntaras que tan i.portante e~ la diferencia 

entre amboa potencialea 

Para empezar puede obaervarae que en la regi6n 

interior, en donde ~,,,)~.1, .e tiene 'WA-DPara los neutro

nea, y&W:.A..W.e,~,,,>-~·n}para protonee. En eate .Uti.o 
I+t' 6 

caso la diferencia puede absorberse en ~ ,conside-

rando que 8U dependencia de ~ ea euave. 

En la regi6n exterior ( y .ayor que el radio ~ 

del n~cleo), por otra parta, f,.l'1): {) y ee tiane 

( 3.28) 

Pero ocurr~que preciaamente en eeta regi6n ae cu.ple qua 

.,.. > 7l~ (3.29) 

por lo qua S '1-1=" • 
Por lo tanto, .s1Yl"íE.9)es un potancial da super-
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ficie cuya contribuci6n a los corri.ientos de fase ae 

espera que sea despreciable. 

Comparando el potencial (3.25) con la parte real 

del potencial 6ptico feno.eno16gico 

( 3.30) 

en donde Vo~ , ~ y ~~ .OA parásetro. ajustablea, ee 

observa qua para los potenciales w..'I') '1 'W,l'f') definidos en 

laa .cs.(3.1Sa) y (3.15b) .a tiena 

(3.31a) 

(3.31b) 

e( \,./: .. e( z. (3.:51c) 
f: "ir'J 

De le definici6n (3.18) para ~ .8 encuentra en

tonce. que .1 pará.etre de RO localidad ~ •• puede 

obtener a partir de los valore. experi.entale. V,,, ~ 

( 3.31d) 

Se deja para .'s adelante la discusi6n sobre 108 valo

re. de estoa pará.atros. 
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3.lb) Estados 1i~ados. 

En la regi6n interna del pctencia1 nuclear I-J;,(Y)~DI 

por 10 que W'{'I'í 17) será un término pequeño en compara-

ción con el resto del potencial. Por 10 tanto, podrá tr~ 

tarse como una perturbaci6n a los estados que se obtienen 

de la ecuación 

(3.32) 

en donde se define una masa efectiva 

(3.33) 
1+ (j 

a partir de las ecuaciones (3.14) y (3.18). 

La ecuación (3.33) sólo difiere de la ecuaci6n de 

Schrodinger ordinaria en que la masa --o del nucle6n 

se reemplaza por una masa efectiva .,.... menor (ya que ,,>D). 

El resultado de esto es que aumenta la energía cin~tica 

en comparaci6n con la del caso local, y con ella la se

paraci6n entre los niveles de energía. Como consecuencia, 

si se desea que el potencial de la ec.(3.32) contenga la 

misma cantidad de niveles que un potencial en el caso 

local, deberá ser m~s profundo. 

Para ilustrar esto, se puede dividir la ec.(3.32) 

por ('+~) de modo que se escriba como una ecuaci6n 

de Schrodinger ordinaria 

(3.34) 
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en donde aparece un potencial "local" 

~(,..)= - ~ ... ¡ , .... ) 
1+/1>" , 

(3.35a) 

un potencial de Coulomb modificado 

(3.35b) 

y una energía 

(3.35c) 

Comparando (3.35a) con (3.31a) se observa que 

de modo que la profundidad de ~ ,v> no es más que la 

del potencial óptico fenomeno16gico, la cual se obtiene 

experimentalmente. 

Así pues, los niveles de energía correspon-

dientes a la función de onda no perturbada se pueden ob

tener resolviendo la ecuaci6n (3.34) y usando la relaci6n 

(3.37) 

La informaci6n sobre la masa efectiva ~. tam-

bién se puede obtener del potencial 6ptico fenomenoló-
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gico a través del parámetro ~ , como se puede ver de 

la ec.(3.33): 

')Ole _ _ I+¡i . 
.",tI J _ o( 

(3.36) 

En la tabla 3.1 se muestran los resultados ob-

tenidos para un ejemplo concreto, empleando las ideas 

expuestas en esta subsección. En él se comparan los 

eigenvalores exactos ~~ de la eC.(3.19), y los corres-
• '''> pondiebtes valores aproximados ~~ de la ec.(3.32). 

Fara hacetlo se tom6 un potencial óptico fenomeno16gico 

cuyos parámetros son parecidos a los deducidos en la li

teratura para 56 Ni (manweiler 1975 y Negele (1970». Se 

trata de un potencial Woods-Saxon 

~ (.,,) = -V .. e 

con parámetro de profundidad V .. ~ =55.5 MeV, de alcance 

R =1.3 A"3 fm. y de difusividad b =0.65 fm. El pará-

metro ~ es 0.32, que de acuerdo con la ec.(3.36) co-

rresponde a una masa efectiva """ .. :0." ..... y ¡3 =0.47. 
CP) 

Con estos valores, se calculan numéricamente e., y E.., , 
lO.) 

Y empleando la ec.(3.37), los eigenvalores aproximados €~ • 
c.) 

Como puede verse, las mayores diferencias entre 6~ y e~ 

se dan para estados menos ligados, y de mayor momento au 

guIar. En estos casos los eigenvalores aproximados 

resultan menos ligados por 2 6 3 ffleV. 
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,.,) 
Tabla 3.1. Eigenvalores exactos Et1 y aproximados e" 
para un potencial de Woods-Saxon, en meV. Se muestran 

,.} 
también los eigenvalores auxiliares E~ • Los par&metros 

del potencial son los siguientes: profundidad V.f =5S.S meV, 
"3 

alcance R =1.3 A fm. y difusividad b :.65fm. Se ha 

tomado O( =.32, 

NIVEL 

ls 

2s 

3s 

lp 

2p 

Id 

2d 

lf 

19 

que corresponde a 

I .. ~ 

E:" 

42.98 

20.04 

0.76 

32.82 

8.90 

21.70 

10.08 

2!! =1.47. 
'ttt-

t.' El.' 
6"1 = J!!. "1 4-1 ,.. ... 

63.19 63.48 

29.47 30.73 

1.12 2.83 

48.24 49.07 

13.08 15.21 

31.90 33.69 

2.56 

14.82 18.15 

3.37 
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3.2 Niveles de energía de un potenc~l de 

oscilador armónico (Bauer~~era 1978). 

Una forma de obtener una expresión analítica pa-

ra los niveles de energía es proponiendo un potencial de 

oscilador armónico. Para aplicarlo al problema nuclear es 

necesario modificarlo agregando un término que rompa la 

degeneración en el momento angular y otro que tome en 

consideración la interacción spin-¿rbita. Así pues, se t~ 

mar~ la parte esférica del potencial usado por Nilsson 

et al (1969): 

El término 

(3.40) 

en donde 1> es un parámetro y < >.... denota promedio sobre 

la capa "X , rompe la degeneración en el momento an-

guIar dejando fijo el centro de gravedad del multiple

te. En lo subsecuente se llamará a la ec.(3.~D) el térmi 

no de Nilsson. 

Se ha incluido también un término de spin-órbita 

_ .U.t.; 
F 

= -

en donde ~ es un nuevo parámetro. 

(3.41) 
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Obviamente en este caso no es válido suponer que 

F.J,,>::d. en el interior del núcleo, y por 10 tanto no es 

aplicable la relación simple (3.31) para obtener los 

eigenvalores a partir de la ec.(3.34). Esto, sin embargo, 

no representa ningún obst~culo, pues para el oscilador 

armónico es posible resolver analíticamente la ecuaci6n 

original (3.l3a), como ha sido demostrado por Frahn y 

Lemmer (1957a,b). Tomando esta soluci6n para los niveles 

de energía y tratando perturbativamente los dos últimos 

términos de la ec.(3.39) se tiene 

puede despreciarse como puede verse de una estimación 

simple. 

Una vez obtenida la expresi6n (3.42) se pasa a 

determinar la dependencia de A de los parámetros i...:> , 

1) y e 
3.2a) Dependencia de A de la frecuencia angular. 

la frecuencia amplificada 

{"./' = (3.43) 
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debe ajustarse de modo que se obtenga el radio nuclear 

correcto. ~ara hacerlo, se sigue el procedimiento de 

moszkowski (1957). Se ignora el efecto de los t~rminos 

de Nilsson y de spin-6rbita, considerando que actúan 

s610 como una correcci6n a los niveles de oscilador ar-

m6nico. 

Puesto que los valores de expectaci6n de la ener

gía cin~tica y la energía potencial para un oscilador ar

m6nico son iguales, la suma de los promedios de las 

energías de N partículas es 

(3.44) 

Tomando para el radio nuclear AY, 
'R=v;. ,el radio cuadra-

do medio para una distribuci6n esf~rica de carga está 

dado por 

(3.45) 

Por otro lado, considerando dos estados posibles para el 

spin, la degeneraci6n del oscilador armónico para el nú

mero cuántico principal ~ ,se puede escribir 

" ~~ 
L €¡, ': L l",rl){?r+.t)l?t+l)i:".,," (3.46) 

i.=D .,.=p 

Al efectuar la suma se considera sólo el primer t~rmino 

(3.47) 
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En forma semejante se encue~tra que el número total de 

partículas va cama 

(3.48) 

y de aquí se puede depejar ~~ para substituirlo en la 

ec.(3.47). Igualando el resultado con la ec.(3.44) se 

encuentra que 

(3.49) 

Para el caso general puede escribirse 

(3.50) 

en donde 1: =1 para protones y ~ =-1 para neutrones. 

3,2 b) Dependencia de A del faotor D • 

Se puede demostrar que para un pozo cuadrado in

fini to la dependencia oa .1 de los niveles de energía 

va en primera aproximación cama (1;. ~/~_7t~) .,({",U./) (ver la 

siguiente sección). Por lo tanto es razonable afirmar que 

el coeficiente J) en el término de Nilsson va como 

(3.51) 

en donde es un parámetro ajustable. Este no debe en-
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tenderse como un parámetro libre, pues se espera que sea 

consistente con los valores obtenidos por Nilsson et al(1969). 

3.2C) Dependencia de A del factor e 
El tármino de interacci6n spin-6rbita se puede to

mar con la forma de la energía da Thomas-rrenkel 

(3.52) 

en donde ;l es un parámetro fenomenológico sin di-

mansiones. Por lo tanto, para un potencial de oscilador 

arm6nico se encuentra que 

(3.53) 

-~/1 
que va escencialmente como A • Esta dependencia debe 

compararse con la que se obtiene da los resultados ex-

A
--tf 

perimentales: con ~ =0.53 ~ 0.09 (eohen et al 1962). 

En la secci6n 3. 4 se muestran al gunos resultados numáricos. 

3. 3Niveles de Energía áBea un potencial de 

pozo cuadrado. 

Es bien sabido que para los niveles de energía 

de un pozo cuadr.ado infinito no existe una expresión an!!, 

lítica exacta. Sin embargo, en esta sección se mostrará 

que si es posible encontrar una expresión analítica aproxi 

mada que se puede llevar a la práctica con buenos resul

tados. 

Primero se dará la solución para un potencial 10-
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cal, y después se la modificar~, de acuerdo con el pro

cedimiento señalado en la subsección 3.1 b, para tomar 

en consideración el efecto de la no localidad. 

Considérse un potencial de pozo cuadrado infini-

to 

Vl~):. {-V"PSi 

00 si 

(3.54) 

1:;' >R. 

La ecuaci6n de SchrBdinger a resolver será simplemente 

(3.55) 

en donde 

(3.56) 

con las condiciones a la frontera 

~(Q) = o, (3.57') 

tCR) = O (3.57b) 

Las soluciones para las funciones de onda radiales, 

como es bien sabido, son las funciones de Bessel esféri-

cas que se cancelan tanto en el origen como en y= 'R • 

~uesto que su argumento es k..,. , se tiene la condici6n 

(3.58) 
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en donde """.( es el cero correspondiente a la función de 

Bessel en cuestión. 

Para representar a ...voto( se puede usar el siguiente 

desarrollo asintótico (Gradshteyn y Rizhik 1965) 

--1Jo 
"tUrl)[.tf'~t.t+l) -~¿¡J 

B: (-,. .. .1)" 13 
~ .... 

(3.59) 

En esta expresión el número cuántico principal 

corresponde al del oscilador armónico, y se relaciona 

con el número de nodos ?n por 

En la tabla (3.2) se compara el valor exacto de 

varios ceros de las funciones de Bessel esf~ricas con los 

valores aproximados obtenidos de los primeros dos t~r

minos de la expresión (3. 59). Se observa q~e el error 

porcentual es razonablemente pequeño, incluso cuando se 

toman únicamente dos términos. 

Así pues, los niveles de energía se pueden escri-

bir como 

(3.61 ) 

despreciando términos de orden superior. Puesto que esto 

supone una nueva aproximación, en la tabla 3.3 se compa-
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Tabla 3.2. Comparaci6n entre algunos ceros exactos de las 

funciones esf~ricas de Bessel y los proporcionadas por 

los dos primeros términos de la eC.(3.59). 

o 1 
o 2 

o 3 

o 4 

1 1 

1 2 

1 3 

1 4 

2 1 
2 2 

2 3 

2 4 

3 1 
3 2 
3 3 

4 1 

4 2 

5 1 

5 2 

6 1 

7 1 

o 
2 

4 
6 

1 

3 

5 

7 

2 

4 
6 
8 

3 
5 

7 

4 

6 

5 

7 

6 

7 

CERO 
EXACTO 

3.1416 
6.2832 

9.4248 

12.5664 

4.4934 

7.7253 

10.9041 

14.0662 

5.7635 

9.0950 

12.3229 

15.5146 

6.9879 
10.4171 
13.6980 

8.1826 

11.7049 

9.3558 

12.9665 

10.5128 

11.6570 

CERO 
APROXImADO 

3.1416 
6.2832 

9.4248 
12.5664 

4.5002 

7.7267 

10.9046 

14.0664 

5.8057 

9.1065 

12.3276 
15.5170 

7.0900 
10.4499 

13.7128 

8.3637 

11.7706 

9.6314 

13.0761 

10.8952 

12.1566 

ERROR 
PORCENTUAL 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

-0.15 

-0.18 

-0.0046 

-0.0014 

-0.73 

-0.13 

-0.038 
-0.016 

-1.46 
-0.31 

-0.11 

-2.21 

-0.56 

-2.95 

-0.85 

-3.64 

-4.285 
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Tabla 3.3. Comparaci6n entre algunos niveles de energía 

exactos para un pozo cuadrado infinito. y los proporcio

nados por la ec.(3.61)( Vo(' =0). los resultados se dan en 

unidades de ií.X'.t?H ~'&.) • 

VALOR VALOR ERROR 

1 EXACTO APROXImADO PORCENTUAL 

O o 9.8696 9.8696 0.0(1 

o 2 39.4784 39.4784 0.00 

o 4 88.8264 88.8264 0.00 

o 6 157.9137 157.9137 0.00 

1 1 20.1906 20.2066 -0.079 

1 3 59.6803 59.6850 -0.0080 

1 5 118.8994 118.9027 -0.0027 

1 7 197.8580 197.8595 -0.0008 

2 2 33.2179 33.4784 -0.78 

2 4 82.7190 82.8264 -0.13 

2 6 151.8539 151.9137 - -0.039 

2 8 240.7028 240.7401 -0.016 

3 3 48.8307 49.6850 -1.75 

3 5 108.5160 108.9027 -0.36 

3 7 187.6352 187.8595 -0.12 

4 4 66.9549 68.8264 -2.80 

4 6 137.0047 137.9137 -0.66 

5 5 87.5310 90.9027 -3.85 

5 7 168.1301 169.8595 -1.03 

6 6 110.5190 115.9137 -4.8812 

7 7 135.8856 143.8595 -5.87 
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1 
ra para varios casos el valoE de ~~ con el del término 

entre llaves en la ec.(3.6l). El error cometido sigue 

sisndo peq~eño y por lo tanto se puede afirmar que la 

expresión (3.61) constituye una buena base de donde par-

tiro 

Aún deben hacerse por lo menos dos correcciones 

importantes a la expresi6n para ~~ • 

En primer luga~, debe considerarse que no es po-

sibls representar al potencial nuclear medianté un pozo 

infinito. Es más adecuado un pozo finito en el cual el 

espaciamiento entre los niveles decrece con la energía, 

precisamente al contrario de como ocurre con un pozo in-

finito. más aún, un potencial que reproduzca bien los r~ 

sultados de dispersión debe tener cierta difusividad, tal 

como ocurre con un Woods-Saxon. 

Para corregir este defecto, se observa que las 

soluciones a la ecuaci6n de Schrodínger con un poten-

cial de pazo cuadrado finito siguen siendo funciones de 

Bessel esféricas, exeepto que en vez de anularse en R 

se acoplan a una función de Neumann. 

Por lo tanto, los niveles de energía de un pozo finito 

corresponden a los que se obtienen de funciones de onda 

R• que se anulan en radios mayores que el radio ~ 

del potencial. Entonces, es posible emplear la expresi6n 

(3.61) si se aumenta el radio R en J)roporci6n a la 

energía. rara incluir esta corrección en la forma m6s 

simple posible se propone 

(3.62) 
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de modo que, en primera aproximaci6n 

(3.63) 

Se propondrá además que 

(3.64) 

en donde c:r es un parámetro ajustable JI fJ un entero 

menor ó igual que -l. Aunque en este momento se trata 

de una proposici6n completamente arbitraria, se verá 

justificada en el siguiente capítulo al construir la f6~ 

mula de masas. Los valores del parámetro <r y del en-

tero n se pueden conocer al ajustar la expresi6n re

sultante a valores experimentales, lo cual se hará en 

la siguiente secci6n. 

Otra modificación importante que debe hacerse a 

la expresi6n (3.61) consiste en incluir un término que 

tome en conside~aci6n la interacci6n spin-órbita. As! 

pues, se propo~e, al igual que en la secci6n anterior 

pero ahQxa el coeficiente e se define como 

en donde Jt es un parámetro sin dimensiones que se pue-

de ajustar a los rom~imientos de spin-órbita experimenta 
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les 4E$#. 

La forma completa para los niveles de energ!a 

está dada por 

(3.67 ) 

Ahora bien, la ec.(3.67) correspende a los 

eigenvalores de una ecuaci6n de SchrBdinger con un po

tencial local, como en (3.34). Para obtener los eigen

valores de inter~s es necesario multiplicar ~. por._/~~ 
~ 

3.4 Resultados numéricos. 

En esta secci6n se comparan los resultados nu-

m~ricos de las expresiones obtenidas en las dos seccio-

nes anteriores con valores experimentales y cálculos de 

Hartree-fock. 

Se empieza por hacer algunas observaciones acer-

ca de c6mo deben tomarse la profundidad del potencial y 

la masa efectiva. Con ellas en mente se pasa a calcular 

los niveles de energía para el potencial de oscilador 

arm6nico y del pozo cuadrado respectivamente. 

El problema que se tiene al com"arar con otros 

resultados es encontrar un espectro que muestre sufi

ciente información. Los espectros experimentales ayu

dan poco en la práctica debido a que, en los núcleos pe

sados, sólo se conocen con preeisi6n los niveles menos 

ligados, y los núcleos ligeros no tienen una cantidad 
I 

de niveles suficientemente grande. Por otro lado, exis-

ten cálculos de Hartree-fock en los que. usando interac-
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ciones de Skyrme, se han reproducido satisfactoriamente 

los espectros experimentales junto co~ otros resultados 

de estructura nuclear. ~or lo tanto, las comparaeiones 

que se hacen en esta secci6n son contra espectros uados 

por Ko et al (1974) para 208~b, obtenidos con una in

teracción Skyrme 111. Los parámetros empleados en esta 

comparación se usan para calcular los niveles de energía 

de núcleos más ligeros. 

3.4 a) De la profundidad del potencial y la masa efectiva. 

La profundidad V~p del potencial óptico feno

menológico (3.30) se acostumbra escribir como 

(3.68) 

en donde V~ y V. son parámetros ajustables y el valor 

de l: es 1 para protones y -1 ¡::ara neutrones. En la 11 

teratura se encuentra que Vo varía entre 48 meV y 60 meV, 

y el parámetro de asimetría V, varía entre 24 MeV y 

38 rneV. El parámetro ~ del mismm potencial (3.3m~, por 

su parte, varía entre 0.22 y 0.55 (Bechetti y Greenlees 

1969, Hornyak 1975). Del valor señalado para Q{ se 

obtiene que el valor de ~ está entre .28 y 1.22, lo 
que a su vez corresponde a una masa efectiva ?<11

ft =.78M. 

Y ~~ =.45 ""' .. respectivamente. El parámetro de no 10-

calidad D.. , estimado según (3.3ld) varía entre .6 y 

.9 fm., i~norando el segundo término de ~r en la ec.(3.68). 

La parametrizaci6n (3.68) para Vor produce un 

efecto importante sobre la masa efectiva. Qe la defi~i-
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ción (3.33), la ex¡;'resi6n (3.18) para j! , y la equiva

lencia (3.31a) entre ~r y w. ... , se tiene 

~ _. 
:~ = ( 1 - ~ --o v. ) ,~- ~-J;.~ "r . (3.69) 

Puesto que Vop es mayor para protones que para neutrones, 

~J~* será tambi~n mayor para protones que para neutrones; 

(:;) > (~1 . 
r 'OC 

(3.70) 

En vista de esto conviene definir un parámetro promedio 

(3.71) 

que se identifique, médiante la ec.(3.3B), con el valor 

único de ~ que se obtiene experimentalmente. En el 

apéndice 1 se demuestra que (:;),.y(~ .... se pueden expre

sar en términos de "': y el cociente ~ como 
"Jo< ~ 

en donde 

I: 

En el caso de los protones debe incluirse el Po-
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tencial de Coulomb en la ecuación de Schrcdinger (3.34). 

En los cálculos de potencial óptico se acostumbra propo

ner el potencial producido por una distribuci6n esférica 

de carga de radio R r U'( /- .!. Y') s .. y<"R 
.:lo R 3 R--

Wc.L'Y) = (3.75) 
Ze,a. $, 'Y~'R -".. 

Sin embargo, tal potencial impide resolver la ecuación 

de SchrHdinger analíticamente, por lo que para el pro-

pósito de este trabajo es preferible tomar s6lo el pro

medio de (3.75) en el interior del núcleo 

(3.76) 

y asl, a los eigenvalores obtenidos del potencial nuclear 

~.(7) simplemente se les agregará una constante. rara co~ 

pensar el error cometido al substituir el potencial 

exacto por el promedio es conveniente dar una ligera libe~ -tad a ~( ... ), por lo que se le multiplica por un parámetro 

ajusteble ~ que no debe diferir mucho de l. As! pues, 

se tomará 

(3.77a) 

En la parametrizaci6n del modelo 6ptico fenomeno-

lógico se acostumbra tomar YJ el radio nuclear como i.:y.A, 
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en donde Y, ea un parámetro qua toaa valores entre 1.10 y 

1.30 f •• por lo general (Bar~at , Jackson 1977). Aunque 
If. 

quiz' una expresi6n del tipo Rwy .. A '.c., en donde se inclu-

,e un parállletro adicional e seria .'s corr.cto, sagún s. 

sabe de los experimentos da dispersi6n de alectrones (ver 

figura 3.1), en esta trabajo s. optará por la for.a .ia 

ai_ple. Por lo tanta se tiene 

(3.77b) 

Pua tensr. una ide. del valor de '~'Y(S'~, •• pueda to.a~ 

y, 01.25 flll. Y 8e encuentra 1.38 •• V~ En el apéndice V 

se _uestran algunos valores de los parámetros del poten 

eial óptico fenollleno16gico. Para una discusi6n amplia 

de estos, ver Hodgson (1971). 

3.4 b) Resultados num&ricos para los nivelea da 

oecilador armónico. 

la expresión qus se desea ajustar es 

f ... ~¡ = - V"'f .,. ('11) Ve .. (')\+ í)-t I,,}' -

... ,-tw'fr)a.[I_ (~\l[",l ,"+3)+ .• ll.H/) f.t]-
r w: _.JJ a. 

- :p[...tt..l·n) .. t ... t ... .,.l>]-

- e {¡ ( J+ , ) -.t (..1+ 1) -l J ~ (3.78) 

en donde, .egún .e ha visto, intervienen la profundidad 

dal potencial 'l. , el potencial~.de .. i.etría r. , la .1. 

8a efectiva ~~, y los siguientas paré.etrosa el dal po

tencial' de Coulomb Yc ,el del radio nuclear .,. , el del 

ttSraino de Nilsaon '1 J el da apin-órbi ta ;t 

.a1 pue., un total de sieta paré.etros. 

• Se tiene 
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figura 3.1. Variación de los radios nucleares a media 

V ) densidad ~ , en función de /1 ~ (tomada de Schopper 1967 • 
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Figura 3.3. Ajuste de la interacción spin-6rbita. 
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Con objeto de ajustar ~ ,debe observarse que 

la dependensia de ~(J+¡) de la expresi6n (3.78) va 

escencialmente como 

(3.79) 

si se ignoran las diferencias que existen para protones 

y neutrones en la masa efectiva y la profundidad del po

tencial. Si se compara la ecuaci6n (3.79) con 1a de~en

dencia de A del Urmino de Nilsson, la cua1 se musditaa 

en la figura 3.2, se encuentra que ambos resu1tados son 

consistentes. En la figura, el producto 1;,. W "/4 es sim

plemente el coeficiente de ;t~ en el hamil toniano de 

Nilsson tal como se ha dado en r~il5son et al (1959). L.as 

lineas A y C describen los caSos de protones y neutro

nes respectivamente, mientras que la linea B se obtie-

ne de promediar las dos anteriores. De este modo, el pa

rámetro 1 se puede determinar para valores específicos 

de Vo , "". y "'1",,· substituyéndolos en la ec.(3.79) e 

igualando el coeficiente entre paréntesis con la pendien-

te de la linea B (7.4 meV). 

El parámetro de spin-órbita A se puede ajustar 

empleando el rompimiento experimental 4 Eso entre niveles 

con J=..t+i y j=..l-i • Ignorando la diferencia entre prg, 

tones y neutrones señalada en (3.53), se encuentra que 

(3.BO) 

De aquí que convenga ajustar ambos lados de 1a ec.(3.BO) 

a una linea recta por el método de mínimos cuadrados, p~ 



-3.29-

ra obtener la pendiente :l 'J( ~)/7." : 

(3.Bl) 

Las dos soluciones de tal ajuste se muestran en la fi

gura 3.3. Puesto que existe una dispersi6n considerable 

en el ajuste es convenieste tomar el promedio (B.15 fm:4 ). 

Como las lineas no pasan por el origen, se produce una 

subestimación de un 17% que debe compensarse para poder 

reproducir los resultados experimentales. 

Tomando estos ajustes en consideración, se puede 

demostrar que la f6rmula (3.78) proporciona esquemas de 

niveles comparables con los obtenidos de los cálculos de 

Hartree-fock con interacción de Skyrme 111. y valores 

experimentales. En las figuras 3.4 y 3.5 se comparan es-

* quemas de niveles de neutrones y protones tomando 

=55 ffieV, V, =30 ffieV, .... IJ =1.4 Y .,., =1.3 fm. los 

valores consistentes de i y.A son 0.51 Y 16.6 res

pectivamente. En las figuras 3.6 y 3.7 se muestran los 

* Para el cálculo del esquema de niveles de los protones 

se tom6 en consideraci6n un efecto del potencial de 

Coulomb sobre la masa efectiva, el cual no es necesa

rio y se ha ignorado en esta exposici6n (Bauer y Herrera 

1976). 
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Figura 3.4. Niveles de energía de partícula independiente 
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experimentales, Hf y sm representan energías obtenidas 

cen la interacci6n Skyrme 111, y eigenenerg!as de un 
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figura 3.6. Esquema de niveles de energía de partícula 

independiente para neutrones. Los eigenvalores con igua

les números cuánticos, para los núcleos indicados, se 
conectan mediante lineas rectas con objeto de guiar la 
vista. 
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resultados obtenidos cuando se usa este mismo conjunto de 

parámetros para calcular los esquemas de niveles de otros 

núcleos. 

De los resultados se concluye que la fórmula (3.78) 

reproduce las tendencias principales de los espectros de 

partícula independiente en núcleos pesados, al menos por 

lo que respecta a la estructura de capas. 

Para cálculos sobre núcleos ligeros, como 40Ca, no 

pued~ emplearse el mismo COAjunto de parámetro~ que para 

núcleos pesados, pues los niveles resultan demasiado pr~ 

fundos. 

Estos ajustes están seriamente limitados por el 

hecho de que un oscilador armónico proporciona niveles 

igualmente espaciados (que en este caso determinan las 

capas), 10 que no se observa en cálculos realistas. 

3.4 el Resultados numéricos eara los niveles de 

un eozo cuadrado. 

La expresi6n que se desea ajustar en este caso 

es 

t 

11 {(~¿) H& -.,lUf/)- A(j(¡+I>-..lU""J-tJH_-

(3.79) 

que contiene la profundidad del potencial VD ,el po-
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tencial de asimetría 
... v, , la masa efectiva 'H4 , Y los 

siguientes parámetros: los del radio y .. y < , el de 

spin-6rbita ¿\ y el del potencial de Coulomb. Por razones 

que se aclaran en el siguiente capitulo , se ha fijado 

r'-I • Aquí debe determinarse cual es su valor más 

apropiado. Incluyendo a p se tiene un total de ocho 

parámetros, uno más que en la expresi6n obtenida median

te el oscilador arm6nico. 

Para ajustar el parámetro de spin-órbita, se toma 

la dependencia más simple de 'R ( <:S':: D. ), y se encuen-

tra que 

(3.60) 

en donde 

Se puede definir la constante 

(3.62) 

que se puede ajustar a valores experimentales de 4E~ • 

En la figura 3.6 se muestra el resultado de este 

ajuste siguiendo el método de mínimos cuadrados, con lo 

que se obtiene K:: '-8" MeV. Así pues, el parámetro 

estará dado por 

Puesto que el parámetro ~ se determina separ~-
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~ 

damente dados los valores de Y" y ""'",,'*, lo más relevan-

te es conocer los parámetros que ajusten los centroides 

é ... ..( = (..l+I) € ..... .A. .t+j ~ .,{ '""'-4 .t • .¡ 
2..L+/ 

(3.84) 

a los centroides de los esquemas con los cuales se de-

sea comparar. 

Como en el caso anterior,se encontraron con-

juntos de parámetros que reprodujeran apropiadamente 

cálculos de Harxree-fock para 208pb , y despu~s se em-

plearon los mismos conjuntos para calcular esquemas de 

niveles de otros núcleos. En la tabla 3.4 Y 3. 5 se 

muestran les resultados obtenidos para los esquemas de ni 

veles de 208pb en tres casos distintos. En todos ellos 

se ha tomado ~ .. =1.3, y .. =50.0 meV, .,., .11 • 3 fm., 

V, :30.0 meV y 1I'e: =1.612. En el primero se tiene 

~ =0., en el segundo p =-2 Y ~ =.3, Y en el tercero 

P =-3 Y ~ =.6. En ambas tablas se observa que los va-

lores calculados concuerdan Dazonab1emente bien con los 

cálculos de Hartree-fock, siendo mejores los resultados 

del segundo caso. 

En las tablas 3.6 a 3.10 se observa que el mismo 

conjunto de parámetroá reproduce las tendencias ~rinci-

pa1es de los esquemas de otros núcleos, aunque no se con-

serva la calidad del ajuste. 
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Tabla 3.4. Niveles de energía de neutrones en 208pb (meV). 
En la columna EXP se muestran los valores experimentales. 

la columna SKY 111 contiene cálculos de Hartree-fock con 

interacción de Skyrme 111. Las últimas tres columnas mues

tran valores obtenidos con la fórmula (3.79). 

NIVEL EXP 

ls 

lp . 

Id 

2s 

1f 

2p 

19 
2d 

3s 

1h 

2f 

3p 

li 

4s 

-8.80 

-7.90 

-1.91 

SKY 

III 

-50.0 

-45.3 

-39.1 

.. 36.0 

-32.3 

-27.5 

-23.9 

-18.7 
-17 .0 

-15.3 

9.9 

7.6 

6.4 

r =0 

<í =0 

-50.3 

-45.6 

-40.0 

-37.3 

-32.9 

-28.5 

-24.5 

-16.4 
-15.8 

-14.9 

7.0 

- 2.6 

- 3.9 
14.4 

r =-2 

<í =.3 

-50.3 

-45.9 

-40.5 

-37.9 

-34.0 

-29.8 
-26.6 

-20.9 
-18.4 

-18.3 

-11.1 

- 7.1, 

- 9.1 
7.3 

r =-3 

<í =.6 

-50.3 

-45.8 

-40.1 

-37.5 

-33.3 

-29.0 

-25.2 

-19.2 
-16.7 

-16.0 

- 8.4 

- 4.1 

- 5.7 

1.2 



Tabla 3.5. Niveles de energía de protones en 20Bpb (meV). 

En la colu~na EXP se muestran los valores experimentales. 

La columna SKY 111 contiene cálculos de Hartree-fock con 

. interacción de Skyrme 111. las tres últimas columnas mue~ 

tran valores obtenidos con la fórmula (3.79). 

~JlVEL 

ls 

lp 

Id 
2s 

1f 

2p 

19 

2d 

3s 

lh 
2f 

EXP 

-9.10 

-7.95 

-6,80 

-2.00 

SKY 

III 

-41.5 

-36.5 

-30.6 

-27.5 

-23.5 

-18.4 

-15.6 

- 9.7 

7.5 

7.2 

r =0 
< =0 

-41.8 

-36.9 

-30.7 

-27.8 

-23.0 

-lB.3 

-14.0 

- 7.3 
4.6 

3.6 

4.9 

, =-2 

c:r=.3 

-41.8 

-37.1 

-31.2 

-28.5 

-24.2 

-19.7 

-16.2 

-10.1 

- 7.4 

- 7.2 

5.2 

r=-3 
cr =.6 

-41.8 

-37.0 

-30.8 

-28.0 

-23.4 

-18.8 

-14.7 

- B.3 
- 5.5 

- 4.B 
3.4 
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Tabla 3.6. Niveles de energía de protones en 120Sn (meV). 

NIVEL EXP f=O l' =-2 r=-3 
4' =0 <:t' =.3 .. =.6 

1s -59.0 -45.3 -45.3 -45.3 
lp -43.8 -38.3 -38.7 -38.5 
Id -30.0 -29.4 -30.5 -29.8 
2s -28.4 -25.3 -26.6 -25'.8 
lf -17.6 -1B.4 -20.9 -19.4 
2p -13.2 -11.7 -14.7 -12.9 

Tabla 3.7. Nivelas de ener.g!a de protones en 5B Ni (meV). 

NIVEL EXP fJ l40 r=-2 r=-3 
<:t' =0 C" =.3 v=.6 

ls -57.3 -40.7 -40.7 -40.7 
lp -37.6 -29.6 -30.5 -30.1 
Id -20.2 -15.4 -lB.3 -16.9 
2d -12.6 - 9.0 -12.4 -10.8 

Tabla 3.B. Niveles de energía de protones en 40Ca (maV). 

NIVEL EXP JO '=f!J 1'=-2 l' =-3 

.. =0 <r =.3 <1"=.6 

la -49.1 -39.0 -39.0 -39.0 

lp -32.9 -24.9 -26.4 -25.8 

Id -12.3 - 6.9 -11.5 - 9.5 

.28 -12.1 1.3 - 4.2 - 1.9 



Tabla 3.9. Niveles de energía de protones en 325 (meV). 

NIVEL EXP l' =0 l' =-2 ,.=-3 
..-=0 <f" =.3 <3"=.6 

ls -51.2 -38.6 -38.6 -38.6 
1p -28.8 -22.2 -24.2 -23.5 
Id - 9.8 -,1.3 - 7.6 - 5.2 
2s -12.1 8.2 7.9 3.5 

Tabla 3.10. Niveles de energía de protones en 160 (maV). 

NIVEL EXP r=O 1'=-2 r=-3 
<r =0 <1'"=.3 cr=.6 

1s -44.0 -33.4 -33.4 -33.4 
lp -17.0 - 7.5 -12.2 -11.3 



CAPITULO IV 

CALCULO DE LA fGRffiULA DE mASAS NUCLEARES 

En el capítulo 11 se mostr6 que de acuerdo con la 

teoría de muchos cuerpos es posible encontrar la energía 

de amarre total del núcleo a partir de ~ niveles de eneL 

gía de partícula independiente. Asimismo se di6 

el formalismo para hacerlo. En el tercer capítUlO, por 

otra parte, se encontraron dos expresiones analíticas di~ 

tintas para los niveles de partícula independiente ~~j • 

Una da, ellas proviene de un potencial de oscilador arm6-

nico modificado, mientras que la otra se obtuvo a partir 

de:un conjunto de potenciales de pozo cuadrado infinito. 

El prop6sito que se persigue ahora es construir 

fórmulas de masas nucleares empleando cada una da las ex-

presiones para los niveles de partícula indeppndiente. 

Par-8 hacerlo se, empleará el resultado obtenido por el 

método de Brueckner-Hartree-fock-Renormalizado (BHfR), 

de acuerdo con el cual la energía total del núcleo est& 

dada por 

Según se ha mencionado anteriormente, '/1,. se puede tomar 

como un parámetro independiente del nivel A • As! pues, 
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será más adecuada la expresión 

(4.1) 

Se empezará por describir con detalle el procedi

miento para obtener las eneng!aa totales lA. Se ex

plica~á como as efectúan las sumas sobre los números cuá~ 

ticos "" y .1 , y como se llega al resultado final que 

consiste en un desarrollo en términos de potencias. de 
'1J A • Los primeros tárminos de la fonmula obtenida po~ 

dr~n compararse con los de la f6rmula de Bethe-Weizsacker-

Bacher. 

Una vez expuesto el procedimiento ganeral, se cal 

cuIarán las f6rmulas de masas. Po~ comodidad, en ade

lante se llamará fórmula 1 a la que se obtenga a partir 

de los niva.les de oscilador arm6nico y la f6rmula 11 a la 

que se obtenga a partir de los niveles de pozo cuadrado. 

En las f6rmulas que se calculan en este capítulo 

no se incluye el llenamiento d. capas .• la raz6n para pr!!. 

cede~ de este modo es que la parte que se ignora requiere 

de una inversión censiderable de tiempo, y corresponde a 

una parte mínim~ de la energía total (l~). Si S8 ha segu1 

do el camino correcto, la desviación estandard que se ob-

tenga al comparar con los valores experimentales de las 

mas~ debe ser semejant~ a la que prOduce la f6rmula 

de Bethe-Weizsacker-Bªcher (2.7 maV). 



4.1 Cálculo de la energía total lA • 

Se supondrá que loa neutrones .y los protones .e 

pueden tratar COMO dos gases de ferai independientes, y 

la ene~g!a total lA (por convenci6n el negativo de la 

energía de amasre E AA ) se toaa como la sua. de las eneL 

gías: de •• bos 

En la exposic16n que sigue se considerar' en par

ticulU' la energía ~ , entendiendo.e que lo. re.ul ta

cloa; para la energ!a t; son enteraDlente análogos. 

Pues te que los niveles de energ!a ~".c j .sUn 

dados en t'r.in08 de los nI~.eJtos cuántico. "".,.( Y;', 

aieRtras que la~sulllatoria de la ec.{4.1) es aobre el 

índice J" qUI!I identi tic. ,a cada partícula, dabe e.pezar-

•• por establecer la conexi6A entre a.bos. Esto puede 

con.eguirse con ayuda del espectro da oscilador arm6nico 

aa.trado en la figura 4.1. En ella se auestra qua, rOM

piendo la degeneraci6n an ~, y to.ando en cuenta el 

ro.piaiento producido por la interacci6n spin-6rbita, .e 

posible obtener un .spect~p di niveles que reproduzca los 

nú •• ros mágicos del núcleo. Eaencialaente. cada nlvel d. 

o.cilsdor ara6nico corzasponde a una capa del núcleo, y 

pars obtener los n~.eros .6gicos debe incluirs., a par

tir de la cuarta capa ( ~ .3), el nivel qua en la capa 

supsrior tiene el Mayor aoaento angular. As! pues, en la 

cuarta capa ( '" =3) debe incluirse al nivel I Jf/a' en 

la quinta ( 7t .4) el I A,Y.t' y en la sexta ( "" -5) .1 "'11;t. 
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Aprovechando este hecho es posible encontrar una relaci6n 

entre el número N de neutrones en un núcleo, la 61 tima 

capa que llenan ""y el factor de ocupaci6n lIf. en la si 

guiente capa, definido por 

11(:: /'1 - H ..... 

~"., - ;tI" .... 

en donde ~, y #.. ... ,., son números mágicos que limitan a di 

cha capa. 1 continuación se desarrollan en detalle las 

ideas expuestas en este párrafo, lo que servir& como un 

antecedente. para calcular tK • 

El número total de partículas ~ puede escribirse 

como la suma de las partículas !Y'-.c) que contiene cada 

capa. As! pues, si ~, es el nivel de oscilador armónico 

que corresponde a la última capa llena, 

?f;: 
¡V:: 2... 11 ( .... ) -+- co<. Ir""" -r J) • 

..... .> (4.3) 

Para encontrar AI'a) se cuentan las partículas con 

tenidas en .105 niveles que forman la capa. Cada nivel, 

caracterizado por los números cu&nticos ~, ,t y J 

tiene una degeneración .2 ti -r J • De aquí que cada par 

, para el cual ) puede tomar los valores .L - f 
y .1 + i , contiene 

.I+..t 
L ~ l2i+ 1> = .t{~.L-r,) 

¿:.L-i 

partículas. 

(4.4) 

Los niveles que contiene cada capa son, según se 

Ve de la figura 4.1 los mismos que se degeneran en cada 



61>", 
even 

51>", 
odd 

4hw 
even 

, , , 
'-IJ"/2 (16)-[184)_184 

¡ ,---3dll2 (41-
-45-"'-'--45'12 (21-
-3d---<~__ 29'12 ," (81-
-2g----< v - .1, ~2 (12¡-X"--3df>¡, (61-
-1 i --J,.' , 2g!l¡z---(101-, , , 

':J;;;;;:====~I~iB~12~(141-[126l-126 ¡ -3p_~::~~~ w= 
-2f-,,-- 2f 5/2 (61-

-'--217/2 (8'-[100] 
, lh I/2---(101-,-

-lh--{ , , 
'·:::3.i~==I~h~1tI2~== 1121-(82)-82 ¡ =~:==;:_-3_5_'12_2dl/Z m= 

" 2d5f:z (6'-[64) 
,,19'12 (81-

-19--(' 

"" ----- 19 11:1---(10)-[501-50 
• ..-2p1f2------- (2'-[401 

3hw {-2P---<" ..-1f5h (61-[38) 
odd _lf--(''<:-2pl{z (4)-

"--1 f '/z (8)-[28)-28 

2hw {-25--..... __ :~ld~3,<~Z=====(41-(20)_20 even -ld-<"'-25'/2 (2)-(16) 
'''---Id 512 (6'-[14) 

lhw _lp-c-1P1¡2-------(2'-[81--8 
odd -lp)¡z (41-[6] 

O -15-----15'12------- (2)-[2)--2 

Figura 4.1. Secuencia de niveles de partícula independieu 

te. Rompiendo la degeneración en el momento angular de 

los niveles de oscilador arm6nico, y tomando en cuenta 

la interacción spin-6rbita, es posible reproducir los n& 

meros mágicos del núcleo (tomada de ~ayer y Jensen 1955). 
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. 
nivel de oscilador arm6nico, y para reproducir los n~me-

roa mágicos, debe incluirse, a partir de la capa corres~ 

pon diente a ~ :3, el nivel con números cu&nticos W~+I , 

./:7& .. .,.+ I ,j::..t+f. .... 'Il+-l. El número de partículas en cada ni 

vel de oscilador armónico es 

.t ¿' f..t.l,n) = ( .... -r,){"'+~) 
.¿c .. ) 

en donde 

z· = 
./.{?f. ) 

si - es. par 

si .-n es impar 

Tomando en consideracli6n la anterior, ,vt.,.,) queda 

De aquí que , volviendo a la ec.(4.3) 

"',¡: 
N= 2. ('H.+I)l?C+-?)+ o(.r(..,,+~){7t,".J)l 

~"I> 

si HS~D (.",,~/)~ 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7a) 

(4.7b) 

(4.7c) 

(4.6) 

"l,r 

N~ [;1> ('7I+I)(7t".t)+o([{'H,.+~)l"',¡:+3)+.t.{7f",,+)>] (4.6b) 

si ,t D < K ~ S D (7C,,¡::: ~) , 1 
'71,¡: 

N'=. 2- ("'+I)(7f+A.)+t{...,+.I)4.oI.ft",,+~'Sr"'.J)+ (4.Bc) 

81
0 "':1» .,..t{w,+.J)-J(.".,,vJ 

,v?; 6-0 {«jI."~ 3 o 
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Al efectuar la suma, y definiendo ,3: 3# ,sa 

obtiene respectivamente para cada una de estas f6rmulas 

los siguientes polinomios 

si N'~~D (7I¡: 401), 

13="'; +(1. + 3 «.) -ot¡:~ + (I/+.J/~) ~ -1- (11-1- .s¿~) 

si '¿P< ¡( ~SP("P:~)' y 

r~;: ?t)'¡' (&''' 3 t>l.) "'f} + (1'7+ ISo<)..,,r + (l8';~.yo() 

si /I~$Q (7f¡t:>;.3). 

(4.9a) 

(4.9c) 

Para mayor comodidad puedan resumirse estos tres 

polinomios an uno solo 

,:J:: ~ + (¿ r3-<)?f; + [(JI+IO;)+~(I.s--¿Y,+J~)]~'" 

en donde 

y,=.:!=~ 

La energía total t N puede obtenerse en __ forma 

análoga. En este caSO debe considerarse -la suma (4.1) 

que es de la forma 
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(4.12) 

en donde etU~ es una expresión que depende de la energía 

cinética y del potencial. las sumas sobre) pueden efec

tuarse inmediatamente. En efecto, pues para los niveles 

de energía dados en el capítulo anterior se tendrá 

(4.13) 

en donde ~ es una constante que se obtiene al calcular 

e7<~¡ ,y se puede demostrar que 

(4.14) 

As! pues puede efectuarse la suma sobre .l , 

obteniendo como resultado un polinomio de orden k en ~~ 

tU 
=c"P 

en donde e es una constante y 

(4.15á) 

(4.15b) 
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Para traducir la expresión (4.15a) a una-que apa-

rezca en términos del número d~ partículas IV, 6 equiva

lentlimente 13:3;(, se hace uso del polinomio (4.10). 

Si k oÍ 3 • se divide el polinomio (4.15b) entre 17 ,dado 

por el pOlinomio (4.10). Como resultado se obtiene un 
'_-3> (.u 

polinomio 1! de orden k- 3 Y un residuo ~ de orden ~ 

6 menor. De aquí que se pueda escribir 

(4.16) 

Si It-J ~ 3 se procede análogamente hasta quedar s610 con 

polinomios de orden menor 6 igual a ~ • Estos pueden tra-

ducirse a expresiones en t~rminos de 1 mediante una 

raíz aproximada del polinomio (4.10). 

En el apéndice 11 se demuestra que (4.10) tiene 

una sola raíz real dada por 

(4.17) 

en donde 

"K, = - e ~ +c() 
7 

(4.18a) 

(4.18b) 

(4.18c) 

(4.18d) 
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(4.19a) 

(4.19b) 

Ahora bien, una vez realizado el desarrollo hasta 

aqu! descrito, es posible escribir (" como un polinomio 
~ 

en términos da r=(3~)J, y análogamente ~% como un poli 

nomio en términos de != (JZ)~ Para obtener la energía 

total ~:. {,,+t~ , cada potencia de l y ! se desarrolla 

en una serie de I={N-Z)/A como sigue 

i ¡/~ (A);/~ jll (jI¡ . • 
7 =l:Uf) = 3~ (I+I) ~ J-f.A) (l+jI+l:tU!-I)zj (4.20a) 

l~ = (3zl/J
:. e: /'0- I/IJ~(~/I,(I-tI+ c-J.)~_I)Z~). (4.20b) 

De este modo los dos polinomios podrán sumarse tomando 

términos de la forma 

(4.21) 

y la energía total tomará la forma 

(4.22) 

en donde J¡JI. son coeficientes que dependen de los pará

metros del modelo de capas, presentados en el capitulo 

antérior. La ec.(4.22) tiene escencialmente la forma de 
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N-8 
4 

I~. 
N·20 

N-28 A·12A'/z 
N-50 

N·82 
Z N-126 
-2 

I c; 

<l 
...... " 

.:-
.' : ... :. -.: 

..... . .' .. , .. :i!o:ó • .. . • 
O 

.10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 
N 

Z·s 
4 . . 

Z 
-2 Z·66 a. Z·82 <l i r •• _. t •• _ . .., ,'!¡'. . ., . :' 

O 
10 50 60 70 80 90 100 

Z 

figura 4.2. Energía de apareamiento empírica para neutr~ 

nes y protones {tomada de Zeldes et al 1967)0 
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la f6rllula de Betha-lIIeizsacker-Bacher 8i ¡ = 3,Z, .,. • 
aunque incluya t'rminos adicionales. En esta caso el t'~ 

aino que va como A pueda identificar .. con el de v016men, 

A
V, 

.1 que va como con al de superficie, , al qus va como 

A I ~ con sI da; asimettiía. Los coeficiente8 :a~ Ji' sin Sll

bargo, no 80ft independientes. 

La energia de Coulollb no 8S calcular' a partir da 

108 niv.lee- da, enargía obtenidos en el capítulo antamor. 

Ea .4s apropiadO agregar la energía de Coulomb que •• ob

tiene en base al modelo de Thomas-rermi (myers y S.iatecky 

1969) 

Z ~ -~-~ 
EA =tJ. .. _(¡-O.763'Z J-1.61J.A ) 

~ ~ A~ . 

Tambi'n se agregará la energía de apareamiento 

con los valores empíricos lIostrados en la f6rmu1a 4.2 

(Zeldes et al 1967) 

o para los núcleos par-par 

E. -r-
para los n~cleos con N impar- Z par 

A'f' para 108 núcleos con N par- Z impar 

4 .... +6,. paR los núcleos illpar-illpar 

-V.l 
A ... = 4,.::. IotA Me V, 

(4.24a) 

(4.24b) 

qua es consistente con el modelo superfluído del núcleo 

(Bauar y Canuto 1963). 

Ahora se pasa a construir explicitallante las f6rm~ 

las de masas. Aunque la descr.ipci6n que sa ha dado en 

esta secci6n es bastante general, en lo 8ucesivo 8e 
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trat~r~ únicamente con núcleos de capas cerradas para 

los cuales o(:ro 1> • 

4.2 C~lculo de la fórmula l. 

Para construir esta f6rmula se parte de la expre-

8i6n 

(4.25) 

en donde 

w: = ~ (r. + z: I y, ) ) 
.". 

(4.26a) 

(4.26b) 

(4.26c) 

(4.26d) 

Con 

(4.27a) 

para. protones 
(4.27b) 

para neutrones, 
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I= ~ 
A 

(4.27c) 

Se propone emplear la ec.(4.25) para llevar a 

cabo la suma (4.1) que puede escribirse como 

(4.28) 

La energía cinética Ti..=<l/TIIa) se puede calcular 8 partir 

del teorema del virial que, tomando en cuenta la no lo

calidad (Lemmer 1960) está dada por 

(4.29) 

As! pues, cada término ~¡ de la sumatoria tiene la 

forma 

(4.:50) 

Por comodidad en la escritura conviene definir 

C, = - i: Wf1/1 ( I~~) ) (4.318) 

C..t, = .!.[( t + -1 _'ff) .,. .1(1- .!. _.)J .t .t _,. .t. _~ , (4.31b) 
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(4.:31c) 

(4.3ld) 

(4.3le) 

Como en la secci6n anterior, se separará l'A en 

una suma sobre neutrones 1", y otra sobre protones &z. • 

A continuaci6n se calcula ~"" entendi¡§ndose que los 

resultarlos para ~~ son enteramente análogos. 

Empleando los resultados (4.12) y (4.14) se tendrá 

para. la expresi6n (4.30) (con 01= D ) 
-oc, 

t = Z 2 I {e,.,. C.t ("'+l)+cJ ["'''''3)+í1 + e f·i .. '~J)lJIC 
, ...... ., .l.,,"> ~ 

i.l(J.l+I) + 
7( .. 

+ ¿ Z. I [c, + CLt}~(2.I+')J{.,l+I)+r, ~(.",'I-~)e .() 
.... =i> ,u..., "''''~'''''''''.'',''f 4.32 

Efectuando la suma sobre ~ , 

"",.:- "' ... 
1:= ¿ le +.!c.t++ c,Jl('J(+I)(')f+.t)+-i: e .. ""{-at+IX-,,+.t)+ 

" ..... 0 I ~ ... j ,.... 

las _sumas sobre ?( se puede-n efectu8n directamente 

y se obtiene t, como un polinomio en t~rminos de ~, 
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(4.34) 

Traduciendo cada polinomio a pOlinomios en t~rmi-

nos de 1 ' como se indic6 en la secci6n anterior, se 

f["; ~t",: + (JI+ eT,>..)+ ('-.t1Y,) w, HI;] = { 
ne 

(4.35) 

(4.37) 

(4.38) 

Antes de proceder a sumar la energía de los neu-

trones con la de los protones conviene hacer notar la 

diferencia que existe en cad~ caso para los coeficientes 

e • Esta se puede exhibir claramente escribiendo 

(4.39) 

(4.40a) 
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G =1.. (T..3 +-T.,I) 
~~ A~J I (4.40b) 

~ 

C
3N 

:. -.:;.. (Ts - -¡; I + T" 1~) . 
A I/J (4.41a) 

(4.41b) 

c: -_-1- ~-c .,,, - A '/3 • - .. z: (4.42) 

(4.43a) 

(4.43b) 

en donde las 7¡ S son funcionea no lineales de los pará

metros del modelo de capas a 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

(4.49) 



1., ::. " V, I 
V .. 
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(4.50) 

(4.51) 

(4.52) 

(4.53) 

En total son 6 parámetros del modelo óptico, más 

el parámetro J, los q~e definen estas 10 funciones. 

Una vez que se toma la suma de la energía de los 

neutrones con la de los protones, se obtiene la energía 

total 

(4.54) 

en donde c~~ son coeficientes numéricos que se muestran 

en el apéndice 111. 

La ventaja de escribir ~ de la forma (4.54) es 

que, por ser lineal en las 77~, es posible hacer un 

ajuste por mínimos cuadrados tomándolas como parámetros. 

Para escribirla en una forma semejante a la de la fórmula 

de Bethe-Weizsacker-Bacher basta definir los coeficientes 

(4.55) 
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De este modo, el coeficiente del término de volúmen ( ... A ) 

comparable con el de la fórmula de 8W8 sería 

La fórmula (4.54) no tiene un término que pueda 

compdrarse con el de superficie ( .... A~ ). De los coefi

cientes del apéndice 111 se observa que B",. = D:: B~~ 

4.3 Cálculo de la fórmula 11. 

Se parte de la expresi6n 

+ tao. ~(,-.h .. A"·4"')I('It"'~\i~'(U+')-.4Iilj+/)~ (4.56) 
h.~ A .t I 

- ..{(J.~/) - !]11 ~ 
en donde ~::,{ 1+ ~(S-I)~ I} y r es un entero menolt 6 

igual que -l. 

En este caso Conviene reescribir la ec.(4.l) 

para la energía total como 

(4.57) 

De la ec.(4.56) se tiene 
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Así pues, cada t~rmino e_
Aj 

de la suma (4.57) 8at' 

dedo por 

e . = ~L.!..(/+..l)(v..+tV.I)+ {~ (/- .tcrA'·/~). 
'II.t~ "" ... [.t :t. ..... ~aA~ 

(4.60) 

y por lo tanto la energ!a de 108 neutronee para n~c18os 

con capas cernadas puede escribirse como 

Esta última exprasi6n 8e pueda tratar separadamen 

te en tres t'rminos& 

(4.62) 

en donde 
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(4.63) 

(4.65) 

Efectuando las sumas sobre "X y ~ como se ha 

indicado anteriormente, 

t"W= ~ tI JI r(lIt_.!..)-<.,.IJ..~! '),",,"+[(l!~~.!)+r.(*z._.t)ll..,:.,. 
...... .? ..... -r. 'l A J l.tl>" \¡, .1"".t ~ 

(4.66) 
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+H!!'pl_l)#-~~(~'¡~ 13- i'A(~«'))]?t: + 

+[(;;!]j~ ~).,..t1,( !'.v~ .I.t_6~A(~+J1]?t,t: .,. 

i- ~r.(t¡;~ ~- .l.A(1.,())J) (4.67 ) 

que exp~esadas en términos de 1 toman las formas 

y 

+I'-...!......1í2.,..L\+'f,(-.!!í~ ~+ fA. l1+,()ll, .Y, (!:!¡;~ ~ _ !!.All4·~'l1 
~ :J¿fJ ¿fJ) ~,¿ ~ 11 l "\1 ~ ;5 ~ 1) 

(4.69) 

Antes de continuar conviene hacer una observación 
~{U ¿ ~ 

sobre la [1o+e'1cia JO en e" • F>uesto que 1 .... A • la 

dapependencia en A del primer drmino en (4.69) va como 

A
'/'H)/J 

• Si ¡- ~ O • en la energía total aparecen términos 

A4"¡ y del orden de mayo~es, pero por la estructura que 
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tiene la fórmula de BiliS no se espera que exista ningún 

AI/J 
término de orden mayor que • Por lo tanto convie-

ne fijar la restricción F~-I, que se estableció en 

forma arbitraria en el capítulo anterior. 

El siguiente paso consiste en sumar las con-

tribuciones de protones y neutrones, con lo que se obti~ 

(4.71) 
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La energía total se puede escribir en la siguien

te forma concisa y práctica para progamart 

., ~ ..., 3 

(:l. L l. 4. .• T· lllzR- ... l.Z:: ¿ k.o T:A.cr+¡>lsr. 1e 
A ¡:., ;::.~ oh,! & "J lt , .:1 .=-~ k:~.t 'lit ¿ ~ (4.7:5) 

en donde 

T, : - í ~ V" (1#-tL) , 
(4.74) 

(4.75) 

(4.76) 



-4.23-

y los coeficientes numéricos AOjA y I. li k. 

en el apéndice IV. 

(4.77) 

se muestran 

Alternativamente, la ecuación (4.73) puede escri-

birse 

(4.78) 

si se definen los coeficientes 

e .. , = <t .. L - q" t. J. 
"4'· ,~.. '<S-ro> .. (4.79) 

y se toma C.~Il:D si ¡-r<-~. 

La forma final de la energ!a del núcleo estar' 

dada por la ec.(4.7B). a la que habrá que agregar la eneI

gia de Coulomb dada por la ec.(4.23) y la de apareamien

to dada por la eco (4.24). 
.. J ¡/~ Jt 

~ = ~?: 2.. e~'J¡ To A Z + éc::I- Ero . 
~~ I ~=-.z ,Ir: ... z. I 

(4.80) 

Esta f6rmula tiene dos ventajas sobre la que se 

obtuvo en la sección anterior o En primer lugar, contie
'/J 

ne todas las potencias relevantes de A • En segundo. 

en ella aparecen únicamente cuatro funciones T. de los 

parámetros del modelo óptico, en vez de diez que aparecen 

en la fórmula anterior. Por este hecho será más estable 

ante variaciones de los parámetros. 

• 
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La f6rmula que se ha construido es estrictamente 

válida sólo para n6cleos con capas cerradas. Además, 

cuando se sumaron las energías t., y l.. ,no se hizo 

una distinci6n entre un parámetro r, que sirviera pa

ra contar el n6mero de neutrones y protones separadamen

te. Debido a esto, la ec.(4.80) es válida para 11" Z .( 50 

si~=O y para N. Z~ 50 si r, =1, pero no para casos inte!:, 

medios en que H> 50 ( z> 50) Y Z ~ 50( H < 50). 

A pesar de todo, si el principio sobre el que se 

ha construido la fórmula es válido, deben esperarse re

sultados semejantes a los obtenidos en la f6rmula de 

BWB. Antes de proceder a calcular refinamientos ulte

riores es necesario investigar si se verifica esta su

posici6n. El ajuste num~rico a los valores eKperimenta

les se llevará a cabo en el siguiente capitulo. 

.. 



CAPITULO V 

AJUSTE NUmERICO DE LA fORmULA DE mASAS 

En el capítulo anterior se obtuvieron dos expre

siones para la energía de amarre total de los núcleos. 

Ambas tienen la forma de desarrollos an t6rminos de po-
~ tencias de A , 10 que permite relacionarlas hasta cier-

to punto con f6rmulas del tipo da la de Bethe-meizsicker

Bacher(BIB) y de myers y Swiatecki{IS). En ests compara

ci6n debe tomarse en cuenta, sin embargo, que las fórmu

las aqul obtenidas contienen un número de t'rmlnos mayor. 

La f6rmula I, que se obtiene a partir de 108 ni

veles de energía de un oscilador arm6nico modificado, ca-
~J 

rece de un t'r.ino que vaya como A y que pueda compara~ 

a8 con el t'rmino de superficie de la fórmula de BWB. Ca

be mencionar que en trabajos anteriorea de Bauer y Canuto 

(1967) y Bauer (1976), en loe que se parti6 de estos mis-
-, 

mos nivales de anergla, s! 8e obtuvo dicho t'raino. Eato 

a8 debe a que an ellos a. construyó la fórmula de masaa 

•• plsando un procedimiento en al cual aa promediaban loa 

nivelas, a diferencia de este trabajo, an el que se l •• 

ha sumado directamente. 

La fórmula 11, que surge de un conjunto de pozos 

cuadrado. infinitos, por otro lado, es completa en el sen 
I~ 

tido de que contiene todas las potencias relevante. de A • 

Debido a esto, y a que es m4s estable respecto a cambios 
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en 108 parámetros de partícula independiente, parece ser 

.ás adecuada para ajustarla a los valores experimentales 

de las masas nucleares. En este capítulo se describa la 

forma como se realiza dicho ajuste, y se muestran loe r~ 

8ultados obtenidos. Se empieza por describir el procedi~ 

aiento que se ha seguido, y se explica qu' se espera 

obtenen. A continuación se discuten algunos resultados. 

Finalmente S8 hace una comparación con f6r.ulas del ti-

po de las de BWK1y ms. 

5.1 Procedimiento, 

Se desea ajustar la expresión 

(5.1) 

descrita en la sección 4,3, que es el negativo de la 

energía de amarrs EA • Por ser lineal en las funciones 

~ de los parámetros de partícula independiente, es 

posible ajustar por _ínimos cuadrados.la~ energías ex

perimentales tratando a dichas funciones como parámetros 

ajustables. 

Ahora bien, de las expresiones (4,74) a (4.77) 

para. las r. 's se encuentra que 

T ... .,.. !i. V. _ T; 1j 
V. -

) (5.2) 
~ - 1 
7j 

"" Tf .,. 1 • (5,3) 
::. 

_<f( 7i (V,/~) ~ 

~ t~ I (5,4) y = "'OC 
o ;;C 7i .t--. 
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y 

(5.5) 

de modo que una vez obtenido el ajuste para las T¡~ 

se consigue toda esta infor~aci6n sobre los par&metro8 

de partícula independient~ 

Sin embargo el ajuste no es ~nico, debido a que 

para llevarlo a cabo se debe proporcionar cierta infor

.aci6n • 

En primer lugar, debe escogerse el valor del ent~ 

ro r , con lo que se determina la dependencia de A en 
(;) 

la energía l~ dada en la 8c.(4.72). Tambi'n debe fijar-

8e el par 'metro ~ , que aparece en los coeficientes 

c'¡k , Y que se relaciona con la ~isma anergía. Por otra 

parte, tambi'n es necesario proporcionar el valor del 

coeficiente ~< de la energía de Coulomb (4.23)~ 

finalmante debe darse un valor tentativo al coe

ficiente .l!..(l+tA)/z que aparece en algunos de 108 coeficien

tes e ¿) It • Se recuerda al respecto que el parúetro 

est' definido por 

(3.83) 

en donde K ~s una constante qua se ajusta a los ro. pi. len 

tos de spin-6rbita experi.entales. Debido a que ~CI+cI>/~ 

aparece en los coeficientes Ci¡~ es necesario dar un 

valor tentativo a y#/~ con la esperanza de que no difie--
ra significativamente del que se obtenga eventual.ente 
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de la ec.(5.4). Se puede escoger ~ =.15, valor que es 

consistente con cálculos de Brueckner-Hartree-rock-Reno~ 

.alizado (Daviea y mc. Carthy 1971). En todo caso, la 

contribuci6n de esta parte tiene una importancia peque-

l'Ia en la energía total (ver secci6n 4. 3), Y los ajustes 

que se realicen serán poco sensibles a cambios razonables 

de ~/;;~ (entre 1.10 y 1.30 fm., por ejemplo). 

Como resultado del ajuste, empleando las ecs.(5.2) 

a (5.5) 8e espera obtene~ valores físicamente razonables 

paré los parámetros de partícula independiente. 

En la práctica se ha seguido el siguiente proced! 

llien~o: 

l.) Para todo ajuste realizado se ha escogido 

K(I~J) =B.O meV y como valor tentativo 
.1. 

de ~ t!!! .. , 1.30 f •• ... 
2.) En base a los resultados obtenidos en el cap!-

tul o III, se hacen ajustes tomando f --2 Y r =-3. 

3.) En cad~caso se realiza una exploración minu

ciosa.variando ~ a intervalos de 0.5 unidades, tomando 

cOila referencia los resultados obtenidos en el capitula 

lII. 

4.) Simultáneamente se varia el coeficiente 4< 
a intervalos de 0.01 meV tomando como referencia los va-

loras mostrados en la tabla 5.1, reportados para f6rmulas 

parscidas. 

5.) De los valores obtenidos del ajuste para las 

funciones Ti. se calculan Yo IV., trt ,.,/, vI> a. Y V,.l/~ tJl) 

usando las ecuaciones (5.2) a (5.5). 

6.) La bondad del ajuste se mide de la siguiente 
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forma: Se calculan las diferencias 6€A=.EAr -ÁA
elAP 

entre la energía de amarre te6rica y la energía de amarre 

experimental. Se toma su promedio 4EA , Y a partir de es

te, la desviaci6n estandard 

(5.6) 

en donde M es el número de datos ajustados (1,122) y 

P el número de parámetros empleados (7 en total; ..., 1 .. "', 

Vp , V" y.., ~ , It< y J. ). 

En los ajustes realizados se han tomado dnica.en 

te núcleos con N, Z ~ 50, para los que es válida la 

ee.(S.l) con 't, =1. 

Debido a que la f6rmula 5.1 tiene en su desarrollo 
'/, 

de potencias de A m&s t~rlDinos que lae de BWB y de ms, 
tambi&n es interesante conocer los ajustes resultantes de 

tOlDar la f6rmula truncada .• aunque no existe ninguna jus

tificaci6n formal para hacerlo. Por esta raz6n el proce-
j' 

di.iento seftalado en los puntos 1 a 6 no s610 se sigui6 

para la f6rmula completa, sino que se repitió tOlDando 

únicamente J ~ -1,0,1,2. 

Debido a que en la f6rmula(5.1) no ss han incluído 

el parámetro de llenamiento de la última capa; efectos 

de deformaci6n, en principio habría que ajustarla Gnlca 

.ente a núcleos con capae cerradas. Sin embargo, calDo sa 

puede ver en la figura 1.1, la discrepancia que resulta 

de aplicar a núcleos deformados una f6rmula para ndcleoa 

esféricos, cor~esponde a una parte m10ima de la energía 

total (1%). Por lo tanto, si no se restringa el ajuata a 
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n6eleos esf'ricos, se puede comparar la desviaci6n astan 

dard que resulte con la de la f6rlDula de BWB (2.7 a 2.8 

msv). la desvsntaja que tiene este procedimiento, es que 

108 n~elaos esféricos, para los que la f6rmula debe aju~ 

tarse mejor, di f!cilmente tendrán el menor valor de ¿é" A~. 

Su ventaja es que permite co.~arar los rBsultado~ con 

una referencia independiente. 

Para tener un buen ajuste, sin embargo, no as su

ficiente que la desviaci6n estandard sea semejante a la 

de la fórmula de BWB, sino que además , el conjunto de 

valorea V,/Y .. , -,.,I_r, y.. y VI> (1+.1) debe ser. fisicallente ra

zonable. Esto se entiende en el aentido de que deben ser 

comparables con los par'.etros del modelo 6ptico fenomen~ 

l6gico; y en el caso de J.. , COA los resul tedas del m'

todo de Brueckner-Hartree-Fock-Renormalizado. Por como

didad, en adelanta se llamar' a los resultados de las 

eca.(5.2) a (5.5) parámetros resultantes (PR). 

En la literatura se encuentra qua Vo varia entre 

48 'J 60 mev, el parúetro de admetri. V, varía entre 24 

y 38 .eV, el cociente da masa libre entre mas. efectiva 

'tI(lttI entre 1.28 y 2.22, Y ~ entre 1.10 y 1.30 f •• (ver 

capítulo 111 y apéndice V). De los c'lculos de Oavies y 

me. Carthy (1971), se sabe que " ~ 0.15. De acuerdo 

con esto Y, Iv. debe encontrarse aproximadamente entre .4 

y .8 Y V.(I+J)entre 55 y 69 meV. 

5.2 Resultados. 

Al efectuar el ajuste, siempre s. obtienen valorea 
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de S que est'n alrededor del de la fórmula de BWB. Sin 

•• bargo, en muchos casos el conjunto de PR tiene valores 

absurdos .. Por ejemplo, pueden aparecer los cuatro con siJl 

no negativo. Eeto descarta un buen OI~lIIero de ajustes efes. 

tuados. Ae!, una de las primeras conclusiones a las que 

a. llega es que la inclusión del par'lIetro q- es illpres-

cindible para conseguir un buen ajuste. En otros cas.os, 

loa PR toman valores cercanos a los razonables. y enton

ces se dificulta más jerarquizar los distintos r88ultados. 

A continuación se estudia eato en detalle. 

En laa figuras 5.1 a 5.12 se muestran en una forma 

aistemática algunos resultadoe que se han obtenido. En 

lae figuras 5.1 a 5.8 se mueetran los PR obtenidos para 

ajustes con la f6rmula completa, dados valores específi

cos de ~ y 'le:. Las primeras cuatro lIuestran los resul

tados para f =-2, Y las siguientes para p .... 3. Las 

figuras 5.9 a 5.i2 son análogas a las anteriores. pero 

en ellas aparecen los resultados de ajustes sobre la fó~ 
\/J 

lula truncada a tres potencias de ¡.. ( =1,2,3), d .... 

da r =-2. Las desviaciones estándard varian entre 2.62 

y 3.09 meU para el caso 1 de laa figuras 5.1 a 5.4, en

tre 2.56 y 2.98 meU para el caso 2 de las figuras 5.5 a 

5.8 y entre 2.56 y 3.40 meU para el caso 3 de las figuras 

5.9 a 5.12. 

En los tres casos mostrados los PR tienen valores 

cercanos a los físicamente razonables. Sin embargo, no 

siempre caen los cuatro simultáneamente en los interva-

108 antes señalados. 
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En el caso 1, por ejemplo. el valor de 1"", es dem!. 

siado alto en general, y cuando baja de 1.3 fm., se ob

serva que tambi~n ~/~baja más de lo deseable. En el c!, 

80 2, el problema principal consiste en que cuando ~ ti!. 

ne valores razonables, el cociente V,/'1,. baja demasiado. 

El hecho de que A4 suba hasta .79 meV, que es grande en 

comparaci6n con los valores de la tabla 5.1, no debe pre~ 

cupar, pues corresponde a un par&metro del radio ~ =1.09 fm. 

Eate valor todavía es consistente con los resultados obte

nidos en experimentos de dispersi6n de electrones. 

Finalmente, en el caso 3, se observa que para 

~ =.45, los cuatro PR tienen valores razonables cuando 

~~ varía entre .62 y .67 meV. 

Para poder determinar cu'l es el mejor ajuste entre 

los mostrados, es necesario ver con que conjunto de PR 

8S pOSible reprOducir mejor 108 niveles de partícula in-

dependiente. 

5.3 Comparaci6n con otras fórmulas. 

la fórmula 5.1 puede agruparse de modo que la 

energía de amarre tome la forma 

en donde, por ejemplo, 
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V./v. 

1.00 

1.50 
V-.IS 

"·.5& 

'-.6& 

.00 

.61 .66 . '8' • '1 O .'12 .71 

Q.e: (MeV) 

Figura 5.1. Variaci6n de Y, en función de 1\, cuando 
V; 

r =-2 y se ajusta la f6rmula completa. 
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-71l¡7Il 

1.10 

1.30 

1.20 

1.10 

t.OO 

.611 .6 , 

Figura 5.:2. Variaci6n 

r =-2 y se ajusta la 

.61 .70 

de ~ en frmci6n 
......." 

fórmula completa. 

" •. 35 

.72 .'T1f 

Q.4 (HeVJ 

de 4.~ cuando 



(hn) 

1.00 

1.50 

.1.00 

.6., 

figura 5.3. 

r =-2 y se 
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.66 .61 

Variación de .,. 
ajusta la fórmula 

V'= .35 

"'·.15 

.70 .'12 . '11 

ele: (Ne V) 

en función de Q.1i' cuando 

completa. 



V. C 1 +~) 

(/1e V) 

ro 

70 

60 

so 

30 

figura 

r =-2 

.64 

5.40 

)J se 
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.. ·.15' 

'8.3&' 

.66 ." .'70 .72. .7' 

4 4 
(Me V) 

Variación de ~(I+,I) en función de 44 cuando 

ajusta la f6rmula comrleta. 



YI/V. 

1.00 

.50 

.00 

. '10 

'11< ..-

Figura 5.5. 

r =-3 y se 
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• '12 • '14 . .,6 

Variaci6n de V, en 
V. 

• '1 B 

v- !.2 S 

'f- 1.45 

'1-1.65" 
r -1.rS 

9"'= 2.05 

v= ~.2¡ 

4 4 (HaV) 

función de o..tI cuando 

ajusta la f6rmula completa. 



",,'711 
• 

------ v= 2.25' 

i. '10 

v- 2.05' 

t.50 

v= 1.r5' 

1.30 

.70 .72 . .,., .7' .7' 

Figura 5.6. Variación de '!!! en funci6n de 6\ .. cuando .... * ., 
P =-3 Y se ajusta la fórmula completa o 



1, 

CFm) 

1.5'0 

1. 00 

-5.15-

~.,a. 1.25 

.. .va. 1.1 S' 

... V-l.' 5 

... Val.r¡ 

.. !I- 2.05 

··.V" 2..~S 
---'--------

.70 .72 .71 .76 .7 r 

4 4 CMeV) 

Figura 5.7. Variaci6n de ~ en funci6n de 4, cuando 

f =-3 Y se ajusta la fórmula completa. 
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'l. U ... el) 

U1eV) 

'(O .,- 2.2' 

: '!= 2.05' 

.. y. 1.IS 
60 

'.!lst.'& 

"'-1.1& 
50 

· .. -1.2 S 

40 

. ., O .7~ .7" 

Figura 5.80 Variación de V.ll+~)en funci6n de a.~ cuando 

p =-3 Y se ajusta la f6rmula completa. 
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. so 

.00 
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v- .55 

.51 .5 r .61 ." .'r O .71 

44 CM eV) 

Figura 5. 9. Variación de ~ en función de A< cuando 
V .. 

f =-2 Y se ajustan las tres potencias mayores únicamente. 



-5.18-

' •. ss 

'fa.35 

L.SO 

1.00 

.5~ .sr .'2 .6 , .70 .71 

4.. (MeV) 

#. 

figura 5.10. Variaci6n de ~ en funci6n de A.4 cuando 
",,-

P =-3 Y se ajustan las tres potencias mayo~es únicamente. 
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r. 
V=.55 

1.U f'= .3& 

-j~--r-----_-- f'- .4& 
1. 20 

1.10 - - - --

1.00 

.ó1 .SI .'1 .6' .70 
. '" 

(le (M e V) 

figura 5.11. Variaci6n de Y,. en función de "ti cuando 

p =-3 Y se ajustan las tres potencias mayores 6nlcamente. 



1/.(1 ~cl) 
(Me\') 

90 

'0 

70 

'0 

50 

10 

.51 .5'r 

f= .1 S' 

v-- .35 

.62. .66 .70 .'Ti 

(te: (MeV) 

Figura 5.12. Variación de V"lJ+tl)en función de 4.4 cuando 

p =-3 Y se ajustan las tres mayores potencias únicamente. 
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(s.a) 

(5.9) 

a.vs .,. - ..;- ~ v, (,.,..ti)[( ~ - 1)2i.. ~ ] <1-
... ..... .". Vp .... fI . 

(5.10) 

La expresi6n (5.7) es hasta cierto punto pareci

da a la de BWB, pero contiene más t~r.inos que éata. 

myers y Smiatecky, partiendo del modelo de Thornas-Ferrnl, 
Y, 

han incluido t'rrninos adicionales tal.s co.o al ~& A , 
pero no han conseguido determinar bien el signo da A.~ , 

por lo q~e han optado por descartarlo. En la tabla 5.1 

sa muestran algunoe valores de los coeficient.s Ay, As, 

Q. .. , Y A.4 que han aparecido en la literatura desda 1936 

hasta 197,6. 

Para comparar, en las tablaa 5.2 a 5.5 ae muestran 

los valores de los coeficientes en la expresi~n (5.8) 

para algunos de los ajuste. obtenidos en aste trabajo. 

En la tabla 5.2, en la cual ae ha tomado ls f6r

mula completa y f =-2, sa observa qua 4
S 

-2.407 meV, al 

que ae demaaiado bajo an cOllparaci6n con loa valoraa que 

aparecen en la tabla 5.1. En la tabla 5.3, por otro lado, 

8e ha tallado Y' =-3, Y se encuentra As =42.61 me", asta 

vez demasiado alto. Sin embargo, laa deeviacionee eatán~ 

dard son 8emejantes (2.62 y 2.59 m.v reepectivamenta), 



-5.22-

'" Tabla 5.1. Coeficientes de algunas f6rmulas de masas PU-
blicadas desde 1936 hasta 1976. Los valores se dan 

en meV. 

~ .. Cl s ~ys (J.t/ REfERENCIAS 

13.86 13.20 19.5 0.580 Bethe y Bacher (1936). 
14.00 13.03 19.3 0.584 fermi (1949). 
15.58 17.23 23.3 0.698 Green y Engler (1953). 
15.28 15.76 22.76 0.690 mozér (1959)~ 
16.09 19.04 23.89 0.741 Kümmel et al (1966). 
15.96. 20.69 36.8 0.732 myers (1976)**. 
15.26_, 17..07 33.17 Seeger y Howard (1976)**. 

* Se incluyen efectos de deformación y de capas. 
** Se incluyen-, efectos prOducidos por detalles de la 
distribución de materia, tales co.o difusividad y 

"piel" neutronica. 
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Tabla 5.2. Coeficientes de la f6rmula de masas. 

Tomando p =-2, <:r =.65 y 11..< =.69 meV, y ajustando 
la fórmula completa, se obtienen los siguientes paráme

tros resultantes: V,/'1. =.4190 

Yo :=1.352 fm. 
?HI_· =1.0610 

v.(I+.l) =60.32 meV. 

Si. J. =.15, V .. =52.45 meV y V, =2l.96meV. 
Los coeficientes de la f6rmula de masas en meV son 

los siguientes: 

D.. v =13.39 D.. ws =23.43 

D..s =2.407 AsS =19.46 

/:1.& =3.271 4 .. ,=3.266 

4," ::257.4 4 H =9.767 

4 ..... =317.4 4~s=4.047 

411., =-439.1 .1$ =14.27 

AEA =-.0065 meV S=2.790 meV 



-5.24-

Tabla 5.3. Coeficientes de la fórmula de masas. 
Tomando r =-3, q- =2.05 Y Atf =.76 meV, y ajustando 

la f6rmula completa, se obtienen los siguientes parámetros 

resultantes: V, Iv" =.3030 

Si 

.... " =1.3015 fm. 
?oc 1_'14 =1.644 

Y.(I+-O=59.20 meV .. 

~ =.15, V.=51.46 ~eV y V, =15.60 meV. 
Los coericientes de la f6rmula de masas en meV son 

los siguientes: 

4" =17.54 4.,,=28.53 
tA.s =42.61 Ass =1.612 

tA. ... =13.71 ~. =-166.2 
~$ =339.0 A¡S =66.96 
46"' =-459.4 A.rs =-27.36 
A, =-2,622. A's=-370.9 

4éA=-.OOO26 meV S =2.566 meV 

Tabla 5.4. Coeficientes de la f6rmula de masas. 
Tomando r =-2, <r =.45 y 11.< =. 65meV, y ajustando 

ónicamente las tres potencias- mayores, se obtienen los 
siguientes parámetros resultantes: V, IV. =.5077' 

Si 

.".. =1.232 fm. 
'JH 1 ... " =1.630 

V, { '~"J =56.61 mev. 
v. =50.97 meV y V, =25.66 mello 

Los coef.icientes de la f6r~u1a de masas en meV son 

los siguientes: 

4" =14.95 
"",$ =19.76 
tA..: =14.95 

4Y$ =32.67 

Ass =79.13 

"'es =6.815 

S =2.620 meV 
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Tabla 5.5. Coeficientes de la fórmula de masas. 
Tomando r =-2, cr ::.45 y (;..4 =.69 meV, y ajustando 

únicamente las dos potencias mayores, se obtienen los 

siguientes parámetros resultantes: V, It~ ::.4041 

~ ::1.285 fm • 

....... 1-. .. =1.784 

v_ U+-tL) =55.84 meV. 

~ =19.62 meV. 
los coeficientes de la f6rmu1a de masas en meV son 

los siguientes: 

(tI' .. 15.16 
a.s e17.71 

4~ =-.0020 meV 

4."1 =30.49 

""SI =58.11 

S .. 2.566 meV 
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lo que indica que ambos ajustes son buenos. 

Cuando se trunca la f6rmula (5.8), por otro lado, 

se asemeja m&s a las de 8ma y ms, y los coeficientes •• 

acercan m&s a los de la tabla 5.1, como ae puede observar 

SA las tablaa 5.4 y 5.5. La desviaci6n estandard S , por 

su parte, sigue siendo aproximadamente la misma. 

En otras palabraa, la f6rmula 5.8 s6la se puede 

comparar con las f6rmulas de Bma y ms si se toma la misma 

cantidad de t'rminos, para lo cual na exiate una juatifi

caci6n formal. De otro modo, el ajuste a loa valora. ex

perimentales puede tene~ una bondad semejante, pero los 

eoefieientea ~ difieren considerablemente. 

Este resultado tiene implicaciones serias. En pr! 

mer lugar, demuestre que mediante un desarrollo en seri. 
~ 

de potenciaa de A es posible parametrizar adecuadamente 

las valorea de las masas nucleares, sin que loa coefi

cientes de dicho desarrollo aean comparables con 108 de 

las f6rmulaa de amB J ms. Esto es importante, pues muchos 

c'leulos en teoría de muchoa cuerpoa eat'n enfocados a 

obtenerclos valores de estos coeficiente •• Por otra par

te, ae eape~a que la relaci6n entre loa coeficientes mo~ 

trados an las tablas anteriorea juegus un papel muy i.po~ 

tante en la deter.inaci6n de barreras de fisi6n. Debido 

a esto, para poder determinar si los t6r.ino. adicional •• 

de la f6rmula (5.8) representan un refinamiento signifi

cativo, y en la direcci6n correcta, ser' necesario in

clu!r barreras de fi8i6n en ajustes futuros. Para hacer 

a.to último, ser' necesario tomar en cuenta los efactos 
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producidOS por al llanamiento ( el( -:; o ) y la defor.ac16n. 



CAPITULO VI 

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 

Para finalizar se hará un resúmen y evaluaci6n 

dal trabajo aqu! presentado, y s. se~alar'n alguna. p.r~ 

pectivas que han q~edado abiertas. 

6.1 Re.úmen y conclusiones,. 

En el capitulo 11 se present6 la basa te6rica que 

·relaciona al modelo de particula independiente con la 

energia total del núcleo. Entre distintas posibilidada. 

sa escogieron loa zeaultados del _'todo de Brueckner

Hartree-Fock- Renormalizado como guia para construir la 

fórmula de masas. Aonqua en la pr4ctica esta _'todo ha 

tenido prOblemas para conseguir buenos resultados num'

ricos, la raz6n de esta· elecci6n as que se relaciona ad!, 

cuadaaenta con los procesos de expulsi6n (knock-out). 

mediante los cualas se obtiene evidencia .xperimental 

de los niveles de partícUla independiente. 

Puesto que existe cierta evidencia d. que al pote~ 

cial autoconsist.nte de la teoria de muchos cuerpoa s. 

puede relacionar con la parte real del potencial fenomeng 

16gico del modelo 6ptico, se emplearon los parámetroe de 

este último para obtener los niveles de part!cula inde

pendiente. Para hacerlo, ea estableci6, a la luz da la 
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aproximaci6n de masa efectiva, la relaci6n que existe 

entre el potencial del modelo 6ptico y el de estados li

gados. 

Una vez hecho esto, se obtuvieron dos expresiones 

apaliticas para los nIveles de energía de partícUla ind~ 

pendiente. La primera de ellas, a partir de un potencial 

de oscilador arm6nico modificado, y la segunda a partir 

da un cánjunto de pozos cuadrados infinitos. Se encontr6 

que con ellaa es posible calcular nivels8 de energía que 

concuerdan ra,zonablellente bien con valorea experimentales 

.y con cálculos de Hartree-F'ock. 

Siguiendo los resultados de BHfR, se emplearon las 

expresiones de 108 niveles de energia para construir do. 

f6rmulas distintas de la energía total del n6cleo. La pr! 

llera, originada en los niveles del oscilador arll6nico 110-

~/J 
dificado carece de un t4rllino que vaya calla A • La .a-

gunda contiene todas las potencias.relevantes de 
'/., A , 

y es máa astable ante cambios de los par'.etros del lIod~ 

lo óptico, por lo que s. le prsfirió para llavar a cabo 

el ajuste a los valores experimentales de las .as.s. 

De lo anterior, y de los ajustes lIostrados en el 

capítulo V se llega/a las siguientes conclusionesl 

l.) Se ha mostrado que a partir de los niveles 

de partícUla independiente, e8 posible construir una f6~ 

mula para la energ1a de allarre, que proporciona valore. 

correctos. Dicha f6rmula S8 escriba co.a un d88ar~ollo 

en t'r.inos de potencias de 
1/, 

A • Al proporcionar8e una 

fór.ula analítica, S8 ha cons8guido un atajo r8specta • 
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los cálculos de la teoría de muchos cuerpoa. 

2.) Si no se incluyen efectos de llenamiento de 

la 6ltima capa y deformaci6n, la desviaci6n eatandard 

de la f6rmula obtenida ea del orden de la que se obtiene 

para la f6rmula de Bethe-Weizsicker-Bacher (2.7 a 2.8 meU). 

3.) Los parámetros Y¡ /V .. , ""1"': , 7". Y V,.{¡~"')que 8e 

obtienen del ajuste, son cercanos a, si bien no exacta

mente, los valoras físicamente razonables. 

4.) Los coeficientes de la f6rmu1a de Bethe-

Weiszacker-Bacher únicamente son comparables con los de 

la f6rmula obtenida en este trabajo si esta última es 

truncada. Truncar la f6rmula, sin embargo, no sa justi

fica formalmente. 

5.) Cuando se trunca la fórmula, aún se tienen 

valores físicamente razonables para Y, I~ , .... 1..1, ~ y'(,.U+'/) 

(o quizá mejores), y la desviación estandara no es muy 

distinta de la obtenida para los ajustes con la f6rmu1a 

completa. En otras palabras, es posible parametrizar ad~ 

cuadamente los valores de las masas nucleares mediante 
'/, 

desarrollos en series de potencias de A ,cuyos coefi-

cientes no sean comparables con los de la fórmula de 

Bethe-Weizsacker-Bacher. Esto pone en duda que los coef! 

cientas de ásta ~ltima deban considerarse como metas en 

cálculos de teoría de muchos cuerpos • 

Por otra parte, queda por estudiarse sl los tlrm! 

nos adicionales que se han calculado en este trabajo 80n 

significativos, para lo cual habr& que incorporar las b~ 

rreras de fisión en ajustes posteriores. 
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6.) Bajo un punto de vista fenomeno16gico, se ha 

conseguido enlazar el modelo óptico con el modelo de ca

pas y se ha visto, que en un sentido restringido (ver 

el punto anterior), este ~lti.o se puede enlazar con el 

modelo de gota de líquida. 

6.2 Perspectivas. 

l.) Entre los ajustes obtenidos queda por deter

minarse el mejor, lo que se hará estudiando calla cada 

conjunta de V,/Vp , 'tH/~*, ..,." y V, {I+'/) reproduce los valor •• 

de loa niveles de partícula independiente. Un buan conjun 

to de parámetros será aquel que ajuste bien a las masaa 

y a los niveles simultáneamente. 

2.) Una vez realizada la exploraci6n mostrada en 

el capítulo anterior, se está en condiciones de hacer 

c&lculos para núcleos con ;V, Z <. 50 y de incluír el ate5, 

to de llenellbnto ( ttl,J {) ). 

3.) Simultáneamente habrá que agregar correcciones 

debidas a efectos de deformación, 10 que .e har' en el 

contexto del modelo de capas siguiendo el procedimiento 

de Ze1des (Liran y Zeldes 1976), o bien el que anterior

mente. siguieron Bauer y Canuto (1967). 

4.) Una vez cubiertos los tres puntos anteriores, 

habrá q~a incorporar en el ajuste valores de la8 barreras 

de fisi6n, para determinar Bsí 108 t'rmln08 adicional •• 

que se pre8entan en la f6rmula aquí calculada represen

tan un refinamiento significativo. 

Si 8e desean aplicara los n~cleo8 lejanos de la 
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linaa de estabilidad los conocimientos actuales de es

tructura nuclear, será deseable enfocar a estos últimos 

en un esquema unificado. Creeaos que la congruencia en

tra distintos modelos que se presenta en este trabajo, y 

la simplicidad de sus resultados, pueden brindar una 

guia y una herramienta muy útiles para emprender esta 

exploraci6n. 



APENDICE 1 

CONSIDERACIONES SOBRE LA mASA EfECTIVA 

Debido a que la profundidad del potencial 6ptico 

no es la misma para protones que para neutrones, y a 

que 1~ masa efectiva depende de dicha profundidad, se 

tiene una masa efectiva distinta en cada caso. El propó-

sito de este apéndice es obtener las expresiones adecua-

das en funci6n de los parámetros del potencial 6ptico. 

Se acostumbra parametrizar el potencial 6ptico de 

la forma 

V.l' = v. + r. 1 V, ) (3.6B) 

en donde t. =1 para protones y 't. =-1 para neutrones, e 

I: N-Z 
A (1.1) 

Ahora bien, si de acuerdo con la ec.(3.14) se to-

ma 

en donde 

___ '?01'~. ____ ) 

I - A.a._. 'W (11) 

-tt& 11 

(1.2) 

(1.3) 

de acuerdo con la ec.(3.1Sa). Entonces, seg~a la eC.(3.3la) 

se tiene que 

v."= :!i(V.i"t.IV.). (1.4) 

Si se propone para ',l." la forlll8 



(1.5) 

entonces 

(1.6) 

en donde 

(1.7) 

As! pues, la masa éfectiva promedio podrá Bscri-

birse como 

(1.8) 

en donde los subíndices p y ~ se refieren a protones y a 

neutrones respectivamente. Asimismo se tendr' 

W, :: fz;;-[( ~)~ -(::)J . (1.9) 

Sumando las expresiones (l.S) que resultan para 

protones y neutrones, y dividiendo entre 2, se obtiene 

(l.lO) 

Despejando ¡k de (l.a) y substituyendo el resultado en 

(1.10) se encuentra 

(1.11) 
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que, multiplicando por \J. , puede reescribirse de la 

forma 
~ 

\J. - ~ V" W'. - (~ - 1) ( I W. ) (l' V,) :. O ..... ",,'" . (1.12) 

Para' resolver esta 61tima ecuaci6n se tiene 

(I.13) 

en donde 

(1.14) 

y 

(1.15) 

Desarrollando la raíz en serie de potencias y quedándose 

con términos a primer orden se encuentra 

_ ?K v.l + (~- 1)( Z W,)(z V, 2 \ . 
\.l. - -,.. , (.....)2-

"" - V 'tM" #1 

(1.16) 

Por otro lado, restando la expresi6n (1.5) del c~ 

so de neutrones de la misma para el caso de protones~ se 

obtiene 

IW,=I"IW,Y. +~ZV 
."." ' I 

de donde puede despejarse 

.rw, (1.1S) 

El factor ¡K puede evaluarse de la ec.(l.S). que 
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despejando da 

~=; (::~-I) ~ ,/ .. (::_,), 
,. . ;;; ... (1.19) 

en donde se ha aproximado \V. por el primer término de 

la ec.(1.16). 

Así pues, se obtiene que 

2-ZW:('W\.) IV. 
I - I ..,. ... (1.20) 

Con la ec.(I.S) y las ecs.(1.19-20) ae puede calc~ 

lar la masa efectiva de neutrones y protones en t~rminos 

de la masa efectiva a través del cociente promedio 1!!. , ..... 
y los parámetros del potencial óptico '1" y ~. • El resu! 

tado es 

"lM. - !!S. { 1 ... 'C (~ - IJI V, 1. 
"",,-ti - _" ...... v. (1.22) 



APENDICE n 

RAIZ REAL DEL POLINomIO (4.10) 

Se propone encontrar la raíz real del polinomio 

+ r,; + U r, + G( ( l' - IJ. ti .,. J k Ya ) - "t 1] :: () . (n.l) 

Para conseguirlo se sigue la regla bien conocida para r~ 

solver pOlinomios de tercer.orden (Abramowitz y Stegun 

1964). De acuerdo con ésta, dados el polinomio 

(n.2) 

y, en t'rminos de sus coeficientes, las cantidadee 

I ( )' .J Y = _ 1:., AA - lA.. - - ~.a , .2., (n.3) 

y 

(Il.4 ) 

se tiene que si 

(n.s) 

entonces existe una raíz real y dos complejas conjugadas. 

La raíz real está dada por 

" ..... ( s • .. 'a.) - !! ,. .J # 
(Il.6) 
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en donde 
'(, 

[ ~ ~y~]) V, 
S, = y + II + y ) ~ (2,·d +.1...4, 

, (.t. ... ) 'IJ 

y 

Tomando las aproximaciones anteriores se tiene 
~ ~ 

7'f., ::t: (.h") - ~ - L +...!... 4 -
1 (.h )'1, 3 cr.;?'~ . 

Ahora bien, en el caso de la ec.(II.l), 

J 
a.o = " l' I.tr,) + ti{ ( I~ - I~ Y, + 1 i" Ya. ) - '1 .1 

de donde se obtiene que 

si se define 

De este modo se obtiene 

• 

(II.7a) 

(II.7b) 

(u.a) 

(11.9a) 

(U.9b) 

(U.9c) 

(11.10) 

(11.l2) 
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Por otro lado se encuentra que 

(II.13) 

en donde 

(II.U) 

Como Y' 1 va asencial_ente como 7 ~ , que es pos! 

tivo y mucho mayor que ,3, la condición (11.5) está 

asegura.da. 

Substituyendo los resultados (11.12) y (11.13) an 

la expresi6n (11.8), hasta el tercer tármino, se obtiene 

~ .. ~ 7 ~ ~,+ ~~ ~+ 'R., 

"l r· ,t .1 (II.1S) 

en donde 

"R :: • -(~+C<)J (II.16a) 

Te = a. ( ~ - ~ '1,) - r~ . (II.16b) 

'RJ: A • (II.16c) 
~ 

y 

~Ici- ~r,)- r~l 1?~ = (II.16d) 



APENDICE 111 

COEfICIENTES DE lA fORmULA (4.54) 

e = 1"1 '( 
J-AD 3"' 

" - , ...... (~ - --;; 

c: =- J(1..)~(.!. ~ 3)',) 
SOl/} ~ 1 

~ 
e .. - :r¿ (.!) r. 

SIJ, r.t ' 

CJJL :: - .! r( )I~ 
11...t . 

e • - .!.(:J. \11, '1. 
UL 9.tJ ' 

~l-'~: ~~( it'r, 

e =-.l1.(.!) 
~J 

S".IJ. 111 ~ 

~ 
e : - :/:.(.1) 

'SIA. 3 .t. 

'/) 
e =.8'(3) 

S"At. S L 
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C,4'_IO = - J (1; - If'l, ) 

e'll> = - i 't, 

Cf_~1) =!f ( ¡ f'J y, 
'I, 

~/. "1. = ~ (1:) ~~ 

~ - ~ 't 
IP-'1. - I 

~~ = - flp ( 3) 'f. C.'II_.z~ T"¡' , 

A (S)~J e.. = -;!.. - '1. ,PA. 1 ¿ , 



APENDICE IV 

COEFICIENTES DE LA FORMULA (4.73) 

"".JO:: i. 

a. 2 =3(3)-V3(1F~ ,) 
.. 39 - - - -

~ .4 P /0 

"3. ~ 
a.. -3(~) n 3.tD - - -

/~ .t 

a.~/D= JH.2~ 1(1+1)_"t, J 

a.~op: .t (!t3
[ '1~ íit~ r, (~~ +.t - ~ 4(~.t»)1 

a.~_I{) = ..t(.!)'1.3f( 1(*' -.!..)+t,(-~' • .,..a+~~)H 
.t l Ifj, fl? /.1. J ¿ Jj 

~ =.:!:.. (3 )3r'3( .é _ 3..) 
.f3:t J.t \ .tI> 1&1 
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a. - - .3 [( , - ~ , ) v J tiA. - .uN +-¡- - O, 

~/~ = '[ (-.t~ Ñ~_ f) + 1, (t I~+ :f - .t 4~".,())I 

b~.: ~(-f)~[(-f,Ñ.t+ ~)+r,(.,,~+:+ .,4';«»)1 

b .f(.lL~ ,) 
.Ji'.2. .t ~ - i.I 
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b = - I g ( ".'- I ) 
1'1'.t, ;::;- - .I,t 

b~/.t. = - ¿ [ (- .i1 .* ~- :f ) ~ r, ( ~ k ~~ f - .t .ti (~.O JI 
b'ff).t. = - f(¡)" l

[(- t~ .,.t,. ¡f) 40 1'; (- ".t.~ ,,: .. 414(;..1))] 

¿... = - ~[(- ....!... .'~ ..!-)+ r (_11. 1 t. !! .,. f A lI+J) \1 
It. .3 J¿11 111 ':J .L ..t. I 



APENDICE V 

PARAmETROS DEL POTENCIAL OPTICO FENOmENOLOCICD 

A continuaci6n se muestran dos tablas .n que se 

reportan los valores de loa parimatr08 del pDtencial 

6ptico fenomeno16gico. 

La tabla V.l ha sido tomada de Hornyak (1975) 

pag. 274. En ella v.. y V" corresponden a,lo. perúetros 

V, y V. de este trbajo, )' a J!- de la ec.(3.25) J R. 
II'~ 

a ~ J Y ~ es la difusividad. 

la tabla V.2 8e tom6 de Bechettl y Graanle •• (1969). 

En aste caso la columna VA corEesponde a la parte 1'8al 

del potencial 6ptico y la correspondencia con 108 par'

metros empleados aquí es evidente. En la segunda colu.

na YR y A~ se refieren al radio y la difusividad del 

.ismo potencial. las siguientes tres columna. .uestren 

108 par&metros de la parte imaginaria, y la qua l.. .1-

gua, los del potencial spin-6rbita. 

TABLA. V.l 

TABLE 4-6 

y .. Y, Re • 
(McV) '1 (MeV) (Cm) (Cm) Rd'_ 

S3.3 0.55" Z1 1.2S 0.65 Paey(I963) 
47.7 0.33" 26.2 1.2S 0.65 R.-aetal..(I965).GRaletlll.(I968)" 
49.9 0.22 26.4 1.16 0.75 Fricte el al. (1967), San., eI"¡. (1968) 
48.6 0.30 30 Azziz(1970) 

"TVe is separaldy quoted as 0.4Z/¡f'''. 
" Protons 0DIy. 
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T AIIUI L Á 1II1ln1 oIlbe JlUlftlaten 10UIId 111 lhe analyals of !he prolcm data oí FIa. 1 uAlng d1aorut potcl1tla1 farmo. 
.~(oI..... " 

= 
Orily tJto.e forlllo living reasonable lita to tite data havo been IDcluded. 

V. ~) ... W .. WIIP 'M' w(') <x'tf,? "" Commeau' ' (MeV) (MeV) (MeV) V_r_ ... 

Batllt 54. -0.328+0.4,- 1.17,0.75 0.2lB-2.7 U.8-0.25E 1.32,0.51 6.2,1.01, 0.75 12 7 6 
+U •• +l2.¡ +O.7¡ 

Grld GIl,. (Seo re. 3 fal puameten.) 14 !I 10 !Z! 
d , .,CODItant U.-0.3ZB+0.4,- 1.17,0.75 0.228-2.7 U.8-0.258 1.32,0.56 6.2,1.01, 0.75 16 8 6 n 

'+U •• +l2 .• t" 

.,"'A'U, Wv",B 54.-0.328+0.4,- I.U,O.?1 0.158 11.8-0.258 1.32,0. ISA'" 6.2, 1.01, 0.75 13 7 8 
toS 
o 

+U.¡ , +l2.f !Z! 
.,,,,AIII u. -0.320+0.4,- 1.17, O. 75 0.2lB-2.7 11.8-0.258 1.32,O.IUI/I 6.2,1.01,0.75 12 7 8 

, 
+U.f +l2.f !Z! 

d 
W" .. , 54. -0.320+0.4,- 1.17,0.75 0.22E-2.7 11.8-0.258 1.32,0.56 6.2,1.01,0.75 14 . 7 n -1 

+U.e +1.4f +l2·f t" ~ 

W.a:A'" 54. -0.328+0.4,- 1.17,0.75 G.228-2.7 O.77AIII-O.288 1.27,0.51+0.7, 6.2,1.01, 0.75 20 !I 10 toS al I 
d r- c: 

+U., ~ • In N 
r_-,.-1.17 U.-0.32E+0.4,- 1.17,0.75 ' 0.228-2.7 11.8-0.250+12.1 1.32, 0.51+0. 7e 5.9,1.17,0.60 16 11 6 o c: • +U., '0:1 • N 
y .... O M. -0.32B+O.4,o l.n,O.75 0.228-2.7 11."-0.25E+12.' J.32,O.51+0.71 11.0-0. lE, 1.01, 0.75 13 7 6 .; 

+U., ... 
n 

V.acA" 59. 7-0. 41E+O.IIE" 1.15,0.76 0.228-2.7 U.8 ... 0.250+12.f 1.32,0.51+0.7e 6.2,1.01, 0.75 17 8 > 
+O.4,-+U •• ro< , 

Deat ,.-1.12 58.8-0.320+0.4,0+24.' 1.12,0.78 0.228-2.7 Il.A-O.25IHJ2.f J.32,O.51+0.7. 6.2,0.98,0.75 15 7 8 1:: 
Deat,.-I.22 SO.O-O.32IHO.4,o+U.f l.22,O.72 0.228-2.7 11.8-0.258·H2., 1.32, 0.51+0.7. 6.2,1.06.0.68 15 7 8 

o 
t:j ,_-o,,. ... 58.5-0.32+0.4,- 1.11 +O.33t 0.16 0.228-2.7 U.a-0.25BH2.. ".32, 0.51+0.7, 6.2, 1.01, 0.75 13 a 8 l'I 
t" 

V_-o, ... oc, 56.-0.UE+O.4,o l.l$,O.66+l.' 0.228-2.7 11.8-0.258+12.' J.32, 0.51+0.7' 6.2,1.01, 0.75 14 8 8 
'0:1 

Va-o 57 .'-0.328+28.' 1.17,0.75 0.228-2.7 11.8-0.25BH2., 1.32,O.51+O.7e 6,2,1.01, 0.75 14 8 6 > 
Va-O.' 54.1I-0.3ZB+o.3o,+25., 1.17,0.75 0.2lB-2.7 11'.8-0.258+12., 1.32,0.51+0.7' 6.2, 1.01, 0.75 12 7 6 

,., 
> 

VCIV-O.84~ 55.2-0.328+0. 27T+ut 1.n,O.7S 0.228 10.2-0.25E l.32, 0.51+0.7, 6.2,1.01,0.15 12 7 6 IC 
-o. lIT +0. 21-,+12t l'I 
-1.4 .; 

,,'-1.22, "'-0.72' 54.-0.320+O.27rl24f 1.17,0.75 0.228-2.7 11. 1-0. 25BH2f 1.32, 0.51 +O. 7, 6.2, 1.01, 0.7$ 13 7 6 
toS ,., 

V __ -II' 
56.-0.328+0.4,- 1.17,O.7S 0.228-2.7 U.8-0.25EH2f l.32, O. 51 +O. 7. 6.2, 1.01, 0.75 14 8 7 UI 

No ... • Scarch tcmnhIat4d flIIUIIOIOn -veqlna.,., ...... 1)'. 0., ••• , .... 30 12 

• u .... ""lA ....... , ." .... 'nd.""" 40 w('" 2. P(I) • ..... "" _,. 111. ti _ -T -I:IA", W: .... '(JI.) "Ir. " •• ,11 • 
• -(N-I:)/A.IIRIl ........ Wr. W"" ..... y. ~o. V,~ ......... ormlllOU7 ............. !Ir ...r ... tona. Va_Ir) - -V • ....fú.(.I"") 

hV"""",,, Coulomb _ ter .. Id ..... 10 ... eliOfU4, __ ...................... l/Ir. ' •• '.1I. -_ ...... ,...,.,..."aneft'ecII ........... -VccllIAI.wlIhVo,o, ............ _. 'Auempt '" Itw(l) ..... "" .... ta onb> wll_ ...... ~. /IIII<IItIoI (V •• -O). ... 
......... _ ... "7 .... /or ...a .... 1_1 ... ,. _101 wllIo IVIr)- -IV" /Ir. rl • • ,.,+ -O VI 
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