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CAPITULO 1 

INTRODUCCION . 

En teoría de colisiones es de gran interés el anali.,.. 

zar del comportamiento de la secci6n eficaz elástica con la 

energía. En general ocurre en dichos estudios que la sección 

eficaz sufre cambios bruscos a ciertas energías, los cuales se· 

interpretan como resonancias del sistema. Estas resonancias 

.pueden ser asociadas a la presencia de polos de la matriz de 

dispersión correspondiente. Esto ha motivado a que algunos 

autores estudien diferentes desarrollos de la matriz de d,ispeT7 

. sión en función de sus polos. Corno antecedente a estos estudios 

se debe mencionar el trabajo de H.M. Nussenzveig 1). quien de.ter

minó los polos de la matriz de dispersión para el pozo y la oa;

.. rrera de potencial cuadrados •. 

Entre lps primeros trabajos que se hicieron en re1a

.ción.a desarrollos de la matriz S estS el realizado por R.E. 
,. 10)· . 
Peierls. en 1959, quien desarrolló una fUnción proporcional 

a la matriz de dispersión haciendo uso del método de Cauchy con 

tres substracciones. Año.s más tarde én 1961, Humhlet y RosenfeldQ
) 

desarrollaron la matriz de dispersión en función de sus polos y 

residuos utilizando el teorema de Mittag-Leffler, el cualdá. 

una suma infinita, sobre todos los polos, y un término entero. 

En 1966, J •. Humblet y J .• F.Jeukenne1S), ·estudiaron nuevamente 

el desarrollo de Cauchy para matriz de dispersión. En lu~ 

gar de desarrollar como ls. la cantidad S\t(\9,J ~ $(\t..) lltto... 

. el'los desarrollaron una i6n que es proporcional a 
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r{ .. ,.,~\ ... 0.· .• ' ¡(h;o.../. ... t,. . ~\.,q "- /~, por lo cual, para potenciales con una disconti-

nuidad fi¡lita, .su desarrollo consistente en una suma infinita 

sobre' tocl.os los polos requiere de dos substracciones. 

Hace algunos años Hans A. Weidenmilller desarrolló, 

usan.cto el método de Mittag-Leffler, la matriz S asociada a.el 

. poZo. clfadradoe.n ondas S. Su obj etivo era· averiguar si la suma 

sobre polos, excluyendo los asociados a estados ligad'os, era su

ficiente para reproducir la cantidad (l-Real$), la cuales pro-. 

'pórcional a la sección eficaz exacta. 

El resultado fué totalmente n~gativo pues se obtuvo 

que' el fondo ,consti t.uído por la parte entera del desarrollo. y 

la contribución de los estados ligados, es muy grande y varía 

·fuertemente con la energía. Además se observó que la contribu- . 

. ci'ón de los estados ligados es enorme, debido a la presencia en 

d . d ~. p.1. i\y! O ... los residuos,correspon lentes, el termlno L. en 

donde )\\. representa el valor de número de onda del' estado li

"gádo, en CUestión. 

Posteriormente J.P. Jeukenne14) aplicó al mismo pro

blema del pozo cuadrado en onda S, el. desarrollo deCauchy 

obtenido por Humblet y Jeukenne 1 $). En este caso, se 'obtuvo, de-. 

bidoa que los residuos del desarrollo no poseen el tét"lllino ex-

ponencial 
Hb.u., t., e· n., Clonde "n' es el núm~ro de onda del polo 

correspondiente, qúe la contribuci6n'de los.estados ligados es 

pequeña. Además se observó que una suma finita de términos era' 

sufi,ciente ,para reproducir (1-Real S ( rU), es decir en este ca

so se obtuvo que el fondo es pequeño y que su variación con la 

energía eS.lenta. 
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Debido a que el pozo cuadrado en onda S no posee 

resonancias. ya qu.e es puramente atractivo y no tiene una barre-

ra que mantenga a las partículas en la región. interna por un 

tiempo suficientemente largo, resulta de interés estudiar un 

cas,o, exactamente soluble, en donde existan resonancias con el 

ól;>jet.o de estudiar los distintos desarrollos de la matriz ' s. 

Por 10' tanto en este trabajo estudiamos un problema 

en el cuál existan resonancias. Por tal mDtivo se eligió, el 

potencial delta repulsivo. La meta principal que se persigue. 

es ver si en una región de energías donde existan resonancias 

es, posible reproducir la sección eficaz exacta tomando un núme

ro finito de polos en el desarrollo de la matriz S, usando y 

compa;¡-ando entre sí los métodos de Nittag-Leffler y Cauchy. 

El material de este trabajo lo distribuiremos de la 

~iguiente manera: 

~l capítulo dos se divide en seis secciones; en la primera s(;'\c-' 

"ióu se indican los pasos necesarios para obtener la matriz de 

dispersión para el potencial delta repulsivo; la obtención de 

úna ecuación que relacione la matriz de dispersi6n con la'fun-

cióri:de Green es analizada en la sección dos; la obtención ex-' 

p.1ícita de la función de Green para el potencial deltarepul

siV9 es tratada en la sección tres; en la sección Cuatro dis-. 

cutiínos la conecci6n entre la sección eficaz y:1as resonancias 

del sistema; ,en la secci6n cinco discutimos y clasificamos. los 

polos ,de la matriz de dispersi6n y además se comenta en forma 

amplia la conección de lps polos con las resonan,cias del 5is-. 

tema; por último la determinación de expresiones analíticas 
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para los polos de la matriz de dispersión es discutida en la 

sección seis. 

El capítulo tres 10 dividimoé en tres s,ecciones; En 

, la s$cción uno obtenemos explícitamente expresiones analíticas 

, pata los residuos de la matriz de dispersión; en la sección 405 

obtenemos la' conexión entre los residuos de la matriz de disper-' 

sión y los residuos de la función de Green yen la sección tres' 

se determina la constante de normalización de la funci6n ,de 

onda para el potencial delta. 

El capítulo cuatro consta de cuatro secciones: 

En la sección uno ,desarrollamos la matriz de 'dispersión usando 

el ,método de Mittag-Leffler; en la sección dos estudiamos el 

desarrollo de la función de Green usando el método de Gauchy" . 

para obtener una suma infinita sobre los pplos. Una forma li

," gerame;Ílte distinta de escribir el desarrollo de Cauchy es tra

tado en la secci6n tres; en la secci6n cuatro se estudi.a un 

desarrollo álternativo de la función de Green haciendo uso del 

.. teorema int.egral de Cauchy para obt.ener una suma finita sobre 

los polos y un término entero. 

El capítulo cinco lo dividimos en tres secciones: 

En la sección uno se determina el parámetro' A del potencia.l 

, delta repulsivo y se obtie.nen numéricamente los polos de la matriz: 

de dispersión; el estudio del comportamiento con la energía de 

la sección eficaz exacta se hace en la sección dos; en la sec

ción tres se analizan las contribuciones del fondo y las sumas 

sobre polos usando losdesarrollo.s de Mittag-Leffler }' Cauchy 

.para la matriz. 



~-

, 
¡ 

, 
\ ' 

7. 

Finalmente. en el capítulo seis se presenta una discu

sHin de los resultados junto con las cORcluslones. 
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CAPITULO II 

; 

2. - Ma:trizde Dispersión. 

En problemas de dispersión por un potencial de alcance· 

finito de la forma 

O S\ '<":;>0.. 

'll") = 
\kl..:,,) • 

"\~o. '5\ 
(2.1.1) . 

Las soluciones a la ecuación radial de Schrtledinger 

(2.1.2) 

con . están üadas . 

por, 

~il-<\-:::::;CF.x.l~"() ,'Y!::Q.. .(2.1;3) . 

f'U.'S:(1 -=:. A \=\1 l'ax)-r \3 n\ ('ox) ,"CI/o. (2.1. 4) . 

'en donde\=.J<.~ \y'() es la solución regular en e.l origen y . 

\ltkfrl , "tlli,r) son las funciones· de Riccati-HankeL 

. 7)'· 
te " 

La matriz .de dispersi6n es definida en la forma siguien-

(2.1. 5) 

-
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en la ecuación 2.1.5 los términos Aty Btse pueden obtener, 

de 2.1.4 y Su derivada. los cuales tendrán la forma 

, '. T 
AR.. = ",\ll~).} ~l ; 0.7 \4) 

.' "-.N l\\l' \1,.t; a.,'r¿) 

e.l( ::::."N l1J.lI., \-) ~ ; o.. i \4) 

''N t ~¡J Ví.l ; 0., ~l 
'Nt'U.tlnl; 0., b,) es el i'fronskiano de LU.t\v) y 

y en forma similar los otros ,vronskianos. 

(2.1.7)' 

La forma analítica de 2.1. 6 Y 2.1.7 dependerá en g~-

neral del potencial. 

piedad siguiente 

., 
La ecuación 2.1.5, satisface ·la pro~ .' 

(2.1.8) 

o sea la matriz 2.1.5 es unitaria. 

En esta s.ección consideraremos la aispersión por u~ . 

potencial de la forma \!t't)-=tT}.) ~\"('-a.) ,y obtendremos. 

, la matriz de dispersión en el caso l=- e 

La ecuación 2.1.2 en este caso esta dada por 

(2. 1 •. 9) 

La solución en~4o. está dada por 

(2.1.10) 
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en "'''70. tenemos Como soluci6n 

(2.1.11) 

,Las condiciones de frontera en "'--o.. están dadas por 

(2.1.12) 

La condici6n para la derivada de ru\"'4"¡, en '\'::'0. se obtiene iri~ 

'tegtando 2,1.9, entre los límitesQ.-f , o.+f 

, 0,+ t, ((l.;' E flH 

)\'(( dJ~)) <1 ... +\1.1- J !\J.t'(\d't- (+).) ~ CQ:c-o.\\A\'t) 6'(=0 (2.1.13) 

• ' !);,-:t 0,- f ' , -\\ i-l ' 
por comodidad tomamos las unidades 'l'Wt:::J(.¡l::;:. \ ' con 10 que 

, se tiene el límite cuando f:.,. O 

(2.1.14) 

susti tuyendo 2. 1.10 Y 2.1',11 en las condiciones de frontera 

2.1.12 y2.1.14 obtenemos 

. " -\ YJ. o. , l. 'a o.. 
e Se.Vl.h.o.:::-?;,e +Ae 

(2.L15) 

y 

(2.1.16} 
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. d'i'spej ando e de 2.1.1 S Y sustituyendo en 2.1. 16 se tiene 

A éaC\( l~-b..tO\Ro.. -(:t¡\)) -\- 'OétQ.o.(_\'Q._~c.o\b.n_tl:~))_~ 

por lo que segí1n 2.1.5 la matriz de dispersión, queda entonces. 

dada por 

·(2.1.17) 

(2.2.1)· 

consideremos un potencial de al~ance finito como el ind,icado.· 

por 2.1.1 las soluciones de 2.2.1, cumplen la cond.iéión en t'll 

origen 

{'\Alo'! =0 (2.2.2) 

en ~7a..., la solución general de 2.2.2; 1, la podemos escri

bir como 

. • \ -tr'a. '\[" I\.A l '<} =:; 1.. e i ..., .-. 1.. . 
. . L ¡ 

(2.2.3) 
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La funci6n de Green 

. siguiente 

satisface la ec.uación 

,~. '. . .. 

iY1G6";Y\;lal -\-L b.~ "'ilv'l Gl'f;'(\j'Q) = ~l'<-V\) (2.2.4) 

12 .. 

con condiciones a la frontera en "(:.0 y "(~Q dadas respec~ 

'tivamente por 

(2.2.S)· 

y 

(2.2.6) 

mt;:1t~plicando 2. Z. 21 por G c. '\)'(. :;t:t) 
.' perl\J.,ly)· se tiene 

y la ecuación 2.2.4 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

l:estándo a 2.2.2.8 la ecuarcí6n 2.2.7 e integrando entre O y 

ó... ; obtenemes 

(2.2.9) 

La derivada de 2.2.3 evaluada en "'<:::::.0. da 
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(2.2.10) 

sustituyendo en 2.2.8 las condiciones de frontexa 2.2.2,2.2.5 

2.2.6 junto con 2.2,10 y tomando "C \ ::. ex. se t: iene 

o bien 

(2.2.11) 

.... én donde definimos. G l\:2) = G (o.;o..;VZ) # 

La relación 2.2.11 nos indica que el conocimiento de la 

función de Green en '!'~'i\~o. es suficiente para det~rmlnar la 

mátriz . ~(br del problema. La expresión 2.2.11 fue por ve·Z 

primera. derivada por Bloch16 ). 

2.3.- Función de Green para el potencial Delta. 

La funci6n de Green satisface la ecuación diferencial 

2~2.4, cuyas soluciones satisfacen las condiciones de frontera 

2.2.5y 2 .. 2.6. La cond i6n 2.2.5 implica que la solución de' 

la ecuación 2. '2.4 en 'ICho. y "f ,(...0. es, para el caso del poten~ 

cíal delta 
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derivando 2.3.1 con respecto a y se tiene 

(2.3 .• 2) 

como en ~r~~ el potencial delta es discontínuo. integramos. 

la.ecuación diJerencial 2.2.4 entre 

6. bien tomando . '( \_ Q 

~ (:¡l'<)Ü.';'a)\\· - Ó;¡\,6('Y,Cl3b.)~(:~)\G\Q.)(l;~=\ (2.3.3) 

~'( '1 :::. o. lo- f . T= a..-e' . . 

j.lsando la condición 2.2.6 Y tomando el límite f .. -vo se' t.iene .• 

finalmente 

(2.3.4) 

Z.4,· Sección Ef.icaz y Resonancias. 

'En problemas de dispersi6n elástica la sj3cción.eficaz 

.~ par'a momento angular ~ está dado por2 ) 

en donde la matriz de dispersión s,t\il es dada. por 

" 

(2.4.1) 
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(2.4·;n ' 

son los Wronskianos 

En 'g¡¿,neral es bien conocido el hecho de Que para cier-
, '8) , 

tas ener,,5ás la sección eficaz sufre cambios bruscos , como 

se ilustra en la grtfica 2.1 

Gráfica 2.1 

efic¡J;z se interpretan como 

. 1') l,S} " . potencia " esto es SI 

resonancias del sistema (proyectil, 

el proyectil es lanzado hacia el 

potencial, con esas energías El' EZ' E3 ,.,:, el proyectil queda 

atrapado en la r,egi6n del potencial un tiempo mucho mayor que 

el tiempo de paso en ausencia de potencial. Los picos'anchos 

d~ la gráfica 2.1 se interpretan como anti-resonancias ~elsis
'4> 
tema '. 

, , , 
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Un criteri.o más específico para distinguir cuando 

· existen resonancias y antiresonancias está basad.o en el cOmpero . 

,tamienf.o del corrimiento de fase con la energía. Si en una 

'r.egion de energí,a el corrimiento de fase, como función de' la 

· energía. sufre un.a variación del orden de "\\' . con peildiente p~-

's1tiva el sistema está en resonancia .. Si en cambio, el cO'l'ri

in,iento de fase sufre una variacion con pendiente ne¡:sativa, en 

este caso se dice. que el sistema está en antiresenancia. Lo 

· ante'l'·ior se ilustra en la gráfica 2.2. 

Gráfica 2.2 

La gráfica 2.2 nos muestra que en las energías El' 

EZ' E3'" el sistema está en resonancia, mientras que para las 

energías E~ , E~ .. el sistema está' en anti-resonancia. 

Es posible mostrar 8) una relación entre la pendiente 

y el corrimiento de fase y el tiempo de duración del SIstema 

en resonancia' o enantiresonacia8): 
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(2.4.3) 

(2.4.4) 

La ecuación 2.4.3,6S para el caso de resonancia, mientras que 

la 2.4.4 para antirresonancias. En las ecuaciones 2.4,.3 y 2.4.4 

ry .es un tiempo relativo que se compara con el tiempo detrán-

sito en ausencia de potencial. 

2.5 - Polos de la r.fatríz de pispersiÓn y Resonancias. 

En esta sección estudiamos la conexión entre polós 

de .. la matriz de dispersión con las resonancias del sistema. 

En la sección 2.4 vimos que la matriz de dispersión 

se puede escribir c;amo 

'(2.5.1 

si considera.mos en 2.5.1 

(2.S.2) 

2.5.2 implica que el conjunto de valores de \;:z que satisfa

cen 2.5;2 son los palos .de S tu.) , la:comlici6n2.5.2 no es 

válida para 'R real, pues de lo conti"ario la condición de uni~ 

taridad~ dada por 2.1.8, no se cnmpliría, pues tendriamos' 

A\n\""~l~)-O Sin embargo para R compleja la condi-. 
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ción 2.5.2 es desde luego posible .. 

De hecho se puede demostrar2) que existe. un conjunto 

infinito (te valores complejos \ 'b.n1 . que cumplen 2.5.2. La 

condición. de uni.taridad paya SOÜ dada por 2.1.8, con la:. 
. 6) 

compleja¡>e puede ver que está dada por 

(2.5.3) . 

es posible mostrar 2) que el conjunto \ tt'O). de soluciones 

que satisfacen 2.5.2, pueden ser distribuidos de la sigu.iente· . 

. manera 

(2.5.4) 

.. 
en dende les peles de la forma l.tlYt representan estados 
. • D 
Ügados del sistema; -1,. 0'l1 estadosa¡;ttiligadosy 

estados complej os, con energías dadas por 

\.\~o...Óo 

o..YI\\\\~«.do 

. ~ l· 1 J • 2) .. en los estados de cnergla comp eJ a e . term:LllO 

(2.5.5) . 

(2.5~6) 
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se i:p.terpreta como la posiCió,ri: del nivel. de energía del siste

ma y el término 

corresponde al ancho del nivel de energía. Existe un criterio' 

cualitativ'o
2

;) que dice que todos los polos complej os de 2. S, 4. 

que, cumplan la siguiente condición 

(2.5.8) 

.,corresponde'n a resonancias del sistema. 

La' matriz d.e dispersión cerca de la resonanciaad-

. quiere la forma 

(2.5.9) 

en donde \) es, una función entera y es el residuo 

de S,ten la resonancia 2. S. 2. 

Tomando 2.5.9 a primer orden tenemos 

(2.,5.10) 

puesto.que en 2,.5.'10 E,:; está dado por, 

(2.5.11) 

, 



sustituyendo 2.5.10 en 2.4.1 y desarrollando se tiene que la 

sección e.ficaz para una onda 'Parcial .ll:.) se comporta·· de la· 

1 f~ 1 d B' v· . 2) que es . a ormu a e rlt-,ngner • 

(2.5.12) 

Analizando el comportamiento de 2.5 •. 12 conlá energía, 

es posible mostrar que en t 'X.... t'Y\ la sección eficaz adquie

re su valor máximo. Se puede ver además de 2.5.12 que en ios 

yalores de la energía en donde ·los máxImos es-

tán ais lados. 

Los polos que den origen a resonancias tienen·la for-

(2.5.13) 

se· puede mostrar también que los números de onda d.e la Torma 2) 

. * 
- \. la ~". - "l "'l a .~, - -"'i'1 - U'í) 

(2.5.14) 

son también soluciones de la condición ~.S~A. 
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2.6 Det~r!1Hnac:i6n de Expresiones Analiticas Aproximadas 

para lps poros de la N.atriz de Dispersión.· 

En la sección 2.1 encontramos que para el potencial 

delta. la matriz de dispersión tiene la forma 

(2.6.1) 

la condición para que ocurran polos de S(i:z)· es que el deno

minador ·en 2.6.1 se anule, esto es 

(2.6.2) 

como se discuti6 antes el conjunto· { n\~ ··de soluciones de 

2.6.2 sera complejo. Para cada solución 

cumplir 

de 2.6.2 se debe 

< 

í... \':;.TC t l \ (0-( ~'\\Ü. - é~)-.):::o ·(2.6.3) 

A nosotros nos interesa encontrar l<';ls soluciones aprox:i,lllada·s 

.. de la ecuación 2.6.3, si escribimos la cotangente entérJlünos 

exponenciales. tenemos 

... , o .... ~y\Q (-;-\\ f, lt< nil. :: t Q.ll<i.\::;::: a . 
- 2:. \. ~" e \:'\!'Jle. - e . ) . 

t\{¡¡t'L 
multí·plicando esta ecuación por (l € se tiene la e::;.:presión 

(2.6.4} 
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por simplicidad llamamos 

y' Q.:::).t~ ,can 10 que 2.6.4 puede ser escrito COlllO 

iS ,bien 

-tW'll 
c... 

igualando partes reales e imaginarias se tiene 

dividiendo 2.6.6 entre 2.6.5 tenemos 

(2.6.5) , 

(2.6.6) 

(l. 6. 7) 

Elevando al cuadrado las ecuaciones 2.6.5, 2.6.6 Y 

sumando obtenemos 

(2.6.8) 

El par de ecuaciones 2.6.7 y 2.6.8 son equivalentes a la ecua

ción 2.6.3 las sQluci6nes de las ecuaciones 2.6.7 y 2.6.8 nDs 

- dan 10,5 polos de la matriz de dispersión SeR) De las ectl.a - -

ciones 2.3.4 Y 2.6.1 concluÍmos que los polos de de la matriz 

de dispersión y los polos de la función de Green son los mismos, 

puesto que en'ambos casos se-tiene la misma condición ,de reso-' 

, _nancia. 
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A continuación estudiaremos las soluciones de las 

ecuaciones 2.6.7 y 2.6.8 para el potencial (-r).)¿;C'f-O) 
hliremos,la siguiente division. 

\(:)'\:: t\"" ,'ó';¡ Q para el potencial (A113,).- polos de la fOTma 

- }.~( \-6.) 

,(Alb).~ polos de la forma para el potencial 

..:. ).. ~t, - 0-) , 

(Bla).- polos de la forma para el potencial 

" Sl'í-ü.) 
(B1b) .- polos de'la fOTma 

>- ~\Y-O,) 

23. 

, (el a) .- polos de la forma R,o:: oC,{\-l 'ú y\, <::zyj7 O, B~o , ' ' 
para el potencíal- >- ~l'f-<A.) , 

(Clb) . - polos de la forma 'R'n , 0(,'1\ .:-1: "jI ,00 .. \"{:I' 0,,\31170 
para el potencial - /\)\'::'0..) , 

" (Ala).- En este caso el número de onda tiene la forma 

,s~stituyendo2.6.9 en 2.6.4 se tiene 

-l~"t\ 
" \ - ') '\\- ',A e ' A ,~(\ 11-

6 ,bien definiendo H,G 

y 

(2.6.10) 

, (2.6.11) 

{2.6.12) 
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LaS soluciones o.e 2.6.10 se obtienen usando el m€todo 

gráfi-co, auxiliándonos de 2; 6 .. 11 Y 2.6.12. 

En la gráfica 2.3 observamos que existe un conjunto 

ihfinoto d.e valores de A para los cuales 2.6.11 Y 2.6.12 se 

cruzan, 10 cual nos indica que para cie.rtos valores de . A 
nuestro sistema forma estados ligados 

- - - - P&'t'd A\ 

p~YQ. Az.. 
• • ••• ~d'l""Q ).'5. 

Fig. 2.3 

Las. curvas. se interceptan en liTl solo punto lo cual 

qUieTe decir que ocurre un es tada 1 igado con energía dada p·or 

(2.6.13)· 

(A1b).- Para el caso que el número do onda sea de la forma 

las soluciones de la ecuación 

(2.6.14) 
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sondadas por la intercepci6n de las siguientes ecuaciones 

(2.6.15) 

(2.6.16) 

La gráfica 2.4, nos muestra como son las soluciones 

. de 2.6.14 

- .... - - para 

__ ---'-_ para 

-- « .. ,. para 

Gráfica 2.4 

En la gráfica 2.4, se muestra que existe un númeroinfini to 

de 'valores de A tal que 2.6.15 y2.6.16 se interceptan. Lo 
anterior implica .que el potencial .-x&k-o..) posee para .. 

¡::iertos valores de .;.,.. un esta.do antiligado. 

(Í~la). - para el Caso de un potencial de la forma 

(2.6.17) . 

La 'condición de resonancia toma· la .forma 

(2.6,18)' . 

" 



;_c_ 

" . 
" 

La ecuación 2.6.18 es equivalente' a 

(2.6.19) 

sustituyendo en 2.6.19 el número de onda 

(2. tí. 20) 

'se tiene 

\\ \. 't)~::: 7. 't'YI ~ \ (2.6.21) 

, ' -').)\,a,. . 
G('~\l' ==- e '. ' (Z.6.22) 

Las soluciones de 2.6.19 son dadas por las intercepciones de 

para 

para 

para 

Gráfica 2.5 

La 'gráfica .2.5 muestra que no existe ningún valor deA tal 

que 2.6.21 y 2.6.22 se intercepten, lo cual quieredec que 

par¿ este caso no existen estados ligados. 

, , ' 

-
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(Blb) • -. para el mismo potencial del inciso (Bl a). pero para un " 

núm~ro de onda de la forma 

" (2.6.23) 

En este caso la ecuación 2.6.19 toma la forma 

(2.6..24) 

"ó también 

(2:.6.25) 

(2.6.26) 

La solución de 2.6.24; las encontramos usando el método gráfico 

auxÜiandonos de 2.6.25 y 2.6.26, la grtHica .2.6 nos muestra 

COl!l@ son las soluciones de 2.6.24 

• 

Gráfica 2.6 

- - - - - pa ra );;; 

___ ~ para· ,>:,;t 

Va ca.2.6 nos muestra Cllle no existe ningún valor de >-. 
tal que 2.6.25 y 2.6.26 se intore.opten, lo cual quiere decir· 

que el potencial·· A ~~v-o.l no posee estadosant~ligados • 

• "* ;OH 
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fCla).- Estados ~omplejos pata el potencial 

cuando 

Como primer 'caso, analicemos que le sucede al sistema 

A -'l7 ro ,este caso se reduce al problema de un pozo 

de potencial infinitamente profundo, el espectro de energias, 

en tal situación es conocido 12) y dado por 

(2.6.27) 

. puesto que!.el número de onda en general para.).. finita está 

dado por Z) 
u 

~"\\ =. 0<.."X'l - l D 11 (2.6.28) 

de.2.6.7 y 2.6.8 es claro que en el' caso, . ),.-:::'0 

. (2.6.29) 

y 

(2.6.30)' 

Entonces de 2.6.28, 2.6.29 y2.6.30 los polos tendrán la forma 

\:t. ,,- 'n '\\ 
~t- -o: (2.6.31) 

Analicemos los siguientes casos limites.' 

'1.~ Pat:a t~finita y fija, las siguientes condiciones: 

en olcaso anterior se tomó 

por 2.6~29, entonces'para. 

la forma 

"f\ \\ "> -¡ 'ú \1 

en ese caso" 0(\\ es dado 

grande pero finita, .. r:J... 'l\ tendrá 



.~. 

Z!l. 

(2.6.32) 

en donde . f~).(,<. \ Ahora. usando la ecuación 2.6.8, se tiene 

.. para la parte imaginaria 

(2.5.33) 

.Desarrollando 2.6.33 en serie, a primer orden se tiene 

(2.6.34) 

paradet~rminar la parte real explícitamentene<::€sitamos CallO". 
/" 

cer .C'Y( 

Sustituyendo 2.6.32 en 2.6.7 se tiene 

(2.6.3S) . 

ó bier: 

(2.6.36) 

Desarrollando en serie 2.6.36 y despreciando los términos de 

.orden superi.or puesto. que , queda finalmente 

(2.6.37) 

de. 2.6.32 Y 2.6.37 se tiene que la parte real es dada por 
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(2.6.3<3) 

U"ando2.6.34 y 2.6.37 Se obtiene que los polos para este caso, 

quedan dados aproximadamente por 

(2.6.3s)) 

Usaremos la expresi6n 2.6.39 para calcular un número deterll)i

nado:de polos haciendo uso del método de Newton-RaphsónL'3). 

2. - E:¡;c este. caso 1 ími te cons ideramos las siguientes condicione$, 

. \ltr:i7~ ) A )/\ y . La parte real de los 

polos tendrá. la forma 

(l.6.40) 

con . e sé~, L\T para determinarlo usamos 2.6.7, y desarrollan-

do, se tiene 

IV" ---¡. -2 y;,Ft1 
(2.6.41 ) 

usando las condiciones dadas arr tenemos eI). este caso que 

.2.6.41 queda de la forma 

(2.6.42) . 

<Desarrollando .en serie 2.6.42 se tJ.ene 

(2.6.43} 
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Tomando en 2.6.43 a primer orden tenemos que 2.6.40 qUeda de 

la .forma 

(2.6.44) 

para encontrar la parte imaginaria de los polhs hacemos uso 2.6~8 

y de las condiciones daCIas anteriormente,con lo que se tendrá 

finalmente 

li·13-¡, ~.~ ~('-~\~ (:t~)J (2.6.45)' 

f'actorizanc.o h, .. "JSJf)?. en el argumento del Logaritmo, es fácil 
'. . \ A 
ver que 2.6.45 se puede escribir como 

(2.6.46) 

· por 10 tanto obtenenlOs a primer orden 

(2.6.4"1) 

· Así, los polos en este caso, tendrán la forma 

(2.6.48) 

· 3." Existe la .posibíl idad de que algunos polos queden fuera de . 

los.d.os casosll.mites mencionados arriba. 
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En tal caso es necesario utilizar las fórmulas analí~ 

ticas·cxactas dadas pcrr 2.6.7 y 2.6.8. La parte real de estos 

polos tendrá entonces la forma siguiente 

sustituyendo en 2.6.7, se tiene 

-1..'\1\\ 

--"--
\- ?.~ .. r. 

(2.6.49) 

(2.6.50) 

de la ecuación 2.6.50 podemos· obtener explícitamente la expre-· 

s'ión de 

(2.6.51) 

como eh la ecuación 2.6.52 aparece '0'(\ . en ambos miembro.s, y 

por la forma de la: ecuación no es posible despejar Bf\ ' en 

c.ste caso conviene usar un método de interación propuesto por 

Brujin 11 ) ... Proponemos una solución, a primer orden dada por 

. ·(2.6.53) 
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Substituímos 2.6.53 en 2.6.52 e iniciamos el proceso 

de iteración que a continuación indicamo:> 

33. 

hasta obtener que El método anterior dáuna 

magnifica aproxil:lación con 3 iteraciones. Sustituyendo el va

lorc~) encontrado por este método en 2.6.51 se tiene ex-

p1h:itamente ~ ósea 

/" (...;. Xl\ \f ' ') 
r- - \ ""-:..:-' ~ ",'\\ -- H,,;n 1", e ' 

l...a. \ - ::le,w\ ' 
U 

(2.6.54) 

sustituyendo 2.6.,54 en 2.6.49 tenemos explícitamente la parte 

real de 105 polos: 

e \ -l;'\lIf 0' ,'1 TI' -\- 1- "\ o.yf ~ ,;;;- '. '" ' 
\.\),,0-., \_~ , 

(2.6.55) 

)-. 

,Por lo tanto 10,5 polos en este caso e:>tán dados pDT 

(2.6.5{\) 

la condición de resonancia tendrá en este caso la forma 

(2.6.5'7) , 

," 
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sustituyendo en 2.6.57 por exponenciales, Se oh-

tendrá una ecuación similar a 2.6.4, haciendo un cálculo simi

lar al hecho para el potencial '" );,(-f-t'\\ , es posible obtener 

:f6rllJulas generales para la parte real e imaginaria de. los po

los, en caso del potencial _ >- h\"f-o.) . tales fórmulas serán 

muy similares a las ecuaciones 2.6.7 Y 2.6.8 . 
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CAPITULO 3 

3. L -RESlíJUOS DE LA FUi'fCWN DE GREEN. 

Puesto que la funci6n de Green 

Ce l,a. ecuac.i6n. en onda S 

(3.1.'1) 

Jas condiciones a la frontera en y~c Y~'::'G.. son dadas por 

En donde 

pIejo. f.;.)) 

G{'fl~¡~h\ 

en donde 

y 

(3.1.2) 

(3.1.3) 

el· ''0 \ ~'il" Por otro lado cerca de un polo COlll-, . ~ 

Y\'+~-' 
, el comportamiento de la funci6n de Green 

se puede expresar como 

(3.1.4) 

es el residuo de la función Gb·~(')tÚ . 
Sustituyendo 

3.1.4 en 3.1.1 y reagrupando terminos tenemos 
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snmandoy Testando a la ecuación 3.1.5, la cantidad 

'~\ f '(1 \..,~, \) IU~'.?n y tomando el límite cuando 'Q--\?\?n 
se tiene 

(3.1.6) 

(3.1.7) 

substituimos ahora en las condiciones de frontera 3 .. 1.2 y 3.1.3, .. 

• la ecuación 3.1.4 Y procediend.o como en el cas(} anterior tomando 

él límite cuando se tiene en el origen el par de 

condiciones 

(3.1.B} 

(3.1. 9) 

y tambiánlas condiciones de front.era en Y~-l\.+quédarán de 

la f.orma siguiente 

D c'·· \ . I Q ¡ \"¡', ~ le \ 
1. '-...... t . ,l ) ,\J,. J h< '. l\ 

Introduzcamos. ahora ala 

(3.1.10) 

la cual satisface la siguiente ecuación .diferenciaL en onda Se 
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(3.1. i2') 

, con condiciones a la frontera dadas 'por 

(3.1.13) 

y 

9' ~ 

- \ Y.L.~:~~\''.~'{) \ :: e (3.1.14.) 

, _! '( =.(\.. 

La función '\l....~\\"f) está asociada a cada sOlución\(l\Y obedece 

'una,condición de onda saliente. Observando la ecuación 3.1.6 

junto ,con, sus condiciones de frontera 3.1.8 Y 3.1.10 nos dalllos 

cuenta que es idéntica 'a 3.1.12,3.1.13,3.1.14, de lo anterior 

'concluJmos que las soluciones de 3.1.6 sQn proporcionales a 

¡:tas soluciones de 3.1.12. Esto es, 

(3.1.15) . 

La función \..~'(\) que aparece en,3.1.1S es desconocida, para,' 

determinarla usamos la fórmula de Green entre 3.1.6 y 3.1.7 

esto eS, multiplicando 3.1.7 por 

6·h.'~1 <¡..,'I' restando e íntegradno entre, 
, I :: l... ' 

se tiene finalmente 

y 3.1.12 por 

Y-::o y""=(\... 
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úsando las condiciones de frontera 3.1.8,3.1.11,3.1.13,3.1.14 

Y la ecuación 3.1.15, se tiene finalmente 

(3.1.17) 

substituyendo 3.1.17 en 3.1.15, los residuos de la función de 

Green en'cada polo están,dados por 

'~', \\ f\\1~lX' \\1\\\\\ ' 
. ,lIt ¡" :: 1tí \\ ~;~,tMJ:t~~~\ 

O '~\<.\J 
. (3.1.18) 

De la ecuación 3.1.18 definimos la condición de nor-

malizaciónde la. forma siguienteS) 

(3.1.19) 

.' entonces los residuos de la función de Green quedan finalmente. 

de .la siguiente manOTa 

(3.'1 ~ 19a) 

, Analicemos, el conj unto de funciones asociadas a las 

estados resonantes. ~t'¡ } --\-
La ecuación para v\'ri"'i 'con sus condiciones 

a la, frontera está dada por 

(3.1.20) 

(3.1. 21) .• 

} ¡ 
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(3.1.Z2) 

tenemosrespecti-

vamente, 

(3.1.23) 

(3.1.24) 

(3.1.25) 

Multiplicando 3.1. 20 por 

restando, integrando el reSl,11tado de Oa o.. y aplicand<i 

las condicion.es 3.1.21,3.1.22,3.1.24 Y 3.1.25 se .tiene 

{3.,.Zó) 

·entonces el término entre p.aréntesis i 
l 

'\ 

t 
.debe· anularse, por lo tanto observamos que el conjunto de fun-

no es brtcgonal en la regi6n interna 'f' tl. 
esto es que 

(3. Li7) 

de 3.1..26, es claro que para ·YI\·=n el segundo factor.será 

en general distinto de cero. Si 10 hacemos.igual a la unidad 

obtenemos la condición 3.1.19, o sea 
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(3.1.28) 

a}¡crra. para \\ . .:\:. '\'\ podemos escribir en 3.1.26 como 

L\. 

\ 'lj m(vj '1,},i1t<') 6:'f ::. O 
.iC ' 

(3.1.29) 

,de las expresiones 3.1. 28 Y :;.1. 29 se puede obtener finalmente 

(3.1.30) 

'3;2. - Conexión de los Residuos de la Matriz de Dispersi&n 

con los Residuos de la Función de Green. 

En la sección 2.2. se demost,ó que la matriz de dis-
, , 

'persión está relacionada con la función de' Green en la forma' 

siguiente 

(3.2.1) 

Haciendcr uso de la definici6n de residuo" ob'tendremosen seguida;' 

10.5 residuos de la matriz de dispersi6n de 'la siguientemane$'a 

o bien 

(3.2.2) 
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CúlfW esta dado p.or 3.1. 19a pérra 'f~"\,:::: o.. 
se. tiene 

{3.2.3) 

en ·\'tónde las funciones de onda CU 'i\ (a.) están normalizadas 

de acuerdo con la condición 3.1.19. 

'3.3. -·Determinación de la Constante de t\ormalización para 

la Funci6nde. Ondc¡, en .el Caso d(eLPot~ncial Delta. 

Puesto que para 'f (. o.. 'la función de onda radial 

tiene la forma 

(3.3.1) 

Para determinar la forma' analítica de la constante . e,) en 

.3/.3.1, hacemos uso de 3.1.19 Y auxiliandonos de las igualdades' 

. siguientes 

. 'Se"'(\ 1 b.'r¡ 'f::::: i - ~ c.os ':l ~\'\"f"" 

SeY\ Át.t:n'f =. ':l. <;?e'il nn' C05 D.r¡'r 

., Se puede obt.ener fácilmente la siguiente expres ión 

41. 

.(3.3.2) . 
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, la expresi,ón 3.3.2 puede ser simplificada usando la condición 

de resonancia, esto es 

(3.;:¡~3) 

-
·usando 3.3.3 en 3.3.2 se tiene 

(3.3.4) 

De la condición de resonancia 3.3.3 se :ruede ver que 

~2. 
C.",,,,L\_, ,.. - 'Y"\.., (3.3.5) 
.) -" l2yt"- - -1.t'Q'I\l"-\t~-\-l+>.)"" 

C A.. 
'sustituyendo 3.3.5 en 3.3.4 se .tiene que 'VI tiene la forma 

(3.3.6) 

.de 3.3.5 Y 3,.3.6 tenemos que '\}.'''i'~(Q¡ adquiere la forma si-

guiente 

(3.3.6a) 

. Entonces los residuos de la función de. Green dados 'por 3.1. 19a.·· 

se pueden escribir de la forma' 

- :". 
(3.3.1) 
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similarmente los résiduos de la matriz de dispersión, dados 

por 3.2.3, son 

(3.3.8) 

E:s conveniente recordar que los signos que aparecen en (:¡:::¡.) 
en las fórmulas anteriores se consideran según el criterio 

s,iguiente: el signo (-) corresponde al potencial_A S\'y-a.i . 
el signo C+) al potencial 
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CAPITULO 4 

DESARROLLOS DE LA'l>lATRIZ DE DISPER;;:S:..::;I.=.ON::.:..' __ 

4.1. -Desarrollo de Mittag -Leffler de la Matriz de l;lispersióJ1. 

Teorema2J . Sea Sl~) una función meromorfa con 

,:todos los polos 'a. 'Y\ simples ordenados en módulo creciente, 

(4.1.1) 

, con residuos dados por 

Slh) \ ' ',', 
, ~ :::: \:t 'IJ\ 

si existe un entero M7"o tal que' 

l \ 1tr.to.,G\) \ í \ \z" \ ~/\ -\-\ 
"1\ -\ 

, (4. 1 . 2) , 

el siguiente desarrollo es válido 

(4,. L3) 

en donde 
M. [, lU) es una función entera. 

, Para potenciales de alcance finito se puede mostrar', 

f . . ,",\ 1\ - \ ~ ¡ que es su ~C1ente tomar . \ '/ .. entonces la I'latriz 

queda de la farma siguiente 
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como. estamos interesados en trabaj ar con W polos,> podemos 

expresar la ecuaci6n anterior de la forma siguiente 

" \J A 00 ' 

SÜ~) = é (f¡) ~ Z (,~ ) ~i1(~Q\ + L (~ ) cr~ (Q¡o,\. 
" , ""-. tln (h-h."" ¡ b.n 1\2,.- \1:", l , . n-. "1t::Wlr\' \. .. 

(4.1.3a) 

y 

(4.1.3b) 

donde hemos introducido los residuos 'Yl fA AJ 
1 t-n l."') v. 

d;¡taos por 

3.3.38. Así, tenemos que 

(4.1.4) 

Esperamos que reproduzca el valor exacto de 

La cantidad es considerada como el "fondo" 

y se espera que su contribuci6n a la sección eficaz sea pequeña., 

En lugar de evaluar S-e(\;¿) ,explícitamente, utiliza-

mos el hechó de conocer S(~) allalítícamente para calcularla. 

'Es decir usando la expresión del St\;>.) exacta dada por 4.1.4 

podemos escribir cono 
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sustituyendo en la expresi6n de arriba 4.1.3a.se tiene final-

mente 

(4.1.5) 

Usando las expresiones 4.1.4 podemos evaluar la secció~ eficaz, 

. la cual está dada por 

para escribir 

en donde . \f¿~). 
da.da por 4. 1 . 4 

proviene de la parted~ la 

S'sl'u.} y G"v;{E) proviene 

de . c.,.., (In'¡ y los términos cruzados, o sea .... '0 '\.l¿ 

(4.1.6) 

(4.1.7) 

suma de S (\2) 

de la contribuci6n· 

(4.1. S) . 

(4.1.9) 
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4.2.- Desárrollode Cauchy de la Función de Green con 

Substr,acción. 

En la sección 4.1 desarrollamos la matriz de disper

si6nusando el teorema de Mittag-Leffler., En dichodesa'rrollo 

apaTéciael inconveniente de que la funci6n entera 

es. en general desconocida. Un desarrollo alternativo se logra 

a través de la función de Green del problema. 

41. 

Teorema. Sea G Ul,) una fun;::ión meromorfa, ton todos SeUS p()los ' 

'~" 
" Y\ simples los cuales sat·isfacen las siguientes propiedades 

(4.2.1) 

y 

(4.2.2,) 

, Si ,además existe una secuencia de contornos C'Yi ceTrados 1;al 
,... 

que 1.."1\ incluya solamente 

mÍ:rüma distancie tienda a infinito con Y( , 

siendo ·la longitud de y si adem1is, en 

en 

en donde' 1(> es un entero no negativo, ento·nces 

(4.2.3) 
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donde 

lP) 
G es la If-fsima derivada de .con respecto 

. a \2.. evaluada en ':2.:::..0 

La expresión 4.2.3 es viiI ida para todos los valores. 

de \:t excepto en los. polos, esta serie converge uniformemente 

dentro 'de cualquier contorno que no contenga polos. 

En la secci6n 2.3, para el caso del'potencial 

~¡..g."(-o.\se obtuvo la funci6n de Green, la cuiÍl esta dada 

por 2.3.4. A nosotros nos interesa conocer el. comportamiento 

de la función de Green cuando \ \¡ \ -lF OO. ,es convenienté 

dividir el plano h. en las siguientes regiones, "1"",1.0 ,"1._ 
en donde 1:.;- es la región superior del plano complejo en'don-

· de los puntos ~ son de la forma 
"Po. U - .lt ,J...- L v -- - (; 0'(1 -eo~J.¿ 00 

. -
-<:le '.~ 1i) 4:: ce , J: O es la parte de plano 'Q que const.a del 

· eje real, cuyos elementos son de la forma , 

· -OO'.::;J.. -s.ool:- . es la parte inferior del plano 'Q. 
6 ' 

cuyos elementos son de. la forma \2,.::..!,. ot. -eS ;-ce.f.o( ~ ce 
, 

Resulta fácil mostrar que la función de Green tiene el compor

tamiento siguiente de acuerdo a 2.3.4 

c¡J.t.t e2 'i! \ .' .. 
~ ",.: 2. \3 .....lf¡>O 

- -l.LcL -\- 2'lt, -I,:}, Ce'). \~ é - \ \ . en I.lr , \:l'n (.H~)::: \\~ 
'Q,""" ce . ~-~ ce 

en I-., , t,.1 ,.... nm .(;¡ 

'9;¡ -t> ro 

48. 
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por 10 tanto el cOlllportamiento de la función de Green en el 

límite es dado por 

(4.2.4) 

·La ecuación 4.2.4 quiere decir que para desarrollar la' función 

de Green, según el teorema dado en la sección 4.2 se' requiere 

una substracción 1), en este caso se toma ~:::. O en 4.2.3, fi

nalmente usando 3.3.7 escribimos la función de Green en la fur-

.(4.2.5) 

c·cmo nosotros usaremo.s solamente ~ polos> en este caso. 4.2.5 

se puede escribir como sigue 

(4.2.6) 

en dDnde 

(4.2.7) 

De 4.;;.6 podemos determinar G.'i3ttü explici tamente. puesto que 

.... conocemos . G. (í.2.1 dado por 2 ~3. 4. 
. : ' 

v , 

Usando las ecuaciones 4.2.6 y 4.2.7 introducimos 

G~l .. ) la, ,"ole> tuedan d' la fo'" ,igui,," 
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(4.2.8a) 

, ~ 'Q.' 
G~tIz\-=- G.fr¿)-6 L:{}¿l~ ELlo) -\- L (\1:-\2.n'lt~}.)(-'-Ii~(kt(:\>.'yJ.-t\) 

"f\!:'"·H 
(4.2.8b) 

en donde 4.2. 8a da la contribuci6n de los primeros W. po los 

en el desarrollo de Cauchy y 4.2.8b da la contribución del fon-

do. 

Por otro lado sabemos que la matriz de dispersión y 

la funci6n de Green están conectadas de la forma siguiente 

i . e.' ecua c; ion 2:. 2:. 11 , 

(4.2.9) 

Como hemOS escrito G (iz) en la forma siguiente 

(4.2.10) 

Substituyendo iL2.10 en 4.2.9 se tiene la' matriz de' dispersión .'" 

en función d:el desarrollo de Cauchy Gada por 

6 bien 

S L" '\ '(;;.t 
~ 
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en donde los sumandos ~s(t:.) son dados por 

(4.2.11) 

(4.2.12) 

con laque la secci6n eficaz queda finalmente de la formasíguien-

te 

(4.2.13) 

Por e oll\ódídades conveniente escribir 4.2.13 de la forma si-' 

. guiente 

..• {4.2.14} 

en.dondé estan dados como. 

- (4.2.15) 

. í\ t<-) -'1l (\.-2.\t.~\ Sl.\ S; 51.) ,>11:. (~~\-~..,;; -\-U . 
~n~-~'~ ~~. ~.' 

~) ....... \l... . . . . 
. (4.2 .. 16) 

.con· '. ~~) y dados por 4.2.11 Y 4.2.12 ID que a, 

.nosotros a fin de cuentas nos interesa en esta secc.ión, es ob- " . 
. 
"~,O 

tener una expresi6n para la secci6n efiCaz en funci6n del des-
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arrollo de G.auchy, el cual nos servirá para estudiar como 

contribuyen a la sección eficaz exacta los primeros N polos 

Esto es, empleamos 4.2.1 S como aproximación a s\h.) . exacta. 

4~3.- De?.'.lrtol1o de Cauchy d€ la Función de Green, con 

Glo) incorporado explicitamente. 

En la sección 4.2 encontramos que la función de Green 

2.3.4 tiene una substracción, en base ae.sto se obtuvo una ex

presión para la función de Green dada por 

haciendo uso de 2.3.4 se puede ver fácilmente que 

'" /. 
6 (o ¡. '::! \.w" 6liz) ':: 

Q~O 
(4.3.1) 

por lo tar.to sustituyendo 4.3.1. en la expresión anterior se 

~ienelosiguiente 

~ \~ 
G (('2) ~ -.L_ .í.! -, . ,,- '~f· . r_>-1 J -\-~ . ~ \.l..¡.ú· '-- ','a.-'í2",l\.+¡h -2, i;¿no.·-'t~ o..-\- \ 

.',;,.r') ·Y\=\. h . . 

;;p \2 
-\- L ti'i-f¿l1l l-v)\ .. '1tf¿y-¡Q !d~}.lo.-\- 1\ 

'V\-::."-I-\- \,' . . 

(4. S. Z) 

en donde GZG¡) y G\:\ltz) están dados por 
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4.3.2a) 

(4.3. 2b)· 

por lo que 4.3.2 queda finalmente dada por. 

(4.3.3) 

en donde Gí".0el es la parte del desarrollo de la función 

. de GreEm para la suma de "1'\:::.\ hasta ,\r\"::W y es 

- --..L¡ D.ás la parte de la suma de. ,\,\::::N-'r\ has.ta infinito. 
. \-\-\..:¡:>.) 

:rrocedemos, como se ve, de manera analó.gaa la sección· anterior, 

usamos la con.exi6n entre la matriz de dispersión y la funci6n· 

de Green, .dada en la secci6n 2.2, la cual· nos da al sustituir 

4.3.3, el resultado siguiente 

(4.3.4). 

Escribimos 9..h.\ ele la forma siguiente 

(4.3.5} 

con representaros la part~ de l~ suma en el desarro-

110 de la matriz de dispersión de 

es la parte correspondiente a 

hasta 

\ 
.más la 

parte dé la sur:,a ce. ~Cr::\.i~\ hasta infinito, las formas ana-

.. l.ític~s de. son dadas por 
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Finalmente la sección eficaz quedará dada por 

(4.3.8) 

ó bien 

(4.3.9) 

en. dbncle Son dadas por 

(4.3: 10) 

(4.3.11) 

la expresión 4.3 .. 10 dará la contribución en la suma. y 4.3.11 

la contribución del fondo a la sección eficaz exacta. 
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4.4.· D~sarroUe fini te de Cauchy para la Función de G.ree,n. 

Consideremos en ei plano complejo tl un contorno 

cerrado de radio 1 imi tado por la curva, e ,como se indica en 

la figura 3.1 

Plano Q.. 

Figura 3.1 

la curva de ,la figura 3.1 encierra un número' 't-t de polos. 

Hacemos uso del teorema del residuo para determinar la integral 
f""rb't J,fl • \ 

sobre el contorno C. c~e la función \;ll,.,~l H.Q.-'Q.'('¡j esto nos da 

\J 

¿\t=-~ L (4.4.1) 
él(\:::' \ 

dada por 2.3.4 sustituyendo en 4.4.1 la expresión 

quedará determinado,el valor integral para \;-l polos. 

Finallllente se podrá evaluar la función de Green en 

un punto fijo dentro del contorno, usando la elc--presi6n siguien'·': 

te 

\.j 

G(~o;hh:l. &G. (~(\;¡¿)¿'Q-\-L 
. " . '2.'\\l y '. ' 1\::.\ 

(4.4.2) 
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por comodidad hacemos, 

con 10 qUe la expresión 4.4.2 queda de la forma 

(4.4.3) 

, ,usando la conexión entre la matriz de dispersión y la función 

. de Green , dada por 2. 2. 11 Y tomando GCI?\ como 

\2.", . 
\\2-~~) (:¡:.)..\ t-1tt:nú..t t:¡:}.)c<.+\\ . 

'rr:::'l 

(4.4.3b) 

en 'donde 4.4.3a es la suma del desarrollo 4.4.3 y 4.4.3b és la· 

" función de Green dada por 2.3.4 mas el término de la suma de, 

finalmente la matriz de dispersión adquiere 

la forma siguiente 

Por· comodidad separamos 4.4.4 de la siguiente forma 

(4.4.5) 

-
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·en donde 

S!(I>;)~~-2t~ 1_ (\t~:\ \:i):Il-2t~"{;¡¡-\!l~ e-~ 
"(¡-i .. 

'. (4.4.5a) 

de la forpa siguiente 

(4.4.6) 

por comodidad dividimos la ecuación 4.4.6 de la siguientema-

nera. 

(4.4.7) 

\S:: (~\ .. '1f ( . A<. \ -r. ::.;; \ . 
VJ"'; . ~¿\.\-'2.~ S~~ '::fóSg)- ~i,S'7. b~-\ {;~SZ-\\} ." {4.4.8) 

La ecuación 4.4.7 dará la contribución a la sección eficaz exae-' 

. ta debida a los primeros\-·) polos y 4.4.8dar& la contribuciÓn 

. del fondo a la sección eficaz exacta. 

otro contotno fitil para evaluar > .10 indi-

camas ·en la gura 4.1, este contorno es interesante porque úni-

-"- camente se consídeTan los polos que dan lugar a estados ligados y 

los polos que dan e9tados resonantes. 

. , 
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Figura 4.1 

Lo interesante de esta sección es tener una expresión 

eficaz,con la cual se pueda analizar, la contribución a la 

sección eficaz exacta, de los primeros N polos y la,contri-

bucion del fondo, este análisis se obtendrá usando lasexpre-

siones 4.4.6, 4.4.7, 4.4.8 Y estudiando su comportamiento con 

la e,nergía.' 
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CAPITULO 5 

5.1.- Determinación del parámetro A 

En esta sección nos interesa encontrar un método cua

litativo que nos diga el valor de ).. requerido para que el ... · 

poten~cialdelta produzca resonancias de acuerdo a los criterios. 

discutidos en la sección 2.4,para el10 graficamos los valores 

·del cambio máximo que sufre el corrimiento de fase para ener

gias cercanas a la parte real de cada uno de los tres primeros 

'polos complejos. 

Lo anterior se obtuvo usando la fórmula siguiente pa-

ra el corrimient·!) de rase 

(5.1.1) 

don.de está dada por la expresión 5.1.17. 

El comportamiento del corrimiento de fase se obtuvo 

para los potenc les y Los 

resultados son ilustrados en las grlficas 5.1. y 5.2. De las' 

··gráficas .se encuentra que valores positivos y negativos de ).... 

son equivalentes. Lo a:-:teTior i=:>lica OH", ambas gráficas· s.e . 

pueden usar para elegir el valor de A . que produzca reso

nancias én los tres primeros polos complejos del slstel'la ... Cae 

!'lO se discuti6 en la sección 2.5 estas ocurren cuando el carri~ 

miento de fase alcanza un cambio del orden de 1T 
Dado que a¡;;bos sí gnos de "X en el potencial del-. 

ta ·pro.ducen resonancias para· valores suficientemente grandes 

, hemos escogico basándonos en las condiciones pre-
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sentadas en la introducción, esto es escoger un potencial que 

suloproduzca resonancias, se realizan los cálculos con el sig

no de A positivo, pues para este caso no existen ni. estados. 

ligados ni antiligados, como se vió en la sección 2.6. Para 

, las condiciones para encontrar valores aproxim.ados 

de los polos complejos corresponden al caso de la parte (ela) 

de la sección 2.6. Esto es, .se usa la expresión 2.6.39 dada 

por 

(5.1.2) 

Us'amos la expresión d.e .arriba como primera aproximación ¡ü va~ 

lar exacto, el cual se obtiene utilízando el m€todode Newton-
,. 13) 
Ralpstón . En la talba 5.1 se presentan los'valores para los 

primeros 2S polos situados en el cuarto cuadrante del plano 

complejo \:1, Los polos del tercer cuadrante 'Q-n se obtie-

nen, claramente, a través de la expresión 

(5.1.3) 

5.2. - Comportamient() de 'la S~:s;sj6n Eficaz Exacta con la' energía. 

Sabemos de la sección 2.4, que la secci6n eficaz' en 

términos de la matriz (le dispersión es dada por 

(5.2. 1) 

En la expresión de arriba, la matriz, de dispersión 

" 
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como se vi6 en la secci6n 2.1, esta. dada, para el. caso del po-

tancial '1-::. ;... bt,- 0.) , por 

.(5.2.2) 

Estamos interesados en estudiar el comportamiento de la secci6n 

.eficaz 5.2.1> como funci6n de la energía. El resultado del cál-. 

culo se presenta e~ la gráfica 5.3. El cálculo se~a. realizado • 
. . ti .~, . 

en un intervalo de energías de ·1:-::.0 a E :::.\OO/t.. 1$\Las',\ 
unidades son, como se recordara }¡\ -:::: '2 "nI ::: 1 . y si escogemo0. 

tambieno..::.¡ ~.p~ f'~f..,.", .t.t!f!X,U,t~'::"1. 
La gráfica nos muestra una regi6n de energías donde 

• 
apanocenlas tres primeras resonancias. También en esta gráfi-

case muestran· dos picos anchos, los cuales corresponden a anti

rresonancias del sistema. Como se ve us¡:mdo la tabla 5.1, a la 

presencia de cada resonancia puede asociárseleun polo ·de la 

matriz de dispersión 

.5 .. 3. - Compo;rtaBiento de la Sección Eficaz con la Energía. :pf).ra 

los Desarrollos de Mittag-Leffler y CauchY. 

Sabemos que la secci6n eficaz esta dada por la e:x:pre~ 

si6n 

(S.3.1}· 

Si' escribimos 5,'12) en términos de los distintos desarrollos· 

hemos visto en las secciones 4.1,4.2, 4.3y 4.4 que,.podemos es-
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cribir 5(1<.'). como 

en donde Stl'rzY y 5s(1-¿) representan respectivamente la 

contribución de N polos y del fondo. 

Substi tuyendo 5.3.2 en la ecuación 5.3.1,. vimos que 

adquiere la siguiente forma 

(5.3.3) 

Eh dor.é~e r"epresenta la contribución de 

sección eficaz, exacta y S!6('(;/,) " representa la contribución 

del Hfondo"~ 

Las cantidades poseen en 

general la estructura siguiente: 

" (5.3.4) 

\[1,.",\ -:it ( .!<; <;7\ "1 "ir r,,~~",-c: ~ \) 
""""" ~\$v<;¡ - \l21,.\-2~E:''''' 'i. ';'v~ tT~l:/'í..J~ ..-¿':><¿-\-

(5.3.5) 

"Usando las expresion~s 5.3.4 y 5.3.5 podemos estudiar la con-

tribución ¿e\liI~'El a la sección eficaz exacta 

dis!:utida en la sección anterior. En el cálculo se utilizan 

los polos obtenidos en la sección 5.1, Tabla 5.1. 

En esta sección queremos averiguar cuál de losfor-

. maÍísmos dados en las secciones 4.1, 4.2, 4.3 Y 4.4 reproduce 

mejor la sección eficaz 

cluye las tres primeras 

exacta. e~~de energías que in

resonanc:Lás prOdUCIdas por el potencial· 

. , 
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delta. La respuesta esperamos tenerla al comparar el comporta

miento ccon la energía, de la sección eficaz exa<::ta \}Ci::) con 

el "comportamiento de las. secciones" eficaces (l"¿ ti:)' de los' 

for:malismoslltencionados anteriormente; AsiDisll10 es de interés 

observar el comportamiento con la energía del llamado "fondon , 

para cada formalismo, y ver si es pequeño y varía lentamente' 

con la energía. 

A continuación presentamos los resultados de calcu

lar 'f';l\r) para los diferentes desarrollos. 

Para el caso del desarrollo de Mittag-Leff1er, la 

tabla 5.2 mues"traJ para un conjunto de energías. los valores 

. que adquieren la sección eficaz exacta tr,e:)"", la contribu-

ción de la. suma y la contribución del fondo ~(E'¡ 

El cálculo se realizó para 6 polos. La tabla 5.3 exhibe un 

cálculo similar usando 56 polo.s. Al comparar los resultados 

presentados en ambas tablas se observa que son equivalentes; 

'. es decir que los valores del ó;.l'E:) 

ci,ilmente .los mismas usanco 6 6 56 polos.' 

Por otro J 1'1('0 se observa que en las energías de re

sonancia } \S; l~)} no reproduce ade.cuadamente a la sección 

eficaz exacta. Lo anterior parece sorprendente pues uno espe

raría, dado que las resonancias son aisladas, que ~~lát se 

aproximara a .la fórmula de Brei t~Wigner en la aproximación de 

un pala. 

La discrepancia resulta de que al evaluar \l;. \:el " 

se requiere de ( \-5'1 \,'e) \ 
) . La unidad en esta última canti-

. dad provoca una contribución adicio~al que impide que en las 
~ 

.. en.enrías d. e resorancia, \ \. '''''1 . ~ \j':t~~. 
repi-oGuzca la fórmula de 

" "o 

, ! 
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Breit-Wigner. Para evitar 10 anterior se requiere sumar y 

res.tar la unidad al desarrollo de S\.Q) • incorporando el 

signo posi tivo en Sí. tll) y el negativo en el fondo; De 

esta manera Szt\tl queda en lugar de 4.1.3a 

W· -1..t\:?:no.. . 
S'i (\z)::: t. O .;. t L .:;:A:.::Q.:'::\¿::J.n~ . ..::e::-. -,-,---::----:--:-:--::;: 

. . 'f¡ ('te. - tJ.y\)(:¡.}..';(;.L'Q;'U:I.-\ \~}.\t\) 
5.3.6 

Cabe mencionar que otros autores 2 ,14) realizan 

exactamente la misma maniobra, .la cual en realidad implica 

desarrollar (\- S~) ,cantidád que es proporcionál a la 
. d . .. ~ .,. 8) matrl.Z e tranS1C10T' \5l. • 

El resultado de evaluar ~ \t:) l!Sar.cl.o la expre-
'-

sión 5.3.6, se muestra en la gráfica 5.4, en donde se ve que 

. en energías de resonancia la sección exacta es reproducida 

64. 

adecuadamen.te. Por otro lado, fuera de resonancia, dicho cál 

cilla, da un valor esencialmente nulo. Lo anterior se muestra 

en la tabla (5.4a). 

Los resultados para los distintos desarrollos. de Cauchy 

se muestranrespectiamente para 6 y 56 polos, en las tablas 5..4 

.y S. S, 5.6 Y 5.7, 5.8 Y 5.9 respectivamente para el desarrollo 

de Cauchycon una substracción ... con el valor de G lO) incor

porado exp1:(ci tamente en la suma¡ YI para el desarrollo fiui to 

sin substracciones. Se observa primeramente que usar 6 6 56 .po-

tos es esencialmentee~uivalente. Ademas se ve que la sección 

eficaz exacta (f(..;::.) .es repraducida en forma muy aproximada por 

(f¿ (E) y que el fondo vRría lentamente con la energía, CQ-

mo se muestra en las gráficas 5.5, 5.6 Y 5.7 para los diferentes 

casos. 
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Un hecho intere.sante es que comparando entre si los· 

distintos desarrollos de Cauchy. se observa que dan resultados 

muy semejantes. 

Por último en la gráfica 5:8 se muestra el comporta-. 

mieu.to· con la energía de la sección eficaz eXilc:ta ,f\1:'-) > . y 

las contribuciones (j~(,¡;) , l!saulo respectivamente el método 

de Mittag-Leffler, con Sztn) (aao por la expresión 5.3.6 

y el desarrollo finito de Cauchy. Como se observa, el método 

de Cauchy·reproduce en forma muy aproximada a la sección eficaz 

exacta a través de todo el rango de energías que comprende a 

las 3 primeras resonancias. Por otro lado como se vió ya en. 

·la gráfica 5.4a, el método de Mittag-Leff1er solo reproduce sa-

tisfactoriamente a la sección eficaz exacta en las energías de 

resonancia. 

En el capítulo próximo se discuten y analizan. los re

sultados que hemos presentado en este capítulo. 
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. Tahla 5.1 - Valores exactos para los polos complejos 

J."" Bt'(\ 

lo 3.110526 -.00956 
'~d,/ : 2 6.22128 -.00380 

3 9.33249 -.00847 
,~ 4 12 .. 44437 -.01488 

5 .15.55707 . -.02289 
• 6 18.67075 . -.03235 

7 21. 78553 -.04309 
8 24.90148 -.0549.5 
9 28.01865 - .06775 

10 31.13707 -.08134 {' 

.~ 11 34.25673 -.09556 
12 37.37761 -.11027 
13 40.49968 . -.12535 
14 43.62290 -.14069 

. 15 46.74721 -.15620 
.16 49.8725 -.17178 
17 

!t'1<li' , 
52.99888 -.18739 

.18 56.12612 -.20294 
19 59.25423 -.21841 
.20 . 62.38310 -.23376 

. 21 65.51279 -.24894 
22 68.64314 -.26394 
23 71.77415 -.27874 

·24 74.90576 -.29332 
25 78.03792 -.30768 
26 81.17061 - .. 32180 
27 84.17061. -.33568 

F_" ' 28 87.43741 -.34932 
'c-.; , 

-
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Tabla 5.2 - Método de Mittag-Leffler (56 polos) • 

. " 
a;t~) . E:. \\1-) r-- . 

\Je,,1: \J t'e) 
3 4.102661 1.048421 3.054239 . - 4.5 2.081207 .699410 1.381796 

5.5 ·1.222264 .572532 .649731 
~, 

.6.5 .650079 .484743 .165336 

9.605 .0319.44 .360706 .360706 

9.65 ,151891 .• 574716 -.422825 

,.9.675 1.298844 2.907507 1.608662 

. 38.7 .324415 .717794 . -.393379 

39 .0.01155 .084488 -.083333 
'! . 

"-'- 45 .035890 .070353 -.034463 

60 .202376 . .053478 . 148898 
~ 

80 . a48340 .041570 .006769 

&7.07 .144241 .311533 -.167292 

87.5 .006358 .054894 -.048535 
,1 ;' 

89 .. 00000009 .033759 -.033759 

90 .aOOO&3 .033828 -.033744 

... ....... 
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. Tablá 5.3- r,1¡§todo de Mittag-Leffler (6 polos) 

, ,', ' 

E: ~lE) ~lE) \rl,",\ 
1~ 

:; 4.102661 1.047546 3.055115 

4.5 2.081207 .698530 1.382676 

5.5 1.222264 .571648 .650615 

6.S. .650079 .483854 .166224 

9.605 .tl31944 .359308 -.327363 

9.65 .141891 .572129 -.420238 

-. 
9.\575 1.298844 2.905895 -1.607051 

.38.7 .324415 .715534 -.391119 
; -! 

39 .001155 .. 084088 -.082933 
.. 

" " ~~-

45 .035890 .069417 -.033526 

60 .202376 .052470 -.149906 

80 .48.3402 .040422 .. 007917 

85 .019256 .lJ42186 -.02293.0 

87.07 .144241 . .308935 -.164694 

, ',~ 87.5' .. 006358 .054842 -.048484 ... 
89 .0000.0009 .032925 -.032925 

90 .000083 .032893 -.032809 
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;~. Tabla 5.4 - Desarrollo deCauchy con una Substracción con 

(6 polos). 

". 

E ÍJ; te) ~(\a.) ...c-
\1 le'}, 

3 4.102661 4.080724 .021972 

4.5 2.081207 2.029115 ' .052101 
-.', 

l 1: 
5.5 1.222264 1.168902, .05336 ,iP> 

6.5 .650079 .604082 .045996 

- 9.605 .031944 .020598 ' .011346 

9.65' .151891 .126526 .025364 -, 
9.675 1.298844 1.292833 .006081 

:~) 3É.7 .324415 .319610 .004804 

39, .001155 .094827 -.003612 

45 .03589ü .049600 :-.01371 o 
, , ' ,",- 60 .202376 .207010 -.00463 
'_tm> 

8ú .048340 .035117 .0,13222 

,85 .01.9256, .010413 .008843 

-' " ' 87.07 ' .144241 .138627 .005613 ,-
87.5 .006358 .013115 - .006757 

· • .;,"V; -
89 .00000009 ,001413 -.001413 

90 .000083 .002162 -.002078 
" 
'1- . 

s'" ' 
,& .,""",,,,", 



-

'.". 

c... 
A,' A 

-
~ 

-
-~' 

... '-

Tabla 5. 4a - C:omparaGíón de .. la ~ección ef;icaz exacta 

con las contribl,lciones de la suma y el 

"fondo" para el lVlétodo de Mi. ttag-1ef:Eler. 

E \I( c\" [i:<¡;) , ffi\;:, ) '-~, 

h ''I!> 

.3 .3 x 10- 4 4.080 4.1026 

9.675 1.2887 .0101 1.2988 

15 • 1 x 10-4 .3736 .3429 

21.5 .2 x 10- 4 .5811 .5758 

38.7 .3184 .006 .3244 

62;0 • 1 x 10- 4 .2026 .2020 

70. 



71. 

Tabla 5.5 - Desarrollo de Cauchy con una Substracción 

con (56 polos) 

'E: . \j- , \ z ,'Si. ¡ (f\?>tc) \llS) 
3 4.102661 ·4.079429· .023231 . i 

4; 5 2.081207 2.028214 .052992 

5.5: 1.222264 1.168327 .05393'6 

6.5 .650079 .603780 .046298 
,,_.-

,9.605 .031944 .020653 ,91H!)1 
~. 

¡'''_o' . 9.6.5 .151891 .1267$1 .025139 ,,~' 

9~675 1. 298844 1.294141 .004703 
';" 
"'~"- 38.7 .324415 .321066 .003348 

39 .001155 .004745 -.003590 

45 .035890 .04903 -.013148 

60. .202376 .205408 -.003031 

80 .048340 .035360 .012979 

85 .019256 
,'í 

.010765 .008491 

; ;'" 
87.07 .144241 .140329 .003911 

89 .00000009 .001256 -.001256 

90 .. 000083 .001960 -.001876 

.. ,,; ":' ¡ 
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Tabla 5.6 - Desarrollo de Cauchy con (6 polos). 

E. CJ;. tí: ') ~l\::\ -, . \,:~) \l 
3 4.102661 4105916 .04335 

! 

4.5 2.08120 i 
.103102 1;978104 

5.5 1.222264 1 ;117019 .105244 . 

6.5 .650079 560001 .09007· 

9 .. 605 .0319t4 ¡011790 .020154 

9.65. .151891 103939 .047951 

. 9.675 1.298844 1 291316 . .007442 -. 

39.7 .324415 319556· .004825 
.. 

- 39 .. .001155 010932 -.097777 

.45 .035890 0651261 - .029239 

60 .202376 211775 -.009398 

8.o .048340 024561 .023778 

85 .019256 !. 004509 .014747 

'-' 87.07 .144241 ·13813.0 .006110 

87.5 .006358 021922 -.015844 ' ~ , 
:¡ " 

89 .00000009 005275 -.005275 

90 .008398 . :.006645 -.005611 

__ s ," 
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·"":Tabla 5. 7 ~Desarrollo de Cauchy con (56 polos). 
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Tab:J.a 5.8- Desarrollo Finito de Cauchy (6 perlos) 

T'"""; 

E <J;' t'2.) G;, 1:",) \) <.E\ 
,,,,,,?' 3 4.102661 4.082072 .020588 

4.5 2.081207 2.032196 .049010 
"";', 

5;5 1.222264 1 . 172039 .050224 

6,5 .650079· .606759 .043319 
~ .. 

9.605 .031944 .021121 .010823 

9;65 .151891 .127935 .023956 

9.,675 1.298844 1.292922 .005921 

38.7 .324415 .319688 .004726 

39. .001155 .004544 -.003389 

45 .035890 .048762 -.012871 
; _,o; 

60 ".,; ~~ 

¡ 
.202376 .206806 -.004429 

80 .048340 .035817 .012522 

85· .019256 .010838 .008418 

87.07 .144241 .1387.34 .005506 

97.5 .006358 .012657 -.006337 

89.0 .00000009 .001263 -.001263 

.. ~; 90 .000083 .001975· -.001891 
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Tabla 5.9 - Desarrollo Finito de Cauchy (56 polos) . 

-
>'~ , 

;~ E ~. 

IJ"í:"s ) G;lE:\ <:fll'i":) 

:3 4.102661 4.087128 .015539 

4.5 2.081207 2.045702 .035504 

5.5 1. 222264 1.186069 .036194 ' 

6,> 5 .650069 .618936 .031142 

, . 9.605 .031944 .024119 .007825 , 

9.65 ' .151891 .1:347M .017100' 

,: " 
, 9.675 1.298844 '1.295155 .00368.8 , . \, 

, ' '. 
, , ! . 

38.7 ,.324415 .321632 .002782 

. , " ", ; 

39 .001155 .00328.0 -.002125 ", ,', ,; 

45 .035890 .044454. -.008564 

60 .202376 .204399 -.002022 
;,,,-, 

, >" 80 .048340 .039442 .008897 

, -<~' 85 .019256 .0.13309 .005947 F~' 

87.07 .144241 .141083 .003157 

, " -, 87.5 .006358 .010365 -.004006 
", -, 'c 

89 .00000009 .VOO0567 -.000567 

90 .000083 .001067 -.000983 
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Tabla (j.l - .Método de.Mittag-Leffier con Esfera Dura. 

E G";CS) ~{'a' (Jt'E) 

3 4.086351 .016310 4.102661 

6 .862367 .042725 .905092 
. .; - " '1 .144423 .034457 .448881 

, 

9.675 1.289520 .009323 1.298:844 

11 .034968 . -.010422 . .024545 
."', 

31L 7 .316377 .008316 .324415 

87.07 .135925 .008316 .144241 

-



f 
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Tabla 6.2 - Método de Cauchy sin Esfera Du::ra. 

--
,/ 

~(E) cre,(~' (fU":) E 

3 1.063442 3.039219 4.102661 

{, .561362 .343729 .905092 
• 

7 .763467 -.611576 .. 151891 

9.675 .317.472 .971371 1.298844 

11 .713467 -.611576 .151891 

38.7 .080545 .243869 .324415 

87.07 .036518 .107722 .144241 

...... ~ 
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Tabla 6.3 -Métodos de rüttag Leffler y Cauchy sin 

Esf era Dura • 

. 1""'? 

><\I>Lt'I tlt) 01: "''¡ffA''\.t.r\.li'~ ""'nOllQ Ci c""~CW'i' 
\tI< S~ 'lm S,,- ReS ... -:Im S'l 

; v " I v " 3 -.000573 .004791 -.007478 -.022376 

6 -.001396 .008730 -.035412 .006685 .j 

7 -.001608 .009807 -.034422 .022509 

9.67.5 -1.990250 -.111849 ·-.003049 -.048922 

11 -.000739 -.001526 .008162 .• 022357 

38.7 -1.959671 -.287346 .004578 -.036583 
,¡ . 

87.07 -1.913766 -.379731 . -.005607 .029588. 

"::' ,;, -

'. 'i' 
.•• "",t' ........ _ ........ ~ ___ ...... --'-~_ ..... 
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j 

"'" 

*"" 
"~ 

. ~ 

,",.¡ 

_. 

,,' -' 

Tabla 6.4 - Métodos de Mittag-Lerfler y Cauchy con 

t\'iml'Ql,) \\'S.wn.<,a I.!.~ ¡::l.'i:~ ~"'\I:l~~ 'ilf: l::t,Ut'A'( 
R~~'l :!mS'l <;t!;!S1. "1.V1\ ~ 

I V ... I '1 ... 
:5 -.949109 .321738 .937322 .348940 

6 .184232 .99719 .231099 .973138 

7 .545673 .846755 .587856 .809114 

9.675 . - ~9921S7 ·-.049636 -.991699 - .119426 

11 . 9.38611 -.344484 .912653 -.413631 . 

38.7 -.967412 - . 163161 -.965060 -.304653 

87.07 -.931254 -.193529 -.924440 -.410259 

,. , 



-

Tabla 6.5-

-
~ -", 
:3 

.- ' 9.675 (res.) 

15 

21.5 

38.7 (res.) -
62"0 

" '. 

"'O'II!R- 87.07 

, ,. 
, ...... , 

'''''''''- . 

. -

'. t; 

c.omp¡UaCió.l1 e,ntre la, sección, efica'l: e,xacta 

~ra el potencial delta y la secció.n eficaz, 

de esfera dura. 

(f' ltll''é.'ia&.1>\JllA 
, <.. 'il) \)<..;¡) 

4.0808 4.1026 

.00126 1.2988 

.3736 .3429 

.5811 .5758 

.00126 .3244 

.2026 .2020 

.00126 .1442 

80. 
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CAPITULO 6 

DISCUSlaN y CONCLUSIONES 

En el capítulo 5 encontramos que la suma sobre los, ' 

polos complejos de la matriz S, usando el desarrollo de Mitta,g

Leffler, no reproduce adecuadamente a la sección eficaz exacta. 

Además se mostró que la variaci6n del fondo con la energía,es,' 

'grande. 

Por otro lado se 'vi6 que la contribuci6n de suma 
~ 

lj-Zl'E) utilizando los desarrollos de Cauchy reproduce ,adecuada-

mente a la secci6n eficaz exacta. Se observ6 también, que para 

estos d<isarrollos el valor de \J"1 l '\:\ posee aproximadamente 

el mismo valor con N::: '3 polos 10 que sugiere que 

'converge rápidamente para estos casos. 

Es de, importancia buscar una e,xplicación de las dis

'cTe:Pancia~ entre los desarrollos de Cauchy yde Mittag-Leff1er. 

Como las expresiones 2.1.17 y 2.3.4 indican que ,los po

los de la matriz de dispersión son los mismos que tiene la fun

,ción de Green, las discrepancias podrían originarse en el hecho 

de que los residuos, en el caso de Mittag-Leffler, son. diferen

tes a los de Cauchy. Esto lo podemos ver de las ecuaciones 3.3:7 

y 3,. 3.8 qué exhiben la forma explícita de los, residuos en ambos 

casos. Sin embargo, si observamos la estructura de los sumandos 

de para Mittag-Leffler )' los distintos métodos d", Cauchy 

i.e. e.cs. 4 .. 1.3a Y. 4.2.11, se ve que la diferem:::iamás importan-

te.llparece en e1'término exponencial. En el método de.Mittag

'Leffler el término. exponencial depende del ,número de onda com-

plej o • Í<Y\ ,. míen.t ras que en los métodos de Cauchy, el término 

l' 
í 

I 
i 
! 

1 

\ 

f 
I ~ 

i 
i 

! 

i 
, , 
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,e"j}onencial ,depende del número de onda real \:(. 

Lo, anterior indica que los sumandos de'Nittag-Leff1er 

y Cauchy van a contribuir respectivamente en forma muy dl.stinta 

fuera de 'resonancia, pero en las energías de resonancia, para 

, dado que real ~",o... ': .... \"'" Le. ' 

ecuación 2.6.39, si las resonancias son muy estrechas como en 

el caso que analizamos, la contribuci6n de los sumandos en los 

distintos desarrollos será muy similar. 

Por otro lado si 'observamos la fórmula 2.2.11, la 

cual conect~ la matriz de dispersión con la función de Green. 

nos damos cuenta que aparece un término exponencial en el pri

mer sumando, el cual da la contribuci6n de esfera dura al sus-

tituiY'2.2.11,en 2.4.1. 

Lo anterio,r sugiere estudiar el efecto de incorpo,rar, 

en la parte de la suma <r1.l'!\ , del desarrollo de Mittag-Leff1er, 

el términade esfera dura y asimismo en los desa,rl'ollos de Cau~ 

,ehy, ver el resultado de incorporar el término de esfera dura 

en el fondo \S'(¡l\';) Los resultados de estas modificaciones se' 

presentan en las tabl,as 6.1 Y 6.2. La tabla 6.1 nos muestra 
, , 1',. r-:::-,\ 
,que e terIlllllO \l"5,c'i': ¡ en el desarrollo de Mittag-Leffler repro-

duce con una muy b1.lena aproximación la secci6n eficaz exacta. 

También se observa que la contribuci6n del fondo, C)'\!ií:E\, es pe

queña. Por otro lado la tabla 6.2 nos muestra que ,el término 

\S1:\.'il;.) en el desarro.llo finito de Cauchy, no reproduce adecuada" 

'mente a la sección eficaz exacta y la contribuc,ión del fondo 
"- ' 

0\3.\\7:1 ' en este caso es grande. Conviene mene Lanar que ,dado' que 

los.desarcrollos de Caudiy son equivalentes, escogimos paraest~ 

, 

, , 

í 
! 
1 
í ¡ 
i 

¡ 
i 
; 
!\ 
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análisis el desarro.l1Q finito de Cauchy. 

Los'tesultados anteriores indican que 105 desarrollos 

de l\fittag-Leffler y Cauchy son equivalentes si s.e introduce el 

término que da origen a esfera dura al considerar ["1.\'''''' 

Es interesante saber si S1; cumple la condición de 

unitaridad en el caso que no se incorpore el término de esrera 

dura'para los casos de Mittag-Leffler y Cauchy. Lo anterior se 

mUeS.tra en la tabla 6.3 en donde se ve que SlW no es, en este 

ca.so, unitaria. En cambio si agregamos el término de esfera du

ra: a \f'I.\'e.l ,entonces . S1.\I¡¡t) es claramente unitaria en ámbos des

arrollos, como. lo muestra la tabla 6.3. Anteriormente nos dimos 

cuenta que el término de esfera dura es de gran importancia. Es 

por ello que introducimos la tabla 6.5, en la cual compáramos 

la sección eficaz exacta con la sección eficaz de esfera dura. 

:-Jos damos cuenta que fuera de las energías de resonancia la ma

yor contribución a la sección eficaz exacta la da el término de 

esfe·ra dura, lo cuál implica que la contribución del término de 

los polos G; \'i:J, es IDUy pequeño .y. solo alcanza valores aprecia- . 

.blesen las energías de resonancia. Asimismo,.se puede conc,luir 

que los términos cruzados son también muy pequeños. 

Por lo tanto, en relación a los objetivos planteados 

en la introducc,ión, podemos concluir que los desarrollos de 

~1ittag- el' y Cauchy usando para S'1. únicamente los términos 

aS.ociados a los· polos, no reproducen a la sección eficaz exacta 

e;i<:cepto en las energías de resonancia. Para lograr reproducir 

adecuadamente a la sección eficaz exacta en una región dada de 

e,brgias se requiere del término de esfera dura. Como se vi6, 

. '. ; 
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',éste aparece ,en forma natural en los desarrollos de Cauchy pero 

00 así en el' desarro,l10 d,e Mi ttag"Leffler. 

El análisis anterior explica también la discrepancia, 

'~ntre los desarrollos de Mittag-Leffler y, Cauchy con substrac'-.· 

c'iones. en el caso del pozo cuadrado en orrdas 5 . , ' 
, estudiado 

por Weide:nmul1er4 ) y Jeukenrte 14). 

Sería conveniente en un trabajo posterior considerar 

'u1;1 potencial intermedio al pozo y al delta rep\11sivo, con el 

fin de ver si en esos casos el término de los pri-

~, ' 

,meros '''' polos reproduce adecuadamente a la sección,eficaz 

e:¡cacta en los casos de Mittag-Leff1er y Cauchy. 

.... ' 
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