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CAPITULO 1 

El modelo de capas del nficleo ha representado desde 

.~ 1) b f d 1 1 su creaC10n una ase un amenta en que se sustentan o cál-

culos de estructura nuclear, incluyendo éstos la determinación 

de los espectros característicos, momentos y probabilidades de 

transición multipolares, etc., que definen el comportamiento y 

iaridades de los núcleos. 

Este modelo ha permitido sistematizar una gran can 

tidad de información que los físicos nucleares han recopilado 

a lo largo de muchos afias, a ir de procesos fundamentales 

como es la interacción entre nucleones, e incorporando princi-

básicos como el de exclusión de Paul 

Sin embargo, para las regiones nucleares lejanas 

capas cerradas, como es el caso de las "tierras raras" y los 

actinidos, el modelo es de hacer ciones debido él 

la cantidad astronómica de niveles de "partícula independiente" 

que intervienen en la dinámica nuclear. 

Un conjunto de modelos alternativos denominados "mo-

delos colectivos" 2,3) ha , tido sistematizar la información 

dentro de estas regiones iendo de ideas radicalmente distin-

tas a las del modelo de capas, como es el caso en el mode o 

la a de 1 do, en que una gota cuántica de materi 1 nuclear 

s capaz de sufrir vibraciones, rotaciones y ros ef0ctos de 

natural a colectiva. 



Es claro que resulta insatisfactorio el contar con dos 

modelos distintos y aparentemente inconexos para la descripci6n 

de los nficleos, por lo que en los filtimos tiempos el esfuerzo 

de algunos físicos se ha c6ntrado en tender un puente entre ellos. 

E 1958 B h M t 1 P · 5) h" . n • o r, I ot e son y lnes ICleron notar que 

la estructura nuclear exhibe similitud con la estructura elec-

trónica en metales. En ambos casos se trata con sistemas de 

fermiones que pueden ser caracterizados en primera aproximaci6n 

en términos de movimientos de partícula independiente. Por em-

plo, la densidad de niveles estadística. a energías de excita-

ci6n moderados, se espera próxima a la de un gas de Fermi. Sin 

embargo, en ambos sistemas existen importantes correlaciones en 

el movimiento de las partículas, debido a la acción de las fuer-

zas entre €stas y, en el caso metilico. a la interacci6n con 

las vibraciones del cristal. La aparición de una brecha (gap 

de energía entre el estado base y los primeros estados excita 
.).~ 

CIertas regiones nucleares y para el sistema electr6-

nico, indica una desviación importante del movimiento de partí-

cula independiente. 

Las fuerzas residuales entre las partículas,que a 

primer orden dan origen a un efecto de apareamiento debido a 

que la interacción es especialmente fuerte para un par de par-

tículas en orbitas degeneradas, implica un corrimiento hacia 

arriba, relativo al estado base, de los estados que involucran 

el rompimiento de un par. Sin embargo este efecto por si solo 

no es suficiente para explicar las brechas de energía en un es-

quema de particula independiente como el mencionado,ya que la 
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Esto implica una correlación significativa en los mo 

vimientos nucle6nicos, es decir, ademA s de la fuerza de aparea-

miento, es necesario considerar el acoplamiento entre un número 

grande de estados de partícula 

Bohr, Mottelson y Pines hacen notar que en un metal 

se un fenomeno similar de correlaciones 

en el movimiento electr6nico. Medidas de las s tér-

micas y clect de los tores indican que 

e e ro de excitaci6n lectr6nico difiere 

s ficativamente del de un gas Fermi exist un bre-

cha de ener entre e estado base del me y los estados ex 

citados. 
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Bardeen, Cooper y Schrieffer6) realizaron un estudio 

detallado de las correlaciones resultantes de la parte de la 

interacción que actúa entre pares de partículas con momentos 

iguales y opuestos. Estas correlaciones dan lugarJa que los 

fermiones se comporten como bosones y en ello reside fundamen-

talmente la explicación del fenómeno de superconductividad. 

La idea de considerar la dinámica nuclear en términos 

de bosones tiene entonces antecedentes en otros campos de la 

física y en 1958 se sugiere ya su posible relevancia en la ex-

plicación de fenómenos nucleares. 

En el "modelo de bosones con interacción", propuesto 

originalmente por Arima y Iachello 4), los nucleones pierden su 

naturaleza fermiónica debido esencialmente a las fuerzas de 

apareamiento, asociándose por parejas que se comportan corno 

bosones capaces de ocupar dos niveles de energía, uno con mo-

mento angular cero y otro con momento angular dos, lo que da 

lugar a que los bosones ocupando estos niveles se denominen 

"s" y "d" respectivamente. En los núcleos par-par todos los 

nucleones pueden estar asociados de esta manera y las distin-

tas distribuciones de bosones dentro de estos niveles, así co-

mo las posibles interacciones entre éstos dan origen a los es-

pectros, probabilidades de transición y demás características 

de los núcleos. 

El modelo de bosones con interacción (MBI) fue pro-

puesto originalmente de manera más restringida y a partir de 
<, I 

consideraciones fenomenológicas" Sin embargo, debido a su 

creciente 6xito se ha investi su relaci6n Lon el modelo de 
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La idea fundamental detrás de el modelo de bosones 

con interacción es que a pesar de que la gran cantidad de gra-

dos de libertad y la complejidad de las interacciones en los 

nQcleos pesados harían imposible este tipo de descripción, es 

factible que exista un comportamiento coherente, resultante de 

la combinación de muchos de estos grados de libertad, responsa-

ble de la estructura y características de los espectros a bajas 

energías. 

De hecho este comportamiento colectivo es el que mo-

tivó la descripción de Bohr y Mottelson en terminas de modelos 

más fenomenológicos, corno se discutió anteriormente. 

El método consiste entonces en reemplazar el problema 

original de muchos cuerpos por un sistema más simple, aunque 

aproximado, que permita estudiar estas correlaciones a través 

de sus simetrías. Corno veremos, este camino ha tenido un gran 

exito en el estudio de nucleos par-par con A~100. 

A pesar de representar una simplificación al problema 

de muchos cuerpos, el MBI en su forma más general presenta un 

problema matemático considerable, por lo que su aplicación sis 

temática no se ha realizado hasta ahora, de modo que pueda ser 

analizada su validez en las distintas regiones nucleares. 

El propósito de este trabajo es presentar, por un la

do, la solución completa del problema mediante la teoría de gru
l.t) pos. • y por otro lado, mostrar las aplicaciones de esta téc-

nica en el análisis de algunas regiones de la tabla nuclear. 

En el capítulo 1 se presenta el modelo restringido de 

A r 1 que involucra solo a bosones "d" y su soluci6n completa en 



base a la teoria de grupos. En el capítulo 111 se analiza el 

Hamiltoniano mAs general posible dentro del modelo de bosones 

liS" Y "d" Y se da la solución matemática general del problema. 

En el capítulo IV se analizan los tres límites en los movimien 

tos colectivos presentes dentro del modelo y se muestran algu-

nas aplicaciones en regiones nucleares específicas. En el ca 

pitulo V se aplica el matemático desarrollado en los 

capítulos anteriores en una 6n de la tabla nuclear en que 

se presenta una transición muy clara en los espectros de ener-

gia, desde los típicos de vibradores anarmónicos hasta los ro-

. 1 12) P 11 1 d tacIona es . ara e o se un programa genera e 

ajuste automático de dentro del modelo. Finalmente 

en el capítulo VI se resumen las conclusiones del trabajo y se 

indican las perspectivas futuras de investigación en este campo. 



2.1 -

miÍs de 2S 

ITULO TI 

EL 

El modelo colectivo de nGcleo hizo su aparici6n hace 

afios, con los trabajos clásicos de Bohry Mottclson 3) 

En estos trabajos, los autores discutieron las vibraciones cua

drupa lares de una gota de liquido desde e] punto de vista de la 

mecánica cu5ntica. Desde entonces, los modelos colectivos han 

jugado un papel muy importante en la interpretación de gran can

tidad de fen6menos nucleares, por ejemplo las vibraciones y ro

taciones, las resonancias gigantes y la fisión nuclear. 

Esta serie de investigaciones establecieron la base 

onceptual para el trabajo en esta área de la fisica. 

La natura e a cuadrupolar del modelo se motiva funda

mentalmente en tres hechos experimentales : 

1. Los grandes momentos cuadrupolares observados en nGcIeos 

lejanos él capas cerradas. 

2. Las grandes probahilidades de transici6n, sobre todo 

turaleza cuadrupolar, tre estados colectivos. 

La aparición de espectros h as energías como los que se 

muestran en la figura 1, que sugieren que los estados de vi-

braci6n y rotación 

angular fL 

construirse con tlllanta de momento 
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Fig. 1. Espectros típicamente vibracional a) y rotacional b). 

A lo largo de los Gltimos 2S afios se ha logrado sis-

tematizar una gran cantidad de informaci6n en base al modelo 

de vibraciones superficiales cuadrupolares. En este modelo ca-

da nGcleo es caracterizado por su superficie de energia poten-

cial V(B,y) donde B y y son las coordenadas ~olcctivas que des-

criben la deformaci6n intrinseca del sistema, como se verfi m5s 

adelante. 

Sin embargo, este modelo, a pesar de sus 6xitos, 

presenta algunos inconvenientes, los m5s importantes de los 

cuales son: 

1. La relaci6n entre las coordenadas colectivas y las coordena-

das nuclc6nicus no es clara, y husta ahora no ha sido posi-

bIe estahlecer una relación cuantitativa entre ellas. 

2. El ajuste de espectros y probabilidades de transici6n en 

nGcleos vecinos como es el caso de is6topos de nGcleos pe-

sados, 1levn a la construcci6n de superficies (h· energÍu 

potenci;ll muy distint:ls, y la relación entre Jos par;ímetros 

que los definen no es )a de una lenta transici6n como se es-

peraría de sistemas muy parecidos y que difil,ren en un nú-

mero pequeílo de]la rt 1 cul as. 



A pesar de dar una descrj 6n intuitiva muy clara de 

los fen6menos colectivos, esta descripci6n parece por tanto in-

satisfactorla desde el punto de vista de 1) y 2). 

El modelo de bosones con interacción (MEI) fue intro 

ducido originalmente en forma fenomenol6gica proponiendo la 

descripci6n de los nOcleas calectivosen términos de un gas de 

bosones cuadrupolares interactuantes. 

Posteriormente, como se verá en el capítulo siguien

te, el modelo se generaliz6 mediante la introducci6n de los bo

sones "s" 'I)y más tarde se estableci6 su conexi6n con el mode

lo de capas. a) 

En este capítulo presentamos el MilI de bosones "d" 

tal como fué introducido originalmente y analizaremos los eigen-

funciones y elementos de matriz (E.M.) que son esenciales en la 

discusi6n del MBI completo. 

2.2 

El núcleo, en regiones lejanas a capas cerradas o de 

deformaci6n apreciable, puede ser descrito a muy buena aproxi

mación como un gas de bosones. Este resultado emerge de los 

estudios iniciados en 1974 por Iachello y Arima. 1) 

En estos articulas, los autores par~en de tres supo

siciones básicas : 

a) los niveles colectivos vibracionales se construyen a partir 

de varios bosones cuadrupolares (llamados bosones d); 

b) los bosones interactuán entre si, y 

e) la interacción V entre bosones no cambia el número de bosones. 



La suposici6n e) se sugiere culos mi ros leos 

realizados por Iachello y Feshbach y es 01' gen de la si-

metría exacta del Hamiltoniano que pasamos ahora discutir. 

El Hamiltoniano más genera para bosones "d" con in-

teracciones de uno y dos cuerpos en 1 e de cuanti 

u) zaci6n es: "7 

E 

~~w. j rn + 

1(~~ ~~: 5~~] 

§~ + 

( ;;t r 

_l-

a. 

donde 12 j¿ m/' son funciones de osci L:!dor armónico con dos 

(2. 1 ) 

está rest al valor.e. '" 2 Y en la última parte de (2.1) 

hemos reae ado bra y ket a una L total, suponiendo que 

es invariante ante rotaciones. 

Los s de creación y ail laci6n 

de bosanes d satisfacen las re as de conmutación para bosones 

y hemos usado la notación 

para acoplami to de mome o angu 

r'" 
\ orr¡ 

, 

> 



Los elemc1Itos de matriz <,~2, 22, L IV1ZI 22,Z2.L > 
L 0,2,4, junto con E. constituyen los cuatro parámetros den 

tro del modelo. 

Como vcremos m5s adelnnte, el lIamiltoniano (2.1) Jlue-

de expresarse en t6rminos de los operndores de Casimir de la 

cadena de grupos 

U(5)::>O(5)~O(3) (2.3) 
r1 <4 ¡\ a. 1..1 

que constituye la simetría exacta presente en el modelo. Para 

demostrar esta aseveración resulta necesario hacer una revisi6n 

del problema matemático presente en esta cadena de grupos, pro-

blema analizado en dos artículos recientes por Chacón. Moshinsky 

y Sharp y Chacón y Moshinsky. 

En estos artículos los autores, motivados por un ]1ro-

blema diferente conectado con el modelo colectivo de Bohr y 

Mottelson,zt.3) resuelven en forma completa el problema matemá-

tico asociado al oscilador armónico en 5 dimensiones cuya 

estructura de simctrias es la misma que esta dada por la cadena 

(2.3) . 

A continuación haremos una breve descripción de los 

resultados obtenidos en la ref. (1'1), ya que son de suma impar 

tancia dentro de este trahajo. 

2.3 Osci 1 ndor l\rmóni ca en ei neo Di T!lenS iones . 

Como se mcneion6 en la sección . 1, Bohr y Mottclson 

discuten en una serie de publicaciones ~3) el problema Je las 

v.ibracíoncs cundrupolaro de una gota de liquido desde el punto 
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de vista de 1<1 lIlec[inica cuiÍntic3. l:n sus an[il ¡si e t autores 

utilizaron lo que se llama un esquema de acoplamiento fuerte pa 

ra la construcci6n de los estados requeridos. Est eigenfun 

cLones pueden entonces ser caracteriZ3da5 por el número de quan 

ta V , "scniority" 1\ , momento angular L y proyección M. Los 

estados para momento angular L o , 3 para )},!\ arbi trarios, 

a5i como los estados hasta L 6 para lJ, 1\ pequeños fueron 

encontrados en los afias subsecuentes medi<lnte la soluci6n de 

ecuaciones diferenciales acopladas. 

La soluci6n general sin embargo, para L, JI,/\ arbi 

trarios, fue dada mAs de 20 años después por los autores mencio 

d 1 .~ ,111) '1' d na os en a seCClon anterIor que utl Izaron argumentos e 

teoria de grupos. 

Si el movimiento de una gota de liquido se restringe 

al de naturaleza cuadrupolar, la superficie nuclear es descrita 

por la ecuación : 

) . (2.4) 

Las coordenadas definen por tanto la forma 

del núcleo, el radio io se tOllla como 1.1;\1/ 3 .-6"., y el úl-

tlmo término es una corrección que garantiza la coservaci6n de 

volumen 15) 

Para garantizar que R((j},~) e.s reéll , las 

deben satisfilccr ]¡¡ condié:ión 

m 
) (2,5) 



y se transforman como los armónicos esf6ricos y~~ 

taciones, de modo que la expresión 

bajo ro 

~ 

L O<~"Wj Y;I.: (<.9,<p) 

cl.. 

I o(a~ y~ «91, <p' ) (2.6) 

",,;-a )4-':'01. 

es una escalar bajo rotaciones del sistema de coordenadas. 

Las propiedades (2.5) y (2.6) son suficientes para 

la construcción del Hamiltoniano más general dependiente de 

las coordenadas o( ~:)n • 

Para conectar las coordenadas o(a7>l con las coorde-

nadas de los nucleones,se puede igualar el momento cuadrupolar 

en el espacio de coordenadas colectivas con el correspondiente 

momento en el sistema microsc6pico. El momento cuadrupolar en 

~. d _1 d d h d rV ::t. po-:- 15) term1nos e ~a~ esta a o asta or en ~ " 

R(IIl.cp) 

Qa'nl:: ).,-,..OI.Yam.\t" = jo RoS [0(;),>,>\- /T:11"[o(,¡(<>(T~ J 
(2.7) 

por lo que a primer orden se establece la conexión 

(2 8) 

La últim;¡ ecuación muestra que las coordenadas o(a .... 

son invariantes ante paridad, de modo que los estados descritos 

por las vibraciones cuadrupolares son de paridad positiva. 

Ahora podemos ir los momentos canónicos con-

jugados a tr8vEs de lns reglas de conmutnci6n usuales 



(2.98) 

(2.9b) 

Introduciendo ahora las coordenadas Q..,.", correspondien-

tes a las coordenadas generalizadas en el sistema de referencia 

fijo en el cuerpo a lo largo de los ejes principales, se tiene 

la relación 15) 

L rt:.(úlz) Gl?l\' 
..... ' (2.10) 

donde 1J ~ L = 1,2,3 son los ángulos de Euler que especifi-

can la orientación de los ejes principales con respecto al sis-

tema de laboratorio, y ya que el tensor de inercia es diagonal 

en este sistema 

(2.11) 

A segundo orden, el Lagrangiano clásico para el movi-

miento estara dado por 

(2.12) 

donde los parámetros B~ y C2 estan rela~ionados con la densi

dad, tensión superficial y carga de la gota de llquido. 15) 

UsanJo unidades donde 

(2. 13) 



el Hamiltoniano del problema puede escribirse como 

Ho ::: 
, 
,Á I ( ITl,m n Ol

.,.." + o< A, "" o(Ol,"" ) 
rn 

. 
(2.14) 

donde clásicamente 7T:l.."" = o<'l:rn ,y el paso a la cuántica se 

logra mediante (2.9), 

I (2.15) 
'-

En el sistema fijo en el cuerpo el Hamiltoniano cuán

tico (2.14) toma la forma 15) 

(2.16a) 

donde 3 

1\/, a.:: - -'- ,~5,,,~lJ' a +_1- \" 'I -l "L" ~ 
S/n 33" ~4" 011" (3'" L -~ ~ 

R=l. 
(2.16b) 

(2.16c) 

Las cantidades IR' R = 1,2,3 son los momentos de iner

cia alrededor de los ej es principales del cuerpo y L~, R = 1,2,3 I 

las componentes del momento angular en este mismo sistema. 

En las unidades (2.13) es conveniente introducir los 

operadores de creación y aniquilación de fono~es mediante las 

relaciones 

I (0('1'>1 t" (. rr""',) 
~ 

(2. 1 7) 



que satisfacen las reglas de conmutación (2.2) 

[ ~ ~ ~m' ] 

[1]rn, ~m.J o (2. 18) 

l:n términos de estos oper,ldores (2.14), toma la 

forma 

(2.19) 

Debido a la invariancia de el Hamiltoniano (2.19) y 

las relaciones de conmutación (2.18) bajo transformaciones uni-

tarias en cin dimensiones U= (U;"R), los eígenestados de (2.19) 

pueden ser lasificados conforme a las representaciones irreciu-

cibles del grupo UeS}. Solamente las representaciones total-

mente simétricas son distintas de cero, ya que los operadores 
..,., 1n¡,.5 satisfacen las reglas de c:onnHltación para bosones (2.18). 

Las representaciones totalmente sim~tricas pueden ser representa-

das por t" 1 diQ.~"ía..lI'\(l.de Young [ )1 J , que consiste en un 1'en 

glón con }.i cajas. 

Notamos adem6s que el Hamiltoniano (2.19) es invurian-

te bajo las tranformaciones ortogonales en 5 dimensiones de O(S); 

las representaciones irreducibles simétricas de 0(5) se denotan 

por (!\,CL donde 1\ es l!f eniority" dl'l estado.
1") El "sertio-

1'ir es igual al nnmero total de operadore de creaci6n de un 

eSLldo, que no esLm acoplados por pares a momento angula ro. 

l'eH lo t llto, los est,¡dos reducidos con respecto a U(5) y 0(5) 

estan la ¡ ficados en rWl completa por I [ l! J ' ( 



tEl 

Ya que el momento angular L conmuta con el Hamilto-

niano (2.19) que es entonces una escalar en 0(3), sus eigenes-

tados pueden ser clasificados por los eigenvalores L(L + 1) Y 

\.'1 de L 
2 

Y L3' 

De aquf que los eigenestados reducidos de acuerdo a 

la cadena (2.3) pueden etiquetarse como 

(2.20) 

donde s, como veremos mis adelante, es un indice que discrimina 

representaciones equivalentes de 0(3) dentro de las representa-

ciones de O (S) • 

Haremos ahora un breve resumen de la construcci6n de 

. f' 1~) estas 81gen unC10nes. 

Volviendo a las ecuaciones (2.16) 

(2.16a) 

(2.16b) 

(2.16c) 

identificamos a A:l.. como el operador de Casimir de 0(5) "o) cuyo 

eigenvalor es /\ U\ t- 3) 

De (2.19) es claro que el eigenvalor de H esta dado 

en términos de el número y de quanta: 

(2.21) 



donde y los eigenvaJorcs asociados con el 

momento angular total 

i (2.22) 

y L3 son L (l + 1) y M respectivamente. 

Los estados ser denotados por 

(2.23a) 

donde se ha indicado por el número cuántico faltanta para 

caracterizar completamente los estados. 

Substituyendo (2.2 en (2.16a) se encuentra de inme-

diato la dependencia en (3. como i 1) 

lit;!. 

( (3;;;') ex p ( - ¡31' ;;¡ ) (2.23b) 

donde ) es un polinomio de Laguerre y la funci6n 

esta normalizada para el elemento de volumen j3/f dj3 
x- y ..,ll,' Para analizar la dependencia en g • v. podemos 

* usar el hecho de que las 1( (z9¿) consti un conj unto 

completo de funciones de los Angulas de Euler. De hecho. debido 

a consideraciones de simetría asociadas a la selección de ejes 

principale , el desarrollo ( .23) se hace en t~rminos de la com-

binación 

I DL "* \ MK 

L 

T H 
K 0,2, .. L para L par 

K 0,2 ..• L - 1 para L non 



y no en t§rminos de las nI.. * 
MK 

"1) 
mismas. 

De este modo, la única parte no conocida de la expre-

sión (2.23) es la correspondiente a su dependencia en T 

Si aplicamos el operador 

(2.24) 

se llega a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, 

bl ' . . 1 lB) que solo es solu e analltlcamente en casos partlcu ares . 

Claramente se puede restringir la discusión a los es-

tados ! /\? L) _ Iv:; I\} 1\, /", L j N\:: L ) ya que v::,;¿n t /\ 

solo involucra la introducción de el polinomio de Laguerre 

[
AT 3jJ. 

n ( f3Á ) 
El método seguido en las refs. (t 'f ) consiste en 

construir polinomios de operadores de creaci6n y aniquilación 

que cumplen con las propiedades dadas por las relaciones (2.27). 

En un principio se restringe el análisis a polinomios con 

momento angular definido y proyección M L. Los polinomios 

con M< L pueden construirse en la forma usual mediante el ope-

rador L •• 

Usando los operadores (2.17) el operador de número 

tendrá la forma 

(2.25) 

y las componentes del momento angular se dadas por 



2.1 

~-; < .;t1 1'YI <:f 1 a 111' > rl..". ,§ m 

n¡ m' 

í2.Z61 

buscan los po linomios P ('7"" ) que satisfacen 

/\ p:: )l p 
1\ 

L1 p:: O 
A 

LcP= L P (2.27a) 

!\A~ P P :: 1\ ( 1\ T 3 ) (Z.27b) 

La primera ecuación nos dice que P debe ser un eigen-

polinomio del operador de número (operador de Casimir de U(S)). 

También significa, de acuerdo a (2.25) que P es un polinomio 

homogeneo de v en los operadores de creaci6n. Este 

Gltimo punto es claro si notamos que las reglas de conmutaci6n 

(2.18) permiten interpretar a ~rn como 

3
m - 2--- "d'l,.., 

De acuerdo a (2.27), P debe tener también un momento 

angular definido y m§xima proyección M L. Finalmente, la 

cuarta condición (2.27b) nos dice que P debe ser un eigenpo-

linomio del operador de "senio A J. con eigenvalorcs 

1\(/\t-3) 

En la ref. (1'1), la notaci6n (y ,1\) es llamaJa "dja

grama !1erm.1sihle elemental!! edpe.) yc una abreviación para 

c1 acoplamicnto de V fOlloncs YJYII ü un mOlllento ullglll¡¡r y 

M a L. Por ejemplo, 
<. 

().,C) =) l-tlJ".,l»1 

etc. 



Se encuentra que las condiciones (2.27a) son satis

fechas por los polinomios én los cApe IS 

l1L.-¡,Q';}.7I·+?j4 C;J.v-I..)/a.-3tt-J.7I· J4 11. 

PVjJ.l.n. (r¡ .... ) - '1'],. (~!a) (3,0) (aJo) } (2.28a) 

( L pa.R) 

) 
L-V+~)'¡'+3tt (~¡)-L-3)/.l.-3f"-~n, fA 1'1. 

P.'J'!.l111 (lJ.".) = (3}3 ~J,. (aja) (3,0) p., o) J (2.28b) 

( L non) 
donde los exponentes están restringidos por el hecho de ser no-

negativos. 

Para cumplir la condición (2.27b), es necesario intro

ducir un método originado por Vilenkin ~o) y desarrollado por 

Lohe 21), e introducir los "bosones sin traza" 

como veremos a continuación. 

Como se mencionó. los estados correspondientes a la 

representación irreducible (1(1:) (1\0) de 0(5) son eigenestados 
Aa Aa 

de 1\ con eigenvalor 1\ (1\"+ 3) . La expresión de /\ en 

términos cAe lJ"l'I\ J .3 '" es H) 

) 

que con un rearreglo de factores puede escribirse en la forma 



A J.. 
De (2.30) vemos que los eigencstauo de 1\ con eigcll-

valor 1\ (1\ +3) tienen la forma P (~ .. )10) donde p ('1»1) es un 

polinomio homogeneo de grado 1\ en ~_ y que cumple con 

ser "armónico", i. e .• 

Esta ecuación es automáticamente satisfecha por los 

polinomios ,donde PAf" i-O ( 

denota a los mismos polinomios (2,28) si se substituye 

n+_ 
por I..A. '"' 

Esto se s de las identidades 

(a -hJ. + 

(2.31) 

válidas cuando se aplica los operadores a polinomios homogenos 

en los ')'111 De (2.3 ) es fácil demostrar entonces que 

[ ho' J- O (2.32) 

Y 
;;¡, 

+ -1 a. " "»1 [ ... 4 0... ..... =. (L/ nJ,- (a) o) L ~_ ~ (2,3 

1'YI= -A ""'::-2. 

De (2.28) Y (2.33) es claro que los estados erLYI' (ct+¡.,,) 
se anulan él menos que 11! -= O , 

Por otro lado, los estados P ( + 
/\f- L o a.,..".. lo> 

són comb'inac:iones lineales de términos como '1"" ," , 
Le./siguen siendo homogeneos de grado 1\. .en YJ-m 
siguen 

y además 

;l:1 ) 
siendo caracterizados por el momento angul r L 
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El punto clave en el anAlisis es que, aplicando ahora 

el operador (2.33) a los estados 

(2.34) 

se sigue de (2.32) que 

(2.35) 

o 

y ya que el factor (Lf ñ&.d._ 1 rl. (;;t, o) J.. no es nulo, concluimos 

que los R\PLO (a.~) lO) satisfacen la condición de ser armó-

nieos, i. e. corresponden a la R r (1\, o) de 0(5) Y [/\) de U (5) • 

Los estados (2.34) son entonces eigenestados de H) 
",;t "a 
1\ , L y L3 con eigenvaJores 1\-+5/;). J 1\(1\+3) , L( L+ 1) 

y L Y son entonces los polinomios (2.27) con V = L , si ldenti-

[leamos al índice extra r} necesario para su caracterización 

a~-completa, como el namero de tripletes de bosones ~ acopla 

dos a L = O; 

131 nombre de "bosones sin traza" proviene entonces de 
+ 

]a relación (2.35), ya que la acción de la traza ~ GL~ Cl~ 
"'" 

sob re los estildos \ /\ 1"'" L ) da un resultado nu 10. 

De (2.28) concluimos que 

. L-I\"t~P p..l\-L-,L)j,;t-·-;,? S~ fA 

Il\flL)::[j,~l (:l.¡a] (.L3] [3/0J l°> 

donde ~ 
i 

\" -
o L - o 

L no t¡ 
(2.36) 



e v, /\ J son los d.p.e':;, en los 0.:) , es una realí a-

cion de los slados busca Como los exponente doLe ser 

no negativos se cumplen las desigualdades 

(dJ\ L-3 fA >r- O 
/ (2, 7) 

a partir de los cuales es fácil mostrar!') 4ue el nG~oro de 

estados diferentes para una 1\ dada es C~I\ t-(!\+lllf\~ 1'3), 

que cs exactamente la dimensíonalidad dE' lo RI(!\ ,O) de 0(5)'C), 

Las relaciones (2.37) indican que para valores fij de 1\ , L 

los valores de ¡U que las satisfacen tomaran todos los valores 

enteros posibles cntre un mínimo)le v uno máximo ji" ~ c. 

De este modo en lugar de el índice p se puede usar un índice 

s definido por 

s U -re t- 1 
( .3 

con s = 1.2. .. ~(1\ , L), '{(I\ ,L) = fle + i J donde ~ (I\,L) 

es el nGmero de RI L de OC conteniJos en la RICA. O) de OíS), 

Los estados l2.30) están dados en lo que podrla 110-

marse un esquema de operadores de creación o "partícula" sin 

traza, Otros esquemas son studiaJos también por lOS autores 

de las refs. (llJ), que corresponden a operadores de :m.iquiia-

ciiín y o CSLllÍllS mí <.k "P;Jrt cula-;¡gujct'u", Esto lÍll 1II0S 

resultan el' los más útiles para 011contl'nr un;1 rcali::a<-'íón de 

C' s t n J o (, j a) en t 6 rm í n o s d C' los 0( ..... ' ~ • J o q u C' ¡w nn i t l' 

entonces la detcr¡¡¡in;¡ción de L!s [unciones 4: L
( 

En el a ndice A hac Ull resumen oc los rcsu] taJos 

mf,s importilntes dentro del an[¡Jisls, (' índicamos 1 método se 



guido en la evaluación de elementos de matriz relevantes dentro 

del modelo colectivo. 

Los estados (2.33) constituyen un conjunto completo 

de eigenestados caracterizados por las representaciones irredu

cibles de la cadena de grupos (2.3). Los estados son sin embar

go no-ortonormales en el Índice)A (ó s). 

Estos resultados son importantes dentro del IBM pues 

corno veremos en el siguiente capitulo, elementos de matriz en 

esta base aparecen en la diagonalización del Hamiltoniano de 

bosones s-d. 

,En la siguiente secci6n se analizan los eigenvalores 

del Hamiltoniano (2.1) para bosones d, haciendo uso de los re-

sultados obtenidos en esta sección. 

2.4 Las soluciones del Hamiltoniano de Bosones d. 

A continuación mostraremos que las funciones I)J 1\ 5, L M) 

son eigenfunciones del Hamiltoniano (2.1) y encontraremos los 

eigenvalores correspondientes. 

El Hamiltoniano (2.1) 

H Co [['}x11]O [sxsf']O 

[ [ ~ x ~ r\ [§ " § 1 ~ r 1- 1: el [[~)( '1 t x [§ x § r ] o , 

donde 



A 

puede ser expresado en términos de l1a , 
1\ ~ 

y 1\ ¡ ccs. 

(2.25), (2.26) Y (2.30), como se muestra a continuación. 

Reescribimos (2.39)como 

/\ A A A 

(o Aa +2... Aa j ~ A¿¡ H E Yld + + ~Li¡ ;l.. 
(2.40) 

con A 

[[,,]x"'1 [~ )( & J l r') AL ::: X L.:: 0 , /.f. 

De (2.30) se tiene que 

í\ ~ + 71,;{ ( -not + 3 ) 
(2.41) 

1'\ 

Solo resta reescribir en términos de AL. para lo cual 
n) 

utilizamos la técnica de reacoplamiento del momento angular. 

A partir de (2.26) 

L t::: J7 < ~ i l'YI ~ I a 'mI > '7-m' § m 
,., m' 

encontramos 

~ tñ1~1 ~:rn'>< 2. 1 -tI a >( '7",,' ~iñ' J "",§ ;;; 
+ rj"". §;;¡ S;;.~ ) 

donde hemos utilizado las relaciones (2.1 

Utilizando ahora las relaciones 

-:;; <'d-.;l..7YI'.¡:¡:¡'l Áj'I) 17 .... , 
'l'¡¡\'Wi' 

V las correspondi~ntes expresiones para 

tramos, después de un poco de a gebra, la exprosión 

(2.41a) 

encon-
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(2.42b) 

donde W es un coeficiente de Racah. Introduciendo los valores 

explícitos de W para las distintas ¡; 15 obtenemos finalmente 

" A " A 

G Y1.{ - (, 110 - 3 Aa + 11 A'j 

que junto con (2.41) y la relaci6n 

que obtenemos directamente de (2.25), constituye un sistema de 

tres ecuaciones con tres inc6gnitas cuya soluci6n nos permite 

. escribir (2.4) como 

JI "I~ 1 (iI" "'~ f-l :::. E: rlA 1- o( 'Ylcll. ~cl - I + (3 1)<{ (nel + 3)- /\ ) 

+ d- ( L ( 1 i- 1) - " y,et ) (2.43) 

con I ( :3 C~ + ~ el¡) , <O( - ''1 

(3 - ~I- ( Co 
10 

"" t- I a. 5" ), 

O- :::. _1- ( e '/ -ej.). 
1'-( 

De la ecuación (2.43) resulta claro que el Hamiltonia 

no del MBI para bosones d es diagonal en la base ll1!\? L I'v\ > 
y sus eigenvalores estin dados por 

E(V,/\,L) E: V t- /~ (JI -1\) ( JI t- /\ .. 3) 

(2.44) 



En el capitulo IV se analizarA 1 t de espectros 

predichos por la ecuación (2.44) asi como la acci6n de opera

dores multipolarcs en la base, para la discusión de las proba

bilidades de transición dentro de este modelo. Se mostrar5 

además que a pesar de su simplicidad, el modelo de bosones d 

parece describir correctamente las bandas de estado base y ex

citados en un conjunto grande de nficleos vibracionales. 

Como punto final de este capitulo quisiéramos enfa

tizar que el modelo de bos6nes d, en la forma en que fué ori

ginalmente concebido, no contemplaba la posibilidad de una co

nexión directa con el modelo de capas, pero la suposición e) 

de la secci6n 2.2, i.e. la conservaci6n del namero total de bo

sones, no solo da a la simetria exacta dada por la cade

na (2.3), sino que representa ya una desviaci6n importante con 

respecto a los modelos colectivos tradicionales en que no est~ 

limitado el número de quanta. La posibilidad de identificar 

estos bosones con pares de nucleones está ya presente. 

Como veremos en el capitulo IV, el Hamiltoniano de 

bosones s-d se reduce al H de bosones d, con la excepci6n de 

factores de corte (cutoff factors) introducidos por el boson s, 

en el limite vibracional de este modelo. Veremos ahí bajo que 

condiciones se presenta este caso, así como los otros límites 

contenidos dentro del modelo s-d. 
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CAPITUlO IIJ 

EL LO DE BOSOi\Íl:S CON INTf:RACC ION 

3.1 La dificultad principal presente en la descripci6n del mo 

vimiento colectivo nuclear es que las frecuencias característi 

cas asociadas con vi braci ones y rotaciones SOll' de órdenes de mag-

nitud comparables, dando lugar a que una distinci6n clara en-

tre éstas no sea posible. 

Para remediar este problema, diversos modelos han 5i-

do desarrollados, en que la interacci6n rotación-vibración es 

incorporada ya sea a través de suposiciones que simplifican el 

a051isis 15 ) o mediante la introducción de conceptos como el de 

"superficie de ene potencial,,1S), que han resultado muy 

útiles en la taci6n de los datos experimentales. 

Sin embargo, como se mencionó en la introducci6n, es 

dificil interpretar estos modelos desde el punto de vista mi-

croscópico y parece imposible r dentro de ellos con-

ceptos fundamentales como el de la estructura de capas del nfi-

cleo. 

El modelo de bosones con interacción parece represen-

tar una forma alternativa de describir estos fenómenos que no 

pr6senta estas dificultades o que, por lo menos, tiene una na-

turaIeza menos fenomeno16gica, i.e.,más susceptible a ser li

gada eventualmente a los modelos microsc6picos del núcleo. 

La naturaleza de los espectros observados en nficleos 

pesados par-par parece estar determinada por: 
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a) Las capas cerradas 50, 82, 126, Y 

b) El número de partículas "fuera de estas capas cerradas. 

Por ejemplo, los espectros en la región de las tierras 

raras (Sm. Nd, Gd, Dy).presentan desde aquellos típicos de la 

excitación de pocas particulas para la capa de neutrones 82, a 

aqu6110s típicos de vibradores anarmónicos para nGmero de ncu-

trones 86, hasta los típicos de rotores axialmente sim6tricos 

en N 92. 

La descripción de estos fenómenos en el M.B.l. es 

bastante más simple que en los modelos geométricos mencionados 

anteriormente .y sin embargo parece sey muy detallada. Aquí los 

núcleos par-par se visualizan como sistemas de N bosones inter-

actuantes, sin spin intrínseco pero capaces de ocupar dos esta 

dos: Un nivel con L o (boson s) y un nivel L = 2 (boson d). 

Estos bosones se identifican con estados de dos fermiones, aco 

pIados a J = O Y J a 2 respectivamente at ) 

Cada nficleo es por tanto tratado como un sistema de 

N bosanes, donde N = Nrr+ Nv es la suma de el nfimero de pares 

de protones fuera de capas (6 de valencia, N'Ii) Y el número de 

neutrones de valencia N" . 

Las representaciones bos6nicas del movimiento colec-

tivo no son nuevas, como se indic6 en el capitulo r. Se han 

realizado desarrollos bos6nicos de las funciones de onda nuclea-

" b " "d ;),5) < 1" ~~ ) res, por eJ emplo en tra aJ os reClentes e S.¡S rensen ,Kas llmoto 

Marshaleka1
) entre otros. El enfoque del MBI es diferente, ya 

que no intenta derivar el Hamiltoniano bos6nico a partir de la 

base fermi6nica sino seguir el proceso inverso. Una vez demos 
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trada la efectividad del modelo cabe entonces preguntarse cual 

es su conexi6n con el modero de capas. Este 61timo punto ha si~ 

do objeto de varias investigaciones recientes y empieza a esta

blecerse dicha conexión. 8) 

Por otro lado, como veremos más adelante, el Hamilto

niano s d se reduce al derivado recientemente por Janssen, Jalas 

y DHnau, usando el algebra de Lie de operadores asociados con 

pares de cuasi-partículas, lo que ya es en sí una conexi6n im

portante con la teoría microscópica de los movimientos colecti-

vos nucleares. En estos trabajos SU(6) surge como una simetría 

aproximada de el Hamiltoniano microsc6pico cuando se considera el 

subespacio de estados cuadrupolares 1&). Sin embargo, e método 

matemático utilizado por estos autores para resolver el Hamilto 

niano es muy complicado y de carácter aproximado. 

En la siguiente sección consideraremos el Hamiltoniano 

del MBl e indicaremos la existencia de tres simetrfas exactas 

contenidas en su estructura. En las secciones posteriores de 

este capitulo mostraremos el método de soluci6n para el caso ge 

neral. 

3.2 El Hamiltoniano del MBI. 

La motivaci6n principal para introJucir un Hamiltonia-

no con bosones s y d se puede resumir en dos puntos: 

Es mut conocida la naturaleza cuadrupolar de las excitaciones 

colectivas, como se mencion6 en el capitulo 11. 



b) Dado el número restringido de pZlTtículas en cada apa del 

núcleo. debe existir un límite o corte para las bandas vi-

bracionales y rotacionales que pueden construirse. 

El MBI satisface ambas propiedades y veremos a conti-

nuación cual es su estructura. 

En la figura 1 mostramos los niveles que los bosones 

pueden ocupar. la energía y el momento angular que los caracte-

riza. 

L:::a 

Fi~ 1. 

L:::O 

Si y en ausencia de interacci6n, 

los cinco componentes del boson d y la componente única del bo-

son s generan un espacio vectorial lineal que se puede usar corno 

una base para la representación del grupo U(6). Las represen-

taciones irreducibles son caracterizadas por las propienades de 

simetría de las funciones que las portan. Para bosones única-
6b) 

mente las RI totalmente sim6tricas son diferentes de cero y en 

este caso las funciones pueden ser clasificadas de acuerdo a a 

partición [N] de U(6). En ausencia de interacción y con 

o , todos los estados son degenerados, 

Un valor finito de f y las posibles interacciones 

rompen esta degeneración y dan lugar a un espectro definido. Es-

te espectro es caracterizado por el valor de E de los elc-

mentos de matriz de dos cuerpos 
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b 

e < 54 O I V/:A J S ~ O > I ( 3. 1) 

el < Gt~ O 1 V;~ I s.\ o>, 

e 

y por el número N de bosones. 

Para describir la estructura del Hamiltoniano s d es 

necesario introducir además de los operadores (2.2) para boso

nes d, los correspondientes operadores para bosones s ij , § 
que satisfacen las relaciones de conmutación 

[§,~J::i 

[§ §1 :: [~/~] o 
(3.2) 

Es conveniente además introducir una sola notación 

para l6s bosones s y d. Definimos entonces las relaciones 

JI.: • JL' 'm' 

['1t'>n
J

,5 mJ:: d-p' dm X= 0, a 

[ ~ (bt I 1'j1'm' J = [ ~.Q~ 5i'~'] o I 
(3.3a) 

donde 
. ...."" ~~, 7fa."rn r¡,., S 
~ 00 

-']00 - t¡ - $ (3.b) 

A lo largo de este trabaj o utilizaremos jndistinta-

mente las dos notaciones. 
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Es cla que el IlamÍ ltanlano más genera 1 para hoso-

nes s-d se puedo escribir en forma análoga a la ecuación (2.1) 

H -= E 

donde 

'1tn~"" + + l ¿ I ~<J.1/ilrl.,'¡-Í1~I11 .. lv,>-¡¡JI:I11:,;;tJ!~h¡'l. > 
~. m, t, 1>1. 

Jl.;4 ñU. ~:. ",'a 

(3.4) 

I a .Q. "W\ > es un estado de oscilador armónico de dos 

quanta, de modo que ~ = 0,2. 
1\ 

En (3~4) hemos restado en ambos lados el t~rmino N 
que es constante para N fijo de modo que ~l operador Es ij ~ 
no aparece en la ecuación y en de E<t aparece E:::: E.d - Es. 

Los elementos de matriz de dos cuerpos < ;;l.XI, .;l,. L 

I V,,-l ~J!: j ~i~, L) pueden ser identificados con los paráme 

tros (3.1). 

Para resolver en forma general el problema de eigen 

valores del Hamiltoniano (3.4) se requiere de una ampliaci6n 

del análisis realizado en el tulo anterior y de la intro 

ducción de tres cadenas de subgrupos de U(6), que 

r§n 8 tres limites de simctria exacta admitidos por (3.4). Los 

resultados del apéndice A tIc inmediato ser p} codos en 

la evaluación de elementos de matriz re1evantes, como se IllOS-

trarfi en la siguiente secci6n. 
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3.3 ión. 

En esta sección daremos la solución general al proble-

ma de eigenvalores asociado con el Hamiltoniano del M.B.I. eco 
11) (3.4), utilizando la teoría de los grupos. 

Dej aremos para la siguiente sección la interpreta-

ción física del modelo, y para el capítulo V la aplicación de 

esta técnica a algunas regiones nucleares. 

El grupo U(6) en el que estamos interesados debe con-

tener al grupo 0(3) entre sus subgrupos, de modo que los eigen

estados correspondientes sean de momento angular definido. 

Específicamente estaremos interesados en las cadenas 

U(6)::l U(S).::J O(S):J 0(3) 1 

U(6)::) 0(6):::)0(5)::::::>0(3) I 

y U (6):l SU ( 3):J O ( 3) 

(3.Sa) 

(3.Sb) 

(3.Sc) 

Procedemos ahora a derivar los generadores y operado-

res de Casimir de los diferentes grupos en términos de los ope 

radores de creación y aniquilación asociados a estados d y s, 

ccs. (3.3). 
I <¡ ) 

Los generadores del grupo U(6) 

11 ~. ::: O '"l 
.J(., ,"'-

son 36 Y satisfacen las relaciones de conmutación 

(3.6) 

(3.7) . 



Es claro que 105 generadores del suhgrupo U(S) de U((¡) seri.in 

entonces 

(3.8) 

donde hemos usado la notaci6n (3.3b). 

Como es bien sabidJ'(I'l), los generadoTes ucl grupo 

0(6) vendrán dados por la parte antisim6trica de (3.6), i.e., 

(3.9) 

que son quince, diez de los cuales 

(3.10) 

son también los generadores de 0(5). 

Los generadores de 0(3), como se discute en las re

ferencias (1<1) Y ( 1'1 ) están dados por 

L t. = ~ ¿ <;;r.. 1. )')1 t: la»} I > '1 '1'>\' S h-\ 

......... ' (3.11) 

J S/a L <aa. -m'WI', 1 t.:> (~m Sm' -1~j~) 
,., m' 

La segunda expresión en (3.11) muestra que 0(3) no 

es solo un s rupo de U(S) sino talllhiCn de 0(5). 

Solo resta la determinación de 105 generadores dcl 

grupo SU(3), correspondiente a la cadena (3.5c). El procedi 

miento ra determinarlos a partir de los generadores de U(h) 

se ha discutido extensamente en concxión con 105 ciilculo5 en 
lo,lf) 

el modelo de capas en la cilpa2s ld. . De estos trabajos resul-

ta que además de .1;¡ s Lz: dadas por la ecuación (3.11), estos 



incluyen un tensor de orden 2 dcfin i.do por 

(:3.12) 

donde de nuevo los kets I ;;l.Jbn) denotan estados de oscilador 

~. ::te¡) d 2 1 n armonlCO e quanta y con momento angu ar -"\. y m respec~ 

tivamente. En la última parte de (3.12) hemos introducido en 

forma explícita el elemento de matriz de ,....;1; ·Xt,." ((5), f) 
con respecto a los estados / a ~,.., ) (ES importante hacer 

notar que el operador (3.12) no es idéntico al introducido por 

La diferencia 

en signo proviene de la manera en que se escogen las fases en 

las funciones radiales de oscilador armónico .l.q)) Una vez de

terminados los generadores de todos los grupos relevantes, te-

nemas la posibilidad de encontrar la expresi6R explicita de los 

operadores de Casimir. 

El hecho de que los operadores bos6nicos satisfacen 

las reglas de conmutaci6n (3.3a) nos indica que únicamente las 

representaciones totalmente simétricas son diferentes de cero, 

po~ lo que bastará introducir los operadores de Casimir de pri-

mer orden de los grupos U(6) y VeS) 

(:).13'a) 

(3. Db), 

i.e., los correspondientes operadores de número total de boso-

nes y número de bosones d, que conmutan respectivamente con 



los generadores (3.6) y (3.8). 

E] operador de Cúsimir del grupo 0(5) se discutió en 

el capitulo anterior, y su expresión en t§rminos de los opora-

d '111 • tí; "Wl ores '(m .J está dado por la ecuación (2.30) 

(3.14) 

y por analogia podemos entonces escribir el operador de Casi-

mir del grupo 
/\ 

cfa 

La ecuación (3.15) puede expresarse alternativamente 

como 

(3.16) 

donde 

17) 

que será de gran utilidad al discutir los estados en la cadena 

u (6) JO (6):J O (5)"J O (3) • 

Es claro que el operador de Casimir de OC es 

1\ 

LI: 
(3.18) 

dado por la ecuación (2.42), que junto con el operador 
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a m" '" 2. (-) Q"»1 Q-m 
(3.19) 

nos permite escribir el operador de Casimir de segundo orden 

de SU(3), en la forma 

A 

e = 
Aa. L + 

Á;l." 

Q (3.20) 

como puede verse en la referencia ( 19 ). 

AL;;l.. 
Ya que es diagonal en la base U(6):JU(S)J0(S)J0(3), 

bastará encontrar los elementos de matriz de Q ~ en esta base 
1\ 

si se desea obtener los eigenestados de <: I que son caracte-

rizados por las representaciones irreducibles de SU(3). 

Habiendo determinado los operadores de Casimir rele-

vantes al problema discutimos a continuación las bases asocia-

das a las cadenas de grupos (3.5). 

La Cadena U(6):)U(5))0(5))0(3):)0(2). 

En la sección (2.3) discutimos los estados caracteri-

zados por las representaciones irreducibles de U(S)JO(S)JO(3), 

que denotamos por los kets I}J 1\ s L M> Para incluir esta 

cadena como subgrupo de U(6) bastan las consideraciones siguien-

tes: Escribimos el operador de Casimir (3.6) del grupo U(6) 

como 

(3.21) 
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Los cigcnestados del operador de nGmero ~ ~ • j.e., 

(3.22) 

son los eigenestados de un oscilador arm6nico uni-dimensional. 

Por lo tanto si definimos los estados 

I 'Yl )} /\ S L M > ::: l'"rl '> i JI 1\ S L [v\ '> (3.23) 

éstos son eigcnestados de U(5)~0(5)~O(3) y del operador (3.21) 

1\ 

N 1I1v{\sLM) N IflV!\sLM)} (3.24) 

donde N ::. 71+11 

De este modo (3.23) representan un conjunto completo, 

aunque no ortonormal de estados caracterizados por las repre 

sentaciones irreducibles de ]a cadena (3.5a). 

Ahora procedemos a la determinación de los estados 

caracterizados por las R.r. de la cadena (3.Sb) en t6rminos de 

los kets (2.2 

La 

Esta cadena difiere de (3.Sa) en que en lugar de 

U(S) aparece el grupo 0(6). Los estados (3.23) son caracteri-

zados por las R.I. de todos los dem5s grupos en (3.5b), de mo 

do que ¿alculando Jos elementos de matriz del operador de Ca-

simir (3.15) de 0(6) podemos, mediante su diagollalización, ob-

tener combinaciones de estos estados caracterizados por las 



R. l. de O ( 6) . 

Es conveniente eri este punto introducir coordenadas en 

el espacio de configuración de U(6), de manera anftloga a su in-

traducción en el capitulo anterior para el caso de U(S). 

Es claro que adem&s de las coordenadas 

)'}'¡: a, 1,0, -1, -.;t, asociadas a los estados d, (ver ecs. (2.9), 

(2.17)) se requiere una coordenada extra asociada con los esta

dos s, que designamos por o< . 

Es conveniente introducir adem&s 

o( (3.25) 

para denotar ambas coordenadas con un mismo simbolo. 

Los momentos asociados con estas coordenadas 

1.:::0,.). J (3.26) 

satisfacen con éstos las relaciones de conmutación 

(3.27) 

y se relacionan con los operadores (3.3) mediante las relacio-

nes 

_1- (o(~-m -r ¿ TT~""') 
{a . 

(3.28) 

Continuamos ahora con la determinación de los eigen-

3stados asociados con la cadena (3.Sb), para lo cual notamos 

él ue de (3. 1 S) 



\ ::z 

/la. 
y del análisis análogo para 1\ en el tulo Xl, si 1 esté! 

dos ~' satisfacen 

(3.29a) 

entonces son automáticamente e 
AJ. 

tados de ;f con eigenvalor 

, i. e. , 

.1\ ~ 

;t '-tI -= f (f + 4) 'f' , ~ entero no~negativo 

(3.29b). 

Usando ahora las ecuaciones (3.1 y (2.24) 

A~ 

;t /nv/\sLM> (3.30) 

/\.;;1. 

Y de (3.17) y (3.28) K toma la forma 

K ~ :: nd. ( ~ ~ + L) 1- (~cl + 5) r¡ ~ - (f6~ ¡a 1/3 n'4 -5) $ .;l.. 

- nel) ~a (3.31) 

donde 

;3 ~= ¿ ¿o<,., 
1-;:;1-' .,." 

(3.32a) 

(3.32b) 

De las ecs. (3.17), (3.31) es laro que 
-'I.;;t K es un 

operador invariante de 0(5) y por tanto no afectará la parte 

ar 



X l\ ( ) ")' ,h/\'> LC''"Or) DL 'II::(1J:) 
$ L M J, 13 e :: L l' a 

K K MK 
(3.33) 

que aparece en el estado (2.23a). 

Por otro lado, son bien conocidas las relaciones~~) 

(3.34) 

para el oscilador armónico uni-dimensional. 

Utilizando por último propiedades de los polinomios 

de Laguerre 30) , tr 1 .. tI' 1 encon amos as slgulcn es re aClones para as 
/\ Fi ((3) dadas por (2.23) 

J 

(3.35a) 

( f> J. - P :~ ) F; ( (3) = (1\ +:.<; + 5) F'á-/\ (f3) 

'iz. /\ 
- ~ [ (j 1" ,) (¡\ + j. + 5/ d..) ] ~ .¡. 1 (t') (3.35b) 

Mediante las relaciones (3.30), (3.35) es fácil en
"'a 

contrar el efecto de oe sobre los estados (3.23) 

(3.36) 

donde hemos cambiado ligeramente la notación de (3.23), al es-' ' 

cribir N, en lugar de 'YI , ya que f\J:: 11 + )) Los coefi 

cientes tienen la regla de selecci'ón l/ I = V!::,¡ I V 

y estan dados por 
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Iv/\ A )} ¡: - v ( ~ N + I .- J. V) + 5 (N·· v) + 1\ ( 1\ + 3) ) l:í·37a) 

A1II1
\ 

¡,I vt-l. 
- ) . ) ) ., 'lo? - [(N-Y (N-J/'-I (Y-I\+.;t (V+/\t- 5) J (3.37b) 

(3.37c) 

La matriz ortogonal que diagonal iza a la matriz 

o :::: t)¡ VI L N , da directamente los pa-

réntcsis de transformación entre 1 as cadenas (3. Sa) y (3. Sb) . 

Como veremos mis adelante, las relaciones (3.37) son 

de gran utilidad en la diagonalizaci6n del Hamiltoniano (3.4). 

Sin embargo resulta imposible encontrar en forma analítica los 

paréntesis de transformaci6n mencionados siguiendo este proce-

dimiento, por lo que procedemos ahora por un camino diferente. 

Esto involucra la determinaci6n explicita de los estados caTac-

terizados por la cadena de grupos (3.5b), lo que nos pcrmitirfi 

estudiar en detalle el comportamiento de este limite en el ca 

pltulo IV. 

Para determinar estos estados, es conveniente deEi-

nir, en lugar de las coordenadas 

(3.38) 

utilizadas hasta ahora, el nuevo conjunto 

z9, 
. I 

?~ 
... 3 i (3.39) 

donde 

o( - 6 (os S 
(3.40) 



En tErminas de l~s variables (3.39) encontrarnos que 
1\ 

el operador N , eco (3.21), que está asociado con un osciladur 

armónico en seis dimensiones,toma la forma 

A 

N= (3.41 ) 

mientras que el operador de Casimir de 0(6), puede escribirse, 

usando (3.16), (3.31; Y 

A. .::t I\::t 'l. )4 
;f :: 1\ - f3 ÓQ( ,~ -

( ~ ) - a + (3 J f> 1:- 5 o( dO< 

_ a:l.. t"' d j //\\ l 
=: - 'f Cctcl- -r --:. 

C).r;l. óJ' 'Sil'> J' 
(3.42) 

Es claro a partir de (3.41) y (3.42), que un eigen-
" "':1.. /\,';l ":1.. '" 

estado de los operadores N ,;f ,A , L y L ~ puede 

ser escrito en la forma 

. P P A 
f N! 1\ S L M'> =. 8 N f 1\ f;r ( b) J 1\ (S") X S L M ('O, ?9-. L 

(3.43) 
1\ 

donde X UM ("O, ¿9.~) está dado por (3.33), BN!i\ es un coe 

ficiente de normali zación mientras que J-: ( 8) satisface la 

ecuación 

y la función -(;: (b) por su parte ei determinada por la 

ecuaci6n 



+ 3 

donde J (N-J)!2. entero. 

La ecuación (3. s resuelta por la función 

CI\T.;t. ( 
/-/\ (3.46) 

e 30) 
donde es un polinomio de Gegenbauer ,mientras que la 

ecuación (3.45) es satisfecha por 

donde 
30) 

es un polinomio de Laguerre. 

(3.47) 

1 coeficiente B Nf'I\ que aparece en (3.43) se 

discute en el ap€ndice B, donde desarrollamos los estados 

(3 43) en términos de los stados (3.23). Es claro que los 

paréntes s de transformación no dependen de los indices sLM 

ya que ambas cadenas contienen a los grupos O(S)~O(3)~O(2). 

de modo que podemos denotarlos, ecuación (B.'J..If), por 

YlJjI\ 1 N f/\) 

(1 1\) (f +;\ + 3) ~ ( 

(N-f+V-I\)/:J.. 
(- ) 

((N-!)/;;..t lh «(I\-!)¡::L)s ((I\-ft-d/2.L 
S Tf{ N ~f - }) + 1\ ) !) (- f - I ) 5 ................... ---

(3 48) 



donde (ú..)s es un símbolo de Pochhamer ;'10) (a..)", '= a. ('U-l) .. (a.+S-I). 

La Cadena U(6)::lSU(3)JO(3)]O(2) 

Como se indicó al principio de esta sección, para ob 

tener los estados caracterizados por las R.l. de la cadena (3.5c) 

se requiere la diagonalización de la matriz del operador (~~ 
definido por las ecuaciones (3.]2), (3.19). Para ello se re-

quiere por tanto la evaluación de dichos elementos de matriz. 

De (3.12) encontramos 

1\ ;l. o 
Q - JS [Qx.Qlo J 

J5~ ; [[7JXSJ\["Y)x~l;¡ J~ 

+ t ,J"1 [ [ ~ X ~ J:l. X ['1 g + ~ 5 J:t J: 
+~ [[1~+~5T~'x['7§+~~tJ:? (3.49) 

Haciendo reacoplamientos de momento angular y com-

parando con las ecuaciones (3.13), (3.17), podemos reescribir 

(3.49) en la forma 

A;¡ 

Q = 

'" + ~ no{ + 
3 

+ ; ~3S ~ [ [ ~x r¡ J a)( . S 1: ~ + ~ [ '1 x' [ § x ~ 1 ~J: .~ > (3 . S O a) 

donde"" es un coeficiente de Racah. Calculando los valores 



ícitos de \¡J y usando (3.14), ( .15) Y (2.'¡Zb), (3.50) to-

ma la forma 

I\~ 

+ T L - ! 
3 

1\ A 

g N (;;tYlcl + s) 
1\ 

E (3.S0b) 

donde 

(3.51) 

Ya que conocemos la acción de todos los oporadores 

en (3.50b) sobre la hase I N V 1\ S L M> con la excepción 
1\ 

de el operador E ee. (3.51), es claro que el problema que-

dar5 resuelto una vez que se conozcan los elementos de matriz 

asociados a éste. 
A 

El operador E consiste de dos términos, conj 

hermiteanos uno del otro, por lo que es sufiente encontrar los 

elementos de matriz del 

a partir del cual los correspondientes al segundo se deducen 

fácilmente. La acción del operador bos6nico ~ en el estado 

(3.23) está dado en la ce. (3.34); solo resta por Lmto de 

terminar la acción de [C'!X'lJ::t X ~ JO en los estados de 

U ( S )3 O ( S), e c. ( 2 . 23) . 

De las definiciones (3.28) y de las propiedades de 

los coeficientes de Clebsch-Gordan de OC es fácil mostrar que 

(3.52). 



50 

Tomando elementos de matriz con respecto a los esta 

dos (2.23) con}) y 1./+1 quanta deducimos entonces 

- _1./ <'Vtl,;\,S',LM\j33Cos::n-\ vA SLM> I 

.3 ffi (3.53) 

donde hemos usado la relaci6n
3l

) 

35 
3 . f3 (os .~ T . 

(3.54) 

Los elementos de matriz del lado derecho de (3.53) 

son casos particulares de 105 calculados en el apéndice A de 

este trabajo y que ya han sido programados. Estos elementos 

de matriz pueden descomponerse en la correspondiente a 

te en 

1'1 ¡ 
para la cual se conoce una f6rmula cerrada J, y 

Cos ~ (f con respecto a las funciones CP:5 ( ir) 
tos 6ltimos son proporcionales al elemento 33 reducido 

(310, A 'Si L I 1\ s L ) que se define en dicho apéndice. 

la par-

Es-

Mostraremos en seguida que el Hamiltoniano (3.4) pue 

de escribirse en términos de los operadores de Casimir de las 

tres cidenas (3.5), h&ciendo uso de los resultados encontrados 

hasta ahora. 

Un breve examen de la ecuación (3.4) muestra que a 

parte del operador de un cuerpo E: Z '7"'" ,~-n¡ I se tienen 

solamente siete interacciones hermiteanas independientes que 

procedemos a escribir 
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L::: el, ,{, L.j 

1\ 

B (3.55b) 

A 

e (3.5Sc) 

A 

D + (3.SSd) 

y 

El filtimo operador es el mismo que se discuti6 en 

A.2. conexión con el operador ~ Utilizando entonces la ecua-

ci6n (3.S0b) junto con las relaciones derivadas anteriormente 

para los operadores de Casimir de los otros grupos relevantes, 

encontramos, luego de un poco de al 

A 

Ao -
1\ 1\ I'~ 

"Yic( (YJe;l. + 3) - {- 1\ (3.56a) 

j\ 

A:J.. - <; "L;(. J\ .t 1\ 1\ ) 

? - + d./\ +::t nJ. (Yld. :l.) 3 (3.56b) 

JI ~ . t\J" ! 1I,;t 

A '-1 = :¡ (~L - 5 /\ + 
1\ 1\ '2 nol ('YIq -.¡) s ) (3.56c) 

1\ 
I (1\ 1\ 

B - IT N ha ) Ylel - (3.Shd) 

A 
" n4 )( N - ~t{ - I ) e -, (N (3.56 

¡.. 
I ( AJ.. i::t "" I\;J... 1\ 1I ? [) - ~ < 1\ - + ~¡\)"I1ct <~, 'YIc.\ + SN - I.f rld - ( ) 

(3.S()f) 
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l' :) l 
I\';l I\l "<. I\::t 1\ .:l.. 
Q - 1\ T eL I L 14 

f1.~ + 
'1 '1 .3 '" :3 

1\ 1\ 1\ 1 + ;(."- Ylc{ -~ í\J ( .:t nct + S) 
3 3 

(3. S6 

De las discusiones anteriores es claro que podemos, 

con la ayuda de las relaciones (3.56), escribir los elementos 

de matriz de el Hamiltoniano mAs general (3.4), en la base de 

los estados / N )) 1\ 5 L M ') caracterizados por la cadena. de 

grupos U(6):lU(S)JO(S):JO(3). 

3.4 El MBl Y el Modelo de Capas del NGcleo. 

El creciente éxito del MBI ha dado lugar a una serie 

de preguntas interesantes, algunas de las cuales conciernen a 

su relación con el modelo colectivo de Bohr y Jvlottelsonll.!l) . 

~Iientras que este último tiende a enfatizar la geometría eú la 

descripci6n de las características nucleares, el MEI en cambio 

resalta el papel de las simetrías dinámicas que pueden resultar 

de una combinación apropiada de interacciones. 

Un par de artículos recientes 3
a.) se avocan a investi 

gar las conexiones entre estos modelos, analizándose en el 

mero de ellos la posibilidad de introducir el concepto de "de-

formación nuclear" en el MIlI (ó más bien en un espacio "híbri-

do" relacionado con éste), mientras que en el segundo se mues 

tra la posibilidad de comparar los flarniltonianos cOTrcspondien-

tes a uno y otro modelo y expresarlos en un espacio de Hilbert 

común. Aunque existen aún serias dificultades para establecer 

una conexi6n clara entre los modelos (en particular el papel del 



53 

bosón s), ésta empiela a vislumbrarse. 

En esta sección h~remos una breve revisión de los es-

fuerzas encaminados en la otra dirección. i.e., en el estable-

cimiento de una conexión entre el MEI y el modelo de capas nu-

cleal'. Para ello seguiremos de cerca el artIculo de Otsuka, 

Arima y Iachello 8). 

procedimiento seguido por los autores mencionados 

consiste en primero truncar el espacio de Hilbert en el modelo 

de capas y pósteriormente realizar un mapeo entre este espacio 

y el espacio de bosones. Aunque el procedimiento requiere ge-

neralmente la consideración de varias órbitas ¡ , se ilustra 

el m~todo mediante el estudio de una sola de estas órbitas. La 

generalización a un número de órbitas no-degeneradas es más com-

pIejo pero no contiene ideas diferentes. 

Consideremos inicialmente los estados fermi6nicos en 

una configuración 'YI..e J- dada, que pueden ser caracterizados 

por el operador de creación 

(3.57) 

donde "rn::: -J .... es la proyecci6n del momento angular 

total de cada partíCUla y 

tópico. 

+ es el spjn iso-

33) 
Podemos definir . el operador de creación bosónico 



.como 

(3.58) 

donde J, M (t ,e) son el momento angular total (isospin) 
+ y su proyección. Ya que los a. anticonmutan, se tiene de las 

propiedades de los coeficientes de Clebsch Gordan~a), que 

:= 
:r+t 

(- ) (3.59) 

+ 
y por tanto el operador b se anula a menos que :r + t sea 

impar. Para nucleones del mismo tipo, -t::: 1. y J puede tomar 

solamente valores pares. Para pares neutrón-protón J es par 

o non dependiendo de que t = 1 ó t:::: O 

Para nuclones idénticos, vemos entonces que los momen-

tos angulares más bajos pueden ser J= O , y que 

podemos cancelar en (3.58) la suma sobre las proyecciones del 

isospin ya que < ~ ! ~ + ! i I t:t 1 >.= i. Scholten et. al. , 

siguiendo de cerca el análisis realizado por Janssen, Jolos y 

Dtinau ;¿S), omiten los índices 11 ,~ y L e introducen los ope-

radores 

(3.60b) 

(3.60c) 
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donde y 
( i' 

a'>'>1 es el operador de aniqui-

lación para fermiones. Los operadores (3.60) representan en 

tonces los correspondiente operadores de creaci6n, anilluila-

- ~ 1 - b 3'1) Clan y mu tlpolares para OSODes . 

El operador de númeTo de fermlones está dauo por 

/1 

N F 

(3.61) 

y la degeneraci6n de la capa es -fL Los tres 

operadores 

(3.62a) 

(3.62b) 

(3.62c) 

satisfacen las mismas relaciones de conmutación que un vector 
1\ 

de momento angular (algebra SU ( ;¡) . El vector S se denomina 

cuasi-spin y utilizarse para la construcción de estados 

con -')1 partículas y "seniori 1J , a partir de los estados 

con 1F partículas y "seniori ty" '1J' , 

donde los estados 

relación 

(.fl- ("YI+-u-) ! 
¿A~=V:)!(~(;:;)-) ! 

±(n-v-) 

S+ . 1 f~ VI L M":, 

(3.63) 

satisfacen a su vez la 
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s (3.64) 

y se denominan estados de "sevüority" máximo. 

Ya que 
"<. 
S If,"Ü,LM) 

de modo que la longitud de 
1\ 

S 

,\ d.. 

\) Y S conmuta con S + , 

( ±t12 - if) ( ~ (11..- if)+. 1) ¡ f: V; LJVI») 

es S = ~ (-'2 lJ). (3.65) 

En este espacio, cualquier interacci6n de dos cuerpos puede 

expresarse corno 

ti [ A+ (S)( A (J\ JO V G;r 
(3.66) .T 

donde 

Gs 
T ---- " (-) ~ ;(:J+ i tJfY\IV\tJM> . 

(3.67) 

Estados Colectivos 

Dado un estado de "seniori ty" máximo I J~ u, L ¡VI, '> 
pueden generarse estados con u +:l part ículas ope~'ando con 

A
-t- (J..) 

101 

(3.68) 

donde N es un factor de normalización. Los estados (3.68) in 

volucran en general componentes con "seniority" V,Ú ::>(. y 1J+;',l) 

+ ) 
ya que (11-v) siempre es par. A (:t es una compone,nte de un 

"" 



tensor de Racah(irreducíblelJel grupo de isospin). Podemos 

s in embargo el iminar las componentes con los valores ,~ y 

v .;t de "seniority1! usando los s es resultados 

( ;- S -) , 11j-l 
() -r 11- u L!VI> , ' 

~ ( ,i)-J) 
! V+..1 

\)- , \J, L N\) 

donde hemos usado las relaciones (3.62c) y (3.65). 

Definiendo ahora el operador 

(3.70) 

es claro que anulará los componentes de bajo "seniority" y no 

afectará a los de "seniority" máximo debiJo a (3.64). f31 ope-

rador 

(3.71) 

genera entonces estados de máximo "scniority" cuando opera so-

bre estados de máximo "seniority", 



ss 

Podemos generar abara la familia de estados 

I Ú ( 1. lJ'" f..r - t r L, l2 J /)1. J/.x) LfV\ > =/Veroc C[." [r:{ D J IY J - +- 1.. Dt /0), 

(3.i2) 

donde« denota el conjunto de momentos angulares intermedios 

Ll. L~. 
(3. )2) 

L Ler-l' El subespacio generado por los estados 
'" 

se denomina subespacio D. Úsando (3.63) se pueden cons-

truir los estados adicionales 

i"ln-tr) 

St i f'( D-3:), «LI"\ '> . 
(3.i3) 

El subespacio generado por los estados (3.i3) se de-

nomina subespacio S D, que como veremos a continuación puede 

ponerse en correspondencia uno a uno con los estados del MBI. 

Mapeo del Subespacio S-D a un Espacio B()~ó!l}co. 

En la sección anterior se analizó el espacio bos6nico 

generado por los operadores de creación y aniquilación '~I-e'ñ1 I 

_~ .ll Y11 ,X ())'1. ,que satisfacen las reglas de conmu 

taci6n (3.3). 

Mediante la acci6n de los operadores Y] ,,., y ti sobre 

el vacio de bosones lo) , se puede construir un espacio bos6-

nico que se denota como espacio s - d La construcción de los 

estados puede hacerse en dos etapas como en el espacio S O. Pri 

mero pueden generarse los estados con (n~~v)bosones d 



., . 
, " :.: 

Estos estados pueden clasificarse usando la cadena 

U(S)~O(SJ~O(3). y fueron discutidos en el capitulo 11. A par 

tir de los estados (3.74) utilizamos los operadores ~ para 

generar estados con N ::: Yls + 1\d bosanes 

(3.75) 

Se puede mostrar ahora que la acci6n del conmutador 

sobre los estados (3.72) da un resultado nulo 

(3.76) 

de modo que los estados (3.7 son simétricos ante el inter 

cambio de: dos D~ como es el caso para los estados (3.74) 

ante el intercambio de dos '}"111 
Esto sugiere que es poiible realizar un mapeo de los 

estados (3.72) sobre los (3.74) y similarmente los estados (3.73) 

sobre los (3.75). Es claro que podemos ar 1 método del 

capitulo 11 para la construcción de los estados (3.72), median

te la identificación 1 <---> I)t 
Una vez que hemos construido estos l'stados, que pOdC-

mos denotar por 

(3.77) 



Construimos los estados (3.73) en el espacio S D como 

±-In-v-) . 

S;- I J 11"( D T ") I~ L M'> • 

(3.78) 

Los estados (3.78) estan en correspondencia uno a uno 

con los estados bosónicos 

I Yls I Yld > 
5 d I\¡t L M (3.79) 

que estan clasificados mediante la cadena U(6)~U(S)~O(S)JO(3). 

Se ha establecido entonces un mapeode los estados fer-

miónicos (3.78) a los estados bosónicos (3.79), donde f'ld:=. V 

y el número total de bosanes N 
mero de pares de fermiones 

-r/ s + Yld 

n 

es igual al nú 

La conservación del 

número total de bosones es por tanto consecuencia de la conser-

vaci6n del número de particulas en el nUcleo. 

Es importante notar que los operadores S no conmutan 

con los operadores D t- (aunque si con los 1.1.. t (;;tI ), de modo 

que la acción de S+ debe realizarse una vez que se han cons-

truido los estados de máximo "seniority". 

Los cstiJJos 1~)1 (OL lJ"= a) a+ > pueden ser obtenidos 

también mediante la acción de el operador V (2.) de un cuer
/V\ 

po, eco (3.60c), sobre el estado I in ,17= o 0+ > Es cla-

ro que este estado corresponderá a un estado de dos cuasiparti 

culas. 
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iÓIl entre el Cálculo Exacto i o S lJ. 

Habiendo truncado el espacio del modelo de capas es 

importante investigar que tan buena aproximaci6n representa con 

respecto a la solución "exacta" del prohlema original en el mo 

delo de capas. Este chequeo se ha realizado numéricamente 8) 

proponiendo el Hamiltoniano de ring" más cuadrupolo 

(3.80) 

en la capa J- .:t3/:l.. , considerando hasta ocho partículas. 

El resultado del análisis se muestra abajo. En la ta-

hla se ha calculado el traslape entre las funciones de onda en 

el subespacio S-D con las de la diagonalizaci6n exacta. 

0+ 
g 

°1 

°2 

99.9% 

96.7% 

7.1'1, 

_____________ D r 

________ ;;Lr 

------t¡> 

21 

2 2 

23 

+ 99.1% 

+ 92.6% 

+ 5.5% 

E t v., Cl.rb.fr<\.r¡ecS) 

-;;L 

-'1 

4+ 
1 

3.8% 

42 
+ 91. H 

43 
+ 5.0'1, 

__ ~_._~_ Qf" 

-------------- ;;L~ 

c, [) 



De la tabla se concluye que a pesar de la enorme re 

ducci6n del espacio (por ejemplo de dimensi6n 165 a dimensi6n 

S para J 2), el traslape es bastante grande, especialmente 

para los estados más bajos. Es claro además que aparecen es

tados "intrusos", como el 41+ que solo tiene un 3.8~ de trasla

pe con el subespacio S-D. Esto puede entenderse notando que es-

te estado tiene como componente básica un estado con "seniority" 

"if ~ • lo que en el esquema de bosones tendría que estar re-

presentado por el "basan g" con L = 4. Estos estados "intrusos", 

no pueden por tanto ser reproducidos en el subespacio S-D. 

Es importante notar que si los estados "intrusos" no 

estan acoplados (o lo están debilmente) a los estados del es-

pacio truncado, pueden ser Ignorados (o tratados con teoría de 

perturbaciones). Por el contrario en caso de acoplarse fuerte-

mente a Astas, la aproximación deja de ser válida. Este aco-

plamiento depende de que la interacci6n nucleón-nucle6n rompa 

o no el "seniori ty". Talmi 35) ha enfatizado el hecho de que 

la interacción entre partículas idénticas no parece romper el 

"seniority", y por tanto se espera que los estados en el sub-

espacio S-D estén separados del resto. La interacci6n entre 

particulas diferentes, por otro laJo, contienc un t6rmino que 

si lo rompe. En la Gltima parte de csta sección discutiremos 

cual es el tratamiento adecuado en este caso. 



En 1 caso de que se tengan protones y neu rones acti 

vos (fuera de capas cerradas), es posible introducir dos tipos 

de bosones, bosones de protones y bosones de neutrones, denota-

dos por y respectivamente. 

Un operador de un cuerpo en este espacio pude descom-

ponerse en la suma de las contribuciones de protones y neutrones 

(E2.) 

),/ (3.81) 

y el correspondiente Hamiltoniano contendrfi por tanto un t6rmi-

no de interacción entre bosones rr y bosones V 

H (3.82) 

En este caso se puede hablar dol subespacio S-D como 

aquel que contiene estados de la forma 

(3.83) 

Las razones por las cuales la restricción al subespa 

cio S-O, (3.83J,puede ser una buena aproximaci6n J cst5n relacjo 

nadas con Las características del lIam11tolllano (equivalentc a 

(3.8 ) en el subespacio S-U) 

ti v I - J) 
+ 

(3.8<1') IT 



Cuando se consideran por separado) Jlrr y ) 1 jJ tienen 

eigenestados nucleares con "buen "seniority", mientras que la 

interacción entre neutrones y protones .:;J1 rr II está dominada 

por el término cuadrupolar 8) 

(3.85) 

que rompe el "seniority". Sin embargo, esta interacción tiene 

elementos de matriz grandes entre los estados del subespacio 

S-D y pequeños para los elementos de matriz que llevan fuera de 

él. 

El operador (3.85) es por tanto responsable de la mez-

cla de estados de "seniority" dentro del subespacio S-D, lo que 

a su vez da lugar a efectos colectivos particulares en nGcleos 

con protones y neutrones fuera de capas cerradas. 

Para establecer la conexión entre el modelo Tr-V (ec. 

3.82) Y el MBI, es conveniente tratar formalmente estos boso-

nes de manera análoga al tratamiento de isospin para los nucleo-

nes. Para ello se introduce un vector de spin cuyas proyeccio-

nes sobre un eje dado distinguen entre ellos. Se llama spin F 

a este vector, y se utiliza la convención de asignar F2 

para bosoncs 1T y F l::: - t /.l.. para bosoucs }) . 

+ '/~ 

Los generadores del grupo SU(2) asociados al spin F 

pueden escribirse explicitamente como 

:: ('1rr·§v) 1- ~rr5v 

f- e '7 11 • ,§1T) + ijv § rr (3.86 ) 

F~ :: ~ ~ (~Tf' ~rr) t ~rr ~rr - C1ll'~Y) -~v gv ~ 



y claramente ~-
! ¿ es siempre un buen número cufintico. 

i lIamiltoniano (3.8) s tal que en cu;dqu r es-

tado permitido del sistema las interacciones entre bosones 

)' V - V son iguales, tI conmuta con los generadores 

(3.86) Y será por tanto un escalar con respecto al spin F. En 

este caso, y más en general en caso de que !l no mezcle estados 

con valores diferentes de P, los eigenestados de H se r 

caracterizados por sus propiedades de simetria en el espacio F. 

La función onda total \f! puede ser escrita entonces como 

una suma de productos de funciones ~ R en el espacio s-d y 

funciones en el espacio del s F. Los dl<\~rQ;""t\s de Young 

que caracterizan la simetria de las funciones del spin -F tienen 

un número máximo de dos renglones, y ya que las funciones de 

onda totales p = (que portan las representacío-

nes de U(6)xSU( ) deben ser totalmente simétricas, esto impli 

ca que ~R y k tienen el mismo tipo de simetría. Las ro-

presentaciones de U(6) tienen entonces un nGmero máximo de dos 

renglones, con longitudes 1'1, y rl,.i. determinadas por el 

número total de bosones N y el valor del spin f 

F (3.87a) 

i. e. , 

fl, ::: ~ N + F __ 1_ J I r~ 

Y1 '\. - .z I \l - r (3.87b) 

Los estados con funciones totalmente sim6tricas en el 

s-d corresponden a los diagramas con '11, N y Ji,), -'- el 

y por tanto tienen F - N/2. 



Sc cspera que estos estados tengan la energia mfis a, 

pero existen en general otros estados en que Las funciones 

tienen simetrfa mixta, que deben ser caracterizados por un va-

lar de F menor. Debe enfatizarse que H no necesita ser un es 

calar con respecto al spin F, puede contener por ejemplo fun 
r\ f\ 

ciones de {\j y F 2' En este caso la interacción rompe la 

degeneración para las funciones de onda con diferente valor de 

F r:' pero no mezcla las diferentes representaciones. Estos tér 

minos pueden tomar en cuenta la diferencia entre las interaccio-

nes entre neutrones y protones que estin en diferentes capas. 

Se puede decir entonces que el MBI es un esquema apro-

piado para la descripción de estados colectivos a bajas ene 

si el Hamiltoniano del sistema combinado (de protones y neutro-

nes de valencia) no mezcla estados con diferentes valores del 

spin F. 

E 1 ~ 1 ~. . f . 3" ) 1 d 1 • calcu O numerlCO verl lca que os esta os tata 

mente simétricos son en verdad los más bajos en energia, pero 

un análisis cuidadosd·J~ muestra que el sistema combinado puede 

ser aproximado razonablemente por funciones con buen spin F 

solo en el caso en que protones y neutrones ocupen ambos la pri-

mera o la segunda mitad de sus respectivas capas. 

En este trabajo no analizaremos mis las conexiones del 

MBI con el modelo de capas, sino que nos restringiremos en ade-

lante a estudiar las aplicaciones del modelo a las distintas 

regiones nucleares. 

En el siguiente capitulo analizaremos detalladamente 

la estructura del Hamiltoniano s d en los diferentes limites 



(3.5), los espectros caracteristicos y reglas de transici6n 

entre las distintas bandas. Sefialaremos así mismo la existen-

cia de re nucleares donde estos limites se manifiestan 

en forma muy aproximada. 



4.1 - En los capitulas anteriores hemos discutido 

te el modelo de bosones con interacci6n desde el punto de vista 

de la teoría de grupos y se ha mostrado que el Hamiltoniano más 

general dentro del modelo puede ser expresado en términos de 

los operadores de Casimir asociados a las cadenas de grupos (3.5). 

En principio, las relaciones (3.56), que muestran la 

relación entre las posibles interacciones dentro del modelo con 

los operadores mencionados, pueden considerarse como la soluci6n 

formal del problema mediante la aplicaci6n de una técnica materna 

tica apropiada, ya que conocemos la acci6n de cada uno de ~stos 

sobre la base (3.Sa). 

En principio no existe ninguna raz6n para que los nú-

cleos deban exhibir alguna de las simetrías dinámicas exactas des 

critas por las cadenas (3.5), y si este fuera el caso la soluci6n 

general descrita en el capítulo anterior no tendría un significa-

do mas allá que el de representar una técnica poderosa para reso! 

ver el problema. Resulta sin embargo que los tres tipos de sime-

. l}~~Q) 
tría se observan experlmentalmente en forma aproximada, por 

lo que cada una de las cadenas (3.5) parece corresponder a una di 

hámica nuclear definida. Cada una de las simetrías exactas 

tas en el capítulo anterior tiene entonces relevancia física y es 

necesario estudiar detenidamente los espectros y probabilidades 

de transición que las caréwterizan. I;isto a su VGZ estu-

díar las regiones nucleares intermedias e interpretarlas como re 



gior~es de transici6n entre éstos limites exactos 1 como veremos 

en el siguiente capitulo. 

Ya que U(6) es la estructura de grupo del Hamiltonia 

no (3.4), esto implica que el espacio de Hilbert asociado a és-

te es considerado como el espacio de representaci6n para todas 

las func.lones de onda de carácter colectivo a as energías, 

de modo que debe ser posible describir dentro de este espncio 

la gran variedad de espectros observados. Puede suceder que pa-· 

ra un cierto valor del número total de bosones N los coefJcie~ 

tes en el Hamilt.oniano nuclear sean tales que una simetrfa di-

námica hace su aparici6n. El concepto de simetría dinámica ha 

sido de gran utilidad en diversos campos de la física. Es bien 

conocido el papel del grupo O(4) en la dinámica del átomo de 

hidr6geno y su re1a.ci6n con las degeneraciones presentlas en su 

'1 \ ) espectro Del mismo modo el grupo dinámico SU(3) juega un 

papel fundamental en el campo de las partículas elementales 
'(.l) 

En lenguaje de teoría de grupos, una simetrla dinámica surge en 

el caso de que las interacciones seéln tales que el Hami.ltoniano 

del sistema puede ser escrito en términos de los invariantes de 

un grupo G, de modo que las representaciones de G pueden dejar 

de ser degeneraoas pero no son mezcladas por el Ham.iltoniano 

'13) 

Como :se indic6 anteriormente,existen en la estructura 

del Hamiltoniano (3.4) tres simetrías dinámicas, que pueden ser 

caracterizadas por el subgrupo G de U(6) que las define: 
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a ) G= U ( 5 ) b) G=.: S U ( 3 ) Y e ) G= O ( 6) • 

Procedemos élhora a discutir cada una de estas simetrías, 

pero antes mostraremos en forma el Hamiltoniano s-d y los c~ 

rrespcndientes operadores de transici6n se reduc€n al Humiltonia 

no y operadores de transici6n derivados por Janssen et.al. a paE. 

tir de consideracione.s mict'osc6picas que involucran pares de fer 

miones 

El Hami 1 tonía.no (3.4) descr i.be estados cuadrupo1ares 

colectivos, de modo que el operador de transici6n de mayor rel~ 

vancia asociado con ellos será el operador cuadrupolar eléctrico, 

definido en términos de los elementos de matriz reducidos 
"-< c1 1\ Q 11 ct) y 

A 

< c~ 1I e 1\ s ') por la relaci6n 
38) 

(4.1) 

que es el operador más general de los generadores de U(6) (tensor 

de Racah de orden 2), de modo que el operador (4.1) está caree 

terizado por los dos números 

/v 

'f~ el 1\ 
1--" Il :':' > id. (4.2) 

ce/ J 11 

., 

t~ Q 1\ d ~). 

Si consideramos ahora los estados base I (S"'J n)d N )/ /\ S L ¡V\ '> ) 
notamos que podemos tomar en forma la acci6n de los 

A /1 {, 

operadores asociados con el bosón S J := N - {Jq, '1 I 

ees. (3.22), (3.34), de modo que (3.4 escribirse alterná 

tivamente en la forma 



1\ j\ 

+ (I\I-nd 

+ 

donde 

'v 

I -,.\ Y 

L '1' 

/\ ') L N\ '> 

o 
L s' ~ ']:<.] \!\J + I >' /\, N, 

- (4.3a) 

I l\l -:~ y 1\ L 
1 

l. - JS <...dS~\VI;L.ld..,;~> 
:l.. 

(4.36) 

L( 
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Nótese que la conservación del namero total de boso-

nes está garantizada por lá estructura de la ecuación (4.3). 

En forma similar, (4.1) se transforma en la expre 

sión 

(4.4) 

-t (1~_~d+I)h. ~l<-ll\ltIJJ//\"L/I4>1 t 'i~ ril)(~,]~ IN J)1\S L/VI'). 

Estas expresiones son idénticas a las derivadas en la 

referencia (~8). 

4.2 El límite Vibracional G=- U (S) 

Si consideramos el caso en que la diferencia de ener-

gía E entre los bosones s y d es mucho mayor que los términos 

'" de interacción el.., \JI.. t..tL es claro que el Hamiltoniano se-
I 

rá invariante ante transformaciones separadas entre las cinco 

componentes del estado L = 2. Los estados serán caracterizados 

por tanto, por el número de bosones ocupando el nivel L = 2. 114 I 

y una simetría (aproximada) emerge de la descomposición 

El límite vibracional, en el sentido convencional de 

la palabra es descrito en la representación bosanica por el Ha

miltoniano de Bohr, ces. (2.19), y por el operador de transición 

(4.5) 

donde el- número de bosones 'Y\d puede tomar cualquier valor O, 1, 

2. • .. Estos operadores son casos particulares de (4.3) y 

(4~4) si nos olvidamos de los factores introducidos por los bo-



sones s (factores de corte) . 

En el caso del • un valor grande de E justifica des 

prec,l ar los términos en el Hami 1 toniano que involucrcin una inter·-

acción entre bosones s y d, i.e., ~~,ic y L t en la expresión (4.3a) 

Por otro lado el término U.O ¡;; (n,-I) represen ta una interacción en 

tre bosones s que no jugar papel en la determinación 

de los espectros, como puede verse del argwnento: rees 

cribimos el operador como 40 (N - }lJ ) (N }lc] 1) 

/1:<' 1\ A 1\ .\ :l. 

- l{ o (N - IV ) + Clo (t - ;). N ) h d + lto Y1 d 

y consideremos el lado derecho de esta expresión. El tér 

mino es constante para cada núcleo de modo que s610 contribuye 

para Ja energía de amarre del núcleo. El segundo término puede 
1\ 

incorporarse directamente en el término E ~q (renormali~ación 

de la' ~ ) y es poco importante para valores pequeños de N. Por 

último, es fácil demostrar a partir de las relaciones (3.56a -
1\ ::l.. 

3.56c) que la interacción Yld es una combinación lineal de los 
1\ 1\ 

AL y l1d de modo que no es independiente, por lo que el Hamil 

toniano apropiado para este límite puede escribirse corno 

H 
1\ 

E: Yld + 
(4.7) 

A 

con l; L , L O, 2, 4 definidos por la ecuaci6n (3.55a), que es 

idéntico al Hamiltoniano poara bosones J, ecs. (2.40). 

En este límite se utiliza el operador de transición 

(4.8) 



que puede ser generalizado corno veremos más adelante. 

Querernos enfatizar 
" ~ 

que el término - R N )jJ de (4.6) 

juega un importante papel en la transición a núcleos rotacionales 

y de simetría O(6} ya que, como veremos en el siguiente capítulo, 

a medida que el valor de N se incrementa E disminuye y las inte~ 
··V 

acciones ('{d..¡ De y 1..'" en (4. 3a) son cada vez más importantes, dando 

lugar al rompimiento de la simetría l!(S)x.U (L) • Vemos por 

tanto que dentro del modelo los límites vibracionales se prese~ 

tan para valores pequeños de N, lo que coincide con lo observa-

do experimentalmente. 

El problema de eigenvalores asociado con el Hamiltonia 

no (4.7) fue discutido en el Capítulo 11, donde encontramos éstos 

en forma cerrada, ecs. (2.44) 

E(lld,I\,L) crld + o<.rld(Yld 1) +(3(rIJ-/\)()J<l+/\t:» 
:l.. 

donde 
I 

I'-{ 

+ o( L(UI) -(,nt:l)) 

1'2. -= -'-- (e e - e><. i- I.).;r) • 
.1 JO 

(2.44 ) 

La expresi6n (2.44), genera espectros con regularida-

des apreciables. Ilustramos éstos con un ejemplo tomado de Ari-

ma y Iachello 

Es claro que la ecs. (2.44) describe el espectro de 

un vibrador anannónico debido a que la interacci6n bosón-bosón 

rompe la' degeneración de los tripletes. Se pueden distingtÁH' ade 

más diversas "bandas", si estos se definen como un conjunto de 

niveles conectados por valores grandes de la transici6n E2, 
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es el caso como se verá más adelante). l\r:i.ma y l<1c110110 iia 

man a las bandas más 

y las definen como sigue, en la notación i l' 

banda Y 

banda X ¡; J i; J L, L:: <~)j - .<.. 1"\ > ) 

banda Z )/ \} 1 J L:: ~ J' - i, IV\ > J ! r I 

(4.9) 

V t 1 L:: ·;U 4, /'1\ > ' - , 
banda X' 

banda Z' I V ~; 1, L::J.~ - S 
J M'> I J 

1 v, V-.J.., L L::;;;(V-L{¡ fv\ '> J 
J 

banda {?) 

I )J! 't i, L :: j/ M'>, /' J 
banda 6 

Algunas de las bandas se muestran en la Fig.l . 

El cálculo de las probabilidades de transición E2, 

ees. (4.8), de los métodos desarrollados en el 

ce A, para lo cual es necesario expresar (4.8) en t~rminos de 

los operadores H¡. lT,." definidos por las relaciones (2.17), 

(3.28), 

(4.10) 



El cálculo de elementos de matriz del operador TL" se 

puede .realizar en forma directa, utilizando un truco debido a 

Hess Para ello notamos que si 

Ha - I ( 
:'-. 

(4.lla) 

entonces de (3.26) 

(4.llb) 

Conviene en este punto introducir los estados ortonor 

males I )) /\ t L /V\ ') definidos por la relación 

dU\,L) 

IlJ/\tLM) 
'\ J_I/2. ¡Q 
L [E:. t (/\) L). U s ti}) 1\ S L M) ) (4.12) 

::,.::.¡ 

donde la matriz ortogonal 11 6::, t ll\, L.) JI· es la matriz que día 

gonaliza los productos escalares 

M '':>5' ::: <).) 1\ S L M I )J 1\ Si L /VI ') ) 
(4.13) 

:i.. e. ] 

11 E. t (/\, L) IJ (4.14) 

De las relaciones (2.37) vernos que la dimensi6n máxi 

ma de 1I M 5')' JI está dada por la fórmula 

D ( M s" I (/\, L») - L L (4.15) 

donde L J indica la parte entera de la expresi6n, de modo 

que la ortonormalizaci6n es trivial para los valores de L en 

que estarnos interesados. 
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Utilizando los ortollormales (4.12) Y 

las relaciones (4.11), obténemos 

< )/ I /\' t I L' {'vI' 1 IT"", \ 1) /\ -t L Iv\ ;. 

'l)I )/11 fl 1 
l j) )) ~)J 1\ t L MI I o< '" l/ /\ 1: L (1,,\ > I 

(4.16a) 

y 

)J I .1\' t' L' Mil [ 1T x J:' \ )} 1\ t L M '> 

(V'-l/)/::t 

( ) < V I /~ ti L' M' 1 [ o( x o( ]:, I V /\ t L Iv¡ > ) (4.16b) 

donde la ú1 tima expresión se obtiene escribiendo [TI)( TT J : 
en forma explícita y utilizando (4.11b) dos veces. Vemos por 

tanto que los elementos de matriz del operador de transición 

(4.10) pueden calcularse en forma general, utilizando los re-

sultados del apéndice A. 

En esta sección estamos interesados en obtener valores 

analíticos de elementos de matriz del operador cuadrupolar eléc-

trico entre y dentro de las distintas bandas, definidas por las 

relaciones (4.9). Para ello aprovechamos la simpliCidad de las 

funciones de onda que las describen. Para ilustrar el método 

tomamos el caso de las bandas y y .X ' el cálculo para las otras 

bandas es muy similar. 

En el lenguage del ap~ndice A, la banda 2' puede de-

notarse por 



I 'V L 1 ·H .z 1/ > (4.17) 

donde A)' debe det.erminarse de modo que (4.17) esté normalizado. 

Para calcular transiciones en esta banda es necesario evaluar el 

elemento de matriz 

(4.18 ) 

que puede obtenerse a partir de la integral de normalizaci6n 

(4.19 ) 

Para calcular (4.19) hacemos la substitución (ver 

apéndice A) 

CA.! 3.d 

(A.Jlj) 

con lo que se convierte en una integral trivial, encontrándose 

(4.20) 

La relación (4.18) puede expresarse ahora como 



(4.21) 

\. ¡"'1 , " 

de modo que la correspondiente 

ducidai'l) 

lidad de transición re-

B ( El-:' L ~ -) L f J ::: 1< L? II (4.22) 

resulta ser en este caso 

(4.23) 

:l.'l) 
donde se ha usado el teorema de Wigner-Eckart en la evaluación 

del elemento de matriz reducido asociado a (4.18). 

Para el cálculo de la transición de la banda X a la 

banda y , además de (4.17), las funciones de onda a-

sociadas a la banda X 

I V J) i ~V-J.. ;;;Z)J -;¡ > -
(~L 24a) 

donde By se determina de manera análoga a A)J, median te la nor-

malización de las funciones de onda (4.24a). Encontramos 

l/j.¡-i 

((V-;:¡J; ('-1;'/ 1)) I/.<.. 
( .24b) 

de modo que el elemento de matriz buscado puede escribirse como 

( X yl "" ,.; .' ~ ti,,.. 

v 
o (4.25) 
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Para evaluar (4.25), se 

- .¡ 
.:= J .. ',\ ~ ,->(:<. ,>( o - J : ~ ,>( I 

usar la expresi6n 

junto con las relaciones (A.13 - A./i./ ) de las o(-n¡ en términos 

de las nuevas variables. Substituyendo en (4.25) y haciendo uso 

de (4.20) Y (4.24b), se encuentra 

( ) -(J..V/('J)),t3))'/:J.. X y y,ti,)i / ! , 
(4 .• 26 ) 

de modo que la correspondiente probabilidad de transición re-

ducida está dada por 

.:z. 
.;1.. V --->.;tlJ) - a ( <t:J..) ( ~ V+-/)/ ( 4 ¡) 1) 

(4.27 ) 

donde de nuevo se usó el teorema de Wigner-Eckart y el valor 

E~xplícito del coeficiente de Clebsch-Gordan. 

<~v;,t ~V O 1~)l.:l.)J >-

En la Fig. 2 escribirnos los elementos de matriz re

ducidos asociados a las transiciones entre las bandas y I X y 

l a través de la relación (4.22). 

Las bandas definidas por las relaciones (4.9) apare-

cen entonces conectadas por transiciones con valores grandes 

de B (E2). Para cada banda, con excepci6n de la banda y , una 

fracci6n cada vez mayor del decaimiento va a la banda y ,mien-
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tras que el spin decrece. 

Los elementos de matriz asociados con las otras bandas 

pueden también ser calculadOs en forma analítica. 

LAS REGIONES VIBRACIONALES 

Consideremos ahora las regiones en donde el límite des-

crito por la cadena V (¡,):) 0(5):) 0(5):) C (3) parece ser adecuado .. 

Estas aparecen señaladas en la Fig. 3. Una condición necesaria 

mas no suficiente es que las transiciones con ~ Y =2 sean pe-

queñas y que un patrón vibraciona#tle dos fonones esté presente 

con un triplete 
+ + + 

O I 2 , 4,con energías cercanas al doble de la 

energía del primer 2+. Las regiones señaladas en la figura 3 se 

caracterizan por tener tanto neutrones corno protones fuera de 

capas cerradas.Las condiciones más favorables parecen surgir 

cuando N (ó Z) es 4-6 partículas después de una capa y Z (6 N) 

es de 8-10 partículas después de la capa cerrada. 

En las figuras 4 y 5 se muestra la comparación entre 
SS) 10ct 110 

niveles experimentales y teóricos para los núcleos R\.4 ' Cd 
18l!R 

Y t , donde se ilustran algunas dificultades como es la apa-

rici6n de niveles provenientes de otras excitaciones. (modos oc-

tupolares, estados de dos cuasipartículas,etc.) Más tarde se ve-

rá que en el caso del Pt su descripción es más adecuada en tér-

minos de la simetría 0(6). 

Por último en la tabla 1 se muestra una colección de 

"branching ratios",B(E2), para los isótopos del Xen6n. ~unque 

el patrón general se aproxima a las predicciones del límite vib-

racional, es necesario considerar el rompimiento de la simetría 
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exacta para explicar las transiciones • ') ""2, 

q~e crecen a medida que nos alejamos de capas cerradas, 

análisis en esta dirección 'se t utilizando el Hamilto-

niano más general del modelo,8c. (3.4) y el mas ge-

neral de transiciones cuadrupolares. 

Como último punto en esta sección señalamos que pro-

piedades tales como transiciones multipolares, transferencia 

de pares de nucleones, etc., pueden ser analizadas de manera 

directa. 

4.3 EL LIMITE ROTACIONAL G '" SU (3) 

Como se mencion6 anteriormente, esta simetría diná-

mica puede hacer su aparición cuando los valores de E son pe-

queños, de modo que las interacciones entre los bosones s y d 

adquieren mayor importancia. En la secci6n anterior se vi6 que 

esto es factible cuando el número total de bosones N es sufi

" 1\ cientemente grande como para que el término -k I\1l1d , que apa-

rece en la expresi6n alternativa del Hamiltoniano s-d en tér-

minos de los operadores en las tres cadenas de grupos(ver ecs. 

3.56), prácticamente anule el valor efectivo de E Como vere-

mas en el siguiente capítulo, de hecho la transici6n de núcleos 

vibracionales a rotacionales se manifiesta precisamente cuando 

el número total de bosones aumenta, como en el caso de los is6-

topos del Samario j~) 

Las condiciones microscópicas las cuales esta si-

metría aproximada se manifiesta son objeto de diversas investi-



recientes. L.J5) 

En esta secci6n aprovechamos los extensos análisis rea-

, I"/I~) 
lizados en conexión con la capa S-D del núcleo para describir 

brevemente el de espectros y probabilidades de transición 

predichos dentro de este límite, así como su comparación con el 

experimento. 

Del análisis realizado en el capitulo 111 es claro que 

una combinación definida de interacciones de dos cuerpos ( cuyo 

valor explicito puede obtenerse al invertir las relaciones (3.56)) 

conduce al Hamiltoniano 

1\ A ,;z 

Q: 
(4.28} 

'; Q" 
donde Q está dado por las expresiones (3.49) Y (3.50). 

El operador de Casimir de segundo orden del grupo SU(3) 

está dado por la relación (3.20) 

1\ AQ" 

L (3.20) e 

cuyos eigenvalores tienen la forma I~) 

C(/,tl.)= 
{ (' d..t ) 
\,., 1\ +)"-' + \M- + '') l ,e ¡. ,u ) I 

(4.29) 

donde «(, L,) caracterizan la representación de SU(3) a la ma

nera de Elliot. 10) 

Los eigenestados asociados al Hamiltoniano (4.28) pue-

den por tanto clasificarse de acuerdo a la reducci6n 



CC~) J UCt) 
N L ¡V\ 

con los números cuánticos indicados. Es necesario incluir un 

índice extra, que denotamos por x:. , que distingue distintas 

representaciones irreducibles L de 0(3) contenidas en la Rl 

( Á , fA) de SU (3). La manera de escoger esta X. no es única, 

sino que depende de la manera en que se construyen los esta-

dos 

(4.30) 

En la literatura existen diversos métodos de construir 

los estados (4.30)1 entre los que destacan el de Bargmann-Ho-

. '1&;0 ) . :10 ) _ 't8) 
sh1nsky ,Ell10t .y Vergaaos. 

En la base de El1iot se utiliza el índice K ( en lu-

gar de la x.. ) I que está relacionado con la proyecci6n de L a 

lo largo de los ejes principales fijos en el cuerpo. La base de 

Vergados está relacionada a la de Elliot de manera cercana" ya 

que consiste en introducir combinaciones lineales de los esta-

dos de Elliot en las distintas K's,tales que los estados resul

tantes satisfagan la condici6n de ortonormalidad. ~8) 

De las relaciones (3.20) y (4.29) es claro que el Hamil-

toniano (4.28) es diagonal en esta base, con eigenvalores 

K.' ( 

(4.31a) 



1. 
donde ~",<, K' y , !,' ) \ ~ ,- (\ e) 1'- _ ~-, ,_, - ct -- -1- e, t \ ~, t "-', (4. 31b) 

Enumeramos a continuación los resultados concernien-

tes a la descomposición U(6):-.J SU(3)::J O(3), restringi6ndonos 

1 ' 1 d' , d 11' d 1°,48) en o suceSlVO a as lSCUSlones e E lot y Verga os. Para 

una revisión muy completa de la relación entre las diferentes ba-

ses para la descomposición SU(3) ~ 0(3), remitimos al lector a 

'1'1) 
un artículo reciente por Moshinsky,Patera,Sharp y Ninternitz. 

Primero estamos interesados en la descomposici6n de 

la representaci6n [N) de U(6) en reprüsentaciones (Á ',\"\) de 

8U(3). JO)Esta viene dada por 

@ (~N-(") o)CB (~N-JO, J.)(±)., 

r," 
\:ti .. 

tJ ¡XI.. T 

IV }Jon 

(4.32 ) 

mientras que la correspondiente reducci6n de SU(3) en repre

sentaciones de 0(3) queda definida por las relaciones le) 

L = I\} K t- i I K -r :~, } (4.33) 

donde 

( 4: • 34 ) 



con la excepción del caso K=O, para el cual 

1 ¿ e (4.35) 

Si K I , K J. , , • '. k TI son nÚIneJ:os cuánticos de 

Elliot ocurriendo en una representaci6n (Á, ¡t) dada, tales 

que K, ¿ K:l..( K" , . ¿ K"., la base de Vergados será etique-

tada por los números cuánticos )(" X.;t , , .' " X n 

definidos por las relaciones 

I (f,,,u) Y- ~ L.. M') 

. .... 

:: ~ X':j. I (-'f~) K}LM \, 
;l.= , 

donde los estados I (.c,?) K LM) o están relacionados con los es

t:ados de Elliot I (.(.jl) KLN\> a través de la convenci6n de fa-

se 

y donde los coeficientes X ~ j. se obtienen de exigir 

(4.36 ) 

(4 •. 37 ) 



La secuencia de números ti , )éL " ., 11 I será enton-

ces la misma que k. K~ k~ , pero por definici6n los 

valores de L contenidos en cada X: difieren de los que se a-

sacian con K: . Cuando L ocurre solamente una vez en una re-

presentaciÓn dada, entonces pertenece a la 'X- más pequeña; 

si ocurre dos veces pertenece a las dos X'~ más pequeñas, etc., 

con la excepciÓn del caso en que X =0 ,donde L está restrin-

r 
gido a valores con la misma paridad que A 

La estructura de los espectros en la base de Vergados 

. 3<1 ) 
se ilustra en la figura 6, para el caso de N=8. Notamos la 

degeneraciÓn presente en las primeras dos bandas laterales, que 

en el modelo geométrico se identifican con bandas de vibraciÓn 

p y O . Por otro lado,en este lfmite las vibraciones f y 7f' 

no son armÓnicas, como en el caso geométrico,i.e., la banda '\~~/I 

(en nuestro caso ( (~N-8 , ~ ), K=O) , no empieza a una ener-

g1a igual al doble de la energía de la banda p ( 
K=O). Esto solo sucede en el límite donde N ~ 00 

:l.N - 'i ,.l,), 

La diferen-

cia fundamental sin embargo, reside en el número finito de es-

tados predicho en el modelo, a diferencia del número infinito 

en el modelo geométrico. 

Indicaremos ahora brevemente la forma en que se cal-

culan los elementos de matriz del operador de transiciones cua-

drupa lares , eco (4.1), en ciertos casos particulares. 

El operador (4.1) puede reescribirse en la forma 

+ o( 
(4.38) 
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donde Q.", está dado por la ec. (3.12) 

(3.12) 

",,1 

mientras que el operador b¿m está dado por 

A I 

Q~ (4.39) 

de modo que 

(4.40a) 
J 

(4.40b) 

'" Si ahora consideramos el caso '1 t::t, i.e. 

o( =0, 
. (;l.) Q" (2.\ T t::I.) 
T..... = r::t m, de modo que I '"" es proporcional a un ge-

nerador de SU (3) I se puede realizar un cálculo anaLí ticJ"''1S) de 

los elementos de matriz en la base de Vergados. 

Aqul no estamos interesados en mostrar la forma explí-

cita de estos resultados, ya que resulta bastante complicada, 
A, 

más aún en el caso de incluir el operador Q.", (ec. (4.39» ,que de-

be tratarse por teoría de perturbaciones. 39) En lugar de ello 

indicaremos el método de evaluaci6n de los elementos de matriz 

de (4.1) en la base fundamental U(6)~ U(5)~O(5)~O(3), ya que 

a partir de ellos pueden construirse de inmediato los E. de M. 

correspondientes a cualquiera de los límites dinámicos del Ha-

miltoniano (3.4). Esto resulta evidente cuando recordamos que 



B'I 

son conocidos los paréntesis de transformación entre las di-

ferentes cadenas. 

Para este objetivo basta el operador 

(4.1) a los estados I/~vl\')LíV\'> y escribir tamente el 

resul tado de la acción de los operadores ,] y ~ sobre ellos, 

ecs. (3.34). Si repetimos el análisis realizado en la 

secc'ión anterior, reescribiendo '/m y _~Y>l en términos de las va-

-J Tr '1'1 ) riables '~...., y ,.,., y utilizamos el método de Hess para la e-

valuación de los elementos de matriz de , se encuentra di-

réctamente la relación 

T lE:;,J ) < I'J )) 1 / \' t' L M' I b, N )J /\ t L N\ ) 

)

f/Á J 
+ ("'-~+¡) (y-y'i"') <I'J).I'I\'t'L'M'1 o(~\N.vI\tLM>3 

I (V"-l">/l 

+ t:.t ( 1 + (-) ) 
(4.41) 

N VI /\
1 t' L' M' I [O( x:.:x ] ~ 1 N ¡) I\t L M> • 

Como se puede ver en el apéndice A, los E. de M. que 

aparecen en (4.41) ya han sido programados. 

Para concluir esta sección indicaremos las s 

de la tabla nuclear en que se manifiest¿m las simetrías asocia-

das con el límite rotacional del modelo. 

Las Regiones Rotacionales 

En la figura 7 se muestran las posibles regiones ro-
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tacionales en la tabla nuclear. Una condici6n necesaria es que 

las energías en la banda del estado base se comporten como L(L+l) 

I pero para una simetría SU (3) exacta las bandas "(3" y "T" de-

ben adem&s ser . Esta 6ltima condici6n es dificil de 

verificar ya que estas bandas se encuentran por lo general en 

una región de energía que corresponde a estados de dos 

t1culas, por lo que no es fácil distinguir estos estados de los 

de naturaleza colectiva, 

Exi.sten sin algunos núcleos en que parecen cum-

muy cercanamente estas condiciones,como puede verse en las 

figuras 8,9 Y 10. 
.H) 

Una prueba más est:ricta de esta simetría es la c.e sa .... 

tisfacer las reglas asociadas con los valores B(E2) en este lí-

mite. Esto no ha sido realizado hasta el momento en forma sis-

temática, pero su implementación se planea para el futuro uti

lizando las t~cnicas discutidas arriba. 

4.4 EL LIMITE DE "PAIRING h G=O(6) 

Las simetrías discutidas hasta ahora han contado con 

una imaqen geométrica asociada a ellas,i.e., U(5) con los nú

ClEOS vibracionales anarmónicos y SU(3) con les núclecs rota

cionales axiqlmente simétricos y con bandas "f3" y 11 O- ti dege

neradas. 

Hemos visto también que a medida que el número total 

dE.. bosones se incrementa la E. decrece haciendo que, por un la

do, la importancia relativa de las interacciones entre bosones 



s y d aumente, mientras que por otro lado una interacción co-

mo la. adquiere una importancia mayor. 

Como se discuti6 en la secci6n anterior, los núcleos 

rotacionales hacen su en regiones de la tabla nuclear 

en que ya sea el número de protones o de neutrones se encuentra 

cerca de la mitad de la distancia entre capas cerradas, lo que 

indica que la E efectiva debe tender a cero en esa región. 

¿Que es lo que sucede en en que los neutrones o los 

protones ocupan la segunda mitad de la capa? En el modelo de ca-

pas estas re<:¡iones son tomadas en cuenta a través del formalis

$0,3 ~ ) 
mo de particulas y agujeros ,donde el número de "huecos" en 

la capa juega un papel equivalente al de las fuera 

de capas En el caso normal. 

En el MBI se de manera , el núrrero to-

tal de bosones se identifica entonces con el número de pares de 

as o agujeros a de la capa cerrada mas pr6xima. 

Como veremos en esta sección el límite 0(6) parece 0-

currir e.n forma en los casos en que los protones y 

neutrones ocupan distintos lados a partir de la mitad de sus res

n,t¡o) 
pectivds capas. 

Como se discutió en el capítulo anterior, este caso co-

rresponde a configuraciones en que no se conserva el spin F, de 

modo que es necesario considerarlo como una simetría aproximada 

y estudiar hasta que punto tiene validez, 

Procedemos ahora a discutir los espectros caracterís-

tieos, así como algunas de las asociadas con este 11-

mite. 



q.1. 

En el capitulo 111 se introdujo el operador de Casi-

mir de segundo orden del grupo 0(6), eco (3.15) 

(3.15) 

El último opera.dor en (3.15) es proporcional al llamado "ope-

radar de pairing" (apareamiento) del grupo 0(6) 

(4.42) 

que cuenta el nOmero total de bosones acoplados por pares a 

L=O. 

Es conveniente utilizar (4.42) en lugar de (3.15) 

en la definici6n del límite G-:: 0(6). Así, el I1amiltoniano aso-

ciado a él está dado por la expresi6n 

(4.43) 

1\1\ :l.. Y I\L'-<' 
donde están dados por las relaciones (3.14) y (2.42b) 

respectivamente. 

Claramente, utilizando las ecuaciones (2.24), (3.29b) 

y (4.42), el problema de eigenvalores se resuelve diréctamente, 

encontrándose 

Ho(~) I N f /\ t L t'v\ ') - t -!¡ h 1. (1\1 -f) ( /\J + f r '-( ) 

J 
t- h..,- 1\ (1\ t 3) + k., L ( l t ¡ ) J IN f 1\ t l ¡\'\ '> (4.44) 



donde las [ Ni 1\ t L M> denotan a los estados discutidos en el 

capítulo anterior con la e~cepción de que se considera que ya 

han sido ortonormalizados, de modo que hemos escrito el índice 

t en lugar de s. 

De la discusión de estos estados y en particular de 

las ecuaciones (3.45) - (:3.47), vemos que el índice f puede to

mar los valores 

(4.45a) 

mientras que A satisface 

A .f I f- 1 ) J-';¡, o •• O 
(4.45b) 

Los estados asociados al Hamiltoniano (4.43) están 

por tanto clasificados de acuerdo a la reducci6n 

U(6) .:> 0(6)::;¡ 0(5)::::;¡ 0(3):::) 0(2) 
N .p 1\ (t) L NI. 

con los números cuánticos indicados. El rango de variaci6n de 

los demás índices ya fué discutido en conexi6n con la cadena 

U(5) ~ 0(5)",:) 0(3).:) 0(2). 

El espectro de (4.44) se ilustra en la figura 11,pa-

ra valores positivos de Rl. b~ y ~3 .Consiste en secuencias re

petidas de los estados 01"; 2+; 4+; 2+; ••••• correspondientes a. 

los diversos valores de f =N, N--2,N-4" •••• , Dentro de ca.da 

banda se. observan distintos niveles, correspondientes a los va-

lores de /\ ,t Y L. El efecto de Ri positivo es el de colocar a 

la representac:"_6nf = ¡ñ1<\.X ';"N con energía mínima, mientras que Pa 



positivo implica el orden 
.. t-

e, I '~l, '1,t- ..... , en cada banda. Por úl-

~timo, el valor positivo de R:; implica en este ejemplo que el es-
+ 4: tado ;;{a. queda por debajo del . Hacemos notar que si R=¡ es 

cero, los espaciamientos de energía entre est.ados con el mismo 

valor de F siguen el patrón 1\ (1\ + :os) , que eS idéntico al del 

~l,n) Ú 
modelo de Wilets y Jean para n cleos con inestabilidad a ,de 

modo que este modelo representa el análogo geométrico mas cerca-

no a este límite, 

El calculo de elementos de matriz del operador cua-

drupolar eléctrico, ec.(4.1), se simplifica mediante el uso de 

los paréntesis de transformación entre las cadenas U(6):> 0(6) y 

U(6)~ U(5} que se discuten en el apéndiceg. Si en particular nos 

restringimos al operador 

(4.44) 

53 ) 
que es un generador del grupo 0(6) , es posible enccntrar va-

lores analíticos para la transición entre bandas"c) f utilizando 

los resultados de la secci6n 4.2 . El caso general puede anali-

zarse a su vez numéricamente mediante la diagonalización de (4.43) 

en la base I NVl\tLtv\) y el uso de la ecuación (4.41). 

Las Regiones del Límite 0(6) 

En la· figura 12 se muestran las regiones en la tabla nuclear don'

de se han encontrado núcleos que parecen seguir la sistemática 
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ilsociaua él este límite. En estos núcleos el nLlInero de neutro 

nes ocupa las legiones finales de las capas 50 82 Y 82 126. 

Dos jemplos de espectros con simetrfa 0(6) se mucs-

tran en las figuras 13 y 14. Este tipo de espectros se observan 

también en is de Xe ' Ce y Os , con número de neutro-

nes en el rango 74 78 Y 114-120. 

De nuevo queremos enfatizar que hasta el momento no 

han sido realizados c¿lculos detallados en esta utili-

zAndose el Hamiltoniano completo del modelo, as! como el ope-

radar (4.1) de transiciones cuadrupolares. Sin embargo, es 

claro que los tres límites discutidos en este tulo se ma-

nifiestan de manera aproximada y que es importante realizar cAl-

culos más detallados en todas estas re ones, con el objeto de 

estudiar el grado de aplicabilidad del modelo. 

En el siguiente capitulo se muestra un estudio enca-

minado en esa dirección, donde se utiliza el Hamiltoniano com-

to del modelo para estudiar la transici6n entre los limites 
< 

vibracional y rotacional en los isótopos del Samaria y Gadolinio. 



CAPITULO V 

INTERACCIOI'\ A REGIONES DE TRANSICION. 

S. 1 

En el capítulo anterior se analizaron las propiedades 

de los tres límites exactos contenidos en el Hamiltoniano del 

MBI. Se mostró ahí que existen regiones nucleares específicas 

que parecen satisfacer de manera aproximada las condiciones im-

puestas por las diferentes simetrías dinámicas. Sin embargo, 

solamente algunos núcleos se aproximan lo suficiente a las pre

dicciones en estos límites como para considerar que efectiva-

mente son ejemplos de ellos. 

La gran diversidad de espectros y otras propiedades 

nucleares en las regiones de transici6n, hace necesario un aná-

lisis que involucre al Hamiltoniano completo del modelo, eco 

(3.4), de modo que pueda analizarse la aplicabilidad y rango de 

validez de la aproximaci6n implícita en éste. 

El cálculo de perturbaciones alrededor de los límites 

discutidos en el capítulo IV permite en principio extender el 

análisis a nOcIeos vecinos, con espectros que presentan desvia-

ciones pequefias a las de simetría exacta. Sin embargo este ca 

mino presenta el inconveniente de no permitir la descripción 

de la gran mayoría de los núcleos en las regiones de transici6n; 

aunado esto a la forma arbitraria en que se debe seleccionar el 

operador de perturbaci6n 5<1) • 



En este capitulo hacemos uso de los resultados obte

nidos en el capitulo 111 para desarrollar un programa de ajuste 

automfitico de parimetros que extiende grandemente las posibi 

lidades de aplicación del modelo. Posteriormente aplicamos 

este programa a la región transicional de los is6topos de S~ 

y 

5.2 El Método de Ajuste Automático. 

En el modelo de capas del núcleo es posible realizar 

cálculos de niveles de energía una vez que un conjunto de 6rbi

tas de partícula independiente ha sido seleccionado y las posi

bles restricciones en la distribuci6n de DucleoDes activos en 

estas 6rbitas han sido impuestas. Para este tratamiento es ne

cesario contar con los valores de las energías de partícula 

independiente y elementos de matriz de dos cuerpos, que en mu-

chos casos no es posible conocer de antemano. El lema se 

resuelve entonces mediante el procedimiento de considerar estos 

niveles y elementos de matriz como parámetros que determi-

narse a través del ajuste de los datos 

Este método puede aplicarse igualmente en el caso del 

~1BI si consideramos como parámetros ajustables del modelo a las 

interacciones de dos bosones, ce. (4.36), junto con las energías 

E. s y E<l asociadas con los hosones s y d. Sin embargo, ya 

que los 1ímites de simetría exacta discutidos en el tulo an-

ted or estan asociados a ciertos operadores que son combinaciones 

lineales de las interacciones entre bosones, es de más utí idad 



reescribir el li:lJl\lltoníano (3.4) en ténninos de de dichos ope-

radares utili:ando las ecuaciones (3.56), Y determinar los pará-

metros que aparecen en la expresión siguiendo el mismo método. 

En ese caso los pariímetros a determinar resultan ser 

combinaciones lineales de aquellos relacionados con la interac-

ción entre bosones, con la ventaja de que los resultados que se 

obtienen por este procedimiento se correlacionan con los limi-

tes discutidos en el capitulo anterior, i.e., si se trata de 

una región de transición entre nficleos vibracionales y rotacio 

nales, etc. 

Describiremos a continuación el m~todo de uste en 

general~) y posteriormente reescribiremos el Hamiltoniano del 

modelo de la manera indicada,para mostrar la manera en que se 

aplica al procedimiento en nuestro caso. 

Cons de las [CUiJC 

Partimos de la ecuaci6n de eigenvalores para el Hamil-

toniano 

E \f! (5.1 ) 

donde cada eigenvector \fJ r' , corresponcJiente al eigenvalor E f' 

puede desarrolLnsc en términos de los estados de cierta base, cpp 

(5.2) 



La CCl¡;¡C i ón (5.1) puede ('Il ton ces rel' el' ¡ h ¡ r<' ('n ¡;I 

forma matricial 

H" H ¡ l . J H ni \ r_ l ,!" 
~ 

1, .. , 

Hu ) I ,- 't' ) , If) , 

I 
!~ l' 

I 
; 

\. H ," . H )tll j l (\"lJt'l. 
i :: \, '. , '. jI t~' 

Para ello, por supuesto, es necesario conocer los 

elementos de matriz 1-/ Rt :: de 1I en la hase de los 

(1. 
'1 J . 

Si denotamos ahora a la matriz de los eigenvectores 

CL: p por la matriz ortogonal A, podemos reescribir (5.3) como 

1. 1 1 A'> 
,1 ; t"'" (5.4) 

y ya que I~· es una combinación lineal de matrices len nuestro i<J 

caso de los operadores asociados con los distintos grupos) 

(5.5) 

T' 1. 

donde representa las matrices mencionadas, x,- los 

parámetros que queremos ajustar y Nx el número total de és-

tos. Substituyendo (5.5) en (5.4) 

11 /l,J< 

) ,,- / \" r 
~- [5 .6) > L'-,F 

I x'r ~ / e} '1' L_ 
'-
J e ¡ L .:. 1 

,- 1. 

y un rearreglo de (5.6) conduce a un e unto de ecuaciones 1 j -

nelaes simultjneas en los par5metros .'1( ,. ,dado por 
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"'f"= l. 
(5.7) 

donde 

(5.8) 

Si ahora el Hamiltoniano se evalúa con un conjunto de 

parámetros que constituyen la "mej or suposición'~ puede ser dia-

gonalizado y sus correspondientes E p y a t¡ determinados. 

La ecuación (5.8) determinará entonces el conjunto inicial de 

b(~) 
coeficientes . para usarse en (5.7). Substituyendo los 

parámetros originales conduce desde luego a los mismos eigen

valores Ep obtenidos en la diagonalización. No se puede espe-

rar que los eigenvalores reproduzcan el espectro experi-

mental, de modo que substituimos ahora el lado derecho de (5.7) 
. E (p) 

por las correspondientes energías experimentales y con-eAr 
sideramos a los X"t" como parámetros desconocidos. Encontra-

mas el sistema de ecuaciones lineales 

Nx 

L 
r::l 

::. E ( 1') 

exp <.on 11. (5.9) 

donde los coeficientes b{~) 
. están dados por la ecuación (5.8). 

Se ha supuesto hasta este momento que cada eigenvalor 

pueele ser identificado con una energía experimental. De hecho 

en general solo algunos de los eigcnvalores m5s bajos de una 

matriz dada pueden ser comparados con las energías determinadas 

experimentalmente, de modo que de las n ecuaciones (5.9) solo 

un conjunto limitado puede utilizarse para la determinaci6n de 

los parámetros X 'Y 

En el caso de que consideremos un conjunto de nGcleos 
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vecinos, el número total de N){ es el mismo, pero 

el nOmero de ecuaciones qu¿ deben satisfacerse aumenta aprecia-

blemente. Para tomar en cuenta estas consideraciones substitui-

remos el indice p (que etiqueta los estados de la matriz) por 

el indice q que etiqueta al conjunto completo de ecuaciones 

Nl 

L b~) Xl' :: c.on (5.10) 
Tc;:l. 

Finalmente, si solo estamos interesados en ajustar 

las energías de excitación a partir del estado base, i.e., si 

no estamos interesados en las energías de amarre nucleares, 

(5.10) se puede modificar restando la ecuación correspondiente 

al estado base, obteniéndose 

b('tc) ) :: E ('1-) - E(~") 
-r x,.. exp e.xp 

(5.11) 

El lado derecho de (5.11) denota entonces la energía de excita-

ción experimental del nivel q . 

Debe enfatizarse que para encontrar una solución de 

(5.11) que tenga sentido a través de un procedimiento de mini-

mos cuadrados, la condición debe satisfacerse. 

El Ajuste por Mínimos Cuadrados. 

Dado el sistema de ecuaciones (5.10) (o equivalente

mente el sistema (S.11j, deseamos determinar los parámetros 

X...... de modo que las sumas del lado izquierdo se aproximen a 



las energías C'xJlerilllcntalC':~ lo m{Ís posible. J:n el método dc 

mínimos cuadrados se miniml za la función 

(, ' r.x 
)~ ...... )1- I '1-) - {1\ 

I l h~ Xc' t ,a"'f' 
(5.12) 

L-

1. ~ol 

corno función de los parámetros X~ 5S ) por tanto 

dF o (5.13) 

T i,l. 

o escrito de otro modo 

Nx 

I ( 1-\ ('¡.) 

by b~ X~ (5.14) 

T::. 1.1.. 

La ecuaci6n (5.14) representa un sistema de N x ecua-

ciones lineales no-homogeneas para los parámetros X, I 

X Nx , que puede resol verse para encontrar un nue 

va conjunto de parámetros 

Utilizando el nuevo conjunto (supuestamente mejorado) 

de parámetros xj'l se calculan nuevamente los elementos de 

matriz del Hamiltoniano, que tras diagonalizarse conducen a un 

nuevo conjunto de eigenvectores el RCf Con ellos un nuevo 

conjunto de ecuaciones (5.10) es construido con los nuevos coe-

b ¡~'f I ficientes , ,que conducen por su parte a nuevos pará 

metros • a trav6s del proceso de minimos cuadrados. El 

procedimiento dehe repetirse hasta obtener convergencia, i.c., 



- , , 
hasta encontrar que 

El número de iteraciones requC'r.ido ucpcndc dCScÍL' luc-

go de el conjunto original de p;lriílactros \, el eCl' i onauo 

asi como de la diferencia (N,'f- I\J x ) entre el número de ni-

veles y par5metros. 

Una medida de la precisión lograda en el ajuste es 

la desviación RMS definida por la relación 

Rl\IS ( (5.15) 

donde denotan la energia calculada y cxperi-

mental del nivel i, respectivamente. 

En ocasiones no se obtiene convergencia, debido ge-

neralmente a que algunos de los par5mctros no son bien deter 

minados por los datos experimentales. Estos parlmetros pueden 

identificarse corno aquellos que tienen grandes variaciones du

rante el proceso iterativo. En este respecto, existe un m6tod05~) 

llamado DCM (6 metodo de la matriz diagonal de correlación), que 

permite conocer cuales combinaciones particulares de los parfi 

metros son los de mayor importancia en la determinaci6n de los 

espectros. 

Introduciendo la notación 1. 

y 't" l.·· NCi) , X el vector columna de cOlllponentes \ ~ 

y 1' .... · '1- i el vector columna con componentes _ , la ecuaci6n 
¿ "1' "1-' 

(5.14) pueue escrihirse como 

x l S • 1(1 ) 
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y denotando a la matriz cuadrada 

Nl'. 

f 1 T E (~) F..,..¿ - B..,..'f. x¿ -
;'~1. '}'d 

e"f' 
(5.17) 

donde 

(5.18) 

Si denotamos por 'Lfllt) (R= l,.:I. ... N)/) a los eigenvec-

tores de F y &k a los correspondientes eigenvalores, se sa

tisfacen entonces las relaciones 

I (!tl F:' (.() .-:::. ik JR-R 15..,.. • 1J. (5.19) 
T< ~ 

..,..i 

I (R) (.( ) 
J'¿¡ (5.20) u.: Vj. = 

...t 

El lado izquierdo de (5.17) puede reescribirse con 

la ayuda de (5.20) como 

I F -y~ - l F..,...: 2L Ull (.(l 
X· - 1f.: "VJ. X j (5.21) ~ 

~ ;:. j. 1l 

Y mul tiplicando la ecuación (S. 17) por ¿ V
r

( ~) 
y usando 

..,.. 
(5.19) encontramos 

I '\5~~) FT : 

lf(t) (~) ~~ L v: (Id 
: 15,,- X~ j. XJ. 

T~ j..( j. 

I v)-(It\ ¿ T - ('f.) (5.22) 
::: 81''1- tel'." 

1. e. , 
.,.. 

'+ 

(5.23) 
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donde 

(5.24) 

Las j~ representan combinaciones particulares de 

los parámetros aj ustables. Los conj untos ~ X r 3 

son equivalentes para la determinación del Hamiltoniano. Puede 

mostrarse además que el parámetro ';j. i:<t , correspondiente al 

máximo eigenvalor ~R.i es el mejor determinado por el conjunto 

original de ecuaciones lineales (5.17). Esto resulta de la ma 

triz de correlación de la distribución de probabilidad de los 

parámetros
S
'). Del mismo modo, el eigenvalor siguiente en mag-

ni tud, t R:t , estará asociado con el segundo parámetro me-

j or determinado ';j!t;t , Y así sucesivamente. De este modo se 

pueden encontr~r las combinaciones más importantes de los pará-

metros originales para la determinaci6n del espectro. 

5.3 

Para aplicar el método discutido en la sección ante-

rior reescribirnos el Hamiltoniano (3.4) utilizando las re lacio-

nes (3.56) como 

H:: A 1\ 

E::~ I1s +- E:.J lld + 
• 1\:< 

R. YJd 

1 I\.:t 1 I\;t 

+ 1:<:; N + R,'J L i-
1\;;). 

/\ (5.25) 



A 

En (5.25) se ha preferido utilizar r~ en lugar del 

operador de Casimir :1..1. de '0(6), aprovechando las expresiones 

(3.15) Y (4.42) que los reL¡cl.onan. 

Ya que estaremos interesados en el ajuste de energías 

de excitaci6n podemos simplificar la expresi6n (5.25), eseri-
" 1\" 

biendo E, rh :: E:~ (1\1 - rlo) y eliminando todos los términos 
1\ 

que son solamente funci6n de 1\1 (ya que solo contribuyen a la 

energía de amarre del núcleo para N fij o) , 

/\ 1\ .lo. " 
1\ AJ,. 

H - E. )ld f- hJ. lld + R:, Y1J l\i -¡- ~y L -

AJ. f\ 

T ks /\ -t k" Pe., 
(5 .. 26) 

donde E:: E:J - t:., 

Si utilizamos la base asociada 

a la cadena 1I(6))U(5)JO(5)':JO(3):JO(2), en la diagonalización de 
1\ A a 

H, es claro que solamente P" y Q son no- diagonales y pode-

mos utilizar las ecuaciones (3.37), (3.51) Y (3.53) en la eva-

luaci6n de dichos elementos de matriz. 

Usando las relaciones (3.15) y (3.50b) llegamos a la 

relaci6n 
NL 

Hp;...f¡ =- <- N V.<. /\). tJ.. L \ H \ N V.I\, t, L > 

~ [E)J, -t b.:¡V',·l.. + R, l) N + 1'24 LlLtl) -t ~" 1\. (/\. T 3) 

TR<.\ ~ N(i'..J+'11-~/\I(t\,r3)-~)},(.{'N+'-:~).¡,)-~ lN-l/l) 1 
T R)- ~ .: ~ 1\ I (1\, 'H) - ~ j) I (::t N 1- I <u') - ~ ~ (N - J).) + -t- L. ( L t t) 
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r \ 1) J:,!, -;' I t ) , ¡ 

;f,1 

; Il -1 L'>(N-i,) 

\ (:;.27) 
/\, ),) 

donde f. y J"

y ()/;l., /\ l., t .... ) 

Jenotan inuice que uepelluell de (.'" 1\. , t,) 

re ivamente. En la última parte ele 

(5.27) tI y t-.... toman todos los valores posibles permitidos 

por las relilciones (2.37) y 2.38). (Ver también la relación 

(4.12)). 

Lil ecuación (5.27) describe los elementos de matriz 

de H en el caso f ~ f . :z -..... , I 

matriz de 11 es simétrica. 

Esto es suficiente ya que la 

Es claro que el método de la sección anterior debe 
IV 1.. 

aplicarse por separado a cada momento angular L en I~ f .. f; 

y, en el caso Jc ajuste simultAneo de varios nucleos, la matriz 

E en (5.10) se construye de acuerdo al siguiente diagrama 

núcleo N 
2 

b 1 I b 12 b 1 1\1, ') 

b 
hnll'h 

núcleo N· 
m1 l 

"-



108 

/' 

bnl b ? 

:n
N

'} 

n Lo ... ~ 

b pl b núcleo N, 
p2 · .. pNJ< . 

L L, 

bq1 bq2 :q., } 
núcleo N. 

b br2 
1 

\. rl · .. rW" 
(5.28) . 

b t 1 bt2 ... 
b
tN

} núcleo N1 bu1 bu2 · .. bu f\I¡I . 
L = L 

5-1 

bv1 bv2 bv •• } 

bNq1 bNq2 bNqNlI 
núcleo N. 

1 

El diagrama (5.28) muestra la manera de construir la 

matriz B cuando ajustamos simultáneamente N~ niveles experi 

mentales con s diferentes' momentos angulares, pertenecientes a 

i núcleos. 

Los programas correspondientes se encuentra en el 

apéndice D. 



5.4 La Transici6n de Fase en los rs6topos del Sm y GJ. 

Como una aplicaci6n de las técnicas matemáticas y 

programas de c6mputo discutidas en este trabajo, mostraremos 

en esta secci6n los resultados obtenidos recientemente para los 

is6topos del Sm ¡J.) 
y Gd haciendo uso del [lami 1 toniano (5.26) . 

En el caso del S1'l'I » Scho lten, Iachello y Arima han 

discutido en un artículo recienteSI/) la transici6n en los espec-

tros experimentales partiendo de un Hamiltoniano truncado, 

/-1 
1\ 

E: ñd 
1\ ;)., 1\ 

le. Q - 1::.' L.:l (5.29) 

propuesto por razones de simplicidad. Posteriormente conside-

ran explícitamente la dependencia de los parámetros en el nGme-

ro total de bosones N y desarrollan alrededor de un punto dado 

No ,i. e. , 

E. (No) ..,.. ._. (N -l\Ie) dEl 
o N IJ :Ai" 

(5.30) 

e igualmente para K y K'. El siguiente paso que siguen estos 

autores es escribir N corno N " N 11" + N y , donde N,,(N y ) indica el 

nGmero de bosones formados por pares de protones (neutrones), y 

utilizando la relaci6n (5.30) reescriben el Hamiltoniano (5.29) 

en la forma 

H 
AJ. 

1< I L (5.31) 
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dando 

(5.32al 

G (S.32b) 

A pesar de que el njuste logrnelo en 36 niveles de pa 
/,/~ , 15" 

ridad positiva pnra los isótopos par-par desde el :-:hn al S"" 
es bastante bueno (con UQ RMS ~ 250 KeV) es clnro que (5.31) es 

un Hamiltoniano un tantoad-hoc ya que : 

a) No está justificado considerar solamente a los operadores 
A A;t A(k 

Yld , Q y L en (5.31), ya que como hemos visto el 

Hamiltoniano completo elel MBI estd dado por la ecuación 

(5.26). 

b) El término de renormalización de la E:. ,- G Nv no estd 

bien justificado, ya que en ese caso no hay razón para no 8pli 

car el mismo c1'i terio a K y K' . 

El análisis matemático realizado en el capitulo 111 

de este trabajo muestra que la suposición (5.3' es inecesaria, 
(\. 1\ 

ya que el término ~J N aparece en la expresión más general 

del Hamiltoniano, eco (5.25) donde 

(5.33) 

Por otro lado, la aplicación del programa general de 

uste a los is6topos del Samario nos permite prescindir de una 

suposición ad hoc del tipo (5.29) paré! el llilmiltoniano apropia 
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do en esta región. 

Part . .i endo del Ilaniil toniano (5.26) encontramos que va-

rios los operndores presentes parecen no jugar un papel re

levante en el ajuste. En parti,iular k4 y kó tienen un compor

tamiento oscilatorio como el di~cutidO en la sección anterior 

y k2 Y k5 tienden a valores muy pequefios. Aunque el método DCM 

no se ha implementado para determinar con precisión el papel de 

estas interacciones, las consideraciones de esa sección indican 

que es posible despreciarlas. Esto se corrobora al encontrar 

que el RNS se mantiene esencid mente invariante cuando conside-

ramos que el Hamiltoniano adecuado para lo isótopos del Sm estA 

dado por la expresión 

H fI J\ A . .'\ ;;}. 

E l1d + k3l'l4 I\i 1- t.n. Q .(5.34) 

que es muy parecido a (5.31), con la excepción del término 
I ,a 

K L que nosotros encontramos irrelevante. 

El Hamiltoniano (5.34) ajusta los 36 niveles en los 

isótopos del Sm con una muy buena precisi6n, como puede verse 

en la Fig. (15). La desviación RMS es de solo 100 KeV. El me 

jor ajuste se logra para los valores 

E 2.05 MeV k3 -.156 MeV k7 -9.46 KeV 

(5.35) 

Es sorprendente que un Hamiltoniano con solo tres pa-

rimetros logre reproducir el comportamiento de seis is6topos 

con tanta precisión, incluyendo la transici6n de espectros vi-
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bracionales a rotacionales, manifiesta en la Fig. (15). 

El mismo m€todo ~e ha aplicado a los i s del 

Gd. partiendo del llamiltoniano (5.34). 

En este caso se tomaron para el ajuste 32 niveles de 

paridad posi ti va desde el 150 Gd al 1St> G d . El resultado del 

ajuste se muestra en la Figo. (16). La desviación RMS es de 

I~OKeV y el mejor ajuste se 10gr6 con los valores 

E. 2.38 i\leV k3 .178 MeV k7 -7.78 KeV 

(5.36) 

Debe notarse la gran similitud entre las relaciones 

(5.35) Y (5.36), que es aOn mis notoria si separamos el opera-
1\ A .f\ 

dor de número de bosones en la forma N Nrr + N y e incorpo 

ramos el término R~ N rr en E. , tal como se hizo en (S. 32a) ... 

"'" En este caso E. Srn = 2.05 - (.156) x 6 = 1.11 McV y ,...., 
E. Gd = 2.38 7 x ( . 1 7 8 ) = 1 .. 1 3 Me V 7 

de modo que los Hamiltonianos para estos is6topos pue 

den escribirse como 

(5.37a) 

y 
" 1\ :3 A,ól. 

= (L13-.'tlNv)i1d -1.}8)</0 Q 
(5.37b) 

lo que muestra con claridad que el llamiltoniano (5.34) puede 

describir el comportamiento de ambas cadenas de isótopos con 

una ligera variación en los parámetros que refl a la diferen-

cia entre bosones de neutrones y de protones. 
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I S¡, r: 
~¡J represen a un ca o de simctría SU(3) 

muy aproximada, como se viO en 1 capitulo anterior. sto re 

suIta claro al utilizar N}) 5 en (5.37bl, con lo quc el ¡la-

miltoniano adecuado en este limite es aproximadamente 

Es importante extender este tipo de cálculos a las 

diferentes regiones nucleares, en particular a aquellas con 

simetría 0(6) Y a las otras regiones de transici6n. Por otro 

lado, el siguiente paso debe ser el cómputo de probabilidades 

de transición B(E Z)' que representa una prueba más estricta de 

la aplicabilidad del modelo. 



1.1'i 

CAP 

CONCLUSIONES 

Como se ha visto a lo largo de este trabJjo, el 1>iBI 

parece representar un modelo muy poderoso para la descripción 

de las caracteristicas nucleares, en regiones en que el modelo 

de capas es incapaz de hacer predicciones. El modelo represen-

ta un truncamiento espectacular del espacio en el modelo de ca-

pas, que sin embargo permite una descripción deta llada de la 

espectroscopia nuclear. Como ejemplo del grado de simplifica 
IIj,/ S 

ción que representa, consideremos el caSO del - "") que es 

uno de los casos discutidos en este trabajo. En este nficleo 

los 12 protones de valencia pueden ocupar la totalidad de las 

órbitas en la capa 50-82, mientras que los 10 neutrones de va-

lencia 10 hacen en la capa 82-126. Afin si ignoramos las posi-

bIes excitaciones a capas más altas y las excitaciones del ca-

rozo, el nGmero de estados en el modelo de capas es astron6mico. 

Existen 41, 654, 193, 516, 797 estados de paridad positiva con 

J = O; 364, 132, 052, 934, 889 estados con J = 2 Y 530, 897, 
5 Q ) • 

397, 260, S 75 estados con J = 4 v • El cálculo en el MBI se 

hace para un sistema de 11 bosones, las matrices corrcspondien-

tes tienen dimensiones 16, 26 Y 30, para J = 0, 2 Y 4 respeeti 

vamente. Los resultados del capitulo V muestran sin embargo 

la gran precisión con que pueden reproducirse los espectros a 

baja energfa y la transición de fase en esta regi6n, utili an-

do este espacio truncado. 
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Podemos afirmar (,¡¡tonces quc' el ~!l3[ rejHl'sL'llta un mé

toelo muy exitoso para el é1l1álisis ue );1 e I'cctroscopL¡ de núcleos 

par-par, y como se ha visto en el G¡pÍtulo IIl, tiene además la 

cualidad do ser susceptible a un análisis que ]0 correlaciona 

al modelo de capas de manera directa. Esta conexión le sitúa 

por tanto como un puente entre los modelos colectivos fenomeno-

lógicos y las teorias m~s fundamentales de la estructura nuclear. 

Es importante hacer notar que el an~lisis matemático 

que se ha Jesarrollado en la primera parte Je este trabajo y 

que constituye el aporte principal de esta tesis, no solo ha 

da~o lugar a la simplificación de los cálculos y al desarrollo 

de programas de cómputo completos para e] modelo, sino que ha 

permitido esclarecer un punto de interés fundamental dentro de 
1\ " 

éste, como es la aparición del término))d N en 01 Hamilto 

niano del fvIBl. Uste operador tiene un papel central en la ex-

plicaci6n de la transici6n entre lfmites de simetrfa exactas, 

y ha sido el objeto de varias investigaciones ~S), en que se 

ha buscado justificarlo. 

El desarrollo de un programa de ajuste para el mode 

lo abTe la posibilidad de estudiar regiones nucleares que no 

han sido analizadas hasta ahora en forma sistemfitica. El c6m-

puto de probabilidades de transici6n y momentos multipolarcs 

puede también generalizarse utilizando estas técnicas. 

En un articulo reciente 5'). Iachollo y Scholtcn han 

extendido el ¡\.IBI para incluir núc1eos con un número ímpar de 

nucleones. En este caso el núcleo se trata como lm sistema de 

bosones y fermiones interactuantes. Los bosones representan 
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de nuevo pares de barticu acopladas aL' o y L = 2, mientras 

que los fermiones representan las partículas no apareados. El 

'Hamiltonianototal se escribe como 11 '" HBoson + HFermion + VV-F. 

La parte bos6nicaHB, se a mediante el requerimiento de que 

sus eigenvalores describan bien los núcleos par-par adyacentes. 

Estos autores logran demostrar que una interacción bosón-fermión 

sencilla, del tipo 

V B F : A [ (~ ~ )0)( (ai )( Q}) e ] o 

T r[[['1~T~sla+~[1x~1:>.Jx (u.;xétj)J.Jo 

- /\ [ [ S x ~ J} X [1'] x as Ji] o) 

'" donde a..p " 
representan los opera 

dores de creación y aniquilación de fermiones~ da lugér a es

pectros análogos a las de partícUla-vibración. Nilsson y partí

cUla-rotoro, en los límites U(5), SU(3) y 0(6) de la parte bo-

sónica, respectivamente. Estos resultados parecen indicar que 

el rango de aplicabilidad del MBI puede ser extendido para in 

cluir a la mayoría de los núcleos con A~ 100. 

Una generalización interesante del modelo ha sido pro

puesta por Federman. Como es bien sabido de las propiedades 

del sistema de dos nucleones (deuterón), la interacción n-p 

es la componente más fuerte de la interacción nuclear. Esta in

teracción parece ser la responsable principal de la deformación 

nuclear,' como demuestran Federman y Pi ttel en una serie d'e ar-

tículos recientes 5') Como se vió en el capítulo 111 los pa 



res protón-neutrón con T = O conesponden a un valor J .impar, 

de modo que el valor mínimO de J es J = 1, lo que corresponde 

a bosones p. 

La introducci6n de bosones p podría entonces tomar 

en cuenta la interacci6n n-p (T = O) de manera directa, sin la 

necesidad de considerar interacciones de dos cuerpos particu-
A A 

lares, tales como - Qrr· Qy El análisis del problema 

s p-d involucra al grupo U(9) y por tanto representa un pro-

blema matemático considerable. Sin embargo, se ha empezado a 

explorar esta idea con un modelo simplificado de bosones s y p, 

cuya soluci6n es directa y que podria arrojar luz sobre la po

sible relevancia fisica del boson p. 

Como punto final en este trabajo, queremos enfatizar 

que existen muchas areas abiertas para la investigación futura 

en este campo, hacia ~mbos lados del puente que parece repre-

sentar este modelo, es decir, hacia un or entendimiento de 

la naturaleza nuclear y de los modelos fundamentales que nos 

permiten comprender su estructura. 
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J\PENDICE A 

Evaluación de Elementos de Nutriz 

En este apéndice indicaremos la forma en que los ele 

mentas de matriz dentro del modelo colectivo son evaluados. En 

el modelo de Gneuss Greiner ~a), los elementos de matriz de im-

portancia son aquéllos que involucran a las superficies de ener 
15) , 

gía potencial ,que por lo general se expresan como 

(A. 1 ) 

donde 

(A.2) 

i 3, O J= -,Jl:" L < a~i'Ylrn·la-mlf)<::l;;t.-m"n"'loo)o(YI'¡O(i>'I'o{»l" 
.,., l"lF\ i )o'y¡~ t 

-= _.~ (33 Cos '3. <f ) 

Y tJf~ son parámetros a determinar. 

(A.3) 

Es claro que es necesario evaluar también otroS ele-

mentos de matriz, tales como aquellos relacionados con las pro-

babilidades de transición BE(2). En general los E. de ~1. re

queridos dentro de este modelo ~a) (y que ~ienen importancia 

también dentro del MBI) están relacionados con aquellos de ope-

radares que son homogeneos de grado A en los o( f'>'I y que 

corresponden a un momento angular definido L y proyección M, 

además de ser soluciones a la ecuación de Laplace en 5 dimen 

siones (i.e. son polinomios armónicos). Denotamos estos poli-



I ¡) 
nomlos por 

L 

1 i 'l 

( .>( ) 

donde la funci6n polinomial 

eamcnte de 7f y de los 

1\ ~, 

l~ 
, L 

( (,. ;¡, / -, 

\ / / ' .3) /\¡\ 

L ., 
( 'x. úni 

los de Eulcr I Y est5 asociada 

con las representaciones irreducibles de la cadena de grupos 

0(5) ~ 0(3) ~ 0(2) 

1\ L M 

De la ecuación (2.10) 

vemos que 

¿' 
1\ '" L / (o<w,):: 

(' K 

i 
}Y) 

(2.10) 

CA. 4) 

donde 
/\"l ( él"", \ -, 
K /1, 

es el mismo polInomio que el que apa-

rece en (A.3), pero ahora en t&rminos de ~ 

Notamos ahora de (2.11) 

l, \. ~) (2.11) 

que 
1\" L . 

" ' l '\~) 
'. I 

es función Gnicamente de ~. , por lo que 

podemos escribir 

) 
Al" L 

( J) 
K 

CA. 5) 



La ~ de CA. 5) es la misma que la que aparece en la 

ecuación (2.23a). (Para uni revisi6n de estos puntos remitimos 

al lector a las refs, (1L1) Y (U)). 

Todos los operadores requeridos en los anál is dentro 

del modelo colectivo son de la forma (A.3) multiplicado por al

guna potencia de (3a. De este modo el elemento de matriz más 

general vendrá dado por /q
) 

lJ' 1\' ,P-' L' Mi > 

t.."", M" (ML 
(- ) 

L' L" ) 

M' -M" 

x r [ -i- (1\' ;-1\" T I\t- al+- 5) 1 P[ -&-( :J.f+ 1\-1\'+ X') t lJ r [ ~ ( af'" A-A'+I\' )t- J.] 
r [ ~ ( ;;l. f + !\ -1\' t ,," ) - -R' + 11 r [-3: (2.f t 1\ - 1\" + A' ) - ..t" 1- 1 ] 

donde hemos usado (2.23a), (A.4) y (A.S) para obtener una inte-

gral sobre los ángulos de Duler de el producto de tres funcio
L 

D (1.9) d . f" 3 ~:l) d 0(3)::)0(2) nes M 1< ~ • que an lugar al coe lClente ~ e 

en la integral sobre () La integral radial sobre (3 aparece 

separadamente y fue evaluada explícitamente ,~) en el paréntesis 

de llave a la derecha de A.6, donde Q.'-::~ (V'-A' ) Y X"=·¡-()l¡~J\"J. 



El Gnico punto restante es la evaluación del coefi-

ciente de Wigner reducido én la cadena O(S)~O(3) dado por la 

expresión 

En particular estamos interesados en los coeficientes 

, que están relacionados con la de-

terminación de las superficies de energía potencial mencionados 

anteriormente, así como en 

y 
( f O ~. 1\' I L' • 1\" "L") 

J J" ) )A 

'-3) 
que aparecen en conexión con las transiciones cuadrupolares. 

Estos tres tipos de coeficientes son los que ya han sido pro-

gramados; tos programas correspondientes aparecen al final de 

este apéndice. 

La evaluación de elementos de matriz resulta más con-

veniente en términos de las funciones de onda expresadas en el 

sistema de laboratorio. Podemos concretarnos además al caso en 

que las funciones de onda satisfacen las relaciones, 

)) 1\ CA. 8) 

ya que los coeficientes CA.?) son independientes de los índices 

)) y IV¡ 

Estas funciones se denotan por I/\).A.. L ] y vienen 

dadas por la relación 1'4 ) 



, 
/\ v, L 5 ¡:J 

1;\ .<,.1 L "") J (A.9a) 

donde 

n 

) = \ ,1 ;)-5 

,u r z: - "'-Y-n . . d-J., 
~ ~,G~ l3/3) 

(A.9b) 

donde los símbolos lo..) 6 1 representan d.p.e's (ver capítulo 

II) en las 0("" dL := 1- ( t + (_I)L )} (A.ge) 

C
(Jc;-to 311c:)1I\t(-{;¡~-('l"+.H .. -~y)!(3Y).I '\ (_)$ S (Z-:rS)J (.V\t-¡-J.',) , 1 

yn J.."''''Y1! ('../I.')! y! (p.e-y)! (t\t"L-n-:.lT)~ f 5!(6-S)',(t-nf'»!(3f'-Crn->l:(I\-~)! 
(A.9d) 

.r-¡}¿:~1 

L y n == CjA T C. - n -,¡;t...,.. TI) T Yl 
(A.ge) 

y Ó, r: están relacionados con f\ ¡ ? V L a través de las 

relaciones 
6- 1- r: Id... 

aTd..L 1\ -.:3,)-' I 

CA.9f) 

O, c::- ?; O 

Aprovechando ahora que conocernos el comportamiento de l!:,<$ O<"h"\ 
* tv¡ 

ante conjugación, Le., 0(')1, (-) o( rn ) proponemos el cam-

bio de variables ( cambio a coordenadas polares) 

(A.10a) 

o(Q - fo 



donde 

/ ,~JT 

CA. í Ob) 

Obviamente, debido a la relaci6n 

}f\ 

( )1 dehen satisfacer a su vez 

• 11 ) 

10 que sugiere reescribirlas en términos de las coordenadas 

esféricas 

J, s S ) (A.12a) 

donde para satisfacer las desigualdades {A. 1Gb) X y deben 

estar limitadas a 

(A.12h) 

Llegamos por tanto a la transformación de coordenadas 

! L <$' , 
):, r- é' t J-:i 

") 1)'1 ) 1'\ ~ 
-\.I\ 

,- ! e q 
j~!. 1 . 

j\ ~)l 1') ~ e 1, 
:: ,- G 

~ ~ 
(A.13a) 

;;:: 



donde 

OL o ~ 6, q' L .A. TI 

(A.13b) 

El elemento de volumen correspondiente est5 dado por 

y usando los Jacobianos de las transformaciones (A. lOa) y (A.12a) 

encontramos que 

(A. 14) 

Usando ahora la forma explícita de los d.p.els que apa

recen en las ecuaciones (A.9), y aplicando las transformaciones 

(A.13a), encontramos 

~ 1¡d..3 -:: ~. p SI'Y1X Sini e~1SI 
S ? R':'l9 [ { ;;( ,a 5 ~ (3 e ;¡ Sí 1'1 ::t. (os x. SI'" S -

-J3 a. ~ i. ( 2.<p - (9 ) 
._3_ S.-n X C.O~ [ e ] I 

;;L 

El operador mis general en el que estaremos interesa

dos puede siempre ser expresado en terminos de sumas del opera-

CA. 16) 
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modo que 105 Glemento5 de matriz buscados se e5cri 

ben como 

-rr 
. 17 a) 

donde 

La integral (A.17b) se transforma ahora a las coorde

nadas CA.13) y utilizando las relaciones (A.15) y el cambio de 

coordenadas u.. -= f- (9/ a , se llega a la expresión 

1 = joo): \: L~ )o~rr ~(3a A.+:..W\TPt.:l,.'lT.:I,. .... T~f~3S+:;. ..... rX.1-

(3 f3" J. f> 
T '3 SI! 

p., )t. § IJ) .... 

.Q.1't' 7 SL!, .. $l..' tt¡>TaÓ~'1".l.S!.."T)aT"'t'ft" 3 p.,.R.t)(<i+' 

)( (~) ( S, 11 x.) ( S,." Ó ) ( 
bC·"X".!TlCS+1 Xl 

J) «(.0$):.) 



~ ( Se' - aL" + x" )¡..t 
d:tdSd<9cJu.. 

(A. 18) 

Desarrollando por último las expresiones en (A.18) 

con el teorema del binomio y realizando las integrales, llegamos 

a una expresión complicada que involucra 9 sumas y que escribí 

mas a continuación, substituyendo los valores de 1, m, p, q, r 

y s de acuerdo a las ees. (A.9) 

Ir d. 1-' [ ~ ( ~ + 

+~ .. 



[ 
(A.19) 

-t t'+X~ +J.<:L+ x"¡1-::<")] ¡--' (~QtVr:tR-tt+t' 
,2,. 

1- dL" • - lL 

La ecuación (A.19) junto con la (A.17a) constituye 

la base de los programas numéricos desarrollados. 

En particular, para el cómputo de los E. de M. del 

operador Q.J. ce. (3.50b), se requiere de un caso particu-

lar de (A.19) con)A=:I.) f~X.I"'-)U • ... .3;::)'.'1=)(5 )«(.",X'1=O. 
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APENDIC[ B 

PARENTESIS DE TRANSFORf'.¡J\CJON ENTHE LOS ESTADOS EN 

LA CADENA U(6):)0(6)JO(5) y U(6)::1U(5):)0(5). 

Los estados caracterizados por las representaciones 

irreducibles de la cadena de grupos U(6)JU(5)JO(5)JO(3) están 

dados por las ecs. (3.23) y (2.23), mientras que los asociados 

con la cadena U(6)JO(6)JO(5)JO(3) toman la forma (3.45). 

Es claro que los paréntesis de transformación entre 

ellos son independientes de s, L, M Y diagonales en lal\ ,Ca'l) 

por lo que para un valor dado de A podemos tomar 

. ) L::: M = 2./\ (B. 1 ) 

Denotamos estos estados particulares por los kets 

I -n V 1\'> Y I N f 1\ '> respectivamente, que estan dados por 

las relaciones 

(B.2a) 

(B.2b) 

donde es el estado de oscilador armónico en una 

dimensión, eco (3.22), y donde hemos utilizado el hecho de que 

la parte en O' y 1.9: se reduce en este caso (ver apéndice A) 

al término (o<.~/ (3 Y' , excepto por factores de normalización, 



que podemos omitir ya que aparecen en ambas ecu;:lciones. 

l:n ar de real i zar la cxpans j ón de : N r 1\'> en tér-

minos de 1 '11 j) 1\ > utilizando las expresiones (B.2), es m§s 

simple hacerlo utilizando realizaciones alternativas de (B.2) en 

t~rminos de los operadores Procedemos ahora a 

encontrarlas, y para ello haremos uso de los siguientes hechos: 

i) Si 

(B.4) 

es una función de onda normalizada del oscilador armónico en r 

dimensiones con 1\ quanta y que es eigenfunción del operador de 

Casimir de O(r) con eigenvalor /\ (/\ -t)-' -::J.. ) , entonces 

(B.5) 

es un estado normalizado con los mismos nameros cu~nticos que 

(8.4); €ste es el Teorema de Dragt ¡,s ) 

Demostraremos este teorema debido a su simplicidad y 

gran importancia dentro de el anllisis. 

Consideremos primero al polinomio (B.S) como funci6n 

de los operadores cartesianos "7~ Es claro de los an§lisis 

del capítulo 11 que este polinomio satisface las relaciones 

N .6) 

donde 

I CB.7) 
,fi 
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Y ,~ ., , ' 

N > }J : ~ 

.. ::. 1. 
5~ 

lB.S) 

y 
;t ., ':t '> .:<. : J1 L-

:. ::..1 

(B.9) 

Para un oscilador en una dimensi6n, es bien sabido 

que las funciones de onda pueden escribirse corno 2q) 

T1}'J lo) rr"'/'I 2-
n

/:J. H· ~ ) I ::: '~ n (0<) e.Xf' (-o( /.1. (B. 10) 

donde /-In es un polinomio de Hermito cuyos términos principales 

son 

(B.11) 

de modo que para el oscilador armónico en ~ dimensiones 

(B. 1 2) 

donde y los puntos suspensivos en 

(B.12) indican monomios en Hts ':x:~ con graJo menor a 1\ . 

Para demostrar el teorema es necesario mostrar que 

PI P, i.e., que todos los términos ...... en (B.12) se cancelan. 

Si usamos ahora las ecuaciones (B.6) y utilizamos 

(B.7) para aplicar los operadores del lado dcretho en términos 

de hs o<: ~ • llegamos a las relaciones 
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, , 
\. r:1 

X} } 
~-

¡ 

, 
\ " 1) (B.13a) 

. j >( ; 

I 

P (X;. ) - e (ll.13h) ~ '-'---'l. -
... ~l 

e :(, 

lo que de i nmed ia to muestra que efectivamente p, 
'" l' ya que las , 

ecs. (B.13) son idénticas a las (E.6) si hacemos la identifi

caci ón ~: :: J '1: -> 

Es claro que el teorema s siendo v5lido cuando 

expresamos a los polinomios en terminos de las componentes es-

féricas , ya que estas variables son combinacio-

nes lineales de los componentes cartesianas. 

ii) Para el polinomio que aparece en (B.6) y para cualquier en-

tero positivo p se satisface 

(~.~ )(~. ~ r P'I\ (11) JO)::: J.p(:l.ptr-1..+J.I\) (1~r)r-1 I~ (y¡)/c>, 

(B.14) 

lo que es consecuencia de (~o ~) f~ (~) :: C, y de la equivalencia 

,f ~ P ( 11) I (; > ;:; ~ . fA lfl) i (. > ' 
) '1 e)}1. I 

Para el caso U(6):JU(S), eco (R. a), deducimos del teo-

rema de Dragt 

(B.1S) 

donde de nuevo se ha ignorado un factor de normalizaci6n que no 

será relevante. De] significado ele 1\ ,(número de hosoncs 

no apnrendos a L = O), es claro que eH 15) puede generalizarse 

11 los casos )J ¡t /\ por aplicación repetida de! opcr;Hlor 

(.", «)::: () / ' 11) ~ 



I {,1 \ '/ t .5/.., _ Al L í V-A)¡.t 1\ 

IO})I\)-=' 8),./\ lr-¡;\+'!l)! TT ::t 0l'}}). }ll. jG) j 

(B.ló) 

I 

donde el coeficiente Bl/A se evalúa mediante la aplicación 

repetida de la relación (B.14), encontrindose 

I ('lI-II)/'2. [ [(v;-I\)/.z-t1]! /::tI\+3)! ]Jh.. 
BVI\ ~ (-1) [(1I-1I)/.l.)} (I\+¡)~ (Yfl\d)l. (B. 17) 

Finalmente, es obvio que 

. -1/;). 1'1 
In))I\>:: Cn!) (1) lovA> (B. 18) 

El factor de fase que se agregó a (B.17) se escogió 

de tal manera que (B.18) tiene exactamente las mismas fases 

que (B. 2a) . 

Pasando al caso de los estados (R.2b), obtenemos del 

teorema de Dragt 

(B.19) 

donde 8pJ'/\ es un coeficiente de normalización que obtendre

mos más adelante, as::. (1\/),JI\Jrl)s/S! (-j-1h ,son coefi

cientes provenientes de l~ expansión de el polinomio de Gegenbauer 

e I\t-;;t 
f-/\ «(os~) 30) y (R)s = kU~.+¡).--. (k+s-t). 

es el simbolo de Pochhammer. 



El coeficiente 1\ es un caso particular de 

[~iVfl\ en (B.2b),C]ue se obtiene ele la normalización de estas 

funciones ~c) en los 'Índices N y P 
-ir 
\ 2.1\+'1 I\t-l. _.1\,..2. 

J", ('),n~) L l -II ((cs;5) Lr'_1I (Cc<.,E) el S' 
(B.20a) 

y 

(B.20b) 

Le. 

(B.21) 

Por analogía con (B.16), el estado general es ahora 

(B.22) 

. ¡ 

donde 8 Nf se determina de nuevo aplicando (8.14) repetida-

mente, encontrándose 

')' (N-f)/:J..

1 O :: (-) 
Nf 

1 

(( N +f)/.Atl")J) 'eB.23) 

El Gltimo paso en el análisis consiste en hacer un 

desarrollo binomial del operador ()I- '/ t- -)} ):.i t 
(N-n/'- en (E. 22), 

lo Que tras de un intercambio de sumas y la comparaci6n con (B.18) 

conduce a la relaci6n 



,-
IN J' 1\> - L (r 1 ~,/\ 1 i\l J' 1\ '> 

)J 

; }1 )) ,\ '> , 
(B.24) 

con «/l)J/\ \¡\lJ/\) dado por la eco (3.48). 
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