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Capítulo 1

Introducción

Dado un espacio métrico X, un Hiperespacio de X es una colección es-
pecí�ca de subconjuntos de X equipados con la métrica de Hausdor�. En
1931 Karol Borsuk y Stanislaw Ulam en su escrito llamado On Symmetric
Products of Topological Spaces [4] construyen un espacio al que llaman el n-
ésimo producto simétrico del espacio X (denotado actualmente por Fn (X)),
cuyos elementos son subconjuntos de X no vacíos con cardinalidad a lo más
n. Este Hiperespacio lo estudian con dos enfoques distintos:

1. ¾Qué propiedades topológicas hereda Fn (X) de X?.

2. ¾Qué propiedades topológicas tiene Fn (X), para algún X especí�co?

Como ejemplo del segundo enfoque prueban que para n ≤ 3, Fn (I) ad-
mite un encaje topológico en Rn, pero para n ≥ 4, no existe ningún encaje
topológico en Rn, donde I denota el intervalo cerrado [0, 1] y n es un número
natural.

El objetivo de esta tesis es hacer un escrito lo más autocontenido posible
explicando el artículo realizado por Leonid V. Kovalev, el cual lleva por titulo
Symmetric Products of the Line: Embeddings And Retractions [7]. El trabajo
realizado por Kovalev es un ejemplo del segundo enfoque que mencionamos
con anterioridad, en él se estudia el n-ésimo producto simétrico de dos es-
pacios métricos bien conocidos: la recta real R y el espacio m-dimensional
Rm.

En esta tesis prometemos demostrar tres teoremas los cuales constituyen
los resultados principales de ésta. Los teoremas mencionados son:

1. Fn (R) admite un encaje bi-Lipschitz en Rm donde m = 2b(e− 1)n!c.
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2. Fn (Rm) admite un encaje bi-Lipschitz en Rk donde

k = 2 (n+ 1)m−1 b(e− 1)n!c.

3. Fn (R) es un retracto absoluto Lipschitz.

En lo que resta de este capítulo daremos la notación que emplearemos
a lo largo de este escrito y demostraremos una igualdad que será de suma
importancia para el Teorema 4.2.1.

El capítulo 2 se dedicará a clases especiales de funciones continuas y que
son el pilar de este trabajo: las funciones Lipschitz, los encajes bi-Lipschitz y
los lipeomor�smos. Veremos cómo podemos obtener nuevas funciones de este
tipo a partir de otras. En particular nos dedicaremos a trabajar con estas
funciones cuando su dominio es un producto de espacios métricos.

En el capítulo 3 daremos (por �n) la de�nición formal de el enésimo pro-
ducto simétrico y métrica de Hausdor�. Veremos que al equipar el enésimo
producto simétrico de la recta real con la métrica de Hausdor�; ésta se com-
porta de una manera muy amigable.

En el capítulo 4, teniendo los ingredientes listos, daremos inicio a de-
mostrar dos de los tres resultados principales de nuestro trabajo. Para ello
introduciremos el concepto de cono y cono geométrico de un espacio métrico.

Para �nalizar, en el capítulo 5 hablaremos de retractos Lipschitz, retrac-
tos absolutos Lipschitz y m-Conexidad Lipschitz. Como último resultado,
veremos que el n-ésimo producto simétrico de la recta real es un retracto
absoluto Lipschitz.

Para garantizar una mejor comprensión de este trabajo se recomienda que
el lector haya cursado lo equivalente a un primer curso de Álgebra Lineal y
Análisis Matemático como son impartidos en la Facultad de Ciencias de la
UNAM1.

1Esta tesis fue apoyada por el proyecto "Teoría de continuos e hiperespacios (0221413)"
del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología (CONACYT), 2013; y, el proyecto "Teoría
de Continuos, Hiperespacios y Sistemas Dinámicos II" (IN101216) de PAPPIT, DGAPA,
UNAM.
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1.1. Notación

Sean X,X1, X2, . . . , Xn conjuntos no vacíos, A,B ⊆ X y f, g funciones.

N denota el conjunto de los números naturales.

Z denota el conjunto de los números enteros.

R denota el conjunto de los números reales.

C denota el conjunto de los números complejos.

S denota la esfera unitaria en el plano complejo.

Rn denota el espacio euclideano n-dimensional.

I denota el intervalo cerrado [0, 1].

Para n,m ≥ 1 de�nimos Rmn = Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
m−veces

|A| denota la cardinalidad de A.

n∏
i=1

Xi = {(x1, x2, . . . , xn) : para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} , xi ∈ Xi}.

A \B = {a ∈ A : a 6∈ B}.

f ◦ g denota la composición de las funciones f y g.

f |A denota la función f restringida al subconjunto A.

idX denota la función identidad en el conjunto X.

[x] denota la clase de equivalencia de x.

máx {p, q} denota el máximo de los números p y q.

mı́n {p, q} denota el mínimo de los números p y q.

sup (A) denota el supremo del conjunto A.

ı́nf (A) denota el ín�mo del conjunto A.
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d (x,A) denota la distancia de un punto x al conjunto A (donde A es
un subconjunto no vacío del espacio métrico (X, d)).

d (A,B) denota la distancia entre los conjuntos A,B (donde A,B son
subconjuntos no vacíos del espacio métrico (X, d)).

Bε (x0) denota la bola abierta de radio épsilon y centro en x0.

Bε [x0] denota la bola cerrada de radio épsilon y centro en x0.

A ⊕ B denota la suma directa de A,B (donde A,B son subespacios
vectoriales del espacio vectorial X).

A⊥ denota el conjunto ortogonal de A (donde A es un subconjunto de
X y X es un espacio vectorial).

1.2. Una igualdad importante

De�nición 1.2.1. De�nimos la función piso, como la función b·c : R −→ Z
dada por bxc = máx {k ∈ Z : k ≤ x}.

Proposición 1.2.2. Sea x ∈ R. Las siguientes condiciones son equivalentes

(a) bxc = m,

(b) m ∈ Z y m ≤ x < m+ 1.

Demostración. (a) implica (b).
Dado que bxc ∈ Z (por de�nición). Sólo resta demostrar que

m ≤ x < m+ 1.

Por de�nición de b·c, tenemos que m = bxc ≤ x. Por otro lado, supon-
gamos que m + 1 ≤ x, como m + 1 ∈ Z, por de�nición de b·c, tenemos que
m + 1 ≤ bxc = m, pero esto no puede ser posible, pues m < m + 1. La
contradicción vino de suponer que m + 1 ≤ x, por lo tanto m ≤ x < m + 1,
como requeríamos.
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(b) implica (a).
Dado que m ∈ Z y m ≤ x, por de�nición de b·c, tenemos que m ≤ bxc.

Si fuera el caso que m < bxc, como bxc,m ∈ Z, se sigue que m + 1 ≤ bxc,
pero x < m+ 1, por lo que

x < m+ 1 ≤ bxc ≤ x.

Lo cual, es imposible. Por lo tanto bxc = m, como requeríamos. �

Proposición 1.2.3. Para cada n ≥ 1, se tiene que

n!
n∑
k=1

1

k!
= b(e− 1)n!c.

Donde e se de�ne como

e =
∞∑
k=0

1

k!
.

Demostración. Para los casos n = 1 y n = 2, un sencillo cálculo hace ver
que la igualdad es inmediata. Para n ≥ 3, haremos uso de la Proposición
1.2.2. Demostraremos que

1. n!
n∑
k=1

1

k!
∈ Z,

2. n!
n∑
k=1

1

k!
≤ n! (e− 1),

3. n! (e− 1) <

(
n!

n∑
k=1

1

k!

)
+ 1.

En primer lugar, dada k ≤ n, se tiene que

n! = k!× (k + 1)× · · · × (n− 1)× n,

por lo que

n!

k!
= (k + 1)× (k + 2)× · · · × (n− 1)× n ∈ Z.

Así, podemos concluir que n!
n∑
k=1

1

k!
∈ Z.
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Para la segunda parte dado que, para cada x ≥ 0

1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
≤ ex,

se tiene que (usando x = 1)

1 +
n∑
k=1

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
≤ e.

Por tanto,
n∑
k=1

1

k!
≤ e− 1, lo cual, implica que n!

n∑
k=1

1

k!
≤ n! (e− 1).

Finalmente, para demostrar la última desigualdad, notemos que las si-
guientes condiciones son equivalentes

n! (e− 1) <

(
n!

n∑
k=1

1

k!

)
+ 1,

e− 1 <

(
n∑
k=1

1

k!

)
+

1

n!
,

(e− 1)−
n∑
k=1

1

k!
<

1

n!
,

∞∑
k=n+1

1

k!
<

1

n!
,

∞∑
k=n+1

n!

k!
< 1.

Por lo anterior, sólo basta probar que
∞∑

k=n+1

n!

k!
< 1, para ello observemos que

∞∑
k=n+1

n!

k!
=
∞∑
k=1

n!

(n+ k)!
.

Además, para cada k ≥ 1,

n!

(n+ k)!
=

1

(n+ 1) (n+ 2) · · · (n+ k)
<

1

nk
=

(
1

n

)k
.
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Por lo que
∞∑
k=1

n!

(n+ k)!
≤

∞∑
k=1

(
1

n

)k
.

Finalmente, como n ≥ 3, con [9, Teorema 3.26, pág. 61] podemos calcular la

serie geométrica para x =
1

n
y obtener

∞∑
k=1

(
1

n

)k
=

1

n− 1
< 1.

Así, para cada n ≥ 3,

∞∑
k=n+1

n!

k!
=
∞∑
k=1

n!

(n+ k)!
≤

∞∑
k=1

(
1

n

)k
< 1.

Lo cual es equivalente a decir que n! (e− 1) <

(
n!

n∑
k=1

1

k!

)
+ 1.

Por tanto, gracias a la Proposición 1.2.2, podemos concluir que para cada

n ≥ 3, se tiene que b(e− 1)n!c = n!
n∑
k=1

1

k!
.

Por tanto, para cada n ≥ 1, b(e− 1)n!c = n!
n∑
k=1

1

k!
. �
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Capítulo 2

Clases especiales de funciones
continuas

En el presente capítulo trataremos con clases especiales de funciones con-
tinuas: las funciones Lipschitz, los encajes bi-Lipschitz y los lipeomor�smos,
veremos cómo podemos construir nuevas funciones de este tipo a partir de
otras ya dadas.

2.1. Funciones Lipschitz continuas

De�nición 2.1.1. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos. Diremos que una
función f : X −→ Y es Lipschitz continua, si existe una constante K > 0
tal que para cualesquiera x, y ∈ X,

dY (f (x) , f (y)) ≤ KdX (x, y) .

Tal constante se denomina constante de Lipschitz. En ocasiones pa-
ra referirnos a una función Lipschitz continua (con constante K), diremos
solamente función K-Lipschitz.

Observación 2.1.2. Si f esK-Lipschitz, entonces f es uniformemente conti-

nua. En efecto, sea ε > 0, si consideramos δ =
ε

K
, entonces para cualesquiera

x, y ∈ X, dX (x, y) < δ implica que

dY (f (x) , f (y)) ≤ KdX (x, y) < Kδ = ε.

Es decir, f es uniformemente continua (y por tanto continua).
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Proposición 2.1.3. Sean (X, dX) , (Y, dY ) , (Z, dZ) espacios métricos. Si exis-
ten f : X −→ Y y g : Y −→ Z funciones K1-Lipschitz y K2-Lipschitz,
respectivamente, entonces la función h : X −→ Z dada por h = g ◦ f es
K1K2-Lipschitz

Demostración. Como f es K1-Lipschitz, para cualesquiera x, y ∈ X

dY (f (x) , f (y)) ≤ K1dX (x, y) . (2.1.1)

De igual forma, como g es K2-Lipschitz, para cualesquiera z, w ∈ Y

dZ (g (z) , g (w)) ≤ K2dY (z, w) . (2.1.2)

Consideramos K = K1K2 > 0. Para demostrar que h es K-Lipschitz toma-
mos x, y ∈ X.

Como f (x) , f (y) ∈ Y , por (2.1.2) tenemos que

dZ (h (x) , h (y)) = dZ (g (f (x)) , g (f (y))) ≤ K2dY (f (x) , f (y)) .

Pero por (2.1.1) tenemos que

K2dY (f (x) , f (y)) ≤ K1K2dX (x, y) = KdX (x, y) .

Así, dZ (h (x) , h (y)) ≤ KdX (x, y). Es decir, h es K-Lipschitz. �

En lo que resta del escrito frecuentemente trabajaremos con el producto
de espacios métricos, para ello es bueno recordar que si (X1, d1) , . . . , (X, dn)

es una colección de espacios métricos, podemos equipar al conjunto
n∏
i=1

Xi

con una métrica (llamada métrica producto) la cual está dada por

d (x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(di (xi, yi))
2,

donde x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn).

Proposición 2.1.4. Sean (X, d) , (Y1, d1) , (Y2, d2) , . . . , (Yn, dn) espacios mé-
tricos. Si, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, fi : X −→ Yi es una función Lipschitz
continua, entonces la función

f : X −→ Y =
n∏
i=1

Yi

dada por f (x) = (f1 (x) , f2 (x) , . . . , fn (x)), es Lipschitz continua.
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Demostración. Sabemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existe una cons-
tante Ki > 0 tal que para cualesquiera x, y ∈ X,

di (fi (x) , fi (y)) ≤ Kid (x, y) . (2.1.3)

Consideramos K = máx {K1, K2, . . . , Kn} > 0. Si x, y ∈ X, entonces por
(2.1.3) tenemos que

(di (fi (x) , fi (y)))2 ≤ (Kid (x, y))2 ≤ (Kd (x, y))2 .

Como esto es válido para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, entonces
n∑
i=1

(di (fi (x) , fi (y)))2 ≤
n∑
i=1

(Kd (x, y))2 = n (Kd (x, y))2 .

Por tanto

d (f (x) , f (y)) =

√√√√ n∑
i=1

(di (fi (x) , fi (y)))2 ≤
√
nKd (x, y) .

Así, podemos concluir que f es
√
nK-Lipschitz. �

2.2. Encajes bi-Lipschitz

De�nición 2.2.1. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos. Diremos que una
función h : X −→ Y es un encaje bi-Lipschitz, si existe una constante
K > 0 tal que para cualesquiera x, y ∈ X,

1

K
dX (x, y) ≤ dY (h (x) , h (y)) ≤ KdX (x, y) .

Observación 2.2.2. Cualquier encaje bi-Lipschitz es inyectivo y continuo.
Sean h y K como en la de�nición anterior. Como h es un encaje bi-Lipschitz,
en particular es Lipschitz continua, así, por la Observación 2.1.2 tenemos que
h es continua. Finalmente, sean x, y ∈ X. Si h (x) = h (y), entonces

0 ≤ 1

K
dX (x, y) ≤ dY (h (x) , h (y)) = 0.

Se sigue que
1

K
dX (x, y) = 0, pero

1

K
6= 0, entonces dX (x, y) = 0, así x = y.
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Proposición 2.2.3. Sean (X, dX) , (Y, dY ) , (Z, dZ) espacios métricos. Si,
existen f : X −→ Y y g : Y −→ Z encajes bi-Lipschitz, entonces la función
h : X −→ Z dada por h = g ◦ f es un encaje bi-Lipschitz.

Demostración. Como f es Lipschitz continua, existe K1 > 0 tal que para
cualesquiera x, y ∈ X,

1

K1

dX (x, y) ≤ dY (f (x) , f (y)) ≤ K1dX (x, y) . (2.2.1)

De igual forma, como g es un encaje bi-Lipschitz, existe K2 > 0 tal que para
cualesquiera z, w ∈ Y ,

1

K2

dY (z, w) ≤ dZ (g (z) , g (w)) ≤ K2dY (z, w) . (2.2.2)

Consideramos K = K1K2 > 0, por la Proposición 2.1.3, h es K-Lipschitz.
Por tanto resta demostrar que para cualesquiera x, y ∈ X,

1

K
dX (x, y) ≤ dZ (h (x) , h (y)) .

Sean x, y ∈ X. Por (2.2.1) tenemos que
1

K1

dX (x, y) ≤ dY (f (x) , f (y)), como

1

K2

> 0, se sigue que

1

K
dX (x, y) =

1

K1

1

K2

dX (x, y) ≤ 1

K2

dY (f (x) , f (y)) . (2.2.3)

Además, como f (x) , f (y) ∈ Y , por (2.2.2) se cumple que

1

K2

dY (f (x) , f (y)) ≤ dZ (g (f (x)) , g (f (y))) = dZ (h (x) , h (y)) . (2.2.4)

Así, por (2.2.3) y (2.2.4), tenemos que
1

K
dX (x, y) ≤ dZ (h (x) , h (y)), como

requeríamos. Por tanto, h es un encaje bi-Lipschitz. �

Proposición 2.2.4. Sean (X1, d1) , . . . , (Xn, dn) y (Y1, ρ1) , . . . , (Yn, ρn) es-
pacios métricos. Si, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, fi : Xi −→ Yi es un encaje
bi-Lipschitz, entonces la función

f : X =
n∏
i=1

Xi −→ Y =
n∏
i=1

Yi



2.2 Encajes bi-Lipschitz 13

dada por f (x) = (f1 (x1) , f2 (x2) , . . . , fn (xn)), es un encaje bi-Lipschitz.
Donde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X.

Demostración. Por hipótesis, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existe una cons-
tanteKi > 0 como en la de�nición de encaje bi-Lipschitz. SeanK = máx {K1, K2, . . . , Kn}
y x = (x1, x2, . . . , xn) , y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ X.
Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, se tiene que

K ≥ Ki > 0, y

1

Ki

di (xi, yi) ≤ ρi (fi (xi) , fi (yi)) ≤ Kidi (xi, yi)

Entonces, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} ,(
1

K
di (xi, yi)

)2

≤ (ρi (fi (xi) , fi (yi)))
2 ≤ (Kdi (xi, yi))

2 .

Así

n∑
i=1

(
1

K
di (xi, yi)

)2

≤
n∑
i=1

(ρi (fi (xi) , fi (yi)))
2 ≤

n∑
i=1

(Kdi (xi, yi))
2 .

Por lo que

1

K2

n∑
i=1

(di (xi, yi))
2 ≤

n∑
i=1

(ρi (fi (xi) , fi (yi)))
2 ≤ K2

n∑
i=1

(di (xi, yi))
2 .

Lo cual es equivalente a decir que

1

K

√√√√ n∑
i=1

(di (xi, yi))
2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(ρi (fi (xi) , fi (yi)))
2 ≤ K

√√√√ n∑
i=1

(di (xi, yi))
2.

Por tanto
1

K
d (x, y) ≤ ρ (f (x) , f (y)) ≤ Kd (x, y)

; es decir, f es un encaje bi-Lipschitz. �
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2.3. Lipeomor�smos

De�nición 2.3.1. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos. Diremos que una
función f : X −→ Y es un lipeomor�smo, si f es un encaje bi-Lipschitz
suprayectivo.

De�nición 2.3.2. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos. Diremos que X

y Y son lipeomorfos (expresado como X
lip
≈ Y ), si existe f : X −→ Y

lipeomor�smo.

Observación 2.3.3. Si X
lip
≈ Y , entonces Y

lip
≈ X, donde el lipeomor�smo es

h−1, además si K es la constante de h, h−1 tiene la misma constante.

Dado que la composición de funciones suprayectivas es suprayectiva, la
Proposición 2.2.3 nos genera la siguiente observación:

Observación 2.3.4. Si X
lip
≈ Y y Y

lip
≈ Z, entonces X

lip
≈ Z.

Observación 2.3.5. Si f : X −→ Y es un encaje bi-Lipschitz, entonces

X
lip
≈ f (X) considerando a la función h : X −→ f (X) dada por h (x) = f (x).

Proposición 2.3.6. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos y f : X −→ Y
K-Lipschitz. Si, f es biyectiva y su inversa f−1 es K-Lipschitz, entonces f
es un lipeomor�smo.

Demostración. Dado que f esK-Lipschitz y suprayectiva, sólo resta probar
que para cualesquiera x, y ∈ X se tiene que

1

K
dX (x, y) ≤ dY (f (x) , f (y)) .

Sean x, y ∈ X. Como f (x) , f (y) ∈ Y y f−1 es K-Lipschitz, entonces

dX (x, y) = dX
(
f−1 (f (x)) , f−1 (f (y))

)
≤ KdY (f (x) , f (y)) .

Entonces
1

K
dX (x, y) ≤ dY (f (x) , f (y)), por tanto f es un lipeomor�smo.

�

Proposición 2.3.7. Sean (X, dX) , (Y, dY ) , (Z, dZ) espacios métricos. Si X
lip
≈

Y , entonces Z ×X
lip
≈ Z × Y .
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Demostración. Por hipótesis, existe f : X −→ Y suprayectiva y K > 0 tal
que, para cualesquiera x, y ∈ X

1

K
dX (x, y) ≤ dY (f (x) , f (y)) ≤ KdX (x, y) . (2.3.1)

Consideremos g : Z × X −→ Z × Y dada por g ((z, x)) = (z, f (x)).
Demostraremos que g es un lipeomor�smo, para ello primero notemos que
g es suprayectiva, pues si (z, y) ∈ Z × Y , como f es suprayectiva, existe
x ∈ X tal que f (x) = y, por tanto para esta misma x ∈ X, tenemos que
g ((z, x)) = (z, f (x)) = (z, y) .

Para probar que g es encaje bi-Lipschitz, consideramos L = K + 1 > 0.
Sean p, q ∈ Z × X donde p = (z1, x1) y q = (z2, x2), entonces por (2.3.1)
tenemos que

1

L
dX (x1, x2) ≤ dY (f (x1) , f (x2)) ≤ LdX (x1, x2) .

Lo cual, implica que

(
1

L
dX (x1, x2)

)2

≤ (dY (f (x1) , f (x2)))2 ≤ (LdX (x1, x2))2 . (2.3.2)

Además, como L > 1 y dZ (z1, z2) ≥ 0, tenemos que dZ (z1, z2) ≤ LdZ (z1, z2)

y
1

L
dZ (z1, z2) ≤ dZ (z1, z2), entonces

(dZ (z1, z2))2 ≤ (LdZ (z1, z2))2 y

(
1

L
dZ (z1, z2)

)2

≤ (dZ (z1, z2))2 .

Sumando adecuadamente estas desigualdades a (2.3.2), tenemos que(
1

L
dZ (z1, z2)

)2

+

(
1

L
dX (x1, x2)

)2

≤ (dZ (z1, z2))2 + (dY (f (x1) , f (x2)))2

≤ (LdZ (z1, z2))2 + (LdX (x1, x2))2 .

Entonces

1

L2

(
(dZ (z1, z2))2 + (dX (x1, x2))2) ≤ (dZ (z1, z2))2 +

(
dY (f (x1) , f (x2))2)

≤ L2
(
(dZ (z1, z2))2 + (dX (x1, x2))2) .
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Tomando raíz cuadrada en cada una de las desigualdades anteriores, podemos
concluir que

1

L
d (p, q) ≤ d (g (p) , g (q)) ≤ Ld (p, q) .

Es decir, g es un encaje bi-Lipschitz. Por tanto g es un lipeormor�smo. �

Observación 2.3.8. Gracias a la proposición anterior, es inmediato que si
X admite un encaje bi-Lipschitz en Y , entonces Z × X admite un encaje
bi-Lipschitz en Z × Y .

De�nición 2.3.9. Sean (X, d) , (Y, dY ) espacios métricos. Diremos que una
función f : X −→ Y es una isometría, si para cualesquiera x, y ∈ X, se
tiene que

dX (x, y) = dY (f (x) , f (y)) .

De�nición 2.3.10. Sean (X, d) , (Y, dY ) espacios métricos. Diremos que X
y Y son isométricos, si existe f : X −→ Y isometría suprayectiva.

Observación 2.3.11. Es inmediato que si f : X −→ Y es isometría supra-
yectiva, entonces f es biyectiva y su inversa f−1 tambien es isometría. Por
tanto, toda isometría es un lipeomor�smo.



Capítulo 3

El n-ésimo producto simétrico y
la métrica de Hausdor�

En este capítulo presentaremos los productos simétricos y la métrica de
Hausdor�. Las propiedades más importantes de esta métrica se detallan en
el Teorema 3.2.2 y las Proposiciones 3.2.3, 3.2.5.

Para un espacio métrico (X, d), un hiperespacio de X es una colección
especí�ca de subconjuntos de X, equipados con la métrica de Hausdor�
(que de�niremos en 3.1.9). Entre los hiperespacios de mayor interés se en-
cuentran:

2X = {A ⊆ X : A es compacto y no vacío } .

C (X) =
{
A ∈ 2X : A es conexo

}
.

Dado n ∈ N, Fn (X) = {A ⊆ X : 1 ≤ |A| ≤ n} .

Sin embargo, en este escrito sólo trabajaremos con este último hiperespa-
cio. Si el lector está interesado en un estudio más a fondo de estos hiperes-
pacios, puede consultar [6] y [1].

3.1. De�niciones y propiedades básicas

De�nición 3.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y n ∈ N. El n-ésimo
producto simétrico de X es el conjunto

Fn (X) = {A ⊆ X : 1 ≤ |A| ≤ n} .
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Observación 3.1.2. Para cada n ∈ N, se tiene que Fn (X) ⊆ 2X (pues un
conjunto �nito siempre es compacto).

Observación 3.1.3. Para cada n ≥ 2 se tiene que Fn−1 (X) ⊆ Fn (X).
Además, para cada n ∈ N, si A ⊆ B, entonces Fn (A) ⊆ Fn (B).

A partir de una función f : X −→ Y , entre espacios métricos, podemos
construir una nueva función entre sus respectivos productos simétricos de la
siguiente forma:

De�nición 3.1.4. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos y f : X −→ Y .
De�nimos la función inducida por f , como la función f̂ : Fn (X) −→ Fn (Y )
dada por

f̂ (A) = {f (a) : a ∈ A} = f (A) .

Proposición 3.1.5. Sean (X, dX) , (Y, dY ) espacios métricos y f : X −→ Y .
Si f es inyectiva, entonces la función inducida f̂ es inyectiva.

Demostración. Sean A,B ∈ Fn (X) tales que A 6= B. Supongamos sin
perder generalidad que A * B, entonces existe a ∈ A \B.

Demostraremos que f (a) ∈ f (A) \ f (B), para ello en primer lugar como
a ∈ A, se tiene que f (a) ∈ f (A).

Por otro lado, si fuera el caso que f (a) ∈ f (B) entonces f (a) = f (b)
para algún b ∈ B. Como f es inyectiva se sigue que a = b ∈ B, lo cual es
imposible pues a 6∈ B. Por tanto f (a) 6∈ f (B).

Como f (a) ∈ f (A)\f (B), se sigue que f (A) * f (B). Así f̂ (A) 6= f̂ (B),
luego f̂ es inyectiva. �

De�nición 3.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico , A ∈ 2X y ε > 0. Entonces
la nube de radio épsilon y centro en A es el conjunto

N (ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d (a, x) < ε} .

Observación 3.1.7. Es inmediata de la de�nición que, para cualquier ε > 0,
A ⊆ N (ε, A). Además, si 0 < δ < ε, entonces N (δ, A) ⊆ N (ε, A).

Observación 3.1.8. Para cualquier {x} ∈ F1 (X) se tiene que

N (ε, {x}) = Bε (x) .
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De�nición 3.1.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada A,B ∈ 2X

de�nimos

Hd (A,B) = ı́nf {ε > 0 : A ⊆ N (ε, B) y B ⊆ N (ε, A)} .

La función Hd de�nida anteriormente se conoce como métrica de Haus-
dor�. Si no hay confusión acerca del espacio métrico donde estamos traba-
jando, solamente escribiremos H (A,B) en lugar de Hd (A,B) .

En [6, Teorema 2.2, pág. 11] podemos ver la demostración del siguiente
teorema.

Teorema 3.1.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces Hd es una mé-
trica en 2X .

Dado que Fn (X) ⊆ 2X (Observación 3.1.2), podemos equipar al n-ésimo
producto simétrico de X con la métrica de Hausdor�.

Proposición 3.1.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces X es isomé-
trico a F1 (X).

Demostración. Consideremos f : X −→ F1 (X) dada por f (x) = {x}.
Es inmediato que f es suprayectiva, por tanto sólo resta probar que f es
isometría. Para ello tomemos x, y ∈ X, entonces

H (f (x) , f (y)) = ı́nf {ε > 0 : {x} ⊆ N (ε, {y}) y {y} ⊆ N (ε, {x})}

= ı́nf {ε > 0 : x ∈ N (ε, {y}) y y ∈ N (ε, {x})} .

Además, por la Observación 3.1.8, tenemos que N (ε, {x}) = Bε (x) y
N (ε, {y}) = Bε (y), por lo tanto

H (f (x) , f (y)) = ı́nf {ε > 0 : x ∈ Bε (y) y y ∈ Bε (x)}

= ı́nf {ε > 0 : d (x, y) < ε y d (y, x) < ε}

= ı́nf {ε > 0 : d (x, y) < ε} .

= d (x, y) .

�
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Lema 3.1.12. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B ∈ 2X . Si a ∈ A,
entonces, existe b ∈ B tal que d (a, b) ≤ H (A,B).

Demostración. Por de�nición de H (A,B), para cada n ≥ 1 existe rn > 0
tal que

A ⊆ N (rn, B)

B ⊆ N (rn, A)

rn < H (A,B) +
1

n

Como a ∈ A, para cada n ≥ 1 existe bn ∈ B tal que d (a, bn) < rn.
Consideramos la sucesión (bn)∞n=1 en B. Como B es compacto, existe (bnk

)∞k=1

subsucesión de (bn)∞n=1 convergente en B. Sea b ∈ B tal que ĺım
k→∞

bnk
= b.

Notemos que

0 ≤ d (a, b) ≤ d (a, bnk
) + d (bnk

, b)

< rnk
+ d (bnk

, b)

< H (A,B) +
1

nk
+ d (bnk

, b) .

Como 0 ≤ d (a, b) < H (A,B) +
1

nk
+ d (bnk

, b), tomando el límite cuando

k →∞, concluimos que d (a, b) ≤ H (A,B). �

En lo que resta de este escrito nos será de mucha utilidad la siguiente
equivalencia de la métrica de Hausdor�, pues es más fácil de trabajar a la
hora de hacer nuestras cuentas.

Teorema 3.1.13. Sean (X, d) un espacio métrico y n ∈ N. Entonces, para
cualesquiera A,B ∈ Fn (X), se tiene que

H (A,B) = máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
.

Demostración. Sean A,B ∈ Fn (X). En primer lugar demostraremos que

1. máx
a∈A

d (a,B) ≤ H (A,B), y
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2. máx
b∈B

d (b, A) ≤ H (A,B)

Para demostrar 1, basta ver que, para cada a ∈ A, se tiene que d (a,B) ≤
H (A,B). En efecto, tomemos a ∈ A y supongamos que H (A,B) < d (a,B),
para llegar a una contradicción. Por de�nición de H (A,B), existe ε > 0 tal
que:

A ⊆ N (ε, B)

B ⊆ N (ε, A)

ε < d (a,B)

Como a ∈ A, existe b ∈ B tal que d (a, b) < ε < d (a,B), pero d (a,B) ≤
d (a, b). Por tanto d (a, b) < d (a, b), lo cual, es imposible. La contradicción
vino de suponer que H (A,B) < d (a,B), por tanto d (a,B) ≤ H (A,B).

Como a ∈ A fue arbitrario y A es un conjunto �nito, se tiene que
máx
a∈A

d (a,B) ≤ H (A,B). Similarmente podemos obtener que máx
b∈B

d (b, A) ≤
H (A,B) y por tanto concluir que

máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
≤ H (A,B) . (3.1.1)

Ahora demostremos que

H (A,B) ≤ máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
. (3.1.2)

Si H (A,B) = 0 terminamos, pues para a0 ∈ A, se tiene que

H (A,B) = 0 ≤ d (a0, B) ≤ máx
a∈A

d (a,B) ≤ máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
.

Por tanto, supongamos que H (A,B) 6= 0. Sea δ ∈ (0, H (A,B)), en-
tonces A * N (δ, B) o B * N (δ, A), pues de otra forma tendríamos que
δ < H (A,B) ≤ δ, lo cual, es imposible.

Sin perder generalidad podemos suponer que A * N (δ, B). Entonces
existe a0 ∈ A \N (δ, B). Como a0 6∈ N (δ, B), se tiene que para cada b ∈ B,
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d (a0, b) ≥ δ, es decir, δ es una cota inferior para el conjunto {d (a0, b) : b ∈ B}.
Así, por de�nición de d (a0, B), tenemos que δ ≤ d (a0, B). Se sigue que

δ ≤ d (a0, B) ≤ máx
a∈A

d (a,B) ≤ máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
.

Como δ ∈ (0, H (A,B)) fue arbitrario, tenemos que

H (A,B) ≤ máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
.

Así, por (3.1.1) y (3.1.2), podemos concluir que

H (A,B) = máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
.

�

La utilidad de esta equivalencia es mostrada en las siguientes dos propo-
siciones.

Proposición 3.1.14. Sean (X, d), (Y, ρ) espacios métricos, f : X −→ Y y
n ∈ N. Si f es un encaje bi-Lipschitz, entonces su función inducida

f̂ : Fn (X) −→ Fn (Y )

es un encaje bi-Lipschitz.

Demostración. Como f es un encaje bi-Lipschitz, existe K > 0 tal que
para cualesquiera x, y ∈ X

1

K
d (x, y) ≤ ρ (f (x) , f (y)) ≤ Kd (x, y) . (3.1.3)

Sean A,B ∈ Fn (X). En primer lugar probaremos que

Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
≤ KHd (A,B) . (3.1.4)

Para ello, por el Teorema 3.1.13, basta probar que

1. máx
p∈f̂(A)

d
(
p, f̂ (B)

)
≤ KHd (A,B), y
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2. máx
q∈f̂(B)

d
(
q, f̂ (A)

)
≤ KHd (A,B).

Para demostrar 1, sea p ∈ f̂ (A), entonces p = f (a) para algún a ∈ A.
Como A,B ∈ 2X y a ∈ A, entonces por el Lema 3.1.12, existe b ∈ B tal que
d (a, b) ≤ Hd (A,B). Por otro lado, como f (b) ∈ f̂ (B) tenemos que

d
(
p, f̂ (B)

)
= d

(
f (a) , f̂ (B)

)
≤ ρ (f (a) , f (b)) .

Así por (3.1.3) y sabiendo que d (a, b) ≤ Hd (A,B) tenemos que

d
(
p, f̂ (B)

)
≤ KHd (A,B) .

Como p ∈ f̂ (A) fue arbitrario y f̂ (A) es un conjunto �nito, podemos concluir
que 1 se cumple. De manera similiar podemos obtener 2 y por tanto concluir
que (3.1.4) es verdadera.

Por último probaremos que

1

K
Hd (A,B) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
. (3.1.5)

Para ello, por el Teorema 3.1.13, basta probar que

1. máx
a∈A

d (a,B) ≤ KHρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
, y

2. máx
b∈B

d (b, A) ≤ KHρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

Para demostrar 1 tomemos a ∈ A. Como f̂ (A) , f̂ (B) ∈ 2X y f (a) ∈ f̂ (A),
por el Lema 3.1.12 existe q ∈ f̂ (B) tal que

ρ (f (a) , q) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

Como q = f (b) para algún b ∈ B, tenemos que d (a,B) ≤ d (a, b). Por tanto,
ocupando (3.1.3), tenemos que

d (a,B) ≤ d (a, b) ≤ Kρ (f (a) , f (b)) ≤ KHρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

Como a ∈ A fue arbitrario y A es conjunto �nito podemos concluir que 1
se cumple. De manera similar podemos obtener 2 y por tanto concluir que
(3.1.5) es verdadera. Así por (3.1.4) y (3.1.5) podemos concluir que f̂ es un
encaje bi-Lipschitz. �
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Observación 3.1.15. De la proposición anterior podemos concluir que si f
es K-Lipschitz, entonces su función inducida f̂ , es K-Lipschitz.

Corolario 3.1.16. Sean (X, d) , (Y, ρ) espacios métricos, f : X −→ Y y
n ∈ N. Si f es un lipeomor�smo, entonces su función inducida

f̂ : Fn (X) −→ Fn (Y )

es un lipeomor�smo.

Demostración. Dado que f es un encaje bi-Lipschitz (pues f es un lipeo-
mor�smo) la Proposición 3.1.14 implica que f̂ es un encaje bi-Lipschitz. Por
tanto resta probar que f̂ es suprayectiva. Tomemos B ∈ Fn (Y ) y supongamos
que B = {b1, b2, . . . , bn}.

Como f es suprayectiva tenemos que para cada 1 ≤ k ≤ n existe ak ∈ X
tal que f (ak) = bk. Consideremos A = {a1, a2, . . . , an}, entonces es inme-
diato que A ∈ Fn (X) y f̂ (A) = B. Por tanto podemos concluir que f̂ es
suprayectiva y así un lipeormor�smo. �

Proposición 3.1.17. Sean (X, d), (Y, ρ) espacios métricos, f : X −→ Y y
n ∈ N. Si f es una isometría, entonces su función inducida

f̂ : Fn (X) −→ Fn (Y )

es una isometría.

Demostración. Sean A,B ∈ Fn (X). En primer lugar probaremos que

Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
≤ Hd (A,B) . (3.1.6)

Para ello, por el Teorema 3.1.13, basta probar que

1. máx
p∈f̂(A)

d
(
p, f̂ (B)

)
≤ Hd (A,B), y

2. máx
q∈f̂(B)

d
(
q, f̂ (A)

)
≤ Hd (A,B).

Para probar 1, tomemos p ∈ f̂ (A), entonces p = f (a) para algún a ∈ A.
Como A,B ∈ 2X y a ∈ A, entonces existe b ∈ B tal que d (a, b) ≤ Hd (A,B)
(Lema 3.1.12), además como f es isometría tenemos que

ρ (f (a) , f (b)) = d (a, b) ≤ Hd (A,B) .
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Como f (b) ∈ f̂ (B) se sigue que

d
(
p, f̂ (B)

)
= d

(
f (a) , f̂ (B)

)
≤ ρ (f (a) , f (b)) ≤ Hd (A,B) .

Dado que p ∈ f̂ (A) fue arbitrario y f̂ (A) es un conjunto �nito, podemos
concluir que

máx
p∈f̂(A)

d
(
p, f̂ (B)

)
≤ Hd (A,B) .

De forma similar podemos demostrar 2 y así concluir que se cumple (3.1.6).
Por último probaremos que

Hd (A,B) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
. (3.1.7)

Para ello, por el teorema 3.1.13, basta probar que

1. máx
a∈A

d (a,B) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
, y

2. máx
b∈B

d (b, A) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

En primer lugar demostraremos 1, para ello sea a ∈ A. Dado que f̂ (A),
f̂ (B) ∈ 2X y f (a) ∈ f̂ (A) tenemos que existe q ∈ f̂ (B) tal que

ρ (f (a) , q) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

Además como q ∈ f̂ (B) se tiene que q = f (b) para algún b ∈ B. Así, como
b ∈ B y f es isometría, tenemos que

d (a,B) ≤ d (a, b) = ρ (f (a) , f (b)) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

Como a ∈ A fue arbitrario y A es conjunto �nito, podemos concluir que

máx
a∈A

d (a,B) ≤ Hρ

(
f̂ (A) , f̂ (B)

)
.

De forma similar podemos demostrar 2 y por tanto concluir que se cumple
(3.1.7). Por (3.1.6) y (3.1.7) se concluye que f̂ es una isometría. �
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3.2. El n-ésimo producto simétrico de R
Dadas las nociones de productos simétricos, nubes y métrica de Haus-

dor�, en esta sección trabajaremos solamente con la métrica de Hausdor� en
Fn (R) y un conjunto peculiar: F ∗n (I) que de�niremos más adelante. Dare-
mos algunas propiedades de la métrica de Hausdor� que se cumplen en estos
conjuntos, para así, entrar de lleno al objetivo de esta tesis.

Primeramente daremos la de�nición de tres conjuntos nuevos que jugarán
un papel importante en el hiperespacio (Fn (R) , H).

De�nición 3.2.1. Sean A ⊆ R no vacío y p ∈ R. De�nimos

A+ p = {x ∈ R : x = a+ p para algún a ∈ A} .

A− p = {x ∈ R : x = a− p para algún a ∈ A} .

pA = {x ∈ R : x = pa para algún a ∈ A} .

Teorema 3.2.2. Sean n ∈ N y p, q ∈ R. Entonces, para cualesquiera A,B ∈
Fn (R) se tiene que

(a) H (A+ p,A+ q) ≤ |p− q|.

(b) H (A+ p,B + p) = H (A,B).

(c) |mı́n A−mı́n B| ≤ H (A,B).

(d) H (A−mı́n A,B −mı́n B) ≤ 2H (A,B).

Demostración. Sean A,B ∈ Fn (R). Para demostrar (a) tomemos x ∈
A + p. Por de�nición de A + p, existe a ∈ A tal que x = a + p. Como
y = a+ q ∈ A+ q se tiene que

d (x,A+ q) ≤ |x− y| = | (a+ p)− (a+ q) | = |p− q|.

Como x ∈ A + p fue arbitrario y A + p es un conjunto �nito, podemos
concluir que

máx
x∈A+p

d (x,A+ q) ≤ |p− q|.

De forma similar podemos probar que

máx
y∈A+q

d (y, A+ p) ≤ |p− q|.
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Así, por el Teorema 3.1.13, concluimos que

H (A+ p,A+ q) ≤ |p− q|.

Para demostrar (b). Consideremos f : R −→ R dada por f (x) = x + p. Es
inmediato ver que f es una isometría, luego por la Proposición 3.1.17 tenemos
que su función inducida f̂ : Fn (R) −→ Fn (R) es una isometría. Finalmente
notemos que para cada A ∈ Fn (R)

f̂ (A) = {f (a) : a ∈ A} = {a+ p : a ∈ A} = A+ p.

Concluimos que para cada A,B ∈ Fn (R)

H (A+ p,B + p) = H (A,B) .

Para demostrar (c) llamemos a0 = mı́n A y b0 = mı́n B. Notemos que si
a0 = b0, entonces

|mı́nA−mı́nB| = |a0 − b0| = 0 ≤ H (A,B) .

Por otro lado si a0 6= b0, podemos suponer sin perder generalidad que a0 < b0.
Como A,B ∈ 2X y a0 ∈ A entonces (Lema 3.1.12) existe b ∈ B tal que
|a0 − b| ≤ H (A,B).

Dado que a0 < b0 ≤ b, se tiene que 0 < b0 − a0 ≤ b − a0, además
|a0 − b0| = b0 − a0 y |a0 − b| = b− a0. Por lo tanto podemos concluir que

|mı́nA−mı́nB| = |a0 − b0| ≤ |a0 − b| ≤ H (A,B) .

Finalmente para demostrar (d) notemos que H (A−mı́nA,B −mı́nB), por
desigualdad triangular es menor o igual a

H (A−mı́nA,A−mı́nB) +H (A−mı́nB,B −mı́nB )

Aplicando los incisos (a) y (b) tenemos que lo anterior es menor igual a

| (−mı́nA)− (−mı́nB) |+H (A,B) = |mı́nA−mı́nB|+H (A,B) .

Así, aplicando el inciso (c) a esto último, tenemos que

H (A−mı́nA,B −mı́nB) ≤ H (A,B) +H (A,B) = 2H (A,B) .

�
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Proposición 3.2.3. Sean n ∈ N y t ≥ 0. Entonces para cualesquiera A,B ∈
Fn (R), se tiene que H (tA, tB) = tH (A,B).

Demostración. Sean A,B ∈ Fn (R). Si t = 0 es inmediata la igualdad pues
0A = {0} = 0B. Por tanto supongamos que t 6= 0 y tomemos x ∈ tA.
Entonces existe a ∈ A tal que x = ta, como A,B ∈ 2X y a ∈ A entonces,
(Lema 3.1.12) existe b ∈ B de tal forma que

|a− b| ≤ H (A,B) .

Consideremos y = tb ∈ tB entonces

d (x, tB) ≤ |x− y| = |ta− tb| = t|a− b| ≤ tH (A,B) .

Dado que x ∈ tA fue arbitrario y tA es un conjunto �nito, podemos concluir
que

máx
x∈tA

d (x, tB) ≤ tH (A,B) .

De forma similar podemos demostrar que

máx
y∈tB

d (y, tA) ≤ tH (A,B) .

Así por el Teorema 3.1.13 podemos concluir que

H (tA, tB) ≤ tH (A,B) . (3.2.1)

Finalmente como A = 1
t

(tA) y B = 1
t

(tB) por la desiguladad (3.2.1) tenemos
que

H (A,B) = H

(
1

t
(tA) ,

1

t
(tB)

)
≤ 1

t
H (tA, tB) .

Por tanto
tH (A,B) ≤ H (tA, tB) . (3.2.2)

Así por (3.2.1) y (3.2.2) podemos concluir que

H (tA, tB) = tH (A,B) .

�

De�nición 3.2.4. Sea n ≥ 2 y a, b ∈ R tales que a < b. Si [a, b] denota el
intervalo cerrado con extremos en a y b, de�nimos

F ∗n ([a, b]) = {A ∈ Fn ([a, b]) : a, b ∈ A} .



3.2 El n-ésimo producto simétrico de R 29

Dado que F ∗n ([a, b]) es un subconjunto de Fn ([a, b]), podemos equiparlo
con la métrica de Hausdor�, y obtener las siguientes dos propiedades para
F ∗n (I).

Proposición 3.2.5. Para cualesquiera A,B ∈ F ∗n (I) y cualesquiera s, t ≥ 0
se tiene que

(a) |t− s| ≤ H (sA, tB).

(b) H (sA, tA) ≤ |s− t|.

Demostración. Sean A,B ∈ F ∗n (I) y s, t ≥ 0. Para demostrar (a) supon-
gamos sin perder generalidad que s ≥ t. Por Teorema 3.1.13 sabemos que

H (sA, tB) = máx

{
máx
z∈sA

d (z, tB) ,máx
w∈tB

d (w, sA)

}
.

En primer lugar probaremos que s− t = d (s, tB), para ello, notemos que
t ∈ tB (pues B ∈ F ∗n (I)), por lo que d (s, tB) ≤ |t− s| = s−t. Por otro lado,
dado w ∈ tB (w = tb para algún b ∈ B), si fuera el caso que |s− tb| < s− t,
tendríamos que − (s− t) < s − tb < s − t, por tanto t < tb. Además, como
b ∈ B ∈ F ∗n (I), se sigue que t < tb ≤ t, lo cual, es imposible. Por tanto
|s− tb| < s − t es imposible, por lo que s − t ≤ |s− tb| = |s− w|. Como
w ∈ tB fue arbitrario, podemos concluir que s − t ≤ d (s, tB) y por tanto
s− t = d (s, tB).

Finalmente, como s ∈ sA (pues A ∈ F ∗n (I)), podemos concluir que

|t− s| = s− t = d (s, tB) ≤ máx
z∈sA

d (z, tB) ≤ H (sA, tB) .

Para probar (b) sean A ∈ F ∗n (I) y x ∈ sA. Dado que x ∈ sA tenemos que
x = sa para algún a ∈ A. Consideramos y = ta ∈ tA, entonces

d (x, tA) ≤ |x− y| = |sa− ta| = |a (s− t) | = |a| |s− t| ≤ |s− t|.

Esta última desigualdad se debe a que a ∈ A ∈ F ∗n (I). Como x ∈ sA fue
arbitrario y sA es un conjunto �nito, podemos concluir que

máx
x∈sA

d (x, tA) ≤ |s− t| .
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De forma similar podemos demostrar que

máx
y∈tA

d (y, sA) ≤ |s− t| .

Así, por el Teorema 3.1.13, concluimos que

H (sA, tA) ≤ |s− t|.

�



Capítulo 4

Encajando a Fn (R)

Teniendo listos casi todos los ingredientes, iniciaremos con uno de los ob-
jetivos de esta tesis: encontrar un espacio euclidiano donde Fn (R) pueda ser
encajado de forma bi-Lipschitz. Para ello, dado un espacio métrico X, intro-
duciremos dos últimos conceptos: el cono sobre X, denotado por Cono (X)
y el cono geométrico sobre X, denotado por ConoG (X). Los resultados prin-
cipales de este capítulo son:

1. Fn (R) es lipeomorfo a R× Cono (F ∗n (I)).

2. Fn (R) admite un encaje bi-Lipschitz en Rm donde m = 2b(e− 1)n!c.

3. Fn (Rm) admite un encaje bi-Lipschitz en Rk donde

k = 2 (n+ 1)m−1 b(e− 1)n!c.

4.1. Conos de un espacio métrico

De�nición 4.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. De�nimos en X × [0,∞)
la relación ∼ de la siguiente manera:

(x, t) ∼ (y, s) si y sólo si t = 0 = s o (x, t) = (y, s) .

No es muy difícil ver que la relación antes de�nida es una relación de equi-
valencia, con ello podemos considerar sus clases de equivalencias y construir
el siguiente conjunto:
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De�nición 4.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. El cono sobre X es el
conjunto

Cono (X) = (X × [0,∞))� ∼ = {[(x, t)] : (x, t) ∈ X × [0,∞)} .

Si (X, d) es un espacio métrico con diám (X) ≤ 2, entonces podemos
de�nir una métrica en Cono (X), la cual viene dada por

dC ([(x, t)] , [(y, s)]) = |t− s|+ mı́n {t, s} d (x, y) .

Si X es un subconjunto acotado de Rn, entonces la estructura del espacio
euclidiano, nos da otra construcción del cono, como lo muestra la siguiente
de�nición:

De�nición 4.1.3. Sean X ⊆ Rn acotado y en+1 = (0, 0, . . . , 1) ∈ Rn+1.
Para cada x ∈ X con x = (x1, x2, . . . , xn), de�nimos x = (x1, x2, . . . , xn, 0).
Entonces, el cono geométrico sobre X, es el conjunto

ConoG (X) = {tx+ (1− t) en+1 : t ≥ 0 y x ∈ X} .

Dado que ConoG (X) es un subconjunto de Rn+1, lo podemos equipar con
la métrica heredada y tener la siguiente proposición:

Proposición 4.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico con diám (X) ≤ 2. Si X
admite un encaje bi-Lipschitz en Rn, entonces, Cono (X) admite un encaje
bi-Lipschitz en Rn+1.

Demostración. Por hipótesis existen f : X −→ Rn y L > 0 tales que, para
cualesquiera x, y ∈ X

1

L
d (x, y) ≤ ||f (x)− f (y) || ≤ Ld (x, y) .

Dado que f (X) es un subconjunto acotado de Rn (pues f es un encaje
bi-Lipschitz), existe M > 0 tal que para cualquier p ∈ f (X); ||p|| ≤ M .
Como primer paso, de�namos

g : Cono (X) −→ ConoG (f (X))

dada por g ([(x, t)]) = tf (x) + (1− t) en+1.

Sean K = máx {L,M, 1} y [(x, t)] , [(y, s)] ∈ Cono (X).
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Como f (x) , f (y) ∈ Rn, podemos considerar f (x) = (x1, x2, . . . , xn) y
f (y) = (y1, y2, . . . , yn).

Demostraremos que

|t− s|+ mı́n {t, s} d (x, y)√
2 (K2 + 1)

≤

√√√√ n∑
i=1

|txi − syi|2 + |t− s|2 (4.1.1)

y √√√√ n∑
i=1

|txi − syi|2 + |t− s|2 ≤
√

2
(
K2 + 1

)
(|t− s|+ mı́n {t, s} d (x, y)) .

(4.1.2)
En primer lugar, supongamos sin perder generalidad que t ≤ s. Para la

primera desigualdad, tenemos que

td (x, y) ≤ tL||f (x)− f (y) || ≤ K||tf (x)− tf (y) ||

≤ K (||tf (x)− sf (y) ||+ ||sf (y)− tf (y) ||)

= K (||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s| ||f (y) ||)

≤ K (||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s|M)

≤ K (||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s|K)

= K||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s|K2

≤ (K2 + 1) ||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s|K2.

De aquí que

|t− s|+ td (x, y) ≤
(
K2 + 1

)
(||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s|) .

Por tanto

(|t− s|+ td (x, y))2 ≤ (K2 + 1)
2

(||tf (x)− sf (y) ||+ |t− s|)2

≤ 2 (K2 + 1)
2

(||tf (x)− sf (y) ||2 + |t− s|2) .
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Lo cual, es equivalente a decir que

|t− s|+ mı́n {t, s} d (x, y)√
2 (K2 + 1)

≤
√
||tf (x)− sf (y) ||2 + |t− s|2

=

√
n∑
i=1

|txi − syi|2 + |t− s|2.

Para demostrar la desigualdad (4.1.2), notemos en primer lugar que

|t− s| ≤ t||f (x)− f (y) ||+ |t− s|

≤ tLd (x, y) + |t− s|

≤ (K + 1) (td (x, y) + |t− s|)

≤ (K2 + 1) (td (x, y) + |t− s|) .
De aquí que

|t− s|2 ≤
(
K2 + 1

)2
(td (x, y) + |t− s|)2 .

Además

||tf (x)− sf (y) || ≤ ||tf (x)− tf (y) ||+ ||tf (y)− sf (y) ||

≤ t||f (x)− f (y) ||+ |t− s|M

≤ tLd (x, y) +K|t− s|

≤ K (td (x, y) + |t− s|)

≤ (K2 + 1) (td (x, y) + |t− s|) .

Así,
||tf (x)− sf (y) ||2 ≤

(
K2 + 1

)2
(td (x, y) + |t− s|)2 .

Se sigue que

||tf (x)− sf (y) ||2 + |t− s|2 ≤ 2
(
K2 + 1

)2
(td (x, y) + |t− s|)2 .

Por tanto√
||tf (x)− sf (y) ||2 + |t− s|2 ≤

√
2
(
K2 + 1

)
(td (x, y) + |t− s|) .
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Es decir√√√√ n∑
i=1

|txi − syi|2 + |t− s|2 ≤
√

2
(
K2 + 1

)
(|t− s|+ mı́n {t, s} d (x, y)) .

Por (4.1.1) y (4.1.2), podemos concluir que g es un encaje bi-Lipschitz,
como requeríamos.

Finalmente, dado que ConoG (f (X)) ⊆ Rn+1 (pues f (X) ⊆ Rn), pode-
mos considerar i : ConoG (f (X)) ↪→ Rn+1 la función inclusión. Por tanto,
basta considerar h : Cono (X) −→ Rn+1 dada por h = i◦g, la cual claramente
es un encaje bi-Lipschitz. �

Proposición 4.1.5. Sea n ≥ 2. Entonces Fn (R)
lip
≈ R× Cono (F ∗n (I)) .

Demostración. Consideremos el conjunto Z = {B ∈ Fn (R) : mı́n B = 0}.
De�nimos f : Fn (R) −→ R × Z dada por f (A) = (mı́n A,A−mı́n A).
Veamos que f está bien de�nida, para ello sea A ∈ Fn (R). Sabemos que A
puede ser escrito de la forma A = {a1, a2, . . . , an}, con a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an
por tanto a1 = mı́n A, entonces

A−mı́n A = {0 = a1 − a1, a2 − a1, . . . , an − a1} .
Como a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, entonces 0 = a1−a1 ≤ a2−a1 ≤ . . . ≤ an−a1 por
tanto podemos concluir que mı́n (A−mı́n A) = 0. Así para cada A ∈ Fn (R),
se tiene que A−mı́nA ∈ Z, lo cual implica que f está bien de�nida.

Como siguiente paso demostraremos que f es
√

5-Lipschitz, para ellos
sean A,B ∈ Fn (R). Por el Teorema 3.2.2 tenemos que

|mı́n A−mı́n B| ≤ H (A,B)

H (A−mı́n A,B −mı́n B) ≤ 2H (A,B).

Entonces

(d (f (A) , f (B)))2 = (d ((mı́n A,A−mı́n A) , (mı́n B,B −mı́n B)))2

= |mı́n A−mı́n B|2 + (H (A−mı́n A,B −mı́n B))2

≤ (H (A,B))2 + 4 (H (A,B))2

= 5 (H (A,B))2 .
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Se sigue inmediatamente que d (f (A) , f (B)) ≤
√

5H (A,B).
Ahora veremos que f es biyectiva. Consideramos g : R × Z −→ Fn (R)

dada por g (b, B) = B + b.
Es inmediato que g está bien de�nida, pues si (b, B) ∈ R × Z, se tiene

que B ∈ Z ⊆ Fn (R). Por tanto como b ∈ R, concluimos que B + b ∈ Fn (R).
Por otro lado, notemos que g cumple las siguientes propiedades:

g ◦ f = idFn(R).

Pues dadoA ∈ Fn (R), se tiene que (g ◦ f) (A) = g ((mı́n A,A−mı́n A)) =
(A−mı́n A) + mı́n A = A.

f ◦ g = idR×Z .

Sea (b, B) ∈ R× Z, entonces (f ◦ g) ((b, B)) = f (B + b). Además

f (B + b) = (mı́n (B + b) , (B + b)−mı́n (B + b)), �nalmente dado que
B ∈ Z, es fácil ver que mı́n (B + b) = b, por lo que f (B + b) = (b, B).

Por tanto, podemos concluir que f es biyectiva con inversa g. Finalmente,
probemos que g es

√
2-Lipschitz, para ellos tomamos (a,A) , (b, B) ∈ R× Z.

Por la desigualdad triangular y el Teorema 3.2.2 tenemos que

H (A+ a,B + b) ≤ H (A+ a,A+ b) +H (A+ b, B + b)

≤ |a− b|+H (A,B) .

Por tanto,

(H (A+ a,B + b))2 ≤ (|a− b|+H (A,B))2

≤ 2
(
|a− b|2 + (H (A,B))2) .

Así,

H (A+ a,B + b) ≤
√

2

√
|a− b|2 + (H (A,B))2.

Es decir,
H (g (a,A) , g (b, B)) ≤

√
2 d ((a,A) , (b, B)) .

Dado que f es
√

5-Lipschitz, biyectiva y su inversa es
√

2-Lipschitz (y por
tanto

√
5-Lipchitz), podemos concluir gracias a la Proposición 2.3.6 que, f

es un lipeomor�smo.
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Como segundo paso, mostraremos que Z es lipeomorfo a Cono (F ∗n (I)).
Para ello consideramos h : Cono (F ∗n (I)) −→ Z dada por h ([(A, t)]) = tA.
Primero probaremos que h es suprayectiva, para ello tomemos B ∈ Z.

Caso 1. B = {0}
Consideremos A = {0, 1} ∈ F ∗n (I). Entonces [(A, 0)] ∈ Cono (F ∗n (I)) y
por tanto

h ([(A, 0)]) = 0A = {0} = B.

Caso 2. B = {b1, b2, . . . , bn} con bn > 0.

Consideramos A = {a1, a2, . . . , an}, donde ak =
bk
bn

para cada 1 ≤ k ≤
n. Es fácil ver que A ∈ F ∗n (I) (por construcción), por tanto si tomamos
[(A, bn)], es inmediato que h ([(A, bn)]) = B

De los casos 1 y 2 podemos concluir que h es suprayectiva. Para demostrar
que h es un encaje bi-Lipschitz tomemos [(A, t)] , [(B, s)] ∈ Cono (F ∗n (I)) y
notemos que

(mı́n {t, s})H (A,B) ≤ tH (A,B) (pues mı́n {t, s} ≤ t).

tH (A,B) = H (tA, tB) (Proposición 3.2.3).

H (tA, tB) ≤ H (tA, sB) +H (sB, tB) (desigualdad triangular).

H (sB, tB) ≤ |t− s| (Proposición 3.2.5).

2 |t− s| ≤ 2H (tA, sB) (Proposición 3.2.5).

Se sigue inmediatamente que

|t− s|+ (mı́n {t, s})H (A,B) ≤ 3H (tA, sB) .

Por tanto,

1

3
dC ([(A, t)] , [(B, s)]) ≤ H (tA, sB) = H (h ([(A, t)]) , h ([(B, s)])) . (4.1.3)

Por otro lado, dado que t, s ∈ [0,∞), podemos suponer sin perder gene-
ralidad que 0 ≤ s ≤ t. Entonces

H (tA, sB) ≤ H (tA, sA) +H (sA, sB) (desigualdad triangular).
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H (tA, sA) ≤ |t− s| (Proposición 3.2.5).

H (sA, sB) = sH (A,B) (Proposición 3.2.3).

sH (A,B) = (mı́n {t, s})H (A,B) (pues s ≤ t).

De aquí obtenemos que

H (tA, sB) ≤ |t− s|+(mı́n {t, s})H (A,B) ≤ 3 (|t− s|+ mı́n {t, s}H (A,B)) .

Por tanto

H (h ([(A, t)]) , h ([(B, s)])) ≤ 3dC ([(A, t)] , [(B, s)]) . (4.1.4)

Así, como h es suprayectiva, por (4.1.3) y (4.1.4), podemos concluir que h es
un lipeomor�smo.

Finalmente, como Cono (F ∗n (I))
lip
≈ Z, por la Proposición 2.3.7 tenemos

que R × Cono (F ∗n (I))
lip
≈ R × Z, además como Fn (R)

lip
≈ R × Z, por las

observaciones 2.3.3 y 2.3.4, podemos concluir que Fn (R)
lip
≈ R×Cono (F ∗n (I)),

como requeríamos. �

Corolario 4.1.6. Si F ∗n (I) admite un encaje bi-Lipschitz en Rm, entonces
Fn (R) admite un encaje bi-Lipschitz en Rm+2.

Demostración. Por hipótesis F ∗n (I) admite un encaje bi-Lipschitz en Rm.
Entonces Cono (F ∗n (I)) admite un encaje bi-Lipschitz en Rm+1 (Proposición
4.1.4). Además, por la Observación 2.3.8 tenemos que R×Cono (F ∗n (I)) ad-
mite un encaje bi-Lipschitz en R×Rm+1, el cual es fácil ver que es lipeomorfo
a Rm+2. Por tanto, concluimos que existe un encaje bi-Lipschitz

g1 : R× Cono (F ∗n (I)) −→ Rm+2.

Por otro lado, por la proposición 4.1.5 sabemos que existe un lipeomor-
�smo (y por tanto un encaje bi-Lipschitz)

g2 : Fn (R) −→ R× Cono (F ∗n (I)) .

Por tanto, h : Fn (R) −→ Rm+2 dada por h = g1 ◦ g2, es un encaje
bi-Lipschitz (Proposición 2.2.3). �
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Estamos apunto de construir nuestro encaje bi-Lipschitz de Fn (R) en algún
espacio euclidiano, para ello el siguiente paso que daremos es de�nir un en-
caje bi-Lipschitz de F ∗n (I) a Fn−1 (C), para este resultado nos apoyaremos
siguiente lema cuya demostración puede ser consultada en [3, Teorema 3.1,
pág. 61].

Lema 4.1.7. [3, Teorema 3.1, pág 61] Sea n ≥ 2. Entonces F ∗n ([−1, 1])
admite un encaje bi-Lipschitz en Fn−1 (S).

Corolario 4.1.8. Sea n ≥ 2. Entonces F ∗n ([−1, 1]) admite un encaje bi-
Lipschitz en Fn−1 (C).

Demostración. Por el lema 4.1.7 existe h : F ∗n ([−1, 1]) −→ Fn−1 (S) en-
caje bi-Lipschitz, además como Fn−1 (S) ⊆ Fn−1 (C), podemos considerar la
función inclusión i : Fn−1 (S) ↪→ Fn−1 (C). Por tanto, es inmediato que la
función

f : F ∗n ([−1, 1]) −→ Fn−1 (C)

dada por f = i ◦ h, es un encaje bi-Lipschitz. �

Corolario 4.1.9. Sea n ≥ 2. Entonces F ∗n (I) admite un encaje bi-Lipschitz
en Fn−1 (C).

Demostración. Sea h : I −→ [−1, 1] dada por h (t) = −1 + 2t. Es fácil ver
que, su función inducida ĥ : F ∗n (I) −→ F ∗n ([−1, 1]) es un encaje bi-Lipschitz.
Por tanto, por el Corolario 4.1.8 y la Proposición 2.2.3, tenemos que F ∗n (I)
admite un encaje bi-Lipschitz en Fn−1 (C). �

A continuación, los siguientes dos lemas son simplemente herramientas
técnicas que emplearemos para una parte de la demostración del Lema 4.1.12.
Estos nos dicen que para cualesquiera dos rectas distintas en Rm que pasen
por el origen, la intersección de sus nubes es un conjunto acotado.

Lema 4.1.10. Sean `1, `2 dos rectas distintas en Rm que pasen por el origen.
Entonces, existe M > 0 tal que N (1, `1) ∩N (1, `2) ⊆ BM (0).

Demostración. Dado que `1, `2 son dos rectas distintas en Rm que pasan
por el origen, sabemos que existen v1, v2 ∈ Rm tales que

||v1|| = 1 = ||v2||,
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v1, v2 son linealmente independientes,

`1 = {λv1 : λ ∈ R} y `2 = {λv2 : λ ∈ R}.

Consideramos M = 1 +
2

α
, donde α = ||v2 − 〈v1, v2〉v1||. Como v1, v2 son

linealmente independientes tenemos que v2 6= 〈v1, v2〉v1 por lo que α 6= 0, es
decir M está bien de�nida.

Probaremos que para estaM > 0, N (1, `1)∩N (1, `2) ⊆ BM (0). Sea pues
x ∈ N (1, `1) ∩N (1, `2), entonces existen w1 ∈ `1 y w2 ∈ `2 tales que

||x− w1|| < 1 y ||x− w2|| < 1. (4.1.5)

Como w1 ∈ `1 y w2 ∈ `2 se tiene que existen λ1, λ2 ∈ R tales que w1 = λ1v1

y w2 = λ2v2, por tanto

||x− λ1v1|| < 1 y ||x− λ2w2|| < 1. (4.1.6)

De (4.1.6) tenemos que si λ1 = 0, entonces

||x|| = ||x− λ1v1|| < 1 < 1 +
2

α
= M,

es decir x ∈ BM (0). Por tanto supongamos que λ1 6= 0 y notemos que

||x|| = ||x+ (λ2v2 − λ2v2) || ≤ ||x− λ2v2||+ ||λ2v2|| < 1 + |λ2|.

Donde la última desigualdad se debe a (4.1.6) y que ||v2|| = 1. El siguiente

paso es probar que |λ2| <
2

α
, para ello notemos que

|λ2|α = |λ2| ||v2 − 〈v1, v2〉v1|| = ||λ2v2 − λ2〈v1, v2〉v1||.

Como λ1 6= 0 tenemos que

||λ2v2 − λ2〈v1, v2〉v1|| = ||λ2v2 −
λ2

λ1

〈v1, v2〉λ1v1|| = ||w2 − βw1||,

donde β =
λ2

λ1

〈v1, v2〉.
Así

|λ2|α ≤ ||w2 − βw1||. (4.1.7)
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No es muy difícil observar que w2 − βw1 es ortogonal a βw1 − w1, por tanto

(||w2 − βw1||)2 + (||βw1 − w1||)2 = (||w2 − w1||)2 ,

de donde, ocupando la desigualdad triangular y (4.1.5) obtenemos que

||w2 − βw1|| ≤ ||w2 − w1|| ≤ ||w2 − x||+ ||x+ w1|| < 2. (4.1.8)

Finalmente juntando las desigualdades (4.1.7) y (4.1.8) obtenemos que

|λ2|α ≤ ||w2 − βw1|| < 2.

Por tanto |λ2| < 2
α
y así

||x|| < 1 + |λ2| < 1 +
2

α
= M.

Así sea cualquiera de los dos casos (λ1 = 0 o λ1 6= 0) obtenemos que
||x|| < M es decir x ∈ BM (0). �

Lema 4.1.11. Sean `1, `2 dos rectas distintas en Rm que pasen por el origen
y M > 0. Si, N (1, `1)∩N (1, `2) ⊆ BM (0), entonces para toda r > 0 se tiene
que

N (r, `1) ∩N (r, `2) ⊆ BMr (0) .

Demostración. Sea r > 0. En primer lugar dado que `1, `2 son dos rectas
en Rm que pasan por el origen, sabemos que existen v1, v2 ∈ Rm tales que

`1 = {λv1 : λ ∈ R}.

`2 = {λv2 : λ ∈ R}.

Sea x ∈ N (r, `1) ∩ N (r, `2). Entonces, existen w1 ∈ `1 y w2 ∈ `2 tales que
||x−w1|| < r y ||x−w2|| < r. Por otro lado, como w1 ∈ `1 y w2 ∈ `2, sabemos
que existen λ1, λ2 ∈ R tales que w1 = λ1v1 y w2 = λ2v2.

Por tanto tenemos que

||x− λ1v1|| < r y ||x− λ2v2|| < r.

Como r > 0 se sigue que

1

r
||x− λ1v1|| < 1 y

1

r
||x− λ2v2|| < 1,
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lo cual es equivalente a∣∣∣∣∣∣∣∣1rx− β1v1

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣1rx− β2v2

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1 (4.1.9)

donde β1 =
λ1

r
y β2 =

λ2

r
.

Como β1v1 ∈ `1 y β2 = v2 ∈ `2, por (4.1.9) se sigue que

1

r
x ∈ N (1, `1) ∩N (1, `2) ⊆ BM (0) .

Por tanto

∣∣∣∣∣∣∣∣1rx
∣∣∣∣∣∣∣∣ < M , concluyendo así que ||x|| < Mr, es decir x ∈ BMr (0).

�

Lema 4.1.12. Sean n,m ≥ 2. Entonces Fn−1 (Rm) admite un encaje bi-
Lipschitz en Fn−1

(
Rm−1

)
× · · · × Fn−1

(
Rm−1

)︸ ︷︷ ︸
n−veces

.

Demostración. Consideramos n rectas distintas `1, `2, . . . , `n en Rm que
pasen por el origen. Es claro que, para cada 1 ≤ k ≤ n, `k es un subespacio
vectorial de Rm y dim (`k) = 1. Entonces por [5, Teorema 6.6, pág. 350]
tenemos que Rm = `k⊕ `⊥k . Además, dado que dim (Rm) = m y dim (`k) = 1
se tiene que dim

(
`⊥k
)

= m− 1 (para este hecho el lector puede consultar [5,
Teorema 6.7, pág. 352]).

Dado que dim
(
`⊥k
)

= m − 1, sabemos que existe ϕk : `⊥k −→ Rm−1, la
cual, es lineal e isometría. Por otro lado, como `⊥k es un subespacio vectorial
de Rm, podemos considerar Pk : Rm −→ `⊥k la proyección ortogonal sobre `⊥k
a lo largo de `k, la cual es fácil ver que es lineal y 1-Lipschitz.

Por tanto, para cada 1 ≤ k ≤ n consideremos gk : Rm −→ Rm−1 dada
por gk = ϕk ◦ Pk, la cual por la Proposición 2.1.3 es 1-Lipschitz, además es
fácil ver que es lineal (por ser composición de funciones lineales).

Finalmente, consideremos ĝk : Fn−1 (Rm) −→ Fn−1 (Rm−1) la función
inducida de gk, que, por la Observación 3.1.15 es 1-Lipschitz. Dado que tene-
mos n funciones 1-Lipschitz, (pues tenemos n rectas que pasan por el origen),
podemos considerar

g : Fn−1 (Rm) −→ Fn−1

(
Rm−1

)
× · · · × Fn−1

(
Rm−1

)︸ ︷︷ ︸
n−veces

.
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Donde g está dada por g = (ĝ1, ĝ2, . . . , ĝn) . Probaremos g es un encaje bi-
Lipschitz.

Gracias a la Proposición 2.1.4 sabemos que g es
√
n-Lipschitz. Por tanto,

basta demostrar que para cada A,B ∈ Fn−1 (Rm)

1√
n
H (A,B) ≤ d (g (A) , g (B)) (4.1.10)

Aplicando los lemas 4.1.10 y 4.1.11 sucesivamente a cada par de rectas po-
demos encontrar una M > 0 (basta escoger la M máxima que nos brindan
estos lemas) talque para toda r > 0

N (r, `j) ∩N (r, `k) ⊆ BMr

(
0
)
. (4.1.11)

Procedamos a demostrar (4.1.10). Sean A,B ∈ Fn−1 (Rm). Si A = B, por
la de�nición de g y la métrica producto, obtenemos la igualdad a cero en
(4.1.10). Por tanto, supongamos A 6= B y llamemos ρ = H (A,B).

Demostraremos que existe k ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que
ρ

M
≤ H (ĝk (A) , ĝk (B)) .

Para ello supongamos que para cada 1 ≤ k ≤ n, H (ĝk (A) , ĝk (B)) <
ρ

M
,

para llegar así a una contradicción. Por el Teorema 3.1.13, tenemos que

H (A,B) = máx

{
máx
a∈A

d (a,B) ,máx
b∈B

d (b, A)

}
y

H (ĝk (A) , ĝk (B)) = máx

{
máx
z∈ĝk(A)

d (z, ĝk (B)) , máx
w∈ĝk(B)

d (w, ĝk (A))

}
.

Supongamos sin perder generalidad que H (A,B) = máx
a∈A

d (a,B). Dado

que A es un conjunto �nito, podemos tomar a0 ∈ A de tal forma que

H (A,B) = máx
a∈A

d (a,B) = d (a0, B) .

Por tanto, para cada b ∈ B, tenemos que ρ ≤ ||a0 − b||. Por otro lado,
como gk (a0) ∈ ĝk (A), se sigue que, para cada 1 ≤ k ≤ n

d (gk (a0) , ĝk (B)) ≤ H (ĝk (A) , ĝk (B)) <
ρ

M
.
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Dado que ĝk (B) es un conjunto �nito, podemos tomar wk ∈ ĝk (B) (wk =
gk (bk) para algún bk ∈ B) de tal forma que

d (gk (a0) , ĝk (B)) = ||gk (a0)− gk (bk) ||.

Veamos que a0 − bk ∈ N
( ρ
M
, `k

)
. Dado que a0 − bk ∈ Rm = `k ⊕ `⊥k

sabemos que existen únicos ck ∈ `k y dk ∈ `⊥k tales que a0 − bk = ck + dk.
Además, como

gk (a0 − bk) = ϕk (Pk (ck + dk)) = ϕk (dk) .

Se sigue que

|| (a0 − bk)− ck|| = ||dk|| = ||ϕk (dk) || = ||gk (a0 − bk) ||

Pero gk es lineal, por lo que

|| (a0 − bk)− ck|| = ||gk (a0 − bk) || = ||gk (a0)− gk (bk) || <
ρ

M
.

Notemos que tenemos una sucesión de n términos, a saber

a0 − b1, a0 − b2, . . . , a0 − bn.

Como B tiene a lo más n− 1 elementos, dos términos de esta sucesión deben
de ser iguales y ese elemento en común, (al que podemos llamar a0 − b) está
es dos nubes de radio

ρ

M
, por tanto

||a0 − b|| < M
( ρ
M

)
= ρ.

Pero esto es imposible, pues ρ ≤ ||a0− b|| para cada b ∈ B. Por tanto, existe
k ∈ {1, 2, . . . , n}, de tal forma que

ρ

M
≤ H (ĝk (A) , ĝk (B)) .

Por tanto, tenemos que( ρ
M

)2

≤ (H (ĝk (A) , ĝk (B)))2 ≤
n∑
i=1

(H (ĝi (A) , ĝi (B)))2 .
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Lo cual, es equivalente a decir que

ρ

M
≤

√√√√ n∑
i=1

(H (ĝi (A) , ĝi (B)))2 = d (g (A) , g (B)) .

Por tanto, considerando L = máx {
√
n,M}, concluimos que

1

L
H (A,B) ≤ d (g (A) , g (B)) ≤ LH (A,B)

�

Corolario 4.1.13. Sean n ≥ 1 y m ≥ 2. Entonces Fn (Rm) admite un encaje
bi-Lipschitz en Fn

(
Rm−1

)
× · · · × Fn

(
Rm−1

)︸ ︷︷ ︸
(n+1)−veces

4.2. Cumpliendo promesas: los encajes

Teniendo todos los ingredientes necesarios, daremos la demostración de
dos de los tres resultados principales de este escrito.

Teorema 4.2.1. Para toda n ≥ 1, Fn (R) admite un encaje bi-Lipschitz en
Rm, donde m = 2b(e− 1)n!c.

Demostración. La demostración la realizaremos por inducción sobre n.

Base (n = 1).

Gracias a la Proposición 3.1.11 sabemos que R es isométrico a F1 (R).
Sea f : F1 (R) −→ R dicha isometría. Por otro lado, consideremos
i : R ↪→ R2 dada por f (x) = (x, 0). Es inmediato que la función
h : F1 (R) −→ R2 dada por h = i ◦ f , es una isometría (y en particular
un encaje bi-Lipschitz)

Finalmente, como 2 = 2be− 1c = 2b(e− 1) 1!c = m, concluimos que la
a�rmación es válida para n = 1.

Paso inductivo. Supongamos que Fn−1 (R) admite un encaje bi-Lipschitz
en Rm, donde m = 2b(e− 1) (n− 1)!c.
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Consideremos los siguientes encajes bi-Lipschitz:

g1 : Fn−1 (R) −→ Rm Paso inductivo

g2 : F ∗n (I) −→ Fn−1 (C) Corolario 4.1.9

g3 : Fn−1 (C) −→ Fn−1 (R2) C
lip
≈ R2

g4 : Fn−1 (R2) −→ Fn−1 (R)× · · · × Fn−1 (R)︸ ︷︷ ︸
n−veces

Lema 4.1.12

Además, por la Proposición 2.2.4 (ocupando n-veces el encaje bi-Lipschitz
g1), tenemos que existe un encaje bi-Lipschitz

g5 : Fn−1 (R)× · · · × Fn−1 (R)︸ ︷︷ ︸
n−veces

−→ Rm × · · · × Rm︸ ︷︷ ︸
n−veces

= Rnm.

Sea g : F ∗n (I) −→ Rnm dado por g = g5 ◦ g4 ◦ g3 ◦ g2, el cual, gracias a
la Proposición 2.2.3 sabemos que es un encaje bi-Lipschitz.

Por tanto, por el Corolario 4.1.6 tenemos que Fn (R) admite un encaje
bi-Lipschitz en Rnm+2.

Por último, demostraremos que nm + 2 = b(e− 1)n!c. Por hipótesis
inductiva y la Proposición 1.2.3 sabemos que

m = 2b(e− 1) (n− 1)!c = 2 (n− 1)!
n−1∑
k=1

1

k!
.

Por tanto

nm+ 2 =

(
2n (n− 1)!

n−1∑
k=1

1

k!

)
+ 2 =

(
2n!

n−1∑
k=1

1

k!

)
+ 2.

Por otro lado, es fácil ver que(
2n!

n−1∑
k=1

1

k!

)
+ 2 = 2n!

n∑
k=1

1

k!
.
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Así

nm+ 2 =

(
2n!

n−1∑
k=1

1

k!

)
+ 2 = 2n!

n∑
k=1

1

k!
= 2b(e− 1)n!c.

Por tanto, podemos concluir que para toda n ≥ 1, Fn (R) admite un
encaje bi-Lipschitz en Rm, donde m = 2b(e− 1)n!c. �

Teorema 4.2.2. Fn (Rm) admite un encaje bi-Lipschitz en Rk, donde k =
2 (n+ 1)m−1 b(e− 1)n!c.

Demostración. Supongamos que n ≥ 1 y m ≥ 2 (el caso n ≥ 1 y m = 1
está cubierto en el teorema anterior). Aplicando repetidamente el Corolario
4.1.13, veremos que existe un encaje bi-Lipschitz

g : Fn (Rm) −→ Fn (R)× · · · × Fn (R)︸ ︷︷ ︸
(n+1)m−1−veces

El siguiente diagrama nos da una idea de por qué pasa esto:

Fn (Rm) −→ Fn (Rm−1) × · · ·× Fn (Rm−1) (n+ 1)− factoresy y y
Fn (Rm−2) × · · ·× Fn (Rm−2) (n+ 1)2 − factores

...
...

...
Fn (R2) × · · ·× Fn (R2) (n+ 1)m−2 − factoresy y y
Fn (R) × · · ·× Fn (R) (n+ 1)m−1 − factores

Aplicando el Teorema 4.2.1 a cada Fn (R) y haciendo uso de la Proposición
2.2.4, podemos concluir que existe un encaje bi-Lipschitz

h : Fn (Rm) −→ Rd × · · · × Rd︸ ︷︷ ︸
(n+1)m−1−veces

= R(n+1)m−1d.

Donde d = 2b(e− 1)n!c.
Finalmente, basta notar que (n+ 1)m−1 d = (n+ 1)m−1 (2b(e− 1)n!c) = k.
�
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Corolario 4.2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces Fn (X) admite un
encaje bi-Lipschitz en algún Rk si y sólo si X admite un encaje bi-Lipschitz
en algún Rm.

Demostración. Supongamos que existe g : Fn (X) −→ Rk un encaje bi-
Lipschitz. Por la Proposición 3.1.11, sabemos que existe f : X −→ F1 (X)
isometría (la cual es un encaje bi-Lipschitz), además, como F1 (X) ⊆ Fn (X),
podemos considerar i : F1 (X) ↪→ Fn (X), la función inclusión. Por tanto,
consideramos h : X −→ Rk dada por h = g ◦ i ◦ f . Por la Proposición 2.2.3
concluimos que h es un encaje bi-Lipschitz.

Inversamente, supongamos que existe g : X −→ Rm encaje bi-Lipschitz
para algún m ∈ N. Por la Proposición 3.1.14 sabemos que, su función indu-
cida

ĝ : Fn (X) −→ Fn (Rm)

es un encaje bi-Lipschitz. Además, por el Teorema 4.2.2, sabemos que existe
f : Fn (Rm) −→ Rk encaje bi-Lipschitz, donde k = 2 (n+ 1)m−1 b(e− 1)n!c.

Por tanto, consideremos h : Fn (X) −→ Rk dada por h = f ◦ ĝ, el cual,
gracias a la Proposición 2.2.3, sabemos que es un encaje bi-Lipschitz. �



Capítulo 5

Retractos Lipschitz y
m-Conexidad Lipschitz

En este último capítulo hablaremos sobre los retractos Lipschitz, retrac-
tos absolutos Lipschitz y m-conexidad Lipschitz. En especial veremos que
Rn es un retracto absoluto Lipschitz y en consecuencia Lipschitz m-conexo
para todo m ∈ N. Sin embargo el resultado principal de este capítulo es el
siguiente:

Fn (R) es un retracto absoluto Lipschitz.

Con ello daremos por cumplidas las promesas hechas al principio de este
escrito (los tres resultados principales) y por ende terminado este trabajo.

5.1. Retractos Lipschitz

De�nición 5.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊆ X. Diremos que
una función r : X −→ A es una retracción Lipschitz, si r es Lipschitz
continua y r (a) = a, para cada a ∈ A.

De�nición 5.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊆ X. Diremos que A
es un retracto Lipschitz de X, si existe r : X −→ A retracción Lipschitz.

De�nición 5.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es un re-
tracto absoluto Lipschitz, si para cada espacio métrico Y y cada isometría
f : X −→ Y se tiene f (X) es un retracto Lipschitz de Y .
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De�nición 5.1.4. Sean X, Y y A ⊆ X. Diremos que F : X −→ Y es una
extensión de f : A −→ Y si F |A = f.

Teorema 5.1.5. [2, Proposición 1.2, pág. 17] Sea (X, d) un espacio métrico.
Los siguientes enunciados son equivalentes

(a) X es un retracto absoluto Lipschitz.

(b) Para cada espacio métrico Y y para cada subconjunto Z ⊆ Y , cada
función Lipschitz continua f : Z −→ X puede ser extendida a una
función Lipschitz continua F : Y −→ X.

Corolario 5.1.6. Sean X un retracto absoluto Lipschitz y A ⊆ X. Si A es
un retracto Lipschitz de X, entonces A es un retracto absoluto Lipschitz.

Demostración. Sean Y un espacio métrico, Z ⊆ Y y f : Z −→ A Lipschitz
continua. Consideremos g : Z −→ X dada por g = i ◦ f donde i denota la
función inclusión de A en X. Dado que i es Lipschitz continua, se sigue por
la Proposición 2.1.3 que g es Lipschitz continua.

Como X es un retracto absoluto Lipschitz y g es Lipschitz continua,
entonces por el Teorema 5.1.5, tenemos que existe G : Y −→ X extensión
Lipschitz continua de g.

Por otro lado, como A es un retracto Lipschitz de X existe r : X −→ A
retracción Lipschitz. Por tanto consideremos F : Y −→ A dada por F = r◦G.
Demostraremos que F es una extensión de f , para ello tomemos z ∈ Z,
entonces

F (z) = r (G (z)) = r (g (z)) = r ((i ◦ f) (z)) = r (f (z)) .

Además, como r : X −→ A es retracción y f (z) ∈ A, tenemos que r (f (z)) =
f (z), por tanto F (z) = f (z). Como z ∈ Z fue arbitrario, podemos concluir
que F es una extensión de f .

Finalmente como r y G son Lipschitz continuas, tenemos que F lo es (Pro-
posición 2.1.3). Por tanto como Y, Z, f fueron arbitrarios, podemos concluir
(Teorema 5.1.5) que A es un retracto absoluto Lipshitz. �

Proposición 5.1.7. Sean (X, d1), (Y, d2) espacios métricos tales que X
lip
≈ Y .

Si X es un retracto absoluto Lipschitz, entonces Y es un retracto absoluto
Lipschitz.
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Demostración. Sean Z espacio métrico, A ⊆ Z y f : A −→ Y Lipschitz

continua. Como X
lip
≈ Y sabemos que existe h : X −→ Y lipeomor�smo, ade-

más h−1 : Y −→ X es un lipeomor�smo (Observación 2.3.3). Consideramos
g : A −→ X dada por g = h−1 ◦ f . Como f y h−1 son Lipschitz continuas,
entonces g es Lipschitz continua (Proposición 2.1.3), así que por el Teorema
5.1.5 existe G : Z −→ X extensión Lipschitz continua de g.

Finalmente consideramos F : Z −→ Y dada por F = h ◦ G, que, por la
Proposición 2.1.3 es Lipschitz continua. Demostremos que F es una extensión
de f , para ello tomamos a ∈ A, entonces

F (a) = h (G (a)) = h (g (a)) = h
(
h−1 (f (a))

)
= f (a) .

Como Z,A, f fueron arbitrarios, podemos concluir (Teorema 5.1.5) que
Y es un retracto absoluto Lipschitz. �

Teorema 5.1.8. (extensión de McShane-Whitney) Sean (X, d) un espacio
métrico, A ⊆ X y f : A −→ R. Si f es λ-Lipschitz, entonces f admite una
extensión F : X −→ R λ-Lipschitz.

Demostración. Consideramos F : X −→ R dada por

F (x) = ı́nf
a∈A
{f (a) + λd (a, x)} .

En primer lugar demostraremos que F |A = f , para ello tomemos a0 ∈ A. Sea
a ∈ A, como f es λ-Lipschitz y a, a0 ∈ A, tenemos que

|f (a)− f (a0)| ≤ λd (a, a0) .

Lo cual, es equivalente a decir que

−λd (a, a0) ≤ f (a0)− f (a) ≤ λd (a, a0) .

Entonces f (a0) ≤ f (a) + λd (a, a0).
Como a ∈ A fue arbitrario, podemos concluir que f (a0) es una cota

inferior para el conjunto {f (a) + λd (a, a0) : a ∈ A}. Por tanto la de�nición
de F (a0) implica que f (a0) ≤ F (a0) .

Por otro lado, dado que a0 ∈ A, la de�nición de F (a0) implica que

F (a0) ≤ f (a0) + λd (a0, a0) = f (a0) ,
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así podemos concluir que F (a0) = f (a0).
Como a0 ∈ A fue arbitrario, se concluye que F |A = f .
Por último probaremos que F es λ-Lipschitz, sean pues x, y ∈ X. Si

F (x) = F (y), entonces |F (x)− F (y)| = 0 ≤ λd (x, y), por tanto podemos
suponer sin perder generalidad que F (x) < F (y), notemos que los siguientes
enunciados son equivalentes

1. |F (x)− F (y)| ≤ λd (x, y),

2. F (y)− F (x) ≤ λd (x, y),

3. F (y)− λd (x, y) ≤ F (x).

Por tanto para ver que F es λ-Lipschitz demostraremos 3. Para ello toma-
mos a ∈ A. Por la de�nición de F (y), tenemos que F (y) ≤ f (a) + λd (a, y),
entonces

F (y)− λd (x, y) ≤ f (a) + λd (a, y)− λd (x, y)

= f (a) + λ (d (a, y)− d (x, y))

≤ f (a) + λd (a, x) .

Como a ∈ A fue arbitrario, podemos concluir que F (y)−λd (x, y) es una
cota inferior para el conjunto {f (a) + λd (a, x) : a ∈ A}. Por la de�nición de
F (x), obtenemos que F (y) − λd (x, y) ≤ F (x) para así concluir que F es
λ-Lipschitz. �

Corolario 5.1.9. R es un retracto absoluto Lipschitz.

Corolario 5.1.10. Sean (X, d) un espacio métrico, A ⊆ X y f : A :−→ Rn.
Si f es λ-Lipschitz, entonces f admite una extensión F : X −→ Rn que es
λ
√
n-Lipschitz.

Demostración. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, consideramos la proyección
sobre la i-ésima coordenada, es decir la función ϕi : Rn −→ R dada por
ϕi (x) = xi, donde x = (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn). Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
consideramos gi : A −→ R dada por gi = ϕi ◦ f , dado que ϕi es 1-Lipschitz y
f es λ-Lipschitz, tenemos que gi es λ-Lipschitz (Proposición 2.1.3), así, por el
Teorema 5.1.8, tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} existe Gi : X −→ R
extensión de gi λ-Lipschitz.
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Consideremos la función F : X −→ Rn dada por

F (x) = (G1 (x) , G2 (x) , . . . , Gn (x)) .

Proposición 2.1.4 sabemos que F es λ
√
n-Lipschitz. Por tanto resta probar

que F |A = f . Para ello tomemos a ∈ A. Dado que f (a) ∈ Rn, escribimos
f (a) = (a1, a2, . . . , an), por tanto

F (a) = (G1 (a) , G2 (a) , . . . , Gn (a))

= (g1 (a) , g2 (a) , . . . , gn (a))

= (ϕ1 (f (a)) , ϕ2 (f (a)) , . . . , ϕn (f (a)))

= (a1, a2, . . . , an)

= f (a) .

�

Corolario 5.1.11. Rn es un retracto absoluto Lipschitz.

5.2. Dos herramientas importantes

Para cualquier espacio métrico (X, d) y cualesquiera números enteros po-
sitivos k < n sabemos que Fk (X) ⊆ Fn (X). Sin embargo no siempre resulta
que Fk (X) es un retracto Lipschitz de Fn (X). Sin embargo, para ciertos
subconjuntos de la recta real esto es posible.

Antes de demostrar este resultado daremos algunas herramientas técnicas
que nos ayudarán para la demostración de la Proposición 5.2.2. El cual nos
dice que Fn−1 (X) es un retracto Lipschitz de Fn (X) cuandoX es un intervalo
de la recta real.

Lema 5.2.1. Sea {a1, a2, . . . , an} ⊆ R con a1 < a2 < · · · < an. Si De�nimos

δ (A) = mı́n {aj − aj−1 : j ∈ {2, 3, . . . , n}} ,

y para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}



54 Retractos Lipschitz y m-Conexidad Lipschitz

ák =


mı́n {0, ak + (n− k) δ (A)} , si ak ≤ 0.

máx {0, ak − kδ (A)} , si ak > 0.

Entonces

(a) Si ak ≤ 0, se tiene que ák ≤ 0 y ak ≤ ák para cada k ∈ {1, 2 . . . , n}.

(b) Si ak > 0, se tiene que ák ≥ 0 y ák < ak para cada k ∈ {1, 2 . . . , n}.

(c) áj−1 ≤ áj para cada j ∈ {2, 3, . . . , n}.

(d) Si δ (A) = aj−aj−1 para algún j ∈ {2, 3, . . . , n}, se tiene que áj−1 = áj.

Demostración. Demostraremos en primer lugar (a). La primera desigual-
dad es inmediata, pues por de�nición

ák = mı́n {0, ak + (n− k) δ (A)} ≤ 0.

Para la segunda desigualdad, por de�nición de ák tenemos los siguientes
casos: ák = 0 o ák = (n− k) δ (A). En el caso ák = 0. Como ak ≤ 0, tenemos
que ak ≤ 0 = ák, por lo que ak ≤ ák. Por otro lado, si fuera el caso que
ák = (n− k) δ (A), dado que (n− k) δ (A) ≥ 0 (pues k ≤ n y δ (A) > 0), se
sigue inmediatamente que

ak ≤ ak + (n− k) δ (A) = ák.

Por tanto, en cualquiera de los casos se tiene que ak ≤ ák.
Para demostrar (b) tenemos que la primera desigualdad es inmediata, pues
por de�nición

ák = máx {0, ak − kδ (A)} ≥ 0.

Para la segunda desigualdad, por de�nición de ák tenemos los siguientes
casos: ák = 0 o ák = ak − kδ (A). En el caso ák = 0. Como ak > 0, tenemos
que ák = 0 < ak. Por otro lado, si ák = ak − kδ (A), como kδ (A) > 0, se
sigue inmediatamente que ák = ak − kδ (A) < ak. Por tanto, en cualquiera
de los casos, se tiene que ák < ak.
Para demostrar(c) tomemos j ∈ {2, . . . , n}. Dado que aj−1 < aj, podemos
distinguir los siguientes casos: aj−1 < aj ≤ 0, aj−1 ≤ 0 < aj o 0 < aj−1 < aj.
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aj−1 < aj ≤ 0.

Dado que aj ≤ 0, podemos distinguir los siguientes subcasos áj = 0 o
áj = aj + (n− j) δ (A).

• áj = 0.

Como aj−1 < 0, se tiene que áj−1 ≤ 0, se sigue que áj−1 ≤ 0 = áj.

• áj = aj + (n− j) δ (A).

Notemos que

aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A) = aj−1 + nδ (A)− jδ (A) + δ (A)

≤ aj−1 + nδ (A)− jδ (A) + (aj − aj−1)

= aj + (n− j) δ (A)

= áj.

Se sigue que

áj−1 = mı́n {0, aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A)}

≤ aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A)

≤ áj.

Por tanto, si aj−1 < aj ≤ 0, entonces áj−1 ≤ áj.

aj−1 ≤ 0 < aj.

Como aj−1 ≤ 0, tenemos que áj−1 ≤ 0, además como 0 < aj, entonces
0 ≤ áj. Se sigue inmediatamente que áj−1 ≤ 0 ≤ áj.

0 < aj−1 < aj.

Dado que 0 < aj−1, podemos distinguir los siguientes subcasos: áj−1 = 0
o áj−1 = aj−1 − (j − 1) δ (A).

• áj−1 = 0

Como 0 < aj, se tiene que 0 ≤ áj, se sigue que áj−1 = 0 ≤ áj.
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• áj−1 = aj−1 − (j − 1) δ (A)

Notemos que

áj−1 = aj−1 − (j − 1) δ (A) = aj−1 − jδ (A) + δ (A)

≤ aj−1 − jδ (A) + (aj − aj−1)

= aj − jδ (A)

≤ máx {0, aj − jδ (A)}

= áj.

Por tanto, si 0 < aj−1 < aj, entonces áj−1 ≤ áj.

Así, en cualquiera de los casos se tiene que para j ∈ {2, . . . , n}; áj−1 ≤ áj.
Por último demostremos (d). Dado que aj−1 < aj, podemos distinguir los
siguientes casos: aj−1 < aj ≤ 0, aj−1 ≤ 0 < aj o 0 < aj−1 < aj.

aj−1 < aj ≤ 0

Notemos que

aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A) = aj−1 + nδ (A)− jδ (A) + δ (A)

= aj−1 + nδ (A)− jδ (A) + (aj − aj−1)

= aj + (n− j) δ (A) .

Se sigue que

mı́n {0, aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A)} = mı́n {0, aj + (n− j) δ (A)} .

Por tanto áj−1 = áj.

aj−1 ≤ 0 < aj

Sabemos por los incisos (a) y (b) que áj−1 ≤ áj. Supongamos que
áj−1 < áj, para llegar a una contradicción. Para ello consideremos los
siguientes casos

• áj−1 = 0 = áj.
Es inmediata la contradicción (0 < 0).
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• áj−1 = 0 y áj = aj − jδ (A).

Es inmediato que 0 < aj − jδ (A), lo cual, es equivalente a decir
que jδ (A) < aj. Por otro lado, como 1 < j, se tiene que δ (A) <
jδ (A), por lo que aj − aj−1 = δ (A) < jδ (A) < aj. Se sigue
inmediatamente que 0 < aj−1, lo cual es imposible, pues aj−1 ≤ 0.

• áj−1 = aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A) y áj = 0

Sabemos por cuentas anteriores que aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A) =
aj + (n− j) δ (A). Por tanto, aj + (n− j) δ (A) ≤ 0, así aj +
nδ (A) ≤ jδ (A) ≤ nδ (A), se sigue inmediatamente que aj ≤ 0,
pero esto es imposible, pues 0 < aj.

• áj−1 = aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A) y áj = aj − jδ (A).

Sabemos por cuentas anteriores que aj−1 + (n− (j − 1)) δ (A) =
aj + (n− j) δ (A). Por tanto aj + (n− j) δ (A) ≤ aj − jδ (A), lo
cual, es equivalente a decir que aj +nδ (A)− jδ (A) ≤ aj− jδ (A),
por lo que nδ (A) < 0, lo cual, es imposible.

Estas contradicciones, vinieron de suponer que áj−1 < áj. Por tanto
áj−1 = áj.

0 < aj−1 < aj

Notemos que

aj−1 − (j − 1) δ (A) = aj−1 − jδ (A) + δ (A)

= aj−1 − jδ (A) + (aj − a−1)

= aj − jδ (A) .

Se sigue que

áj−1 = máx {0, aj−1 − (j − 1) δ (A)} = máx {0, aj − jδ (A)} = áj.

En cualquiera de los casos, podemos concluir que si δ (A) = aj − aj−1,
entonces áj−1 = áj. �

Proposición 5.2.2. Sea X un subconjunto conexo y no vacío de R. Enton-
ces, para cualquier n ≥ 2 se tiene que Fn−1 (X) es un retracto Lipschitz de
Fn (X).
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Demostración. Supongamos sin perder generalidad que 0 ∈ X (de no ser
así, bastará con realizar una traslación). Si A es un subconjunto de X con
cardinal |A| = n consideremos las dos de�niciones hechas en el Lema 5.2.1.
Además, si A es un subconjunto de X con |A| < n, de�nimos δ (A) = 0.
De�nimos r : Fn (X) −→ Fn−1 (X) dada por

r (A) =


{á1, á2, . . . , án} , si |A| = n.

A, si |A| < n.

Donde el conjunto {á1, á2, . . . , án} es construido como en el Lema 5.2.1.
Por el inciso (d) del Lema 5.2.1, tenemos que r está bien de�nida, además

por construcción tenemos que r (A) = A para cada A ∈ Fn−1 (X). Por tanto
sólo resta probar que r es Lipschitz, para ello probaremos primero que para
cualesquiera A,B ∈ Fn (X)

|δ (A)− δ (B) | ≤ 2H (A,B) . (5.2.1)

Sean A,B ∈ Fn (X).

Caso 1. |A| < n y |B| < n.

Es inmediato que |δ (A)− δ (B) | = 0 ≤ 2H (A,B) .

Caso 2. |A| = n y |B| < n.

En primer lugar, dado que |A| = n, podemos considerar

A = {a1, a2, . . . , an} con a1 < a2 < · · · < an.

Supongamos que 2H (A,B) < |δ (A)− δ (B) |, entonces

H (A,B) <
1

2
|δ (A)− δ (B)| = 1

2
δ (A) .

Por el Lema 3.1.12 tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existe
bi ∈ B tal que |ai − bi| ≤ H (A,B). Así, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
existe bi ∈ B tal que

|ai − bi| <
1

2
δ (A) .

Por último notemos que para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, si i 6= j,
entonces bi 6= bj, pues de otra forma tendríamos que

|ai − aj| ≤ |ai − bi|+ |bi − aj| < δ (A) .
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Lo cual es imposible por la de�nición de δ (A). Es inmediato que |B| =
n, lo cual también es imposible pues |B| < n. Esta contradicción vino
de suponer que 2H (A,B) < |δ (A)− δ (B)|. Por tanto

|δ (A)− δ (B)| ≤ 2H (A,B) .

Caso 3. |A| = n = |B|.
En primer lugar, dado que |A| = n = |B|, podemos considerar A =
{a1, a2, . . . , an} y B = {b1, b2, . . . , bn} con a1 < a2 < · · · < an y b1 <
b2 < · · · < bn.

Supongamos que 2H (A,B) < |δ (A)− δ (B)|. Sin perder generalidad
supongamos que δ (A) < δ (B). Entonces

H (A,B) <
1

2
|δ (A)− δ (B)| = 1

2
(δ (B)− δ (A)) <

1

2
δ (B) .

Para ε =
1

2
(δ (B)− δ (A)) > 0 demostraremos que

• A ∩Bε (bk) 6= ∅ para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}.

• Bε (bk−1) ∩Bε (bk) = ∅ para todo k ∈ {2, . . . , n}.

Para la primera parte, tomemos k ∈ {1, 2, . . . , n}. Como bk ∈ B y
A,B ∈ 2X , el Lema 3.1.12 implica que existe a ∈ A tal que |bk − a| ≤
H (A,B). Así

|bk − a| ≤ H (A,B) <
1

2
(δ (B)− δ (A)) .

Por tanto a ∈ A ∩Bε (bk).

Para la segunda parte, tomemos k ∈ {2, . . . , n}. Supongamos que
Bε (bk−1) ∩Bε (bk) 6= ∅. Entonces, existe p ∈ R tal que |p− bk−1| < ε y
|p− bk| < ε, por tanto

bk − bk−1 = |bk − bk−1| ≤ |bk − p|+ |p− bk−1| < 2ε < δ (B) .

Pero esto es imposible, pues por la de�nición de δ (B), se tiene que
δ (B) ≤ bj − bj−1 para cada j ∈ {2, . . . n}. Esta contradicción vino de
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suponer que Bε (bk−1)∩Bε (bk) 6= ∅. Por tanto, para cada k ∈ {2, . . . , n}
se tiene que

Bε (bk−1) ∩Bε (bk) = ∅.
Tenemos entonces que

• a1 < a2 < · · · < an, b1 < b2 < · · · < bn,

• A ∩Bε (bk) 6= ∅ para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}, y

• Bε (bk−1) ∩Bε (bk) = ∅ para todo k ∈ {2, . . . , n}.

Se sigue que ak ∈ Bε (bk) para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Finalmente probaremos que δ (A) no se alcanza para ningún k ∈ {2, . . . , n},
para ello, tomemos 2 ≤ k ≤ n. Dado queBε (bk−1) = (−ε+ bk−1, ε+ bk−1)
y Bε (bk) = (−ε+ bk, ε+ bk), se tiene que

|(−ε+ bk)− (ε+ bk−1)) | = (−ε+ bk)− (ε+ bk−1)

= −2ε+ (bk − bk−1)

= (δ (A)− δ (B)) + (bk − bk−1)

≥ (δ (A)− δ (B)) + δ (B)

= δ (A) .

Por otro lado, como ak−1 ∈ Bε (bk−1) y ak ∈ Bε (bk), se tiene que
−ε+ bk < ak y ak−1 < ε+ bk−1, por tanto

(−ε+ bk) + (−ε− bk−1) < ak − ak−1

así

δ (A) ≤ −2ε+ (bk − bk−1) = (−ε+ bk) + (−ε− bk−1) < ak − ak−1.

Como 2 ≤ k ≤ n fue cualquiera, concluimos que δ (A) < ak−ak−1 para
toda k ∈ {2, . . . , n}, lo cual es una contradicción. La contradicción vino
de suponer que

2H (A,B) < |δ (A)− δ (B) |.
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Por tanto si |A| = n = |B|, se tiene que |δ (A) − δ (B) | ≤ 2H (A,B),
habiendo cubierto así todos los casos.

Procedamos a demostrar que para cada A ∈ Fn (X)

H (A, r (A)) ≤ máx
k
|ak − ák|. (5.2.2)

Sea A ∈ Fn (X), entonces tenemos que |A| < n o |A| = n.

Caso 1. |A| < n.

Por de�nición, tenemos que r (A) = A. Se sigue que

H (A, r (A)) = H (A,A) = 0 ≤ máx
k
|ak − ák|.

Caso 2. |A| = n.

Dado que |A| = n, podemos considerar A = {a1, a2, . . . , an}, con a1 <
a2 < · · · < an. Por el Teorema 3.1.13, tenemos que

H (A, r (A)) = máx

{
máx
a∈A

d (a, r (A)) , máx
á∈r(A)

d (á, A)

}
.

Por lo que basta probar que

• máx
a∈A

d (a, r (A)) ≤ máx
k
|ak − ák|.

• máx
á∈r(A)

d (á, A) ≤ máx
k
|ak − ák|.

Para la primera desigualdad, tomemos aj ∈ A para algún j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Dado que áj ∈ r (A), se sigue que

d (aj, r (A)) ≤ |aj − áj| ≤ máx
k
|ak − ák|.

Como aj ∈ A fue cualquiera y A es un conjunto �nito, podemos concluir
que

máx
a∈A

d (a, r (A)) ≤ máx
k
|ak − ák|.

Para la segunda desigualdad, tomemos áj ∈ r (A) para algún j ∈
{1, 2, . . . , n}. Dado que aj ∈ A, se sigue que

d (áj, A) ≤ |áj − aj| ≤ máx
k
|ak − ák|.
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Como áj ∈ r (A) fue cualquiera y r (A) es un conjunto �nito, podemos
concluir que

máx
á∈r(A)

d (á, A) ≤ máx
k
|ak − ák|.

Por tanto, si |A| = n, entonces H (A, r (A)) ≤ máx
k
|ak − ák|.

Cubriendo así los dos casos posibles.
Siguiendo con las desigualdades, probaremos que para cada A ∈ Fn (X)

máx
k
|ak − ák| ≤ nδ (A) . (5.2.3)

Sea A ∈ Fn (X), entonces |A| < n o |A| = n.

Caso 1. |A| < n.

Por de�nición, tenemos que δ (A) = 0 y por tanto ak = ák para cada
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Se sigue que

máx
k
|ak − ák| = 0 = nδ (A) .

Caso 2. |A| = n.

Dado que |A| = n, podemos considerar A = {a1, a2, . . . , an}, con a1 <
a2 < · · · < an.

Sea j ∈ {1, 2, . . . , n} de tal forma que máx
k
|ak−ák| = |aj−áj|. Entonces

tenemos dos casos aj ≤ 0 o aj > 0.

• aj ≤ 0

Por el Lema 5.2.1 inciso (a), tenemos que aj ≤ áj.
Entonces |aj− áj| = áj−aj. Por otro lado, por de�nición, tenemos
que áj ≤ aj + (n− j) δ (A). Por tanto

máx
k
|ak − ák| = |aj − áj| = áj − aj ≤ (n− j) δ (A) < nδ (A) .

• aj > 0

Por el Lema 5.2.1 inciso (b), tenemos que áj < aj.
Entonces |aj− áj| = aj− áj. Por otro lado, por de�nición, tenemos
que aj − jδ (A) ≤ áj. Por tanto

máx
k
|ak − ák| = |aj − áj| = aj − áj ≤ jδ (A) ≤ nδ (A) .
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Por tanto, si |A| = n, entonces máx
k
|ak − ák| < nδ (A).

Cubriendo así los dos casos.
Teniendo las desigualdades requeridas, procedamos a demostrar que r es
Lipchitz continua. Sean K = 6n+ 1 y A,B ∈ Fn (X). Si A = B entonces es
inmediato que

H (r (A) , r (B)) = 0 = (6n+ 1)H (A,B) .

Por tanto, supongamos que A 6= B.

Caso 1. δ (A) ≤ 2H (A,B).

En primer lugar, es inmediato que δ (B) ≤ 4H (A,B), pues

δ (B) = |δ (B) | = |δ (B) + (δ (A)− δ (A)) |

≤ |δ (B)− δ (A) |+ |δ (A) |

= |δ (B)− δ (A) |+ δ (A)

≤ 2H (A,B) + 2H (A,B) (Por (5.2.1) y este caso)

= 4H (A,B) .

Por tanto, tenemos que

H (r (A) , r (B)) ≤ H (r (A) , A) +H (A,B) +H (B, r (B))

≤ nδ (A) +H (A,B) + nδ (B) (Por (5.2.2) y (5.2.3))

≤ 2nH (A,B) +H (A,B) + 4nH (A,B)

= (6n+ 1)H (A,B) .

Caso 2. δ (A) > 2H (A,B).

Como primer paso demostraremos que δ (B) > 0. Por de�nición sabe-
mos que δ (B) ≥ 0, si fuera el caso que δ (B) = 0, por (5.2.1) tendríamos
que

δ (A) = |δ (A) | = |δ (A)− δ (B) | ≤ 2H (A,B) .
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Lo cual es imposible, pues 2H (A,B) < δ (A).

Dado que δ (A) > 0 y δ (B) > 0, se sigue que |A| = n = |B|. Por
tanto, podemos considerar A = {a1, a2, . . . , an} y B = {b1, b2, . . . , bn}
con a1 < a2 < · · · < an y b1 < b2 < · · · < bn.

Por otro lado, consideremos ε = H (A,B) > 0 (pues A 6= B). A�rma-
mos que

• B ∩Bε [ak] 6= ∅, para cada k ∈ {1, 2 . . . , n}.

• Bε [ak]∩Bε [aj] = ∅, para cualesquiera k, j ∈ {1, 2 . . . , n} tales que
k 6= j.

Para la primera parte, tomemos k ∈ {1, 2 . . . , n}. Dado que A,B ∈
2X y ak ∈ A, por el Lema 3.1.12 sabemos que existe b ∈ B tal que
|ak − b| ≤ H (A,B). Por tanto b ∈ B ∩Bε [ak].

Para la segunda parte, tomemos k, j ∈ {1, 2, . . . , n}, con k 6= j. Su-
pongamos que Bε [ak] ∩ Bε [aj] 6= ∅, entonces, existe p ∈ X tal que
|p− ak| ≤ H (A,B) y |p− aj| ≤ H (A,B).

Dado que a1 < a2 < · · · < an, se tiene que δ (A) ≤ |ak − aj|, por lo que

2H (A,B) < δ (A) ≤ |ak − aj| ≤ |ak − p|+ |p− aj| ≤ 2H (A,B) .

Lo cual, es imposible. Por tanto, para cualesquiera k, j ∈ {1, 2, . . . , n}
tales que k 6= j, se tiene que Bε [ak] ∩Bε [aj] = ∅.
Dado que

• b1 < b2 < · · · < bn, a1 < a2 < · · · < an,

• B ∩Bε [ak] 6= ∅. Para cada k ∈ {1, 2 . . . , n}, y

• Bε [ak] ∩ Bε [aj] = ∅. Para cualesquiera k, j ∈ {1, 2 . . . , n} con
k 6= j.

Se sigue inmediatamente que bk ∈ Bε [ak] y entonces |ak − bk| ≤
H (A,B), para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Probaremos que para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}

|ák − b́k| ≤ (2n+ 1)H (A,B) (5.2.4)
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Para hacer esto, sea k ∈ {1, 2, . . . , n}.

• ak < 0 < bk.

En este caso |ak− bk| = bk−ak, además por el Lema 5.2.1, incisos
(a) y (b), se tiene que |ák − b́k| = b́k − ák, ak ≤ ák y b́k < bk. Por
tanto

|ák − b́k| = b́k − ák < bk − ak = |ak − bk|.
Además, dado que bk ∈ Bε [ak], podemos concluir que

|ák − b́k| < |ak − bk| ≤ H (A,B) < (2n+ 1)H (A,B) .

• bk < 0 < ak.

La demostración es análoga al caso anterior y por tanto, omitire-
mos su demostración.

• ak ≤ 0 y bk ≤ 0.

Sabemos que

ák = mı́n {0, ak + (n− k) δ (A)}

=
ak + (n− k) δ (A)− |ak + (n− k) δ (A) |

2

y
b́k = mı́n {0, bk + (n− k) δ (B)}

=
bk + (n− k) δ (B)− |bk + (n− k) δ (B) |

2

Para no hacer más pesada la notación, llamemos por un momento,

p = ak + (n− k) δ (A) y q = bk + (n− k) δ (B) .

Entonces

|ák − b́k| =
∣∣∣∣(p− |p|)− (q − |q|)

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(p− q)− (|p| − |q|)
2

∣∣∣∣ .
Así

2|ák − b́k| = | (p− q) + (|q| − |p|) | ≤ |p− q|+
∣∣|q| − |p|∣∣.
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Dado que
∣∣|q| − |p|∣∣ ≤ |q − p| = |p− q| se tiene que

2|ák − b́k| ≤ 2|p− q|.

Así concluimos que |ák− b́k| ≤ |p− q|. Por último recordando que
p = ak + (n− k) δ (A) y q = bk + (n− k) δ (B) tenemos que

|ák − b́k| ≤ | (ak + (n− k) δ (A))− (bk + (n− k) δ (B)) |

≤ |ak − bk|+ (n− k) |δ (A)− δ (B) |

≤ |ak − bk|+ n|δ (A)− δ (B) |

≤ H (A,B) + 2nH (A,B) por (5.2.1)

= (2n+ 1)H (A,B) .

• ak ≥ 0 y bk ≥ 0

La demostración es análoga al caso anterior y por tanto la omiti-
remos.

Por tanto, sea cual sea el caso, podemos concluir que

|ák − b́k| ≤ (2n+ 1)H (A,B) ,

para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}, lo cual implica que

máx
k
|ák − b́k| ≤ (2n+ 1)H (A,B) . (5.2.5)

Finalmente, por el Teorema 3.1.13, sabemos que

H (r (A) , r (B)) = máx

{
máx
á∈r(A)

d (á, r (B)) , máx
b́∈r(B)

d
(
b́, r (A)

)}
.

Supongamos sin perder generalidad que

H (r (A) , r (B)) = máx
á∈r(A)

d (á, r (B)) .
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Entonces

H (r (A) , r (B)) = máx
á∈r(A)

d (á, r (B))

= d (áj, r (B)) (para algún j)

≤ |áj − b́j| ≤ máx
k
|ák − b́k|

≤ (2n+ 1)H (A,B)

< (6n+ 1)H (A,B) .

Por tanto, en cualquiera de los casos obtuvimos la desigualdad deseada,
por lo que podemos concluir que r es (6n+ 1)-Lipschitz. Concluyendo así
que Fn−1 (X) es un retracto Lipschitz de Fn (X) para todo n ≥ 2. �

Corolario 5.2.3. Sea X un subconjunto conexo y no vacío de R. Entonces,
para cualesquiera 1 ≤ k ≤ n, se tiene que Fk (X) es un retracto Lipschitz de
Fn (X).

Demostración. Si k = n es inmediato que se cumple la conclusión del
corolario, pues basta considerar la función identidad. Por tanto supongamos
que 1 ≤ k < n. Por la Proposición 5.2.2 existen rn, rn−1, . . . , rk+1 retracciones
Lipschitz

Fn (X)
rn−→ Fn−1 (X)

rn−1−→ · · · rk+2−→ Fk+1 (X)
rk+1−→ Fk (X) .

Sea r : Fn (X) −→ Fk (X) dada por

r = rk+1 ◦ rk+2 ◦ · · · ◦ rn−1 ◦ rn.

Por la Proposición 2.1.3, sabemos que r es Lipschitz continua, además para
cada A ∈ Fk (X), dado que

Fk (X) ⊆ Fk+1 (X) ⊆ · · · ⊆ Fn−1 (X) ⊆ Fn (X) ,

se tiene que r (A) = A. Por tanto, Fk (X) es un retracto Lipschitz de Fn (X).
�
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El siguiente lema también es técnico como lo fue el Lema 5.2.1, pues lo
ocuparemos como una herramienta para poder probar que Fn (R) es Lipschitz
m-conexo para todo m ∈ N

Lema 5.2.4. Sean (X, ρ) , (Y, d) espacios métricos tales que

diám (X) = D <∞.

Bε [y] es un conjunto compacto para cualesquiera ε > 0 y y ∈ Y .

Si existe f : X −→ Fn (Y ) L-Lipschitz tal que

diám (f (x0)) > 3LD (n− 1) para algún x0 ∈ X,

entonces, existen g, h : X −→ Fn−1 (Y ) L-Lipschitz, tales que f = g ∪ h.

Demostración. Sea x0 ∈ X �jo tal que

diám (f (x0)) > 3LD (n− 1) .

Consideramos

S = {E ⊆ f (x0) : E 6= ∅, diám (E) ≤ 3LD (|E| − 1)} .

Como primera observación mostraremos que S es un conjunto no vacío. Dado
que f (x0) ∈ Fn (Y ), se tiene que 1 ≤ |f (x0) | ≤ n, por lo que f (x0) 6= ∅.
Tomemos y ∈ f (x0), entonces {y} ⊆ f (x0), además es inmediato que

diám ({y}) = 0 = 3LD (| {y} | − 1) .

Por tanto , podemos concluir que {y} ∈ S.

Dado que (S,⊆) es un conjunto parcialmente ordenado y �nito (pues
f (x0) es �nito), tenemos que (S,⊆) posee un elemento maximal. Sea E0 dicho
elemento.

Para este elemento demostraremos que E0  f (x0). Dado que E0 ∈ S se
tiene que E0 ⊆ f (x0). Supongamos que E0 = f (x0). Como E0 ∈ S, se tiene
que

diám (f (x0)) ≤ 3LD (|f (x0) | − 1) .

Por otro lado, como f (x0) ∈ Fn (Y ), tiene que 1 ≤ |f (x0) | ≤ n, por lo
que |f (x0) | − 1 ≤ n− 1. Además como 3LD > 0, se sigue que

3LD (|f (x0) | − 1) ≤ 3LD (n− 1) ,
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por tanto

diám (f (x0)) ≤ 3LD (|f (x0) | − 1) ≤ 3LD (n− 1) .

Pero esto es imposible, pues por hipótesis diám (f (x0)) > 3LD (n− 1). La
contradicción vino de suponer que E0 = f (x0). Por tanto E0  f (x0).

Ahora demostraremos que

d (y, E0) > 3LD para cada y ∈ f (x0) \ E0. (5.2.6)

En efecto, sea y ∈ f (x0) \E0 y supongamos que d (y, E0) ≤ 3LD. Consi-
deramos E = E0 ∪ {y}, veamos que E ∈ S.

Primero demostraremos que E ⊆ f (x0) y E 6= ∅.
E 6= ∅, pues y ∈ E. Por otro lado, como E0  f (x0) y y ∈ f (x0), es
inmediato que E = E0 ∪ {y} ⊆ f (x0).

Ahora demostraremos que diám (E) ≤ 3LD (|E| − 1).

Como y 6∈ E0, tenemos que

|E| = |E0 ∪ {y} | = |E0|+ | {y} | = |E0|+ 1.

Por lo que 3LD (|E| − 1) = 3LD|E0|. Veamos que

diám (E) ≤ diám (E0) + d (y, E0) .

Sean p, q ∈ E.

• Caso 1. p ∈ E0 y q ∈ E0.

Como d (p, q) ≤ diám (E0), se sigue inmediatamente que

d (p, q) ≤ diám (E0) + d (y, E0) .

• Caso 2. p ∈ E0 y q = y.

Como E0 es un conjunto �nito, podemos tomar ṕ ∈ E0 tal que
d (y, E0) = d (y, ṕ). Entonces

d (p, q) = d (p, y) ≤ d (p, ṕ) + d (ṕ, y) ≤ diám (E0) + d (y, E0) .

• Caso 3 p = y = q.

ρ (p, q) = 0 ≤ diám (E0) + d (y, E0).
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Así en cualquiera de los casos tenemos que

d (p, q) ≤ diám (E0) + d (y, E0) .

Como p, q ∈ E son cualesquiera, podemos concluir que diám (E) ≤
diám (E0) + d (y, E0), como requeríamos.

Se sigue que

diám (E) ≤ diám (E0) + d (y, E0)

≤ 3LD (|E0| − 1) + 3LD

= 3LD|E0|

= 3LD (|E| − 1) .

Por tanto encontramos un conjunto E tal que E ∈ S, E0 ⊆ E y E 6= E0,
pero esto es imposible, pues E0 ∈ S es maximal. Esta contradicción vino de
suponer que d (y, E0) ≤ 3LD. Por tanto

d (y, E0) > 3LD para cada y ∈ f (x0) \ E0.

Para poder construir las funciones buscadas, nos auxiliaremos de los si-
guientes dos conjuntos

G = {y ∈ Y : d (y, E0) ≤ LD} .

H = {y ∈ Y : d (y, f (x0) \ E0) ≤ LD} .

y probaremos que

(a) G ∩H = ∅.

(b) f (x) ∩G 6= ∅ para cada x ∈ X.

(c) f (x) ∩H 6= ∅ para cada x ∈ X.

Para demostrar (a) supongamos que G ∩H 6= ∅. Entonces existe y ∈ Y tal
que d (y, E0) ≤ LD y d (y, f (x0) \ E0) ≤ LD. Como E0 y f (x0) \ E0 son
conjuntos �nitos, podemos tomar q ∈ E0 y p ∈ f (x0) \ E0 tales que



5.2 Dos herramientas importantes 71

d (y, E0) = d (y, q).

d (y, f (x0) \ E0) = d (y, p).

Por otro lado, como p ∈ f (x0) \ E0, la desigualdad (5.2.6) implica que
d (p, E0) > 3LD, además como q ∈ E0, tenemos que d (p, E0) ≤ d (p, q).
Entonces

d (p, E0) ≤ d (p, q) ≤ d (p, y) + d (y, q)

= d (y, f (x0) \ E0) + d (y, E0)

≤ LD + LD < 3LD

< d (p, E0) .

Lo cual, es imposible. Esta contradicción vino de suponer que G ∩ H 6= ∅,
por tanto G ∩H = ∅, como requeríamos.

Para demostrar (b), �jemos x ∈ X. Como E0 6= ∅ podemos �jar p ∈ E0.
Demostraremos que existe q ∈ f (x) tal que d (p, q) ≤ LD.

Supongamos lo contrario, es decir: para cada q ∈ f (x), LD < d (p, q).
Como f (x) es un conjunto �nito, tenemos que LD < d (p, f (x)), además,
como p ∈ f (x0) (pues p ∈ E0  f (x0)), se tiene que

LD < d (p, f (x)) ≤ máx
z∈f(x0)

d (z, f (x)) .

Por el Teorema 3.1.13, el hecho de que f es L-Lipschitz y que diám (X) = D
se sigue que

máx
z∈f(x0)

d (z, f (x)) ≤ H (f (x) , f (x0)) ≤ L ρ (x, x0) ≤ LD.

Por tanto LD < máx
z∈f(x0)

d (z, f (x)) ≤ LD, lo cual, es imposible. Esta contra-

dicción vino de suponer que LD < d (p, q) para cada q ∈ f (x). Por tanto,
existe q ∈ f (x) tal que d (p, q) ≤ LD, como requeríamos.

Además como p ∈ E0, tenemos que d (q, E0) ≤ d (q, p) ≤ LD, es decir
q ∈ G. Por tanto concluimos que q ∈ f (x) ∩G.
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Finalmente, para demostrar (c) �jemos x ∈ X. Como E0  f (x0) po-
demos �jar p ∈ f (x0) \ E0. Demostraremos que existe q ∈ f (x) tal que
d (p, q) ≤ LD.

Supongamos lo contrario, es decir supongamos que para cada q ∈ f (x),
LD < d (p, q). Como f (x) es un conjunto �nito, tenemos que LD < d (p, f (x)).

Considerando que p ∈ f (x0), el Teorema 3.1.13, el hecho de que f es
L-Lipschitz y diám (X) = D, se sigue que

d (p, f (x)) ≤ máx
z∈f(x0)

d (z, f (x)) ≤ H (f (x) , f (x0)) ≤ L ρ (x, x0) ≤ LD.

Por lo que LD < d (p, f (x)) ≤ LD, lo cual es imposible. Esta contradicción
vino de suponer que LD < d (p, q) para cada q ∈ f (x). Por tanto, existe
q ∈ f (x) tal que d (p, q) ≤ LD.

Finalmente, como p ∈ f (x0) \ E0, tenemos que

d (q, f (x0) \ E0) ≤ d (q, p) ≤ LD,

es decir, q ∈ H. Por tanto, concluimos que q ∈ f (x) ∩ H.

Para cada x ∈ X de�nimos g (x) = f (x) ∩ G y h (x) = f (x) ∩ H.
Demostraremos que para cada x ∈ X

f (x) = g (x) ∪ h (x) . (5.2.7)

Sea x ∈ X. Dado que g (x) = f (x) ∩G ⊆ f (x) y h (x) = f (x) ∩H ⊆ f (x),
se sigue inmediatamente que g (x) ∪ h (x) ⊆ f (x). Por tanto, resta probar
que f (x) ⊆ g (x) ∪ h (x). Para ello demostraremos que f (x) ⊆ G ∪H.

Supongamos que f (x) * G∪H, entonces, existe y ∈ f (x) tal que y 6∈ G
y y 6∈ H. Por tanto

d (y, E0) > LD.

d (y, f (x0) \ E0) > LD.

Como f es L-Lipschitz y diám (X) = D se sigue que

H (f (x) , f (x0)) ≤ LD < d (y, E0), y

H (f (x) , f (x0)) ≤ LD < d (y, f (x0) \ E0).

Así, por la de�nición de la métrica de Hausdor� tenemos que
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f (x) ⊆ N (d (y, E0) , f (x0)).

f (x) ⊆ N (d (y, f (x0) \ E0) , f (x0)).

Como y ∈ f (x), tenemos que existen p, q ∈ f (x0) tales que

d (y, p) < d (y, E0).

d (y, q) < d (y, f (x0) \ E0).

Esto implica que p 6∈ E0 y q 6∈ f (x0) \ E0, así p ∈ f (x0) \ E0 y q ∈ E0. Por
tanto

d (y, p) < d (y, E0) ≤ d (y, q) < d (y, f (x0) \ E0) ≤ d (y, p) .

Lo cual, es imposible. Esta contradicción vino de suponer que f (x) * G∪H.
Por tanto f (x) ⊆ G ∪H, como requeríamos.

Finalmente, como f (x) ⊆ G ∪H, intersectando en ambos lados f (x), se
tiene que

f (x) = f (x) ∩ f (x) ⊆ (G ∪H) ∩ f (x)

= (f (x) ∩G) ∪ (f (x) ∩H)

= g (x) ∪ h (x) .

Por tanto, podemos concluir que f (x) = g (x) ∪ h (x), para cada x ∈ X.

Veamos que para cada x ∈ X, g (x) , h (x) ∈ Fn−1 (Y ). Sea x ∈ X. Por
construcción, se tiene que g (x) ⊆ Y . Por otro lado, como f (x) ∩ G 6= ∅,
tenemos que 1 ≤ |f (x) ∩ G| = |g (x) |. Por tanto resta probar que |g (x) | ≤
n− 1.

En primer lugar, veamos que g (x) ∩ h (x) = ∅, en efecto:

g (x) ∩ h (x) = (f (x) ∩G) ∩ (f (x) ∩H)

= f (x) ∩ (G ∩H)

= ∅ ( pues G ∩H = ∅).

Por tanto |g (x) ∪ h (x) | = |g (x) |+ |h (x) |.
Además, como
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|f (x) | ≤ n (pues f (x) ∈ Fn (Y )), y

1 ≤ |h (x) | (pues f (x) ∩H 6= ∅),

tenemos que

|g (x) |+ 1 ≤ |g (x) |+ |h (x) | = |g (x) ∪ h (x) | = |f (x) | ≤ n.

Por lo que |g (x) |+ 1 ≤ n, lo cual implica que |g (x) | ≤ n− 1. Así podemos
concluir que 1 ≤ |g (x) | ≤ n− 1 y g (x) ⊆ Y , es decir g (x) ∈ Fn−1 (Y ).

La demostración de que h (x) ∈ Fn−1 (Y ) es similar a la anterior y por
tanto la omitiremos.

Por último, resta probar que g y h son L-Lipschitz. Para ello probaremos
primero que para cualesquiera x1, x2 ∈ X

H (f (x1) , f (x2)) ≤ LD < d (G,H) . (5.2.8)

Donde d (G,H) denota la distancia entre los conjuntos G y H, es decir

d (G,H) = ı́nf {d (p, q) : p ∈ G y q ∈ H} .

La primera desigualdad es inmediata pues

H (f (x1) , f (x2)) ≤ L ρ (x1, x2) ≤ L diám (X) = LD.

Para la segunda desigualdad consideremos ε = LD. Es fácil ver que

G =
⋃
{Bε [x] : x ∈ E0}.

H =
⋃
{Bε [z] : z ∈ f (x0) \ E0}.

Como las bolas cerradas son compactas (por hipótesis) y E0, f (x0) \ E0 son
conjuntos �nitos, tenemos que G,H son compactos. Por tanto existen p ∈ G
y q ∈ H tales que d (G,H) = d (p, q). Además el hecho de que p ∈ G y q ∈ H
implican que

d (p, E0) ≤ LD.

d (q, f (x0) \ E0) ≤ LD.

Por otro lado, como E0 y f (x0) son �nitos, sabemos que existen ṕ ∈ E0 y
q́ ∈ f (x0) \ E0 tales que
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d (p, E0) = d (p, ṕ).

d (q, f (x0) \ E0) = d (q, q́).

Finalmente, como q́ ∈ f (x0) \ E0 y ṕ ∈ E0; la desigualdad (5.2.6) y la
desigualdad triangular implican que

3LD < d (q́, E0) ≤ d (q́, ṕ) ≤ d (q́, q) + d (q, p) + d (p, ṕ) .

Por tanto

3LD < d (q́, q) + d (q, p) + d (p, ṕ) ≤ LD + d (p, q) + LD.

Y así LD < d (p, q) = d (G,H), como requeríamos.
Teniendo listas las desigualdades de (5.2.8), empezaremos a demostrar que g
es L-Lipschitz, para ello tomemos x1, x2 ∈ X. Primero demostraremos que

d (p, f (x2) ∩G) ≤ H (f (x1) , f (x2)) para cada p ∈ f (x1) ∩G. (5.2.9)

d (q, f (x1) ∩G) ≤ H (f (x1) , f (x2)) para cada q ∈ f (x2) ∩G. (5.2.10)

Para demostrar (5.2.9), tomemos p ∈ f (x1) ∩G y supongamos que

H (f (x1) , f (x2)) < d (p, f (x2) ∩G) .

Como (Teorema 3.1.13)

H (f (x1) , f (x2)) = máx

{
máx
z∈f(x1)

d (z, f (x2)) , máx
w∈f(x2)

d (w, f (x1))

}
,

el hecho de que p ∈ f (x1) implica que

d (p, f (x2)) ≤ H (f (x1) , f (x2)) < d (p, f (x2) ∩G) . (5.2.11)

Por otro lado, como f (x2) es un conjunto �nito, podemos tomar q ∈ f (x2)
de tal forma que d (p, f (x2)) = d (p, q). Veamos que q ∈ G, pues si q 6∈ G,
como

q ∈ f (x2) = g (x2) ∪ h (x2) = (f (x2) ∩G) ∪ (f (x2) ∩H) ,
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se tendría que q ∈ f (x2) ∩ H y por tanto q ∈ H. Como p ∈ G y q ∈ H la
de�nición de d (G,H) implicaría que

d (G,H) ≤ d (p, q)

Por la desigualdad (5.2.8) se tendría que

H (f (x1) , f (x2)) < d (G,H) ≤ d (p, q) .

Y por la desigualdad (5.2.11) tendríamos que

d (p, q) = d (p, f (x2)) ≤ H (f (x1) , f (x2)) < d (p, q) .

Lo cual, es imposible. Por tanto q ∈ G. Entonces q ∈ f (x2) ∩ G que con la
desigualdad (5.2.11) implican que

d (p, q) = d (p, f (x2)) < d (p, f (x2) ∩G) ≤ d (p, q) .

Lo cual también es imposible. Esta contradicción vino de suponer que

H (f (x1) , f (x2)) < d (p, f (x2) ∩G) .

Por tanto (5.2.9) es válida. La demostración de (5.2.10) es similar y por tanto
la omitiremos.
Dado que f (x1) ∩ G y f (x2) ∩ G son conjuntos �nitos las desigualdades
(5.2.9) y (5.2.10) implican que

máx
p∈f(x1)∩G

d (p, f (x2) ∩G) ≤ H (f (x1) , f (x2)).

máx
q∈f(x2)∩G

d (q, f (x1) ∩G) ≤ H (f (x1) , f (x2)).

Así, por el Teorema 3.1.13, concluimos que

H (g (x1) , g (x2)) ≤ H (f (x1) , f (x2)) .

Por tanto, añadiendo que f es L- Lipschitz, concluimos que

H (g (x1) , g (x2)) ≤ H (f (x1) , f (x2)) ≤ Ld (x1, x2) .

La demostracion de que h es L-Lipschitz es idéntica a la de g y por tanto
la omitiremos. �
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5.3. m-Conexidad Lipschitz

De�nición 5.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico y m ≥ 0. Diremos que
X es Lipschitz m-conexo, si existe una constante γ tal que para cada
n ∈ {0, 1, . . . ,m}, cada función λ-Lipschitz f : Sn −→ X (donde λ > 0)
admite una extensión F : Bn+1 −→ X que es γλ-Lipschitz, donde Sn y Bn+1

denotan la esfera unitaria y la bola cerrada en Rn+1, equipada con la métrica
inducida.

Proposición 5.3.2. Sean (X, d1) , (Y, d2) espacios métricos tales que X
lip
≈ Y .

Si X es Lipschitz m-conexo, entonces Y es Lipschitz m-conexo.

Demostración. Sean n ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} y f : Sn −→ Y λ-Lipschitz. Como

X
lip
≈ Y , sabemos que existe h : X −→ Y encaje bi-Lipshitz suprayectivo con

constante K. Además por la Observación 2.3.3 sabemos que h−1 : Y −→ X
es lipeomor�smo con constante K.

Sea pues g : Sn −→ X dada por g = h−1 ◦ f . Por la Proposición 2.1.3
sabemos que g es λK-Lipschitz. Como X es Lipschitz m-conexo, existen γ1

y G : Bn+1 −→ X extensión de g γ1λK-Lipschitz. Finalmente consideremos
F : Bn+1 −→ Y dada por F = h◦G, la cual, por la Proposición 2.1.3 sabemos
que es γ1K

2λ-Lipschitz.
Para concluir, probaremos que F es una extensión de f , para ello tomamos

x ∈ Sn, entonces

F (x) = h (G (x)) = h (g (x)) = h
(
h−1 (f (x))

)
= f (x) .

Como f fue cualquiera podemos concluir que Y es Lipschitz m-conexo,
donde la constante que requerimos para Y es γ = γ1K

2. �

Lema 5.3.3. Para cada n ≥ 1 y m ≥ 0, Fn (R) es Lipschitz m-conexo.

Demostración. La demostración la realizaremos por inducción sobre n.

Base de inducción n = 1.

Sean ` ∈ {0, 1, . . . ,m} y f : S` −→ F1 (R) una función λ-Lipschitz.
Por la Proposición 3.1.11, existe ϕ : F1 (R) −→ R isometría, consideremos
g : S` −→ R dada por g = ϕ ◦ f , como ϕ es isometría, se tiene que g es
λ-Lipschitz.
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Como S` ⊆ B`+1 y g es una función λ-Lipschitz, el Teorema 5.1.8 asegura
que existe G : B`+1 −→ R extensión de g que es λ-Lipschitz.

Por otro lado, como ϕ−1 : R −→ F1 (R) es isometría suprayectiva basta
considerar F : B`+1 −→ F1 (R) dada por F = ϕ−1 ◦G, la cual, es inmediato
que es λ-Lipschitz.

Por último, sea p ∈ S`. Entonces

F (p) = ϕ−1 (G (p)) = ϕ−1 (g (p)) = ϕ−1 ((ϕ ◦ f) (p)) = f (p) .

Como p ∈ S` fue arbitrario, podemos concluir que F |S` = f . Por tanto, F es
una extensión γλ-Lipschitz de f , donde γ = 1.

Hipótesis de inducción.

Sea n ≥ 2. Supongamos que Fn−1 (R) es Lipschitz m-conexo, con ello pro-
baremos que Fn (R) es Lipschitzm-Conexo. Para ello tomemos ` ∈ {0, 1, . . . ,m}
y f : S` −→ Fn (R) una función λ-Lipschitz.

Caso 1. Existe x0 ∈ S` tal que diám (f (x0)) > 6λ (n− 1).

Por el Lema 5.2.4, existen g, h : S` −→ Fn−1 (R) funciones λ-Lipchitz
tales que f = g ∪ h, así por hipótesis de inducción existen

G : B`+1 −→ Fn−1 (R) y H : B`+1 −→ Fn−1 (R)

extensiones γ1λ-Lipschitz de g y h, respectivamente.

Consideramos ψ : B`+1 −→ F2n−2 (R) dada por ψ = G ∪H. Demostra-
remos que ψ es γ1λ-Lipschitz, para ello tomemos x1, x2 ∈ B`+1. Por el
Teorema 3.1.13 tenemos que

H (ψ (x1) , ψ (x2)) = máx

{
máx
p∈ψ(x1)

d (p, ψ (x2)) , máx
q∈ψ(x2)

d (q, ψ (x1))

}
.

Por tanto, basta demostrar que:

• máx
p∈ψ(x1)

d (p, ψ (x2)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

• máx
q∈ψ(x2)

d (q, ψ (x1)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

Para la primera desigualdad, tomemos p ∈ ψ (x1). Dado que ψ (x1) =
G (x1) ∪H (x1), tenemos dos subcasos: p ∈ G (x1) o p ∈ H (x1).
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• p ∈ G (x1).

Por el Teorema 3.1.13 tenemos que

H (G (x1) , G (x2)) = máx

{
máx
z∈G(x1)

d (z,G (x2)) , máx
w∈G(x2)

d (q,G (x1))

}
.

Por tanto, como G es γ1λ-Lipschitz y p ∈ G (x1), se sigue que

d (p,G (x2)) ≤ máx
z∈G(x1)

d (z,G (x2))

≤ H (G (x1) , G (x2))

≤ γ1λ||x1 − x2||.

Por otro lado, como G (x2) ⊆ ψ (x2), podemos concluir que

d (p, ψ (x2)) ≤ d (p,G (x2)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

• p ∈ H (x1).

De manera similar (ocupando que H es γ1λ-Lipschitz y H (x2) ⊆
ψ (x2)), podemos obtener que

d (p, ψ (x2)) ≤ d (p,H (x2)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

Por tanto, en cualquiera de los dos subcasos, obtenemos que

d (p, ψ (x2)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

Como p ∈ ψ (x1) fue cualquiera y ψ (x1) es un conjunto �nito, podemos
concluir que

máx
p∈ψ(x1)

d (p, ψ (x2)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

Una demostración análoga, hace ver que

máx
q∈ψ(x2)

d (q, ψ (x1)) ≤ γ1λ||x1 − x2||.

Por tanto, podemos concluir que

H (ψ (x1) , ψ (x2)) ≤ γ1λ||x1 − x2||,
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como requeríamos.

Finalmente como 2n−2 ≥ n, por el Corolario 5.2.3 sabemos que existe
r : F2n−2 (R) −→ Fn (R) retracción Lipschitz. Sea γ2 su constante de
Lipschitz y consideremos F : B`+1 −→ Fn (R) dada por F = r ◦ ψ.
Por la Proposición 2.1.3 sabemos que F es γ1γ2λ-Lipschitz, por tanto
resta probar que F extiende a f , para ello tomemos p ∈ S`, entonces

F (p) = r (ψ (p)) = r (G (p) ∪H (p))

= r (g (p) ∪ h (p)) (G y H son extensiones)

= r (f (p)) (f = g ∪ h)

= f (p) ( pues r es retracción yf (p) ∈ Fn (R)).

Por tanto, si diám (f (x0)) > 6K (n− 1), podemos concluir que f ad-
mite una extensión γλ-Lipschitz, donde γ es el producto de γ1 con γ2.

Caso 2. diám (f (x0)) ≤ 6λ (n− 1) .

Supongamos sin perder generalidad que 0 ∈ f (x0) (de no ser así, bas-
tará con realizar una traslación). Iniciaremos demostrando que

f (x) ⊆ B6λn (0) para cada x ∈ S`. (5.3.1)

Tomemos x ∈ S`, como f es λ-Lipschitz, tenemos que

H (f (x) , f (x0)) ≤ λ||x− x0|| ≤ 2λ.

Además por el Teorema 3.1.13, tenemos que

H (f (x) , f (x0)) = máx

{
máx
z∈f(x)

d (z, f (x0)) , máx
w∈f(x0)

d (w, f (x))

}
.

Sea pues z ∈ f (x), entonces

d (z, f (x0)) ≤ H (f (x) , f (x0)) ≤ 2λ.

Como f (x0) es un conjunto �nito, podemos tomar w ∈ f (x0) tal que

|z − w| = d (z, f (x0)) ≤ 2λ.
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Por tanto |z − 0| = |z| ≤ |z − w| + |w| ≤ 2λ + 6λ (n− 1), esta última
desigualdad se debe a que 0, w ∈ f (x0) y diám (f (x0)) ≤ 6λ (n− 1).
Por tanto

|z − 0| ≤ 2λ+ 6λ (n− 1) < 6λ+ 6λ (n− 1) = 6λn.

Por tanto, z ∈ B6λn (0), así como z ∈ f (x) fue cualquiera, podemos
concluir que f (x) ⊆ B6λn (0).

Para demostrar que f admite una extensión, consideramos la función
F : B`+1 −→ Fn (R) dada por

F (x) =


||x||f

(
x

||x||

)
si x 6= 0,

{0} si x = 0.

Es inmediato que f = F |S` , pues dado p ∈ S`, como ||p|| = 1, se tiene
que

F (p) = ||p||f
(

p

||p||

)
= f (p) .

Para demostrar que F es Lipschitz continua tomemos p, q ∈ B`+1 y
consideremos los siguientes subcasos: p 6= 0 y q = 0 o p 6= 0 y q 6= 0.

• p 6= 0 y q = 0.
En primer lugar, como ||p|| {0} = {0}, la Proposición 3.2.3 implica
que

H (F (p) , F (q)) = H

(
||p||f

(
p

||p||

)
, {0}

)

= ||p||H
(
f

(
p

||p||

)
, {0}

)
.

Por otro lado, como f es λ-Lipschitz y
p

||p||
, x0 ∈ S`, se sigue que

H

(
f

(
p

||p||

)
, {0}

)
≤ H

(
f

(
p

||p||

)
, f (x0)

)
+H (f (x0) , {0})

≤ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ p||p|| − x0

∣∣∣∣∣∣∣∣+H (f (x0) , {0})

≤ 2λ+H (f (x0) , {0}) .
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Ahora procedamos a probar que H (f (x0) , {0}) ≤ 6λ (n− 1). Por
el Teorema 3.1.13 tenemos que

H (f (x0) , {0}) = máx

{
máx
z∈f(x0)

d (z, {0}) , máx
w∈{0}

d (w, f (x0))

}
.

Por tanto, basta demostrar que

◦ máx
z∈f(x0)

d (z, {0}) ≤ 6λ (n− 1) .

◦ máx
w∈{0}

d (w, f (x0)) ≤ 6λ (n− 1) .

Para la primera desigualdad, tomemos z ∈ f (x0). Como 0 ∈ f (x0)
y diám (f (x0)) ≤ 6λ (n− 1), se sigue que

d (z, {0}) = |z| = |z − 0| ≤ diám (f (x0)) ≤ 6λ (n− 1) .

Dado que z ∈ f (x0) fue cualquiera y f (x0) es un conjunto �nito,
podemos concluir que

máx
z∈f(x0)

d (z, {0}) ≤ 6λ (n− 1) .

Para la segunda desigualdad, tomemos q ∈ {0}, entonces q = 0,
como q ∈ f (x0), se sigue que d (q, f (x0)) = 0 < 6λ (n− 1) .

Así
máx
w∈{0}

d (w, f (x0)) < 6λ (n− 1) .

Por tanto H (f (x0) , {0}) ≤ 6λ (n− 1), como requeríamos.
Se sigue que

H (F (p) , F (q)) ≤ ||p|| (2λ+H (f (x0) , {0}))

≤ ||p|| (2λ+ 6λ (n− 1))

< ||p|| (6λ+ 6λ (n− 1))

= ||p||6λn

< ||p||6λ (n+ 1)

= 6λ (n+ 1) ||p− q||.
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Es decir F es 6λ (n+ 1)-Lipschitz.

• p 6= 0 y q 6= 0.

En primer lugar, tenemos que

H (F (p) , F (q)) = H

(
||p||f

(
p

||p||

)
, ||q||f

(
q

||q||

))
Lo cual, es menor o igual a:

H

(
||p||f

(
p

||p||

)
, ||p||f

(
q

||q||

))
+H

(
||p||f

(
q

||q||

)
, ||q||f

(
q

||q||

))
.

Por otro lado, el hecho que f es λ-Lipschitz y la Proposición 3.2.3
implican que

H

(
||p||f

(
p

||p||

)
, ||p||f

(
q

||q||

))
= ||p||H

(
f

(
p

||p||

)
, f

(
q

||q||

))

≤ ||p||λ
∣∣∣∣∣∣∣∣ p||p|| − q

||q||

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ||p||λ

∣∣∣∣∣∣∣∣p||q|| − q||p||||p|| ||q||

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

λ

||q||
∣∣∣∣ p||q|| − q||p|| ∣∣∣∣.

A�rmamos que
∣∣∣∣ p||q|| − q||p||

∣∣∣∣ ≤ 2||q|| ||p − q||. Llamemos
r1 = ||p|| y r2 = ||q||. Entonces

||pr2 − qr1|| ≤ ||pr2 − qr2||+ ||qr2 − qr1||

= |r2| ||p− q||+ |r1 − r2| ||q||

= r2 ||p− q||+ r2 |r1 − r2|

≤ r2 ||p− q||+ r2 ||p− q||

= 2r2 ||p− q|| = 2||q|| ||p− q||.
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Por tanto, podemos concluir que:

H

(
||p||f

(
p

||p||

)
, ||p||f

(
q

||q||

))
≤ 2λ||p− q||. (5.3.2)

Finalmente probaremos que

H

(
||p||f

(
q

||q||

)
, ||q||f

(
q

||q||

))
≤ 6λn||p− q||. (5.3.3)

Llamemos r1 = ||p||, r2 = ||q|| y x =
q

||q||
. Por el Teorema 3.1.13

tenemos que

H (r1f (x) , r2f (x)) = máx

{
máx

z∈r1f(x)
d (z, r2f (x)) , máx

w∈r2f(x)
d (w, r1f (x))

}
.

Por tanto, basta probar que

◦ máx
z∈r1f(x)

d (z, r2f (x)) ≤ 6λn||p− q||.

◦ máx
w∈r2f(x)

d (w, r1f (x)) ≤ 6λn||p− q||.

Para la primera desigualdad, tomemos z ∈ r1f (x). Entonces z =
r1ṕ para algún ṕ ∈ f (x). Consideramos w = r2ṕ ∈ r2f (x), enton-
ces

d (z, r2f (x)) ≤ |z − w| = |r1ṕ− r2ṕ|

= |ṕ| |r1 − r2|

≤ 6λn|r1 − r2| (5.3.1)

≤ 6λn||p− q||.

Como z ∈ r1f (x) fue cualquiera y r1f (x) es un conjunto �nito,
se tiene que

máx
z∈r1f(x)

d (z, r2f (x)) ≤ 6λn||p− q||.

Una demostración similar hace ver que

máx
w∈r2f(x)

d (w, r1f (x)) ≤ 6λn||p− q||.
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Por tanto, podemos concluir que

H (r1f (x) , r2f (x)) ≤ 6λn||p− q||.

Así, por las desigualdades (5.3.2) y (5.3.3), tenemos que

H (F (p) , F (q)) = H

(
||p||f

(
p

||p||

)
, ||q||f

(
q

||q||

))
≤ 2λ||p− q||+ 6λn||p− q||

< 6λ||p− q||+ 6λn||p− q||

= 6λ (n+ 1) ||p− q||.

Es decir, F es 6λ (n+ 1)-Lipchitz.

Por tanto, si diám (f (x0)) ≤ 6λ (n− 1), podemos concluir que f ad-
mite una extensión γλ-Lipchitz, donde γ = 6 (n+ 1) .

Así, sea cual sea el caso: diám (f (x0)) > 6λ (n− 1) o diám (f (x0)) ≤
6λ (n− 1), tenemos que Fn (R) es Lipschitz m-conexo. �

5.4. Una última promesa por cumplir

En esta última sección hablaremos un poco (casi nada) sobre los espacios
métricos completos, enunciaremos unos pocos resultados que necesitamos
para demostrar nuestra última promesa, sin embargo no se demostrarán pues
salen de los intereses de este escrito.

De�nición 5.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es com-
pleto si toda sucesión de Cauchy en X converge a un elemento de X.

Observación 5.4.2. Si X, Y son espacios métricos con X
lip
≈ Y y X es

completo, entonces Y es completo.

El siguiente teorema nos habla sobre completitud y la relación que ésta
guarda entre un espacio métrico y su enésimo producto simétrico. Sin em-
bargo no se demostrará pues sale de los propósitos de este escrito. Para una
demostración de este teorema el lector puede consultar [1, Teorema 4.19, pág.
75]
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Teorema 5.4.3. Sean (X, d) espacio métrico y n ∈ N. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes

(a) X es completo

(b) Fn (X) es completo.

Por último enunciaremos un resultado que ocuparemos para �nalizar este
escrito. De igual manera se dejará la referencia para consultar la prueba de
éste.

Teorema 5.4.4. [8, Corolario 1.7] Sea (X, d) un espacio métrico completo.
Los siguientes enunciados son equivalentes

(a) Existe una constante γ tal que para cada A ⊆ Rn, cada función λ-
Lipschitz f : A −→ X puede ser extendida a una función F : Rn −→ X
γλ-Lipschitz.

(b) X es Lipschitz (n− 1)-conexo.

Teorema 5.4.5. Fn (R) es un retracto absoluto Lipschitz.

Demostración. Sea h : Fn (R) −→ Rm el encaje construido en el Teorema
4.2.1, llamemos A = h (Fn (R)) ⊆ Rm.

Dado que R es completo por el Teorema 5.4.3 tenemos que Fn (R) es
completo. Además como h es encaje bi-Lipschitz por la Observación 2.3.5
tenemos que

Fn (R)
lip
≈ h (Fn (R)) . (5.4.1)

Por tanto, por la Observación 5.4.2, se tiene que h (Fn (R)) es completo.
Por otro lado sabemos que Fn (R) es Lipschitz m-Conexo (Lema 5.3.3). Así
por (5.4.1) y la Proposición 5.3.2, tenemos que h (Fn (R)) es Lipschitz m-
conexo .

Consideremos idA : A −→ A (la cual es 1-Lipschitz). Como A es completo
y m-conexo, existe una constante γ y r : Rm −→ A extensión γ-Lipschitz de
idA (Teorema 5.4.4), por tanto se tiene que A es un retracto Lipschitz de Rm
(la retracción Lipschitz es r).

Por último, como A es un retracto Lipschitz de Rm y éste es un retracto
absoluto Lipschitz (Corolario 5.1.11), se sigue que A es un retracto absoluto
Lipschitz (Corolario 5.1.6). Por tanto, por (5.4.1) y la Proposición 5.1.7,
concluimos que Fn (R) es un retracto absoluto Lipschitz. �
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