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Introduccion

En la publicacién cldsica [10] de 1916, Ramanujan introdujo la funcién 7, la
cual estd definida por la expansién en serie de potencias de un producto infinito:

d o)t =qJ(1-q*
n=1 n=1

que converge para |¢| < 1. La funcién 7(n) es entonces una funcién que va
de los enteros positivos a los enteros. En esta misma publicacién, Ramanujan
conjeturd propiedades aritméticas, recursivas y una estimacion del orden de la
funcién 7(n). Concretamente conjeturé:

1. 7(nm) = 7(n)7(m) si (n,m) = 1, es decir que la funcién 7 es multiplica-
tiva.

n+1)

2. Si p es un primo, entonces 7(p = 7(p)T(p"”) —ptir(p"1), paran > 1.

3. Si p es un primo, entonces |7(p)| < 2p'/2.

Las primeras dos conjeturas de Ramanujan fueron probadas por Mordell en [9]
en el afio 1917. Sin embargo, la tercera conjetura permanecié sin prueba después
de varios intentos por métodos analiticos hasta 1974, cuando Deligne la demostré
como una consecuencia de su prueba de las conjeturas de Weil en [4]. Es decir, la
prueba de la tercera conjetura de Ramanujan se obtuvo con métodos algebraicos.

Las conjeturas de Ramanujan y sus pruebas surgieron relacionadas a las formas
modulares. En el siglo anterior al que Ramanujan realiz6 dichas conjeturas,
Jacobi demostré que el producto infinito que determina los valores de la funcién
7 es una forma modular cuspidal de peso 12. Las formas modulares a su vez,
surgieron de manera natural dentro del estudio de Weierstrass de las funciones
elipticas.

Demostrar que el producto infinito que define a la funcién 7 converge sigue
ideas naturales del andlisis. Sin embargo no es tan simple ver que dicho pro-
ducto es una forma modular cuspidal de peso 12, lo cual es esencial para poder
probar las conjeturas de Ramanujan. De hecho, las propiedades de la funcién
T y los métodos para probar dichas propiedades pueden ser generalizados a los
coeficientes de otras formas modulares y es en este sentido que la funcién 7 de
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Ramanujan cobra importancia. Por un lado, histéricamente, las conjeturas de
Ramanujan sobre la funcién 7 y las pruebas dadas por Mordell de las primeras
dos conjeturas mostraron la rica teoria que habia detras de las formas modu-
lares y senalaron también un camino para su estudio sistemdtico. La prueba
dada por Mordell de las conjeturas de Ramanujan fue retomada por Hecke y
generalizada hasta definir lo que hoy se conoce como los operadores de Hecke.
Por otro lado para poder definir con toda claridad la funcién 7 necesitaremos
desarrollar resultados y herramientas generales sobre las formas y las funciones
modulares. Por lo anterior podriamos decir que la funcién 7 fue una guia para
el estudio de las formas modulares y en ese mismo sentido guiara este trabajo.

El objetivo principal de este trabajo es dar una demostracién para las dos
primeras conjeturas de Ramanujan sobre la funcién 7 abordando el proble-
ma de manera elemental. También se presenta la demostracién de Hecke para
la estimacién de coeficientes de formas modulares, en particular se sigue que
|7(p)] < Cp®, donde C es una constante absoluta positiva. Como aportacién
adicional esta tesis recupera algunas demostraciones que, si bien son referidas o
esbozadas en la literatura de formas modulares, en general es dificil acceder a
las referencias dadas, por lo que para escribir este trabajo reconstruimos algunas
pruebas siguiendo los esbozos encontrados en [13] y [2]. A diferencia de otros
textos que utilizan la teoria de funciones elipticas o de funciones en latices para
desarrollar los resultados bésicos sobre formas modulares como [2] o [13], en
esta tesis obtendremos dichos resultados con herramientas de anélisis complejo
en una variable que en general son cubiertos en un primer curso de variable
compleja.

La presente tesis ha sido divida en dos capitulos. El primero de ellos trata sobre
formas modulares en general y en el segundo fijamos nuestra atencién en la
funcién 7 de Ramanujan. Se ha procurado que el trabajo sea autocontenido.

En el Capitulo 1 introducimos las funciones modulares, que tienen como do-
minio el semiplano superior H de C, para lo cual primero sera necesario definir
el grupo modular G. Haremos actuar al grupo modular G en H y mostrare-
mos que bajo esta accién D = {z € H : |z| > 1, |R(z)| < 1/2} es un dominio
fundamental para la accién de G en H. Posteriormente veremos que, por defi-
nicién, una funciéon modular f(z) es holomorfa en H y tiene periodo 1, lo cual
nos permitird asociarle a f(z) la funcién f(q) con ¢ = €™ de tal manera que
f(z) = f(q) que a su vez nos permitird definir el valor de f en oo y asociarle
a f una serie de potencias en . Introduciremos las series de Eisenstein Gy y
probaremos que Gj es una forma modular de peso 2k. Después estudiaremos
los espacio de las formas modulares de peso 2k, calcularemos su dimensién y
daremos una base para ellos que depende de las series de Eisenstein GGj,. Ademaés
veremos que salvo multiplos escalares, existe una uinica forma modular cuspidal
de peso 12, A(z). Aprovecharemos para introducir el invariante modular j que,
aunque no sera de gran importancia para el trabajo en general, nos servira pa-
ra ejemplificar cémo se obtienen algunas relaciones entre funciones modulares.
Encontraremos las expansiones de las series de Eisenstein G (z) = Gy (g), con

g = €>™* alrededor de ¢ = 0 y con ello daremos estimaciones del orden de
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los coeficientes de una forma modular. Finalmente probaremos que el producto
infinito
oo
g [T —am*
n=1

es una forma modular cuspidal de peso 12, reconstruyendo la prueba esbozada
por Serre en [13] y con esto veremos que al tener coeficiente en ¢ igual a 1 y dado
que el espacio de las formas modulares cuspidales de peso 12 es de dimensién 1,
entonces dicho producto infinito determina los valores de la funcién 7(n).

En el Capitulo 2 reconstruiremos las pruebas de Mordell guiadas por Apostol
en [2] sobre las primeras dos conjeturas de Ramanujan acerca de la funcién
7(n). Para ello nos fijaremos primero en el subgrupo asociado a N del grupo
modular GG, donde N es cualquier nimero natural. Ademdas de probar que la
funcién 7(n) es multiplicativa, daremos una identidad mds fuerte que la multi-
plicatividad. Mostraremos, usando el espacio de las formas modulares de peso
12, la congruencia 7(n) = o11(n) (mdéd 691) y a la vez daremos una formula de
recurrencia para encontrar los coeficientes del invariante modular j en térmi-
nos de 7(n). Finalmente daremos algunos resultados que se obtienen al usar la
formula de recurrencia

n+1) n—l)

(") =7(p)r(@") — p"'7(p

y tratarla como una recurrencia lineal de grado 2 con términos enteros. Con
esto y usando |7(p)| < 2p''/2, hablaremos sobre la conjetura de Lehmer, que
dice que 7(n) # 0 para todo entero positivo n y veremos que el estudio sobre la
conjetura de Lehmer se reduce a ver que para los primos p tales que p | 7(p) se
tiene que 7(p) # 0.
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Capitulo 1

Formas modulares

1.1. El Grupo Modular

Denotamos con H el semiplano superior de C, es decir el conjunto de los
nimeros complejos z con F(z) > 0.

Sea SLs(R) el grupo de las matrices (‘; 3), con coeficientes reales tales que

ad —bc = 1. Hacemos a SLy(R) actuar en C = CU {00} de la siguiente forma: si
g=(2Y) es un elemento de SLy(R), y si z € C, hacemos g(z) = 222, Con la
convencién usual de que z/0 = oo si z # 0. Es claro que g(z) estd bien definida
para todo z € C excepto para z = —% y 00. Extendemos nuestra definicién para

todo z € C haciendo:

I(-9) =00 v floo) =2

Veamos que cuando hacemos a SLz(R) actuar de esta forma en C obtenemos
— _S@)
T Jez+d|?”

un automorfismo, y ademds S(g(2))

Lema 1.1.1. 5S¢

g = (‘C‘ Z) es un elemento de SLy(R), entonces g induce un
automorfismo en C y $(gz) =

|C§-(-Zd)‘2 para todo z € (C\{_% )

Demostracion. Supongamos que z # 00, f%. Veamos primero que 23(g(z)) =

9(2) — g(z), es decir 23(g(z)) = 25 — 228 va que al ser a,b,c y d reales

tenemos que g(z) = ¢g(z), de donde tenemos que:

az+b az+b

cz+d  ci+d

ac|z|? + bez + adz + bd — ac|z|* — bez — adz — bd
(cz+d)(cz + d)

23(9(2)) =
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(ad—bc)(z—%)

lo cual al simplificar nos queda yalserad—bc=1y z—2z =23(z)

lcz+d|?
tenemos:
2(\
28(g(2)) = |CZ\:EZd)|2 lo cual implica que
S(2)
S(g(2)) = lez + d? (1.1)

Lo anterior implica que si g € SLy(R) y z € H, entonces g(z) € H. Por otro
lado como

_ar+b ay+bd

9(x) = 9ly) = cx+d cy+d

acxy + bey + adx 4+ bd — acxy — bex — ady — bd

(cx +b)(cy +b)

_(ad—be)(z —y) _ z—y
~(ecx+d)(cy+d)  (cx+d)(cy+d) (12)

se tiene que g es inyectiva, pues si z # 00, —%, entonces g(z) = g(y) si y solo

si (1.2) es igual a cero si y solo si z = y, ademds g(z) = oo si y solo si 2z = —%
y g(z) = %_tz = % = g(o0) (z € C) si y solo si ad — bc = 0 lo cual es una
contradiccion. B B
Finalmente sea w € C queremos encontrar z € C tal que g(z) = w. Si w =
d 1 d . a a
0o, tenemos g(—f) =00y g '(o0) = ——. Siw= % tenemos g(o0) = — y
c c
a a
g’l(f) = 00. Si w # —, 00, entonces queremos w = Zjis pero, esto sucede
c c
si y solo si czw + dw = az + b si y solo si z(cw —a) = —dw + b si y solo si
z = %, esta tltima expresién es de hecho g~!(w) de donde la z buscada

existe, por lo que g es suprayectiva en C y ademéds con lo anterior es facil ver
que g~ (g(2)) = z, lo que nos dice que la accién estd bien definida.

En resumen tenemos que la accién de SLo(R) en C estd bien definida, que si
g= (‘Z g) es un elemento de SLo(R), entonces g induce un automorfismo en C
y como g(z) € H si z € H, entonces de hecho ¢ induce un automorfismo en su
restriccién en H.

Ademds obtuvimos la identidad

S(gz) = ——=
(g ) |CZ _|_ d|2
valida para todo z € H que sera utilizada en varias ocasiones. |

Notamos ahora que el elemento —I = (51 _01) € SL2(R) actia trivialmente

en H. Si PSLy(R) = SLo(R)/{£l>} podemos considerara que es este grupo el
que opera. Sea SLy(Z) el subgrupo de SLs(R) que consiste de matrices con
elementos en Z, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.1.1. El grupo G = SLo(Z)/{*1>} es llamado el grupo modular;
es la imagen de SLy(Z) en PSLy(R).
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Sig = (2%) es un elemento de SLy(Z), usaremos frecuentemente el mismo
simbolo para denotar su imagen en el grupo modular G.

Sean S y T los elementos de GG definidos respectivamente por S = ((1) _01)
y T = (§1). Se tiene que S(z) = —1/z, T(z) = z+ 1, 5 = 1 (es decir
S(S(2)) = 2) y (ST)? = 1. Todas estas afirmaciones son claras de la definicién

de S y T, excepto la tultima, veamos que es cierta pues:

—_

ST(2) = S(T'(2)) = S(z+1) = -

(ST =5T(- ) =5 ( )= (-t
:S< 1z++21+1> ( )Z :_Zz_l

finalmente tenemos que

s =s(0(=) =s(E 4

= 5(Z ) =s(-1/m) = S ==

como queriamos (de paso aqui vimos que S? = 1).

Por otro lado sea D el subconjunto de H formado por todos los puntos z tales
que |z| > 1y [R(z)| < 1/2. La siguiente figura muestra las transformaciones de
D por los elementos {I,T,TS,ST~'S,S,ST,STS, TS, T~} de G.

Figura 1.1: Transformaciones de D por elementos de G
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Sean z,2’ € H, observemos que la relacidn 2z ~ 2’ si existe ¢ € G tal que
g(z) = 2’ es una relacién de equivalencia. Lo anterior se sigue del hecho de que
G es un grupo:

1. Es reflexiva. Para todo z € H se tiene z ~ z pues Iz(z) = z.

2. Es transitiva. Si z, 2’ y 2” pertenecen a H y son tales que z ~ 2’ y 2/ ~ 2",
es decir, existen g1, g2 € G que cumplen g;(z) = 2’ y ¢g2(2') = 2", entonces
z ~ 2" pues se tiene que g2(g1(2)) = 2" con g2 g1 = g2 091 € G pues G es
un grupo.

3. Es simétrica. Si 2,2’ € H y g € G tales que g(z) = 2’ entonces, como G
es un grupo, existe g~ € G tal que g~ ' g = I, y por lo tanto z = g~ 1(2’)
por lo que z ~ 2’ si y solo si 2/ ~ z.

Vamos a demostrar que D es un dominio fundamental para la acciéon de G en
el semiplano H. Ma&s precisamente, probaremos que para todo z € H existe
g € G tal que g(z) pertenece a D, es decir todo z € H tiene un representante
en D de su clase de equivalencia bajo la acciéon de H en GG y ademaés no existen
dos elementos de D que pertenezcan a la misma clase de equivalencia de H/G,
excepto para los elementos de la frontera de D. Lo anterior sera precisado en el
siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. Sean H el semiplano superior y D la region fundamental.
1. Para toda z € H eziste g € G tal que g(z) € D.

2. Supongamos que dos puntos distintos z y 2, de D son congruentes modulo
G, entonces, R(z) =+3 yz=2"+1lolz|=1y2 =-1/z

3. Sea z € D ysealI(z) ={g € G:g(z) ==z}, el estabilizador de z en G, se
tienen I(z) =1 excepto en los siguientes tres casos:

z =1, en cuyo caso I(z) es el grupo de orden dos generado por S;

z=p=e€>"/3 en cuyo caso 1(z) es el grupo de orden tres generado por
ST,
z2=—p=e€"/3 en cuyo caso I(z) es el grupo de orden tres generado por
TS.

Demostracion. Sea G’ el subgrupo de G generado por S y T y sea z € H.
Vamos a demostrar que existe ¢ € G’ tal que ¢'(z) € D y esto probard la
primer afirmacién del teorema. Si g = (‘é Z) es un elemento de G’, entonces

I p :
S(gz) = ch_(fd)P, como c y d son enteros, el niimero de parejas (c,d) tales que
|cz + d| es menor que un nimero dado r son finitas ya que si z = x + iy,

entonces |cz + d|? = |(cx + d) +icy|? = (cx + d)? + (cy)? lo que implica que si
|ey| > r entonces |cz 4+ d| > r, por lo tanto existe finitos valores enteros de c
tales que |cz + d| < 7 y como se debe tener que (cz + d)? < r? y x es fijo, hay
para cada ¢ una cantidad finita de valores para d tales que la desigualdad se
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cumple y como hay solamente una cantidad finita de valores para c tales que se
cumple la desigualdad, entonces hay una cantidad finita de parejas (c,d) tales

que |cz + d| < r. Usando lo anterior podemos ver que existe g € G’ tal que

3(g(z)) es méxima, pues sea r = 1, como ya vimos existe una cantidad finita de

S(z)
|ez+d|?
existe por lo tanto un ndmero finito de valores que puede tomar J(g(z)) tales

parejas (¢, d) tales que |cz 4+ d| < 1, con ¢ y d enteros y como J(gz) =

que S(g(z)) > S(2), puessi |cz+d| > 1, entonces S(gz) = % < g(lz) = S(2)
y por lo tanto al haber solamente un nimero finito de valores para $(g(z)) tales
que S(g(z)) > (=), entonces existe un valor maximo y por lo tanto un g € G’

tal que $(g(z)) es maxima.

Elegimos g € G tal que S(g(z)) es méxima, y un n tal que T™og(z) tiene parte
real entre f% y % El elemento 2’ = T™og(z) pertenece a D; de hecho es suficiente
ver que |2'| > 1, pero, si [2/| < 1, entonces el elemento —2 = S(z’) tendrfa
parte imaginaria estrictamente mayor que (z’) y esto contradice el hecho de
que I(g(2)) = (T 0 g(z)) es maxima. Asi, el elemento ¢ =T"ocg € G' C G
cumple que (T™ o g(z)) € D lo cual demuestra (1).

Ahora demostraremos las afirmaciones (2) y (3) del teorema. Sean z € D
g = (‘c‘ g) € G, tal que g(z) € D. Siendo libres de reemplazar (z,g) por
g(2),97 1), podemos suponer, sin perdida de generalidad que (g(z)) > 3(2)
pues si no, entonces J(z) > S(g(z)), es decir, tendriamos (g7t o (g(2)) >

<

—~

S(g(z)) v reemplazando obtendriamos nuevamente una expresién de la forma
S(g(w)) > S(w). Tenemos que I(g(z)) = \ci(er)IZ > 3(2), es decir |cz +d| <1,
y como |ez +d| > |S(cz+d)| = |S(ez)| = |¢|S(2) > |el, pues S(z) > 1, debemos

tener c=0,1 0 —1.

Resolveremos cada uno de esos casos de manera similar, donde lo que hare-
mos serd que dado ¢, acotaremos d y en caso de obtener algunos valores para
d, separaremos nuevamente en casos, y una vez que tengamos un valor dado
para d, entonces usaremos el hecho de que ad — bc = 1 para encontrar los po-
sibles valores para a y by recordando que como R(z) estd entre —% v %, si
z y 2z’ son puntos de D tales que uno se obtiene del otro por una traslacién
(y por lo tanto son congruentes modulo G), entonces dicha traslacién debe ser
por 0, 1 o —1 para que tanto z como z’ tengan parte real en [—%, %] (recorde-
mos que nuestras traslaciones son por nimeros enteros). También, usaremos que

p+ 1= —p, que se sigue directamente del hecho de que p = >™/3 = —% + z@
y —p=e"/3 = % + z@ (lo cual también usaremos) y que p = —_%3, que equi-

valea S(—p)=py —% = S(p) = —p, que se siguen de multiplicar por p y p,
respectivamente y de que |p| = |p| = 1.

Caso ¢ = 0. Si ¢ = 0, entonces d = +1, pues queremos |[0-c+d| =|d| <1y
como (¢,d) =1 (pues ad — be = 1), se debe tener d = +1. Ahora, usando que
ad—bc=1y c=0,d= =1, tenemos que ad =1 y por lo tantoa =d = +1, y
como g ~ —g en GG, podemos suponer sin perdida de generalidad que g = ((1) jib ),
es decir g(z) = z & b y entonces g es la traslaciéon por £b. Por lo mencionado
anteriormente b = 0 y entonces g = (§ ) =L ob=+1y g= (§ £') =T+,
en cuyo caso uno de los niimeros R(z), N(g(z)) debe ser igual a —1/2 y el otro
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igual a 1/2.

Caso ¢ = 1. Sic =1, tenemos |cz+d| = |z +d| < 1,y sl z = z + iy,
tenemos entonces que z2 + 2xd +d?> + 3> < 1y como 22 +y? = |22 > 1y
lz] = |R(2)| < 1/2, tenemos que d? + 2zd > d*> —Vd% = d*> — |d| > 0 (pues
d=00|dl > 1), yentonces 1 > 2? + 2xd + d*> + y*> > 1+ 0 = 1 por lo que las
desigualdades deben ser igualdades y debe suceder que d? +2zd = d(d+2x) = 0
y 22 +y? = 1, por lo que se debe cumplir que |2/ =1y d=0o0d+ 2z =0 que
sucede si y solo si 2z = —d, como z = R(z) € [3, 3] v d es un entero, tenemos
que d = £1 (o d = 0 que ya fue contemplado).

Subcaso ¢ = 1, d = 0. En este caso como nuestra restriccién es que |cz+d| < 1
y substituyendo los valores de ¢ y d tenemos simplemente |z| < 1 pero |z| > 1
porque z € D, debemos tener |z| =1y g = (‘1”5) porloquea-0—b-1=1y

entoncesb——l,yabig( )—%ﬁl a—lydadoque lz| =1y R(2) € [-3, 3],

entonces —1/z € D (|=L] = | =1y §R( 1)y = —R(z)). Por lo tanto y por lo
mencionado anterlormente para los puntos congruentes modulo una traslacién
en D, a =0y entonces g = S, excepto si z=p o z = —p. Si z = p, tenemos

g(p) = a — % = a — p y entonces a = 0 (que ya se consider6 y da g = S o

a=-1yglp)=pyg=(7'"7")=0OT)>2Siz=p9(-p=a—~L=a+p

y nuevamente se debe tener a =0y g =5 0a =1y entonces g(—p) = —py
9=07%)=T18

Subcaso ¢ = 1, d = 1. En este subcaso, como ya tenfamos que 2z = —d,
(o d = 0, pero en este subcaso eso no es posible) entonces © = —1/2 y como

|z] = 1 = 22 + y2, al substituir el valor de z encontramos que y = :l:@ pero,

3
2

z€Dy|z4+1|<lesz=p= —%—l—i@. Tenemos en este caso que g = (‘1‘ 11’), que
implica que a-1—1-b = 1, que a su vez implica que b=a— 1 Usando lo anterior

como z € H, entonces y > 0 por lo que y =% y, tenemos que el tnico z tal que

+b +a—1 +1
tenemos que g(p) = LT = L= = alp +) a+ _ﬁ =a—L=a+p
y para que esto pertenezca a D, se debe tener a = 0 oa = 1. Sia = 0,
entonces g(p) = py tenemos 0-1—b-1 =1y entonces b = —1 y en este caso

=(Y7')=ST.Sia=1, tenemos 1-1—1-b=1porloqueb=0y g=(17)
yy(p)=1+p=—-p.
Subcaso ¢ = 1 d = —1. Nuevamente en este subcaso, de manera andloga al

f

subcaso anterior deducimos que x =1/2 y , por lo que el Unico z tal que

z€Dylz—1<lesz= p—f—i—“f Tenemosenestecasoqueg—(1_171)7

que implica que a - (—=1) —1-b = 1, que a su vez implica que b = —a — 1.
Usando lo anterior tenemos que g(—p) = a'(_%p_);rb = a.(:pﬁ):{zq = a(f_’;_li*l =
a— —2— =a—1=a—7py para que esto pertenezca a D se debe tener a = 0

-1
oa :pfl. Sia :p 0, entonces g(—p) = —py g = ((1) j) = (TS)% Sia=—1,
entonces g(—p) = —1—p=py (—1)-(—1)—b-1,dedonde b=0y g = (' ).
El Caso ¢ = —1 se obtiene del caso ¢ = 1 al cambiar los signos en a, b, ¢, d,
que no cambia a g como elemento de G.
Lo anterior en efecto concluye la demostracién de (2) y (3) pues, en los
parrafos anteriores hemos demostrado que si un 2’ = g(z) con 2,2’ € D (es
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decir si z es congruente a z’ modulo G y ambos estén en D), entonces g = I,
g=T*o|zl=1yg=S5,exceptosi z=poz=—py en estos caso g(p) = p,
9(p) = =p, g(—=p) = p 0 g(—p) = —p. Los elementos de G que fijan p son I, ST
y (ST)?%, es decir el subgrupo de orden 3 generado por ST. Los elementos de
G que fijan a —p son I, T'S y (T'S)?, es decir el subgrupo de orden 3 generado
por T'S. Finalmente notamos que 7+ no deja puntos fijos y que si S(z) = z,
entonces z = —% siy solosi 22 = —1siysolosiz= iy como sélo estamos
considerando z € H entonces, z = i es el Unico punto fijo de S. |

Corolario 1.1.2.1. El mapeo canénico D — H/G es suprayectivo y su restric-
cion al interior de D es inyectivo.

Demostracion. Elinciso 1 del (1.1.2) garantiza que el mapeo canénico D — G/H
es suprayectivo y el inciso 2 del mismo teorema nos dice que si hay dos puntos
en D congruentes, entonces pertenecen a la frontera de D, por lo tanto la res-
triccién del mapeo al interior es inyectiva. |

El corolario anterior nos dice justamente que D es un dominio fundamental para
la accién de G en H.

Teorema 1.1.3. El grupo G estd generado por S y T.

Demostracion. Si G’ es el subgrupo de G generado por S y T, vimos en la de-
mostracién del teorema 1 que para todo z € H existe g € G’ tal que g(z) € D.
Si g € G, elegimos un punto 2 en el interior de D y sean z = g(z9) y ¢’ € G’
tal que ¢'(z) € D, los puntos 2o y ¢'(z) = ¢’ o g(z0) son congruentes modulo
G y uno de ellos es interior a D, la parte (2) del teorema 1 nos dice que debe
ser ¢'(z) = ¢’ o g(20) = z0 y como zp es interior, por la parte (3) del Teorema
1 se tiene que g’ o g = I, por lo tanto g € G’ y entonces G C G' C G y asi
G=G =(ST). [ |

1.2. Funciones modulares

Definicién 1.2.1. Sea k un entero, decimos que una funcion es débilmente
modular de peso 2k si es meromorfa en el semiplano H y verifica la relacion

az+b
CZ-Q-d> para toda (¢ 4) € SLy(Z) (1.3)

fz) = (cz+d)>Ff (
Dado que sabemos que G esta generado por S y T, es suficiente revisar la
invarianza por S y T, es decir tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2.1. Si f es meromorfa en H, entonces la funcion f es una
funcion débilmente modular de peso 2k si y solo si satisface las siguientes dos
relaciones

flz+1) = f(T(2) = f(2) (1.4)
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f(=1/2) = f(S(2)) = 2*" f(2) (1.5)

Demostracion. Lo anterior se sigue de la definicién 1.2.1 y del hecho de que S'y
T generan G. Para hacer esto mas claro supongamos que

-(14)

f(2) = (cz +d)2" f (”’)

y que se cumple

cz+d

si g1 =T*gy go = Sg, entonces

a+kec b+ kd
c d
—c —d
a b

y dado que por hipétesis se tiene f(g1(2)) = f(T*g(2)) = f(g(2))
y Jg2(2)) = [(Sg(2)) = 9(2)** (9(2)), entonces

Fon(2) = Flg(2)) = (e + d)* £(2)
Fgs(2)) = ( - b) (=)

cz+d

2k
_ (az—i—b) -(cz—l—d)%f(z)

g1
92

cz+d
= (az +b)* f(2)

de donde se sigue que si g cumple la ecuacién (1.3), entonces también la cumplen
Tkgy Sgy como Sy T generan G, se tiene el resultado. ]

Supongamos que f es meromorfa en H y la relacién (1.4) se cumple. Dado que
e?ﬂiz — e?ﬂ'iz/ . e27'ri(z—z’) -1 s— e

si consideramos R = {z € H : —1/2 < R(z) < 1/2}, la funcién ¢(z) = e*™2,
establece una biyeccién analitica (un biholomorfismo) entre la regién R y el
disco unitario sin el cero U*. Lo anterior es cierto ya que no hay dos elementos
de R tales que su diferencia sea un entero, entonces el mapeo ¢(z) = e?™* con
dominio R es inyectivo y claramente es una funcién holomorfa. Més atin si z € R
con z = x + iy, entonces ‘
q(z) _ 6727ry+27r7,w
y como —1/2 < 2 = R(z) < 1/2, entonces — < 2mwx < 7, es decir el argumento
de ¢(z) puede tomar cualquier valor en (—, 7. Por otro lado 0 < y puede tomar
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cualquier valor positivo, por lo que el modulo de ¢(z) puede tomar cualquier
valor en (0,1). Se sigue que ¢ : H — U* es suprayectiva y al ser inyectiva y
holomorfa, se tiene que la inversa estd bien definida y es holomorfa.

Sea ¢ € U*, vimos que existe un tnico z € R tal que ¢ = 2% y por lo
tanto la funcién f(q) := f(2) estd bien definida en U* y mds atn, dado que
el mapeo definido que transforma R en U* es una biyeccién analitica y f es
meromorfa en R, entonces f (¢) es meromorfa en U*. Finalmente como estamos
suponiendo que f(z + 1) = f(z) y e?™G+D = €272 podemos ahora extender
nuestra definicién para todo z € H haciendo q = ¢*™** y haciendo f(q) := f(z)
y trabajar equivalentemente con f : H — C o f :U* - C,yaquesiz € H,
entonces existen z € Ry k € Z tales que z; = z + k y por lo tanto para todo
z1 € H se tiene

f(Zl) = f(Z + k) = f(z) = f(eQmZ) = f(e%”(z'*‘k)) _ f(627ri21)

Observe que si z € H, entonces z — 00, si y sélo si ¢ — 0.

Si f se extiende a una funcién meromorfa (respectivamente holomorfa) en el
origen, diremos, por abuso de lenguaje, que f es meromorfa (respectivamente
holomorfa) en infinito. Esto significa que f admite una expansién de Laurent!
en una vecindad del origen:

oo
flg) = Z anq"”
— 00
donde los a,, son 0 para n suficientemente pequetia (respectivamente paran < 0).

También nos referiremos a f como la expansién de Fourier de f. Algunas de
las razones para esto son: ser menos repetitivos con la terminologia, que dicho
término es de uso frecuente en la literatura relacionada al tema y, por supuesto
que de hecho al ser f 1 —periodica la expansién de f es la expansién de Fourier
de f como se puede consultar en [1] pp. 263-264.

Definicién 1.2.2. Una funcion débilmente modular es llamada modular si es
meromorfa en infinito. Cuando f es holomorfa en infinito, definimos f(co) =
f(0). Este es el valor de f en infinito.

Definicién 1.2.3. Una funcion modular que es holomorfa en todos los puntos
(incluyendo en infinito) es llamada una forma modular; si tal funcidn es cero
en infinito, diremos que es una forma cuspidal.

Una forma modular de peso 2k estd entonces dada por una serie

)= ang" = ane®™* (1.6)
n=0 n=0

la cual converge para |q| < 1 (es decir para S(z) > 0), y la cual verifica la
identidad

F(=1/2) = 22 f(2) (L.7)

1Para més detalles sobre la expansién de Laurent se puede consultar [11] pp. 305-306 o [3]
pp. 107-109
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y es una forma cuspidal si ag = 0.
Un caso sencillo pero que vale la pena notar, es la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.2. Si f y f' son formas modulares de pesos 2k y 2k', respec-
tivamente, entonces ff' es una forma modular de peso 2k + 2k' y si k = K/,
entonces f + f' es una forma modular de peso 2k.

Demostracion. La proposicién se sigue directamente de la ecuacién (1.3) y de
que fy f’ son ambas formas modulares de pesos 2k y 2k’, respectivamente, ya
que en ese caso se tiene

az+b
cz+d

f(z)=(cz+d)~2f ( ) para toda (¢ 4) € SLy(Z)

az+b
cz+d

F(z)=(cz+d)~2 f < ) para toda (¢ Y) € SLy(Z)

de donde se sigue que

f()f'(2) = (cz+ d)—zk(cz + d)—Qk’f <az + b) f (az + b)

cz+d cz+d

_ —2(k+k) az+0b\ ,, [az+b
(cz +d) f(chrd ! cz+d

para toda (¢ 4) € SLy(Z)

ademds si k = k' se tiene

)+ 1) = (ez+d) 2] (IZ) (e )7 ( i b)

cz+d

_ az+b ,[az+b
= (ez+4d) 2k<f (cz+d>+f (cz—l—d))

para toda (¢ 4) € SLy(Z)

Observemos que 0 es una forma modular de peso 2k para todo entero k > 1y
que si f es una forma modular de peso 2k, entonces — f es una forma modular
de peso 2k. Lo anterior, combinado con la proposiciéon 1.2.2, nos dice que las
formas modulares de peso 2k forman un C—espacio vectorial.

1.2.1. Serie de Eisenstein

Ahora introduciremos las series de Eisenstein Gj(z) que estédn definidas para
todo entero k > 1. Como veremos a continuacién la serie de Eisenstein Gj(z)
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es una forma modular de peso 2k. Las series de Eisenstein juegan un papel
importante dentro de las formas modulares y fueron por mucho tiempo las
unicas formas modulares conocidas de manera explicita. Con ellas se pueden
obtener mas formas modulares usando la proposiciéon 1.2.2, de hecho, como se
verda mas adelante, nos bastaran G2 y G3 para generar el espacio de las formas
modulares de peso 2k para todo entero k.

Definicién 1.2.4. Sea k un entero mayor que 1 y z € H. Definimos la serie
de Fisenstein de peso k como

1
G = —_ 1.8
(m,n)#£(0,0)
donde n y m corren sobre todas las parejas de enteros no ambos cero.

Esperando que no haya confusién y con el fin de simplificar la notacién usaremos
también la siguiente notacién para la serie de Eisenstein:

Gr(z) =) W (1.9)

n,m

va que las series de Eisenstein apareceran frecuentemente a lo largo del trabajo.
Notemos que en la definicién de la serie de Eisenstein de peso 2k no se ha
especificado un orden en el que la suma

(m,n)#(0,0)

debe efectuarse. Lo anterior es porque, como veremos en el lema siguiente, la
serie de Eisenstein de peso 2k con k un entero mayor que 1, converge absoluta-
mente en H y por lo tanto el valor de G (z) es independiente de el orden en el
que se efectiie la suma de sus términos.

Lema 1.2.1. Para todo z € H se tiene que
Goyo(z) = Z v
o/2\%) = (mz +n)e
n,mez
(m,n)#(0,0)

converge absolutamente si y solo si o > 2

Demostracion. Sea k un entero positivo consideremos los paralelogramos
P,={mz+n: —-k<m,n <k, (m,n)#(0,0)}

que tienen sus vértices de la forma +kz + k (obsérvese la figura 2.2) y contemos
cuantos w de la forma w = mz + n estan sobre el perimetro de P;. Los puntos
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Figura 1.2: Paralelogramos P y P

sobre el perimetro de Py de esta forma son precisamente aquellos de la forma
+kz+j 0 jz+k con j entero tal que 0 < |j] < k, por lo tanto en cada uno de los
casos anteriores hay 2k + 1 opciones para j y por lo tanto, al contar todos estos
puntos hay 2(2k+1)+2(2k+1) = 4(2k+1) puntos de la forma w = mz+n sobre
el perimetro de Py y ninguno de ellos se ha contado méas de una vez excepto
las esquinas +kz + k, que se contaron dos veces, por lo que hay exactamente
4(2k) = 8k puntos distintos de la forma w = mz + n sobre el perimetro de Pj.
Sean r y R la menor y la mayor distancia desde el 0 a un punto del perimetro de
Py, respectivamente. Dado que claramente, por la construccion de Py se tiene
que P, y P; son homotéticos en razén k, se tiene que la menor y la mayor
distancia de 0 a un punto en el perimetro de Py son kr y kR, respectivamente.
Se tiene entonces que para cada uno de los 8k puntos de la forma w = mz +n
sobre el perimetro de Py se cumple

1Lo_ 11
(KR) — |wl| = (kr)*

(1.10)

Con lo anterior veremos que la serie

Gapp(z) = ) m

n,mez
(m,n)7(0,0)
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converge absolutamente (y por lo tanto converge) si a > 2. Dado que una serie
se dice absolutamente convergente si la serie formada por sus médulos converge,
entonces G /2(2) converge absolutamente si y solo si la serie

(m.n)#(0,0)

7 . . / ’ o .
converge. Como los términos de la serie G /2 Son numeros reales positivos,

. ! 7 . . .
entonces la serie G, /o converge al niimero real [ si y solo si la serie formada por
cualquier permutacién de sus términos converge a [. Asi para ver que la serie
’ . . 7’
G, /2 converge (es decir que la serie G, /> converge absolutamente), nos bastaria

ver que si
Z |w‘o<

weE Py,
entonces
lim S(k) = lim E
k—o0 k—)oo |w|a
existe.

Retomando la ecuacién (1.10), usando nuestra definicién de S(k) y dado que
hemos demostrado que Py tiene exactamente 8% puntos w de la forma w =
mz + n sobre su perimetro y claramente P; C Py para todo 1 < i < k y cada
punto en P, pertenece al perimetro de exactamente un P;, tenemos:

8 8k 8 8k
— 4 —— < SR =4 1.11
et GRp S St (L11)
0 mas concretamente
k k

8 1 8 1

— < S(k)< — —_— 1.12

R« Z (k)a—l — S( ) - o Z (k)a—l ( )

i=1 i=1
Esto muestra que las sumas parciales S(k) estdn acotadas por arriba por
8C(a— 1)/r* si a > 2 lo cual, ya que S(k) es no decreciente, implica que el

limite de cuando k tiende a infinito de S(k) existe, es decir

1
GO‘/Q(Z) = Z |mz + n|

m,neEZ
(m,n)#(0,0)
converge. Ademds la cota inferior de S(k) demuestra que si o < 2 entonces S(k)
diverge |

Hemos visto que Gj(z) define una funcién en H. Nuestra intencién ahora es
probar que la serie de Eisenstein, G (z), es una forma modular de peso 2k. Segin
la definicién 1.2.1 y la definicién 1.2.3, bastard verificar que G (z) satisface la
ecuacién (1.3) y que Gg(z) es holomorfa en H y en infinito. El lema siguiente
prueba que Gi(z) satisface la ecuacién (1.3).
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Lema 1.2.2. Sea k un entero mayor que 1, entonces

_ ok az+b
Gi(2) = (cz+d)" "Gy (cz +d)

para toda (‘c‘ g) € SLy(Z).

Demostracion. Tenemos que

az+b 1
Gt <cz+d> B Z (maztl | p)2k

7n,m cz+d
1 1
) nz»;z W - nzm (W)%
1
N 4" 1.13
(cz—i— ) Z ((am+cn)z+ (bm—i—dn))?k ( )

n,m

pero (¢ g) tiene entradas enteras y determinante 1 por lo que representa una
transformacién biyectiva de Z?2 en si mismo que envfa el par (m,n) al par
(am 4 cn,bm + dn) por lo tanto la dltima suma en (1.13) es igual a

1

(CZ + d)2k Z m = (CZ + d)Qka(Z) (114)

de donde concluimos que (1.15)
+b

Gi(2) = (cz + d) %G, (Z,:—l—d) para toda (2Y) € SLy(Z) (1.16)

[ |

Con la ayuda de los lemas 1.2.1 y 1.2.2, podemos probar que la serie de Ei-
senstein, Gg(z), es una forma modular de peso 2k. Veamos esto en el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.3. Sea k un entero mayor a 1. La serie de Eisenstein Gi(z) es
una forma modular de peso 2k. Ademds se tiene que G(o0) = 2¢(2k) donde ¢
denota la funcion zeta de Riemann.

Demostracion. Los lemas 1.2.1 y 1.2.2 implican que Gi(z) es débilmente modu-
lar de peso 2k para todo entero k mayor que 1. Veamos que G}, es holomorfa en
todas partes (incluyendo en infinito).

Vamos a demostrar que la serie

Gr(z) = Y - (1.17)

n,mez (mz + n)Qk
(m,n)#(0,0)
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converge absolutamente y uniformemente en cada franja de la forma
Sas={z:|R()| <A, S(2) > >0}

donde A y § son cualesquiera reales positivos. Para ver esto encontraremos una
constante M > 0 que depende solamente de A y § y es tal que

1 M
|mz + n|?* = |mi + n|?k

(1.18)

para todo z € S4 s y todo (m,n) # (0,0). Dado lo anterior, ya que por el lema
(1.2.1) la serie

. 1
Gi(0) = Z |mi + n |2k
n,mez
(m,n)#(0,0)

converge y M es una constante, podemos deducir por la prueba M de Weiers-
trass? que la serie

1
Gr(z)= ) (mez )2

n,mez
(m,n)7(0,0)

converge absolutamente y uniformemente en S4 5 y dado que las funciones

1

Imnk(2) = (m=+ )%

son holomorfas en S4 s, entonces

1
G(z)= > (mz+n)%*

n,mez
(m,n)#(0,0)

es holomorfa en Sy 5. Como para cada z € H existen A y 0 tales que z € S4 5,
esto prueba que Gy, es holomorfa en H.

Veamos ahora la existencia de la constante M que satisface la ecuacién (1.18).
Para probar la existencia de dicha constante es suficiente probar que existe una
constante K > 0 que depende solo de A y § tal que

|mz +nl* > K|mi +n|? (1.19)
Si escribimos z = z + iy, la ecuacién (1.19) se convierte en
(mz +n)? + (my)? > K(m? +n?) (1.20)

Si m = 0 la desigualdad anterior se satisface para toda 0 < K < 1. Sim # 0
hacemos r = n/m. Dividiendo (1.20) entre m?, observamos que probar (1.20)
es equivalente a probar

2Véase por ejemplo [3] pag. 29.
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(r+ )% + 92
1472

para algin K > 0. Probaremos que la ecuacién (1.21) se satisface para todo
nimero real r si |¢| < Ay y>0ysi

> K (1.21)

52
K=— %"
14+ (A+6)?
Si |r] < A+ § entonces
2,2 2 2
(r4+x)*+y s v § _K
1472 14727 1+ (A+0)?

Si|r| > A+ ¢ entonces |z/r| < |z|/(A+ ) < A/(A+ ) <1y entonces

I P L I R S
r| T A+6  A+96
por lo tanto
)
|r+x|27ﬁ7
A+6
que implica
252
9 r4d
>
(r+z) _(A+5)2
de donde tenemos
(r+ )% + y2 52 2 (129
L+r2 7 (A+6)? 1+0? '

Ahora, dado que la funcién r2/(1 + r?) es una funcién creciente de r? y 72 >
(A +6)2, entonces

r? S (A +6)?
1+r2 7 1+ (A+0)2

Usando la ecuacién (1.23) en la ecuacién (1.22), tenemos

(1.23)

(r+x)% +y? 52 (A+9)? 52

. = =K
142 T (A+0)? 1+(A+02 1+(A+0)?

lo que demuestra que Gy es holomorfa en H.

Resta probar que Gy, tiene un limite cuando I(z) — oo, pero podemos suponer
que z permanece en el dominio fundamental D, pues si $(z) > 1, siempre existe
un n tal que T"(z) € D, donde T es la traslaciéon y como Gy es débilmente
modular, entonces G (T"(z)) = Gi(z). Ahora suponiendo que z permanece en
D, dada la convergencia uniforme alli de G (z), podemos pasar al limite término
por término. Los términos con m # 0 tienden a 0; los otros tienen el limite 1/n2*,
por lo que se tiene
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1 <1
11 G = — =2 —— = 2((2k
%(zl)rgoo k(Z) nze:Z n2k nz::l n2k C( )

Las series de Eisenstein de menor peso son Gy y Gz, que son de pesos 4 y 6,
respectivamente. Es conveniente (por la teorfa de curvas elipticas) reemplazarlas
por sus multiplos:

go = 60G2, gs = 140G3 (1.24)

Tenemos que gz2(00) = 120¢(4) y g3(c0) = 280¢(6). Usando los valores conoci-
dos para ¢(4) y ¢(6)3, encontramos:

4 4 8 6
=_ =_ 1.
g2(00) 3 ™, g3(o0) 57 ™ (1.25)
si hacemos
A = g5 — 2793 (1.26)

tenemos entonces que A(oo) = 0, es decir, A es una forma cuspidal de peso 12.
Nos referiremos frecuentemente a A como el discriminante modular, por razones
que seran explicadas posteriormente.

1.3. El espacio de las formas modulares

Estudiaremos ahora propiedades sobre el espacio de las formas modulares.

Definicién 1.3.1. Sea f una funcidn meromorfa en una region R, al entero n

f(2)

tal que — es holomorfa y no cero en p lo llamamos el orden de f enp y
lo denotamos como v,(f).
Si f es una funcién modular tenemos el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Sean f una funcion modular de peso 2k y g € G se tiene que

Up(f) = Ug(p)(f)

Demostracion. Sea g = Z € G tenemos que m = vy (f) = vp(fog)
es tal que M = (cz + d)* - & es holomorfa y no cero en p. Co-
(z —p)™ (z=p)
f(z)

mo cp +d # 0 en H, debemos tener que ————— es holomorfa y no cero en p

pero, esta es la definicién de el orden de f en p y por lo tanto v, (f) = vy (f) W

3Ver por ejemplo el corolario 1.4.1.1.
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El lema anterior nos dice que si f es una funcién modular, entonces el or-
den de f en p es un concepto que se puede estudiar en H modulo G, es decir
para estudiarlo podemos restringir nuestro trabajo nuevamente al dominio fun-
damental D.

Por otro lado si f es una funcién modular, entonces su funcién asociada, f , €s

meromorfa en el interior del disco unitario y por lo tanto vy (f) esta bien definido
y podemos definir v (f) = vo(f).

Antes de probar el teorema que nos permitira estudiar el espacio de las
formas modulares probaremos el siguiente lema.

Lema 1.3.2. Sea f un funcion modular de peso 2k, mo idénticamente cero,
entonces f tiene solamente un numero finito de ceros y polos modulo G.

Demostracion. Como f no es idénticamente cero, entonces f tampoco lo es. Por
otro lado, dado que f es meromorfa en 0, existe R; > 0 tal que f es holomorfa
en la region 0 < |q| < R;. Ademss, el Teorema de la identidad? y las hipétesis en
f garantizan que el origen no puede ser un punto de acumulacién de ceros de f .
Por lo tanto, existe Ry, con 0 < Re < Ry < 1 tal que f es holomorfa y distinta
de cero en la regién 0 < |g| < Ra2. Recordando que f(z) = f(q) con ¢ = e,
tenemos que e~ 27S() = |22 = |g| < Ry si y solo si —273(2) < log(Ry)

log(Ry*
M = R’ > 0, es decir existe R’ > 0 tal que si

si y solo si §(z2) >
$(z) > R, entonces f es holomorfa y no cero en z. Consideremos ahora el con-
junto Dpr = {z|z € D,3(z) < R'}, como Dgs es compacto, y f es holomorfa
y no idénticamente cero en Dpgs, entonces, nuevamente por el Teorema de la
identidad y por la compacidad, f tiene solo un nimero finito de ceros y polos
en Dg/ y como f no tiene ceros ni polos fuera de Dy concluimos que f tiene
solo un ntmero finito de ceros y polos modulo G. |

Veamos ahora el siguiente teorema que serd la clave para obtener las dimen-
siones de los espacios de las formas modulares de peso 2k.

Teorema 1.3.3. Sea f un funcion modular de peso 2k, no idénticamente cero,
se tiene

v+ S Lo ==

1.27
peH/G €p 6 ( )

donde e, denota el orden del estabilizador del punto p bajo la accion de G, que,
como vimos anteriormente, se tiene que e; = 2, e, = 3 y e, = 1 en cualquier otro
caso, por lo que la identidad anterior se puede escribir también de la siguiente
forma:

vocl) + 50l F) F 3upF) + Y wp() = & (1.28)

2 3
peH/G

4Véase por ejemplo [11] pag 227.
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donde el simbolo Y." significa que la suma se toma sobre los puntos de H/G
distintos de las clases de i y p.

. . 1
Demostracion. Para probar el teorema integraremos 25 cnun contorno que
i

es una modificacién de la frontera del compacto Dg = {z|z € D,S(z) < R’}
que definimos en la prueba del lema 1.3.2, como se ve en la figura 1.3. Recor-
demos que Dpgs contiene todos los ceros y polos de f que estdn en D y que
dichos ceros y polos son una cantidad finita por el lema 1.3.2. Dado que D es un
dominio fundamental para la accién de G en H, entonces Dgs contiene repre-
sentantes de todos los ceros y polos de f en H/G. Aplicaremos el principio del
argumento de Cauchy® en esta modificacién de la frontera de Dgs. Mds precisa-
mente, modificaremos la frontera de Dg/ para rodear los vértices p, ¢ y —p con
arcos de radios pequenos (y haremos esos radios tender a cero), ademéds primero
supondremos que f no tiene ceros ni polos en dicho contorno de integracién, el
cual llamaremos simplemente R.
Se tiene entonces por el principio del argumento la identidad:

T = e (1.29)
R

m
pEH/G

Por otro lado, podemos calcular la integral en el contorno por partes siguien-
do la figura 1.3.

a) Tenemos que el cambio de variable ¢ = €2™* transforma el arco EA en
una circunferencia y centrada en ¢ = 0 con orientacién negativa, pues en el
arco F'A la parte imaginaria de z permanece constante y la parte real varia de
1/2 a —1/2. Dicha circunferencia, por la eleccién de E'A no encierra ceros ni
polos de f excepto posiblemente en ¢ = 0. Ademéas tenemos que f(z) = f(q)

de donde se tiene que f'(z) = f’(q) % y por lo tanto J;:((ZZ)) dz = J}/((qq)) dq, de

donde podemos concluir que:
A -
L [Cre 1 [
2w ) T 2in 7(q)
E ¥ q

b) Dado que la traslacién T transforma el arco AB en D'E recorridos en
sentidos opuestos y f(z) = f(T'z), se sigue que:

dg = —vso(f) (1.30)

B E
N R

— : 0 (1.31)
24w A [ 2im - f

Ahora usaremos el siguiente lema para calcular las integrales en los arcos
BB, CC’'y DD'.

5Véase por ejemplo [1] pag. 152 o [3] pag. 123
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A i E
. 1
N - ° = 2
B C t C éDr
[ ] ! L}

p B -
_1 0 1
2 2

Figura 1.3: Contorno de integraciéon R

Lema 1.3.4. Sea v un arco de la circunferencia centrada en p y de radio v tal
que el dngulo central que subtiende a v es o’ y sea f una funcién meromorfa y
no idénticamente cero en D(p,r), el disco cerrado centrado en p de radio r. Si

lim o/ = « se tiene:
r—0

1 [ ),
}1_1)16 5in B dz = %vp(f) (1.32)
v

donde 7y es recorrida en sentido negativo.

Demostracion. Como f es meromorfa y no idénticamente cero en D(p,r), po-
demos suponer sin perdida de generalidad que f no tiene otro cero ni un polo
en D(p,r), pues ya que estamos tomando el limite cuando r tiende a cero de
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cualquier manera existird un 7’ menor o igual a r con dicha propiedad. Como f
es meromorfa en p se tiene que existe una funciéon holomorfa g tal que cerca de p
se cumple que f(z) = (z—p)~U»Fg(z), nuevamente, sin perdida de generalidad,
podemos suponer que se tiene esta identidad en D(p,r). Se cumple entonces que
F'(2) = —vp(f)(z = p)~*Pg(2) + (2 = p)~*»W)g/(2) y por lo tanto:

[z _ zop(NE=p™" () (z=p)™"Pg'(z) _ —w(f) | g'(2)
f(2) (z—p)rNg(z) (z—p)~rg(z)  z-p 9((2

— — -Z
Hacemos z re’? | entonces podemos parametrizar el arco v como re®

para 0 < 8 < 6 < 1 < 27. Usando (1.33) e integrando ambos lados tenemos:

2mi f(2) 2mi z—p g(2)

B2
_ / 60 )
L. Ul)(f) + g (p+reA ) rewidH
2mi g ret? g(p + ret?)

1 B2 B2 , 0
L . <9<p+re>>ew »
B

1 f/(z)dzl/“f’(f)#’/(z)dz

2w 1 o g(p + rei?)
B2 .
_ —(Ba = Br)up(f) | gp+re?)\ 4
_ 27Tp+27r/6 <M>e 9 (1.34)

Recordemos que estamos integrando recorriendo a v en sentido negativo y

—(B2 — 1)
2

circunferencia centrada en p de radio r. Por otro lado como g es tal que g(2) es
holomorfa y no cero cerca de p (lo cual incluye que es holomorfa y no cero en p),
9'(2)
9(2)
holomorfas (en esta regién) y g(z) nunca/(esj cero aqui por lo que el cociente
g'(z

9(2)

es acotada en vy y por lo tanto:

por lo tanto es igual al &ngulo positivo que subtiende el arco « en la

se tiene que es holomorfa cerca de p pues es el cociente de dos funciones

no tiene polos. Como v es compacto y

g'(2)
9(z)

es holomorfa en una regién que

contiene a 7y entonces,
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B2 / + 10
0<lim -~ g Ere”) ) i g9
r—0 27 3 g(p + ret?)
B2 / 6
<lm g +re”) ol 4
r—0 27 g(p + ret?)
B2
< lim — Cdf =1lm — (B2 — f1)C =0
- rl—r}%) 2 o rl—IH) 2T 2 ! -

1

retomando (1.34) y tomando el limite cuando r tiende a cero tenemos:

r—0 27i f(2) r—0 27 27 g(p + ret?)

B2 )
i L[ 1@ e ~Be =B | / (g’(pwe@))em 0
B1

=avy(f) +0=auv,(f) (1.35)

¢) Por el lema (1.3.4) tenemos que cuando hacemos los radios de los arcos
BB’, CC" y DD’ tender a cero obtenemos:

B/d
1 1
;f_)

| Lomtuw (1.36)
B
1 ¢ df 1
Gy 7 — = ivz(f) (1.37)
C
1 v df 1
i ) ) =) (139

d) El elemento S de G transforma el arco B’C' en el arco DC’; dado que
f(Sz) = 22! f(2), tenemos:

Sz e df()
150~ T

(1.39)

y por lo tanto:
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C D C
1 a1 [ 41 <df<z> df(52)>

2im o f o 2r ~ o 2w f(z)  f(Sz2)
c
T T
2w | z
1 k
—2k(——) == 1.4
5 2h( ) =k (1.40)

Cuando el radio de los arcos BB’, CC’ y DD’ tiende a cero.

Hemos entonces calculado la integral en (1.29) de una segunda forma divi-
diendo el contorno R y hemos obtenido que dicha integral es la suma de las
integrales calculadas en las ecuaciones (1.30), (1.31), (1.36), (1.37), (1.38) y
(1.40), por lo que tenemos la siguiente identidad:

>l = 5 / Pk ()~ 2u() — wul) — vl

1T
pEH/G R f

de donde se sigue
o)+ )+ gl + 3wl = ¢

pEH/G

Hemos probado nuestro resultado bajo el supuesto de que f no tiene ceros
ni polos en la frontera de Dy excepto tal vez en p o ¢, sin embargo dado que
el numero de ceros y polos de f son finitos podemos resolver el caso general
haciendo ligeras (finitas) modificaciones al contorno R de la siguiente forma:

1. Si f tiene un cero o un polo en un punto A sobre AB rodeamos a A por una
semicircunferencia de radio suficientemente pequeno y rodeamos también
a TA en D'E por una semicircunferencia de igual radio y de tal manera
que exactamente un de las dos semicircunferencias estd dentro de Dpg.
De esta forma, exactamente un representante de A (que es un cero o un
polo) queda dentro de la regién delimitada por el contorno sobre el que
vamos a integrar y ademés T sigue transformando AD en D’FE por lo que
las integrales sobre estas curvas se calculan de manera andloga (se siguen
anulando una a la otra). Hacemos esto por cada cero o polo que haya en
AB (que son finitos).

2. Si f tiene un cero o un polo en un punto w sobre el arco B'C', rodeamos w
con un arco de circunferencia de radio suficientemente pequenio contenido
en Dg/ y aplicamos S a la nueva trayectoria de B’ a C, esta transformacion
nos da una nueva trayectoria de C’ a D que no pasa por Sw y mds aun,
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Il 1
.
Ny ° e. . 2
B w C it C 5 4
. / De
p B —p
! 0 1
2 2

Figura 1.4: Contorno R con modificaciones

1 ~
como Sz = ——, el arco pequeno alrededor de w es transformado en un

arco pequeno a%rededor de Sw que estd contenido en el disco unitario y por
lo tanto tenemos que hay exactamente un representante de w contenido en
la nueva regién acotada por el contorno en el que integraremos. Podemos
hacer esto por cada cero y polo de f que esté sobre el arco B'C (que son
finitos).

Con esas modificaciones obtenemos un contorno como el de la figura 1.4.

!
z
Como la manera en la que obtuvimos las integrales de 7 (( )) alolargo de B'C
z
y C'D dependian de que B’C era transformado en C’D por S y esto sigue siendo
cierto, el resultado obtenido sera el mismo y se obtiene de manera analoga pues
al hacer tender los radios de las circunferencias que rodean a los ceros, polos, p,

1y —p a cero, la trayectoria B’C' tiende nuevamente a ser el arco pi.

Si k es un entero, denotamos por M, y M} los C-espacios vectoriales de las
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formas modulares de peso 2k y las formas cuspidales de peso 2k, respectivamen-
te. Por definicién, M} es el kernel de la forma lineal f — f(occ) sobre Mj,. Por
lo anterior tenemos que My /My < 1 ya que M /M es isomorfo a la imagen
de f — f(oc0) sobre My, que como C-espacio vectorial tiene dimensién menor o
igual a 1. Méas aun, para k > 2, la serie de Eisenstein G es un elemento de Mj,
tal que G (c0) # 0 y por lo tanto tenemos

My, = M @ C -Gy,

Finalmente recordamos que se denota por A el elemento g5 —27¢g5 de Mg donde
g = 60G2 Yy g3 = 140G3.

Teorema 1.3.5. (i) Se tiene que My, =0 para k <0 y k= 1.

(ii) Para k = 0,2,3,4,5, M, es un espacio vectorial de dimensién 1 con bases
1,Ga,G3,G4, G5 y se tiene MY = 0.

(iii) Multiplicar por A define un isomorfismo de My_¢g en M}.

Demostracion. Sea f un elemento no cero de My, todos los términos del lado
izquierdo de la formula

o+ Y () =2 (1.41)

pEH/G

1

1
Uoo(f) + 7Ui(f) + 3

2

(=]

son mayores o iguales a cero, por lo que debemos tener que k£ > 0 y también
k # 1, ya que g 1o puede ser escrito en la forma n+n'/24+n" /3 con n,n', n” > 0.

Lo anterior demuestra (7).

Para k = 0 claramente M, es un espacio vectorial de dimensién 1 con base 1.
Por otro lado, por la formula (1.41) se tiene que para k = 2,3,4,5 debe suceder
que v,(f) = 0, excepto para p =i o p = p, pues el lado derecho de (1.41) es
menor a 1, en particular v (f) # 0 para todo f € My con 2 < k < 5, lo cual
implica que M,S = 0 para k = 2,3,4,5, es decir, M,S tiene dimensién 0 para
k= 2,3,4,5. Ademéas como Mk/M,g tiene dimensién menor o igual a 1 y Ga,
G3, G4 y G5 son elementos no idénticamente cero (pues Gi(00) = 2¢(2k)) de
Ms, M3, My y Ms, respectivamente, se sigue que My tiene dimensién 1 para
k =2,3,4,5 con bases Ga,G3, G4, G5 por lo tanto hemos probado (i7).

Ahora aplicamos (1.41) a f = G2. Queremos escribir g oo la forma n +n'/2 +

3n'+2n"’
6

debe tener que n’ =0y n” = 1. Esto muestra que v,(G2) =1y que v,(G2) =0

2
n” /3 con n,n’,n” > 0 lo que implica que n =0y =5 de donde se

3
para todo p # p (modulo G). Aplicando 1.41 a G35 queremos escribir 5 en la

/ " 3
forman+n'/24+n"/3 conn,n’,n” > 0lo que implica que n =0y % =,

de donde se debe tener n’ = 1 y n” = 0. Esto muestra que v;(G3) = 1 y que
vp(G3) = 0 para todo p # ¢ (modulo G). Con lo anterior, y recordando que
A = g3 —27g% donde g = 60G2 y g3 = 140G3, tenemos que A no es cero
en i, pues GG3 tiene un cero en i pero Go no, de donde se sigue que A no es
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idénticamente cero.

Dado que el peso de A es 12 y vy o(A) > 1, la formula (1.41) implica que
vp(A) = 0 para p # 00 ¥ Uso(A) = 1. En otras palabras, A no se hace cero en
H y tiene un cero simple en infinito. Si f es un elemento de M} y si hacemos
g = f/A, es claro que g es de peso 2k — 12. Mds aun, la formula

vp(g) = vp(f) — vp(A)

nos dice que v,(g) = vp(f) sip # 0oy vp(g) = vp(f) —1si p = 00, lo que prueba
que v,(g) > 0 para todo p, por lo que g pertenece a Mjy_g, lo cual demuestra
(iid). n

Corolario 1.3.5.1. Se tiene que:

|k/6] si k=1 (méd6), k>0

|k/6] +1 si k#1 (méd6), k>0 (1.42)

dika = {

Demostracion. La formula (1.42) es valida para 0 < k < 6 por las partes (i) y
(7) del teorema (1.3.5). Ademds las dos expresiones se aumentan en 1 cuando
reemplazamos k por k 4 6 por la parte (ii7) del mismo teorema. Por lo tanto la
formula es valida para todo k > 0 [ |

Corolario 1.3.5.2. Fl espacio My, tiene como base la familia de monomios
G¢ G? con « y B enteros mo negativos tales que 2ac + 358 = k.

Demostracion. Omitimos los k tales que M}, tiene dimension 0, es decir cuando
k < 0, k = 1. Primero mostraremos que esos monomios generan Mj. Esto es
claro para k < 3 por el inciso (ii) del teorema (1.3.5). Para k > 4 argumenta-
remos por induccién en k. Elegimos un par (v,d) de enteros mayores o iguales
a 0 tales que 2§ + 3y = k (esto es posible para todo k > 2). La forma modular
g = G G$ es no cero en infinito. Si f pertenece a M, entonces existe A € C tal
que f — A g es una forma cuspidal, que, por (iii) es igual a Ah con h € My_g.
Aplicando la hipétesis de induccién a h tenemos el resultado.

Ahora que sabemos que los monomios G§ Gg con «, B > 0 tales que 2a+38 =k
generan M}, bastard ver que estos monomios son linealmente independientes.
Para probar lo anterior bastard ver que la cantidad de monomios de este tipo
es igual a la dimensién de Mj, pues si probamos esto y los monomios fueran
linealmente dependientes, entonces M} tendria un conjunto de generadores con
cardinal menor a la dimensién, lo cual seria una contradiccién. Veamos entonces
que lo que queremos contar es la cantidad de parejas:

n=N(4)]i,j >0 y 2i+3j=k}

Primero notamos que el resultado es claro para 0 < k < 5 por las partes (i)
y (i7) del teorema (1.3.5) ya que en esos caso M es de dimensién 1 si k # 1
y a 0si k =1y las tinicas parejas (i,)) con 4, j > 0 tales que 2i + 3j = k
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parak =0,2,3,4,5son (0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1, 1), respectivamente, y para
k =1 hay 0 soluciones. Sea [ el residuo de k al dividirlo entre 6 tenemos:

ki k=1 _
M —6 "

por otro lado k = 6m + [, por lo que estamos buscando la cantidad de parejas
i, 7 > 0 que cumplen 2i = 6m + [ — 3j. Observamos que [ = j (méd 2) y
que como 2¢ > 0, entonces 2t = 6m + [ — 35 > 0, de donde se sigue que
0<5< 2m+é. Ademéds cada j que cumple I =j (méd 2) y 0 < j < 2m—|—é
determina exactamente una pareja (i, j) que es solucién a 2 = 6m + [ — 3j.
Basta entonces contar las j tales que I = j (méd 2) y 0 < j < 2m+ é Tenemos
los siguientes casos:

m+1 sil=0
m sil=1
1 sil=2
n=|{jll=j méd2) y 0<j<amtyzh={" "1 % (1.43)
m+1 sil=3
m+1 sil=4
m+1 sil=5
y como {%J = m, se sigue del corolario (1.42) que la cantidad de monomios

G% G? con «, B > 0 tales que 2a + 35 = k es igual a la dimensiéon de My y
como estos generan M}, concluimos que dichos monomios forman una base para
M. |

1.3.1. El Invariante modular

Hacemos
j=1728¢g3/A =12%g3 /A

Llamaremos a j el invariante modular. Dicho nombre se justifica pues, como
veremos a continuacion j es una funcién modular de peso 0 y por lo tanto es
invariante bajo el grupo modular.

Proposicién 1.3.1. (a) La funcidn j es una funcién modular de peso 0.
(b) j es holomorfa en H y tiene un polo simple en oo
(c¢) j define una biyeccion entre el cociente H/G y C

Demostracion. La afirmacién (a) se sigue del hecho de que g3 y A son funciones
modulares de peso 12; (b) se sigue del hecho de que A # 0 en H y tiene un
cero simple en infinito, mientras que go no es cero en infinito. Para probar (c)
veamos que si A € C, entonces la forma modular f,, = 1728¢g5 — AA tiene un
unico cero modulo G. Para ver lo anterior notamos que claramente fy es una
forma modular de peso 12 pues es combinacién lineal de dos formas modulares
de peso 12, entonces fy no tiene polos en H y, si aplicamos la formula (1.28) con
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f = fa v k = 6 se debe obtener una identidad de la forma n+n'/2+n"/3 =1
donde n, n’, n” son enteros no negativos pero, las tinicas soluciones a esto son
(1,0,0), (0,2,0), (0,0,3), por lo tanto f»(z) = 0 para un dnico z € H, y por lo
tanto

fr=1728g5/A — )

es igual a cero para exactamente un z) € H, por lo que asociando z) con A € C,
tenemos que j define una biyeccién entre H/G y C. |

Hemos caracterizado los espacios de las formas modulares de peso 2k para
todo entero k he incluso hemos dado una base para dichos espacios, sin embargo
poco hemos podido decir de las funciones modulares en general. En este sentido
j, el invariante modular, nos da una caracterizacion de las funciones modulares
de peso 0. Mas precisamente, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 1.3.2. Sea f una funcion meromorfa en H. f es una funcion
modular de peso 0 si y solo si f es una funcion racional de j.

Demostracion. Es claro que si f es una funcién racional de j entonces, como
tanto numerador y denominador son polinomios de j y cada uno de ellos es una
funciéon modular de peso 0, entonces j es una funcién modular de peso 0.
Ahora supongamos que f es una funcién modular de peso 0, sabemos por (1.3.2)
que f tiene un numero finito de ceros y polos en la regién fundamental D. Si
Z1y.-2n Y P1, ---, Pm son los ceros y los polos de f en D, respectivamente, contados
con multiplicidad. Hacemos

[1—14(2) — j(zn)
[T (2) = d(pe)

donde insertamos un 1 si alguno de zx o py es co. Entonces f y g tienen los mis-
mos ceros y los mismos polos en D y con la misma multiplicidad, ademés f y g
son funciones modulares de peso 0 y por lo tanto f/g es una funcién modular de
peso 0 sin ceros ni polos en D, luego por la identidad (1.28) aplicada a f/g (con
k = 0), se debe tener v (f/g) = 0y entonces f/g no tiene un cero ni un polo en
infinito y por lo tanto f/g debe ser una forma modular de peso 0, pero sabemos
por (1.3.5) que las formas modulares de peso 0 son las constantes y por lo tanto
f/g = ¢, de donde se sigue que f = gc, es decir f es una funcién racional de j. B

9(z) =

1.4. Expansion en Infinito

1.4.1. Los nuimeros de Bernoulli By

Definicién 1.4.1. Los ndmeros de Bernoulli By se pueden definir por la ex-
pansion en serie de potencias:

X X X X s X > 2k
= Z(coth £ - 1) =2 k z k1B, 1.44
=7 = (ot 2k;10’“m 2+k§ @i (Y
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Para la definicién anterior se ha usado que la serie de Laurent de coth z es de
o0

la forma E ckxk conc_y =1y co =0.
k=—1
Enlistamos a continuacién los primeros 7 valores para los ntiimeros de Bernoulli®:

1 1 1 1 5 691 7
574 Y7300 TP 660 ¢ 2130° 6

7

Los By dan los valores de la funcién zeta de Riemann para los enteros positivos
pares (y también para los enteros impares negativos):

Teorema 1.4.1. Si k es un entero mayor o igual a 1, entonces:

22k71 ok
2k) = ——B 1.45
C(2h) = T Bem (1.45)
Demostracion. Tenemos que
eiz + e—iz 2 ) eiz + e—iz ) eQiz + 1
z cotz z 2 etz _ iz 1z etz _ o1z =z e2zz -1 ( )
y por otro lado al poner z = 2iz en (1.44), tenemos
iz 27— (2iz)%k
—=1-— —1)M B 1.47
e2iz — 1 2 +2_(-)"'By (2k)! (1.47)
k=1
2iz . .
y al sumar - @ (1.47) nos da la identidad
e?* 1 2iz = (2iz)%k
27— = — iz =1 ~1)*p 1.48
Vam 1 em 1T kz_l( B (1.48)

y asi, juntando (1.47) y (1.48) nos queda la identidad

> )2k oo 2% 2k
o= 1 G = e S, G
k=1 :

e 2kz2k
—1- ng% (1.49)
k=1

Ahora usando la identidad”

1 o
meotmw = — + 2 _—
w nz::lefnz

6Esta lista ha sido tomada de [13]
"Estd identidad puede consultarse en el apéndice “B. Identidad de Euler para cotangente.”
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y haciendo z = mw tenemos

%) z %)
o Z = T Tz
n=1 ‘7 n=1
Usando la ecuacién (1.50) tenemos

1 s z
ZCOtZ_Z(erQnZ_l Zz_nzﬁz>
=14+2 —_—=1-2
+ ;22—712772 Z

n=1

8
—/

1

:1_222<m> 1_2227121%%

n=1k=1 n=1k=1
> > 2k > C(Qk)sz

=1-2) ) =12 e (1.51)
k=1n=1 k=1

comparando ambas expresiones para z cot z obtenemos el resultado.

Corolario 1.4.1.1. Sea (¢ la funcion zeta de Riemann se tiene:

7T2 7T4 7T6
78 710 691712
¢(8) 2.3%.52.7 ¢(10) 35.5.7-11° ¢12) 36.53.72.11-13

Demostracion. Sustituyendo los valores conocidos:

1 1 1 1 5 691
Bi=-, By=—, B3s=-— By=—, Bs=—, B
1 2= 30 3= 19 4= 3 5 ) 6

en la ecuacién (1.45) del teorema (1.4.1) tenemos
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ol 9ll , 2
@) =5Bm =55 =23
93 923 1 7
4 = —B 4 = —— 4 = —
W =B = r30™ =535
95 25 1 76
= —B 6 = —_—— 6 = —
CO) =G Bsm = i ™ ~ 3557
97 927 1 8
= —B 8 = —_—— 8 =
&) =B = 535" 3357
29 29 5 10
4(10) =By 10 — 777(_10 — ™
10! 10! 66 3.5-7-11
ol1 211 691 691712
C(12) = 2 Ber'2 = 227 12 il
121 121 2730 36.53.72.11-13

35

Daremos ahora la expansién como serie de Taylor de la serie de Eisenstein

G (2) con respecto a q = €™,

Empecemos con la siguiente formula:

oo

1 1 1
ot = -
reotme Z+Zz+m+z—m

m=1
Tenemos por otro lado:
COS T2 ) 67r7lz + efﬂ'iz ) 627riz + 1
Tcot mE = m— =Tl — ~ =T
sinmwz eTiz — e e Tz — 1

2miz

reemplazando ahora e por ¢ en (1.53) obtenemos:

1 1_ ._2 . 2 . oo
gttt _(—agmi—2m L 2w =i —2mi Y "
qg—1 1—-¢ 1—¢

n=0

comparando (1.52) con (1.54) tenemos

- =T — 271
z m:12+m zZ—m n—oq

Ahora usaremos (1.55) para probar el siguiente lema.

Lema 1.4.2. Para todo entero k > 2 se tiene:

\k=1(p _ o0
Z ( 1) (k 1)' _ 7(2’/T7;)kznk71qn

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)
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Demostracion. Haremos la prueba por induccién. Derivando ambos lados de
(1.55) respecto a z obtenemos:

()Y -1)
(m+2)?

1
Y

meZ meZ

= —(2mi)" Y n*lg" (1.57)
n=1

ya que podemos derivar ambos lados término por término, pues ambas series
representan funciones meromorfas, y ya que

d 1 -1

dz(m+2z)  (m+2)?

2miz

y dado que g = e , se tiene que

d n __ d 2miz\n __ 2miz\n—1/ 2miz .
D g = L@y = (e (27 2mi)
=n(2mi)¢" si n#0 ycerosi n=0 (1.58)

Hacemos entonces (1.57) nuestra base de induccién. Nuestra hipétesis de
induccién es que se satisface (1.56) para todo 2 < j < k
Queremos probar que se satisface (1.56) para k pero, usando nuestra hipétesis
para 7 = k — 1 tenemos la identidad:

C1\k—2(1. _ o0
> Uk ~2)! (1731 " i’;k_f)! = —(2mi)"1 Y nk g (1.59)

meZ n=1

y derivandola de ambos lados respecto a z concluimos el paso inductivo, pues

d 1 = (k=D(m+2)*2  (-1)(k-1)
dz (m+ z)k-1 (m + z)2k—2  (m )k
Y d
@ nk72qn _ (2ﬂi)nk71qn

y al multiplicar estas derivadas por las constantes que tenemos por la hipdtesis
de induccién y tomar la suma obtenemos justamente la igualdad (1.56).
[ |

Corolario 1.4.2.1. Para todo entero k > 2 se tiene:

1 1 -
> = —2mi)k > kg (1.60)
T
= (m+2) (k—1)! —

Denotamos por ox(n) a la suma Zd|n d* de las k-esimas potencias de los
divisores positivo de n. Utilizaremos ahora el corolario (1.4.2.1) para probar el
siguiente teorema.
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Teorema 1.4.3. Para todo entero k > 2 se tiene:
27i)2h &
Gi(z) = 20(28) +2 S oy (1.61)

Demostracion. Expandimos:

Gl = Y e =2 2k+222m+m (1.62)

(n,m)#(0,0) n=1 mez

Donde, como se ha visto anteriormente, el término 2¢(2k) se obtiene al tomar
la suma cuando n = 0. Aplicamos el corolario (1.4.2.1) reemplazando z por nz
y cambiamos por claridad de la demostracién el indice n usado en el corolario
(1.4.2.1)por el indice d:

= 27” 2k—1 nd
Gi(z) = +2Z @1 Zd
n=1
k. oo oo

— 2(2k) + 2((%21”1' SN @t (1.63)

n=1 d=1

Cambiemos el indice n por el indice a, con la intencién de calcular la suma
(doble) buscada pero ahora agrupando los términos en los que el exponente de
g son iguales. Retomando (1.63) con estos cambios tenemos entonces:

Gr(z) = 2¢(2k) + 2]{2” ' Z Zd% Lgad

" a=1 d=1
—2mi)?
= 2¢(2k) + Z S dagr
2k‘—1 2k — 1)1 =1
2(27i)?
= 2((2k) + 2k;— ) ,ZU% 1 (1.64)

donde hemos usado que ad es igual a un entero fijo n justamente cuando d (y
a) es un divisor de n.

n
Corolario 1.4.3.1. Gy(z) = 2¢(2k)Ex(2) con
=1+ i Tor ()" (1.65)
y
Ve = (—1)’“ﬁ (1.66)

By,



38 CAPITULO 1. FORMAS MODULARES

Demostracion. Definimos Ej, como el cociente de G (z) por 2¢(2k). Por la ecua-
ci6én (1.61) establecida en el teorema anterior concluimos que Ej, tiene la forma
(2mi)2k

ReDeE= Por otro lado segin el teorema (1.4.1) tene-

buscada con v =
mos

22k—1

C(2k) = WBW%

de donde se sigue que

(27i)%* (2k)! (27i)%F —

Ve = = = kﬁ
C(2k)(2k —1)!  22k=1Bp 2k (2k — 1)!

B (1.67)

Corolario 1.4.3.2.

Az) = (12m)"2 ) 7(n)g"

=1

3

donde T(n) es un entero para todan y 7(1) =1, 7(2) = —24.

Demostracion. Tenemos que go(z) = 60G3(z) por lo que usando el corolario
(1.4.3.1) tenemos

4ot
92(2) = 60G2(2) = 120¢(4) E2(2) = 7]—*72(2) (1.68)
Por otro lado g3(z) = 140G3(z) por lo que usando el corolario (1.4.3.1) tenemos
876
93(2) = 140G5(2) = 280C(6) B (=) = —— B (1.69)
Recordando que A(z) = g3 — 27¢2 tenemos
64712 64712 64712
A(z) = g5 — 2793 = o7 B3 — 27WE§ = o7 (B3 — E3) (1.70)
si hacemos
o o0
A= Z os(n)q", B = 205(n)q" (1.71)
n=1 n=1
y usamos la identidad (1.65) del corolario (1.4.3.1) en (1.70) , tenemos
64 12 64 12
Az) = 2”7 (B3 — E2) = 2”7 ((1+2404)% — (1 - 504B)%)  (1.72)

Ahora, A y B tienen coeficientes enteros y
(1+240A)° — (1 —504B)? =
=1+ T720A + 3(240)2 A% 4 (240)3 A — 1 4 1008 B — (504)> B*
=12*(5A+7B) + 123(100A4% — 147B% + 8000A4?) (1.73)
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pero
5A+ 7B = Z 503(n)q" + Z Tos(n)g" (1.74)
y
d3(d*—-1)=0 (méd 3)
5d° 4+ 7d° = d*(5+ 7d*) = 1.75
* (5+7d) {d3(1d2) =0 (mdbd 4). (1.75)

Por lo tanto
5d° +7d° =0 (méd 12)

Entonces 123 es un factor de cada coeficiente en la expansién en serie de poten-
cias de ((1+ 240A)3 — (1 — 504B)?) de donde se sigue que

A(z) = 64” (1232 ) = (2@1250} n

y cada uno de los 7(n) es un entero. Ademds, observando la expansién de la
ecuacién (1.73), tenemos que el coeficiente de g es 122(5+ 7) y el coeficiente de
q? es 122(5-9+7-33) + 123(100 — 147) = 123(—24) y al juntar esto con (1.72)
tenemos 7(1) =1y 7(2) = —24. |

Corolario 1.4.3.3.

12°g3(2) _

Jj(z) = A2) - +744+chq

n=1
donde los ¢, son enteros.

Demostracion. A lo largo de esta demostracion escribiremos I para denotar
cualquier serie de potencias con coeficientes enteros y tal que los coeficientes ag
y a1 de I son iguales a 0. Por lo visto en la demostracién del corolario (1.4.3.2)
tenemos

64 12 64 12
g (2) = 2”7 (14240¢ + I)® = 2”7 (1+720q + 1) (1.76)
Y 12
64
A(z) = 27; (123¢(1 — 24¢ + 1)) (1.77)

Dado que A tiene un cero simple en infinito, entonces la funcién f(q) =
1 —24q + I es holomorfa y no cero ¢ = 0, por lo tanto tiene una serie de Taylor
alrededor de ¢ = 0. Ahora, sea

fl@)=1-24g+T= " anq"
n=0

Por la forma de la serie de Taylor de f alrededor de ¢ = 0 tenemos que f(0) = 1.
Como f es holomorfa y no cero en ¢ = 0 se tiene, al considerar 1/f(q) que
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h(q) = 1/f(q) es holomorfa en ¢ = 0 y ademas h(0) = 1. Veremos que la serie
de Taylor de h(q) alrededor de ¢ = 0 es de la forma

h(q)=1—24¢+1

para ver esto notamos que

1= f(q)-1/f(q) = f(@)h(q) = (1 —24g + I) ( > bnq”> (1.78)
n=0

Ya vimos que by = 1 y tenemos que a9 =1 y a; = —24 y dado que el producto
de las series en la ecuacién (1.78) es igual a 1, se debe tener para todo n que

0=cn = an_ibi (1.79)
k=0

esto implica en particular que
bl = —a1b0 =-1-24 (180)
y en general

n—1
by =bpao = — Y _ an_kbs (1.81)
k=0

como ag = bg = 1y los a,, son enteros, es ficil ver inductivamente de la ecuacion
(1.81) que los b, son enteros y por lo tanto

h(g) =1—24q+ 1.
Finalmente utilizando las ecuaciones (1.76) y (1.77) tenemos

j(z)  g3(2) 147209+ 1 1
A2 = = 14720q + I)(1 + 24q + ) (1.82
129~ A(s) 1% —odg+ 1) 123g\L T 720+ D+ 24g+ 1) (1.82)

de donde concluimos

1 o0
j(z) = R T4+ cng”

n=1

donde los ¢,, son enteros. [ |
Notemos que E} es una forma modular de peso 2k tal que Ey(o0) = 1 para

todo k > 2. Lo anterior es cierto pues por (1.2.3) tenemos que Gy (00) = 2¢(2k)
y por el corolario (1.4.3.1) tenemos:

20(2k) = Gi(o0) = 2¢(2k) Ey(c0)

Recordamos que las dimensiones de My y M5 son ambas 1, y por lo tanto las
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formas modulares de pesos 8 y 10 que valen 1 en infinito son tnicas. Se debe
tener entonces

EyFy=E, (1.83)
Ey Fs = s (1.84)

Usando (1.4.3.1) y los valores By = %7 Bs = é B, = %, By = 6—56,
tenemos:

o0 8 oo o0
E2:1+’}/220'3( —1—|— 2 20'3 :1+240203(n)q"
n=1 n=1
(1.85)
E3:1+73,ZU5( =14 205 =1—5O4ZU5(n)q
n=1 n=1
(1.86)
Ei=1+v)Y or(n)g" =1+ (=15~ > or(n)g" =1+480>  o7(n)g
n=1 4 n=1 n=1
(1.87)
oo 2 oo o0
E5:1+A/5Z(79(n)q”: B—Z :1—264205(n)q
n=1 n=1 n=1
(1.88)

y substituyendo estos valores en (1.83) y (1.84) y fijdindonos en el coeficiente de
q" de ambos lados, tenemos:

n—1
o7(n) = o3+ 120 Z osz(m)os(n —m) (1.89)
m=1
n—1
1og(n) = 2105 — 1003 + 5040 Y 03(m) o5(n — m) (1.90)
m=1

Mas generalmente, cada Ej se puede expresar en términos de Fy y Ej3.

1.4.2. Estimaciones para los coeficientes de las formas mo-
dulares

Sea

2) =) ang" (q=e"") (1.91)
n=0

una forma modular de peso 2k, k > 2. Estamos interesados en el crecimiento de
an- Tenemos los siguientes teoremas.
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Teorema 1.4.4. Si f = Gy, el orden de magnitud de a,, es n**~'. Mds preci-

samente, existen dos constantes A, B > 0 que dependen solamente de k, tales
que

An*t~1 <la,| < Bn?*1 (1.92)

Demostracion. El teorema (1.4.3) muestra que existe una constante A > 0 tal
que

an = (=1)*Aoor_1(n), porlotanto |a,| = Aoap_1(n) > An?*~1  (1.93)

por otro lado:

|an| 1 — 1
d|n d=1

y entonces Ay B = A((2k — 1) cumplen las condiciones.

Teorema 1.4.5 (Hecke). Si f es una forma cuspidal de peso 2k, entonces
an = O(n") (1.95)
a
(en otras palabras, el cociente % permanece acotado cuando n tiende a infi-
n
nito).
Demostracion. Dado que f(z) = EZO:() anq™ es una forma cuspidal, se tiene que
ag = 0 y por lo tanto podemos factorizar ¢ de la expansién de f y tenemos

f2)=0q)_ ang"™ (1.96)

ademds, dado que la series >~ | a,,¢" define una funcién holomorfa en el interior
del disco unitario, se tiene que el radio de convergencia de la serie ZZO:1 anq™ es
igual a 1 1 derivad o n—1 bsol
mayor o igual a 1, y por lo tanto su derivada anl nanq converge absoluta-
mente en el disco unitario y como |a,q¢" | < |na,q" '], se tiene que para todo
€ > 0 existe N tal que si m > N, entonces se satisface la siguiente desigualdad

0o 0o 00
Z a'nqn_l < Z |anqn_1| < Z |na”q”_1| <e€ (197)
n=—m n=m n=—m

la cual implica que la sucesién {f,}, con f, = >"" _ a,q" ! converge uniforme-
mente a g(q) = > oo, an,q" "' y ya que las f,. son continuas, entonces también
loesg.

Utilizando la ecuacién (1.96), tenemos:
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2)| = ldl = lallg(2)] = O(q) = O(e™*™) (1.98)

oo

n—1
E anq
n=1

cuando ¢ tiende a 0, donde y = $(z), pues como g es una funcién continua en
el disco unitario, entonces ¢ tiene un maximo en los discos cerrados centrados
en el origen y contenidos en el disco unitario. Ahora hacemos ¢(z) = | f(z)|y*.
Observamos que, dado que f es una forma modular se tiene:

¢z +1) = [fz+ DIy = f(2)]y

(I - () e

es decir, ¢ es invariante bajo los elementos Ty S de G y por lo tanto ¢ es
invariante bajo el grupo modular. Adicionalmente, ¢ es continua en el dominio
fundamental D y la ecuacién (1.98) implica que ¢ tiende a 0 cuando y = $(z)
tiende a infinito. Por lo anterior, podemos concluir que ¢ es acotada en H, es
decir existe M tal que

|f(2)] < My* para todo z € H. (1.99)

Fijando y y variando = de 0 a 1 se tiene que el punto ¢ = e>™*(®+%) recorre

una circunferencia Cy centrada en 0 . Por la formula del residuo se tiene:

2m/ f(z)g™ "~ 1dq—/ flz+iy)g "du. (1.100)

Usando (1.99) obtenemos:

|a,L|—‘/fx+zy) x| <

/|fx+zy “"|dx < MyFe®™  (1.101)

Esta desigualdad es valida para todo y > 0. Para y = 1/n la desigualdad se
convierte en |a,| < 2™ Mn* de donde se sigue el resultado.
|

1.5. Expresion de A como producto infinito

Estamos ahora en posicién de probar una expresiéon del discriminante mo-
dular A como producto infinito.
Antes que nada consideremos el producto infinito:

8

(1-q") (1.102)

n=1
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2minz

, por lo que |¢| < 1 y entonces Z q" converge

n= 1

donde como siempre ¢ = e

absolutamente y por la proposicién 2.4.3 del apéndice A, también Z log(1—q¢")

=1
converge absolutamente, lo cual a su vez implica, por la proposmlon 2.4.2 del
apéndice A, la convergencia del producto (1.102)8.

El objetivo ahora es demostrar una expresién de A, la forma cuspidal de
peso 12 como un producto infinito. Para ellos seguiremos el camino esbozado
por Serre en [13], para lo cual primero necesitamos definir las siguientes series

dobles y demostrar un par de lemas sobre ellas.

Definimos G4, G2, H1 y Hs de forma explicita como:

/ 1 4 1
S22 Gy =2 2 ey

(1.103)

ZZ —1—|—nz)(m+n2 ZZ —1+nz)(m—|—nz)

(1.104)

donde el signo ZI indica que (m,n) recorre todas las parejas m € Z, n €
Z, con (m,n) # (0,0) para Go y G1 y (m,n) # (0,0), (1,0) para He y H;
(obsérvese bien el orden de las sumas).

Lema 1.5.1. H; y Hy convergen a 2 y 2 — 27i/z, respectivamente.
Demostracion. Para esto observemos primero la identidad:

! S — (1.105)
(m—1+nz)(m+nz) m-—1+nz m+zn '

estudiemos primero la siguiente suma suponiendo n # 0

/ 1 1 L 1 1
Z - = lim -
— m—14+nz m+zn k%oom:7k m—14+nz m+2zn

y dado que

1 1 1 1 1 1
(m1+nz_m+zn)+(m+n2_ (m+1)+zn) T m—1+nz (m+1)+z2n

8La convergencia del producto (1.102) también se sigue del Teorema 1 en [5] pag. 27.
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tenemos que el lado derecho de (1.106) es simplemente:

. 1 1 . .
klir{:o (k—1+nz B —k+zn> _khanolok—l—knz _Iclggo —k+nz =0
(1.107)
Por otro lado si n = 0, se deben excluir los términos cuando m = 0,1, por
lo que se tiene que:

) (RESE & N NS N SR S S ) TS
—~ \m—-1 m N —m—-1 m “~ m-1 m '

y en este caso la suma desde m = 2 hasta infinito, como la suma en los negativos,
son ambas telescépicas y por lo tanto

1 1 1 1
Z'(-):lim1+—1im1+:2 (1.109)

m—1 m k—o0 k-1 k—o0 —

Las ecuaciones (1.107) y (1.109) implican que H; converge en H y H;(z) = 2
para todo z en el semiplano superior.
Ahora, recordemos la identidad:

o0

1 = 1 1 1 1
t = - =49 -
reotme z+nz::1z+n+z—n z+ Z;ZQ—TR

la cual es equivalente a:

zmeotmz — 1 > 1
9,2 - Z 22 2 (1.110)
n=1

y al remplazar z por =+ en la ecuacién anterior nos queda la identidad:

t () — >, 1
ot (52) =2 S — (1.111)
2zm? = () —n2
dividamos ambos lados de (1.111) por % y llamemos al resultado P(z), es decir:
mmeot (Z2) —z 2m
P(z) = = = — 1.112
(2) zm ; m?2 — (zn)? ( )

pero, el lado derecho de (1.112) se puede ver de la siguiente forma:

P = —_— = —
m () Zm27(zn)2 Z +nz+sznz Zm+nz+mfnz
n=1 n=1 n=1 n=1

(1.113)
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de donde se sigue que

Pm(z)Jr%:Z ! sim#£0 (1.114)

hagamos Q. (2) = Pn(z) + l
m

’
Por otro lado si m = 0 la suma _, ., -L es claramente 0.

Adem4s tenemos que:

1 —m cot (,m) -z 1

Q-m(2) = P_im(2) — m == -m = T (1.115)

y como cot es una funcién impar, la ecuacién anterior es igual a:

mm cot (m) —z 1

Q-m(z) = — z —— =—Qun(2) (1.116)

zm m

y de hecho también probamos que P_,,(z) = —Pp,(2).
Con lo anterior podemos ahora calcular Hy(z) (v ver que Ha(z) converge):

ZZ —1+nz )(m + nz)
= 1 - 1
:_<z_:1+zn+ — ) <ZZ —1—|—nz_m+zn)

m=2 n

S 1
<Z —142zn —1—zn> + (Zzn:—m—l—i—nz B —m+zn>
~(@1(z (Z Qum-1(2) — Qml(z ))
+(Q-a(2) +1)+ (Z Q-m-1(2) Q_m(z)> (1.117)

m=1

La suma en la tltima igualdad de (1.117) es telescépica, por lo que el valor de
Hj(z) es igual a lo siguiente:

Hy(z)=2-— w}gnoo Qm(z) + Y&gnoo Q_m-1(2)=2-2 lim Q.. (2) (1.118)

ya que Q—m(z) = 7Qm(z)

por lo que basta ahora calcular el limite de @, (z) cuando m tiende a infinito,
es decir
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mm cot (m) -z 7 cot (m) _i 1

lim Qmn(z) = lim = +—= lim 2 + —
m—r0o0 m—o0 zm m m—roo z m m
T ., ™m T ., e e
= — lim cot (—) =— lim —i——
Z m—00 z Z m—00 —ez +e =
T -1 s
= —ji— lim (—1 + m) =——(-1) (1.119)
Z m—oo —e = +1 z

y finalmente sustituyendo este valor en (1.118) tenemos Hy(2) = 2—27i/z. B

Lema 1.5.2. La suma

) <(m—1+n12)(m—|-nz) - (m—|—1nz)2> :g;n((m—1+ni)(m+nz)2)

7 (1.120)
es absolutamente sumable.

Demostracion. Como se probo en (1.1.2), se tiene que |m — 1+ nz| < 1 se
cumple solo para un niimero finito de parejas (n, m). Por lo anterior para todas
las parejas (n,m) de enteros, salvo un niimero finito de ellas se tiene que:

9514 1 _|m71+nz|+|1\> |m + nz|
Im—1+4+nz|  |m—1+nz| ~ |m—1+nz|
_ |m + nz|?
~im — 1+ nz||m + nz?
1
lo tant > 1.121
bor o tanto m+nz? ~ |m—1+nz|jm+ nz|? ( )
y como la suma
1
ZW (1.122)
n,m

converge absolutamente para r > g por lo visto en la demostracion del teorema
(1.2.3), tenemos que (1.121) y el hecho de que hay solo un nimero finito de
parejas (n,m) tales que |m — 1 + nz| < 1, implican que la suma (1.120) es
absolutamente sumable.

|

Podemos ahora demostrar el teorema siguiente.

Teorema 1.5.3 (Jacobi). A = (27)'%q H(l —q")*
n=1
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oo
Demostracion. La convergencia de 27r H 1 —¢™)** se sigue de la conver-

gencia de (1.102). Por otro lado hagamos:

ﬁ 1—q" (1.123)

Para demostrar que A y F son proporcionales, es suficiente mostrar que F
es una forma modular de peso 12, ya que de serlo, el hecho de que la expansion
de F tiene termino constante cero, implicaria que F' tendria que ser una forma
cuspidal y sabemos por el teorema (1.3.5) que el espacio M de las formas
cuspidales de peso 12 es de dimensién 1. Por la ecuacién (1.5) todo lo que
tenemos que hacer es mostrar que:

F(—1/z) = 2"%F(2) (1.124)

Por otro lado ya que la suma:

1 1
Z ((m —14+nz)(m+nz) N (m+nz)2) (1.125)

n,m

es absolutamente sumable, podemos entonces cambiar el orden de los sumandos
sin alterar el valor de la suma y en particular

Hy(z) — Gi(2) = Xn:; ((m_ 1 +nt«)(m+nz) ~(m +1n2)2)
_Z( —1+n1z)(m+nz) a (m+1nz>2>
B ZZ( — 1+nlz)(m+nz) ~(m +1n2)2)

= HQ(Z) — GQ(Z) (1.126)

Lo anterior muestra que Hy(z) — G1(z) y Ha(z) — G2(z) convergen y son
iguales (con el orden de adicién indicado), y como ademéds por el lema (1.5.1)
Hy(z) y H2(z) convergen, se sigue que G1(z) y Ga(z) convergen y

G1(2) — Ga(2) = Hi(2) — Ha(2) = 2 — (2 — 2mi/z) = 2mi/ = (1.127)

Observemos que:

(=1/2) = ZZ ZZ G P 5 =2%Ga(z)  (1.128)

Juntando (1.127) y 1.128 obtenemos:
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Gi(—=1/2) = 2°G1(z) — 2miz (1.129)

Ahora, ya que G1(z) converge, podemos usar el teorema (1.4.3) y el hecho
de que ¢(2) = 72/6, lo que nos da la identidad:

Gi(2) = % — 872y 01(n)g" (1.130)

Volvamos a la funcién F' definida en (1.123). Su derivada logaritmica es

dF _ 2miq 42 (1—q")? ngZQﬂ'i _ 2miq 24i ng"2mi
F g (1—q") q — 1—q"

_2m<1—24zznq"m>—2m<1—24zal )

n=1m=1
= 2mi — 48771'201(71)(]" (1.131)
n=1

Comparando (1.130) con (1.131) obtenemos:

dF(z) _ 6i Nde
) —Gi(=)d (1.132)

Combinando (1.129) y (1.132) tenemos:

dF(—-1/z) dz _ 6 dz

o) - —G1( 1/2) g — (2°G1(2) — 2miz) (1.133)
_dF(z) @
T T (1.134)

asi, las funciones F(—1/z) y 2z'2F(z) tienen la misma derivada logaritmica.
Por lo tanto existe una constante k tal que F(—1/2) = kz'2F(z) para todo
2z € H. Para z = i tenemos 22 = 1, —1/2 = 2z y F(2) # 0 lo que implica
que F(i) = kF(i) y por lo tanto k = 1, lo que implica (1.124), lo que prue-
ba que F' y A son proporcionales y al observar los coeficientes asociados al
termino ¢ de F vy A vistos como series concluimos que se tiene la igualdad

Hlfq |
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Capitulo 2

La funcion Tau de
Ramanujan

2.1. Subgrupos de G

Recordemos que hemos definido el invariante modular

12393
A

y que segun la proposicién (1.3.1) j es una funcién modular de peso 0 (con un
polo simple en oo) y por lo tanto es invariante bajo el grupo modular. Ademds
segtn la proposicién (1.3.2), toda funcién modular de peso 0 es una funcién
racional de j. En este sentido el encontrar una funcién modular de peso 0 que
sea invariante bajo el grupo modular nos permite expresar todas las funciones
modulares de peso 0 como funciones racionales de j, de las cuales algunos son
polinomios en j con coeficientes enteros y, como se vio en el corolario 1.4.3.3, la
expresién de j como serie de Laurent es

j=1728¢3/A =

o 12%8(x) 1 o

j(2) A q 744 + ; cng

donde los coeficientes son enteros y esto nos permitira por un lado encontrar fun-
ciones modulares de peso 0 que tienen coeficientes enteros en su expansién como
serie de Laurent y, por otro lado, nos permitird deducir propiedades aritméticas
sobre dichas funciones modulares.

Ramanujan conjeturo propiedades aritméticas sobre su funcién Tau que, co-
mo sabemos ahora, son los coeficientes de una forma cuspidal de peso 12. En
este capitulo completaremos las pruebas de Mordell de dichas propiedades, las
cuales son esbozadas por Apostol en su libro [2].

51
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Recordemos que, segtin la definicién 1.1.1, el grupo modular puede verse como
G = SLy(Z)/{£I>}. Si considerdramos algiin subgrupo G’ del grupo modular
podriamos encontrar funciones modulares invariantes bajo G’ (de peso 0 res-
pecto a G’) tales que no son invariantes bajo G, el grupo modular completo y
podriamos encontrar una funcién invariante bajo G’ que juegue el papel de j, es
decir que todas las funciones modulares invariantes bajo G’ sean funciones ra-
cionales de dicha funcién, esto podria ayudarnos a encontrar otras propiedades
aritméticas. Dado que estamos buscando propiedades aritméticas, resulta natu-
ral que restrinjamos nuestra atencion a subgrupos de G asociados a los primos,
sin embargo, resulta mejor definir subgrupos asociados a N para todo N € N.
Con lo anterior en mente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1. Si N es cualquier entero positivo, definimos I'o(N) como el

b > € G conc=0 (méd N).

conjunto de todas las matrices < ¢ d

Es fécil verificar que I'g(IN) es un subgrupo de G pues sean hy, hgy € T'g(m),
entonces

/ /
si h1:<z Z) y h2:<(é/ Z,), con c=c =0 (méd N)

entonces

b oy A B
h3_h2h1_(i d)(il d/)_<ca/+dcl D> (22)

donde A, B y D son enteros, y entonces N |ca’ + dc/, pues N ¢, y ademds
como hi y ho tienen determinante 1, también hs tiene determinante 1 y por lo
tanto hg pertenece a I'o(V).

2.2. Pruebas de Mordell

Sea p un primo fijo, definimos 7}, como la accién de ( (1) Z ) en H donde

0 -1
1 0
radores del grupo modular. Recordemos que S actia en H de tal manera que

z+
{t es un entero, es decir T,z = T Gea s = uno de los dos gene-

Sz = ——. Tenemos entonces el siguiente lema.
z

Lema 2.2.1. Lema. Sea p un primo fijo y sea 1 < k < p—1, con k entero,

a

se tiene entonces que existe V = ) perteneciente al grupo modular con

d
ple tal que TS = VT, con h en el mismo intervalo que k y ademds cuando k
recorre un sistema reducido de residuos (méd p) también h recorre un sistema
reducido de residuos (méd p).
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Demostracion. Queremos encontrar < Z ) € G con plc tal que
1 k 0 -1\ [(a b 1 h
0 p 1 0 “\e d 0 p

E -1\ (a ah+bp
p 0 "\ c ch+dp

tomamos ¢ = k' y ¢ = p y tomamos h tal que se tiene la congruencia kh = —1
(mod p) con h en el intervalo 1 < h < p— 1, esta solucién es tnica y recorre un
sistema reducido de residuos a la vez que lo hace k. Elegimos b como el entero
tal que ah + bp = —1 y tomamos d = —h, entonces ch + dp = 0 y esto termina
la prueba. |

es decir tal que

Lema 2.2.2. Sea p un primo y k un entero con 1 < k < p—1 entonces, eriste

un entero h tal que
z12A<Z+h> :A(kZ1> (2.3)
p bz

y h recorre un sistema reducido de residuos (méd p) junto con k.

Demostracion. Por el lema (2.2.1) tenemos que existe V' € T'y(p) tal que A(T}Sz) =
A(VT}y,z) y més aun, por lo visto en la demostracién de dicho lema tenemos que

hk+1
(%)
P —h

y como A es una forma modular de peso 12 y V € G tenemos que

12
A(VThrz) = <p<z _; h> + —h) A(Tyz) = 2"2A(Ty2) (2.4)

Es decir tenemos, igualando los extremos

A (kz — 1) = A(TyS2) = 22A(Ty,2) = 212A (”h> (2.5)

bz p

y ademds, por el lema (2.2.1), h recorre un sistema reducido de residuos junto
con k. m

Lema 2.2.3. Si f es una funcion modular y p es un primo, hacemos

fylw) = ]19 pff(“’;A) (2.6)

A=0
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si [ tiene la expansion de Fourier

folw)y=">_  a(np)e>™ (2.8)
n=—|m/p|
Demostracion. Tenemos
120wy 13228 i
fp(w) = = Zf(i) = Z D a(n)ermintetN/p (2.9)
p = P p =
1 & L,
:E Z 27rmw/ Z 2mwin\/p (2.10)

pero, si p|n, entonces e2™"A/P g jgual a 1, pues serd de la forma €2V con N

entero y si p no divide a n entonces €2™"*/? serd una raiz de la unidad distinta
de 1 y por lo tanto, tenemos los siguientes dos casos

p—1 .
Z 627rin)\/p _ {O lf pan (211)
A=0

p if pln

de donde se sigue

o0 o0

fp(w) — Z a(n)eQﬂinw/p — Z a(np)e27rimu (2.12)
nem n==[m/p]

[ |
Ahora definamos la siguiente funcién

Definicién 2.2.1. Definimos la funcion F,(w) para todo w € H de manera
explicita como:

Fy(w) = p"t A(pw) ZA<w+)\) (2.13)

Lema 2.2.4. Se tiene que

w

Fy(w)=F(w+1) y Fp<_ 1) = w'?Fy(w) (2.14)

Demostracion. Usando que A(z +m) = A(z) para todo z € H y todo m € Z
tenemos que:
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p

— w+ (A+1)

ipllpr+p Z ( )
1 & w+ A
_pllA(pw EZ ( )

=p Apw) +

1
Fy(w+1) = p Alp(w + 1)) + - ZA(“’““)

o)
T -

-1
usando el lema (2.2) en la ecuacién (2.16) y que A(—) = z12A(2), tenemos:
z

12 p—1
o(-2)-rs( ) T B ()
h=1

_ 11 E 12A E +w712pilA w+h +(U}p)12A( )
BN p p P p wr

= w'?F,(w) (2.17)
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Lema 2.2.5. F,(w) es una forma cuspidal de peso 12 con la siguiente expansion

Fp(w) = (2m)t? (pll Z 7(n)e?™inPw 4 Z T(np)e%mw> (2.18)
n=1

n=1

Demostracion. Dado que F), es una combinacién lineal de funciones holomorfas
en H, entonces F), es holomorfa en H, més aun, dado que

— 27‘1’)12 Z T(n)€27rinz
n=1

entonces

HA(pw 27T 12 Z 7_ 27rinpw (219)
n=1

ademds, aplicando el lema (2.2.3) con f = A, tenemos

;i (w+A) i T (np)e2mine (2.20)

Usando las ecuaciones (2.19) y (2.20), tenemos

Fy(w) = p" A(pw) ZA(w+)\)

%)
Z 27rinpw + (27‘()12 Z T(np)627rinw
n=1

< 11 Z 2m‘npw + i T(np)eQM”w> (2.21)

n=1 n=1

ademas, por el lema (2.2.4), tenemos que Fj,(w) = Fj,(w+1) por lo cual la iden-
tidad (2.21), es la expansién como serie de Fourier de F,(w), F,(g), alrededor
de ¢ = 0, donde como siempre ¢ = €*™*. Mds aun, el lema (2.2.4) implica que
F, es débilmente modular de peso 12 y dado que la expansién de Fourier de Fj,
tiene coeficientes a(n) = 0 para toda n < 0, entonces F), es holomorfa en oo y
E,(0) = 0, es decir F,(co0) = 0. Por lo tanto F}, es una forma cuspidal de peso
12 ]

Corolario 2.2.5.1. Se tiene que F,(w) = 7(p)A(w), donde 7(p) es la funcion
Tau de Ramanujan.
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Demostracion. Por el lema (2.2.5) tenemos que F, es una forma cuspidal de peso
12 pero, por el teorema (1.3.5), tenemos que el espacio de las formas cuspidales
de peso 12 es de dimensién 1 y por lo tanto F), es un multiplo escalar de la
forma cuspidal de peso 12, A, es decir tenemos F,, = cA. Por otro lado usando
la expansién de F), encontrada en el lema (2.2.5) :

Fy(w) = (2m)** (PH Z 7(n)em Py 4 Z T(np)@QmmU)

n=1

y comparandola con la expansién de cA:

cA(w) =

~—
n
3
HMSS
N
pull
3
[V
2
3
e

tenemos, fijandonos en el coeficiente de ¢ = e2™%:

(277)127'(1))62““” = (2#)1207'(1)82”“’ = (27T)126627Tiw (2.22)

pues 7(1) = 1, de donde se sigue que ¢ = 7(p) y por lo tanto F,(w) = 7(p)A(w).
]

Estamos ahora en posicién de terminar la prueba de L. Mordell acerca de las
conjeturas de Ramanujan sobre la multiplicatividad de la funcién 7(n) y sobre
su formula de recurrencia. Ademds, agregaremos una cota sobre el orden de
|7(n)], la cual en realidad es un corolario de un resultado del capitulo anterior,
sin embargo la colocaremos aqui para reunir los resultados principales sobre la
funciéon 7 de Ramanujan.

Teorema 2.2.6. Sea 7(n) el n-esimo coeficiente de la serie de Fourier

o0

ZT(n)eQWinw _ ( ) 12A 2mw H 27rmw 24 (2_23)

o escrito con la sustitucion de costumbre, ¢ = e>™*®

Zr(n)q" 21) T2 A (w H (1—-q™ (2.24)

y sea p un primo (positivo):
(i) Se tiene la relacidn de recurrencia

(") = 1(p)r(p") —pH (") paran>1 (2.25)

(ii) Sean m,n enteros positivos con (m,n) = 1, entonces
7(m)7(n) = 7(mn) (2.26)
(iii) T(p) = O(p°)
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Demostracion. Para la demostracion usaremos la funcién F), definida en (2.2.1)

por la ecuacion
15w+ A
Fy(w) = p" A(pw) + - > A(S2)
P\ p

la cual por el lema (2.2.5) sabemos que es una forma cuspidal de peso 12 con la
expansion

Fp(w) — (27‘(‘)12 <p11 Z T(n)eZWinpw + Z T<np)62m'nw> (2.27)

Sabemos ademds por el corolario (2.2.5.1) que Fjp(w) = 7(p)A(w) y que la
expansion de 7(p)A(w) es

T(p)A(w) = 7(p)(2m)'? Y T(n)e*m (2.28)

Haciendo la sustitucién ¢ = 2™ las ecuaciones (2.27) y (2.28) se convierten
en:

Fp(w) = (2m)" (p“ S rn)g+ Y T(np)qn> (2.29)

T(p)A(w) = 7(p)(2m)'? Y 7(n)q" (2.30)

respectivamente. Por lo tanto fijando n en las ecuaciones (2.29) y (2.30) los
coeficientes de ¢" deben ser iguales, en particular, haciendo n = p**! con k >
1, los coeficientes de ¢?" en las ecuaciones (2.29) y (2.30) deben ser iguales.
Observemos que F,(w) puede ser visto como la suma de dos series:

(2m) 2" > " r(n)g"” (2.31)

y oo
(2m)'? Z 7(np)q" (2.32)

n=1

En la serie de la ecuacién (2.31), para que el exponente de ¢ sea p* se debe tener

k=1 v por lo tanto el coeficiente de ¢?* en (2.31) es:

que np = p*, es decir n = p
(277)12p11T<pk_1) (2.33)

En la serie de la ecuacién (2.32), para que el exponente de ¢ sea p* se debe tener
k ; k
n = p* y por lo tanto el coeficiente de ¢ en (2.32) es:

(2m) 27 (pFp) = (2m) 27 (") (2.34)
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En la serie de la ecuacién (2.30), para que el exponente de ¢ sea p* se debe tener
k ; k
n = p* y por lo tanto el coeficiente de ¢ en (2.30) es:

7(p)(2m) 27 (p") (2.35)
Igualando (2.33) més (2.34) a (2.35), tenemos:
(2m)2pttr(p" 1) + (2m) P (p™) = 7(p)(2m) P (") (2.36)

lo cual implica la identidad

() = 7(p)r(P*) — p"'r(p*) parak > 1 (2.37)

y prueba (7). Ahora de manera andloga a la que probamos (i), daremos una
identidad més general. Sea s > 1 tal que (s,p) = 1 y sea a un entero mayor
o igual a 2. Busquemos el coeficiente de q‘”’(k1 en las expansiones de Fj,(w) y
7(p)A(w), que como sabemos, dichos coeficientes deben ser iguales. En la serie

de la ecuacién (2.31), para que el exponente de q sea sp®~! se debe tener que

np = sp®~ 1, es decir n = sp®~2 (aquf se ha usado el hecho de que o > 2) y por

lo tanto el coeficiente de ¢*** " en (2.31) es:
(2m)"2ptir(sp*7?) (2.38)

En la serie de la ecuacién (2.32), para que el exponente de ¢ sea sp®~! se debe

a—1

tener n = sp y por lo tanto el coeficiente de qu‘kl en (2.32) es:

(2m) 27 (sp®~'p) = (2m) "2 (sp®) (2.39)

a—1

En la serie de la ecuacién (2.30), para que el exponente de ¢ sea sp se debe

a—1

tener n = sp y por lo tanto el coeficiente de qSPW1 en (2.30) es:

7(p)(2m) 27 (sp™h) (2.40)
Igualando (2.38) més (2.39) a (2.40), tenemos:
(2m) 2ptT(sp7?) + (2m) 7 (sp) = 7(p)(2m) P (sp™ ) (2.41)
lo cual implica
7(sp®) = 7(p)7T(sp*~ ) — p'tr(sp*~?) con (s,p) =1y a>2 (2.42)
Ahora sea § un entero mayor o igual a cero y si (s,p) = 1, hacemos
9(8) = 7(0"s) = 7(p7)7(s) (2.43)
dado que 7(1) = 1 tenemos:

9(0) = 7(p°s) = 7(p°)7(s) = 7(s) = 7(5) = 0 (2.44)



60 CAPITULO 2. LA FUNCION TAU DE RAMANUJAN

Ademds, sea s primo relativo con p, el término ¢° no aparece en la serie de la
ecuacién (2.31), pues en esta serie el exponente de ¢ siempre es miltiplo de p.
Por otro lado en la serie de la ecuacién (2.32) el coeficiente de ¢° es

(2m) 27 (ps)

y en la serie de la ecuacién (2.30), el coeficiente de ¢° es

(2m) 2 (p)7(s)

y estos coeficientes deben ser iguales, por lo tanto:
7(ps) = 7(p)7(s)
de donde se sigue que:
9(1) = 7(ps) = 7(p)7(s) =0 (2.45)

Por otro lado tenemos:

T(p)g(B) —p''g(B —1)
=7(p)(r(p’s) — ( Ar(s)) = p ' (r (" s) — 7 (0P )7 (s))
= (r()7(@’s) = p"' (P "9)) — () (v ()T (p7) — "7 () (2.46)

y usando las ecuaciones (2.37) y (2.42) la ecuacién (2.46) es igual a

T(p)g(B) — p*'g(B —1) = 7(p"*'s) = ()7 (") = g(B+ 1) (2.47)

Con esto es ahora facil probar por induccién que ¢g(5) = 0 para todo 5 > 0.
Sabemos por (2.2) y (2.45) que g(0) = g(1) = 0, nuestra base de induccién serd
B = 2. Sabemos por (2.47) que:

9(2) = 7(p)g(1) —p''g(0) =0 (2.48)

Nuestra hipdtesis de induccién serd que g(i) = 0 para todo 0 < ¢ < t. Ahora
tenemos por (2.47) y por la hipétesis de induccién que:

g(t+1) =7(p)g(t) —p''g(t—1) =0 (2.49)

de donde concluimos que ¢g(8) = 0 para todo 8 > 0, es decir que para todo
primo p y todo entero positivo s con (s,p) = 1 se cumple

7(ps) = 7(p7)7(s) (2.50)
en particular si p; y p2 son dos primos distintos, entonces
(P p3*) = T(P1)7T(P5?) (2.51)

lo cual implica que 7(n) es multiplicativa y termina la demostracién de (i7).
Finalmente observamos que (iii) es el teorema (1.4.5) aplicado a (27) !2A que
es una forma cuspidal de peso 12. |
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Lema 2.2.7.
= > d'r ( ) (2.52)
d|(m,n)

Demostracion. Consideraremos primero el caso en el que m y n son potencias
de un mismo primo, es decir cuando m = p® y n = p® con p primo. Supongamos
sin perdida de generalidad que a > b. Se tiene entonces que (p®,p®) = p® y por
lo tanto

b
Zdll T( ) Z 1l a+b72i) (253)
1=0

d|p®

Para demostrar el lema en este caso fijaremos a y haremos induccién en b. Si
b =1 entonces queremos demostrar

1
(p) = Zpl”T(p““‘%) (2.54)

() 4 ) (2.55)

pero esto es simplemente otra forma de la identidad (2.25) probada en el teorema
(2.2.6). Esto constituye nuestra base de induccién. Supongamos que la identidad

J

(")) =D p" () (2.56)
i=0
es cierta para j = 1, ... ,b— 1, entonces, usando (2.25) tenemos:
T(p")7(0") = 7)) ()T (") = p' (")

[
p)T(p)r(p*" ) pHr(p)r(p"?)
(") +p ("I (") = M ()T (0" )
= T(p““)T(p Dt pt et ) = p ()T (pP?)  (2.57)
Ahora, como la hipétesis de induccién funciona para toda a > by toda 1l < j <

b— 1, entonces, aplicando la hip6tesis de induccién a el ultimo renglén de (2.57),
tenemos:

b—1 b—1 b—2
— Zpllz T(pa+b—2z) _|_p11 Zpllz T(pa+b—21—2) _ pll Zpllz T(pa+b—2z—2)
=0 =0 i=0

b—1
— Zpllz T(pa+b72z) _|_p11b7_(pa+b72(b71)72)
i=0

b
— Zpllz 7_(pa+b 21) (2.58)
=0
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lo cual concluye la demostracién para el caso en que m y n son ambos po-
tencias del mismo primo.

Por otro lado, sean m = pi" - ...pp* y n = pfl . ...pf’“ donde «;,8; > 0, y
definimos ¢; = max{«;, 8;}, entonces l=(n,m)=p{" -...pf* y los divisores de
I son de la forma pi* - ...p}* con 0 <~; < ¢; y por lo tanto:

Z dll 7_( ) Z Z pllzl 111;C (ptll1+5172i1 - 'pzk+5k72ik>

d|(m,n) i1=0 i, =0

— Z Z pllu B lltk (p?1+61—2i1) o (ka"!‘Bk—Qik)

11=0 1, =0
_HZ Lij a,+[3J Qij)
J=1 1
k
_ g B;
= [ 7))
j=1
=7 )T )
=7(m)7(n) (2.59)

2.3. Relacién entre 7(n) y los coeficientes de j

Con la teoria que hemos desarrollado sobre el espacio de las formas modu-
lares de peso 2k, Mj., hemos obtenido algunas identidades como en la seccion
1.4, las cuales recapitulamos a continuacion.

Recordemos que segin el corolario (1.4.3.1) se tiene la igualdad

Gr(z) = 2¢(2k)Ex(2)

con
Bi(2) =1+% Y oo-1(n)q" (2.60)
n=1
’ 4k
= (-1)F == 2.61
w= 0y (2.61)

Notemos que Ej, es una forma modular de peso 2k tal que Ej(cc0) = 1! para
todo k > 2. Lo anterior es cierto ya que Fi(z) es un miltiplo escalar de la forma

L Algunos autores se refieren a Fj, como la serie de Eisenstein normalizada de peso 2k.
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modular de peso 2k, G y por lo tanto Ej es una forma modular de peso 2k
ademsds, la ecuacién (2.60) nos da su expansién en infinito, la cual claramente
tiene término ag = 1, es decir Ej(c0) = 1.

Recordamos que las dimensiones de My y M5 son ambas 1, y por lo tanto las
formas modulares de pesos 8 y 10 que valen 1 en infinito son tnicas. Se debe
tener entonces

Ey By = FEy (2.62)

Ey Es = E- (2.63)
Usando las identidadeb (2.60), (2.61) y los valores By = 55, B3 = 75 By=
%, Bs = 66, tenemos:

o0 8 (o) o0
Ey =1+ Z o3(n)g" =1+ (—1)23—2 Zag(n)q" =1+ 2402 o3(n)q

n=1 n=1 n=1
(2.64)
oo 12 & oo
B3 =1+ os5(n)g" =1+ (- B—Z ¢"=1-504) o5(n)g
n=1 n=1 n=1
(2.65)
oo 16 & oo
E, = 1+’74ZU7(n)q" = B—Z = 1+4SOZU7(n)q
n=1 n=1 n=1
(2.66)
oo 520 oo
E5:1+’}/5ZO'9( —1—|— ZO’Q :1—264205(n)q
n=1 n=1
(2.67)

y substituyendo estos valores en (2.62) y (2.63) y fijindonos en el coeficiente de
q" de ambos lados, tenemos:

n—1
o7(n) = o3+ 120 Z osz(m)os(n —m) (2.68)
m=1
n—1
1og(n) = 2105 — 1003 + 5040 Y 03(m) o5(n — m) (2.69)
m=1

Aplicando ahora el corolario (1.4.3.1) con k = 6, es decir las identidades
(2.60) y (2.61) con k = 6 y usando el hecho de que B = 4a Tenemos

2730 65520
Eg = 1+24:69—1§:a11 =1+ Zo—u (2.70)

Recordemos ahora que se ha definido el invariante modular j como
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j=12%g3/A (2.71)
y que segun las proposiciones (1.3.1) y (1.3.2), j es una funcién modular

de peso 0 que es holomorfa en H y tiene un polo simple en co. Ademds por el
corolario (1.4.3.3) tenemos

j(z) =~ + 44 + Z cnq" (2.72)

n=1

Recordemos también que
(2m) "2 A(z Z (2.73)

donde 7(n) es la funcién Tau de Ramanujan.
Lema 2.3.1. Se tiene

E3(2) = (j(2) — 12°)(2m) "2 A(2) (2.74)
Demostracion. Usando (2.71) y el hecho de que A = g3 — 27g2 tenemos:

(2m)12 \ A(2)
123 3 2 s 2
= (271_)12 <g2 (Z) (92 2793)) = (2 )12 2793
6, 26
_ (2277)?;2 e (2.75)

Por otro lado como g3 se define como 140 G5 y el corolario (1.4.3.1) nos dice que
G3(z) = 2((6)Ey(z) entonces, usando el valor conocido ¢(6) = 3%;7, tenemos

140 - 2 - 7© 27r)
por lo tanto
2712
g5 = ( )36 E? (2.77)

y al usar la identidad (2.77) en la ecuacién (2.75) tenemos
A(z) 26 .36
—123 =
(J(2) )(271')12 (2m)12 93
_ 2039 em)2
(2m)12 26 . 36 3
=E3
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Corolario 2.3.1.1. Para todo n > 0 se tiene la identidad
n—1
(504) Z os(k)os(n —k) =1(n+1) —9847(n) + Z ck)rln—k) (2.78)
k=1

donde c(n) es el n-esimo coeficiente de la expansién de j dada por la ecuacion
(2.72), T(n) es la funcion Tau de Ramanujan y se consideran o5(0) = —1/504,

7(0) =0 y la suma
n—1
Z c(k)r(n —
k=1

es igual a 0 paran=0yn=1.

Demostracion. El lema (2.3.1) nos da la identidad

B3 (2) = (j(2) —12%)(2m) TP A(2) (2.79)

Ahora utilizando las expansiones dadas por las ecuaciones (2.65), (2.72) y (2.73)
de E3, j y (2r)7!2A, respectivamente, y haciendo o5(0) = —1/504, y sustitu-
yendo en (2.79), tenemos

(504 Z o (n)q”)2 = ( — 504 Z 05(n)q”)2
< + 744 + Z n)q" — 123> (i T(n)q”>
— (; — 984 + Z c(n)q"> <Z T(n)q"> (2.80)

n=1

fijindonos en el coeficiente de ¢" tenemos que el coeficiente de ¢" en el lado
izquierdo de (2.80) estd dado por

(504) 205 Jos(n — k) (2.81)

mientras que el coeficiente de ¢™ en el lado derecho de (2.80) estd dado por la
suma

7(n + 1) — 9847(n Z (2.82)
si n > 2. Los coeficientes de ¢° y ¢' en el lado derecho de (2.80) son 1 y

7(2) — 9847(1), respectivamente, por lo que con las precisiones hechas en el
enunciado del corolario, juntando (2.81) y (2.82), tenemos el resultado. |



66 CAPITULO 2. LA FUNCION TAU DE RAMANUJAN

Lema 2.3.2.
65520 A

691 (2m)12

5 — = F3 + 1008 - e (2.83)
Demostracion. Como Ej es una forma modular de peso 6, entonces E3 es una
forma modular de peso 12, mas atin dado que la expansién de E3 como serie
alrededor de ¢ = 0 tiene coeficiente ag = 1 se tiene que la expansién de E?
alrededor de ¢ = 0 tiene también coeficiente aj, = 1. Dicho de otra manera,
dado que F3(co0) = 1, entonces E2(co) = 1. Como Eg es una forma modular
de peso 12 con FEg(oco) = 1 (es decir con coeficiente by = 1 en su expansién
alrededor de ¢ = 0), se tiene que Eg — F3 es una forma modular cuspidal de
peso 12 pero, sabemos por el teorema 1.3.5 que M, el espacio de las formas
cuspidales de peso 12, tiene dimensién 1 y por lo tanto Eg — E3 debe ser un

miiltiplo escalar de la forma cuspidal de peso 12, (27r)12A, es decir, tenemos

A
2 _
EG — E3 =cC- W (284)
Observemos los coeficientes de ¢ en las series
65520
EG =1 + —— Ull(n)q" (285)
691 —
EZ = (1 — 504 Z 05(n)q"> =1-1008 Z os(n)g™ + <Z 05(n)q">
n=1 n=1 n=1
(2.86)
A = n
e = ;T(n)q (2.87)
son
65520 65520
= = 2.
oo 7 = 501 (2.88)
100805(1) = —1008 (2.89)
(1) =1 (2.90)

en (2.85), (2.86) y (2.87), respectivamente. Tenemos entonces por las ecuaciones
anterior que el coeficiente de ¢ en el lado izquierdo de (2.84) es
65520

20 41 2.91
o 1008 (2.91)

mientras que el coeficiente de ¢ en el lado derecho de (2.84) es simplemente c,

de donde obtenemos 65520
= —— +1008
691 +

y sustituyendo en (2.84), tenemos

65520 A
FE¢ — E3 = [ ——— +1008
6 (691 i >(27r)12
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que reordenando nos da la identidad

65520 A

-— = E3 + 1008 -
67 601 (emz s (2m)12
|
Con lo anterior podemos probar el siguiente teorema.
Teorema 2.3.3. Para todo n > 1 se tiene
n—1
65520
———(o11(n) = 7(n)) = 7(n+1) + 247(n) + Y _ c(k)7(n — k) (2.92)
691 —

donde los c(i)'s son los coeficientes de la expansién en infinito (alrededor de
q = 0) del invariante modular j y 7(n) representa la funcion Tau de Ramanugjan
evaluada en n y, donde la suma

z_: c(k)r(n —k)
k=1

se considera igual a 0 sin = 1.

Demostracion. Usando las expansiones

65520 —
Es=14+——> ou(n)q" (2.93)
691 —~
A > n
a2 = Z T(n)gq (2.94)
n=1
tenemos que el coeficiente de ¢" para n > 1 de
65520 A
B — - . 2.95
077691 (2m)12 (2.95)
“ 65520
691 (o11(n) — 7(n)) (2.96)
Por otro lado, dado que en la prueba de la identidad
n n—1
(504)* ) " o5(k)os(n — k) = 7(n+1) — 9847(n) + > _c(k)r(n—k)  (2.97)
k=0 k=1

(ecuacién (2.78)) del corolario 2.3.1.1 se ha usado que el lado izquierdo de
dicha identidad es el coeficiente de ¢™ en la expansién en infinito de E? para
todo n > 1 si convenimos que la suma

c(k)r(n—k)

n

>
Il
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es igual a 0 si n = 1, se tiene que el coeficiente de ¢" en la expansién en infinito
de

E3 +1008 - 2.98
3 + (27‘1’)12 ( )
es igual a
n—1
(r(n+1) = 9847(n) + > _ c(k)7(n — k)) + 10087(n)
k=1
es decir )
T(n+1) +24r(n) + Y c(k)r(n — k) (2.99)
k=1
Finalmente usando la identidad
65520 A A
- — _ = F24+1008- ——
6" 601 (2m BT 2
es decir el lema 2.3.2 tenemos, al igualar los coeficientes de ¢™ de
65520 A
07691 (2m)12
y
E2 41 =
5 + 1008 o
encontrados en (2.96) y (2.99), respectivamente, tenemos
n—1
65520
gor (on(n) =7(n)) =7(n+1) +247(n) + k; c(k)r(n — k)
|
Corolario 2.3.3.1. Para todo n > 1 se tiene
o11(n) =7(n) (méd 691) (2.100)
Demostracion. Dado que en la ecuacién
65520 =
(c11(n) —7(n)) =7(n+ 1) + 247(n) + Z c(k)r(n —k)
691 =

(ecuacién (2.92)) del teorema 2.3.3 el lado derecho es un entero pues ¢(n) y 7(n)
son enteros para toda m > 1, entonces se debe tener que el lado izquierdo de
dicha identidad debe ser también un entero y como (65520,691) = 1 se debe
tener 691| o11(n) — 7(n) de donde se sigue el resultado. [ |

Vale la pena observar que el teorema (2.3.3) nos proporciona una formula
de recurrencia para obtener los coeficientes ¢(n) en términos de o171 y 7.
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2.4. Resultados sobre la recurrencia de la fun-
cion 7

Pongamos ahora nuestra atencion en la recurrencia lineal de grado 2 de la
ecuacién (2.25) del teorema 2.2.6:

(") = 1(p)r(p") —pt (") paran>1 (2.101)
donde p es un primo.

Las recursiones lineales de grado 2 con coeficientes enteros han sido bien estu-
diadas?, sin embargo daremos a continuacién pruebas particulares sobre algunas
propiedades aritméticas de los términos de la forma 7(p™) donde p es un primo.

Comencemos con el siguiente resultado.

Lema 2.4.1. Si p|7(p") para algin entero v > 1, entonces p|T(p"™) para toda
n>1.

Demostracion. Usaremos argumentos inductivos y la formula de recurrencia

n+1) nfl)

T(p") = 7(p)r(P") — p'7(p para n > 1
Veamos primero que si p|7(p), entonces p|7(p™) para toda n > 1. Supongamos
entonces que p|7(p) y que p|T(p') para todo 1 < i < k. Usando la formula de

recursién para calcular 7(p**1) tenemos

k+1) kfl)

() =1(p)T(") —p'r(p

y como estamos suponiendo que p|7(p*), entonces p divide al lado derecho de
la igualdad, de donde se sigue que p divide también a 7(p**1!). Por induccién
p|T(p™) para toda n > 1. De manera similar si p|7(p") para algin n > 1,
entonces, usando la identidad

nfl) n72)

(") = ()T (") —ptr(p
se tiene que p|T(p) o p|T(p"~1). Si p|7(p) estamos en el caso anterior, si no,
entonces p|7(p"~!) y podemos iterar el proceso. En cualquier caso, como el ex-
ponente en la expresién p|7(p™) disminuye de 1 en 1, llegaremos a p|7(p) y en
ese caso ya vimos que p|7(p™) para toda n > 1. [ |

Corolario 2.4.1.1. Si p no divide a 7(p), entonces p no divide a 7(p") para
ningin n > 1.

Demostracion. El corolario se sigue directamente del lema 2.4.1, pues si p|7(p™)
para algin n > 1, entonces p dividiria a 7(p). |

2Ver por ejemplo [12]
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Lema 2.4.2. Sia y b son enteros con a > b >0, se tiene
(™) = (" )7 (P") — P (p* )T (") (2.102)
donde T(n) =0 sin < 0.

Demostracion. Primero observemos que la identidad se cumple trivialmente si
b=00a=>b=1. Por lo anterior, podemos suponer que a > 2y b > 1. Primero
supongamos que a > b (que implica b<a—1y b—1<a—2), usando el lema
2.2.7 con m = p®~ ! y n = p®, tenemos

a—1,b b
(" ) (p’) = Zd“(p 7 ) = Pt (2.103)
=0

d|p®

y usando el lema 2.2.7 con m = p®~2 y n = p®~!, tenemos

pil 1) =

a—2,b—1
—pl! Z Ji T(P 227 )
dlp®—* d

b—1

_ pn Zpllj T(pa+b—1—2(j+1))
j=0

b—1
_ Zpll(jJrl) F(ptth—12G+ D)y
j=0

(" )(p

b
_ Zplli T(pa+b7172i) (2104)
i=1

por lo que juntando las ecuaciones (2.103) y (2.104) tenemos
F(p* Nr(p?) — pr(p ) (L) =
_ Zb:pm F(pith1-2) zb:pm F(path—1-%)
i=0 i=1
= pll0p(patb=1-2:0) _ 7 (ja+b-1y (2.105)

Si ahora sucede que a = b la prueba es analoga, solamente cambiard el indice
superior en las sumas pues en este caso a — 1 < by a —2 < b — 1. Tenemos
entonces

a—1,a a—1 . .
T ) = Y d”7<p 7 ) =D ™) (2.106)
=0

dlpe—?



2.4. RESULTADOS SOBRE LA RECURRENCIA DE LA FUNCION 7 71

—2,a—1
_o11 1 _(p*°p
3 ()
dlpe—2
a—2
= pl ang (p2em126HD)
i=o0

|
)

a

_ pll(j+1) T(pza—1—2(j+1))

Q .
= o

— Zplli T(p2a—1—2i) (2107)
i=1

y juntando las ecuaciones (2.106) y (2.107), tenemos
T ) — (" )T ) =
_ az_:lpni F(pPa—i2iy - az_:lplu T (pPa— 120
i=0 i=1
:pll-OT(an—l—Q-O) _ 7_(p2a—1) (2108)

lo que concluye la demostracion. |

Hagamos ahora algunos cambios en la notacién con el fin de simplificarla.

Definicién 2.4.1. Sea p un primo fijo. Definimos la sucesion Py, como

0 sik=0
Po=_71)=1 sik=1 (2.109)
(Y sik>1

Con esta notacién la recurrencia

n+1) n—l)

(") =7(p)r(p") — p''7(p para n > 1

se convierte en
Poio= PP, —p''P, paran>0 (2.110)

Con esta notacién el lema (2.4.1) nos dice que si p| P, para algiin r > 2, entonces
p divide a P,, para todo n > 2 y el corolario 2.4.1.1 nos dice que si p no divide
a P, = 7(p), entonces (p, P,) = 1 para toda n > 2.

Definicién 2.4.2. Decimos que un primo p es ordinario sip 1 7(p) = P2 y
decimos que p es no-ordinario si sucede lo contrario.
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Con esto tenemos que si un primo p es ordinario entonces p { P, excepto para
n = 0.

Lema 2.4.3. Sip es un primo ordinario, entonces (P,y1,P,) = 1 para toda
n>1

Demostracion. Haremos la prueba por induccién. Para n = 1 tenemos P; = 1
y por lo tanto (P, P;) = 1. Ahora supongamos que (P,, P,_1) = 1. Usando la
recursién (2.110), tenemos

Pn+1 = P2Pn _pllpn—l

entonces d = (P, 41, P,) divide a p!*P,_; pero, como p es ordinario (d,p) = 1
y entonces d|P,_1 y entonces p es un divisor comin de P, y P,_; y por la
hipétesis de induccién, se tiene que d = 1 |

Podemos ahora probar el siguiente lema

Lema 2.4.4. Sean n y m enteros no negativos y p un primo ordinario, se tiene
entonces
(Prms Pn) = Plonm) (2.111)

Demostracion. Si alguno de m o n son cero, el resultado se sigue trivialmente
va que Py = 0. Ahora veamos por induccién el caso n = mk. En este caso como
(mk,m) = m se debe tener que P,,|Py; para todo k > 0. Sik =0y k=1
el resultado es cierto pues es simplemente P,,|0 o P,,|P,,, respectivamente.
Supongamos ahora que para toda 0 < j < k se tiene P,,|P,;. Usando el lema
2.4.2 con a = mk y b = m y usando el hecho de que P, = 7(p*~!) sin > 1,
tenemos

Pm(kJrl) = Pmk+m = mkPm—i-l - pllek—IPm (2112)

y como por hipétesis P, | Pk, entonces el lado derecho de (2.112) divisible por
Py, y por lo tanto también debe serlo el lado izquierdo, es decir Pp,|Pp,(j41)-

Supongamos ahora sin perdida de generalidad que m < n. Sea n = mk + r,
como ya resolvimos el caso en el que m|n, podemos suponer que 0 < r < m. Se
tiene que con la notacién Py = 7(p*~ 1), el lema 2.4.2 con a = mk y b = r se
convierte en

Pn = I'mk+r :PmkPT+1 7p11Pmk—1Pr (2113)

como Py, | Py por lo visto al principio de la prueba, (P,,, p) = 1 porque p es ordi-
nario y (P, Pmk—1) = 1 por el lema 2.4.3, se tiene que (Py,, Prgtr) = (P, Br).
Podemos repetir el proceso con r y m pero, esto es justamente el algoritmo de la
divisién de Euclides por lo que llegaremos a (P, Pk+r) = (Pg,0) = P; donde
d = (m,n). [ |
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2.4.1. La conjetura de Lehmer

Hemos estudiado algunas propiedades aritméticas de la funcién 7(n) y para ello
hemos dividido a los primos en ordinarios, si p{ 7(p) y no-ordinarios de lo con-
trario. Si sucediera que 7(p) = 0 para algin primo p, entonces p | 7(p) = 0, por
lo que p tendria que ser no-ordinario. En el articulo [6] se menciona que has-
ta ese momento (noviembre de 2013) los tinicos primos no-ordinarios conocidos
eran 2, 3, 5, 7, 2411, 7758337633. En el momento de escribir este trabajo esos
siguen siendo los tinicos primos no-ordinarios conocidos.

Lehmer conjeturo en 1947 que 7(n) # 0 para todo entero positivo n. Has-
ta el momento la conjetura permanece abierta y el mayor n conocido tal que
T(m)#0si1<m<nes

n = 816212624008487344127999 ~ 8§ - 10?3

dicha cota fue demostrada por Derickx, van Hoeij, y Zeng en 2013 en [7].
Dado que 7(n) es una funcién multiplicativa, es facil ver que si 7(m) = 0 para
algtin entero positivo m, entonces 7(p") = 0 para un primo p tal que m = p”s con
(p, s) = 1. Esta observacién y el siguiente lema probaran que si 7(m) = 0 para
algin entero positivo m, entonces 7(p) = 0, donde p es un primo que divide a m.
Sin embargo para demostrar el lema siguiente utilizaremos un resultado fuerte
conjeturado por Ramanujan y probado por Deligne en 1974 como consecuencia
de su demostracién de las conjeturas de Weil en [4]. El resultado, aplicado al
caso particular de la funciéon Tau de Ramanujan nos dice

I7(p)| < 2p'/?  para todo primo p. (2.114)

La siguiente tabla muestra los primeros valores de 7(n)3

n  7(n)
1 1

2 -24

3 252
4 -1472
) 4830
6 -6048
7

8

9

1

1

-16744

84480

-113643
0 -115920
1 534612

Cuadro 2.1: Primeros valores de la funciéon Tau de Ramanujan

3Esta tabla fue extraida de [13, p. 97]
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Lema 2.4.5. Si 7(p) # 0 para algin primo p y p® || 7(p), es decir p* | 7(p) pero
p*TH 4 7(p), entonces p** || 7(p").

Demostracion. Del Cuadro 3.1 podemos observar que la maxima potencia de 2
que divide a 7(2) = —24 es 2% y la maxima potencia de 3 que divide a 7(3) = 252
es 32. Ademds si p > 5, se sigue de (2.114) que

r(p)? < dp't < p'?
y como |7(p)|? es un cuadrado, entonces, si 7(p) # 0, la maxima potencia de
p que divide a |7(p)|? debe ser de la forma p?* y por lo tanto 2s < 12 es decir
0 < s < 5. Tenemos entonces que para todo primo p tal que 7(p) # 0 se tiene
que si p*® || 7(p), entonces 0 < s < 5 pues cuando p = 2 o p = 3 los valores
explicitos nos dan el resultado. Concluiremos ahora la prueba con induccion.
Supongamos que 7(p) # 0y p® || 7(p), en este caso esta serfa nuestra base de
induccién. Nuestra hipétesis de induccion es que para todo 1 < j < k se tiene
que p* || 7(p?). Ahora, usando la identidad de recursién (2.101) con n = k,

tenemos

k+1) kfl)

() =1(p)T(") - p'r(p

y usando la hipétesis de induccién tenemos

p | (o) (p")
p11+s(k—1) ” _pllT(pk—l)

y como s < 5, entonces 2s < 10 < 11 y por lo tanto

p* Y | ()T (p*) — p () = T ()

Con lo anterior, y como ya habiamos mencionado tenemos la siguiente pro-
posicién.

Proposicién 2.4.1. si7(m) = 0 para algin entero positivo m, entonces 7(p) =
0, donde p es un primo que divide a m

Demostracion. Como 7(m) es multiplicativa se debe tener que 7(p®) = 0 para
un primo p tal que m = p°k con (p,k) = 1. Por le lema anterior si 7(p) # 0,
entonces existe un entero « tal que p®® || 7(p®), en particular p®s*1 t 7(p®) =0
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto si 7(p®) = 0, entonces 7(p) =0. N



A. Productos Infinitos

Este apéndice es incluido con los objetivos de dar una definicién formal
de producto infinito (en C o en R), asi como dar algunos criterios simples de
convergencia para un producto infinito de nimeros complejos, los cuales son
utilizados en esta tesis para demostrar la convergencia de algunos productos
infinitos, siendo el méds importante de este trabajo la convergencia de

el

es decir del producto infinito que determina a la funcién Tau de Ramanujan.

Definicién 2.4.3. Si {z,} es una sucesion de nimeros complejos y si

existe, entonces z es el producto infinito de numeros z, y se denota por

(o)
z:”zn

n=1

Supongamos que ninguno de los nimeros z, es cero, que z = [[ -, z, existe y
que ademds no es cero. Sea p, = [[_, zx para n > 1; entonces ningin p,, es

cero y = z,. Como z # 0y p, — z, tenemos que nhﬁnéo zp, = 1. Por lo

Pn—1
tanto, excepto para los casos donde el cero aparece en la sucesién {z,} o como
el limite del producto infinito, una condicién necesaria para la convergencia de
productos infinitos es que el n—ésimo termino debe converger a 1. Por otro
lado, notemos que para z, = a para toda n y |a| < 1, [z, = 0 a pesar que

lim z, = a # 0. Debido al hecho de que la exponencial de una suma es el
n—oo

producto de las exponenciales de los términos individuales, es posible discutir
la convergencia de un producto infinito (cuando el cero no estd involucrado)
discutiendo la convergencia de la serie Y log z,,, donde log es la rama principal
del logaritmo. Sin embargo, para que tenga sentido trabajar con log z,, debemos

(0]
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restringir a z,. Si el producto debe ser distinto de cero, entonces z, — 1. Asi que,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que $(z,,) > 0. Ahora, supongamos
que la serie " log z,, converge. Si s, = Y ,_, logz, y s, — s, entonces e*n — ¢*.
Pero e = []}_, 2k, por lo tanto []}_, z converge a z = e* # 0.

n
Proposicién 2.4.2. Sea R(z,) > 0 para todo n > 1. Entonces H 2k converge

k=1
00

a un numero distinto de cero si y solo si la serie E log z. converge.
k—1

Demostracion. Sea p, = [lp_, 2k, 2 = re??, -7 < 0 < 7 y sea l(p,) =
log |pn| + 0, la rama principal de logaritmo, donde § — 7 < 6, < 6 + 7. Si
Sn = Y p_plogzg, entonces e*» = p, de tal forma que s, = l(p,) + 2ink,
para algin entero k,. Ahora supongamos que p, — z. Entonces s, — s,_1 =
log z,, — 0; también I(p,) — l(pp—1) — 0. Entonces, (k, — kn,—1) — 0 cuando
n — oo. Como cada k, es un entero esto significa que existe un ng y una k tal
que k,, = k, = k para m,n > ng. Asf que s, — l(z) + 2imk; esto es, que la
serie Y In(z,) converge. Como el regreso fue probado arriba, esto completa la
prueba. ]

Considera la expansién en series de potencias de log(1 + z) alrededor de z = 0:

o0

log(1+2) =Y (-1)

n=1

2" z
el — 4
n 2

la cual tiene radio de convergencia igual a 1. Si |z| < 1 entonces

log(1 11
D +‘
z 2 3

1 2
§§(|z|+|z| +...)

_1 |7
21— |7

. . 1
Si requerimos ademés que |z| < > entonces tenemos que

_ log(1 4+ 2)
z

1
1 <=
=2

1
Lo cual nos dice que para |z| < 3 tenemos que

1 3
§\z| < |log(l+z)| < §|z| (2.115)
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Proposicién 2.4.3. Sea R(z,) > —1; entonces la serie Y log(1+ z,) converge
absolutamente si y solo si la serie Y z, converge absolutamente.

Demostracion. Si ) |z, | converge, entonces z, — 0; entonces tenemos que even-
tualmente |z,| < 3" Por la ecuacién (2.115 ), tenemos que > log(1l + z,) esta
dominado por una serie convergente, por lo que también converge. Para el re-
greso, tenemos que Y log(1 + z,) converge entonces tenemos que |z,| < L para

2
una n lo suficientemente grande. De nuevo, lo anterior nos permite concluir que

> |zn| converge. |
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B. Identidad de Euler para
Cotangente

En este apéndice daremos una prueba de la identidad de Euler para 7 cot 7wz.
Esta identidad es crucial en esta tesis ya que juega un papel fundamental en la
prueba de que el producto infinito

g [J(1—g"*

n=1

es una forma modular cuspidal de peso 12, lo que nos permite deducir que

g[Ja-a*=> 7(n)g"

donde 7(n) es la funcién Tau de Ramanujan.
Veamos una prueba de dicha identidad la cual fue primero probada por Euler
en 17484,

[e.9] o0

1 1 1 2
7 cot ﬂz:Z = lim :7—1—2722 (2.116)

z4+n Nooo z4+n z 22 —n
= Inl<N n=1

1
Esta férmula se cumple cuando z no es un entero. La suma >~ —— debe
z+mn
ser propiamente entendida, ya que las mitades separadas que corresponden a

cuando n es positiva y cuando n es negativa no convergen. Unicamente cuan-
. . . 1 .
do se interpreta simétricamente, como lim ——, la cancelacién de los
’ [n|<N z+ n’

términos nos lleva a la serie convergente dada por la ecuacién (2.116).

Para demostrar (2.116), mostraremos que 7cotnz y la serie de la derecha en
(2.116) tiene las mismas propiedades estructurales. De hecho, observemos que
si F(z) = mwcot(rz), entonces F tiene las siguiente tres propiedades:

1. F(z+1) = F(2) cuando z no es un entero.

4Est4 prueba fue tomada de [14]. Una prueba para el caso real puede encontrarse en [8].
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1
2. F(2) = 2 + Fy(z), donde Fy es una funcién analitica cerca del cero.

3. F(z) tiene polos simples en los enteros y no tiene ninguna otra singularidad

Entonces notamos que la funcién

oo

1 , 1
;Z—‘rn:]\;gnoo Z z+n

[n|<N

también cumple con las mismas tres propiedades. De hecho, la propiedad 1 se
obtiene de observar que pasar de z a z + 1 simplemente cambia los términos de
la suma infinita. Para ser precisos,

e e S ey Ay D D
z4+14n 2z4+41+N z—N zZ+n

In|<N [n|<N

Si hacemos a N tender al infinito probamos dicha afirmacién. Las propiedades

2z

——— de la suma.
2

1
2y 3 son evidentes de la representacién — + 3> | —
z z

Por lo tanto, la funcién definida como

z4+n

—0o0
es periddica en el sentido de que A(z) = A(z + 1), y por la propiedad 2 la
singularidad de A en el origen es removible, y, por lo tanto, por la periodicidad de
A, las singularidades en todos los enteros también son removibles; esto implica
que A es una funcién entera.

Para demostrar nuestra férmula, serd suficiente mostrar que la funcién A
estd acotada en el plano complejo. Por la periodicidad de arriba, es suficiente
acotarla en la franja |R(z)| < 1/2. Esto se debe a que cada 2z’ € C es de la forma
7z = z+ k, donde z est4 en la franja antes mencionada y k es un entero. Como
A es holomorfa, estd acotada en el rectdngulo |3(z)| < 1 y solo necesitamos
controlar el comportamiento de la funcién A para |$(z)| > 1. Si §(z2) > 1y
z = x + 1y, entonces

eiﬂ'z + e*iﬂ'z ) 6727ry + 6727,'7110

cot mz =1 — — =1— T
67,71'2 —_ e—Zﬂ'Z e Y e~ 1T

lo cual, en valor absoluto, estd acotado.

Ademiés
1 = 22 1 = 2(x +1
R R D
z f=zien rtiy  Aat -yt —n + 2y

por lo tanto si y > 1, tenemos que

1 & 22
;+222—n2

n=1

— Y
n=1
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La suma del lado derecho es mayorizada por

%)
/ 2 ! de
o Yy +tn

porque la funcién y/(y? + n?) es decreciente en x; mas ain, como lo muestra
el cambio de variable z — xy, la integral es independiente de y y por lo tanto
estd acotada. Por un argumento similar, A estd acotada en la parte de la franja

donde J(z) < —1, y por lo tanto estd acotada en toda la franja |R(z)| < 3 Por

lo tanto, A estd acotada en C, y por el Teorema de Liouville, A(z) es constante.
La observacion de que A es impar muestra que esta constante debe ser 0 y
concluye la prueba de la férmula (2.116).
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